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Capítulo 1 

INTRODUCCIÓN 

La i!lC tabilidad dc las órbi La CII istclll dill á lllicos es uant i t a t ivalll clll (' 1(,(1(,-

jada por las fU II iOllcs de complc.iidad . La c IIlpl jidad Lopológi r rcf!('ja plll'OS lagos 

tOI lógi o dc la dill á lllica. la o lll plcjidad illlból ica se a ractc ri za CO II los s is t clll as 

imbólic s . .Y la «:. n)-comple.iidac1 depende d la d istan ia e ll el pla no fasp . , i IIn s is­

tem linámi co es generado por un I1l ap o J : X ~ X d nde X ' un es pac io lIl ét ri co 

on un a dis tancia d, uno puede illtr ducir la u e ión d e di l a neia 

dn(x , y ) = máx d(j' x, f'y ), n E N, 
O;"; I;"; n-J 

\' Ludiar la t - 011111cjidad con rcsp cto a la d isLancia cl n C0 l11 0 fun ción del ticlllpo // . 

É ta fun ión d es rib la eyol uciólI d la inesLabi lidad d las ó rbi La n ('1 t i('1I1 po l/ . 

Ésta función no ' 10 depende de 11 'ino que La mb ién dep encl e clt, . 

En realid ad , la (t , n)-complej idad C"n I e 1 má.\:imo núm r d I i('zas ele' trayec­

tor ias d e longitud t mpora l n qu on t-disLinguibl es. Es ciar qu e s Le nllll1<'1'O va 

aum entando onforme t va d ecr ciendo. I un i Lem a p ,ce un a cantid ad dc ilH's la-

h ili lad enton es est e m'lIn ero tambi én aumenta li ando 17 es i'(:'cit'ntl' : [Aloportlllli (J¡ld 

ID ado A e X \ D , la cantidad C. .,, (A ) = max { I}'I : }' e A e un conjulli o (c. 1l)-"ppal1tdo) 

donde IYI es cardin alid ad elel conj unlo )'. es llamaela (c,n )- 'ompll'jiel ael elel cu lljunt o A. 

5 
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para que las Lrayeet ria div rgan en más de la d i Lanca duran';e el inL(' rvalo Lempo­

ral n + 1 es mayor que la d d i\' rger clurante las n unidades temporales . Es co no('ido 

n [2] que 

1
, 111', 11 

b := lím 1m sup --' 
,,~ !-u - 111 ( 

e la dimensión fractal de X. Además también pO([<' l\1o. ver en [2] que 

I 1, l ' 111 en 1:= 1m lm sup--
(-o n- n 

es la entropía topológica del sistema dinámi o (X. n. igui endo a Takpl1s 1" p,(, l lt c 

dice que el s istema (X , 1) es determinista y pos Iin ámica caotica . i O < b < 

O < h < . La propiedade de t a complej idad pu d 11 ser eSl;udi adas ell [2]. 

Pero hay otro amino para clefinir una fun ión de complejidad qu s basado 

eu la cobertura de X por Illedio de coujulI tos a bi erto . A és ta, se le ll a lll C1 fUlI Cióll 

de cOll lplejidad Illét ri a (R!,n). La cautidad R"Tl es igu,d al .1llÍllilllO IIÚII I('l'O (] (' IJolas 

de radio é ( 11 la 1I1étri 'a dn ) 11 ce ari as para cubil' al espacio X . 11 algú 11 sell t ido, 

la antidad Ren e el dua l d Ccn ' En e te trabajo de tesi vamos a ('sl ucli ar las 

propi dades de ' ta omll ejiclad métrica R"n . El r ul tado principal ele' ('s l(' (rabajo 

que la medida relacionada a R"n también ('x i 'le ( n [1] y [2] s mostró qu e 

la medida relac iona la a C .n exis te ). p ero las co ncli ion bE,j o las cua le's rs LR ('$ 

invariante son difercntes a las de C"n 

E te trabajo s, en realidad, una continuación el los art ícub [1] y [2]. 



• 

.. 

• 

Capítulo 2 

DEFINICIONES Y 

ORGANIZACIÓN 

ean (X , d) un . pacio métri co compac to con m ' trica d, c )( y J : X \ S X 

un mal eo continllO. i S = 0, 31 map o e;; conLi nllo sobre X ; si no , 'sLt' Pllede ~t'r 

eliscontinuo. osotros a.'·mmimos C]ll e X \ S es ah i rto y denso n X . l\ [;-tS propi('dac1( 's 

el e S son especificaelas abajo. 

ea D = U f I ',el conjll1 tu de todas las preim ágen s el > . El sistema di 11 ¡tI Ili ('() 
.=0 

(JI, X \ O) Y la d istancia dn . ' ál1 bien el efinidos. 

Dado T E X s a O(,,,(T) = {y : r1 ,,(T. y) < r} , la hol a a l i 'rLa de radio ( ('elltrad a 

en .T. Dado Y ~ X sea OC,I1( V) = U Oc,,,(.7') la ( vecindad de V en la mt~t ri ('a d" . 
.rE ) ' 

D fini ción 1 (i) Dado E > O. un conjunto Y e X \ D e una (e n)-,.ed SI y sólo SI 

(ii) Dado Ji e X \ D. la cantidad R <.n(A )=m in { IYI : y e A es una (f , 7L )- ,.ed} 

llamada junctón de compl jiclad m étrica del onJunto 

7 
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CAPÍTUL O 2, DEFINICIO ES y ORGAN1ZA.CIÓS 

(~ti) Dado Z e X \ D , una (E, n )-rcd Y e Z cs llamada (, n) -opLzmal r¡¿ Z S'/ 

IYI = R"l1( Z) , 

Proposición 1. Dado!i DI , D2 e X \ D .11 E > U, la !ilgawnlc de 'ty'ualdad!i(, (' ¡¿¡¡¿pie 

D emo tración . ca Y, ~ D" i = 1,2 una (E, n )-l'cd op ¡llla l CJI D" JI OJl CC Y = YIU 

Y2 cs u lI a (E, '/l )- l'cd C11 DI UD2 y Rcn (D¡U D2 ) :::; IYI :::; IYI I+IY21 == Rc,n( D I) n " n( D2 ) 

• 
E ta propicd ad d sub aditividad 110 p erlJli te t rata r de COll rUlr ulI a lJIedida 

relac i liada a R"n' 
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Capítulo 3 

MEDIDAS DE COMI)LEJIDAD 
, 

METRICA 

Dado E> 0, n E l, con ¡der m o un 'onju nLo (E, n)- I' d 01 Limal A"I1' P Crlll iL if' ll<! O 

que n -) fijamos lln a sllcesi ón de conjuntos ((, n )- red . In Lro lm·il11 os el siglli l' II Lt · 

fun cional 

donde 9 : X -) IR una fun ción continua. E l fun ion al 1e,n e. 'ont illllO, posit ivo y 

a o tado en C(X ). Además , para algún E fi jo la u esión 1t .n e a ota la . Fijando UIl 

ultrafilcro no propi arbitrario F (\'er deRnicione en J Apéndi e), con iden ' llIos 

l e es un funcion al lineal, p o it ivo y a o tado en '(X ) qu pu le k pender dt, la 

el ción de ,el ultrafiltro F y Jos onjuntos optimaJ f,n' No.' t ros dcnol él ll1 0S ]) < l' 

v = Vf, F ,A, .. a la on pondi llte medida regular d Bmel obre X . 

Observación . omo uno puede ver , el fun ¡onal Ic e) e ta d Rllido 1 i:Hél cUHlquier 

fun ión ontinua , pero t ambién lo pod m definir para funcion s liscontimws, en ])m­

ti \.lla r , pa ra la fUll i ' 11 cara t rística .x:y el un Ollj UlltO Y . c ll cra lllleJlt<" T, (\ l ') 

9 



10 CAPÍTULO 3. l\1EDIDA DE COMPLEJIDAD i\IÉTRIC 

I/(Y ). P cro si e c un conjun to compacto y ji" e un onjullt ab ier t ento ncC's 

J. (x.c) ~ I/(C) y !,(XlV) 2: 1/( 11 '), ver [ ], [6]. 

D efinición 2 La mf'dida 1/ e, llamada mf'didn rf'larionodo a la f'omplf'jzdod m ' l7 ·irrl . 

Proposición 2 . Si I/ (S) = O enton s para clIalqui r 1/C 1ón d núm ros posi-

tivo On .On O uando n . uno ti ne 

( I ) 

donde Af,n son los conjunto optimales 1tsados en la definición el 1/ Y 0 &" es lo, 

O" - vecindad (en la métrica d) de el conjunto 

D emostración. En reaJidad . la validez d (1) se igue directamente de h. d fl l1i iÓll 

de 1/. En verdad, pa ra cualquier O > (.l > O 

y 1/(0&(5)) ---> O cu a lldo O ---> O (1/ S Ulla llledida regula r ). Ad lIl·3.S, 6" < 6 s i n C's 

ufi i lltem ellt gra lld . Por lo tallto , 

E to illlplica el re ult ado deseado . _ 

Proposición 3 . S au ....1 y B coufuntos (E, n) -'red con A opümal. Entonces e:u:ole 

un map o iuy 'two Un : ....1 ---> B tal (/ue dn (.r , Cl n (.1:)) < 2E para cual(/uta J; E ....l . S, 

IBI = IAI enlon 'e ' Un es biyecliuo. 

• D emostración. P ara la d 1II0stra i ' ll de é t a prop icióll US8 1ll0 I L 111 8 dC' l\ l a l-

riage (ver A pémli c ). P ara x E A ea 

Para 5 ~ A a 

Bs = U E I 

.cES 

• 



• 

• 

11 

S i mos t l'a mos qu para cualqui er <;:;; A la s igu ien te desigua ldad se C\Illlp le 

IBsl21'I (:3) 

enton e s la proposi ión se sigue del Lem a d l\ fa rri ag. 

Primero que t do , Ocn(x) <;:;; 0 (,11 (!3.r ). X E A. Debido a tU O(",( B) = X obl(' ll (' 

mo:,; que 

O(. ,, (:r ) = 0 , ,, (.1') n 0 ",,( 8 ) = O",,(r) n (,11( 8 ,) 

sí, Oe,n (S) <;:;; Of,n( B J 

11 r a , s upollemo que IBsl < ISI ell cOll t radiccióll a ( ). ElJto ll C'es 

I( \ \ S) U Bsl < IAI· 

Adem á , O<.n( .rI \ ) '2 O"n (A) \ O",,(S). Esto e c ieno , d bid o a que s i :; E O"n( ) 

y z ~ O",,(S) en ton s existe un a E A ta l que d,,(a, z) < : a no pucd r ('s t a l' e n S 

p orqu :; ~ O" n(S). P or 10 tanto , a E A \ S, y z E 0,,1 (A \ S) . A í 

O"n(( .rI \ S) U Bs) = O"n( A \ ') U Of,n(Bs ) '2 O<.n( A) \ O(,n(S) U 0<.1t( !:3s ) 

= X \ O,.,,(S) U O,.,,(8s) = X, 

en contradicción con la minim alidad de .rI . 

• 
P ara UIl m apeo a1'l itrario f h validez de la de igual ad Un ("1:, o.n(.1')) '2f , 11 E 

11 0 im pl ica que d(..c , (.I:n('¡; )) -> O. Ol llO Ull corolario. tC'lle llJOs 1 d esagradable he .]¡o 

de qu 1 fU llcion al l e V la correspo lldie nte 11 1 dicla 1/ pued n dep m Iel' d r la el CiÓll 

de lo onjunto optima les. Ahora inLroducim o un a c1a d map eos pan\ los ua lcs 

esto n curre. 

D e finición 3 (i) Decimo que el mapeo f e é-expanswo 81 para ca da 6 > O .IJ 

c1wlqui T par x . y E X .x =f y. xi te V = ,V(."C, y, 6) E N tal que la deSigualdad 

dn (..c, y) :s: f., 1t 2 N. únplica que [(x, y) :s: o . 
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(á) El mapeo f s uniformem ente E-expanslVO ~ e.ns t una u c ión d números no 

negativos 5" ....... O. cuando n ....... tal qu para cttalquier par x 1 y ~ X con dn (J'. y) _ f 

uno tiene d(:r , y) ::; 5n ,n = 1. 2 ..... 

Lema 1 Un mopeo f- xpon. ivo conl in l/,o (5 = 0) . 71mj01'm,om en l e (-e.rpons11Io . 

D emostración . A um am s qu esto no es cierto , es decir , existe un a su esión n¡,. 

cuando k ....... y un a slIseción de par s .TI. i- !)k tal CJl1t' d" k (.T. I. vd ::; f , d(TI. , !JI.) 

1.3 > O. Como X es compacto , ntonees sin pérdida de generalid ad p odemos aSllm ir 

qlle existe .To = líll1 ; :¡,., !Jo = lím YI.' ( en la lI1étri ¡.t d ) Y d(xo , Yo) 2 ¡jo 'O]) JO 
k - k-ex: 

el". (.1: I.. , !Jd ::; f. entonee!:i d(x¡,..!J¡") ::; f Y d (TO, !JO) ::; f. Tamhién , d(f.T¡,. , I!J¡") ::; r, rL-;Í , 

d(f xo , fyo) ::; E, p or la ontinuidad de f. P or el mismo camine , p od mo ' J1lo::,t rar 

qu d(f I71- 1XO , j m- Iyo) ::; E ( i elegimos 11¡,. > 171). de esta m an ra d" ,(xo, Yo) ::; ( para 

eualqui r m E N. Como j e ' E-expansivo Xo = Yo. lo qu ('!:i una c· ntradi ción . 

• 
P ara m ap eo::; uniform m n te E-expan::, ivos t ienen lugar los sigt:.ient . he ·ho::,. 

Proposición 4 i I P8 'lL71ijorm emp71 t p ro-p·rpansi1 Io 11/071('('8 pOTO, I.odo r ro f 

e lIn if ormpm,P1Ü P f - pxpan8ivo. 

D emostración . Como I es un iform emente fo-l'xpansinl entonces I>xist ) lln a sllcl'si ún 

tal qlle para cmtlC]lli ']' 

p ar X . y E X con d,, (x, y) ::; Eo un t i ne d(x, y) < 6ft' Como 6" es con v r n te a 0 , 

enton es nosotro::; ten m as qu XI t e f{ ( o) E N tal qu , 1 ara toda n > 1\(fO) se 

eumpl 16" 1 < EO · Ahora onsideremos la suce -ión 6;, = {6", 1, 6n¡-"2,' .. } on l1l E N 

y 171 > J( (E(J), e!:i la ro que !:ita es una .'ub 'uee!:iión de Sn. por lo ta nto. 
" 

o, 
11....... . P or lo que para todo t < tu noso tros vamos a t ner ep le 1 6"'+/l 1 < e, de 

aquí d( x, y) ::; S:, implica que dn(x, y) ::; t Y con esto j e uniform mente t-expan. ivo . 

• 
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• 

Teor ma 1 Si .f 'Uni.form menle f.o-expansivo con f.o > 2f cnloncr$ el IU'/Icwnal 

I , (y la corre pondi nt medida) ('$ independi('nte dé la 1 rión de los conJunlos 

(f., n)-r d optimale A .n . 

D emostración. S an ',n, ELn njuntos (é, n)-rcd op timal ', 71 E N. De' la Proposi­

ción 3, tenemo que exi te una 1 iy ción a,,: Ar ,n -> B"n Lal qu dn(l' , CI"Cr )) < 2f . 

A. umiendo que ( < ~. enton ces por IR P roposición 4 t'~ 11 In S C¡ll e rI ,,(r. n,,( ~r) ) < (o. 

Esto impli a la exist'l1 iet de 6" ~ O tal que rI (.T, n,,(x)) ~ 6" . De és ta IWU1('1'H 

donde 

f-\ L Q(x) - L 9(.1:)\ ~ R
1 L I<p(x:' - <t>(o.,,(x))1 ~ uJó .. (¡?) 

c,n .rE A( ,Pl ,rERe ,'1 (,n .TEA( n 

wó,,{c/J) = up Idl(:r) - <;>(1')\, 
d(J ,y )$Ó .. 

es 1 modulo de la ontinuidacl de 9. 

Como X es compacto y c/J es cont illlli-t, entonC'es uJóJ c/J) -> O c:mmclo 6" O . • 
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Capítulo 4 

INVARIANZA DE LAS 

MEDIDAS 

Decim os que R e,n es ubexpon encial si ~ - O'v'n > O. P ara ucha. fun ciones 

subexponenciales R e, n. la ig11ienLe igualdad .· ·11m] le 

1, R'. I1 - R(,I1- 1 O 
nn = 

11- Ren 
( ) 

P or e.i mj) lo si R = ,.2 tenemos quc lím n
2
_(n_ I )2 =: O. P cr también L 11 (' 111 05 ( llI C' 

( .TI , / ; --. ",2 

para mu has funci ne subexponen iale R(,I1 1 límite >1) p dri a no exi Lir , por j 111 -

plo up ngamos que R<.n = 2[ ", donde [.] 1 pa rte entera del nüm el"O. Enloll ces 

tenemo. que 

1, Rt 11 - Rt n- I { ~. 1m ' , = 
n Re IL , 0, si ,. 110 (' UI1 C adrad ·Olllplet 

Lo qu i podemo de Ir e quc, para cualqu ier subexp on nci l Rf.1l el lími te inferior 

exi t : 

1, . f R<,n - R <,n- I O 
Inl In = . 
Il' R f.1 1t 

Esto implica que Xl t un ultrafiltro tal qu el corr sp ondi cn te límit e ("0 11 respecto 

a e t ultrafiltro s O. De esta Illa llera , 110sotro rClllplaza lllos (4) por la sig uie ll te 

1.5 
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16 CAPÍTULO 4. INVARI NZA DE LA IEDID S 

suposi i ' n mas déb il: 

lím _1_ (Re" - Re n- I) = O. 
F R" I1 ' , 

(,) 

dond F es lln ultrafiltro no propio . 

La suposi ción (5) implica. 

Prop os ición 5 Sf'{/ 

entonce 

donde lílll CJ" = O. 
F 

D emostración . Defiuil1lo a (jn COlllO CJn = 1 - -C: . de aquí lIcce itaulOs lllost ril l' 

010 que lílll CJn = O. Asullla ll lOs ¡\.le esto IlO es ci rto, es decir que lílll (/" = fJ > U. 
F F 

EntolJ 

con lím ~II = O. Así, 
F 

Por lo tanto , 

lo cual cOlltradice a (5 ) . • 

Corolario 5 .1 En par-ticular-

entonce . 1 ílll Cfn = O. 
F 

Proposición 6 Si A <,l1 e una (E. n) -r- d y f e un mapeo obr-eye two en tonces 

f (A(,n) e ' una (E, ¡¿ - l )-Ted en f (X ). 
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D mostración . Con id r mos :r E f I y .con :ti E X , ntonces xislf' (/ A(,,, 

tal que y E Of.n(a), es d cir d,,(y, a) :S é. P or oLr a parLe com d" - l (/x , fu) = 

m áx d(p+lx. p +la) , en onces d,, -t (fx , fa) :S dTl ( Ij , a) < é, ruí d,, _ t(!J , ja) < f 
0::; ,::; 11 - 2 

y por lo tanLo y E 0 ",,- 1 (f A(,,,) . 

• 
01 rvemos que If(A",,) 1 :S R,.". 

Corolario 6 .1 La proposición. anl crio'r zmplica que If (A(,n)1 ~ R(,n- t . 

Los priucipalc resultados de cstc capítulo SOlI los :,ig,u icutf' l corC tll a~. 

Teorema 2 Si j : X \ S --7 X e,) un mupeo bt!J clw . unijo 1'11 u' IIU '11/1' fU-UPI I/ L8WO 

(u,)U/lti ndo que é < ~) y v la flL edtdu n::lacwnudu u la co'lILpleJtdad IIL Plf't('(l CU"/(' 

pondienle a R{,n y u el 'ullmfillro F . ,)alisfa iendo le, ec uaCLón (5) , cnloncr !:> v (',~ 

f -invarianle. 

D emostración . P ar a probar el teo rem a cs suficicllLe l\lOst rar quc {, (c/J) = 7; (cp o .f) 

para E C(X) dOllde 

- 1 ~ 1,(9 o.f) = lím - L,.; <t{ rx) 
F R(,,, 

.r ( ..l (, r¡ 

Dada un a (E , n)-rcd optimal A(, ,,. sea A(.n- 1 un a (10,'17 _. ] ) -1' d opt ill1a l a rbilra ri a. 

E n to nccs 

1 L 0(.1:) - L cjJ(f X: < 

Primera suma. Como At.n es una (c n)-r d optim al, cntonces A" " cs U11 a (e, n -

l )-red. La Prop osición 3 implica que existe un mapeo iuyect ivo O:n - 1 : A"n-1 ( ,It 

tal qu dn - l (x, o.n-dx)) :S 210 es d ir d(x , o.n- 1 (1.')) :S 6n - 1 para cualquier .1' A, n - l , 

D aquí, 
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1 CAPÍTULO -1 . LY\íARIA.\ Z A DE LAS' MEDIDAS 

1 

R"n 

1) 

1~(·r)1 } 
Como 1 A t ,,, \ ~,,- l (A<.,.-l) I ~ Re,,. - R<,,._ I , obtenemos que 

.6 ( 1) < R"n- l . uJ (dJ) + R"n - R"n- I .1 1 I 
- R <>,,_1 ' R cP 

en en 

dOllde ~'<> ,, -l (cjJ) e el modulo de la olltilliudad de 9· COIll Ó s cOll t illua, ellt Il CCS 

Segunda suma . Como f e uno a UllO enton es, 

L cjJ(J.r) = L q;( y) 
,r E A c,n yf A, ,n 

í, 

L cp(x ) - L cjJ (J.r ) 
1 L cjJ(:r) - L (p(y) 

J.'e A C,H 1 !JefA r ,,, 

Por la Proposi ión 6 tenemo f(A "n) es un a (é. n - l )- re 1, nL ne s exisL un 

mapeo inyeetivo f3,, - 1 : Acrt - l ---4 f(A " ,,) , tal qne d,, _I(.r ,B,, _I (.r)) ~ 2f, es decir 

d(.r , UI1.- 1 (.r)) < 15"_1 para cualq11ier T E A"" l . Por 10 tanto , 

Como ya , e ob rvo a rriba, tenemos que 1.f(rl"n)1 < Ren. enlOn ces 1.f( .4" n) \ 

3n - I (A,.n- I)1 ~ R,.n - R"n- l. D ésta man era, 

.6 (2) < Rt,n- I . uJ (A) + Rt,n - Rt,n-I ·1 1 ' 1I 
- R ,),, - 1 'f' R cp 

el/. (,"" 



• 

FJ 

Así, 
R R - R 1 

6 (1) + 6 (2) :s; 2 Re.
n

-
, 

. ..u{¡" 1(6) + 2 e , ~ R l.n- ' 11 óll 
( , H {,tt 

v 

• 
Teorema 3 Si j' : X \ S --7 X P$ un mappo sobr '!Jprti7lo, 1/,nij'ol'l/lf'/I/ pnt.p ( 0-

p.7pon , i¡ ,o (a umipnrlo qll P f < ~) '!J 1/ /0 m prli rlo T' /o r ionorlo o /0 rom p/PJu/orf 1/7 ' 11'1('(1 

r orTP, ponrlúm.tP o Re,,, '!J a pl IIl/mfi/ITO F . 80 /l sfaripnrlo la pruo.rión (5). 1' /11071( ·(' .... 1/ 

e j' - 'invariante. 

D emostración. l igual que en el Teorema 2, es sufi i nte mostrar Cjll e f ( (ó) 

Ie(cb o 1) para <p E C(X ) donde 

Daua ulla (E . n)- r el optilll al .4 (.11' sea rl ~. n _ 1 = .f (Ac,n) Ull a (é, IL - 1)- /'('<1 . 

Eutollc 

1 ¿ 4>(x) - ¿ cb(Jx) < 
."'tEA, 11 .tE .4 , n 

Primera sun1a. Sea. B <,,,- J ll11a (f , n - l )-red op t imal , 'ntonces 

¿ (jJ( x) - :L cb(.c) < 
:r f: A r . II .c E \ ~, 1l - 1 

1 { - ¿ cjJ (.L')-
R( " 

1 .r EA c,,, .r E 8(. , '1 - 1 

cjJ( x) + 'E~~- ' ~(X) - ,J , ~(. , ) } 



• 
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De aqu í 

6 (1 0) '= _ l_ . R 
c, n 

¿ 4>(.1') - ¿ 4>(x) 

Como B,,/I - l s una (E, n - l )-r el optimal y A"" es una (E, n - l )-r el , enLon C~ , 

existe un m i:\.peo inyectivo Cl',, _1 : B" ,._I --7 A{,,. tal q11e rI"_1 (y, 0',, _1('1')) ~ 2f es el '(' ir 

rI (y , (\'/1 _ 1 (y)) _ 6" 1 para ('u alqllier :r E B{,,, l . ASÍ, 

.rEA, ." ,ti n - 1 (B, ," 

Como IAt,n \ O:n-J( Bt,n-I)1 ~ Rt,n - RLn - l . obten mo ' que 

6 (10) < R f ,n- I. w (A) 
- R 15" _ 1 y 

'l.n. 

R "n - R r,n-l . 11911 
Re,n 

donde WÓn _ 1 (4)) es el modul de la con tiniudad de (/J. 

y 

1 ¿ 9(Y) - ¿ o(y) 

14>(.c) I } 
J) 

COlllO A~, 11_ 1 e uua (E. ¡¿ - l )-red. ell tollc " existe Ull llla jWO illy ctivo (3n-1 : 

B"n- l --7 rI ~. 11 tal que dn-I(.c,Pn- l (.c)) ~ 2t: s el ir d(.c,Gn_ I (.I')) ~ 6n - 1 pa ra 

cualquier .c E B"n- I. De ésta lll all ra 

6 (11) < 11..,n- 1 . W (4)) + R •. n - Rt,n-I , 114> 11. 
- R 15,, _1 R 

E, " {,t! 



• 
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Segunda suma . P artiendo de la iguald ad, 

~ . suponiendo que lf. ,,, ~ A" n tal que .!(íC,I1 ) = A~ n- I con íe,11 = Ir\ ~ n- JI obLencmos , . 
que 

L cb(.f x) = L ó(y) + 
yE .4 ~ It 1 xEA,,1I \ A ~,n_ l 

de aquí 

6, (2) := _1_ 
RilfL 

L cb(x) - L cb (.f:r;) < 

1 
R ¿ Icb(fx) I 

fo il .T E A f,,,\ A ~,,,_ 1 

Como t euelllo quc IA"nl = IA ~,f!_ 1 1 + IA"n \ r\ ~, Il_ 1 1 = R(,n Y R c n - I :S 1 r\ ~, II _ I I, 

cnton ces IA"n \ A~. 1l _ 1 1 = R"n -I A ~,Il _1 1 y IA" n \ A~,1l_ 1 :S R(,n - K ,n- I. por lo la lll o, 

De ésta m anera 

y 

• 
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• 
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Capítulo 5 

CONCLUSIONES 

E u 1 t rabajo realizado obtuvo ¡Ue' la 'olllp leji ',ad lllétri ca CUlllpl e' l I IUcl)a~ de' 

la prop iedade qu eumple la (E, n )- OI l1 pl jidad Gen ell [2]. 

• n a propiedad muy important qu cumple la compl jid d m étri ca s qu ' r ua n-

do f uniformemente (-expan, i\'o el fun cional I, ind p ndient de la e' lecr ió ll 

de los conjunto (e n )- red optilll ales , ell [2] p odelllos ve' r que e's to se CUlllpk 

talllb iell par a Gen ' 010 que los Ollj Ullt OS optill1 ales Ac, 11 SO IJ (E, l/ )-se pa rados, 

• En [2] se pu de v r que las medidas r lacionad a.':i a la (E, n )-complrjicl ad son f ­

invariante::;. cuando f e::; un map eo ca::;i uniform ment Olltinuo y (-eXpH IlSiyo , 

de man ra similar se demostró c¡u las m ed idas relac ionada, a le1 com plrjidac1 

m étrica on f- invariante, prim ro uando f e Ull mapeo biy tivQ y f-expa ns ivo 

y de pue cuando f es un m ap eo 'obr ec tivo y (- x pansivo. 

• Como nn posibl t rabajo a fu t m o Cj \l ciaría mostrar IR relac ión que existl:' ('lltn ' la 

complejidad m étrica y la (f. n )-compl ejidacl , en par t i \ll ar en ontmr y est lldi ar 

ejemplos donde v es invari ante y 1/ s 'a no invarian te. 
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Apéndice A 

ULTRAFILTROS y L]~MA DE 

MARRIAGE 

Ahora dar mo algunos resul tados conocido y d fini ci n qu pued n r enCO II ­

tractos , en [7]. 

D efinic ión A4 Un conjunto F e 2f l ('8 llamado filtTO sobr 

sntisJac la e iguienl,es condicio'n(,s.· 

(i) Si A E F Y B E F , entonce .4 n B E F, 

(ii) i A E F Y A e B entonces l3 E F , 

(iii) 0 tJ: F 

t Y sólo Sl (' 8 1 (' 

ea Cln Ulla ucesióll d e lIúmeros r ale. (J es llam ado lílllit e de la s ucesió ll (In ('\)11 

re p cto a el filtro F , Cl = lílllpan , i para cua lqui r € > O L Il elll Oe {/l llan - 01 < 

€} E F. De la definición de filtro se s igue qu límp an s üni , s i e i Le' . 

Ejemplo , S a F¡ = {A <;;; NI N \ A fill i to} . p¡ es ll a ll Htdo filtro dr Fre'cll rL. 

UIlO puede he al' qu e to 11 verdad es UlI filtro. 

D efinición A5 Un filt1'O F e ' llamado ultrafiltro ,¿ y 'ólo "¿ p U'l'U. WlLÜ¡U UT ('or¡ -

25 
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junto A e N tcnemo que A E F o N \ A E F . 

Teorema A4, 'i una "uce 'ión acotada lie ne /[rn¿l e con re 'lleclo a un u LLm/ill 1'0 . 

e le límile e úmco. 

Proposición A 7 Un ullmfilll'O F e ' fJl'OfJlO (pam algún i E N) ' /,l/ 'úlo ' ¿ c.~l ( 

conliene un conJunlo finito. 

E ta propo icióu implica ¡ue un ultrafilt ro es 110 propio si :Y sólo si esLe es ulI a 

xt nsión del filtro d Frech ' L FI . Por otra parL , sto s sigue clcl lema d Zorn qu 

ualquier fi ltro pu d er extendido a un ultrafiltr 

Proposición A i xi te Ull ult rafiltro F Lal qu F :=l FL• ell1 Oll ces es te ulLr filtro 

e no propio. 

Ellcma de l\ larri age de p , Hil es [onmtla lo COIIlO sigue (ver [4]), 

Lema A2 Pam una colección de índices {1. 2 ... . , k} d conjuntos findos F I , F2 . .•. , FI,; 

la iguientcs condic'iones son equi valenle .: 

"-
(¿) E.ri 'te 'una función '¡nyecti va ex: {l , 2"" , k} U F, tal q'ue Q(i) E FI ; 

1= 1 

(ii) Para todo S <;;; {l , 2, ... , k} uno tien I U F,I 2: I 
,E 
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