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Resumen

En este trabajo se presenta una primera exploración en la introducción de herramientas

de Inteligencia Artificial, particularmente de aprendizaje automático (Machine Learning),

para el estudio de ĺıquidos formadores de vidrios mediante la teoŕıa Non-Equilibrium Self-

Consistent Generalized Langevin Equation (NESCGLE). Se utilizan diferentes modelos

de aprendizaje supervisado y no supervisado, como regresión lineal regularizada (RIDGE

y LASSO), clasificación loǵıstica y support vector machine (SVC), aśı como algoritmos de

agrupamiento (K-means), con el objetivo de reducir el costo humano y computacional de

los cálculos asociados a la teoŕıa y explorar nuevas formas de análisis.

Los modelos se entrenaron con datos obtenidos a partir de sistemas f́ısicos modelados

con diferentes potenciales de interacción (esfera dura, esfera suave y pozo cuadrado), per-

mitiendo realizar predicciones sobre propiedades dinámicas relevantes como la viscosidad

o el estado de arresto. Los resultados muestran que, incluso con modelos relativamente

simples, es posible alcanzar niveles de precisión destacables en tareas de predicción de va-

lores de alguna variable y clasificación de datos, abriendo la puerta a futuras aplicaciones

más robustas.

Este trabajo no pretende cerrar ninguna discusión, sino más bien abrir nuevas posibi-

lidades, tanto en el tratamiento de datos como en la forma de abordar problemas f́ısicos

complejos, apoyándose en la capacidad predictiva de las herramientas modernas.
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Introducción

El objetivo de la presente tesis consiste en introducir herramientas de Inteligencia Arti-

ficial (en particular Machine Learning) en el manejo y análisis de los datos determinados

con la teoŕıa Non-Equilibrium Self-Consistent Generalized Langevin Equation (NESC-

GLE). En años recientes, Machine Learning promete ser una herramienta importante

para el desarrollo cient́ıfico y tecnológico, ya que se ha alcanzado un éxito sin preceden-

tes para resolver problemas f́ısicos de gran complejidad. Por ejemplo, Buttini et. al [2],

utilizaron un algoritmo de aprendizaje no supervisado para la detección de diferentes ti-

pos de part́ıculas en sistemas coloidales. En otro trabajo, Que-Salinas et. al [3], lograron

predecir exitosamente el estado termodinámico de un ĺıquido sólo a partir de la función

de distribución radial (RDF) utilizando una artificial neural network (ANN). También

se ha tenido éxito en combinación con datos provenientes de experimentos, teoŕıas y/o

simulaciones, para reducir el tiempo de espera, aśı como el consumo computacional. En

esta dirección, Jarzemski et. al [4], demostraron que con el uso de un modelo de K-means

clustering se puede mejorar la rapidez de los cálculos hasta en 74 veces para obtener

mapas de propiedades térmicas.

En años recientes, la Inteligencia Artificial ha provocado cambios importantes en la

forma en que interactuamos y aprovechamos la tecnoloǵıa. En consecuencia, se otorgó el

premio nobel de F́ısica 2024 a Geoffrey Hinton y John Hopfield por “sus descubrimientos

1
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e invenciones fundamentales que permiten el aprendizaje automático con “redes neuro-

nales” artificiales” [5]. Los primeros trabajos realizados en la dirección del aprendizaje

automatizado se tomaron en la época de los 80’s, con los trabajos de Hopfield y Hinton

[5][6]. Desde entonces se han creado todo tipo de arquitecturas de redes neuronales, aśı

como frameworks de trabajo, de forma que a d́ıa de hoy es muy accesible conseguir al-

guno de ellos, como lo son TensorFlow, SciPy o Scikit-Learn, entre otros. Haciendo uso

de alguno de estos “motores” de IA, sólo resta escribir un script en algún lenguaje de

programación que implemente estos frameworks (en el caso de este trabajo, usaremos

Python como lenguaje de programación principal). De esta forma es accesible para un

usuario principiante usar técnicas de Machine Learning. El usuario deberá tener cuidado

con el tratamiento de los datos y los resultados que se obtengan de un modelo entrenado.

De esta forma, en el presente trabajo de tesis, estamos interesados en el fenómeno

de solidificación amorfa aśı como en la teoŕıa llamada “Non-Equilibrium Self-Consistent

Generalized Langevin Equation” NESCGLE, que es nuestra principal herramienta para

atacar este fenómeno. Nos proponemos llevar a cabo una primera exploración del uso de

estas herramientas de Machine Learning en combinación con la teoŕıa NESCGLE, con el

fin de encontrar nuevas formas y métodos para tareas espećıficas, aśı como reducir tiem-

pos de trabajo y recursos computacionales. Para lograrlo, generamos datos para distintos

sistemas f́ısicos haciendo uso del poder predictivo de esta teoŕıa junto al paquete NESC-

GLE (que es un conjunto de programas escritos en el lenguaje de programación Julia), los

cuales transformaremos según sea necesario, de forma que adquieran el formato correcto

para ser entradas para los modelos de Machine Learning.

El presente trabajo de tesis está organizado como se describe a continuación. En ésta

sección de Introducción se han presentado el objetivo y las motivaciones para llevar a

cabo el presente trabajo. En el caṕıtulo 1, se muestra el marco teórico donde se revisan los
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modelos de Machine Learning que fueron utilizados durante el presente trabajo. Además,

se revisan las ecuaciones de la teoŕıa SCGLE, aśı como los sistemas f́ısicos que fueron

tomados en cuenta para la generación de datos. En el caṕıtulo 2, se presentan los resultados

obtenidos de los modelos de clasificación. En el caṕıtulo 3, se presentan los resultados de

los modelos de regresión utilizando sistemas de esfera dura, esfera suave y esfera dura

más pozo cuadrado. En el caṕıtulo 4, se presentan los resultados de una clasificación

donde utilizamos aprendizaje no-supervisado que proponemos para separar en grupos un

conjunto de datos de los módulos dinámicos G′(ω) y G′′(ω). También se presenta una

forma alternativa para las caracteŕısticas utilizadas durante el manejo de los modelos de

clasificación supervisada del caṕıtulo 1. Finalmente, en el caṕıtulo 5, se presentan las

conclusiones y perspectivas del presente trabajo de tesis.



Caṕıtulo 1

Marco teórico

En este caṕıtulo se presentan los fundamentos teóricos requeridos para llevar a cabo

el presente trabajo de tesis. En primer lugar, se discuten los distintos tipos y modelos

de Machine Learning que fueron utilizados, enfocándonos sólo en su funcionamiento, sin

pretender hacer una descripción profunda de los mismos. Para mayor información revise

la referencia [7]. En segundo lugar, se presentan las ideas f́ısicas detrás de la teoŕıa Self-

Consistent Generalized Langevin Equation (SCGLE).

1.1. Machine Learning

En esta sección discutimos los diferentes modelos de Machine Learning utilizados.

Comenzando por describir, en primer lugar, los modelos de regresión. En particular nos

interesamos por RIDGE Regression y LASSO Regression. En seguida, discutimos los mo-

delos de clasificación supervisada. En particular, Linear Clasification y SVC. Finalmente,

describimos en términos generales el concepto aprendizaje no supervisado, concentrándo-

nos en un modelo conocido como K-means Clustering.

4



1.1. MACHINE LEARNING 5

1.1.1. Modelos de Regresión

La regresión lineal pertenece a una subclasificación de Machine Learning denominada

“aprendizaje supervisado”. El aprendizaje supervisado consiste en entrenar algún modelo

modelo con ejemplos de entrada y su respectiva salida conocida, de modo que pueda apren-

der la relación entre ambas. La regresión lineal es un método estad́ıstico utilizado para

analizar la relación entre dos o más variables que presentan una correlación, permitiendo

hacer predicciones a partir de dicha relación. En términos generales, la regresión busca de-

terminar una variable dependiente en función de un conjunto de variables independientes

[8, 9, 10]. Nombramos al conjunto de variables independientes como las caracteŕısticas,

correspondientes a alguna variable objetivo (es decir, una variable objetivo, lo puede ser

el estado de arresto o la viscosidad, dicho de otra forma, es aquello que deseamos predecir

o clasificar; y sus caracteŕısticas el factor de estructura). Entonces, la regresión lineal o

Linear Regression en inglés, realiza una predicción al calcular una suma pesada de las

caracteŕısticas más una constante, ŷ = θ0 + θ1x1 + ... + θnxn, donde θi son los pesos o

parámetros, y xi son las caracteŕısticas de alguna instancia de algún conjunto de datos,

en forma vectorial se ve,

ŷ = hθ⃗(x⃗) = θ⃗ · x⃗, (1.1)

donde hθ⃗(x⃗) es la función hipótesis usando los pesos θ⃗, la función hipótesis arroja, a su vez,

el valor predicho por el modelo ŷ. El conjunto óptimo de parámetros o pesos se determina

durante el entrenamiento, donde se busca el θ⃗∗ que minimiza una función de error. Linear

Regression utiliza como función de error el Mean Square Error (MSE), como en la Eq.

(1.2) [11].

MSE(θ⃗) =
1

m

m∑
i=i

(
θ⃗ · x⃗i − yi

)2

, (1.2)
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donde el ı́ndice i corre sobre el conjunto de datos y yi es el valor teórico correspondiente.

Para minimizar el MSE se suele utilizar un algoritmo conocido como Gradient Descent,

que se detalla en el apéndice A.1. En general, su objetivo es ajustar los parámetros con un

ciclo iterativo, con el objetivo de encontrar el mı́nimo de la función de error. Una vez se ha

alcanzado dicho mı́nimo de MSE, el modelo ha sido entrenado con un θ⃗∗ óptimo y desde

ese momento se puede usar para realizar predicciones sobre nuevos datos. En particular,

en el presente trabajo de tesis usamos la regresión RIDGE y LASSO que a continuación

de definen.

RIDGE Regression

RIDGE Regression (también conocida como Tikhonov Regularization), no es más que

una versión regularizada de Linear Regression [8]. Esto significa que a la función de error

se le añade un “término de regularización”

α
n∑

i=1

θ2i , (1.3)

que en la función de error se verá de la siguiente forma

J(θ⃗) = MSE(θ⃗) + α
1

2

n∑
i=1

θ2i , (1.4)

esto provoca que, además de mejorar el ajuste de los parámetros a los datos, los mantiene

tan mı́nimos como sea posible, especialmente aquellos que sean de poca relevancia al

entrenamiento. α es un hiperparámetro que controla la magnitud de la regularización del

modelo. Si α es muy grande, entonces los pesos se acercan a cero, si α → 0 entonces es

como si el término de regularización no estuviese presente.
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LASSO Regression

Least Absolute Shrinkage and Selection Operator Regression (LASSO Regression) es,

como RIDGE Regression, otra versión regularizada de Linear Regression. Para éste algo-

ritmo, el término de regularización en la función de error es como en la siguiente ecuación

J(θ⃗) = MSE(θ⃗) + α
n∑

i=1

|θi|. (1.5)

La particularidad de este modelo es que tiende a eliminar los parámetros de las carac-

teŕısticas que son menos relevantes en el entrenamiento, θj = 0 [8, 12, 13]. Un problema

surge debido a que éste modelo tiene el potencial de hacer cero a alguno o varios de los

parámetros. Cuando éstos entren a Gradient Descent, J(θ⃗), se volverá no diferenciable.

En estos casos, es conveniente utilizar el “subgradient vector” g(θ⃗, J) que se define de la

siguiente manera

g(θ⃗, J) = ∇θMSE(θ) + α



sign(θ1)

sign(θ2)

...

sign(θn)


, (1.6)

donde

sign(θi) =


−1 , si θi < 0

0 , si θi = 0

+1 , si θi > 0

, (1.7)

aśı, es posible obtener el mı́nimo para la función de error, y en consecuencia, encontrar el

vector óptimo de parámetros, θ⃗∗ [8].
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1.1.2. Modelos de clasificación

La clasificación es un subgrupo del aprendizaje supervisado [14, 8]. El objetivo de los

modelos que pertenecen a este subgrupo es el de clasificar un conjunto de objetos O en un

grupo de clases C, las cuales pueden ser desde 2 hasta n [14]. Para cada elemento u del

conjunto O existe un par correspondiente (x⃗i
u, y⃗

i
u), donde x⃗

i
u, es el vector que contiene las

caracteŕısticas de u [14, 15]. El vector y⃗iu es quien contiene la información referente a cuál

de las clases del grupo C pertenece, es decir, es quién provee de “las respuestas correctas”

al modelo. Para lograr una clasificación se necesita encontrar algún tipo de regla con la

información proporcionada, es decir, se pretende encontrar una función f que asigne a

todo vector x⃗u una clase del conjunto C [14].

Linear Classification

Una de los algoritmos que pertenece a este tipo de modelos y que usamos en este

trabajo es la llamada “regresión loǵıstica” (Logistic Regression). En Logistic Regression,

se estima una probabilidad P (xi
u) de que un elemento u del conjunto O pertenezca a

alguna clase de C. Si contamos con un problema de sólo dos clases, se dice se trata de

un problema de clasificacíıon binaria. En dicha situación (que es también el problema

en este trabajo), buscamos una probabilidad mayor a 50% de pertenecer a una clase (la

clase positiva), en caso contrario, se dice pertenece a la clase negativa [8]. Para encontrar

esa probabilidad, Logistic Regression construye una suma pesada de las caracteŕısticas de

entrada más un término de tendencia

P (x⃗u) = σ(hθ(x⃗u)), (1.8)
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que también se puede escribir como

P (x⃗u) = σ(xT θ), (1.9)

donde

hθ(x⃗u) = θ0 + θ1xu1 + θ2xu2 + ...+ θnxun, (1.10)

hθ(x⃗u) = θ0 +
n∑
1

θixi. (1.11)

De la Eq. (1.10), hθ(x⃗u) es la suma pesada. Los valores θ1, θ2, ..., θn, son los pesos o paráme-

tros, que se busca optimizar en el entrenamiento y que multiplican a las n caracteŕısticas

contenidas en los vectores x⃗u. La función σ(t) en Eq. (1.9) es una función sigmiode que

arroja un número entre 0 y 1, cuya expresión es Eq. (1.12). Podemos ver su comporta-

miento en la Fig. 1.1. Por tanto, el resultado de (1.10) será la entrada en esta función

(1.12) y el resultado que arroje determinará la probabilidad de pertenecer a una clase o

a otra [8].

σ(t) =
1

1 + e−t
. (1.12)

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0.7

 0.8

 0.9

 1
σ(t)

0

Figura 1.1: Función sigmoide, Eq. (1.12), nótese que los valores extremos son 1 o 0.
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La función de coste de Logistic Regression, para todo el conjunto de entrenamiento, es

como en la Eq. (1.13). La idea es que, a través del logaritmo, el modelo estime probabi-

lidades altas para la clase positiva y probabilidades bajas para la clase negativa. Esto se

logra utilizando un algoritmo de optimización para encontrar el vector óptimo de pesos

θ⃗ al minimizar la función de coste. Comúnmente se utiliza el algoritmo Gradient Descent

que se discute en el apéndice A.1.

K(θ⃗) = − 1

m

m∑
i=1

[
y(i)log(P (i)) + (1− y(i))log(1− P (i))

]
. (1.13)

Support Vector Classification

Support Vector Machine (SVM) es un algoritmo de aprendizaje supervisado, cuyo

propósito principal es la clasificación y la regresión [8]. En este trabajo explotamos las

ventajas de SVM para tareas de clasificación, es decir, utilizamos Support Vector Classi-

fication (SVC). Algunas de esas ventajas son tiempos más cortos de predicción, además

de ser una excelente técnica para relaciones lineales y no lineales [16].

El objetivo de SVC es encontrar el hiperplano, en el espacio de caracteŕısticas, tal que

el margen entre el hiperplano y los datos más cercanos a él sea máximo [16, 1], como se

ve en la figura 1.2. Ese hiperplano se denomina como optimal separation hyperplane, y se

define a partir de la siguiente ecuación

wTxi + b = 0, (1.14)

donde w es el vector de parámetros que define el hiperplano óptimo, b es un término de

tendencia y xi son los datos de entrenamiento. De la figura 1.2 podemos ver que sobre el

margen (o la distancia entre H1 y H2) algunos datos pueden estar sobre H1 y H2, estos
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puntos se conocen como los support vectors. De esta forma se discrimina de qué lado del

hiperplano pertenecen los datos a clasificar.

Figura 1.2: Hiperplano óptimo con un margen (entre los hiperplanos H1 y H2) máximo,
tomado de [1].

1.1.3. Modelos de entrenamiento No-Supervisado

El entrenamiento no supervisado es un subcampo de Machine Learning. Se trata de

un modelo que sólo recibe variables de entrada o caracteŕısticas, x1, x2, ..., xi, pero que no

recibe etiquetas o valores objetivo [15]. Su propósito es obtener representaciones de los

datos de entrada de forma que se puedan usar para distintos propósitos, tales como deci-

sion making, predicción de datos de entrada, conectar datos de entrada a otros modelos

eficientemente, etc, [8, 15]. En pocas palabras, unsupervised learning (UL) se puede en-

tender como un modelo que encuentra patrones en datos que se podŕıan considerar como

ruido o sin estructura. Algunos algoritmos de UL son: Clustering, Anomaly detection y

Density estimation [8]. En este trabajo hacemos uso de un algoritmo de clustering.
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K-means

Se trata de un algoritmo que particiona, en k grupos o clusters, datos de entrada a

través de un método iterativo que busca llegar a un mı́nimo local de una función criterio.

En términos generales, el algoritmo consta de dos fases. En la primera se seleccionan k

centros al azar zj con j = 1, 2, .., k. En seguida, se calculan las distancias de cada uno de los

datos a los k centros, D(zj, xi), donde D es una función que obtiene la distanica entre dos

puntos, y se agrupan con el centro más cercano. Una vez todos los datos pertenecen a un

grupo “primario”, se re-calculan los centros de los grupos formados. Este procedimiento

se repite iterativamente hasta que la función criterio alcanza un mı́nimo [17, 18]. Esta

función criterio se define de la siguiente manera

E(z⃗, x⃗) =
n∑

i=1

k∑
j=1

|zj − xi|2. (1.15)

1.2. La teoŕıa SCGLE

En esta sección presentamos los fundamentos de la teoŕıa Self-Consistent Generalized

Langevin Equation (SCGLE). Comenzamos discutiendo el problema de los sólidos amorfos

fuera del equilibrio termodinámico. A continuación, se discuten el significado de la función

de distribución par (FDP) y su importancia como una alternativa a las teoŕıas clásicas

(F́ısica Estad́ıstica); además, se discutirán los conceptos de Factor de Estructura, (S(k)),

como una propiedad estática, aśı como los conceptos de Función de Dispersión Intermedia

F (k, τ), el desplazamiento cuadrático medio ⟨∆r2⟩) y la viscosidad η, como propiedades

dinámicas. En seguida, se presenta un recorrido a través de las ideas y ecuaciones sobre las

que se fundamenta la teoŕıa SCGLE, empezando por la ecuación de Langevin, hasta llegar

al conjunto cerrado de ecuaciones de la SCGLE. A continuación, discutimos los distintos
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sistemas f́ısicos utilizados para la modelación de ĺıquidos formadores de vidrios, respecto

a su potencial de interacción. En espećıfico se describirán tres tipos: esferas duras, esferas

suaves y pozo cuadrado. Finalmente, realizamos una descripción del concepto arresto

dinámico, sus caracteŕısticas y cómo identificarlo.

Es bien sabido que la materia comúnmente se presenta en tres fases: fase sólida, ĺıqui-

da o gaseosa. Para describir un sistema termodinámico en estado gaseoso y sólido se

suele utilizar la teoŕıa termodinámica, donde se busca encontrar una ecuación de estado,

f(N, T, V ) = 0, y a partir de ella obtener las propiedades termodinámicas de dicho siste-

ma [19, 20]. Otra teoŕıa que trata el problema a partir de las componentes fundamentales

de dicho sistema y sus interacciones entre los mismos, es la F́ısica Estad́ıstica; donde a

partir de una función de partición, Q(N, T, V ), se pretende encontrar sus propiedades ter-

modinámicas [21]. Estas teoŕıas funcionan bien bajo ciertas condiciones. La principal es

que el sistema debe estar en equilibrio termodinámico dF(N, T, V ) = 0, es decir, cuando

se alcanza un máximo de la enerǵıa libre de Helmholtz F(N, T, V ). Cuando esta condición

no se cumple, las teoŕıas clásicas dejan de tener validez [22, 23].

La mayor parte de los materiales con los que podemos interactuar se encuentran fuera

del equilibrio termodinámico. Por mencionar algunos: vidrios, geles, cerámicos, maderas,

alimentos, entre otros. En consecuencia, las teoŕıas clásicas no son capaces de proporcionar

una descripción válida de estos sistemas. Se vuelve imperante contar con una forma alterna

para describir a dichos sistemas. Este método alternativo se describe en las subsecciones

siguientes.

1.2.1. Factor de Estructura y propiedades dinámicas

A consecuencia de la falta de capacidad descriptiva de las teoŕıas clásicas (Termo-

dinámica y F́ısica Estad́ıstica), cuando nos enfrentamos al problema de sólidos amorfos
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fuera del equilibrio termodinámico, o incluso cuando nos enfrentamos a ĺıquidos con una

estructura compleja, es indispensable contar con una manera alternativa de describir estos

materiales que son tan comunes y que son la mayoŕıa de aquellos con los que interactua-

mos. Esa alternativa trata con la manera en la que los componentes de los sistemas

termodinámicos se distribuyen en el espacio en el que están contenidos y la manera en

que interactúan entre ellos a partir de un potencial de interacción a pares. La idea prin-

cipal de esta descripción es la función conocida como la función de distribución par, o

también conocida como, función de distribución radial (FDR) g(r) [24, 21]. La función de

distribución radial es de notable importancia ya que a partir de ella es posible obtener

otras funciones termodinámicas [21]. Se define de la siguiente manera

g(r) =
1

N2
⟨

N∑
i=1

∑
j ̸=i

δ(r⃗ − r⃗ij)⟩. (1.16)

La FDR nos provee información de cómo se correlacionan las densidades respecto de

una part́ıcula del sistema, y en consecuencia, de la estructura que presenta el sistema.

También, nos indica una probabilidad condicional de encontrar una part́ıcula en r + dr

tal que existe una part́ıcula en r [21]. Como mencionamos antes, a partir de g(r) podemos

obtener distintas propiedades termodinámicas, por ejemplo

U ex

N
= 2πρ

∫ ∞

0

u(r)g(r)r2dr, (1.17)

βP

ρ
= 1− 2πβρ

3

∫ ∞

0

u′(r)g(r)r3dr, (1.18)

la Eq. (1.17) se conoce como la ecuación de enerǵıa, donde, u(r) es el potencial de inter-

acción y ρ es la densidad de bulto. La Eq. (1.18) se conoce como la ecuación de presión,

donde β = 1/kBT , ρ es la densidad de bulto y u′(r) es la derivada del potencial de
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interacción respecto a r [24].

Otra función importante es la denominada función de correlación total, que se define

como h(r) = g(r) − 1. Se obtiene con la ecuación de Orstein-Zernike, Eq. (1.19), en

donde se hace la suposición de que el sistema termodinámico es uniforme e isotrópico.

Esta ecuación depende también de la función de correlación directa, c(r). Por lo tanto,

tenemos dos incógnitas y se vuelve necesario una ecuación de cerradura [21]. Existen más

de una ecuación de cerradura, por nombrar algunas, se cuenta con la ecuación de Percus-

Yevick o con HNC (Hypernetted-Chain), entre otras. La ecuación de Orstain-Zernike tiene

la forma

h(r12) = c(r12) + ρ

∫
c (r13)h(r23)dr⃗3. (1.19)

La Eq. (1.19) nos dice que la correlación total entre dos componentes individuales del

sistema depende de la contribución de una correlación directa entre las dos componentes

más una correlación indirecta propagada a través de componentes intermedios. Otra can-

tidad importante es el factor de estructura estático S(k), que se obtiene anaĺıticamente

a través de la función de correlación total a partir de una transformada de Fourier de la

función de correlación h(r),

S(k⃗) = 1 + ρĥ(k⃗). (1.20)

Se puede definir también de la siguiente manera

S(k⃗) = ⟨δn(k⃗)δn(−k⃗)⟩, (1.21)

donde

δn(k⃗) = n(k⃗)− ⟨n(k⃗)⟩, (1.22)

donde n(k⃗) es la tranformada de Fourier de la densidad microscópica[24]; es decir, el factor
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de estructura estático nos brinda información acerca de la correlación en las variaciones de

densidad en un mismo tiempo. Se puede obtener, además, como mediciones de intensidad

en experimentos de dispersión de neutrones o de dispersión de luz, de acuerdo a la escala

de los componentes del sistema a estudiar [21, 24].

Aśı como tenemos S(k) al mismo tiempo t, podemos tener una función de la correlación

a tiempos distintos. Denominada como función de dispersión intermedia, se trata de una

propiedad dinámica y se define como

F (k⃗, τ) = ⟨δn(k⃗, t0)δn(−k⃗, t0 + τ)⟩, (1.23)

donde τ es el tiempo de correlación. Cuando τ → 0, esta función se convierte en la

S(k). Otra cantidad que es importante mencionar es el desplazamiento cuadrático medio,

⟨∆r⃗2(t)⟩, que nos provee información de cuánta distancia en promedio se ha desplazado

una part́ıcula que está inmersa en un medio fluido. Se define de la siguiente manera

⟨∆r⃗2(t)⟩ = 1

N2

N∑
n=1

|r⃗n(t)− r⃗n(t = 0)|2, (1.24)

es decir, se trata de una varianza de r⃗ al tiempo t respecto de la posición inicial r(t =

0). Existen más cantidades dinámicas que es imperativo mencionar. Nos referimos a la

viscosidad η y a los módulos dinámicos (módulo de relajación G′(ω), y módulo viscoso

G′′(ω)). Estás cantidades son de especial interés, ya que a partir de ellas diseñamos dos

modelos de Machine Learning. Sin entrar a detalle (se discutirán más adelante) se trata de

un modelo para predecir viscosidades a partir de S(k) y otro para realizar clasificaciones

automáticas de G′(ω) y G′′(ω). La viscosidad es un valor que indica qué tanta resistencia

a fluir tiene un material [25], si este es elevado se comportará como la miel, si es bajo se

comportará como el agua. Se puede calcular a partir de la teoŕıa SCGLE de la siguiente
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manera

η0 = 1 +

∫ ∞

0

∆G(τ)dτ, (1.25)

donde ∆G(τ) es la función de relajación (shear-stress), la cual se define como

∆G(τ) =
kBT

60π2

∫ ∞

0

dkk4

[
1

S(k)

(
dS(k)

dk

)]2 [
F (k, τ)

S(k)

]2
. (1.26)

Los módulos dinámicos de relajación y viscoso contienen información de la aplicación de

fuerzas cortantes y de tensión de manera oscilatoria con frecuencia ω, que se emplea en

técnicas reométricas para estudiar el comportamiento de materiales ante estas interaccio-

nes. El lector interesado en la descripción de estas cantidades reológicas puede referirse a

[25].

Se define a la viscosidad de corte como

η(ω) = ηs +∆η(ω), (1.27)

donde ηs es la viscosidad del solvente y

∆η(ω) =

∫
d3k

(2π)3
exp(iωτ)∆G(τ), (1.28)

la cual es la transformada de Fourier de ∆G(τ) y es una cantidad compleja, es decir,

∆η(ω) = ∆η′(ω) − i∆η′′(ω). Nótese que en el ĺımite de ω → 0, η0 ≡ ĺımω→0 η(ω), se

recupera la viscosidad de cero corte (Eq. 1.25); además, definimos a la viscosidad de cero

corte reescalada ηr = η0/ηs, es decir, la viscosidad de cero corte sobre la viscosidad del

solvente. Entonces, definimos a los módulos viscoelásticos como G(ω) = iωη(ω) lo cual
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nos indica que

G′(ω) = ∆η′′(ω), (1.29)

G′′(ω) = ωηs +∆η′(ω). (1.30)

Con estos elementos que hemos mencionado, se puede realizar una descripción de los

materiales amorfos fuera de equilibrio termodinámico. La teoŕıa SCGLE se encarga de

“relacionar” las propiedades estáticas con las propiedades dinámicas, siendo las estáticas

los insumos que reciben las ecuaciones y las dinámicas las cantidades que se pueden

obtener a partir de ella. A continuación, se discuten las ideas detrás de las ecuaciones

fundamentales de la teoŕıa SCGLE.

1.2.2. Ecuaciones Fundamentales

Como hemos dicho antes, las ecuaciones de la teoŕıa SCGLE se encargan de tomar

insumos estructurales y arrojar propiedades dinámicas, de acuerdo a algún sistema mode-

lado con algún potencial de interacción (como lo pueden ser de esferas duras, WCA, pozo

cuadrado, entre otros). Dichos sistemas, por lo general, son coloides (que son sistemas

constituidos por dos o más fases, una denominada como solvente y las demás denomina-

das como solutos, las cuáles pueden ser constituyentes cuyas dimensiones oscilan entre los

10−9m y los 10−3m). En el siglo XIX con el descubrimiento del movimiento browniano

por Robert Brown [21] surgió la necesidad de explicar la naturaleza de este fenómeno. En

1905, Einstein en su trabajo [26] propone una explicación teórica al movimiento brow-

niano, donde postula que es debido a choques aleatorios de las moléculas del solvente lo que

origina el movimiento, desarrollando, además, una forma de predecir el movimiento de una

part́ıcula trazadora. Más tarde, Langevin postuló la ecuación conocida como “ecuación
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de Langevin” (1.31). Esta ecuación describe el movimiento de la “part́ıcula browniana”

como el resultado de una contribución de una fricción efectiva debida a las part́ıculas del

solvente, más una contribución de una fuerza efectivaf⃗(t) debida a los choques con las

demás part́ıculas [27].

m
dv⃗(t)

dt
= −ζv⃗(t) + f⃗0. (1.31)

En la Eq. (1.31), m es la masa de la part́ıcula de interés, ζ funciona como una “me-

moria” y actúa como un factor que da lugar a la fricción del medio. El término f⃗(t)

tiene la particularidad de ser una fuerza estocástica gaussiana, estacionaria y markovia-

na. Además, f⃗(t) cumple las siguientes condiciones, f̄0 = 0 es decir, que el promedio sea

cero; f(t)f(t+ τ) = 2γδ(t− t′), es decir que sea delta correlacionado.

Mas adelante, en 1953 [28, 29] Onsager y Machlup desarrollaron la teoŕıa de fluctua-

ciones de Onsager-Machlup. En dicho trabajo toman las ideas de Langevin para describir

el movimiento browniano y las usan para describir otro tipo de sistemas termodinámicos

considerando las fluctuaciones de propiedades termidinámicas reversibles, de forma que

se puede escribir un equivalente a la ecuación de Langevin como

dδa⃗(t)

dt
= Hδa⃗(t) + f⃗(t), (1.32)

donde ai(t) es un vector de propiedades termodinámicas con N componentes aleatorias,

tal que (i = 1, 2, 3, ..., N) y δai(t) ≡ ai(t)− āssi , donde “ss” significa estados estacionarios;

H es una matriz de relajación de N × N y f⃗(t) es una fuerza aleatoria que cumple las

mismas caracteŕısticas que en (1.31). De forma más general, la Eq. (1.32) se puede escribir

de forma que se tome en cuenta la evolución en el tiempo de la memoria

dδa⃗(t)

dt
=

∫ t

0

H(t− t′)δa⃗(t′)dt′ + F⃗ (t). (1.33)
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Para llegar a la denominada ecuación generalizada de Langevin, mencionemos antes una

expansión de la Eq. (1.31). En aquel caso sólo se consideraba una sola part́ıcula inmersa

en un solvente, ahora tratamos con una part́ıcula de muchas inmersas en el solvente. En

este caso escribimos la ecuación de Langevin de la siguiente forma

m
dv⃗T (t)

dt
= −ζv⃗T (t) + f⃗0(t) + F⃗ (t). (1.34)

donde los primeros dos términos a la derecha de la igualdad corresponden al solvente y el

término F⃗ (t) que corresponde a una fuerza total debida a la presencia de las part́ıculas;

v⃗T es la velocidad de la part́ıcula trazadora [30]. F⃗ (t) tiene la forma

F⃗ (t) =

∫ t

0

∆ζ(t− t′)v⃗T (t
′)dt′ + F⃗0(t), (1.35)

donde ∆ζ(t) corresponde a una fricción efectiva debida a la presencia de las part́ıculas que

hemos agregado al sistema y F⃗0(t) cumple con las condiciones Fo(t) = 0 y F0(t)F0(t′) =

kBT∆ζ(t− t′). Con esto podemos escribir la ecuación generalizada de Langevin

m
dv⃗T (t)

dt
= −ζ0v⃗T + f⃗0(t)−

∫ t

0

∆ζ(t− t′)v⃗T (t
′)dt′ + F⃗0(t). (1.36)

SCGLE

Ahora presentamos las ecuaciones correspondientes a la teoŕıa Self-Consistent Gene-

ralized Langevin Equation (SCGLE). Fue desarrollada en el año 2000 por L. Yeomans

y M. M. Noyola [31], que como mencionamos, su propósito es el de predecir propieda-

des dinámicas de un sistema coloidal a partir de propiedades estructurales estáticas. Se
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pueden escribir como

∆ζ∗(τ) =
∆ζ(τ)

ζ0
=

D0

3(2π)2n

∫
d3kk2

[
S(k)− 1

S(k)

]2
F (k, τ)Fs(k, τ), (1.37)

donde D0 es el coeficiente de difusión; n es la densidad; S(k⃗) es el factor de estructura;

F (k, τ) es la función de dispersión intermedia y Fs(k, τ) es la función de autocorrelación

intermedia. Esta ecuación contiene 3 incógnitas, a saber: ∆ζ∗(τ), F (k, τ) y Fs(k, τ). Por

lo tanto, para poder resolver esta ecuación, necesitamos otras dos, las cuales son

F̃ (z) =
S(k)

z + k2D0S−1(k)
1+λ(k)∆ζ∗(τ)

, (1.38)

F̃s(z) =
1

z + k2D0

1+λ(k)∆ζ∗(τ)

. (1.39)

Este conjunto de ecuaciones que dependen unas de otras forman un conjunto autoconsis-

tente de ecuaciones integro-diferenciables que se resuelven iterativamente. Las Eqs. (1.38)

y (1.39) están en el espacio de Fourier. Además

λ(k) =
1

1 + (k/kc)2
(1.40)

donde kc es el único parámetro de ajuste y tiene un vaor de kc = 1.305d.

1.2.3. Insumos

En esta sección, describimos los potenciales de interacción que utilizamos en combina-

ción con las ecuaciones de la teoŕıa SCGLE para generar datos de factores de estructura

con el objetivo de utilizarlos en los modelos de Machine Learning.
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Sistema HS

El potencial de interacción más simple entre las componenentes de un fluido es aquel

conocido como sistema de esferas duras (hard sphere, HS). La caracteŕıstica principal de

este sistema es que se considera que los componentes son impenetrables entre śı, y en

consecuencia, el factor dominante es una fuerte repulsión a muy cortas distancias; esto es,

de acuerdo al tamaño de los componentes. Se define de la siguiente manera

u(r) =


∞ , si r < d

0 , si r > d

, (1.41)

donde d es el diámetro de la part́ıcula. El perfil de este potencial se puede ver en la figura

1.3. Para un sistema como el de HS, sólo contamos con un parámetro de control, a saber

la fracción de volumen ϕ. La fracción de volumen nos indica la parte ocupada por las

part́ıculas del total del volumen que contiene el sistema. Debido a que se trata de esferas

que no pueden traslaparse y a que se considera que el volumen que contiene al sistema

se llena de acuerdo a random close packaging, se cuenta con un ĺımite de llenado, dicho

ĺımite se alcanza con una fracción de volumen ϕ = 0.64.

Este es el primer potencial que utilizamos para obtener datos, debido a que se trata

del sistema más simple [24].

Sistema WCA

Otro potencial que utilizamos es el denominado como WCA, que es un acrónimo para

Weeks-Chandler-Anderson potential. Se utiliza para estudiar fluidos simples y se define
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rc0 d

WCA
HS

u(
r)

r

Figura 1.3: En rojo se muestra el potencial de esfera dura. Debido a que en r = d, el
diámetro de las part́ıculas, el potencial es infinito, se forma una ”pared impenetrable”
de potencial. En negro se muestra el potencial de WCA. A diferencia del de esfera dura,
este potencial presenta un aumento suave según r se acerca a d por la derecha, donde se
convierte en una ”pared”.

de la siguiente manera

u(r) =


4ϵ

[(
d
r

)12 − (
d
r

)6]
+ ϵ , para r < rc

0 , para r > rc

, (1.42)

donde d es el diámetro de las componentes, ϵ es un término de repulsión y rc = 21/6d. Este

potencial se caracteriza por ser usado para modelar esferas suaves. A diferencia de HS

donde la parte repulsiva actúa como una pared impenetrable, este potencial presenta una

región (d < r < rc), fuera de un núcleo duro de diámetro d, que presenta una repulsión

débil a las orillas de part́ıculas, se puede entender como una región de material suave.

Además, contamos con dos parámetros de control, ϕ, la fracción de volumen y ,T , la

temperatura. El perfil que toma este potencial se ve en la figura 1.3 [32].
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Sistema SW

Por último, respecto de los sistemas que se utilizaron durante el presente trabajo de

Tesis, haremos mención del potencial de pozo cuadrado (Square Well). El perfil de este

potencial se puede ver en la figura 1.4.

d d + λ

0

SW

u
(r

)

r

Figura 1.4: Potencial de esfera dura más pozo cuadrado. El perfil de pozo cuadrado se
refiere a un rango (d, d + λ) donde está presente una atracción de valor constante, que
para r > d+ λ desaparece.

Y se define de la siguiente manera

u(r) =


∞ , para r < d

−u0 , para d > r > λ

0 , para r > λ

, (1.43)

donde d es el diámetro de las componentes, λ es el ancho del pozo y u0 es la magnitud de

la parte atractiva del potencial. Este potencial se utiliza para modelar ĺıquidos utilizando

esferas duras tal que, además, sientan una atracción en un cierto rango λ. Se cuenta con

tres parámetros de control: ϕ la fracción de volumen, T la temperatura y λ el ancho del

pozo [24].
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1.2.4. Criterio de Arresto

La primer exploración que realizamos en este trabajo, utilizando Machine Learning en

combinación con las ecuaciones de la SCGLE, es la de predecir si un sistema se encuentra

en arresto dinámico o no, a partir del factor de estructura, S(k). Para ello, aprovechamos

el poder predictivo de la teoŕıa SCGLE, en particular para el sistema de esferas duras (que

es el más sencillo), y definimos un criterio para determinar si el sistema esta arrestado o

no. Como método principal de determinación, utilizamos la función de auto-correlación

intermedia Fs(k⃗, τ), que vemos en la figura 1.5 para diferentes fracciones de volumen.

Fs(k⃗, τ) = ⟨δn(k⃗, t0)δn(−k⃗, t0 + τ)⟩, nos indica qué tan correlacionada está una part́ıcula

en una posición después de un tiempo t0+τ , respecto de su posición original. Cuando ϕ =

0.57, 0.58 la manera en que la magnitud de la correlación decae presenta un estancamiento,

esto quiere decir que la part́ıcula mantiene durante un tiempo información (a través de

la correlación) del punto de inicio, pero eventualmente llega a 0, significando que pierde

toda “memoria” de su posición inicial. Dicho en otras palabras, la part́ıcula ha fluido.

Cuando ϕ = 0.59, 0.60, en cambio, la magnitud de la correlación nunca decae (al menos

hasta magnitudes en tiempo de 106). Es decir, la part́ıcula nunca pierde información

sobre su origen, debido a que permanece estancada en un lugar donde la correlación se

vuelve constante, en otras palabras está arrestada. Esta transición ocurre entre ϕ = 0.58

y ϕ = 0.59, por lo tanto nuestro criterio, para esferas duras, será que si ϕ > 0.58 entonces

el sistema está arrestado.

Otra forma de determinar si un sistema está arrestado es de acuerdo a el desplaza-

miento cuadrático medio, ⟨∆r2⟩, en combinación con la longitud de localización γ. La

longitud de localización es la distancia entre el mı́nimo de ⟨∆r2⟩ y consigo misma a tiem-

pos asintóticos, ver Fig. 1.6. El criterio de γ dice que, cuando γ toma un valor finito

entonces el sistema es un estado arrestado. En caso contrario, si γ toma valores del orden
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Figura 1.5: Función de auto-correlación, sistema HS, para diferentes fracciones de volumen:
ϕ = 0.57 en morado; ϕ = 0.58 en verde; ϕ = 0.59 en azul; y ϕ = 0.60 en naranja. El eje x
es el tiempo de correlación.

de 1012, es decir valores que se acercan a infinito, entonces se dice que el sistema no esta

arrestado.
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Figura 1.6: Desplazamiento cuadrático medio para un sistema de esferas duras. Se pre-
sentan tres casos, para ϕ = 0.40; ϕ = 0.58; y ϕ = 0.60. Es decir, un caso no arrestado,
otro cerca de la tracisición y el último arrestado.



Caṕıtulo 2

Resultados Clasificación

En este caṕıtulo, y en los dos siguientes, se discutirán los resultados más relevantes

obtenidos durante el desarrollo del presente trabajo. En primer lugar, se presentan los

hallazgos referentes a la clasificación de factores de estructura estáticos, S(k), de acuerdo a

si corresponden a un estado arrestado o a un estado no arrestado. Se utilizaron dos modelos

de Machine Learning, Linear Classification y SVC. Además, se presentan diagramas de

arresto construidos con las predicciones de los modelos.

2.1. Clasificaciones y diagramas de arresto.

En esta sección discutimos la capacidad de algunos modelos de Machine Learning

para realizar clasificaciones sobre alguna caracteŕıstica importante de algún conjunto de

datos. En este caso particular, se trata de clasificar factores de estructura estático, S(k),

de acuerdo a su estado de arresto. Nuestro conjunto de datos o DataBase (DB), serán

factores de estructura, S(k), para el modelo f́ısico de esferas duras (HS), de forma que

contemos con un rango de (0.1, 0.64) para la fracción de volumen ϕ. Apoyándonos en

28
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el software desarrollado previamente por el grupo de trabajo del Dr. Magdaleno Medina

Noyola del Instituto de F́ısica, el cual se menciona en el apéndice B, logramos obtener un

total de 2297 factores de estructura, es decir, para 2297 fracciones de volumen distintas.

De ese total una parte servirá como conjunto de entrenamiento (344), otra parte como

conjunto de validación (976) y otra parte como conjunto de prueba (977). A cada uno

de los S(k) se les asignó una etiqueta con dos posibles valores: “yes” para aquellos casos

donde el factor de estructura corresponda a un sistema arrestado y “no” para aquellos

que correspondan a un caso no arrestado. Para determinar si se trata o no de un sistema

arrestado utilizamos el criterio de la función de auto-correlación, mencionado en la sección

1.2.4, Fig. 2.1.
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Figura 2.1: Tiempo de evolución τ en el eje x y la función de autocorrelación FS en el eje
y. Se puede observar que la transición ocurre entre ϕ = 0.58 y ϕ = 0.59.

En la Fig. 2.1 observamos que ocurre un cambio en el comportamiento de Fs entre

ϕ = 0.58 y ϕ = 0.59. Expĺıcitamente, la transición ocurre en ϕ = 0.582. Para valores de

ϕ menores, la autocorrelación decae hasta 0, es decir, no es un estado arrestado. Por el

contrario, para valores mayores, la autocorrelación forma un plateau, resultando aśı en

un estado arrestado. En conclusión, se etiquetaron los S(k) según su valor de fracción de

volumen, si ϕ > 0.582 entonces se trata de un estado arrestado.
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Entonces, para nuestra base de datos contamos con S(k), la fracción de volumen ϕ y

una etiqueta para determinar si está o no arrestado. Con estos datos se entrenaron dos

modelos de clasificación supervisada: Logistic Regression y SVC, los cuales se discutieron

en la sección 1.1.2. Para ambos, la forma de los datos de entrada consistió en separar

los valores contenidos en arreglos vectoriales, tal que por cada uno de esos valores se

contará con una caracteŕıstica que eventualmente tomarán los modelos. Por ejemplo, la

información de nuestro S(k) está contenida en un vector cuyos elementos corresponden

al espaciado en k que se estableció al momento de generar la base de datos. Además, se

tendrá la columna de etiquetas. Una porción de la base de datos se puede ver en la tabla

2.1. Se descartó incluir el valor de ϕ de entre las caracteŕıaticas con el objetivo de obligar

a los modelos a encontrar una solución óptima sólo a partir del factor de estructura.

S0 S1 S2 S3 ... S436 S437 S438 S439

0.162774 0.162893 0.163251 0.16385 ... 1.004588 1.004863 1.005087 1.005259
0.0858584 0.0859234 0.0861186 0.0864451 ... 1.007391 1.007947 1.0008419 1.008804
0.0362354 0.0362622 0.0363427 0.0364774 ... 1.01236 1.013616 1.014726 1.015679
0.031592 0.0316152 0.0316849 0.0318015 ... 1.013271 1.014686 1.015944 1.017032
0.00934796 0.00935431 0.00937341 0.00940533 ... 1.022123 1.025887 1.029372 1.032541

Cuadro 2.1: Tabla de los datos preparados para ser suministrados a los modelos. Datos
correspondientes a factores de estructura, S(k), para un sistema de esferas duras.

Una vez contamos con nuestra partición de entrenamiento, que se conforma de acuerdo

a la tabla 2.1, alimentamos a nuestros modelos LR y SV C para el entrenamiento, la

columna que contiene las etiquetas (yes, no), se suministra como un objeto aparte en el

entrenamiento, se debe tener cuidado que elemento a elemento de ambos objetos (tabla

de datos y columna de etiquetas), sean correspondientes. Concluido el entrenamiento lo

validamos poniéndolo a prueba con nuestros conjuntos de validación y prueba.

En las Figs. 2.2 y 2.3 vemos los resultados de predicción de estados arrestados para el

conjunto de prueba (para el sistema de esfera dura), utilizando un modelo LR y uno SVC,
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Figura 2.2: Clasificación de factores de estructura del sistema HS, usando el conjunto de
prueba, por el modelo Logistic Regression entrenado.

respectivamente, previamente entrenados. Las predicciones mostradas en 1 y en rojo son

estados arrestados; los que están sobre 0 y en azul son estados no arrestados. En el eje

x tenemos a la fracción de volumen ϕ. En ambos modelos las predicciones indican que la

transición entre estados arrestados y no arrestados está en aproximadamente ϕ ≈ 0.58.

Una vez tenemos un modelo entrenado que es capaz de discernir entre estados que

están arrestados y estados que no lo están, nuestra intención es ponerlo a prueba ahora

con factores de estructura que no han pasado por el modelo y que, además, vienen de

modelos f́ısicos distintos.

2.1.1. WCA

El primer sistema que utilizamos para probar nuestra herramienta fue el llamado

WCA (utilizado para modelar esferas suaves), el cual se ha discutido en la sección 1.2.3.

Escogimos este sistema debido a que, después del sistema de esfera dura, WCA es el

más sencillo. Para la recolección de datos se hizo uso del paquete NESCGLE, escrito en

Julia, utilizando un módulo especial para calcular la matriz de estabilidad en WCA tal
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Figura 2.3: Clasificación de factores de estructura del sistema HS, usando el conjunto de
prueba, por el modelo SVC entrenado.

que contamos con dos grados de libertad: ϕ y temperatura T . Sus rangos son (0.5, 0.9) y

(0.1, 10), respectivamente. Para realizar las predicciones se utilizaron los modelos de LR

y SCV que fueron entrenados anteriormente con datos de esfera dura 2.1.
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Figura 2.4: Resultados de la clasificación de factores de estructura estáticos del sistema
WCA. A la izquierda (a) utilizando LR, a la derecha (b) SVC.

En la Fig. 2.4 podemos observar los diagramas de arresto correpondientes a las pre-

dicciones realizadas por los modelos previamente mencionados. Sobre el eje x tenemos la

fracción de volumen ϕ y en el eje y la temperatura T . En azul y con cruces, se presentan
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los casos clasificados como no arrestado y en rojo los casos clasificados como arrestados.

Sobre cada uno de los diagramas, además, se sobrepone el diagrama de arresto teórico en

color negro. En el primer diagrama 2.4 a), correspondiente al modelo Logistic Regression,

podemos notar que la interfase entre los estados arrestados y no arrestados se desv́ıa del

recorrido de la ĺınea de arresto teórica. Podemos decir que, la precisión de este modelo

frente a factores de estructura para sistemas WCA es muy pobre y en consecuencia debe

ser descartado. En el segundo diagrama, Fig. 2.4 b), vemos los resultados del modelo SVC,

los cuales, a diferencia del modelo anterior, tienen mejor desempeño. Como se puede apre-

ciar, los casos entre 0.65 y 0.75 para ϕ, donde los estados arrestados aparecen por encima

de la ĺınea teórica. Podemos decir que el modelo SVC se comporta de mejor manera que

LR para esta tarea.

2.1.2. Square Well

De acuerdo a los resultados anteriores se consideró que el mejor modelo será el de

SVC para el discernimiento entre estados arrestados y no arrestados a partir del factor

de estructura.Tomando esto en cuenta, se decidió explorar un poco más allá la validez del

entrenamiento con sólo ejemplos de HS. Para ello, con ayuda de la paqueteŕıa NESCGLE

se obtuvieron datos para S(k) pero ahora para el modelo f́ısico de esfera dura más pozo

cuadrado (SW ), que es un sistema muy estudiado por el grupo y es de interés en el

modelado de laponitas [23]. La interacción SW se discutió brevemente en la sección 1.2.3.

Para este sistema, de nuevo contamos con dos grados de libertad, ϕ y T , para los cuales se

considerarón los siguientes rangos de valores (0.01, 0.45) y (0.1, 1.8), respectivamente, el

ancho para el pozo es de λ = 1.5. Entonces, para este ejercicio sólo se hizo uso del mejor

modelo, SVC. Los resultados se pueden ver en la Fig. 2.5. En color negro, se muestra

la ĺınea de arresto teórica. Sabemos que para el sistema SW existe una curva spinodal.
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Dicha curva spinodal, que las teoŕıas f́ısicas que tratan los problemas en equilibrio no son

capaces de acceder en esa región, no les es posible realizar predicciones en dicha región y

numéricamente se obtienen resultados que carecen de sentido [21]. Esta curva se presenta

en color verde.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  0.05  0.1  0.15  0.2  0.25  0.3  0.35  0.4  0.45

Arrestado
No−Arrestado

diagrama de arresto WCA
Spinodal

T

φ

Modelo SVC

Figura 2.5: Resultados de la clasificaciónde factores de estructura del sistema SW. Se
eliminaron los casos debajo de la curva spinodal. En negro se muestra la ĺınea de arresto
teórica y en verde la curva spinodal.

Se aprecia que, fuera de la región spinodal, la interfaz entre estados arrestados y no

arrestados parece seguir la tendencia de la curva teórica, sin embargo, no siguen la misma

trayectoria sino que difieren como curvas paralelas. Esto parece indicarnos que aunque el

modelo puede reconocer estados arrestados en este sistema. Cerca de la frontera, definida

por la curva de arresto, tiene problemas para discernir entre ambas opciones. Por lo

tanto, podemos decir que el modelo es capaz de clasificar correctamente los factores de

estructura hasta cierto porcentaje, habiendo sido entrenado sólo con ejemplos de HS. En

consecuencia, es necesario considerar diferentes tipos de caracteŕısticas para entrenar los

modelos, o bien, entrenar con datos de SW para obtener mayor calidad de resultados de

SW.



Caṕıtulo 3

Resultados Regresión

En el presente caṕıtulo, se presentan los resultados correspondientes a el uso de los

modelos de regresión. En espećıfico, a Lasso Regression y Ridge Regression. Donde a

partir del factor de estructura estático calculamos el valor de la viscosidad, η. Además,

utilizamos los resultados anteriores para obtener un diagrama de arresto con viscosidad.

3.1. Regresión y viscosidad.

En esta sección consideramos los modelos que mejor comportamiento alcanzaron al

predecir valores de viscosidad η. Inspirados por el resultado de la sección anterior, donde

un modelo entrenado a partir de datos del sistema HS era capaz de arrojar resultados

satisfactorios para otros sistemas como WCA o SW, buscamos entrenar un modelo que se

especialice en predecir valores de viscosidad, a partir de datos de un sistema simple como

(HS ). Pretendemos con ese mismo modelo lograr obtener valores acertados de viscosidad

para sistemas más complejos. Para ello, como se trata de un entrenamiento supervisado,

además de los factores de estructura estáticos S(k), es necesario contar con los correspon-

35
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dientes valores de viscosidad η para cada instancia. Con este fin se utilizó un algoritmo

para obtener dichos valores, se puede encontrar en el apéndice B.

Se generaron un total de 500 factores de estructura estáticos con su correspondiente

valor de η para un rango en ϕ de (0, 0.58). Como vimos anteriormente, en HS cuando

estamos en la región donde ϕ > 0.58 nos encontramos con estados arrestados, por lo

tanto, para estos casos la viscosidad η es tan grande que se puede considerar η → ∞ y

tenemos la certeza que aśı será para todos. Entonces, de nuestros 500 factores de estructura

obtendremos tres conjuntos: conjunto de entrenamiento, conjunto de validación y conjunto

de prueba. Nuestra nueva base de datos, en conclusión, contará con los S(k), ϕ y η, para

el sistema HS. Como modelos, se consideraron los llamados LASSO Regression y RIDGE

Regression debido a que, como se menciona en la sección 1.1.1 donde se discuten con más

detalle, estos modelos penalizan las caracteŕısticas que son de menor relevancia para el

entrenamiento. Aśı como en la sección 3.1, la forma de entrada de los datos a los modelos

es la misma, a excepción de que ahora en lugar de tener una columna con etiquetas

tendremos una columna con los valores correspondientes de η. Podemos ver una parte de

esta base de datos en la tabla 3.1.

S0 S1 S2 S3 ... S468 S469 S470 S471v
0.0695394 0.069592 0.0697499 0.0700141 ... 0.992411 0.991863 0.991399 0.991022
0.0137658 0.0137754 0.0138043 0.0138525 ... 0.98216 0.979977 0.978009 0.97627
0.103387 0.103465 0.103699 0.104091 ... 0.994195 0.99383 0.993528 0.993293
0.00970192 0.00970853 0.00972839 0.00976161 ... 0.97938 0.976552 0.97398 0.971683
0.0136147 0.0136242 0.0136527 0.0137004 ... 0.982074 0.979873 0.977888 0.976134

Cuadro 3.1: Primeras 5 filas de la base de datos de entrada para entrenamiento de los
modelos LASSO y RIDGE para predicción de viscosidad. Usando factores de estructura,
S(k), correspondientes a un sistema de esfera dura.

Una vez entrenados los modelos, se realizaron las correspondientes predicciones para

los conjuntos de prueba en cada modelo. Los resultados se pueden apreciar en la Fig 3.1.
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Podemos ver los resultados para la predicción de viscosidad de los modelos entrenados en

color rojo, y en azul se muestran los valores de viscosidad teóricos calculados a partir de

la teoŕıa NESCGLE. En 3.1 a) vemos el caso para regresión LASSO ; en el eje y se tiene

log10(η). Vale la pena señalar que por cada punto rojo (es decir, el valor log10(η) para una

ϕ espećıfica) existe el valor teórico en color azul de log10(η) para la misma ϕ. Podemos ver

que para estructuras cuyo valor de ϕ es menor a 0.5, los valores arrojados por el modelo

coinciden de buena manera con los valores teóricos. Para estructuras con ϕ mayores a

ese valor comienzan a presentarse inconsistencias de los valores predichos respecto a los

teóricos.
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Figura 3.1: Resultados de predicción de viscosidad para el sistema HS, a la izquierda (a)
utilizando LASSO alcanzando un accuracy score de 0.99774 y a la derecha (b) RIDGE
con un accuracy score de 0.9995.

En la Fig. 3.1 b), correspondiente al modelo de regresión RIDGE, vemos que, a di-

ferencia del rendimiento del modelo anterior, obtenemos resultados buenos a lo largo de

todo el rango de valores en ϕ. Podemos concluir que parece ser un mejor modelo para

esta tarea en espećıfico. Sin embargo, un aspecto donde este modelo es inferior al anterior

es en la penalización de caracteŕısticas que no son relevantes para el entrenamiento, ya

que LASSO es capaz de anular los pesos de las caracteŕısticas irrelevantes, mientras que
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RIDGE sólo les asigna un peso cercano a cero.

Ya que ambos modelos tienen resultados satisfactorios para la predicción de log10(η),

usaremos ambos al ponerlos a prueba con factores de estructura de sistemas diferentes

al de HS. Para la obtención de datos en esta prueba, tomamos en cuenta los sistemas

SW y WCA, aśı como lo hicimos para los diagramas de arresto. Entonces sometimos los

datos nuevos a los modelos entrenados para realizar predicciones al valor de la viscosidad

a partir de sólo el factor de estructura. Los resultados se pueden ver en las Figs. 3.2 y 3.3

para WCA y SW, respectivamente. Debido a que tanto en WCA y SW podemos controlar

dos parámetros. Para visualizar los resultados fue necesario hacer un barrido sobre alguno

de esos parámetros dejando fijo al otro. En este caso, dejamos fija a la temperatura. Como

antes, en rojo se presentan los valores predichos por los modelos (a la izquierda LASSO y

a la derecha RIDGE ) y en azul los valores teóricos. El modelo LASSO arrojó un accuracy

score de−2.2286, mientras que el modelo RIDGE arrojó−135.1079 para su accuracy score

para los datos de WCA. Para los datos de SW los accuracy score de los modelos LASSO

y RIDGE fueron −2.5106 y −29.8788, respectivamente. Accuracy score se detalla en el

apéndice A.4, se trata de un valor que cuantifica la cantidad de predicciones correctas,

donde el valor perfecto es 1.

Podemos observar que, al haber entrenado un modelo de regresión utilizando datos

de HS, cuando lo ponemos a prueba con datos de otros sistemas, el comportamiento es

desastroso. El estado óptimo al que llega el modelo entrenado no es suficiente cuando se

trabaja con datos de otro sistema, como lo son WCA y SW. Los resultados anteriormente

presentados nos parecen indicar que la predicción de cantidades, como la viscosidad, es lo

suficientemente compleja como para refutar nuestra hipótesis de obtenerlas con modelos

entrenados con datos de sistemas más sencillos. A continuación probamos el rendimiento



3.1. REGRESIÓN Y VISCOSIDAD. 39

−0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 0.5  0.55  0.6  0.65  0.7  0.75  0.8  0.85  0.9

a)

ML LASSO, T = 5
Datos teoricos, T = 5

lo
g

(η
)

φ

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

 0.5  0.55  0.6  0.65  0.7  0.75  0.8  0.85  0.9
b)

ML RIDGE, T = 5
Datos teoricos, T = 5

lo
g

(η
)

φ

Figura 3.2: Resultados de la predicción de factores de estructura del sistema WCA utili-
zando modelos entrenados con HS. A la izquierda (a) utilizando LASSO y a la derecha
RIDGE. En azul se muestran los datos teóricos y en rojo las predicciones de los modelos.
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Figura 3.3: Resultados de la predicción de factores de estructura del sistema SW utilizando
modelos entrenados con HS. A la izquierda (a) utilizando LASSO y a la derecha RIDGE.
En azul se muestran los datos teóricos y en rojo las predicciones de los modelos

de modelos entrenados con algún sistema para predicciones en ese mismo sistema.

3.1.1. WCA

Como primer caso consideramos WCA. Para los datos que usaremos, reciclamos los

anteriormente obtenidos, pero en esta ocasión divididos en tres conjuntos, tal que el de
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entrenamiento cuenta con 254 ejemplos. En esta instancia queremos tener, en lugar de

cantidad de ejemplos para el entrenamiento, presencia a lo largo de los rangos considera-

dos. En consecuencia, el número de casos que tendremos para realizar el entrenamiento

será considerablemente menor a entrenamientos anteriores. De nueva cuenta se utilizaron

los mismos modelos de regresión mencionados con anterioridad. En la Fig. 3.4 vemos los

resultados de ambos modelos para las predicciones con la base de datos de WCA utilizada

en la sección 3.1. En este ejercicio, los modelos LASSO y RIDGE alcanzaron un accuracy

score de 0.9699 y 0.9915, respectivamente.
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Figura 3.4: Resultados de predicción de viscosidad para el sistema WCA cuando se en-
trenaron los modelos con datos del mismo sistema WCA. A la izquierda (a) utilizando
LASSO y a la derecha (b) RIDGE. En azul se presentan los datos teóricos y en rojo las
predicciones.

Es evidente que, realizando el entrenamiento con datos de WCA, el comportamiento

para datos de prueba por el modelo que siguen perteneciendo al sistema WCA se mejoró

notablemente, siendo el valor para accuracy = 0.96995 para LASSO y accuracy = 0.99154

para RIDGE.
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3.1.2. Square Well

Repetimos la prueba, en esta ocasicón para datos de SW. De nueva cuenta, hacemos

uso de los datos previamente generados, dividiéndolos en esta ocasión en los conjuntos de

entrenamiento, validación y prueba. Como en el caso de WCA, estamos interesados en te-

ner datos a lo largo de los rangos de libertad ϕ y T , con el objetivo de tener representación

en todos los lugares, sin importar la cantidad de datos. En consecuencia, contamos con

menor cantidad de datos de entrenamiento. Como antes, utilizamos los mismos modelos

(LASSO y RIDGE ). Los resultados se pueden ver en la Fig. 3.5. Para este caso particular,

dejamos fuera los casos que estuvieran por debajo de la ĺınea espinodal , ya que se trata

de estructuras las cuales contienen inconsistencias y no son de utilidad para los modelos.

Los accuracy score alcanzados por los modelos LASSO y RIDGE fueron 0.9617 y 0.9921.

En la Fig. 3.5 en azul vemos los valores teóricos de log10(η) y en rojo las predicciones de

los modelos, por LASSO (a) y por RIDGE (b). Podemos ver que las predicciones para

estructuras de SW de ambos modelos, al haber sido entrenados con datos del mismo sis-

tema (SW), arrojaron resultados sobre la curva teórica, en particular, el modelo RIDGE

obtuvo mejores resultados que LASSO.

3.2. Diagramas de arresto y viscosidad.

Dentro de las capacidades predictivas de la NESCGLE se encuentra la capacidad de

calcular cantidades como la viscosidad como función del tiempo, aśı como, determinar

si el sistema se encuentra arrestado o no. Para realizar los cálculos correspondientes,

las computadoras toman cantidades considerables de tiempo. Con ayuda de los modelos

entrenados presentados previamente es posible obtener resultados considerablemente si-

milares a los teóricos en este respecto. No hay que perder de vista el hecho de que los
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Figura 3.5: Resultados de predicción de viscosidad para el sistema SW cuando se entrena-
ron los modelos con datos del mismo sistema SW. A la izquierda (a) utilizando LASSO y
a la derecha (b) RIDGE. En azul se presentan los datos teóricos y en rojo las predicciones.

entrenamientos a nuestros modelos se han hecho con datos de la teoŕıa en equilibrio, esto

es importante ya que ahora lo pondremos a prueba con datos que dependen del tiempo, sin

embargo,usaremos los casos asintóticos, que se corresponden con los casos de equilibrio.

En la Fig. 3.6, vemos el diagrama de arresto con valores de viscosidad correspondientes

a los cálculos teóricos donde se utilizó la teoŕıa NESCGLE [25]. Tenemos en el eje y a

la temperatura en escala logaŕıtmica, y en el eje x a la fracción de volumen ϕ, y en

escala de colores se tiene la viscosidad η, que será una de las cantidades a las cuales

haremos predicción aśı como a lo que refiere si se encuentra arrestado o no. Para obtener

las predicciones, generamos datos de factores de estructura para WCA en los siguientes

rangos para T y ϕ: (10−5, 10) y (0.56, 0.7), que corresponden con los ejes de la Fig. 3.6.

El próximo paso consiste en pasar por los modelos entrenados a todos los factores de

estructura con los que contamos, se registran los resultados de clasificación y viscosidad

y se grafican. El resultado lo podemos apreciar en la Fig. 3.7

Podemos apreciar una gran similitud entre las dos imágenes, siendo que en la parte



3.2. DIAGRAMAS DE ARRESTO Y VISCOSIDAD. 43

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

 0.56  0.58  0.6  0.62  0.64  0.66  0.68  0.7

T

φ

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

ηr

Figura 3.6: Diagrama de arresto (ϕ, T, η) donde la dimensión de viscosidad corresponde
a la barra de colores. Resultados teóricos.
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Figura 3.7: Resultados del diagrama de arresto con viscosidades, utilizando el clasificador
de SVC y el modelo de regresión RIDGE, los cuales fueron entrenados previamente, como
se explica en secciones anteriores.
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donde se forman la frontera de arresto los valores predichos parecen estar por encima de

donde se ubican los teóricos. Fuera de esta diferencia, los modelos han hecho un buen

trabajo clasificando y asignando valores de viscosidad, incluso cuando fueron entrenados

con datos de teoŕıas de equilibrio.



Caṕıtulo 4

Resultados Clasificación

No-supervisada

En este caṕıtulo, se hace un análisis utilizando modelos de entrenamiento no super-

visado para realizar una clasificación de los módulos G′(ω) y G′′(ω) de acuerdo a su

comportamiento. Además se hace un análisis al compararlo con una clasificación manual.

Finalmente, se presenta una mejora para el procedimiento de la clasificación supervisada,

presentada en el caṕıtulo 2, a partir de cantidades estad́ısticas del factor de estructura

estático.

4.1. Aprendizaje No-supervisado.

Para explorar el alcance del aprendizaje no-supervisado (el cual discutimos brevemente

en la sección 1.1.3), en esta sección, se presentan los resultados de una clasificación en

regiones en el plano (ϕ, T ) tales que los módulos dinámicos G′(ω) y G′′(ω) se comporten de

manera espećıfica en cada una de esas regiones. Esta clasificación se presume ser autónoma

45
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de cualquier intervención humana.

Los datos que fueron necesarios para esta parte consistieron en el cálculo numérico

de las cantidades G′(ω) y G′′(ω). Para ello se utilizaron scripts previamente desrrollados

por el grupo de investigación. Se calcularon a partir de quenches donde se realizaron

enfriamientos isobáricos de una temperatura inicial Ti = 0.01 a una temperatura final del

rango [0.5, 7.0], para diferentes valores de ϕ en el rango [0.55, 0.9]. A partir de G′(ω) y

G′′(ω) se obtuvo la cantidad tan(δ), su definición es

tan(δ) =
G′(ω)

G′′(ω)
. (4.1)

Además, se consideraron como caracteŕısticas de entrenamiento el número de veces que

las curvas correspondientes a G′(ω) y G′′(ω), en el plano (ω,G(ω)), tienen cruces entre

ellas (xG); además del número de veces que la curva tan(δ), en el plano (ω, f(ω)), cruza

por el 1 de las ordenadas (x1). En la Fig. 4.1 a) podemos ver un caso particular cuando

los módulos G′(ω) y G′′(ω) se cruzan una vez, y por consiguiente, la curva tan(δ) cruza

una vez el 1 en Fig. 4.1 b).

Todos los tipos de datos mencionados anteriormente se puede ver agrupado ”en crudo”

(es decir, antes de realizar un procesamiento de datos) en la tabla 4.1. En la primer

columna se encuentran los vectores ω, que son el mismo para todos los casos; en la columna

8 se encuentra la temperatura final del enfriamiento.

Con el objetivo de realizar una comparación a los resultados que se obtengan de

los modelos, realizamos una clasificación “manual”. Sabiendo que al cumplirse ciertas

condiciones, algún caso pertenecerá a una región o a otra. Esas condiciones se corresponden

con el comportamiento de las curvas G′(ω) y G′′(ω). El resultado se ve en la Fig. 4.2.
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Figura 4.1: . En a) los módulos dinámicos G′(ω) y G′′(ω), en este caso particular se cruzan
entre ellos una vez. En b) la curva tan(d), corresponde a los módulos dinámicos en a) y
cruza una vez por 1.

Para la entrada de datos al modelo que utilizaremos (K-means clustering) se escogie-

ron como caractéısticas el arreglo tan(δ), x1 y xG. Podemos ver una parte en la tabla

4.2. Sin embargo, antes de poder alimentar al modelo, es necesario realizar una serie de

transformaciones que beneficiarán los resultados. Primero, se realiza un escalado para los

datos, tal que conservemos las relaciones entre ellos obteniendo rangos manejables para

los cálculos que realizan los algoritmos. Para llevar a cabo este escalado, utilizamos un

escalador ya implementado en la paqueteŕıa Scikit-Learn. En seguida, los datos escalados
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ω G′(ω) G′′(ω) tan(δ) x1 xG ϕ Tf

ω1 G′
1(ω1) G′′

1(ω1) tan(δ1) 0 0 0.55 0.5
ω2 G′

2(ω2) G′′
2(ω2) tan(δ2) 0 0 0.6 0.5

ω3 G′
3(ω3) G′′

3(ω3) tan(δ3) 2 2 0.65 0.5
ω4 G′

4(ω4) G′′
4(ω4) tan(δ4) 2 2 0.7 0.5

ω5 G′
5(ω5) G′′

5(ω5) tan(δ5) 1 1 0.75 0.5

Cuadro 4.1: Primeras 5 filas de la base de datos en crudo para el entrenamiento no
supervisado de los módulos dinámicos G′(ω) y G′′(ω). Las columnas 2, 3 y 4 contienen
el arreglo de datos correspondiente que representamos con el śımbolo G′

N(ω1), G
′′
N(ω1),

tan(δN), según sea el caso.

tan0(δ) tan1(δ) tan2(δ) ... tan8 4(δ) tan8 5(δ) x1 xG

8.20879e-10 1.1609e-09 1.64176e-09 ... 0.000512797 0.000362377 0 0
3.15285e-09 4.4588e-09 6.30569e-09 ... 0.00130591 0.000922843 0 0
6.80796e-09 9.62791e-09 1.36159e-08 ... 0.00285909 0.00202044 0 0
7.63395 10.0088 12.8079 ... 0.024489 0.0173074 3 3

4.40902e-09 6.23529e-09 8.81804e-09 ... 0.00172714 0.00122052 0 0

Cuadro 4.2: Primeras 5 filas de la base de datos conformada por tan(δ) sin procesamiento
dimensional.

son procesados para reducir su dimensionalidad, esto es, a la cantidad total de carac-

teŕısticas, la cual la podemos ver en la tabla 4.2, se dice reducir su dimensionalidad al

proceso de reducir el total de caracteŕısticas, manteniendo la información contenida lo más

intacta posible. Hacer esto no sólo nos ayuda para obtener resultados con mayor rapidez,

sino que nos ayuda a visualizar los clusters que se determinarán en el entrenamiento no

supervisado.

De igual manera, utilizamos un objeto desarrollado por Scikit-Learn basado en el

algoritmo PCA (que se discute en el apéndice A.2). Como primer paso, inicializamos el

objeto sin especificar el número de dimensiones objetivo a reducir, esto se hace para,
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Figura 4.2: Para comparar los resultados del modelo K-means, se realizó una clasificación
manual de los módulos dinámicos G′(ω) y G′′(ω). En un script en Python se programaron
las condiciones siguientes: si el número de veces que los módulos dinámicos se cruzan entre
śı es 2 entonces pertenece a la región III, si se cruzan 1 vez, entonces pertenece a la región
II; si ni hay cruces, entonces pertenece a I.

precisamente, determinar ése número de dimensiones. Obtenemos una gráfica como la de

la Fig. 4.3. En el eje y se aprecia la cantidad de información, donde 1.0 significa que para

un determinado número de dimensiones (eje x) la información total contenida en nuestros

datos escalados no se altera. De esta forma, determinamos que el número de dimensiones

ideal será de 9. En seguida, se inicializa de nuevo un objeto PCA indicándole el número

de dimensiones que requerimos. Una vez suministramos los datos escalados, obtenemos

nuestros datos con 9 dimensiones, o dicho de otra forma, 9 caracteŕısticas, y serán estos

datos los que finalmente pasen al modelo final.

4.1.1. K-means.

Los detalles de este algoritmo se discuten en la sección 1.1.3. En el momento de

inicializar el modelo, especificamos el número de clusters k, en el que se dividirán los

datos. Al usar k-means es necesario saber de antemano el número de regiones con los que
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Figura 4.3: Gráfica sobre la cantidad de “información” contenida en los datos, el número
mayor de dimensiones corresponde a las caracteŕısticas con las que contamos originalmente
tabla 4.2. Según ese número disminuye lo hace a su vez el número de caracteŕısticas.
Podemos ver que cuando se reduce de 87 caracteŕısticas a 9 la cantidad de ”información”
se mantiene en 1.0.

se cuenta. Sólo resta entrenar el modelo y realizar predicciones sobre sus clasificaciones

a los datos. Los resultados se presentan en la Fig. 4.4. Si comparamos las Figs. 4.2 y

4.4 podemos apreciar que el modelo hizo un trabajo excelente para hacer predicciones a

los datos en los tres conjuntos de entrenamiento, validación y prueba. Entonces podemos

decir que contamos con un método de clasificación no supervisado que funciona de manera

eficiente, siempre y cuando sepamos el número de regiones. El próximo paso a tomar en

esta dirección seŕıa encontrar un método para clasificar conjuntos de datos de los cuáles

no sabemos con exactitud el número de grupos que puede formar.

4.2. Un método diferente

En esta sección, planteamos y discutimos los resultados de implementar un nuevo

método para la clasificación de factores de estructura, S(k), tanto provenientes del sistema
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Figura 4.4: Resultados clasificación no supervisada de los módulos dinámicos G′(ω) y
G′′(ω), usando un modelo de K-means.

HS como del sistema WCA. A partir de los factores de estructura que utilizamos en el

entrenamiento de la sección 2.1 para los modelos de Logistic Regression y SVC podemos

proponer el siguiente tratamiento para obtener un número mucho menor de caracteŕısticas

de entrenamiento. A partir de los valores S1, S2, ... Sk que conforman el vector S(k)

calculamos el promedio, la desviación estándar, el skweness, kurtosis, el mı́nimo y el

máximo, que son cantidades estad́ısticas bien conocidas. Con estas junto a ϕ obtenemos

finalmente nuestro nuevo conjunto de caracteŕısticas, siendo que en el ejercicio anterior

(sección 2.1 tabla 2.1) se teńıan 440, y ahora sólo 7. El próximo paso es entrenar un nuevo

modelo (lo hacemos con LR y SVC, los mismos que hemos utilizado) con datos del sistema

HS, el más sencillo, y evaluarlo con datos nuevos, ya sea del mismo sistema o de algún

otro sistema.

El nuevo formato de entrada para los modelos luce como en la tabla 4.3. Aśı como

ocurrió en la sección 2.1, las predicciones hechas para datos del sistema en el que fueron

entrenados (en este caso HS ) arrojaron excelentes resultados. Como era de esperar, el
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 0.1

 1

 10

 0.5  0.55  0.6  0.65  0.7  0.75  0.8  0.85  0.9

Arrestado
No−Arrestado

diagrama de arresto WCA

T

φ

Modelo LR

 0.1

 1

 10

 0.5  0.55  0.6  0.65  0.7  0.75  0.8  0.85  0.9

Arrestado
No−Arrestado

diagrama de arresto WCA

T

φ

Modelo SVC

Figura 4.5: Resultados de clasificación de estados arrestados (rojo) y no arrestados (azul)
por los modelos LR a la izquierda y SVC a la derecha. Utilizando como caracteŕısticas
de entrenamiento las presentadas en la tabla 4.3.

valor de accuracy que alcanzaron los modelos fue de 0.995. Aśı que una vez entrenados

hay ponerlos a prueba con datos de otro sistema (WCA). Para ello utilizamos los datos

de aquella misma sección, sólo que en esta instancia recibirán un tratamiento diferente,

tal como los datos de la tabla 4.3. Los resultados se ven en la Fig. 4.5.

ϕ mean std skewness kurtosis min max
0.2351 0.938209 0.222422 -2.507937 5.7115631 0.0 1.311885
0.3170 0.926096 0.270964 -1.938172 4.036098 0.0 1.556252
0.4222 0.914175 0.339819 -0.817726 3.229412 0.0 2.131564
0.4382 0.912637 0.352544 -0.589593 0.3.414201 0.0 2.267477
0.5698 0.902087 0.515023 2.143044 14.047307 0.0 4.422049

Cuadro 4.3: Primeras 5 filas de la base de datos con sólo 7 caracteŕısticas de entrenamiento.
Utilizando cantidades estad́ısticas del factor de estructura.

Es evidente que cuando utilizamos este nuevo formato de 7 caracteŕısticas los resul-

tados muestran mejor rendimiento respecto de cuando proporcionábamos sólo el factor

de estructura. Se observa que ambos modelos, LR y SVC, arrojaron resultados que pa-

recen ser idénticos. De la figura 4.5, vemos que en la zona donde se dibuja la ĺınea de
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arresto teórica existen algunos casos arrestados que están por encima, sin embargo no hay

ninguno no-arrestado que esté por debajo. Además, logramos eliminar la protuberancia

de casos arrestados que se formaba entre ϕ = 0.65 y ϕ = 0.75. Otra de las ventajas de

reducir la “dimensionalidad” se refiere a la capacidad de visualizar los datos en un es-

pacio diferente de caracteŕısticas. Por ejemplo, en la Fig. 4.6 se muestra el gráfico de las

caracteŕısticas “kurtosis” vs. “mean” (a), “kurtosis” vs “ϕ” (b) y “std” vs “mean” (c).

Para cada una de estas gráficas los puntos rojos representan (como ha sido hasta ahora)

factores de estructura arrestados y los puntos azules los no arrestados. Podemos apreciar

que en estos espacios se forma una frontera lineal entre ambos estados. Por ejemplo, para

el caso de la Fig. 4.6(a) para casos ,S(k), que la kurtosis sea mayor que ≈ 15, se corres-

ponderán con un estado arrestado. En la Fig. 4.6(c), podemos intuir una frontera, entre

casos arrestados y no arrestados, como una recta con pendiente negativa para el espacio

(mean, std). Por otra parte, se puede reducir la base de datos de 7 dimensiones a una

de sólo dos, utilizando el algoritmo de PCA, y graficar las relaciones en este caso. Esta

reducción adicional nos forma dos nuevas caracteŕısticas, por conveniencia, llamaremos

a esas nuevas caracteŕısticas x2 y x1. El resultado se ve en la Fig. 4.7. Como podemos

ver, en este espacio de nuevas caracteŕısticas (x2, x1), los casos no arrestados (en azul) se

encuentran agrupados entre x2 ≈ 0 y x2 ≈ 15, en cambio, los casos arrestados se dispersan

unos de otros, en especial, cuando x2 está en valores más a la derecha.
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Figura 4.6: Gráficas para diferentes espacios de caracteŕısticas, a saber: “kurtosis vs mean”
(a); “kurtosis vs ϕ” (b); y “std vs mean” (b). En azul se muestran casos clasificados como
no-arrestados, en rojo los arrestados.



4.2. UN MÉTODO DIFERENTE 55

−8

−7

−6

−5

−4

−3

−2

−1

 0

 1

 2

 3

−20  0  20  40  60  80  100  120  140  160

Arrestado

No−Arrestado

x
1

x
2

Figura 4.7: Gráfica donde se muestra el resultado de reducir la dimensionalidad de las
caracteŕısticas de 9 a 2, las nuevas caracteŕısticas se nombran “x1” y “x2”.



Caṕıtulo 5

Conclusiones y Perspectivas

En este caṕıtulo, se presentan las conclusiones generales del presente trabajo de tesis.

El reto principal al que nos enfrentamos en este trabajo fue el de aprender a usar las

herramientas de Machine Learning desde la completa ignorancia, ya que el grupo de

trabajo no hab́ıa utilizado antes este tipo de herramientas. Recordemos que el objetivo

principal de este trabajo era introducir herramientas de Machine Learning en el manejo

y análisis de datos provenientes de la teoŕıa SCGLE. Sobre este respecto, concluimos

que, tomando en cuenta las herramientas que fueron utilizadas, su uso es plausible en

combinación con el tipo de datos que se obtienen a partir de la teoŕıa SCGLE. En la

mayoŕıa de los casos, los resultados de precisión en predicciones fueron mayores a 0.9.

Por otro lado, concluimos que, gracias al origen de los datos con los que trabajamos,

los modelos de Machine Learning alcanzaron valores óptimos a sus parámetros en poco

tiempo y con pocos datos de entrenamiento, debido a que los datos vienen de una teoŕıa

bien establecida. Comúnmente, las herramientas de Machine Learning se usan para datos

de fuentes aleatorias, en estos casos los modelos alcanzan precisiones no mayores a 0.85

y con cantidades del orden de miles de datos. Con los nuestros alcanzamos precisiones
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mayores a 0.9. Podemos concluir también sobre el modelo con más potencial útil a futuro

para el grupo de trabajo. Esto es, el modelo de aprendizaje no-supervisado, K-means.

Como vimos en el caṕıtulo 4, nuestro modelo de K-means separó el conjunto de datos de

G′(ω) y G′′(ω) en sus respectivos clusters en el espacio termodinámico ϕ−T , clusters que

sab́ıamos eran 3. Para sistemas diferentes al de WCA, por ejemplo para el sistema SALR,

seremos capaces de determinar el número de clusters que se formarán para este o algún

otro caso particular.

Como mencionamos, los datos con los que trabajamos corresponden a los generados con

la teoŕıa SCGLE. Como siguiente paso, se propone empezar a utilizar datos generados con

la teoŕıa NESCGLE. En primer lugar enfocándonos en replicar los resultados obtenidos con

datos para sistemas en equilibrio, ahora con datos de no equilibrio a tiempos asintóticos.

Una vez llevada a cabo esta prueba, seguirá utilizar datos de no equilibrio a diferentes

tiempos de espera, tal que podamos poner a prueba los modelos de Machine Learning en

predicciones complejas de procesos estocásticos.

Hasta ahora hemos utilizado un método en el que para trabajar con las herramientas

de Scikit-Learn generamos una base de datos local, es decir que se almacena en la me-

moria de la computadora del usuario. Esta manera de trabajar los datos representa un

riesgo de saturar la memoria local del usuario. Por lo tanto, conviene utilizar plataformas

que ofrezcan mayor capacidad de almacenamiento y mejor manejo de datos. Afortunada-

mente, existe una plataforma que nos permite, precisamente, guardar y manejar grandes

cantidades de datos. Nos referimos a Google Cloud Platform, donde además de permitirnos

el almacenamiento en tablas al estilo de SQL, encontramos herramientas como compute

engine que nos permite utilizar máquinas virtuales; BigQuery que es la forma en que

se nombra el almacén de datos. De la misma manera, también nos brinda herramientas

de Inteligencia Artificial y Machine Learning, como la denominada VertexAI, que es una
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plataforma dedicada para todo el ciclo de aprendizaje, también nos ofrece la capacidad

de utilizar Gemini, que es una Large Language Model (LLM) desde el código mismo. De

esta manera, podemos incorporar los procedimientos donde utilizamos Scikit-Learn que

se han desarrollado durante el presente trabajo de tesis, a la plataforma de Google Cloud,

aprovechando VertexAI y la capacidad de almacenamiento y consulta de datos.Con esto,

pretendemos mejorar el uso de Inteligencia Artificial en conjunto con la teoŕıa NESCGLE.



Apéndice A

Algoritmos.

A.1. Gradient Descent

Este algoritmo es ampliamente utilizado en una gran variedad de problemas que re-

quieren una optimización de parámetros. La idea general es ajustar los parámetros iterati-

vamente para minimizar una función de error [8]. El funcionamiento de Gradient Descent

es el siguiente. Se tiene el conjunto de caracteŕısticas de entrada x⃗, que a partir de una

función hipótesis, hθ⃗, se obtiene un resultado deseable y. La función hipótesis tiene un

conjunto de parámetros ajustables θ⃗. Asumimos que hθ⃗ es diferenciable respecto a θ⃗. De-

bido a que inicialmente los parámetros ajustables pueden no ser los óptimos se determina

una función de error, la cual la denotaremos como Err(x⃗, y⃗; θ⃗), que nos señanala qué

tan alejado está el resultado arrojado a partir del vector de caracteŕısticas con el valor

deseable y. Entonces Gradiant Descent realiza el siguiente cálculo:

θ⃗t+1 = θ⃗t − αt∇θ⃗Err(x⃗, y⃗; θ⃗) (A.1)

En esta ecuación θ⃗t+1 son los parámetros modificados; αt es una constante que puede
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depender de t. En el caso más simple, αt no depende de t, y α es sólo una constante, A.1

nos indica que el vector ⃗θt+1 al tiempo t + 1 será el resultado de substraer de θ⃗, α veces

la pendiente de la función de error. A la constante α se le conoce como learning rate, y

controla la sensibilidad con que se modifica el vector ⃗θt+1.

0

M
S

E
(x

)

x

Figura A.1: Perfil t́ıpico de la función Mean Square Error (MSE(x)). Gradient Descent

busca alcanzar el mı́nimo de ésta función modificando el vector de parámetros θ⃗ hasta
alcanzar el vector óptimo.

Este proceso se realiza iterativamente hasta que el gradiente de la función de error sea

0, con lo que se asegura un mı́nimo; o hasta que alcance una tolerancia ϵ.

A.2. PCA

PCA es un algoritmo que se utiliza para reducir la dimensionalidad de un conjunto de

datos D. PCA (Principal component analysis) analiza datos contenidos en una tabla con

variables dependeintes entre śı. Su objetivo principal es el de extraer la información más

importante contenida en los datos y expresar dicha información a partir de un conjunto

de nuevas variables ortogonales llamadas “componentes principales” (PC) [33] [34], de

esta forma, se simplifica la descripción del conjunto. Las componentes principales son
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combinaciones lineales de las variables originales. Existe una técnica estándar para obtener

las componentes principales de un conjunto, se conoce como Singular Value Decomposition

(SVD) [8], el cual consiste en descomponer al conjunto D en tres matrices

D = UΣV ⊤, (A.2)

donde, V contiene los vectores columna que definen todas las componentes principales. A

partir de V se construye la matriz Wd utilizando las primeras d columnas de V (siendo d

el número de dimensiones que se desea). Finalmente,

Dd = DWd, (A.3)

donde Dd es el nuevo conjunto con dimensiones reducidas a d. El framework scikit-learn,

que usamos en este trabajo, cuenta con un objeto denominado PCA() que realiza este

procedimiento. El lector interesado puede referirise a [34].

A.3. Standard Scaler

Es un algoritmo sencillo que escala los valores de un conjunto de datos, D, de acuerdo

a una unidad de varianza, en este respecto

z =
x− v

s
, (A.4)

donde z es el valor escalado, x es el valor antes de ser escalado, v es el valor medio de los

datos y s es la desviación estándar [35].
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A.4. Accuracy score

Clasificación

Accuracy score es una operación que realiza scikit-learn para determinar la cantidad

de predicciones correctas, donde 1.0 es el resultado perfecto, la expresión es la siguiente,

accuracy(y, ŷ) =
1

nsamples

nsamples−1∑
i=0

1(ŷi = yi), (A.5)

donde, ŷi es el valor i-ésimo (o clase) predicha y yi es el valor real (o teórico). 1(x) es la

función indicador [36], este método se utiliza para los modelos de clasificación.

Regresión

Para el case de regresión, se utiliza la siguiente expresión para determinar el accuracy

score,

accuracy(y, ŷ) = 1−
∑n

i=1(yi − ŷi)
2∑n

i=1(yi − ȳi)2
, (A.6)

donde ŷi es el valor predicho, yi es el valor real (o teórico) correspondiente y ȳ es el valor

medio de y [36].



Apéndice B

Scripts.

El total de programas escritos por el autor de este trabajo de tesis, ya sea como un

jupyter notebook o un simple programa en python, se encuentran reunidos en un reposi-

torio de la plataforma GitHub, el lector interesado puede encontrar todos los programas

en la referencia [37].

Para la recolección de datos se utilizó, como se mencionó anteriormente, el repositorio

NESCGLE que, de igual forma, se encuentra en la plataforma GitHub, el lector interesado

puede encontrar la referencia en [38].

Viscosidad

Se utilizó el siguiente script para obtener los valores de viscosidad correspondientes

a algún factor de estructura. Se trata de una función que se añade a los programas

correspondientes del repositorio [38].

1 def eta(tau , DG):

2 int = 0

3 for i in range (2:len(tau)):
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4 dx = tau[i] - tau[i-1]

5 int += dx*DG[i]

6 eta = 3*pi*int

7 return eta

Listing B.1: Función para determinar la viscosidad a partir de la teoŕıa SCGLE.
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