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Resumen

Se desarrollan y analizan nuevas reglas de asignacién de costos para el problema de arbol
de expansion de minimo costo, empleando principios de problemas de bancarrota. Los esque-
mas de asignacion se disenan priorizando la racionalidad individual y la estabilidad grupal.
La investigacion propone reglas de asignacion de costos basadas en soluciones clasicas de
problemas de bancarrota y las evaliia con axiomas que aseguran que las soluciones propues-
tas no solo sean validas desde un punto de vista matemaético, sino que también sean légicas
y coherentes dentro del marco tedrico del problema. Ademas, se describen clases especificas
de problemas de arbol de expansion de minimo costo para las cuales estas soluciones cum-
plen con seleccién de nicleo, ampliando la relevancia de los métodos de asignacion de costos
propuestos. Los resultados ofrecen alternativas practicas para la asignacion de costos que
buscan ser equitativas.

Palabras clave: Problema de arbol de expansién de minimo costo, problema de bancarrota,
reglas de asignacion de costos, racionalidad individual, seleccién de nicleo.
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Capitulo 1

Introduccion

Consideremos la siguiente problematica. Un conjunto de agentes necesita acceder a una
fuente comiin que proporciona un servicio. Cada agente tiene la opcién de conectarse directa-
mente a la fuente o mediante otros agentes. El objetivo principal del grupo es no solo reducir
al minimo el costo total requerido para establecer estas conexiones, sino también asegurar
que este costo se comparta de manera que todos los participantes se beneficien.

Este desafio se conoce formalmente como el problema de drbol de expansion de minimo
costo. Resolver este problema implica identificar un conjunto 6ptimo de enlaces que conecten
a todos los agentes con la fuente y desarrollar un método para distribuir el costo total entre
los agentes involucrados.

El problema de arbol de expansién de minimo costo es uno de los pilares fundamentales
en la teoria de optimizaciéon y podria aplicarse en diversos contextos. Por ejemplo, en el
diseno de redes de telecomunicaciones, puede utilizarse para determinar una distribucién efi-
ciente de cables de fibra optica o torres de transmision inaldmbrica, minimizando los costos
de infraestructura. En el sector energético, podria ser ttil para planificar redes eléctricas
y conectar plantas generadoras con comunidades de manera costo-efectiva. En logistica y
transporte, su aplicacion permitiria optimizar la construccion de carreteras y la planificacion
de rutas de distribucion de mercancias, reduciendo la inversion en infraestructura y mejo-
rando la eficiencia del transporte. De manera similar, en sistemas de abastecimiento de agua
potable o redes de gasoductos y oleoductos, este enfoque ayudaria a minimizar la inversion
en tuberias y garantizar la conectividad entre centros de distribucién y puntos de consumo.
Finalmente, en la planificacién de rutas de transporte publico, optimizando la conectividad
entre estaciones y reduciendo costos operativos.

Este problema resulta especialmente relevante en situaciones donde la eficiencia econémi-
ca debe equilibrarse con la equidad en la asignacién de costos. La cooperacion entre agentes
es fundamental en escenarios como la provisién de servicios compartidos y la planificacion
de infraestructura, donde un reparto inadecuado podria desalentar la participacién o gene-
rar conflictos. Por ello, es indispensable desarrollar reglas de asignacién que sean justas y
aceptables para todas las partes involucradas.

A lo largo del tiempo, se han desarrollado distintos enfoques para abordar este problema,
que pueden agruparse en cuatro grandes bloques:

1. Construccién del arbol 6ptimo.
La literatura en cuanto al problema de &arbol de expansiéon de minimo costo comienza
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con el diseno de algoritmos para la construcciéon de un arbol éptimo. Se pueden men-
cionar por ejemplo los articulos presentados por |[Boruvka [1926], |Kruskal| [1956] y Prim
[1957]. Es importante notar estos algoritmos no siempre resultan en un unico érbol
optimo. La posibilidad de multiples arboles 6ptimos puede surgir debido a variaciones
en los costos de conexién. En tales casos, los algoritmos pueden requerir un criterio
de desempate adicional para seleccionar entre soluciones equivalentes en términos de
costo.

Aunque estos estudios iniciales establecen métodos fundamentales para la identifica-
cion de arboles 6ptimos, en éstos no se trata la segunda parte del problema, es decir, la
reparticién del costo total entre los agentes. Este tltimo aspecto ha sido abordado pos-
teriormente en distintos marcos ampliando asi el enfoque mas alla de la construccion
de un arbol 6ptimo.

. Reglas de asignacion mediante enfoque directo.

Una vez que se ha construido el arbol éptimo, el siguiente paso es definir una regla de
asignacion de costos. Los primeros en abordar este aspecto fueron (Claus and Kleitman
[1973] donde se proponen algunas asignaciones basadas en contribuciones marginales
o proporcionalidades. Bird [1976] introdujo la regla de Bird, que asigna a cada agente
el costo de la conexion que lo vincula directamente a la red éptima de acuerdo al
algoritmo de Prim. Posteriormente, Dutta and Kar| [2004] definieron y caracterizaron
la regla de Dutta-Kar, que distribuye los costos de manera secuencial, asegurando que
cada agente pague en funcion del orden en que se integra a la red.

. Reglas de asignacion con enfoque indirecto a través de juegos cooperativos.
Los trabajos dentro de este bloque, asocian a un problema de arbol de expansion de
minimo costo un juego cooperativo, cuyas soluciones clasicas como el valor de Shapley
se emplean para definir reglas de asignacion. Este enfoque permite capturar las cone-
xiones entre los agentes de manera mas completa, ofreciendo soluciones que trascienden
las perspectivas individuales.

Aunque no es el objetivo realizar un recuento completo de las contribuciones en es-
ta area, se pueden destacar algunos de los trabajos mas relevantes, éstos y otros se
encuentran revisados a detalle en Bergantinos and Vidal-Puga; [2020].

» Bird| [1976] asocia el juego cooperativo pesimista al problema y mostré que cierta
restriccion del valor de Shapley pertenece al nicleo y que, cuando el arbol éptimo
es unico, la regla de Bird coincide con dicho valor. El juego cooperativo pesimista
supone que cada coalicion de agentes asume el costo minimo necesario para co-
nectarse a la fuente sin beneficiarse de las conexiones que otros agentes fuera de
la coalicién ya hayan establecido. Es decir, este juego mide el costo de la coalicién
suponiendo un escenario donde los agentes no cooperan con los que no pertenecen
a ella.

» Kar| [2002] Present6 una caracterizacion axiomética del valor de Shapley del juego
cooperativo pesimista utilizando axiomas apropiados en el marco de los problemas
de arbol de expansiéon de minimo costo.

» Bergantinos and Vidal-Puga/ [2007] propusieron el juego cooperativo optimista



y caracterizaron axiomaticamente el valor de Shapley de este juego con un solo
axioma. El juego cooperativo optimista asociado a un problema de arbol de ex-
pansion de minimo costo plantea que cada coalicion de agentes asume que puede
beneficiarse de las conexiones establecidas por los agentes fuera de la coalicion. Es
decir, la coaliciéon supone que los nodos externos ya estan conectados a la fuente
y pueden conectarse a través de ellos sin costo alguno.

» Bogomolnaia and Moulin| [2010] introdujeron el juego cooperativo piiblico, en éste
se supone el no derecho a propiedad privada, lo que quiere decir que cada coalicion
de agentes puede beneficiarse de las conexiones establecidas por los agentes fuera
de la coalicién siempre que pague por ellas.

4. Reglas de asignaciéon con enfoque indirecto a través de problemas de ban-
carrota.
Este enfoque es mas reciente, consiste en asociar un problema de bancarrota al proble-
ma de arbol de expansion de minimo costo y utilizar reglas clasicas de bancarrota para
definir la asignacién de costos. Estas reglas permiten incorporar nociones de equidad
basadas en restricciones especificas y ofrecen una forma alternativa de analizar el re-
parto de costos. Giménez Gémez et al. [2014,2020,2022] hicieron aportaciones de este
tipo que se detallaran en el capitulo 4.

En esta linea, esta tesis desarrolla nuevas reglas de asignacién de costos para problemas
de arbol de expansién de minimo costo, utilizando un enfoque indirecto basado en proble-
mas de bancarrota. Aunque esta conexién ha sido considerada previamente en la literatura,
su estudio sigue siendo limitado. Hasta ahora, solo se han identificado las contribuciones
de Driessen| [1993] v (Giménez Gdémez et al| [2014] [2020] [2022], quienes han explorado dis-
tintas formas de asociar ambos problemas. Esta tesis amplia dicha linea de investigacion
al formalizar nuevos esquemas de asignacion de costos basados en principios axiomaticos,
con especial énfasis en la racionalidad individual y la estabilidad grupal, proporcionando un
marco riguroso para su analisis y comparacion dentro del contexto de los problemas de arbol
de expansién de minimo costo.

Con ello, se contribuye al desarrollo de reglas de asignacién de costos fundamentadas en
propiedades clave, aprovechando caracteristicas de soluciones clasicas de problemas de ban-
carrota para la distribucion de costos en problemas de arbol de expansién de minimo costo.

El contenido de este trabajo estda conformado como a continuacién se describe. En el
capitulo 2 se introduce formalmente el problema de arbol de expansién de minimo costo y
dos algoritmos clasicos utilizados para encontrar arboles éptimos, ademas de la definicién
de algunas soluciones clasicas y sus propiedades. En el capitulo 3 se definen los problemas
de bancarrota, sus soluciones clasicas y axiomas fundamentales que éstas satisfacen. En el
capitulo 4 se exponen las distintas asociaciones entre un problema de arbol de expansion de
minimo costo y un problema de bancarrota, incluidas en los trabajos de Giménez Gomez
et al. [2014) 2020, 2022]. Se evaliian los axiomas que verifican dos asignaciones propuestas.
Ademas se exploran propiedades heredadas por las soluciones de bancarrota y su impacto en
las reglas de asignacién. En el capitulo 5 se propone una clase especifica de problemas con
una regla de asignacion que satisface racionalidad individual y ordenamiento por contribu-
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ciones marginales. También se definen clases de problemas para los cuéles las asignaciones
propuestas en el capitulo 4 satisfacen selecciéon de nicleo, Finalmente en el capitulo 6 se
exponen dos soluciones basadas en distribucion equitativa de excedentes en el contexto de
problemas de arbol de expansién de minimo costo y se evalian axiomaticamente.



Capitulo 2

Problema de arbol de expansién de
minimo costo (mcstp)

Consideremos un grupo de agentes situados en distintos lugares, cada uno requiere co-
nectarse a una fuente comun de servicios como agua potable, electricidad o internet. El
objetivo principal es conectar a todos los agentes a esta fuente al menor costo posible, ya sea
directamente o a través de otros agentes. Es esencial no solo minimizar el costo total para
establecer estas conexiones, sino también determinar como distribuir dicho costo entre todos
los agentes involucrados.

Este desafio técnico es conocido formalmente como el problema de drbol de expansion de
minimo costo (Minimum Cost Spanning Tree Problem), a partir de aqui mcstp por simpli-
cidad. La solucién a este problema requiere identificar un subconjunto de enlaces éptimo en
términos de costo total y, a su vez, disenar un método efectivo para la asignacién de tal costo
entre los agentes.

Este problema tiene aplicaciones practicas en diversos campos, tales como el diseno de
redes de telecomunicaciones, la planificacion de rutas de transporte y la distribucién de
recursos. Su importancia radica en la necesidad de crear conexiones eficientes y econémicas,
que optimicen el uso de recursos y minimicen los costos operativos.

En este capitulo se introducira formalmente el problema, se discutira la estructura de la
matriz de costos y se analizardn diferentes métodos para la distribucién de costos entre los
participantes de la red.

2.1. Definicion del Problema

Sea N = {1,2, ...} el conjunto de todos los posibles agentes. Dado un conjunto finito N C
N, estamos interesados en redes cuyos nodos son elementos de Ny = N U {0}. Usualmente
N ={1,2,...,n}.

Una matriz de costo C' = (¢;j)i jen, en N representa el costo de la conexién directa entre
cada par de nodos. Las caracteristicas de esta matriz son las siguientes:
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» ¢;j = cj; para todo 4, j € Ny, lo cual indica que el costo de conectar 7 con j es el mismo
que conectar j con .

» ¢;; > 0 para todo ¢,j € Ny. Un costo negativo no tendria sentido en este contexto.

Se denotars al conjunto de todas las matrices de costo sobre N como C¥.
Definicién. Un mecstp es un par (Ny,C) donde N C N, Ny = NU{0} y C € CV.

Se denotard por T al conjunto de mestp con |N| agentes.
La resolucion del problema se puede dividir en dos pasos principales:

1. Encontrar la estructura de conexién optima: Se busca la configuracion que mi-
nimice el costo total de conexién, asegurando que todos los agentes estén conectados
directa o indirectamente a la fuente representada por el nodo 0.

2. Repartir el costo total: Una vez establecida la estructura éptima de conexion, se
debe repartir de manera justa el costo total entre todos los agentes.

En el siguiente ejemplo se muestra la aplicacion sencilla de los dos pasos anteriores.
Ejemplo 1. Consideremos N = {1,2} y la siguiente matriz de costos:

Matriz de costos Construccion de la Reparto del costo total.
estructura optima. Algunos posibles repartos

= 1 se conecta a 0 con cos- son:

0 46 to 4
C=140 3 0% = 1y 2 pagan 3.5.
6 3 0 = 2 seconecta a1 con cos-
= 1 paga 4y 2 paga 3.
to 3.
Costo total: 4 +3 = 7. = 1 paga 7y 2 paga 0.

Dado un mestp (Ny, C), definimos el mestp inducido por C para S C N como (Sp, C).

Una red g sobre Ny es un subconjunto de {(i,j) : i,j € Ny}. Los elementos de g son
llamados arcos.

Dada una red g y un par de nodos ¢ y j, un camino de ¢ a j en g es una secuencia de
diferentes arcos {(i,_1,1x) },_, tal que (iy_1,in) € g para todo h € {1,2,...,1},i =gy j = 1.

Un drbol es una red tal que para todo ¢ € N hay un tnico camino de ¢ hacia la fuente.

Sea GV el conjunto de todas las redes sobre Ny. Sea GV el conjunto de todas las redes
donde cada agente i € N esta conectada a la fuente, es decir, existe un camino de 7 a 0 en
la red.

Dado un mestp (N, C) y g € GV, definimos el costo asociado con g como

NOaC g Z Cij-

(i,5)€g

Si no hay ambigiiedad, dicho costo se denotara simplemente por ¢(g).



2.2. Construccién del Arbol de Minimo Costo

Un drbol de expansién de costo minimo (mt a partir de ahora) para (Ny, C'), es un arbol

t sobre Ny tal que

m(No, C) = min,cgne(g).

c(t) = mingegne(g).

Dado un mestp (Ny, C'), denotamos el costo asociado con cualquier mt en (N, C') como

2.2. Construccién del Arbol de Minimo Costo

Existen diversos algoritmos para encontrar un mt, entre ellos estan el algoritmo de Krus-
kal y el algoritmo de Prim. A continuacién se presenta un resumen de ambos algoritmos:

2.2.1. Algoritmo de Kruskal

1. Ordenar todos los arcos (i, j) crecientemente de acuerdo a su costo ¢;;.

2. Inicializar el arbol T" como el conjunto vacio.

3. Agregar arcos a 1" en orden creciente respecto al costo, evitando la formacion de ciclos.

4. Repetir el proceso hasta que T' conecte todos los nodos de Nj.

2.2.2. Algoritmo de Prim

1. Inicializar T con un nodo arbitrario ¢ € Nj.

2. Encontrar el arco de menor costo que conecte un nodo en 7' con un nodo fuera de 7.

3. Agregar ese arco y el nuevo nodo a T

4. Repetir el proceso hasta que todos los nodos estén conectados.

Ambos algoritmos garantizan encontrar un mt que conecta todos los nodos de N con la

fuente 0.

2.2.3. Ejemplo Ilustrativo

Ejemplo 2. Consideremos N = {1,2,3} y la fuente 0. Los costos de conexién se repre-

sentan en la siguiente matriz:

Coo

Co1
C =

Co2

Co3

Co1
Ci1
Ci2
C13

Co2
Ci2
C22
C23

Co3
Ci3
Ca3
C33

S U= O

W N O

W O N Ot

S W W™

En este caso, el costo de conectar directamente al agente 1 con la fuente es 4, mientras
que el costo de conexién del agente 2 es 5 y el del agente 3 es 6. El costo conjunto de conectar
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a cada agente directamente con la fuente es 15. Sin embargo, al compartir conexiones, se
puede reducir este costo. El costo minimo de conexion es 9, el cual se alcanza realizando
las conexiones {(0,1),(1,2),(1,3)} o las conexiones {(0,1),(1,2),(2,3)}. En este ejemplo se
puede observar que no siempre el mt es tnico. En la figura 2.1 se muestra visualmente la
informacion del problema proporcionado por la matriz C, asi como dos mt.

(a) Red completa sobre Nj. (b) mt del mestp (No, C). (c) mt del mestp (No, C).

Figura 2.1

El mt depende directamente de la matriz de costo C'. Cualquier cambio en los elementos
de esta matriz puede alterar la estructura del arbol y su costo total. Por ello, la matriz de
costos contiene toda la informacion necesaria para determinar tanto la estructura 6ptima de
conexion como las posibles distribuciones de costos entre los agentes.

2.3. Reglas de asignacién de costos y propiedades

El costo total m(Ny, C') del mt debe ser repartido entre los agentes de manera que se refle-
jen los beneficios individuales de participar en la red. Un reparto inadecuado puede generar
conflictos entre los agentes y desalentar la cooperacién. Algunas de las razones principales
para definir un esquema de reparto son:

» Evitar injusticias: Sin un esquema de reparto claro, algunos agentes podrian terminar
pagando mas de lo que les corresponde, mientras que otros se benefician desproporcio-
nadamente.

= Fomentar la cooperacion: Un reparto justo incentiva a todos los agentes a participar
en la red y compartir sus recursos, lo cual es esencial para mantener la eficiencia del
sistema.

Una vez que se ha construido el mt para conectar a todos los agentes con la fuente, sur-
ge la cuestion de como repartir de manera justa el costo total del arbol entre todos los
participantes.

Definicién. Una regla de asignacion de costos es una funcion v : TV — R™ tal que

D Wi No, €) = m(No, C)

1EN



2.3. Reglas de asignacion de costos y propiedades 9

para todo (Ny,C) € T™. Donde 1;(Ny, C) representa el costo asignado al agente i.

2.3.1. Propiedades de una regla de asignaciéon de costos

A continuacién se mencionan algunos de los axiomas o propiedades mas relevantes defi-
nidas por Bergantinos and Vidal-Pugal [2008] para evaluar la calidad de una asignacién de
costos. Dada una regla de asignacion ¢ consideremos los siguientes axiomas:

Axioma de Seleccién de niicleo (CS) Para todo (Ny,C) € TV y para cualquier S C N,
se cumple que:

> i(No, C) < m(Sp, C).
ics
Este axioma implica que ningiin grupo de agentes estaria mejor si construyeran su propia
red en lugar de pagar lo que la solucién v les propone a cada uno de ellos.

Axioma de Racionalidad individual (IR) Para todo (Ny,C) € TV vy para todo i € N
se cumple que:

1i(No, C) < coi.

Esto implica, que al cooperar ningin agente paga mas de lo que pagaria al conectarse
directamente a la fuente.

Axioma de Monotonia de costos (CM) Para todo (Ny,C), (No,C') € TV tales que
cij < ¢; para algunos i € N y j € Ny y, en caso contrario, cy = ¢y, se cumple que:

Vi(No, C) < ¢;(No, C").

Este axioma indica que si el costo de conexion de un agente especifico aumenta, entonces
el costo que este agente debe pagar no puede disminuir.

Dadas dos matrices C' = (c;;) y C' = (¢j;) de tamafio n x n, se dice que C' < (" si ¢;; < ¢j;
para todo i, j.
Axioma de Solidaridad (SOL) Para todo (Ny,C), (Ny,C") € TV, si C < C', entonces

P(Ny, C) < (N, C").

Este axioma sugiere que, si los costos de conexion aumentan para algunos agentes, la
contribucion total de todos los agentes también debe aumentar o permanecer igual.
Axioma de Monotonia de la poblacién (PM) Para todo (No,C) € TV, SC N yi € S,
se cumple que:

¥i(No, C) < 10i(So, C).
Esto es, si se anaden nuevos agentes a la red, ningin agente inicial debe quedar en una
peor situacion que antes de la llegada de los nuevos agentes.

Axioma de Continuidad (CON) Para todo N C N, la funcién (Ny,+) es continua
respecto a C'.

Esto significa que pequenos cambios en los costos de conexién no deben causar grandes
variaciones en los pagos que cada agente debe realizar.
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Axioma de Positividad (POS) Para todo (Ny,C) € TV y todo i € N, se cumple que:

Esto es, los agentes no deben obtener beneficios a partir de su participacién en la red. Es
decir, no deben recibir un pago negativo.
Axioma de Separabilidad (SEP) Para todo (Ny,C) € TV y S C N tal que m(Ny,C) =
m(So, C) + m((N \ S)o, C), se tiene que:

w,(SQ,C) sii €S,

Yillo, ©) = {@bi((N\S)O,C) sii€ N\ S.

Esto significa que si dos subconjuntos de agentes pueden conectarse independientemente
sin ahorrar costos, la cantidad que debe pagar cada agente es la misma que si se conectan
juntos.

Axioma de Simetria (SYM) Para todo (Ny,C) € TV y todo par de agentes simétricos
1,7 € N, se cumple que:

Yi(No, C) = ;(No, C).
Dos agentes son simétricos si tienen los mismos costos de conexion con todos los demas
agentes y con la fuente.

Axioma Independencia de otros costos (IOC) Para todo (Ny,C),(Ny,C") € TN y
todo i € N, si c;j = cj; para todo j € Ny \ {i}, entonces

¢i(N07 C) = ¢i(N0a Cl)

Dicho de otro modo, el pago de un agente depende tinicamente de los costos de conexion
en los que él mismo participa, y no de los costos de conexiones entre otros agentes.

Axioma de Reparto igualitario de costos extras (ESEC) Para todo (Ny, C), (No, C") €
TN tales que co,cfy > 0 con co; = ¢y y ¢y, = ¢ para todo i € N, ¢y < ¢ y ¢ij = ci; < co para
todo 1,5 € N, se cumple que:

¢ — Co

¥i(No, C") = ¢hi(No, C) + —

Concretamente cuando el costo de conexién a la fuente aumenta para todos los agentes
de manera uniforme, el incremento en el costo total se reparte equitativamente entre todos.

Dos mestp (No, C) v (No,C") son drbol equivalentes si existe un arbol m tal que es un
mt para ambos problemas y ademads ¢y, ;) = c;.m(i) para todo i € N, donde m(i) es el agente
(o fuente) a quien i estd conectado en su camino hacia la fuente.

Axioma de Independencia de arboles irrelevantes (IIT) Para todo par de problemas

(No, C), (No, C") € TV drbol equivalentes se cumple:
¢(N07 O) - w(N07 C/)

Esto significa que la asignacién de costos depende tinicamente de la estructura minima
de costos que conecta a los agentes con la fuente, y no de arboles de costo superior.
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2.4. Algunas asignaciones clasicas

A continuacién describimos cuatro asiganciones clasicas para los mestp: la regla de Bird,
la regla de Dutta-Kar, la solucion serial y la regla de Kar. Estas reglas distribuyen
los costos de manera diferente y cumplen diversas propiedades deseables en el contexto de
mcestp.

2.4.1. La regla de Bird

La regla de Bird fue introducida por Bird [1976] y se define a partir del algoritmo de
Prim. La idea basica es que los agentes se conectan a la fuente de manera secuencial siguiendo
el algoritmo de Prim, y cada agente paga el costo de la conexion que utiliza para conectarse
al servicio. Asumiendo que existe un unico mt, ¢, formalmente, la regla de asignacién de Bird
del agente i se define como

Bi(N07 C) = Cipiy

donde ig es el primer nodo en el inico camino en ¢ de i a la fuente.

2.4.2. La regla de Dutta-Kar

Laregla de Dutta-Kar definida por Dutta and Kar [2004] es una versién més elaborada
que también se basa en el algoritmo de Prim. Nuevamente, asumimos que existe un unico mt,
t y que el orden de conexién de los agentes es 1,2,...,n, deacuerdo al algoritmo de Prim.
Primero el agente 1 se conecta a la fuente. Definimos p! = cp;. Ahora el agente 2 se conecta
a 20 donde cy0y = min{cos, c12}. Tomamos x1 = min{p', cs} v p* = max{p', cyoo}. Ahora
el agente 3 se conecta a 3° donde cs03 = min{c3, 13, co3}. Tomamos xo = min{p?, co3}
v p> = max{p?, c3}. El proceso contintia hasta que llegamos al agente n. En cuyo caso
r, = p". Entonces la asignacién final esta dada por x, es decir

DK;(Ny,C) = z;

para todo 2 € N.

2.4.3. Solucion serial

La soluciéon serial para mcstp se enfoca en asignar el costo del arbol secuencialmente
segun el mt construido repartiendo los costos de las aristas de manera equitativa entre los
agentes que las utilizan. Suponiendo la unicidad del mt, el costo de cada arista se reparte
entre los agentes que dependen de ella para estar conectados.

La asignacion para cada agente se calcula de la siguiente manera:

c..
Sk(Ny, C) = E e
k< o ) L Tj
(1,5)eP (k)
donde:

» P(k) es el conjunto de aristas que forman el camino que conecta al agente k con la
fuente dentro del arbol.
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= n,; es el nimero de agentes en k' € N para los cuales (i,j) € P(k').

Este enfoque garantiza que cada agente pague en proporcion al uso que hace de la red,
reflejando la "longitud”de su camino hacia la fuente.

Ahora supongamos que existe mas de un mt. En este caso, las tres reglas anteriores
pueden definirse como un promedio sobre los arboles asociados al algoritmo de Prim.

Sea IIy el conjunto de todas las permutaciones del conjunto N, para cada m € Ily
Dutta and Kar| [2004] definen B™(Ny, C') como la asignacién de Bird donde se resuelven las
indiferencias entre agentes seleccionando el primer agente dado por 7. Entonces

B(N,, 0) :% Y BTNy, C).

’ welly

Y de manera similar: .
DK (No, C) = — Y DK™ (No, C).
relly

Mientras que la solucién serial se calculara como un promedio de las soluciones seriales to-
mando en cuenta todos los mt.
Estas soluciones garantizan que la variabilidad en la estructura del arbol no afecte injusta-
mente a ningin agente, ya que todos los posibles arboles se consideran en el reparto.

Ejemplo 3. Consideremos el problema (Ny, C') con C' definida a continuacion, calcula-
remos las asignaciones dadas por las reglas de Bird, Dutta Kar y Serial.

Para este caso, hay dos mt

0559

C = 5 0 3 2 "1 = {(07 1)? (172)7 (173)}
5 3 0 8
92 8 0 = 15 ={(0,2),(1,2),(1,3)}

Segun los 6rdenes 7 distintos, las
asignaciones son:

™ BW(N(),O) DKW(N(),C)
(123) ]| (532 (2,5.,3)
(132) | (5.3,2) (2,5,3)
(2,1,3) | (3,5,2) (2,3,5)
(231) | (3,5.2) (2,3,5)
3.1,2) | (532) (2,5,3)
32,1) | (3,5,2) (2,3,5)

Como resultado, las asignaciones finales son:

B(Ny, C) = (4,4,2)
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DK (N,,C) = (2,4,4)

1//(55 _5 5 355 3
S(No,O)==((=,2+3,=+2 S22 24249
(No, ©) 2((3’3+’3+)+(3+2’3’3+2+>)

(29 38 53
12712712

2.4.4. La regla de Kar

El enfoque de Teoria de Juegos también ha sido utilizado para definir reglas de asignacién,
en el cual se emplean juegos cooperativos en forma de funcion caracteristica.

Un juego en forma de funcién caracteristica es un modelo matematico en el que un con-
junto de jugadores N puede formar coaliciones para obtener beneficios. Cada coalicién S C N
se asocia con un valor caracteristico v(.5), que indica el beneficio total que la coalicién puede
alcanzar actuando en conjunto. Formalmente, un juego en forma de funcién caracteristica es
un par (N,v) donde N = {1,2,3,...,n} es un conjunto finito de jugadores y v es una funcién
v: 2NV — R tal que v(0) = 0.

El valor de [Shapley| [1953] es una solucién pionera y axiomética para juegos cooperativos
que asigna a cada jugador i € N una parte del valor total v(/N), basada en su contribucién
marginal esperada al valor de las coaliciones en las que participa. Formalmente, para cada
jugador i € N, su asignacion Sh;(N,v) se calcula como:

shvy = 3 BRI g gy - uis))

SCN\{i}

Bird, [1976] asocié un juego (N,ve) a cada mestp (Ny, C') considerando que el valor de
una coalicion S C N se define como el costo minimo necesario para conectar todos los nodos
de S al nodo fuente 0, asumiendo que los nodos en N \ S no estén disponibles para reducir
costos. Formalmente:

ve(S) = m(Sy, C') para todo S C N.

Este juego asociado es conocido como juego pesimista.

La solucién de Kar|2002| se define como el valor de Shapley del juego pesimista aso-
ciado:

K (Ny,C) = Sh(N, ve).

Ejemplo 3 (continuacién) Si consideramos el mestp (Ng, C') del ejemplo 3. El juego pesi-
mista esta definido en el siguiente cuadro.
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S ve(9)

{?} g La solucion de Kar resulta:

{2} 5 Ki(Ny, C) = g

{3} 9 l( 05 ) 6

{12} 8 23

{1,3} 7 K>(No, ©) = &

{2,3} 13 32
{1,2,3} | 10 K3(No. C) = -

Cuadro 2.1: Juego pesimista del ejemplo 3.

2.4.5. Propiedades de las asignaciones clasicas

A continuacién, se presenta una tabla comparativa con los axiomas que cumplen o no las
reglas de Bird, Dutta-Kar, Serial y Kar.

Axioma B(No,C) DK(N(),C> S(No,C) K(No,C)
CS Si St No No
CM No Si No Si
SOL No No No No
PM No No No No
CON No No No Si
POS Si Si Si No
SEP No No No No
SYM Si Si No Si
ESEC Si No Si Si
IIT No No No No

Cuadro 2.2: Axiomas de las reglas Bird, Dutta-Kar, Serial y Kar.



Capitulo 3

Problemas de Bancarrota

Dado que los problemas de bancarrota son un elemento fundamental en esta tesis, este
capitulo se dedica a su estudio en detalle. Se presentan las definiciones formales, las principa-
les soluciones propuestas en la literatura y las propiedades que estas satisfacen. El objetivo es
proporcionar una base tedrica sélida que permita comprender como estas soluciones pueden
aplicarse en distintos contextos y especialmente en relacion con los mestp.

Los problemas de bancarrota surgen cuando los recursos disponibles no son suficientes
para satisfacer las demandas de todos los participantes. Este tipo de problemas son comunes
en situaciones como la distribucién de una herencia entre herederos o cuando una empresa
en quiebra debe pagar a sus acreedores pero el monto disponible es insuficiente para cubrir
todas las deudas. En este contexto, es necesario establecer reglas que determinen cémo
repartir los recursos de manera justa. Ademés de su importancia préactica, los problemas de
bancarrota proporcionan un marco tedrico solido para analizar problemas de distribucion
bajo restricciones, lo que los hace relevantes en diversas areas de la economia. Gran parte
del contenido de este capitulo estd basado en el trabajo de revisién de Thomson [2003], y se
enfoca en las soluciones clésicas y las propiedades fundamentales que estas satisfacen.

3.1. Definicion formal del Problema de Bancarrota

Un problema de bancarrota se define formalmente como una terna (N, E, ¢), donde:

» N ={1,2,...,n} es el conjunto de agentes o participantes que tienen derecho a recibir
una parte de los recursos.

» [/ >0 es el total de recursos disponibles para repartir, denominado "estado".

» d=(dy,dy,...,d,) es el vector de demandas, donde cada d; > 0 representa la cantidad
que el agente ¢ reclama.

El objetivo es encontrar una asignacién R = (Ry, Ry, ..., R,) tal que:

ZRi:E y 0< R; <d; paratodoie€ N.
iEN
Una solucién debe distribuir el recurso disponible E de manera que ningtiin agente reciba
mas de lo que reclama y la suma de las asignaciones sea exactamente FE.

15
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3.2. Soluciones clasicas

Regla igualitaria
La regla igualitaria distribuye el estado en partes iguales entre todos los agentes, sin consi-
derar sus demandas individuales.

Sin embargo, este reparto no representa una solucién formal a un problema de bancarrota,
ya que puede ocurrir que algunos agentes reciban una cantidad mayor a su demanda, lo
que contradice la restriccion fundamental de que ningtin agente puede recibir mas de lo que
reclama. A pesar de esta limitacion, la regla igualitaria es un criterio de referencia 1til en
la distribucion de recursos y puede ser utilizada en contextos donde no se imponga esta
restriccion.

Por otra parte, existen soluciones clasicas ampliamente estudiadas y utilizadas para abor-
dar problemas de bancarrota. A continuacién se describiran brevemente las més conocidas.
Solucién Proporcional
La soluciéon proporcional asigna a cada agente una cantidad proporcional a su demanda.
Formalmente, la asignacion R; para cada agente ¢ se calcula como:

d
Ri= —<———E.

Z ZjeN dj
Esta regla asegura que cada agente recibe una parte de los recursos disponibles que es
proporcional a su demanda relativa.
Solucién CEA (Constrained Equal Awards)
La regla CEA (Premios Iguales Restringidos) asigna parte del recurso a cada agente tanto
como sea posible de manera equitativa, hasta que su demanda se satisfaga. Formalmente, se
define un valor comun A tal que:

R; = min{d;, \} paratodoi € N,

donde A se elige de manera que ..\ min{d;, \} = E. Todos los agentes reciben un monto
igual hasta que su demanda se satisface por completo.

Solucién CEL (Constrained Equal Losses)

La regla CEL (Pérdidas Iguales Restringidas) distribuye las pérdidas de manera equita-
tiva. Se reduce una cantidad igual a cada demanda hasta que los recursos se agotan o alguna
demanda se reduce a cero. La asignaciéon se define como:

R; = méx{0,d; — u} paratodoi € N,

donde p se elige de manera que .., max{0,d; — u} = E. La pérdida total se reparte
de manera equitativa entre los agentes, respetando que ninguna asignacion sea negativa.

Solucion Talmud

La soluciéon Talmud combina los enfoques de premios y pérdidas igualitarios. Primero,
divide los recursos disponibles en dos partes: F/2. Luego, la primera mitad se reparte segun
la regla CEA y la segunda mitad segtn la regla CEL. Formalmente:
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’ 2

CEA(E,9) si B < 2z
T( 7d = ¥ Z" d: Enz d;
4+ CEL(E-Zht 4) s p> Lk

La soluciéon Talmud busca equilibrar tanto los premios como las pérdidas, brindando una
distribucién equitativa basada en las demandas individuales.

Ejemplo 4. Un propietario, duenio de una finca de 100 hectareas, decide repartir su te-
rreno entre sus tres hijos mediante un testamento. En su plan original, asigna 20 hectareas al
hijo mayor, quien ya tiene su vida resuelta; 30 hectéreas al segundo hijo, que también tiene
una vida estable pero una familia mas numerosa; y 50 hectareas al hijo menor, cuyo futuro
es mas incierto. Sin embargo, un ano después, el ayuntamiento expropia parte de la finca,
reduciendo su extension total a 80 hectareas. Antes de que el propietario pueda modificar el
testamento para ajustar la distribucion de la propiedad, fallece. Esto plantea el problema de
como dividir las 80 hectareas entre los tres herederos, quienes reclaman 20, 30 y 50 hectareas,
respectivamente.

El problema de bancarrota (E,d) que modela esta situacién es tal que E = 80 y las deman-
das son d; = 20, dy = 30 y d3 = 50. Asi, tenemos:

Prop(E,d) = Prop(80, (20, 30,50)) = (16, 24, 40),
CEA(E,d) = CEA(80, (20,30,50)) = (20,30, 30),

40 70 130
CEL(E,d) = CEL(80,(20,30,50)) = (. 5" =),
40 70 1
T(E, d) = T(80, (20,30, 50)) = (30, ?, %).

3.3. Propiedades de las soluciones clasicas

De las condiciones para las soluciones descritas en 3.1, se incluyen las propiedades bésicas
de eficiencia, no negatividad y limite superior. La siguiente propiedad es consecuencia de las
tres anteriores, por lo que también sera considerada como propiedad basica.

Derecho minimo: Cada agente debe recibir al menos la diferencia entre el total disponible y
la suma de las demandas de los demas, si es positivo. Es decir:

R;(E,d) > méX{E — Zdj,o} .

JFi

A continuacién se enuncian algunas otras propiedades o axiomas de las soluciones del pro-
blema de bancarrota. Dada una soluciéon R para problemas de bancarrota, consideremos los
siguientes axiomas:

Axioma de Aseguramiento Para todo (E,d) y para todo i € N se verifica que

1
n
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Dicho de otra forma, cada agente tiene garantizado recibir al menos una cierta cantidad,
independientemente de las demandas de los demas. Si su demanda es mayor que el total
disponible, recibira al menos E/n. Si es menor, recibira al menos d;/n.

Axioma de Independencia de escala Para todo (E,d) y para todo A > 0,
R(AE,\d) = AR(E, d).

En palabras, si se multiplican tanto la cantidad a repartir como las demandas por una
constante positiva, las asignaciones también se multiplican por esa constante.

Axioma de Autodualidad Para todo (E,d) se tiene:
R(E,d) =d— R(D — FE,d).
Axioma de Igualdad de trato Para todo (E,d), si d; = d;, entonces
R,(E,d) = R;(E,d).

Los agentes con las mismas demandas deben recibir la misma asignacion.

Axioma de Anonimato Para todo (E,d), toda permutacion 7 de los agentes y todoi € N :
Ry (E, dry) = Ri(E, d).

Las asignaciones dependen solo de las demandas y no de la identidad de los agentes.

Axioma de Preservacién de orden Para todo (E,d), si d; > d;, entonces

Esto asegura una relacién coherente entre las asignaciones y las demandas de los agentes,
garantizando que los agentes con demandas més altas no recibirdn menos que aquellos con
demandas mas bajas.

Axioma de Compensacién completa Para todo (E,d), si )y min{d;,d;} < E, en-
tonces R;(E,d) = d;.

Un agente recibe todo lo que demanda si su demanda es sostenible.
Axioma de Exencién Para todo (E,d) y para todo i € N tal que d; < % se verifica que
Ri(E,d) = d;.

Axioma de Compensacién nula Para todo (E,d) y para todo i € N tal que
(E, (mdz{0,d; — d;}, ..., mdz{0,d, — d;})),

se tiene que R;(E,d) = 0.
Nos referimos al axioma de Compensacién nula cuando se decide no asignar nada a los

agentes con demandas demasiado pequenas o residuales.
Axioma de Exclusién Para todo (E,d) yi€ N, si d; < 2= entonces R;(E,d) = 0.
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Si la demanda de un agente es més pequena que la pérdida media, no se tomara en
cuenta.

Axioma de Composicién hacia arriba Para todo par de problemas de bancarrota (E,d),
(E',d) st E' > E, entonces

R(E'.d) = R(E.d) + R(E' — E,d — R(E.d)).

Si inicialmente se sobreestima el recurso disponible (E’ > F) la regla debe ajustar las
demandas y repartir la diferencia de la misma manera.

Axioma de Composicién hacia abajo Para todo par de problemas de bancarrota (E,d),
(E',d) si E' < E, se tiene que

R(E',d) = R(E',R(E,d)).
Axioma de Consistencia Para todo (E,d), S C N y para todo i € N\ S se cumple que:

Ri(N,E,d) = Ri(N\ S,E = R;(E,d), (d))jens)-

jes

Este axioma asegura que si algunos agentes se retiran con sus asignaciones iniciales, el
problema restante con los agentes restantes debe ser resuelto de manera coherente. Esto
significa que los agentes que se quedan deben recibir las mismas asignaciones que habrian
recibido si solo hubieran estado ellos desde el principio.

En la literatura, varios autores han demostrado que diferentes combinaciones de axiomas
caracterizan las soluciones clésicas:

La regla proporcional es la tinica que satisface las propiedades indicadas por:

» [Young [1988]: Igualdad de trato, Composicién hacia arriba y Autodualidad.
» Herrero and Villar| [2001]: Igualdad de trato, Composicién hacia abajo y Autodualidad.

La regla CEA se distingue por cumplir con los siguientes axiomas:

Dagan| [1996]: Igualdad de trato, Invarianza bajo truncaciones y Composicién hacia
arriba.

Herrero and Villar [2002]: Compensacién completa y Composicién hacia abajo.

Yeh| [2001]: Compensacién completa y Monotonia de demandas.

Yeh| [2008]: Aseguramiento, Composicién hacia arriba y Consistencia.

Herrero and Villar [2001]: Consistencia, Exencién y Composicién hacia abajo.
La regla CEL es tinica en cumplir con:

» |Herrero and Villar| [2002]: Compensacién nula y Composicién hacia arriba.

» Herrero and Villar| [2001]: Consistencia, Exclusién y Composicién hacia arriba.
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La regla del Talmud es la tnica que verifica los axiomas de:
» |Herrero and Villar| [2001]: Consistencia, Autodualidad e Invarianza bajo truncamiento.

A continuacién se muestra una tabla con las propiedades que cumplen las reglas clasicas
de reparto en problemas de bancarrota:

Axioma Proporcional | CEA | CEL | Talmud
Aseguramiento No Si No Si
Independencia de escala Si Si Si Si
Autodualidad Si No No Si
Trato igualitario Si Si Si Si
Anonimato Si Si Si Si
Preservacion del orden Si Si Si Si
Compensacién completa No Si No No
Compensacién nula No No Si No
Composicién hacia abajo Si Si Si No
Composicién hacia arriba Si Si Si No
Consistencia Si Si Si Si

Cuadro 3.1: Axiomas que caracterizan a las reglas clasicas de reparto.

Después de haber definido las propiedades cldsicas que caracterizan las soluciones a los
problemas de bancarrota, es necesario introducir algunos axiomas mas generales que seran
utiles cuando traslademos nuevamente el problema de bancarrota al contexto original de
un mcstp. Estos axiomas ayudan a garantizar que la solucion resultante sea coherente en
algunos sentidos con la estructura del mestp, donde los agentes deben conectarse a una red
minimizando los costos totales.

Sea R una solucion para problemas de bancarrota, consideremos los axiomas siguientes:

Axioma de Monotonia de recursos Para todo par de problemas de bancarrota (E,d),
(E',d) y para todo i € N, si Y d; > E' > E, entonces:

R,(E',d) > R;(E,d).

Esto garantiza que el aumento del recurso disponible se traduzca en una asignacién mayor
o igual para todos los agentes.

Axioma de Monotonia de demandas Para todo par de problemas de bancarrota (E,d),
(E,d’) y para todo i € N, si d; > d; y d; = dj para todo j # i, entonces

Ri(E,d)=Ri(E,(dy,....d,....d,)) > Ri(E,d).

Con este axioma se establece que, si la demanda de un agente aumenta mientras las
demandas de los deméas permanecen constantes, el agente cuya demanda ha aumentado no
debe recibir menos que antes.

Las cuatro reglas mencionadas cumplen con monotonia de demandas y monotonia de
recursos.
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Axioma de Invarianza bajo truncamiento Para todo (E,d),
R(E, d) = R(E, (ml’n{dz, E})ZEN);

Esto asegura que si las demandas de algunos agentes exceden el recurso total disponible,
la asignacion no debe depender de la parte de la demanda que supera el recurso disponible.
Este axioma se cumple por las reglas CEA y Talmud; no se cumple por las reglas Proporcional
y CEL.

Los problemas de bancarrota no solo son relevantes en si mismos, sino que también
permiten utilizar los axiomas que satisfacen sus soluciones clasicas como base para derivar
propiedades en soluciones de otros problemas asociados, como los mestp. En esta tesis,
este enfoque sera empleado para proponer reglas de asignacién de costos, aprovechando las
caracteristicas de equidad inherentes a las soluciones de problemas de bancarrota.



Capitulo 4

Asignaciones de costos basadas en
problemas de bancarrota

En este capitulo, se define una relacién entre problemas de bancarrota y mcstp. Esta
conexion se basa en la capacidad que poseen los problemas de bancarrota para modelar si-
tuaciones donde los recursos son limitados y deben asignarse entre agentes con demandas
especificas. En lo que sigue de este capitulo se explora cémo asociar un problema de ban-
carrota a un mecstp, y se analizan las reglas de reparto resultantes en relaciéon con axiomas
clave.

Hasta donde se sabe, inicamente los trabajos de Driessen| [1993] y (Giménez Gémez et al.
[2014; [2020} |2022] ligan ambos tipos de problemas. Driessen convierte un problema de ban-
carrota en un mestp; Giménez-Gdémez et al. proponen distintos modelos que transforman un
mcstp en un problema de bancarrota y principalmente exploran si las asignaciones propues-
tas satisfacen cierta seleccion de nicleo.

En Giménez Gdémez et al| [2014] se proponen dos enfoques, el optimista y el pesimista.
De ellos surgen dos asignaciones.

L (Ozg)i(No, C) = Cjx + (I)i(Eo,’I")
L] (OZ}{;)Z(N(), C) = Cijo — (I)i(Ep, 7")

Donde ¢;» = min{cy, : k € No}, C™ = ST ¢, Eo = m(Ny,C) — C™0 Cy = Y7 cio,
Ep = Cyp — m(Ny, C). Adicionalmente r es un vector de demandas para el problema de
bancarrota correspondiente y ® es cualquier solucién a dicho problema.

ad es la asignacién correspondiente al enfoque optimista: se asume que cada agente tiene
esperanza en que la conexion mas barata que lo involucra sea parte del mt, asi que paga
inicialmente dicho monto ¢;+. La suma de las aportaciones iniciales C™™ por lo general no es
suficiente para construir el mt, asi que el recurso faltante Ey debe repartirse como un costo
extra que cada agente debe asumir.

La asignacién a corresponde al enfoque pesimista: se supone que cada agente es racional
y paga inicialmente lo maximo que esta dispuesto a pagar ¢;o. La suma de estas aportaciones
por lo general excede m(Ny, (), por lo que el recurso sobrante Ep se reparte como un
reembolso para cada agente.
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Para el caso particular s = c;p — ¢;+ las asignaciones (ad);(Ny,C) = ¢ + ®;(Eo,s) y
(a);(No, C) = cio — ®;(Ep, s) en general no cumplen CS, pero siempre cumplen con POS y
SYM cuando ® cumple con Iqualdad de trato. Estos tres axiomas son los tinicos mencionados
en el trabajo citado.

Sean

Cio = min > c
(4,5)€Pio0

donde Py es un camino de i a la fuente y Cj = >,y ¢jo; en |Giménez-Gomez et al.| [2020]
se propone asociar el problema de bancarrota (B,d) al mestp (No,C). Donde d; = ¢,
B = C§ —m(Ny, C).

Se asume que cada agente paga el costo de su conexion (directa o indirecta) a la fuente ¢,
la suma de estas contribuciones excede la cantidad necesaria m(Ny, C') para la construccion
del mt y cada agente decide reclamar que toda su contribucién inicial sea devuelta. La regla

de asignacién se modela esta situacion es
af (No, C) = ¢y — (B, d).

En particular en dicho trabajo de investigacion se estudian las propiedades de la regla de
asignacion a“FL(Ny, C). El contenido de este articulo serd discutido con mayor detalle més
adelante.

Es importante mencionar que en el trabajo senalado se tiene un enfoque de no derecho a
propiedad privada asi que cualquier agente puede conectarse a través de otro, siempre y
cuando pague las conexiones que utilice. Por lo que se redefinen los axiomas de IR y CS.
Dado un mestp (No, C'), en el enfoque de no derecho a propiedad privada para todo S C N
definimos el minimo costo de conexién como:

m*(So, C) = min{m(7y,C) : SCT C N}.

Es claro que m(Ny, C) = m*(No, C) y que m({i},C) = c,.
Racionalidad individual* (IR*): Una regla de asignacion v cumple con IR* si para todo
mestp (No, C) y para todo i € N se tiene que

%’(NO? C) S C;‘ko-

Selecciéon de ntcleo* (CS*): Una regla de asignacion v cumple con C'S* si para todo
mestp (No, C') y para todo S C N se tiene que

S i(No, ©) < m*(So, C).

i€S

Es claro que si v satisface CS* entonces también cumple con CS. De igual manera IR*
implica IR.

En Giménez-Gomez et al.| [2022] se definen dos reglas de asignacién para el mestp (No, C')
con distintos enfoques. La primera regla de asignacion, tiene un enfoque de reparto de be-
neficios, parte del costo maximo que cada agente racional estaria dispuesto a pagar para
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conectarse a la fuente, considerando la diferencia entre estos costos racionales y el costo del
mt como el beneficio de cooperacion. Este beneficio es entonces repartido entre los agentes
utilizando reglas clasicas de problemas de bancarrota, considerando que los agentes desean
que su conexion mas barata sea parte del mt y exigen que se les reembolse la diferencia d,
entre lo que pagaron inicialmente y su conexion mas barata. La segunda regla de asignacion
sigue el enfoque de reparto de costos adicionales, asume que los agentes inicialmente pagan
el costo de su conexién mas barata (a la fuente o a otro agente). Sin embargo, dado que es-
tas conexiones no siempre forman un arbol de expansion valido, el costo adicional necesario
para construir el mt se distribuye entre los agentes, también mediante reglas de problemas
de bancarrota, contemplando que su contribucién adicional no puede ser mayor que la dife-
rencia entre su costo de conexién a la fuente y su costo de conexién minimo, anteriormente
denotado por d,.

Sean By = C} — m(Ny,C), Ey = m(Ny,C) — C™" y d, = ¢}y — ¢;~. Formalmente, las
reglas de asignacién de ambos enfoques se definen como:

= (K7)i(No, C) = cfy — ©;(En, dy)
= (53)i(No, O) = ¢ + ©i(Es, d,)

Los autores de estas propuestas presentan que k% (Ny, C) v x5 (Ny, C) satisfacen los axiomas
Racionalidad individual, Continuidad y Positividad para cualquier solucion ¢ al proble-
ma de bancarrota correspondiente. Ademas si ® cumple con Igualdad de trato k¥ (Ny, C) y
k5 (No, C') cumplen con el axioma de Simetria y si ® cumple con Monotonia de demandas,
satisfacen el axioma de Monotonia de costos. Por otra parte, estas reglas de asignacion no
satisfacen Monotonia de la poblacion ni Seleccion de nicleo*.

Ademas es presentada una condicién necesaria y suficiente sobre C' para que s} (Ny, C) vy
kg (Ny, C) satisfagan Seleccion de nicleo* para cualquier @ y se proporcionan algunas clases
de mestp que cumplen esta condicion.

Las reglas de asignacién definidas en los tres trabajos de investigacion citados propor-
cionan una vision intuitiva y sencilla para asignar costos en un mcstp, aprovechando las
propiedades de las reglas de problemas de bancarrota. A continuacion, exploraremos otra
manera de adaptar esta idea para proponer soluciones en el contexto de mcstp y examinar
sus propiedades.

4.1. Asignacion natural basada en costos de conexion
directa

Recordemos que en un mecstp, un conjunto de agentes debe conectarse a una fuente a
través de una red de manera que el costo total de conexién sea minimo. Cada agente 7 tiene
un costo de conexion directa a la fuente, denotado como c¢;.

En este escenario, un problema de bancarrota que muy naturalmente se puede asignar al
mcstp se define de la siguiente manera:

1. Cada agente demanda el costo de su conexién directa a la fuente, es decir, ¢; = ¢o.
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2. El recurso a repartir F es el costo total del mt, que es menor o igual a la suma de los
costos de conexién directa de todos los agentes. Es decir E = m(Ny, C).

El objetivo es repartir este costo total entre los agentes utilizando alguna de las reglas
clasicas de bancarrota como Proporcional, CEA, CEL o Talmud.
Ejemplo 2 (continuacién). Si consideramos el mestp (Ny, C) del ejemplo 2:

o O = O
W N O
W O N Ot
S W W™

las demandas de los agentes seran los costos de conexién directa a la fuente:
c=(4,5,6)
El recurso a repartir es el costo total m(Ny, C) =9
E=9

Ahora calculamos las cuatro soluciones clasicas para este problema de bancarrota (9, (4,5, 6)).
1. Solucién Proporcional
Ci

Prop;(E,c) = E X S

Calculamos la suma total de las demandas:
44+5+6=15

Y la asignacién proporcional:

4 ) 6
Prop(E,c) = (9 X 1—5,9 X 1—5,9 X 1—5) = (2.4,3,3.6)

2. Solucién CEA (Constrained Equal Awards)

Recordemos que la regla CEA asigna recursos de manera equitativa hasta que se alcanzan
las demandas de los agentes o el recurso total disponible. En este caso, debemos encontrar
A tal que:

CEA;(E,c=min(c;,\) vy Z CEA; =9
El valor de A es 3, y la asignacién es:
CEA(E,c) = (min(4, 3), min(5, 3), min(6, 3)) = (3,3, 3)

3. Solucién CEL (Constrained Equal Losses)
Debemos encontrar el valor de p tal que:

CEL,(E,c) =max(c; — p,0) 'y ZC’ELZ-:9
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El valor de p es 2 y la asignacién resultante es:
CEL(FE,c) = (méx(0,4 — 2), max(0,5 — 2), méx(0,6 — 2)) = (2, 3,4)

4. Solucién Talmud
La solucion del Talmud combina CEA y CEL. En este caso, calculamos la mitad de las
demandas: )
5 % (4.5,6) = (2,2.5,3)
Asignamos primero esas cantidades y luego aplicamos CEL al recurso y demandas restantes.
El resultado es:
T(E,c)=(2,3,4).

Asi, si definimos
' (No,C) = R(E,c) donde E =m(No,C) y ¢ = (coi)ien

y R es alguna de las cuatro soluciones clasicas mencionadas, hemos encontrado 4 asignaciones
para el problema (N, C) :
m " (No, C) = (2.4,3,3.6)

U?EA<NU7 C) = (37 37 3)
nlCEL(N(]u C) = (27 37 4)
ni (No,C) = (2,3,4).

Nota importante: La regla de asignaciéon nf*(Ny, C) fue mencionada en el trabajo de

Giménez Gémez et al|[2014], sin embargo tinicamente es mostrado que no cumple con el
axioma de Seleccion de nicleo, pero no se cuestiona si existe alguna clase de mcstp para la
cual esta asignacién cumpla CS y tampoco son inspeccionados otros axiomas.
A continuacién se examinaran los axiomas cumplidos por nft(Ny, C') tomando ventaja de la
propiedades cumplidas por las soluciones R(FE, ¢) aqui consideradas. Ademads en el capitulo
5 se presentaran algunas clases de mestp para los cudles n(Ny, C') cumple con seleccion de
nucleo.

4.1.1. Propiedades de las asignaciones n%(Np, C) y 11?(No, C)

Al aplicar una regla clasica de bancarrota al problema problema de bancarrota asociado
a un mcstp, varias propiedades mencionadas en [Thomson| [2003] tienen una traduccién al
contexto de interés y pueden ser heredadas de manera natural. A continuacién, revisamos
cuales de estas propiedades tienen sentido en este nuevo contexto:
Sean (Ny, C') un mestp, (F,c¢) el problema de bancarrota donde E = m(Ny, C) y
¢ = (co1, €02, -, Con), ¥ una solucién R(F, c) a éste. Se analizardn las siguientes propiedades.
Eficiencia: Esta propiedad en problemas de bancarrota es una de las incluidas en la
definicién de solucién. Asi, al definir nf{(Ny, C) = R(FE, ¢) se obtiene una regla de asignacién
para el mestp (Ny, C).
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No negatividad: La no negatividad, implicita en la definicién de R(F,c), asegura el
cumplimiento de Positividad (POS) para la regla de asignacién nf*(Ny, C). Esta propiedad
es relevante en el mestp, ya que ningiin agente deberia pagar una cantidad negativa.

Limite superior: Esta propiedad bésica de R(F,c) implica directamente que la asig-
nacién n1*(Ny, C') cumpla con Racionalidad Individual (IR). En un mcstp, ningtin agente
deberia pagar mas que su costo de conexién directa c;y, ya que este representa la maxima
cantidad que podria haber pagado si se conectara directamente a la fuente. Esta propiedad
es importante para asegurar que las asignaciones no sean excesivas.

Igualdad de trato: Esta propiedad, cumplida por las cuatro soluciones del problemas de
bancarrota mencionadas hereda a nf{(Np, C) el axioma de Simetria (SYM), ya que siempre
que los agentes ¢, € NN sean simétricos, se cumplird particularmente que co; = cp; y por
tanto

m(No, C) = Ri(E, ¢) = R;(E, ¢) = 11 (No, C)

Monotonia de recursos: Esta propiedad en R(F), ¢) exige que si (Ny, C) y (Ng, C’) son
tales que co; = ¢f,; para todo ¢ € N y ademas m(Ny, C') > m(Ny, C), entonces

1 (No, C") = 1y (No, C)

para todo 2 € N.

Monotonia de demandas: Esta propiedad en R(FE, c) se traduce directamente en que
si el costo de conexién directa del agente ¢ aumenta, manteniendo el costo del resto de
conexiones y m(Ny, C') sin alterar, entonces este agente no pagard menos de lo que pagaba
originalmente.

Invarianza bajo truncamiento: Implica que

nf(NOa C) = ﬁf(No, C/)

donde ¢, = min{cy;, m(Ny, C)}.
Es decir, si el costo de conexién directa cg; de algin agente ¢ excede m(Ny, C'), se puede
considerar cj; = m(Np, C') sin alterar la asignacién original.

Preservacion del orden: En un problema de bancarrota, esta propiedad garantiza que
si un agente tiene una demanda mayor que otro, debe recibir al menos tanto como el otro
agente. En el contexto de un mecstp, esta propiedad se traduce en que, si un agente tiene un
costo de conexién directa mayor ¢y > cjo, su asignaciéon de costos debe ser al menos tan
grande como la del agente con el costo de conexion mas bajo.

Formalmente, si ¢;o > ¢jo, entonces:

e (No, C) = i (No, ©).

Esto asegura que los agentes con mayores costos de conexién directa contribuyan al me-
nos tanto como aquellos con menores costos de conexion.

Por otra parte, algunas propiedades clésicas de las reglas de bancarrota no tienen una
traduccion natural al contexto de mestp. Por ejemplo:
Compensacion completa y compensacion nula: Estas propiedades, que estan mas relacionadas
con la asignacién completa o nula en ciertos casos, no tienen un analogo claro en un mcstp, ya
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que siempre se busca repartir el costo total del arbol, y no se consideran casos de demandas
excesivas o extremadamente pequenas.

En resumen, las propiedades de eficiencia, no negatividad, limite superior, tratamiento
igual de iguales, monotonia de recursos, monotonia de demandas, igualdad de trato, inva-
rianza bajo truncamiento y consistencia son propiedades relevantes que se pueden traducir y
heredar al contexto de un mecstp al resolver un problema de bancarrota asociado. Sin embar-
go, otras propiedades, como la compensacién total, compensacion nula y la autodualidad, no
tienen una traduccion directa y pueden considerarse como no son necesarias en este contexto.

Reparto igualitario.
Ademas de las cuatro asignaciones nff(Ny, C') correspondientes, definimos

m(No, C)

{Q(N(]uc’) = ‘Nl

Procederemos a evaluar el cumplimiento de las propiedades definidas en la seccion 2.3.1 en
las asignaciones nf(Ny, '), con R € {T, Prop, CEA,CEL} y en la asignacién n1?(N,, C).

Consideremos los mcstp (Np, C') correspondientes a las siguientes matrices, los cudles
seran de utilidad para la verificacién de algunos axiomas sobre 1, (Ng, C).

0127 0177 02 6 2
1 0 2 7 1 0 2 7 2 017
G=lo2 06l @ |7 206] @ 610 2
77 6 0 7T 7 6 0 2 7 2 0
~(2) vl
2
‘ ‘ NE
(——®
) Grafo de (Ny, C1) ) Grafo de (Ny, C2) (c) Grafo de (Ny, C3)
Figura 4.1

Calculemos nf*(Ny, C}) para E = m(Ny,Cy) =9y c=(1,2,7)
n“FA(Ny, C1) = (min{1, A}, min{2, \}), min{7, \})
tal que >, n 1L (No, C1) =9, asf que A = 6,
ns #A(No, C1) = (1,2,6).

UICEL(NU? Cl) = (mé“X{O? 11— lu}v méX{O, 2— :u}a méX{Oa 7— HJ})
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tal que D,y nlcEL(NO,C’l) =9, asi que u = %,

25 20
g PF(No, C1) = (57573) .

1
PTOP(NO,Ol) ( 9 8 63) .

10°10° 10
n!(Ny, C1) = (0.5,1,3.5) + CEL(4,(0.5,1,3.5)
=(0.5,1,3.5) + (max{0,0.5 — p}, max{0, 1 — p}, max{0,3.5 — u}),

con p = % tenemos

12 19 25 20
(N, C1) = (0.5,1,3.5 — = =]=(z==].
771( 0 1) ( 5 9 )+ 67376 37373

Para calcular nf*(Ny, Cs), vemos que E = m(Ny,Cy) =9y c=(1,7,7)
i P4 (No, C2) = (min{1, A}, min{7, A}), min{7, A})
tal que Y ..y ngEA(NO, Cy) =9, asi que A = 4,
07 P4 (No, Ca) = (1,4, 4).

n“EL(Ny, Cy) = (méx{0,1 — p}, méx{0,7 — p}, max{0,7 — u})
tal que >,y nf 5 (No, Cs) =9, as que = 2.5,

1y P (No, Ca) = (0,4.5,4.5)

9 63 63
ntrP(Ny, C = 2
(No, C2) = (15’15’15)

nt (No, Cy) = (0.5,3.5,3.5) + CEL(1.5,(0.5,3.5,3.5)
= (0.5,3.5,3.5) + (max{0,0.5 — u}, méx{0, 3.5 — u}, méx{0,3.5 — u}),

con p = 2.75 tenemos
ni (No, Cy) = (0.5,3.5,3.5) + (0,0.75,0.75) = (0.5, 4.25, 4.25).
Para calcular nf*(Ny, Cs), tenemos que E = m(Ny,C3) =5y ¢ = (2,6,2)
n“EA(Ny, C3) = (min{2, \}, min{6, A\}), min{2, \})

tal que Y ..y ngEA(NO, C3) =5, asi que A = %,

555

CFEA
No,Cy) = (2,2,2).
e (No, C) (3’3’3)

nlcEL(NC’? 03) (maX{O 2- lu}v méX{O, 6 — :u}a méX{Oa 2— HJ})
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COIOW

1 13 1
CEL(N07C3) (5737 g) .

ni"P(Ny, Cs) = (1,3,1)
771T(NO,C’3) = CFEA(5,(1,3,1) = (min{1, A}, min{3, A}, min{1, A\}),

con A\ = 3 tenemos

77,{<N0, Cg) = (17 3, ].)

(No, ©) | n§BA(N,, C) | n{BE(No, C©) | i " (No, C) | nf (No,C) | my”

(No,C1) | (1,2,6) 3.3%) | Goww) | (3% | 333
(No,Co) | (1,4,4) 0,53 | %% | GTHT ]| 333
(No.C5) | (5.%.3) (3% 3) (1,3,1) (1,31 |(3.33)

Cuadro 4.1: Resumen asignaciones 7/ (Ny, C) y ni?.

Proposicién 1. Si R(E,c) € {CEA(F,c),CEL(E,c),Prop(E,c),T(F,c)}, entonces la
asignacion NNy, C)

a) Cumple con los axiomas IR, CM, CON, POS, SYM, ESEC.

b) No cumple con los axiomas CS, SOL, PM, SEP, 10C, IIT.

Ademas:

c) 77{9(]\70,(]) cumple con los axiomas CM, SOL, CON, POS, SYM, ESEC, IIT.

d) n*(Ny, C) no cumple con CS, IR, PM,, SEP, I0C.

Demostracién. a):

Racionalidad individual: Este axioma es satisfecho por n*(Ny, C) gracias a la pro-
piedad de limite superior de las soluciones R(E, ¢).

Monotonia de costos: n*(Ny, C) presenta este axioma, derivada de las propiedades
de monotonia de recursos y monotonia de demandas cumplidas por las cuatro soluciones

R(E,c).

Continuidad: nf'(Ny, C') adquiere autométicamente la continuidad de las soluciones
R(E,c).

Positividad: La propiedad de no negatividad de R(FE,c) implica la positividad de
R
m (No, C)

Simetria: Dado un mestp (Ny, C'), si dos agentes 7, j simétricos se cumple que ¢;o = ¢;o,
es decir, ambos tendréan demandas iguales en el problema de bancarrota (E, ¢). Enton-
ces, por el axioma de igualdad de trato, tenemos R;(E,c) = R;(FE,c), asi nﬁ(Ng, C) =
it (No, O).
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b):

Reparto igualitario de costos extras : Bajo los supuestos de esta propiedad, todos
los agentes tiene el mismo costo de conexién directa a la fuente, co; = ¢y. Al aumentar
este costo, las demandas de todos los agentes seguirdan también iguales entre ellas; en
ambos casos el costo del mt es cubierto de manera igualitaria entre los agentes debido
a el axioma de igualdad de trato de R(FE, ¢) y por ello distribuyen igualitariamente los
costos extras.

Basta exhibir un mestp (Np, C') para el cual no se cumpla cada una de las propiedades.

Seleccién de nicleo: Consideremos el problema (Ny,Cs) y S = {1,2} vemos que
n( Ny, C3) no cumple con el axioma de seleccién de nicleo para ninguna de las cuatro
soluciones R(E, c), pues Y, s ni(No, C5) > m(Sp, Cs) = 3.

Solidaridad: Si consideramos los problemas (Ny, C) y (No, Ca), que difieren tnica-
mente en el costo de la conexién directa del agente 2, podemos notar que nf(Ny, C)
no cumple con SOL, pues Cy < Cy pero 0t (No, C1) > 0t (No, Cs).

Monotonia de la poblacién: Considerando el problema (Ny, Cy) vy S = {1, 2}, se ob-
serva que 7% (Ny, C') no cumple con PM, para ninguna de las cuatro soluciones R(FE, c),
ya que 71t (No, Ca) > 0t (So, Ca).

Separabilidad: El mecstp (No, Cs), es tal que m(Ny,Cs5) = 5 = m({1,2}y,C5) +
m({3}o, C3) = 3 + 2 pero ni*(No, Cs) # ({1, 2}0, Cs) + 01 ({3}, Cs).

Independencia de otros costos: Considerando los mestp (N, Cy) y (Ng, Cs), vemos
que nf(Ny, C) no satisface esta propiedad, ya que la tnica diferencia entre ambos
problemas es el costo de conexion directa del agente 2; sin embargo, este cambio genera
modificaciones en las asignaciones de los demas agentes.

Independencia de arboles irrelevantes: Los problemas (Ny, Cy) y (N, Cs) son
arbol-equivalentes, pero las asignaciones nf*(Ny, C1) y nF(Ny, Cs) difieren entre ellas.

Monotonia de costos: 77{9 (Np, C') verifica este axioma, ya que si C’ > C, entonces
m(No, C") = m(Ny, C), y por tanto n,?(No, C") = 1{*(No, C).

Solidaridad: 7{?(Ny, C) satisface SOL por la misma razén que cumple CM.

Continuidad: Pequenos cambios en el costo de las conexiones, representan un cambio
- I .., . .,
pequeno en 1;7( Ny, C). Es claro por la definicién de la asignacion.

Positivad: La verificacion es trivial.

Simeteria: n{f(NO,C’) = nfjg(No,C') para todo i,j € N, en particular si i y j son
agentes simétricos.

Reparto igualitario de costos extra: Cualquier aumento en m(Ny, C) sera indu-
dablemente repartido de manera igualitaria.
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Independencia de arboles irrelevantes : Si (Ny,C) y (No,C") son dos mestp
rbol-equivalentes, entonces m(Ny, C) = m(Ny, C"), asi que claramente 11?( Ny, C) =
771 (No, C,)

d):

Seleccién de nicleo: Consideremos el problema (Ny,Cs) y S = {1,2} vemos que
nif (N, C3) no cumple con el axioma de seleccién de niicleo para ninguna de las cuatro
soluciones R(E, ¢), pues Y, s ni(No, C5) > m(Sp, Cs) = 3.

Racionalidad individual: nff(No, C1) =3 > 1= cg, asi 71%(Ny, C) no satisface IR.

Monotonia de la poblacién: Considerando el problema (Ny, Cs) v S = {1,2}, se
observa que n1¢(Ny, C') no cumple con PM, pues n{lg(No, Cy) =3< 3= n9(Sy, Cy)

1
Separabilidad: El mecstp (No, Cs), es tal que m(Ny,Cs5) = 5 = m({1,2}y,C5) +
m({3}o, Cs) = 3+ 2 pero 0 (No, Cs) # 11 ({1, 2}0, Cs) + 01 ({3}o, Cs).
Independencia de otros costos: Cualquier modificacién de C, digamos en la entrada

¢, que provoque un cambio en m(Ny, C') tendrd como consecuencia una alteracién en
la asignacion de todos los agentes, no inicamente de los agentes 1, j.

[]

La siguiente tabla resume la proposicion 1.

Axioma | n{"4(Ny, C) | n{"E(No, C) | " (No, ©) [ i (No, C) | mi*(No, C)
cs No No No No No
IR Si Si Si Si No
CM Si Si Si Si Si
SOL No No No No Si
PM No No No No No
CON Si Si Si Si Si
POS Si Si Si Si Si
SEP No No No No No
SYM Si Si Si Si Si
10C No No No No No
ESEC Si Si Si Si Si
r No No No No Si

Cuadro 4.2: Axiomas de las asignaciones nf y n19(Ny, C).

Un aspecto importante de la asignacién nf(Ny, E) = R(E,c) con E = m(Ny,C) y
c; = Cpi, €s que al reducir el mestp a un problema de bancarrota que toma en cuenta
unicamente el costo de conexién directa c;g, se pierde informacion sobre las interdependencias
entre los agentes.

En un mecstp, las conexiones no directas (a través de otros nodos) pueden reducir signi-
ficativamente los costos totales. Sin embargo, cuando se asocia un problema de bancarrota
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a un mcstp de manera natural como se hizo en esta seccion, solo se toman en cuenta los
costos directos ¢;g, ignorando las posibles rutas mas econémicas a través de otros agentes.
Esta simplificacién puede llevar a una asignacion de costos que no refleje completamente la
estructura de ahorro en el mt. Por ejemplo, un agente podria estar indirectamente conectado
a la fuente a través de otro agente, lo que reduciria su contribucién al costo total, pero esto
no se captura al usar solo ¢;y como demanda.

Un pequeno ejemplo para visualizar una evidente desventaja de asignar este problema
de bancarrota a un mcstp es el siguiente:
Ejemplo 5. Consideremos el mestp (No, C'), donde el conjunto de nodos es N = {1,2,3}, y
los costos de conexion entre los nodos estan dados por la siguiente matriz de costos:

D = = O
co o O
— O 0o
O~ 00D

(a) Grafo completo con los costos de las aris- @ e

tas. (b) Arbol de expansién de costo minimo.

Figura 4.2

En la figura 4.2, se muestra la representacion visual del problema (N, C'), asi como el
mt. Podemos observar que m(Ny,C') = 3. Y el problema de bancarrota correspondiente
es (3,(1,1,6)). Resolver este problema de bancarrota con cualquiera de las 4 soluciones
mencionadas, les asignaria a los agentes 1y 2 costos iguales, es decir ¢ (Ny, C') = 1bo( Ny, C),
de hecho esta igualdad se dara siempre que la regla utilizada para resolver el problema de
bancarrota cumpla con la propiedad de igualdad de trato. Sin embargo, esto podria no ser
lo mas adecuado debido a las diferencias entre los costos de las conexiones hacia el agente 3.
Observamos que

m(No,C) —m({1,3},C)=3—-7=—4

y que
m<N07C) - m({273}7 O) =3-2=1,

esto quiere decir que, al unirse el agente 2 disminuye el costo total de conexién en 4 unidades,
mientras que el agente 1 aumenta el costo total de conexién en 1 unidad. Considerando esta
informacion, el agente 2 podria considerarse como mds valioso para el grupo que el agente
1 pues su presencia representa una gran ahorro en el costo total. De este modo el agente 2
podria desear pagar menos que el agente 1.
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Derivado de este ejemplo podemos definir una propiedad respecto al orden de las contri-
buciones de los agentes al costo del mt:
Ordenamiento por contribuciones marginales (OMC): Una regla de asignacién 1,
cumple Ordenamiento por contribuciones marginales si y sélo si para todo (N, C) y para
todos 7,7 € N tal que

m(No, C) —m(No \ {i}, C) = m(No, C) —m(No \ {j},C)
se tiene que ¥;( Ny, C') > 1;(No, C).

Proposicion 2. Ninguna asignacion cumple Racionalidad individual y Ordenamiento por
contribuciones marginales.

Demostraciéon. Basta dar un mestp como ejemplo para el cual sea imposible una asignacién
que cumpla ambas propiedades. Consideremos el mestp (N, C') que es representado por la
figura 4.3. Vemos que:

m(No, O)—m(No\{1}, ) = m(No, C)—m(No\{2}, C) = m(Np, O)—m(No\{3},C) = 4-3 = 1.

Figura 4.3

Asi,una asignacion x que cumpla Racionalidad individual y ordenamiento por contribu-
ctones marginales debera cumplir con

T1+xo+a3=4

T <1
Ty < 2
T3 <3
T < T
To <1
Ty < T3
x3 < g,

simplificando:
X1+ To + T3 = 4
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Tr1 — Ty = I3.

El mayor valor de z; (y por tanto de x5 y x3) es 1. Por lo que el mayor valor de x; + x5 + 23
es 3 # 4. m
El cumplimiento de la racionalidad individual es fundamental en una asignaciéon de costos
para un mcstp, ya que garantiza que ningin agente pague mas de lo que costaria conectarse
directamente a la red sin usar los recursos de los demads. Este axioma es clave para la
aceptabilidad de la solucion, ya que asegura que cada agente perciba su asignacién como justa
en términos de su participacion real en la red. Por otro lado, la propiedad de ordenamiento
por contribuciones marginales establece que los agentes que contribuyen mas al costo total
deberian recibir asignaciones mayores. Aunque esta propiedad puede promover alguna clase
de equidad relativa entre los agentes, no existe una asignacién de costos 1 que cumpla
con ambas propiedades. En este contexto, es mas critico garantizar que cada agente pague
una cantidad acorde a su conexion directa, evitando asi incentivos para desvincularse de la
cooperacion. Por lo tanto, la racionalidad individual prevalece como un criterio esencial para
lograr soluciones aceptables, incluso si se debe sacrificar el ordenamiento por contribuciones
marginales.

En resumen, la asignacién nf*( Ny, C') basada en costos directos proporciona una solucién
fundamental que se alinea con principios esenciales como la racionalidad individual, asegu-
rando que cada agente perciba su contribucién como justa en funcién de su conexion directa
a la red. Sin embargo, su enfoque limitado a los costos individuales directos puede dejar
de lado interacciones mas complejas entre los agentes. Este vacio motiva la exploracién de
enfoques alternativos que integren los costos indirectos.

4.2. Asignacion de costos alternativa basada en costos
de conexién indirecta

Una alternativa para evitar parcialmente la pérdida de informacién es considerar un
problema de bancarrota que integre datos méas allé de las conexiones directas de los agentes, lo
cual resulta fundamental para lograr una asignacion de costos méas precisa en mestp. Al incluir
el costo de conexion mas barato para cada agente, ya sea de manera directa o a través de otros
nodos, y asumiendo el costo de todas las aristas utilizadas, se obtiene una representacién
mas completa de la participacion de cada agente en la red. Este enfoque captura no solo el
costo individual de la conexion directa, sino también la opcién mas econémica disponible
para cada agente. De esta manera, se logra una asignacion que refleja de una manera mas
adecuada la estructura de la red, promoviendo una distribucién mas equitativa del costo
total entre los agentes al considerar tanto las conexiones directas como las alternativas mas
baratas disponibles en la red.
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Sea

* ,
C.n = 1INl Cji
70 P E : 1]

(,5)EPio

donde Py es un camino de ¢ a la fuente. Asi ¢} representa el precio mas barato al que el agente
1 se conecta con la fuente, ya sea directamente o a través de otros agentes, considerando el
costo de todas las conexiones utilizadas. Denotemos Cj = > .y -

Es claro que C§ > m(Ny, C), asi que podemos considerar

CS — m(No, C)

como el beneficio de la cooperacion.

Supongamos que cada agente ¢ paga inicialmente cj,, pero como construir el m¢ es mas
barato, se obtiene un beneficio de la cooperacién. Se propone inicialmente que este beneficio
(ahorro) sea repartido de manera igualitaria entre los agentes:

1Y (No, C) = ¢y Cy — m(Ny, 0)),

il
V]
esta regla de asignacion cumple con algunas propiedades importantes, sin embargo se puede
construir facilmente un problema (N, C') como prueba de que esta regla no cumple con la
propiedad de positividad.

Cuando asumimos que un agente al buscar su costo de conexién mas barato no se limita
unicamente a su conexion directa, estamos diciendo que no existe un derecho a la propiedad
privada en la red: cualquier agente puede conectarse a través de otro, siempre y cuando
pague las conexiones que utilice. Esto también implica que las soluciones deben cumplir con
el axioma de positividad, ya que seria extrano que un agente reciba un pago por "permitir"
que otros se conecten a través de él, dado que desde el inicio no tenia el derecho de negarse
a esa conexion. Asi, asegurar la positividad no solo tiene sentido, sino que es esencial para
mantener coherencia en la asignacién de costos en este tipo de redes.

Dado un mestp (N, C'), se puede definir un problema de bancarrota (E*, ) con

E"=Cy —=m(No, C) vy 5= (Ciolien-

Luego, para definir una solucién al mestp a través de (E*, ¢j), supongamos nuevamente
que cada agente i paga inicialmente ¢, pero como C§ — m(Ny, C') > 0, pide algin tipo de
reembolso. Este agente quiere verse lo mas beneficiado posible asi que demanda ser reembol-
sado en su totalidad; asi una solucién es:

ni(N()?C) = C;O - Ri(E*acS)7

donde R es una solucién para el problema de bancarrota. Esta solucion estd bien definida
(es eficiente), pues

ZWS(N(MC) = ZC:O - ZRl(E*ch) = CS - (CS - m(N07C)) = m(N07C>'

iEN iEN 1EN
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Nota importante: El desarrollo del contenido de esta seccion fue desarrollado de manera
independiente. Sin embargo, posteriormente se identificé que justo esta regla de asignacién
ya habia sido presentada en el articulo Giménez-Gomez et al. [2020]. Es claro que si R = @
nf(No,C) = a®(Ny,C) . Ademds de que Giménez-Gémez et al. se centran particular y
tinicamente en a“FL(Ny, C) = n§PL(Ny, C'), cabe destacar que dicho trabajo contiene un par
de errores importantes que seran detallados cuando corresponda. Asimismo es fundamental
enfatizar las diferencias entre el trabajo citado y el desarrollado en este documento, tanto por
respeto al esfuerzo de los autores previos como para garantizar la claridad y la transparencia
académica de esta tesis.

4.2.1. Propiedades de las asignaciones n¥(Ng, C) y 1:8(Np, C)

Directamente por la manera en que se definid, esta solucién cumple con racionalidad
individual y debido a R;(E*, cf) < ¢, se cumple la propiedad de positividad.

Consideraremos que R es cualquiera de las 4 soluciones clasicas mencionadas en el capitulo
3. Asi, debido a que, para estas soluciones, pequenas variaciones en el recurso total o en los
reclamos de los agentes resultan en pequenas variaciones en las asignaciones (continuidad),
la solucién nff(No, C') = ¢y — R;(E*, ¢§) es continua. Debido al axioma de igualdad de trato
(cumplida por las 4 soluciones consideradas), n¥(Ny, C') cumple con simetria.

Monotonia de recursos: Esta propiedad en R(E*, ) exige que si (No, C) y (Ny, C’) son
tales que ¢y = ¢’y para todo i € N y ademds m(Ny, C") < m(Ny, C), entonces n5(Ny, C') <
13 (No, O).

Preservacion de orden: esta propiedad garantiza la preservacién de orden respecto a los
costos de conexién minimos.

Se calcularan las asignaciones de algunos ejemplos para evaluar el cumplimiento de las
propiedades definidas en la seccién 2.3.1 por las asignaciones nit(Ny, C) y ngg(No, C). Con-
sideremos los mestp correspondientes a la siguientes matrices

02 2 2 0145 01 45
2 01 2 1 0 3 3 1 0 3 4
G=lo 102" %= |a301] % |a301
22 20 5310 5 4 1 0
vl ‘3 ‘
2 I
2
(O——&
(a) Grafo de (Ng, Cy) ) Grafo de (Ny, Cj5) ) Grafo de (Ny, Cg)

Figura 4.4
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Retomando los ejemplos de la seccién 3.1, calculamos 74 ( Ny, Cy) , vemos que m (N, C;) =
9, cox = (1,2,7), entonces £* =10 — 9 = 1.

nSEA(Ny, C1) = (1,2,7) — (min{1, A}, min{2, A\}), min{7, A})

tal que ) ..y nZCEA(NO, C1) =9, asi que A\ = %,

111 2 5 20

CEA
No,C) = (1,2, —(=,=,2) =(2,2,2).
U (07 1) (a 7) (37373) <3a373)

nSFE( Ny, C1) = (1,2,7) — (méx{0,1 — p}, max{0,2 — pu}, max{0,7 — u})
tal que Y ..y ngEL(Ng, C1) =9, asi que p = 6,

nQCEL(NO’ Cl) - (1727 7) - <0707 1) = (17276)

1 2 7 9 18 63
Prov( N o) = (1,2,7) — (—, =, L) = (2 2222
Uy ( 0701) ( ) 77> (10710710) <10710710)
na (No, C1) = (1,2,7)—-CEA(1,(0.5,1,3.5)) = (1,2,7)—(min{0.5, A}, min{1, \}, min{3.5, \}),

con \ = % tenemos

13 (No, C1)

I
—~~
=
o
\]
N—
/?\
|
W
~_
Il
VR
Wl Do
W ot
[N)
w| &
~~

Calculando 72 ( Ny, Cy), vemos que m(Ny, C) = 9, co*x = (1,3,7), entonces E* = 11—-9 = 2
772CEA(N07 02) - (L 37 7) - (min{la )‘}7 min{3, )‘})7 min{77 )‘})

tal que Y,y 15 74 (No, Ca) = 9, asf que A = 2,

29 9 17 19
nSEA(N, 1 —(Zz2z2)y = (2 L 22).
(No, C2) = (1,3,7) 333 37373

ngEL(NO, Cy) = (1,3,7) — (méx{0,1 — pu}, méx{0,3 — u}, méx{0,7 — u})

tal que ).y ngiEL(NO, Cy) =9, asi que pu = 5,

nSEE(Ny, Cy) = (1,3,7) — (0,0,2) = (1,3,5)

2 6 14 9 27 63
Prop N 1 B — et Py )
me " (No, C2) = (1,3,7) = <11’11’11) (11’11’11)
na (No, Co) = (1,3,7)—CEA(2,(0.5,1.5,3.5) = (1,3,7)—(min{0.5, \}, min{1.5, \}, min{3.5, \}),
con A = 0.75 tenemos

N3 (No, Cy) = (1,3,7) — (0.5,0.75,0.75) = (0.5, 2.25,6.25).
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Calculando nf(Ny, Cy), tenemos m(Ny, C) = 5, cox = (2,2,2), entonces E* = 6 —5 = 1. Por
trato igualitario, tenemos que

111 55 5 ro
772CEA(N07C4) = (2a2>2) - (§> §7 g) = <§7 §> §) = UZCEL(N0704) = 775 p<N0>C4) = 77;'

(No, C) | nSEA(Ny, C) | n§"E(No, C) | my " (No, C) | 3 (No, C) | my°(Ny, C)
Mo | (33 | 020 | GES) | GED)
MNoCo) | (EF) | 039 | (GER) | G
M| (333 | BRI | GED | B | G5
(o €5) (553
G (35%)

Cuadro 4.3: Resumen asignaciones nf(No, C) y n3%(Ny, C).

Proposicién 3. Si R(E*,¢}) € {CEA(E*, c), CEL(E*,c}), Prop(E*,c}), T(E*, c§)}, en-
tonces la asignacion nlt(No, C)

a) Cumple con los axiomas IR, CM, CON, POS, SYM, ESEC.

b) No cumple con los axioma CS, SOL, PM, SEP, 10C, IIT.

Ademdas:

¢) m9(Ny, C) satisface los aziomas IR, CON, SYM, ESEC.

d) nég(No,C') no cuenta con los axiomas CS,CM, SOL, PM, POS, SEP, 10C, IIT.

Demostracién.

a):

» Racionalidad individual: Este axioma es cumplido por nf(Ny, C') directamente de-
bido a la propiedad de no negatividad de las soluciones R(E*,cj). De hecho cumple
ademas otro tipo de racionalidad individual, pues

ni(Nm C) < 0:07

es decir, a ningtin agente se le asignard mas que su conexién minima hacia la fuente
(ya sea directamente o a través de otros agentes).

» Monotonia de costos: 7% (Ny, C) presenta este axioma, derivada de las propiedades
de monotonia de recursos y monotonia de demandas cumplidas por las cuatro soluciones

R(E*, ).

» Continuidad: nf(Ny, C) hereda automaticamente la continuidad, de las soluciones

R(E*, ).
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Positividad: La propiedad de limite superior de R(E*, ) implica la positividad de
R
2 (NOv C)

Simetria: Dado un mcstp (No, C'), dos agentes i, j simétricos se cumplird que ¢, = ¢,
es decir, tendran demandas iguales en el problema de bancarrota (E*, ¢f), luego, por
la propiedad de igualdad de trato, tenemos R;(E*,cj) = R;(E*, ), asi n5'(No, C) =
UQ(NO, C).

Reparto igualitario de costos extras: Bajo los supuestos de este axioma, todos
los agentes tienen el mismo minimo costo de conexion, que serd, de hecho, el costo de
su conexién directa a la fuente. Al aumentar éste, las demandas de todos los agentes
seguiran también iguales entre ellas; en ambos casos el costo del mt es cubierto de ma-
nera igualitaria entre los agentes debido a la propiedad de trato igualitario de R(E™*, ¢f))
y por ello distribuyen igualitariamente los costos extras.

Basta exhibir un mestp (N, C') para el cual no se cumpla cada una de las propiedades.

Seleccién de ntcleo: Consideremos el problema (Ny,Cy) y S = {1,2} vemos que
n3(Ny, C4) no cumple con el axioma de seleccién de niicleo para ninguna de las cuatro

soluciones R(E*, ), pues Y. ms (No, Cy) = 5 > m(S,, C) = 3.

Solidaridad: Si consideramos los problemas (Ny, C1) y (No, Cs), los cudles sélo difieren
en el costo de la conexién directa del agente 2, podemos observar que ni(Ny, C) no
cumple con SOL, pues Cy < Cy pero njf (No, C1) > 5t (No, Ca).

Monotonia de la poblacién: Considerando el problema (Ny,Cy) v S = {1,2},
se observa que ni(Ny, C) no cumple con PM, para ninguna de las cuatro soluciones
R(E*7czk])7 ya que ni(N07C4) - g > % - n2(507 C4>

Separabilidad: El mcstp (No, Cy), es tal que m(Ny,Cy) = 5 = m({1,2},Cy) +
m({3}o, Cs) = 3 + 2 pero n5'(No, Cu) # 15" ({1, 2}0, Ca) + 05" ({3}0, Ca).

Independencia de otros costos: Considerando los mestp (N, Cy) y (Ng, Cs), vemos
que nlt(Ny, C) no satisface este axioma, ya que la tnica diferencia entre ambos pro-
blemas es el costo de conexién directa del agente 2; sin embargo, este cambio genera
modificaciones en las asignaciones de los demas agentes.

Independencia de arboles irrelevantes: Los problemas (Ng,Cy) y (N, Cs) son
drbol-equivalentes, pero las asignaciones ni'(Ny, C1) y n3t(Ny, Co) difieren entre ellas.

Racionalidad individual: Este axioma es cumplida por ngg (Np, C') debido a que el
agente paga inicialmente cj;, que por definicién es menor o igual a ¢y; y posteriormente
esta cantidad es reducida en una proporcion del beneficio de la cooperacion.

Continuidad: 7759 (No, C) es continua, ya que pequenos cambios en C', provocaran
pequefios cambios en los términos de 73?(Np, C).
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» Simetria: Dado un mestp (No, C'), dos agentes ¢, j simétricos se cumplird que ¢}, =

Cjo, estés cantidades son disminuidas en la misma cantidad de acuerdo al ahorro, asi

» Reparto igualitario de costos extras: Se cumple por la naturaleza igualitaria de

157
q):

» Seleccién de nicleo: Consideremos el problema (Ny,Cy) y S = {1,2} vemos que
ngg(No, C4) no cumple con el axioma de seleccién de niicleo, pues ), néf’ (No, Cy) =
% > m(SO7 C) =3.

» Monotonia de costos: Considerando los problemas (Ny, Cs) v (N, Cs), los cuéles

difieren inicamente en el valor de la entrada c;3, siendo C5 < (g, tenemos 7]519 (N, C5) =

—% > —% = néf(]\fo, Cs); queda probado el no cumplimiento de CM.

= Solidaridad: Si consideramos los problemas (No, C5) y (No, Cs), 73¢(No, C') no satis-
face SOL por la misma razon por la que no satisface CM.

» Monotonia de la poblacién: Considerando el problema (Ny, Cy)
observa que 73 (Np, C') no cumple con PM, ya que T]é—lg(Ng, Cy)=2>

» Positividad: El problema (NVy, C5) prueba el incumplimiento, pues nglg(No, Cs) < 0.

» Separabilidad: El mcstp (No,Cy), es tal que m(Ny,Cy) = 5 = m({1,2}9,Cy) +
m({3}, Cs) = 3+ 2 pero 17 (No, Cs) # 15 ({1, 2}, Ca) + m3”({3}0, C).

» Independencia de otros costos: Considerando los mcstp (No, Cs) y (No, Cg), vemos
que 7759 (No, C') no satisface esta propiedad, ya que la tnica diferencia entre ambos
problemas es el costo de conexién c;3; sin embargo, este cambio genera una alteracion
en la asignacion del agente 2.

» Independencia de &arboles irrelevantes: Los problemas (Ny,C5) v (N, Cg) son
drbol-equivalentes, pero las asignaciones 13?(No, Cy) y m3?(No, C5) son distintas.

m
Nota importante: Una proposicién similar (sustituyendo IR y CS por IR* y CS*,
respectivamente) particularmente para «“FL( Ny, C') = nS#L(Ny, C) a la anterior es expuesta
en |Giménez-Gémez et al.| [2020], sin embargo en la obra referida se afirma el cumplimiento
de SOL e IIT, mientras que en el presente documento se proporcioné un ejemplo claro que
lo contradice.
En el articulo senalado, se presenta la prueba de que el axioma de CM se cumple como una
implicacion del axioma de SOL; sin embargo, éste no se satisface en realidad, lo que invalida
dicho argumento. A pesar de ello, el axioma de CM resulta satisfecho, aunque por razones
distintas a las planteadas en el articulo.

La siguiente tabla resume los axiomas cumplidos por 7y(Ng, C).
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Axioma | n§F4(Ny, C) | n§®E(No, C) | my " (No, C) | 13 (No, C) | m5” (No, C)
CSs No No No No No
IR Si Si Si Si Si
CM Si Si Si Si No
SOL No No No No No
PM No No No No No
CON Si Si Si Si Si
POS Si Si Si Si No
SEP No No No No No
SYM Si Si Si Si Si
10C No No No No No
ESEC Si Si Si Si Si
T No No No No No

Cuadro 4.4: Axiomas de las asignaciones n%(Ny, C) y ni¢(No, C).




Capitulo 5

Algunas clases de mcstp relevantes

En este capitulo, se estudian clases particulares de mcstp en las cuales las reglas de
asignacion satisfacen propiedades especificas de racionalidad. Estos resultados son funda-
mentales para entender cémo ciertas caracteristicas estructurales de las redes influyen en la
distribucion de costos, proporcionando una base tedrica para analizar escenarios particulares
con restricciones bien definidas.

En el capitulo anterior se demostré que, en general, no existe una asignaciéon de costos
que cumpla simultaneamente las propiedades de Racionalidad individual y Ordenamiento por
contribuctones marginales para todos los mestp. Esta incompatibilidad motiva la busqueda
de una clase especifica de problemas en la que si sea posible construir una asignacién que
respete ambas propiedades. En este capitulo, proponemos una condicién suficiente para la
existencia de dicha asignacién y mostramos un procedimiento para su construccién en pro-
blemas que cumplen con esta condicion.

Ademads se mostré también que, en general, las asignaciones nft(Ny, C') y n(Ny, C) no cum-
plen Seleccion de nicleo. En este capitulo se definirdan algunas clases especificas de mestp
para los cuales las dos asignaciones propuestas satisfacen este importante axioma.

5.1. Clase de mecstp con una asignacion que satisface
Racionalidad individual y Ordenamiento por con-
tribuciones marginales

Recordemos que la propiedad de Ordenamiento por contribuciones marginales establece
que la asignacion debe respetar el ranking de los agentes segiin su contribucion marginal al
costo total del arbol, mientras que la Racionalidad individual garantiza que ningiin agente
pague mas que su costo de conexion directa a la fuente. La siguiente proposicion establece
dos condiciones que en conjunto son suficientes para asegurar la existencia de una asignacién
¥(Np, C') que cumpla con ambas propiedades.

Sea P;, P, € II,, con P; una permutacién que ordena de manera decreciente a los agentes
de acuerdo a sus contribuciones marginales a la gran coalicion y P, una permutacion que
ordena a los agentes de manera decreciente de acuerdo al costo de sus conexiones directas,
usando como criterio de desempate la contribuciéon marginal a la gran coalicién.

43
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Proposicién 4. Si el problema (Ny, C') cumple con las siguientes condiciones:

a) m(No, C) —m(No \ {i},C) # m(No, C) —m(No \ {j}, C) para todo i,j € N,i # j

b) P, = P,
entonces existe una asignacion ¥(Ny, C) que satisface tanto el ordenamiento por contribu-
ctones marginales como la racionalidad individual.

Demostracién. La prueba de esta proposicién es la construccién de una (N, C') para un
mestp (No, C') que satisface la condicién suficiente.

Se procedera mediante la definicién de un algoritmo de construccién de una regla que
satisface IR y OMC.

Dado un problema (Ny, C') que satisface las condiciones a) y b), podemos construir una
asignacion ¥ (Ny, C') que respete tanto el ordenamiento como la racionalidad individual si-
guiendo estos pasos:

1. Ordenar los Agentes:

» Ordenar los agentes ¢ € N en orden decreciente respecto a sus contribuciones
marginales a la gran coalicién. Es decir, encontrar P;. A partir de aqui, por sim-
plicidad denotaremos P, = P.

2. Asignacién Secuencial por Pasos:

» Inicializar las asignaciones en cero, es decir, 1/12-(0) = 0 para cada agente i € N. Y
m© = m(N,, C).

= Sicp,0 €s mayor que el costo restante m(© — 2?:1 wj(p)) asignar a P;) el costo

restante, de modo que:
1 _ (0 (0)
Pyy ™ m' Z ¢

7j=1
mientras que, las asignaciones para el resto de agentes i # Py

s =
(2 (2

y detener el proceso de asignacion.
= Siel costo de conexion directa cp,,o es menor o igual al costo restante del arbol,

m(® — Z?Zl wj(o)’ asignar al agente (1) su costo de conexion directa:

) _
wP(l) - CP(1)07
mientras que, las asignaciones para el resto de agentes i # Py estardn dadas por

v =l

= Si CP,y0 €8 mayor que el costo restante m(©) -5 i1 w , asignar a Fo el costo

restante, de modo que:
2 _ 0 (1)
Vi, = Z v

7=1
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mientras que, las asignaciones para el resto de agentes i # Py), :

4@ =

y detener el proceso de asignacion.

= Siel costo de conexion directa cp, o es menor o igual al costo restante del arbol,

m(© — Z?Zl 1/}j(-1), asignar al agente P2y su costo de conexion directa:

@ ¢
P<2) P(Q)O?

mientras que, las asignaciones para el resto de agentes i # Py estardn dadas por

2 1
9 =,
» Continuar hasta que el costo total m(Ny, C') sea cubierto.

El algoritmo asigna al agente ;) la mayor cantidad posible siempre que

k
> p(No, C) < m(No, C)
1=1

considerando que 1 pq)(No, C') = 0 para todo | > k. ]
Este procedimiento asegura que cada agente reciba una asignacion que respete su con-
tribucién marginal (segun el ranking dado por la coincidencia) y cumpla la racionalidad
individual, ya que ningiin agente paga mas que su conexién directa.
Ejemplo 9. Consideremos (Ny, C') definido por la siguiente matriz

» Las contribuciones margi-
nales son:
CM;=5-5=0,
CMy=5—-4=1,
CM;=5—-3=2.

= El ranking por contribu-
ciones marginales es
P =(3,2,1).

= W N O
N = O N
N O = W
O NN

= El ranking por conexiones
directas es P, = (3,2, 1).

= Luego, este mcstp cumple
cona)yb)

Aplicando el algoritmo, tenemos en el paso inicial que ¥® = (0,0,0), m(® = 5. Como
n 0 1 1 1 1
Cpyy0 = C30 =4 < m© — D1 @/)J(. ) = 50, entonces w;()l) = ¢§ R — ¢§ ) — % ) 0.
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Ahora, como cp, 0 = c20 = 3 > m(o)—zyzl wj(-l) = 5—4 =1, entonces w%) = w§2) =5H—-4=1

mientras que @U:(f) =4y @/Jf) = 0. Se ha cubierto el costo total del mt y la asignacion es
¥(Np, C) = (0, 1,4), esta asignacién claramente cumple con ordenamiento por contribuciones
marginales y ractonalidad individual.

La condicion de que las contribuciones marginales de los agentes sean distintas es cru-
cial; sin esta condicién, agentes con la misma contribucién marginal recibirian asignaciones
idénticas, lo cual podria resultar insuficiente para cubrir el costo total del mt.

Esta condicién es suficiente, pero no necesaria, ya que existen problemas en los que
los rankings no coinciden y aun asi es posible construir una asignacién que cumpla ambas
propiedades.

Ejemplo 6. Consideremos (Ny, C') definido por la siguiente matriz:

= Las contribuciones margi-
nales son:
CM; =5-3=2,
CMy;=5-5=0,
CM3z=5—-4=1.

= El ranking por contribu-
ciones marginales es

P =(1,3,2).

w NN O
w N O N
O NN
O = W W

= El ranking por conexiones
directas es P» = (3,1,2).

» Luego, este mestp no cum-
ple con b).

Sin embargo, la asignacién ¥(Ny, C) = (2,1,2) es racional individual y cumple con el
ordenamiento por contribuciones marginales.

5.2. Clases de mestp tal que n®(Ng, C) cumplen Selec-
cién de ntucleo

El cumplimiento del axioma de CS garantiza que la asignacién de costos es tal que
ningin subconjunto de agentes puede mejorar unilateralmente, lo cual es fundamental para
la estabilidad de la solucién. Al restringir el tipo de problemas (Ny, C') considerados, puede
probarse que nF(Ny, C) v n&(Ny, C) respetan la propiedad CS.



5.2. Clases de mestp tal que n®(Ng, C) cumplen Seleccién de nticleo 47

5.2.1. mecstp lineales

Consideremos el problema (Np, C) tal que la matriz de costos C' = (¢;;)i jen, esta definida
por:

Blj — i, sii#0yj#0,
cj=v+B(—-1), sii=0yj#i,, (5.1)
Y4+ B(i—1), sij=0yi#j.

Este tipo especifico de mestp corresponde a aquellos casos donde el mt sigue una estructura
lineal formada por las conexiones {(0,1),(1,2),(2,3),(3,4),...,(n — 1,n)}, con un costo
de conexién de 4 > 0 entre la fuente y el primer nodo (0,1), y un costo uniforme 5 > 0
para el resto de las conexiones en el arbol. Ademas, los costos fuera del mt se completan
considerando el costo del camino dentro del mt que conecta a los nodos correspondientes.
Por ejemplo, en el caso N = {1, 2, 3} el grafo que representa el problema (Ny, C') es mostrado
en la figura 5.1.

o : O—0O—L0—LE

(b) Arbol de expansién de minimo costo de
(a) Red completa que representa (Ny, C). (No, C).

Figura 5.1

Notamos que para esta clase de problemas el costo de conexion directa del agente ¢
coincide con el costo de conexién de menor costo, es decir:

co=ch=ming > e =7+(i-18

(1,5)EPio

Proposicién 5. Si R € {CEA,CEL, Prop,T} y C se define como en (5.1) , entonces
i (No, C) y ni(No, C) cumplen con el azioma de Seleccidn de niicleo.

Demostracién. Sea S C N e i; € S el agente con mayor costo de conexion directa a la
fuente. De esta manera m(Sy, C') = v+ (is — 1)0.

Se procederd por induccidn sobre iy, los argumentos siguientes aplican tanto para 7, (N, C)
como para 7z(Np, C), asi que para reducir notacién se escribird simplemente 7(Ny, C').
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Caso base ig = 1:
Si is = 1 entonces S = {1}, luego, por racionalidad individual,

> (N, €) = m(No, C) < e19 =7 = m(Ny, ).
i€S
Paso inductivo:
Hipodtesis de induccién: Si iy = m, entonces
> 1i(No, €) < m(S,C) =7+ (m — 1)B.
ies’
Por demostrar: Si i, = m + 1 entonces
> ni(No, €) < m(So, C) = 7 +mpB.
ieS
Supongamos lo contrario, i, = m + 1 pero

Zni<N0, C) > m(So, C) =7+ mﬁ
€S

= Z ni(N07O)+nm+l(N07C) >’Y‘|‘mﬁ
1€S\{m+1}

= Z N07 >’Y+m6_77m+1(N07C)
1€S\{m+1}

Luego, por hipétesis de induccion y positividad

v+ Z (No, C) > Z 1:(No, C) > v +mfB — i1 (No, O)
i=1 1€S\{m+1}
=74+ (m—1)8>5+mf — Nps1(No, C)
= B < mt1(No, O).

Por la propiedad de preservacion de orden cumplida por R, como cjo > ¢(m+1)0 para todo
Jj > m+ 1 entonces 1;(No, C) > np41(No, C) > [ para todo j > m + 1. Asi que

n

S n(No.C) > (n— (m + 1))5,

i=m+2
n m+1 n n
= (N0, O) =D m(No, O) + D mi(No, ©) 2 D mi(No, O) + Y 1Ny, ©)
=1 i=1 i=m-+2 €S i=m+2
>y +mp+(n—(m+1))p3
=7+ (n-1)p

= m(No, C)
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Yo mi(No, C) > m(Ny,C) contradice la eficiencia necesaria en la definicién de regla de
asignacion.
El supuesto es falso, asi que si i, = m + 1, entonces:

> " 1i(No, €) < m(So, C) = 7 + mB.

i€S

O
Nota importante: En |Giménez-Gémez et al. [2020] esta misma clase de problemas es
exhibida como una clase de mcestp (N, C) para los cudles a®FL(Ny, C) = nSFE(Ny, C) sa-
tisface C'S*. Un claro aporte en este documento es justamente la Proposicién 5, en la que
ademds de CEL se toman en cuenta las soluciones CEA, T y Prop. De hecho, en la argumen-
tacion de la prueba expuesta aqui no se usa la forma explicita de las reglas de asignaciones
sino una propiedad clave cumplida por la solucién de problema de bancarrota correspondien-
te, la Preservacion de orden. Esto subraya la importancia de las propiedades axiomaticas
generales sobre las formas especificas de las reglas, permitiendo una mayor generalidad en
ciertos resultados.

Ejemplo 7. Consideremos el mcstp (Ng,C) con C' definido como en (5.1) para N =
{1,2,3},v=1y =2

El grafo que modela este mestp es:

Se tiene que:
¢ =co=1(1,3,5)
E =m(Ny,C) =5
E*=9-5=4

Y las soluciones asociadas resultan:

R CFEA CFEL Prop T
m(No, ©) | (1.2,2) | (0,5.3) | (5. %.%) | (3.3.3)
B0 C) | (0.37) | (1,22 | (3,5.2) | (1,3.3)

Cabe senalar que el tipo de problemas (Ny, C') definido por (5.1) puede ampliarse consi-
derablemente al introducir una condicién mas flexible sobre los costos de conexion entre los
agentes consecutivos. En particular, si 8, = c(x—1)» y se impone la condicién B, > fj41 para
todo k € N, se incluye un conjunto mas general de problemas en los que los costos decrecen
o permanecen constantes a medida que las conexiones avanzan en el arbol. Esta extension
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mantiene la estructura del problema original y permite analizar casos mas flexibles, donde
los costos no son uniformes pero siguen una relacién ordenada. Formalmente, consideremos
la matriz simétrica C' = (¢;5); jen, dada por:

S i B siib1<,
Cij = O’ sl = ja ; (52)
S hejir ey sijH+1<0

Al ser C' una matriz simétrica con los valores de la diagonal principales iguales a cero, (Ny, C')
es un mecstp.

Nuevamente notamos que este tipo especifico de mestp corresponde a los casos donde el
mt tiene una estructura lineal formada por las conexiones {(0,1), (1,2),(2,3), (3,4),...,(n—
1,m)}, con un costo de conexién f; para las conexiones (i — 1,4) en el mt. Ademas, los
costos de la red se completan considerando el costo del camino que conecta a los nodos
correspondientes. dentro del mt.

Como ejemplo, el grafo que representa el problema (N, C') con N = {1,2, 3} es mostrado
en la figura 5.3.

B+ B2 + B3

@ﬁl @ 52@ 53@

(b) Arbol de expansién de minimo costo de
(a) Grafo que representa a (Ny, C). (No, C).

Figura 5.3

Proposicién 6. Si R € {CEA,CEL, Prop,T}, C se define como en (5.2) y 5; > Bis1,
entonces N (N, C) y nf(No, C) cumplen el azioma de Seleccién de miicleo.

Demostracién. Consideremos S C N y sea ig € S el agente con el mayor costo de conexién
directa a la fuente. En este caso, el costo minimo de conectar el conjunto S a la fuente es
m(507 O) = 225:1 Bi

La demostracion se realiza mediante induccion sobre 7,. En los argumentos siguientes, se
utilizara simplemente 7(Ny, C') para representar la asignacién, ya que los razonamientos son
vélidos tanto para n;(Ny, C') como para 1ny(Ny, C).
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Caso base: i, = 1.
Siis = 1, entonces S = {1}, y por la propiedad de racionalidad individual, tenemos:

Zm(No, C) =m(No, C) < cro = 1 = m(Sp, C).
i€s

Paso inductivo:
Supongamos como hipotesis de induccion que, si iy = m, entonces:

> " ni(No, C) <m(Sh,C) = B
ies’ k=1
Debemos probar que si ¢, = m + 1, entonces:
m—+1
> ni(No, €) <m(S0,C) = B
€S k=1

Supongamos, en busca de contradiccion, que iy, = m + 1 pero:

m+1
> 0i(No, C) > m(S5,C) = > B
ieS k=1
Esto implica que:
m+1
Z 1:(No, C) + g1 (No, C Z Bk,
1€S\{m+1}
m+1
= Y m(No,C) > Y B — it (No, ©).
i€S\{m+1} k=1
Por la hipotesis de induccion y el axioma de positividad, se tiene:
m m m+1
S Az 3 00z T w60 D e (o O)
k=1 i=1 i€S\{m+1}
Por lo tanto:
m+1

Zﬁk > Zﬁk — Nm+1(No, C),

= Em—i—l < nm—i-l(NOa O)
Por el axioma de preservacion de orden de R, dado que cjo > ¢(n41)0 para todo j > m+1,

se cumple que 7;(No, C) > Mmg1(No, C) > Big1. Asi, para los agentes j > m + 1:

n

> mi(No,C) > (n— (m+ 1)) B

i=m-+2
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Sumando todas las asignaciones:

n m+1 n
Zm(No,C) = ZW(NO,C) + Z 1i(No, C)
i=1 i=1 i=m+2

> ni(No, C) + Y m(No, C)
ieS i=m+2
m+1

>3 Bt (n—(m+1)Bmi
k=1
m+1 n

> Bt Y. B
k=1 k=m+2

= m(No, C)

Esto contradice la propiedad de eficiencia de 7, ya que:
> 1i(No, C) > m(No, C).
i=1

Por lo tanto, el supuesto es falso, y se concluye que, si i, = m + 1, entonces:

m+1
> 0i(No, C) <m(So,C) =D B
€S k=1

O
Observacién. Los razonamientos utilizados en la demostracion de las dos proposiciones
anteriores permiten concluir que, para este tipo especifico de problemas, la tinica condicién
necesaria sobre R (la solucién al problema de bancarrota correspondiente) para garantizar
que 7Ny, C) y n(Ny, C) satisfagan la propiedad de Seleccidn de niicleo es Preservacion
de orden. Por lo tanto, si (N, C') pertenece a alguna de las clases de problemas definidas en
esta seccion, las asignacién nff(Ny, C) y n¥(Ny, C') cumpliran con la propiedad de Seleccion
de nucleo para cualquier regla R que verifique Preservacion de orden.

En estos tipos de mecstp, la estructura lineal del mt y la forma en que se definen los
costos aseguran que ninguin agente tenga un incentivo para conectarse a través de otros
agentes. Esto se debe a que el costo de conexion entre cualquier par de nodos es simplemente
el costo acumulado de las aristas en el camino dentro del mt. Por lo tanto, cada agente
pagaria el mismo costo independientemente de si se conecta directamente o a través de
otros agentes, eliminando cualquier beneficio potencial por establecer conexiones indirectas.
Esta caracteristica refuerza la estabilidad de las asignaciones nf{( Ny, C) y n5(No, C), ya que
ningiin subconjunto de agentes puede reducir colectivamente sus costos al reorganizar sus
conexiones.

Una situacion en que es aplicable esta clase de mcstp es cuando el costo de conexion
depende tnicamente la distancia recorrida para el abastecimiento del servicio, més especifi-
camente en casos donde los agentes estan situados en una linea recta sobre un terreno que
no presente irregularidades significativas; donde la distancia entre los agentes situados con-
secutivamente es no creciente.
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5.2.2. Clase de 2-mcstp

Los 2-mcstp son una clase de mcstp donde el costo entre cada par de nodos distintos esta
restringido a tomar tnicamente dos valores posibles: un costo bajo k1 o un costo alto ks. Es
decir, ¢;; € {k1,ko} para todo 4,57 € Ny con ¢ # j. En la siguiente proposicién se considera
un tipo especial de 2-mcstp.

Proposicién 7. Sea (Ny, C') un 2-mcstp tal que ¢;; = ky sii,j # 0, cio = ko para todoi € N
y 0 < ki < ko Si R es una solucion de problemas de bancarrota que verifica Igualdad de
trato, entonces nf(Ny, C) y nit(Ny, C) cumplen CS.

Demostracién. Se tiene que m(Ny, C) = ko + (n — 1)ky y ¢}y = ko = ¢;o para todo i € N.
Los argumentos siguientes aplican tanto para nf*(N0,C) como para nit(Ny, C), asi que se
denotara tinicamente como n%(Ny, C).
Como todos los agentes tienen la misma demanda, por la propiedad de Igualdad de trato,
para todo 7 € N se tiene

m(No, C) . kg + (n — 1)k1

Wf(A%>CU:: )
n n

ademds para todo S C N, m(Sy, C) = ko + (s — 1)ky donde s = |S|.

> 0N, C) =) b2 (0 2 DR g4 (s — Dby = mi(S0, C).

n
€S €S
]

CE CEL

Nota importante: La prueba para a“l = 5§ es presentada en |Giménez-Goémez
et al.| [2020], sin embargo ésta es extendida aquf para nf* y & con R cualquier solucién con
lgualdad de trato.

Los mcstp bipersonales representan un caso trivial en el que las asignaciones ni*(Ny, C)
y nlt(Ny, C') cumplen CS.

Proposicién 8. Sea un mestp (No,C) con n = 2, y R cualquier solucion de problema de
bancarrota, entonces nf'(Ny, C') y n5(Ny, C) satisfacen CS.

Demostraciéon. La proposicion es implicacion directa del axioma IR satisfecho por ambas
reglas de asignacion. O



Capitulo 6

Dos asignaciones basadas en
distribucién equitativa de excedentes

En el contexto de los mestp, resulta valioso adaptar principios de asignacién de costos
desarrollados en dreas como la teoria de juegos cooperativos para proponer soluciones que
equilibren equidad y eficiencia. Este capitulo presenta dos soluciones desarrolladas por [Van
Den Brink and Funaki [2009], la solucién CIS (Centre-of-gravity of the Imputation-Set) y la
solucién EN SC' (Egalitarian Non- Separable Contribution), analizando las propiedades clave
que cumplen y sus implicaciones en términos de asignacion de costos. Ademas, se definen
clases especificas mestp disenadas para garantizar la propiedad de Seleccién de Ntcleo (CS),
explorando cémo estas estructuras influyen en la estabilidad y cooperacion dentro de la red.
Este analisis permite evaluar tanto las fortalezas como las limitaciones de las soluciones
propuestas en distintos contextos.

Solucién CIS en el contexto de mestp

La solucion CIS asigna a cada agente el costo de su conexién directa a la red, denotado
como cy;, y reparte equitativamente entre todos los agentes la diferencia entre el costo total del
mt m(Ny, C) y la suma de los costos de las conexiones directas. Formalmente, la asignacién
de la solucién CIS para un agente 7 se define como:

1
CISZ(N(), O) = Co; + W (m(No, C) — Z ch)

jEN

De hecho, debido a la construccion del mt, el término entre paréntesis es no positivo, de
manera que esta solucion asegura que todos los agentes obtengan una parte igual del beneficio
de la cooperacion. Cada agente ¢ € N aporta en un inicio el costo de su conexién directa cy;,
luego se construye un mt, el cual, por definicién tendrd un costo menor o igual que la suma
de las aportaciones iniciales m(No, C') < 37,y coj, asf la cantidad m(No, C) — 35y coj < 0
representa el ahorro conjunto mediante el cual los agentes se benefician de la cooperacién de
todo el grupo; finalmente, este ahorro se distribuye equitativamente entre todos los agentes.

Solucién ENSC en el contexto de mcstp

La solucion ENSC' es una adaptacion de la solucién CIS que considera las conexiones y
contribuciones de los agentes a partir del ahorro generado por sus conexiones indirectas. La

o4
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asignacion ENSC de un agente i se define como:

ENSC;(Np, C) = m(Ny, C) — m(N \ {i},C) 1(mwmm—§]mwam—mmwﬁhm>

+_
[NV

JEN

JeEN

donde m(Ny \ {i}, C) representa el costo del mt una vez que el agente i es removido de la
red.

En este caso, la solucion ENSC' asigna a cada agente su contribucion marginal al grupo
m(No,C) —m(No \ {i},C) y después distribuye la diferencia
m(No, C) =3 jcn [m(No, C) —m(No \ {j}, C)] de manera equitativa entre los agentes.
Mientras que la solucion CIS(Ny, C) se enfoca en distribuir equitativamente el ahorro
después de que los costos directos son pagados, la solucién ENSC(Ny, C') busca dividir el
costo (o ahorro) restante después de que cada agente aporta su contribucién marginal al
grupo. Asi, ambas soluciones buscan establecer una forma justa de repartir los costos entre
los agentes en un mecstp, una considerando sus costos de conexion directa y otra el valor que
aportan al grupo en términos del cambio en el costo total de conexion.
Es importante notar que, por la naturaleza de la definicién de la solucién ENSC(Ny, C), ésta
es la tnica (de las definidas aqui) que cumple la propiedad de Ordenamiento por contribu-
ctones marginales.

6.1. Propiedades de las asignaciones basadas en distri-
bucién equitativa de excedentes

A continuacion se evaluard el cumplimiento por parte de CIS(Ny, C) y ENSC(Ny, C) de
los axiomas definidos en la seccién 2.3.1.

Consideremos los mcstp correspondientes a las siguientes matrices:

015 8 01 4 4 0145
101 8 103 3 103 3
07_5108’08_4301’09_4301’
8 88 0 4 310 5310
08 1 1 0145
8 015 1035
010_1106’011_4301
156 0 5510

)
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—_

co

) Grafo de (Ny, Cr) (b) Grafo de (N, Cy)

0
N

pea

(d) Grafo de (Np, Co) (e) Grafo de (Ny,C11)

Donde las soluciones correspondientes son:

4 4 4 1 11 20
CIS<N07C7)_(1_575_5,8—5)—(—— — —)7

4 4 4 1 8 8
IS(N, = (12 44— 4—_-)=(-2 =2 =
CIS(No, Cs) ( 3’ 3’ 3) ( 3’3’3)’

5 5 5 2 7 10
CIS(No, Co) ( 347370 3) ( 373’ 3)’

13 13 13 7T 57
ENSC(N, Cio) = <—2+—,—6+— o BY (g,__ _) |

3 3’ 3 373
18 18 1
ENSC(N, Cy) = (—5 i B B 3) —(1,2,2),
20 20 20 5 28
ENSC(N, (5 g Y D)2 20
SC(No, C11) < o+ 3 6+ 5 + 3) (3, 3,3)

Proposicién 9. 1. La asignacion CIS(Ny, C')
a) satisface los axiomas IR, CM, CON, SYM y ESEC

b) no satisface los aziomas CS, SOL, PM, POS, SEP, 10C e IIT.
2. La asignacion ENSC(Ny, C)

a) satisface los axiomasCM, CON, SYM y ESEC
b) no satisface IR, CS, SOL, PM, POS, SEP, I0C e IIT.

Demostracién. 1. a)

» Racionalidad individual: Este axioma es cumplido por CIS(Ny, C') pues inicialmente

el agente ¢ paga cy; y posteriormente se reduce la cantidad de ﬁ Y ien Coj —m(No, C)
que es siempre no negativa.
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Monotonia de costos: Desarrollando la expresién de CIS(Vy, C) se obtiene CIS;(Ny, C) =
(1 - %) coi + ‘N| m(Ny, C) — Wll Zk# Cok, luego para todo (N, C') y (N, C") tales que

cij < ¢j; para algin i € N y j € Ny y, en caso contrario, ¢y = ¢, tenemos que:

coi < o, m(No, C) < m(No, C") ¥ Zk;ﬁi Cok = Zk# Cor» ast que

CIS;(Np, C) < CIS;(Ny, C).

Continuidad: CIS;(Ny, C) es continua debido a que m(Ny, C') responde continuamente
a cambios en C.

Simetria: Dado un mestp (No, C'), dos agentes i, j simétricos se cumplira que ¢;o = ¢jo,
de aqui que CIS(Ny, C) cumple con simetria.

Reparto igualitario de costos extras: Bajo los supuestos de este axioma, todos
los agentes tienen el mismo costo de conexién directa a la fuente. Al aumentar éste,
la igualdad se mantiene; en ambos casos es claro que el costo del mt es cubierto de
manera igualitaria.

. b)

Seleccién de nucleo: Consideremos el problema (N, C7) y S = {1,2} vemos que
CIS(Ng, C) no cumple con Seleccién de nicleo, pues

m(Sp, C _27é - = CISi(Ny, C

€S

Solidaridad: Si consideramos los problemas (Ny, Cs) y (No, Cy), que difieren tnica-
mente en el costo de la conexion directa del agente 3, podemos notar que CIS(Ny, C)
no cumple con SOL, pues Cs < Cy pero CIS;(Ny, Cg) > CIS;(Ny, Cy).

Monotonia de la poblacién: Considerando el problema (Ny, C7) y S = {1, 2}, se ob-
serva que CIS(Np, C') no cumple con PM, ya que CISy(Ny, C7) = & > 3 = CISy(So, Cr).

Positividad: El problema (Ng, C7), prueba el incumplimiento de esta propiedad.

Separabilidad: El mecstp (No, C7), es tal que m(Ny, C7) = 10 = m({1,2}0,C7) +
m({?)}o, 07) =248 pero CIS(N(), C7) # CIS({L 2}0, C7> + CIS({S}(), C7>

Independencia de otros costos: Considerando los mestp (No, Cs) y (No, Cy), vemos
que CIS(Nyp, C') no satisface este axioma, ya que la unica diferencia entre ambos pro-
blemas es el costo de conexién directa del agente 3; sin embargo, este cambio genera
modificaciones en las asignaciones del resto de agentes.

Independencia de arboles irrelevantes: Los problemas (Ng, Cs) y (No, Cy) son
arbol-equivalentes, pero las asignaciones CIS(Ny, Cs) y CIS(Ny, Cy) difieren entre ellas.

2. a)
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» Monotonia de costos: Desarrollando la expresion de ENSC(Ny, C') se obtiene ENSC;(Ny, C) =
(£ =1)m(N\{i},C)+ |N‘ m(No, )+ﬁ > ki MV \{k}, €), luego para todo (Np, C')
y (No,C') tales que ¢;; < ¢j; para algin i € N y j € Ny y, en caso contrario,
C = Cjy, tenemos que: m(N \ {i},C) = m(N \ {i},C"), m(No,C) < m(No,C") y
2k MmN A\A{i}, €) < 300y m(N\ {i}, C7), asi que

ENSC;(Ny, C) < ENSC;(N,, ).

» Continuidad: ENSC;(Ny, C) es continua debido a que tanto m(Ny, C) como m(N \
{i}, C) responden continuamente a cambios en C.

» Simetria: Dado un mcstp (Ny, C), dos agentes i, j simétricos se cumplird que m(N \

{i},C) =m(N\ {j},C), de aqui que ENSC(Ny, C') cumple con simetria.

» Reparto igualitario de costos extras: Bajo los supuestos de esta propiedad, m(N '\
{i},C") — m(N \ {i},C) es igual para todos los agentes i € N. Asi que al aumentar
el costo de conexién directa, el costo extra serd cubierto de manera igualitaria por los
agentes.

2.b)

» Racionalidad individual: ENSC(Ny, C) no cumple este axioma ya que cumple con
la propiedad de Ordenamiento por contribuciones marginales y por la Proposicion 2
no existe una solucién que cumpla ambas propiedades.

» Seleccién de nicleo: ENSC(Ny, C') no cumple con la propiedad de seleccién de
nicleo, pues no cumple con racionalidad individual.

» Solidaridad: Si consideramos los problemas (Ny, Cy) y (No, C11), que difieren tinica-

mente en el costo de la conexién c¢;3, podemos notar que ENSC(Ny, C') no cumple con
SOL, pues Cg < Cll pero ENSCQ(N(), Cg) > ENSCQ(N(),CH).

» Monotonia de la poblacién: Considerando el problema (Ny, Cyp) y S = {2,3}, se
observa que ENSC(Ny, C') no cumple con PM, ya que ENSC3(Ny, C1o) = % > 1=
ENSC3(Sp, Cio)-

» Positividad: El problema (Ny, Cy), prueba el incumplimiento de esta propiedad, ya
que ENSCy(Ny, Cyp) < 0.

» Separabilidad: El mestp (Ny, Cho), es tal que m(Ny, Cro) = 3 = m({1, 2}, C1o) +
m({3}0, ClO) =241 pero ENSC(NO, Clg> 7é ENSC({L 2}0, Cl(]) + ENSC({3}Q, Clg).

» Independencia de otros costos: Considerando los mcestp (Ny, Cy) y (No, C11), ob-
servamos que ENSC(Ny, C') no satisface esta propiedad, ya que la tinica diferencia entre
ambos problemas es el costo de conexién directa cy3; sin embargo, este cambio genera
modificaciones en la asignacion del agente 2.

» Independencia de arboles irrelevantes: Los problemas (N, Cy) v (No, C11) son
arbol-equivalentes, pero las asignaciones ENSC(Ny, Cy) y ENSC(Vy, C11) son distintas.
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[] La siguiente tabla resume la proposiciéon anterior.

Axioma | CIS(Ny, C') | ENSC(NVy, C)
CS No No
IR Si No
CM Si Si
SOL No No
PM No No
CON Si Si
POS No No
SEP No No
SYM Si Si
10C No No
ESEC Si Si
IT No No

Cuadro 6.1: Axiomas de las soluciones CIS(Ny, C') y ENSC(Ny, C)

En conclusién, ambas soluciones, CIS(NVy, C') y ENSC(Ny, C'), cumplen con diversos axio-
mas importantes, especialmente en lo que respecta a la monotonia de costos y simetria. Sin
embargo, ninguna de las dos soluciones garantiza la seleccion del niicleo ni la monotonia
de la poblacion, lo que sugiere que pueden no ser completamente adecuadas en situaciones
donde las coaliciones o la expansion de la red juegan un papel relevante.

6.2. Clases de mecstp para los cuales las asignaciones
basadas en distribucién equitativa de excedentes
cumplen Selecciéon de niicleo

La siguiente proposicién especifica una clase de mcestp para la cual ENSC(Ny, C') satisface

CS.

Proposicién 10. Si C se define como en (5.2) y 5; > Biv1, entonces ENSC(Ny, C) cumple
el axioma de Seleccion de nicleo.

Demostracion. Es facil ver que para este tipo de problemas se tiene que

m(N07C> Slj #n7

m(Ny,C') — B, en otro caso.

m(No \ {j}) = {

Asi que la asignacion ENSC(Ny, C') se define como sigue:

|-

‘ (m<N07 C) - 5n) sl 7é n,
(m(No, C) — Bn) + B, en otro caso.

=

|

=
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Como m(No, C') = > .. Bi = Bn, entonces ENSC;(Ny, C) > 0 para todo i € N.

También es claro que ENSC,, > ENSC; para todo i« € N. Luego, si ¢y, > cp; entonces
ENSC; > ENSC;.

Ademas,

1 1 1 IN| -1
ENSCI(N07C> = W(m(N(]ac)_ﬁn) = W (Z ﬂz - Bn) = W Z < ’N’ 51 < ﬁl-

ieN iEN, i#n

A partir de aqui, utilizando los hechos anteriores, la prueba es idéntica a la de la propo-
sicion 6. m

La siguiente proposicién muestra que para cierta clase de 2-mestp, las asignacionesC'I.S(Ny, C)
y ENSC(Ny, C) cumplen seleccién de nicleo.

Proposicién 11. Sea (Ny,C) un 2-mestp tal que ¢;j = ky sii,j # 0, cio = ko para todo
i €N y0 <k <ky Entonces CIS(Ny,C) y ENSC(Ny,C) cumplen CS.

Demostracién. Basta mostrar que CI1S(Ny, C) y ENSC(Ny, C) reparten igualitariamente
m(Ny, C) y proceder como en la prueba de la proposicién 7.

CIS;(Ny,C) = m(ﬁ[\?"c) debido a que ¢;g = ky para todo i € N. Como m(Ny \ {i},C) =

ks 4+ (|[N| — 2)k; para todo i € N, entonces ENSC;(Ny, C) = m(lj\]@"c). O
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Comentarios finales

A lo largo de la historia, los mecstp han sido ampliamente estudiados debido a sus apli-
caciones en campos como las telecomunicaciones, el transporte y la distribucion de recursos.
Desde los primeros enfoques algoritmicos de Prim y Kruskal hasta las modernas perspecti-
vas de juegos cooperativos y problemas de bancarrota, los mcstp han evolucionado como un
marco crucial para optimizar redes y asignar costos de manera justa.

Este trabajo de tesis aporta perspectivas y herramientas poco estudiadas al campo de
los mestp. Se explord la relacién entre mestp y problemas de bancarrota, estableciendo un
puente entre dos areas de investigacién que, aunque relacionadas, no habian sido estudiadas
de manera tan integrada. Se introdujeron y evaluaron nuevas reglas de asignaciéon de costos
utilizando enfoques basados en problemas de bancarrota, destacando por su simplicidad e
intuicion, aprovechando las propiedades axiomatizadas de las soluciones clésicas como CEA,
CEL, Talmud y Proporcional. Ademas, se realizé un anélisis detallado del cumplimiento de
axiomas fundamentales como racionalidad individual, seleccion de nicleo, simetria, continui-
dad y positividad, asegurando que las reglas propuestas no solo son teéricamente consistentes,
sino también aplicables en escenarios practicos bajo ciertos supuestos. En adicién, se identifi-
caron clases particulares mcstp para los cudles las reglas de asignacion propuestas satisfacen
el axioma de seleccién de nicleo que resulta fundamental porque asegura que ninguna coa-
licion pague mas de lo que le costaria conectarse por si misma, fomentando la cooperacién,
garantizando estabilidad en las asignaciones y promoviendo equidad en la distribucién de
costos. Esto es clave para evitar conflictos y desincentivos en redes compartidas.

A diferencia de estudios previos que abordan mecstp desde perspectivas cooperativas,
como las soluciones basadas en el valor de Shapley, este trabajo destaca por su integracién
de soluciones clasicas de bancarrota, ofreciendo una 6ptica poco explorada para la asignacién
de costos, previamente estudiada tinicamente por |Giménez Gémez et al.[2014,2020, 2022].
Es importante mencionar que en el presente documento se expandio el andlisis axiomatico
realizado por estos autores profundizando en la conexion entre propiedades de las soluciones
de problemas de bancarrota y las reglas de asignacién para mcstp.

Aunque las reglas propuestas fueron analizadas tedricamente, los ejemplos desarrollados
representan solo una pequena porcion de todos los posibles mestp, lo que refleja la amplitud
y diversidad de escenarios que aun quedan por explorar dentro de este campo. Esto pone de
manifiesto que, si bien se ha avanzado en ciertos aspectos, los mestp ofrecen una riqueza de
configuraciones que merecen ser estudiadas para comprender mejor su comportamiento y las
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implicaciones de las reglas propuestas.

Por otro lado, el trabajo asume costos fijos y una estructura estatica de las redes, lo cual es
coherente con los mestp tradicionales, pero limita su aplicaciéon en escenarios mas dinamicos.
Esto refleja una limitacion inherente al enfoque adoptado, ya que muchos problemas reales
involucran redes con costos variables o dependencias temporales que no se consideran en este
estudio. Aunque esto no afecta la validez de los resultados obtenidos dentro del marco teérico
establecido, resalta la necesidad de explorar alternativas que incorporen mayor flexibilidad
y adaptabilidad a contextos méas complejos.

Generar redes aleatorias podria resultar valioso ya que implicaria explorar como las reglas
de asignacion propuestas se comportan en escenarios diversos y no sesgados por configura-
ciones especificas. Esto se puede lograr mediante herramientas computacionales utilizando
algoritmos para crear redes con diferentes estructuras, distribuciones de costos y densida-
des de nodos. Estas simulaciones podrian incluir andlisis de sensibilidad para evaluar como
pequenos cambios en los costos afectan las asignaciones y permitir comparaciones de desem-
penio con otras soluciones clasicas en términos de equidad y justicia. También seria valioso
utilizar datos provenientes de sistemas existentes para comparar, en la medida de lo posible,
las reglas de asignacién propuestas con las que se hayan aplicado realmente.

Otra posible linea de investigaciéon podria enfocarse en analizar la aplicabilidad de las
reglas de asignacion en escenarios donde los costos cambien con el tiempo o dependan de
restricciones adicionales, como capacidad de los enlaces o prioridades en las conexiones.
En estos casos, las reglas propuestas deberian adaptarse a este nuevo contexto dindmico,
incorporando mecanismos que reflejen la evolucion temporal de los costos o las restricciones.

Finalmente, evaluar de manera cuantitativa las ventajas y limitaciones de las reglas pro-
puestas frente a otras soluciones clésicas mediante el desarrollo de métricas especificas para
medir equidad y estabilidad de las soluciones puede constituir una linea de investigacion
alternativa al analisis axiomatico, al permitir contrastar directamente el desempeno practico
de las reglas en contextos reales o simulados.

A pesar de que los problemas de arboles de expansion de minimo costo cuentan con
una historia extensa y rica en desarrollo tedrico, su versatilidad y relevancia los mantienen
como un campo abierto a la innovacién. Este trabajo subraya que, con un enfoque creati-
vo y dedicacién, es posible redescubrir y reinterpretar enfoques establecidos para proponer
nuevas ideas. Esto no solo contribuye a expandir los limites del conocimiento, sino también
a hacer frente a retos contemporaneos y mejorar su aplicabilidad en escenarios practicos.
La exploracién de alternativas demuestra que incluso en campos ampliamente desarrolla-
dos siempre hay espacio para avanzar y contribuir significativamente al progreso tedrico y
practico, ampliando el alcance y la aplicabilidad del conocimiento existente.
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