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INTRODUCCION

Este libro trata sobre el Mapa Conceptual Hibrido o Mapa Hibrido
(MH), el cual es una técnica de representacion poco o escasamen-
te conocida en el contexto escolar. Cabe sefalar que esta técnica
comparte un aire de familia con el Mapa Conceptual (MC), la cual es
una técnica muy conocida y empleada en los distintos niveles edu-
cativos. A lo largo del tiempo, las distintas aplicaciones del MC en
diferentes contextos (industria, computacion, medicina, entre otros)
han dado lugar a la hibridacion del MC con otras técnicas de repre-
sentacion, por ejemplo, el MH resulta de la hibridacion del MC con la
técnica del Diagrama de Flujo (DF), esta Ultima ampliamente usada
en ingenierfa y computacion.

A diferencia del MC, el MH es una técnica de gran utilidad para la
ensefanza y aprendizaje de las ciencias mediante la resolucion de
problemas. Mientras que el MC permite representar la organizacion
conceptual de un tema o concepto focal, el MH permite representar
de manera grafica las componentes conceptuales y procedimenta-
les de la actividad matematica implicada en la resolucion de proble-
mas netamente matematicos, en este sentido, también resulta Util en
la descripcion de la resolucion de problemas en otros contextos tales
como el de la fisica y la quimica escolar.

Esta obra presenta la técnica de representacion del MH, su inter-
pretacion desde una teoria proveniente del campo de la Matematica
Educativa y algunas de sus aplicaciones en la ensefianza y a pren-
dizaje de las matematicas escolares. Se describe al MH como una
herramienta para los alumnos desde el nivel educativo basico, pri-
maria, y hasta el nivel superior en el estudio de las matematicas. Se
trata de una ayuda para la comprension de los contenidos matema-
ticos mediante la resolucion de problemas, ya que el MH puede ser
empleado como una guia para el alumno al mostrarle las diferentes
etapas del proceso de resolucion del problema, los diferentes obje-
tos y las conexiones entre estos, los cuales se establecen al resolver
un problema matematico.



También se describe al MH como un instrumento para el docente en
la ensefianza de los contenidos matematicos. Desde la perspectiva
docente, se aborda al MH como un objeto sobre el cual reflexionar
acerca de su practica docente antes y después de su intervencion
en el aula, el cual le permitira conocer los aprendizajes logrados, las
dificultades de los estudiantes, los significados construidos, entre
otros. También se aborda al MH como una herramienta de investiga-
cion para el docente o investigador en Matematica Educativa, para
indagar las concepciones o significados de los estudiantes acerca
de determinados conceptos. El empleo del MH en los contextos de
la fisica y la quimica escolar queda fuera del alcance de esta obra.

En el capitulo 1 de este libro, se parte de la descripcion de la técnica
de representacion del MH, los tipos de MH que pueden elaborar-
se y las caracteristicas de las aplicaciones informaticas que pueden
emplearse en su construccion, posteriormente, en el capitulo 2, se
aborda una interpretacion tedrica del MH vy, siguiendo dicha teoria,
se describe una metodologia que permite la construccion de los MH.
En el capitulo 3 se describen algunas aplicaciones para la ensefianza
de las matematicas, en este sentido, este libro aporta a los docentes
de matematicas un instrumento que puede ser implementado en el
aula como material didactico o bien empleado como objeto de re-
flexion de su practica docente, en la indagacion de los significados
que ponen en juego los estudiantes al resolver problemas matemati-
cos, en la identificacion de las dificultades de aprendizaje e inclusive
en la evaluacion de los aprendizajes.

Por ultimo, en el capitulo 4, los estudiantes interesados en emplear
el MH como técnica de estudio o aquellos profesores que preten-
dan emplear el MH en su practica docente podran ser capaces de
construir sus propios MH a partir de los ejemplos de MH que se pre-
sentan en este capitulo, los cuales describen la resolucion de pro-
blemas que se abordan desde el nivel educativo basico, primaria, y
hasta el nivel superior o universitario. El abordaje de los contenidos
matematicos mediante la descripcion de la resolucion de problemas
empleando el MH no pretende ser exhaustivo, sino mas bien, se
trata solo de ejemplos donde se busca mostrar que el MH puede
ser empleado como una ayuda en el estudio de cualquier contenido
matematico independientemente del nivel educativo que se trate.
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1.1 Introduccion

El Mapa Hibrido (MH) es una técnica de representacion grafica que
permite describir esquematicamente la practica de resolucion de
problemas matematicos. En la practica de resolucion de un pro-
blema matematico intervienen elementos conceptuales y procedi-
mentales, por lo que la representacion grafica de dicha préactica es
capturada de manera adecuada mediante el MH, la cual presenta
de manera combinada una componente de Mapa Conceptual (MC),
que permite representar los elementos conceptuales, y una com-
ponente de Diagrama de Flujo (DdF), que permite representar los
aspectos procedimentales.

Para el lector que no se encuentra familiarizado con la técnica del
MC, en la seccion 1.2 se describe en un primer momento al MC y
algunos ejemplos, luego en la seccion 1.3 se discute acerca de la
nocion de representacion que sustenta a la técnica del MH. En la
seccion 1.4 se explica la técnica del DdF, su simbologia 'y, a modo de
ejemplo, se describe el procedimiento que se emplea regularmente
para resolver ecuaciones cuadraticas. Posteriormente, en la sec-
cion 1.5 se presenta la técnica del MH y se discuten las diferentes
maneras en las que puede ser construido. Se discute en la seccion
1.6 acerca de la construccion del MH mediante el empleo de apli-
caciones informaticas vy, finalmente, en la seccion 1.7 se presentan
algunas reflexiones respecto al uso de la técnica del MH en el aula y
en la investigacion.

1.2 El mapa conceptual

La técnica del Mapa Conceptual (MC) fue desarrollada en 1972 por
Joseph D. Novak en la Universidad de Cornell (Estados Unidos), en
el marco de un proyecto de investigacion donde se estudiaba la in-
fluencia que tiene la ensefanza de conceptos basicos de ciencias en
el nivel basico sobre el aprendizaje posterior de las ciencias (Novak
y Canas, 20006).
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El MC es una herramienta grafica que permite representar de ma-
nera organizada el conocimiento. En su aspecto, el MC puede pre-
sentar de manera jerarquica (aungue no necesariamente) los con-
ceptos, los cuales se encuentran encerrados en recuadros u 6valos
relacionados mediante lineas conectoras y palabras o frases enlace
(Canas y Novak, 2009).

Los conceptos en el MC son entendidos como ideas categoricas
0 unidades genéricas representadas por simbolos unicos (Moreira,
2010), en otras palabras, son considerados como regularidades que
se perciben en eventos u objetos, o registros de eventos u objetos,
designados por una etiqueta (Canas y Novak, 2009). Por ejemplo,
un sujeto pudo haber construido el concepto de silla a partir de la
identificacion de regularidades en distintos eventos, logrando la idea
general de que la silla sirve como asiento para las personas, aunque
en distintos lugares (restaurantes, cafeterias, hospitales, por mencio-
nar algunos) estas pueden estar construidas de distintos materiales
(plastico, madera, hierro, entre otros materiales), pueden tener o no
respaldo y pueden tener una, dos, tres o cuatro patas.

Cabe destacar que los conceptos son abstracciones y no tienen
existencia real en el mundo fisico o material, sin embargo, pueden
ser construidos, percibidos, entendidos y manipulados. Una manera
de percibirlos en matematicas es a través de simbolos o etiquetas
tales como las palabras, conjuntos de palabras o simbolos como

€ w

+”, “eo”, * f(x)", pOr mencionar algunos.

El MC puede ser empleado para apoyar la ensefianza de diversas
asignaturas escolares, por ejemplo, de matematicas, fisica, quimica,
biologia, historia, anatomia, por mencionar algunas. La Figura 1.1
muestra un ejemplo de MC que fue elaborado a partir del texto que
presenta un libro de matematicas de primer grado de secundaria
(Bosch, Meda y Gomez, 2018) donde se aborda el concepto de va-
lor absoluto. EI MC fue elaborado a partir de la lectura del texto y la
identificacion de los conceptos mas relevantes.

El MC muestra los conceptos en recuadros y numerados del (1) al
(80) para fines de lectura y descripcion. El MC inicia con el concepto
focal o foco “Valor absoluto de un numero” numerado mediante (1).



Por otra parte, el MC representa proposiciones, las cuales pueden
ser verdaderas o falsas, y que se forman a partir de la conexion de
los conceptos mediante las palabras o frases de enlace. En este
sentido, la proposicidon mas simple es aquella que se puede formar
a partir de la conexion de dos conceptos, por ejemplo, en la figura
1.1 la conexion del concepto (1) con el concepto (7) mediante la
frase de enlace “siempre es un”, proposicion (1)-(7) por brevedad,
forman la proposicion simple el “Valor absoluto de un nimero siem-
pre es un numero positivo”.

Figura 1.1. MC del concepto de valor absoluto, elaborado mediante
CmapTools a partir de Bosch, Meda y Gémez (2018, p. 46).

Valor absoluto de
. . recuerr:a
siempre por que €
2 es un pira 13 23 \ 28
define 7 / 9 ejemplo distancia cero
denotarlo

1

I nimero él \
como la positivo se usan 14 e no es
3 - 24 v 29
8 barritas
entre el de al ni
4 5 log 15 ¥ w19 25 30
)
y ese m se se es
5 - del 16 20 26
b g
en la por por

6 ¢ asi que
17 2

En el MC a las proposiciones también se les conoce como rutas de
lectura, de esta manera, en el MC la lectura de las distintas rutas
esta guiada por la numeracion y las flechas “-”. Cabe sefalar que
en algunos mapas no se muestran flechas ni numeraciones, siempre
y cuando la lectura del MC no de lugar a ambigUedades.
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En el MC de la figura 1.1 es posible advertir varias rutas de lectura,
por ejemplo, la ruta (1)-(2)-(3)-(4)-(5)-(6), o bien (1)-...-(6) por bre-
vedad, representa la proposicion el “Valor absoluto de un nimero
se define como la distancia entre el cero y ese nimero en la recta
numeérica”; la ruta (1)-(7)-(8), representa el “Valor absoluto de un nu-
mero siempre es un numero positivo o cero”; la ruta (1)-(9)...-(12),
representa el “Valor absoluto de un nimero para denotarlo se usan
dos barritas a los lados del numero”.

Es importante sefalar que cuando el MC se emplea en el contex-
to de las matematicas escolares, las proposiciones, que pueden
indicar definiciones, los argumentos (validativos o justificativos) o
las propiedades (atributos), pueden ser representados en el MC
mediante una sola palabra, una ruta de lectura, simbolos o ex-
presiones algebraicas, por ejemplo, el concepto representado me-
diante la ruta (1)-(13)-...(17) puede ser representado Unicamente
mediante (18), Io mismo ocurre para los conceptos (1)-(13)-...-(21)
y (1)-(23)-...-(26), pueden ser representados Unicamente mediante
(22) y (27) respectivamente.

Pero, ¢cual es el significado del concepto focal del MC de la figura
1.17, para responder a esta pregunta es necesario considerar que
el significado de (1) no es la palabra o frase que lo denota, mas bien
el significado se configura a partir de las diferentes rutas de lectura
representadas en el MC. Por decirlo en otras palabras, en el MC de
la figura 1.1 el concepto focal (1) puede ser pensado como un objeto
que se encuentra en una perspectiva o faceta unitaria (objeto con-
creto) y, en el MC, el significado de (1) puede ser entendido desde
una perspectiva sistémica en el que las diferentes rutas de lectura
son las partes o elementos que constituyen dicho sistema.

Desde la perspectiva unitaria, el concepto (1) de la figura 1.1 puede
ser empleado en otros mapas para configurar el significado de otros
conceptos focales. Por ejemplo, en la figura 1.2 se ilustra un MC mas
general que tiene como concepto focal la “Suma de numeros”. El
MC de la figura 1.2 representa a (1) de la figura 1.1 mediante (5), (12),
(14) y (18), es decir, el significado del concepto focal (1) de la figura
1.2 se apoya en la perspectiva unitaria de (1) de la figura 1.1, por lo
que para comprender en qué consiste la suma de nimeros necesa-



riamente se debe conocer también el significado de (1) que fue re-
presentado mediante el MC de la figura 1.1. Esta misma situacion se
presenta con el concepto (20) de la figura 1.2, ya que el MC adquirira
sentido siempre y cuando se conozca también el significado de (20).

Figura 1.2. MC de la suma de numeros, elaborado mediante CmapTools
a partir de Bosch, Meda y Gomez (2018, p. 51).

1[Suma de mﬁmeros]

para para al

10
sumar
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2
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dos numeros

numeros
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11
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¥12 15 3
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suman resultado valor [resultado] (resultado]
conserva absoluto | .

mayor tendra
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e\f
m D e ©
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6 9 ¢
absoluto

menor

18
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Es importante sefalar que, para un determinado tema o concepto
focal, el MC no es unico, por ejemplo, en el MC de la figura 1.2 aun
es posible agregar otros conceptos, a saber, agregando ejemplos
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de la suma de dos numeros tanto del mismo signo como de distinto
signo. Sin embargo, el hecho de agregar mas conceptos al MC de
la figura 1.2 para enriquecerlo va a depender del objetivo o de lo que
quiera mostrar el sujeto que elabora el MC.

La importancia del MC en la ensefanza tiene que ver con que
permite evidenciar los significados atribuidos a los conceptos y
las relaciones entre los conceptos de un cuerpo de conocimiento,
de cualquier disciplina, de una asignatura de ensefianza. En otras
palabras, si un sujeto, experto o novato, en la construccion de un
MC une dos conceptos mediante una linea, este debe ser capaz
de explicar el significado de la relacion que mira entre esos con-
ceptos (Moreira, 1998).

Por ultimo, cabe agregar que el MC tiene sustento en la Teoria de
Aprendizaje Significativo TAS (Ausubel, 1976). Se trata de una teoria
cognitiva que senala que las ideas expresadas simbdlicamente se
relacionan de manera no arbitraria sino substancial con lo que el
alumno ya sabe (Moreira, 2012; Escudero, 1995), desde esta pers-
pectiva se genera una nueva estructura cognitiva organizada en fun-
cion de conceptos e ideas de determinado campo de conocimiento
(Rodriguez, 2004).

Debido a que la TAS es una teoria cognitiva que atribuye el apren-
dizaje Unicamente a los procesos mentales, no considera la natu-
raleza ni la epistemologia del conocimiento a ser aprendido. Por
ejemplo, considerese el caso de la fisica y las matematicas, en el
caso de la fisica se tiene acceso a dichos objetos a través del expe-
rimento, de hecho, el experimento es la Unica manera en cOmo se
valida el conocimiento, sin embargo, en el caso de las matematicas
se tiene acceso al conocimiento a través del signo, a través de la de
la demostracion, y no se apoya en la experimentacion. En otras pa-
labras, la manera en como se construye y se valida el conocimiento
en fisica es distinto a como se realiza en matematicas, por lo que en
el caso del contexto escolar, no basta considerar los procesos cog-
nitivos en el aprendizaje sino que también es necesario considerar
aspectos inherentes a la naturaleza y epistemologia del conocimien-
to que se desea aprender.



Con base en lo anterior, el MC se emplea para representar el conoci-
miento de los alumnos en el contexto de cualquier asignatura escolar.
De esta manera, la TAS sefala que la construccion de conocimiento
matematico se lleva a cabo del mismo modo, o bajo los mismos
procesos, como se construye el conocimiento en la ensefanza de
otras asignaturas, por ejemplo de la historia, la geografia, otro idioma
como el frances o inglés, por mencionar algunos, soslayando asi la
naturaleza epistemoldgica del objeto a ser aprendido.

Dado que en el contexto escolar, no basta considerar 10s procesos
cognitivos del aprendizaje sino también los aspectos epistémicos de
construccion del conocimiento, por lo cual, es necesario considerar
una vision mas amplia que incluya los procesos de representacion
del conocimiento, misma que se desarrolla el siguiente apartado.

1.3 La representacion en la ensefianza
de las ciencias

La forma en que los alumnos representan el conocimiento mate-
matico es producto tanto de sus conocimientos previos, como de
Sus circunstancias personales y aquellas que viven en la escuela. La
representacion es formular mentalmente una idea, tal formulacion se
va construyendo poco a poco y en su construccion influyen diver-
sas realidades psicologicas, provenientes del ambiente que rodea a
quien representa.

Pensar en la representacion como proceso central en la ensefianza
conlleva la reflexion tanto sobre los sujetos de la ensenanzay el apren-
dizaje (alumno y profesor) como sobre el objeto de conocimiento. Se
identifican dos dimensiones de andlisis, la primera de caracter subje-
tivo, la segunda de indole objetiva, el conocimiento. En la dimension
subjetiva, se considera a dos sujetos, uno que ensena y el otro que
aprende; ambos con procesos personales de representacion.

Para analizar la representacion se asume una vision psicosocial,
de la que deriva lo que Jodelet (1993) llama una vision ternaria, ver
la figura 1.3.
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Figura 1.3. Vision ternaria de las realidades psicolégicas. Fuente: elabo-
racion propia con base en Jodelet (1993).

Representaciones

La interpretacion ternaria implica concebir a los hechos psicoldgicos
(como la representacion) en tres dimensiones, ver la figura 1.4.

Figura 1.4. Dimensiones de la relacion sujeto objeto desde
una vision ternaria. Fuente: elaboracion propia.

sujeto individual - sujeto social — objeto externo

En esta articulacion, la representacion se produce a partir de la rela-
cion entre el sujeto individual (alumno o profesor), el sujeto social (el
tipo de profesor y el tipo de alumno que la sociedad exige) y el objeto
en si (los conocimientos de las ciencias incluido el conocimiento di-
dactico), ver figura 1.3.



Como se aprecia en la figura 1.4 el sujeto posee caracteristicas es-
pecificas bioldgicas y psiquicas que lo influyen para construir sus
representaciones, el sujeto también pertenece a un grupo social es-
pecifico, a una familia y un origen que lo condicionan al momento
de pensar 0 expresar sus representaciones. Complejizan esta di-
namica los objetos que, segun un curriculum formativo, el alumno
-y el maestro- deben asimilar, pensar y expresar. Estos objetos son
propuestos desde el curriculum pero han sido descontextualizados
de las ciencias y recontextualizados por la escuela para constituir
las asignaturas, aun mas, son reconfigurados por el profesor para
proponer una secuencia didactica.

Figura 1.5. Proceso de representacion.
Fuente: (Lundgren, 1991 en Angulo, 2007).

Reconfiguracién en
@ @ secuencias

didacticas

Recontextualizacion

Descontextualizacion de en asignaturas

las ciencias ylo las
practicas profesionales

Entonces, pensar la representacion es una actividad compleja que
debe partir de una visibn mas amplia como las que consideran sola-
mente la relacion entre sujeto y objeto. Esta forma de concebir a la
representacion implica una representacion social.

Las Representaciones Sociales (RS) son una tendencia de pensamien-
to propia de un grupo como en este caso los docentes y alumnos en
interaccion. También, las RS son configuraciones de sentido comun.

En el caso de la ensenanza se esperaria que lo que se ensefna sea
lo mas apegado posible al conocimiento cientifico, no obstante, tal
conocimiento antes de llegar a la reflexion de los alumnos pasa por
varios tamices. El primero, como se ejemplifica en la figura 1.5, es un
recorte y fragmentacion de tal conocimiento para adaptarse al forma-
to curricular por materias o asignaturas, 0 sea, pasa por una selec-
cion y reorganizacion en unidades de aprendizaje. Y, el segundo tamiz
conlleva la reconfiguracion que el profesor hace de los conocimientos
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para incluirlos en secuencias didacticas. La consecuencia de estos
tamices es que el conocimiento No se ensefa tal y como lo plantea la
ciencia sino que es reformulado (descontextualizacion, recontextuali-
zacion y reconfiguracion) para presentarse a los alumnos.

Durante el aprendizaje ocurre el proceso de representacion, ver la
figura 1.3, en la mente de los alumnos y ahi, nuevamente, el conoci-
miento es aprendido bajo una vision ternaria.

La representacion, concebida desde una vision ternaria exige de un
andamiaje (Bruner, 1978) que posibilite el desarrollo de la Zona de
Desarrollo Proximo (Vigotsky, 1978) en los estudiantes. Tal andamia-
je tiene que ver con el proceso de control por parte del profesor de
los elementos de la tarea que permiten el desarrollo de la capaci-
dad autorreguladora de los estudiantes (Lopez y Hederich, 2010). En
este libro se proponen estrategias que permiten desarrollar visual y
discursivamente el proceso de representacion que un alumno puede
hacer. Tales estrategias se desarrollan a través de la resolucion de
los problemas que pueden ser representados mediante el MH que
se presenta en este libro. También se sugieren secuencias didacti-
cas que insertan el manejo del MH en el desarrollo de un andamiaje
necesario y adecuado para los alumnos.

1.3.1 Elementos de la representacion

Enseguida presentamos los elementos que integran una representa-
cion, tenemos como base el planteamiento de Denise Jodelet (1993,
2000). En cada uno de dichos elementos proponemos ejemplos
para la materia de matematicas, en todos los casos, los elementos
de la representacion en su conjunto son herramientas de tipo teodri-
Co que permiten al profesor analizar los procesos de representacion
en sus alumnos y, en consecuencia, habilitar practicas matematicas
concretas que posibiliten la construccion de un concepto o tema.

Segun Jodelet (1993) los elementos son imagenes mentales sobre
objetos que concentran un conjunto de significados implicitos en los
elementos de la representacion.

Los elementos de la representacion son: a) los objetos, b) sus ima-
genes mentales, ¢) sus significados, d) los sistemas de referencia en



que se insertan, e) las interpretaciones posibles que dan un sentido.
Tales interpretaciones contienen f) categorias para clasificar informa-
ciones o novedades. En conjunto, las categorias constituyen, g) teo-
rias y h) una forma de pensar la realidad, lo que permite, i) fijar una
posicion. Por ultimo, j) conllevan una forma de conocimiento social
(Jodelet, 1993 en Angulo, 2007).

a)

b)

Cada objeto cientifico tiene una especificidad en cuanto a su
posibilidad de ser representado, por ejemplo, la biologia, la fi-
sica o la quimica pueden emplear objetos de la cotidianeidad
del alumno para visualizarlos, la matematica depende -mas que
las otras ciencias- de una abstraccion para su visualizacion y la
abstraccion solo es posible si la precede una practica. Es muy
importante que se busque partir de objetos o artefactos (Rad-
ford, 2013) del entorno para identificar los objetos. Tomemos
por caso, un triangulo, habra que identificar esta figura en los
tapones de las ruedas de los coches, en un chocolate con tal
forma o en un anuncio o en cualquier otro artefacto del entorno.

Las imagenes mentales sobre objetos cientificos que un alum-
no puede construir para si dependen tanto de sus experiencias
y conocimientos previos como de la procedencia del objeto,
es decir, de la ciencia o disciplina o subdisciplina de la cual se
derivan. Desde el inicio del proceso de aprendizaje es impor-
tante que el profesor establezca el sistema de referencia cienti-
fico (aritmética, geometria, algebra, etcétera) pero también que
identifique y elabore con los alumnos a qué sistemas previos de
la vida diaria el alumno asocia la imagen que tiene. Es decir, se
requiere que alumnos y maestros expliquen con palabras o con
dibujos sus imagenes mentales. De tal forma que se puedan
identificar imagenes erréneas y trabajar sobre ellas hasta tener
imagenes mas aproximadas al conocimiento. En el ejemplo del
triangulo, un alumno podria imaginar un corazén al revés o una
figura construida con sus dedos.

Las imagenes mentales refieren a conjuntos de significados
que, en el caso de conocimientos cientificos, les llevaran inme-
diatamente a relacionarlos con objetos de su entorno personal,
familiar o social. Dichos significados deben ser explicitados para
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que posteriormente puedan ser articulados a un significado es-
pecificamente cientifico. En este punto en particular, es desea-
ble que los alumnos verbalicen los significados posibles de un
objeto y el profesor sefiale los significados referidos por el cono-
cimiento especifico que se quiere que aprendan. En el caso del
triangulo habra que decir que es una figura que se representa
en solo dos dimensiones y que es una figura plana, por ejemplo.

Para que un alumno capte los sistemas de referencia a los que
pertenece un objeto es necesario diferenciar entre el sistema
de referencia cientifico (geometria, algebra, calculo, etcétera) y
los sistemas de referencia a los que un alumno asocia el obje-
to. Por gjemplo, es comun que cuando un maestro ensena los
numeros reales se refiera a ellos como “los reales”; un alumno
asociara esta idea a la de “realeza” o, si vive cerca de una mina
a la idea de “camino real”, etcétera. Es necesario que el profe-
sor establezca la diferencia entre los sistemas de referencia (de
la vida diaria y de la geometria).

Si se ha ubicado al triangulo, para continuar con nuestro ejem-
plo, en el sistema de referencia “Geometria”, la interpretacion
posible le da un sentido, figura plana frente a otras que no lo
son. En este punto del proceso, seria conveniente comentar
otros sistemas de referencia, por ejemplo, figuras en la senalé-
tica de carreteras o algun otro ejemplo.

La ubicacion del triangulo como figura plana permitira entrar a
las categorias para clasificar dichas figuras. La inclusion de la
categorizacion y la clasificacion es sustancial en matematicas,
en el eiemplo que venimos desplegando podria referirse a tipos
de triangulos 0 a procesos de construccion de triangulo o inclu-
S0 a procedimientos de calculo de areas.

El siguiente elemento en la representacion, las teorias, podria
dar paso a teorias formales procedentes de la disciplina o a
teorias hipotéticas formuladas por los nifios al respecto, en am-
bos casos, preparan la representacion para una formalizacion
de la misma; su complejidad variara segun el nivel educativo en
el que se trabaje.



h) La comprension de teorias (formales o informales) por parte de

J)

los estudiantes y su utilizacion para interpretar lo que se les
presenta constituye una forma de pensar la realidad. Cuestion
que adquiere especial relevancia en el caso de la educacion
superior, ya que los triangulos, por ejemplo, refieren a distintas
formas de pensar la realidad. Por ejemplo, en los gedlogos y
geografos, los triangulos tienen significados especificos para
el manejo de mapas, a diferencia del significado que tendria en
una teoria o procedimiento matematico.

La comprension de los alumnos acerca de su pertenencia a una
forma de pensar la realidad, entre otras, le permite fijar una posi-
cion, es decir, reconocer su pertenencia a un grupo o tendencia
que interpreta la realidad desde cierta perspectiva. Sobre este
punto en concreto, Radford (2013) considera que el objeto ma-
tematico se construye por medio de la objetivacion, misma que
ocurre en el encuentro con otros cuando se accede al objeto.

Por ejemplo, el alumno que aprende el Teorema de Pitagoras
encuentra ahi, en el objeto matematico, a Pitagoras el griego
que Vvivio en el siglo cuarto antes de Cristo o a los otros mate-
maticos que en la historfa han abonado a la construccion del
teorema 0o, incluso, a su ensenanza. Durante el encuentro con
los otros, el alumno -de acuerdo con Radford- llega a hacer
suyo el conocimiento y a plantear su propia idea sobre ello, es
decir, toma posicion sobre el objeto.

Finalmente, los alumnos se daran cuenta que forman parte de un
grupo que trabaja y construye una forma de conocimiento social.

Enseguida se presenta la tabla 1.1 que muestra el ejemplo que he-
mos desarrollado.

Tabla 1.1. Elementos de la representacion desde una vision ternaria.

+Tridngulo

+En objetos de la vida cotidiana o en geometria ]

Figura plana o figura cualquiera
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“Sistemas de referencia *Geometria o Joyeria

llnterpretaciones *Figura plana o cuerpo

i =Tipos de triangulos

*Teorias formales o informales

-Desde la geometria o desde la geografia o...

+Se apropia uno o no del objeto y lo utiliza

oD OO o OO OO O ™YW

Forma de conocimiento social I +Se reconoce como parte de una forma de conocimiento

La vision ternaria de la representacion puede observarse con mas
detalle en los diagramas de Flujo, aunque estos solo reflejan la par-
te procedimental y no la parte epistémica que si puede apreciarse
en los mapas conceptuales. Este libro presenta mas adelante la
herramienta de mapas hibridos que incorpora tanto la parte epis-
témica (de construccion del conocimiento), la parte procedimental
(de tal construccion y la parte argumentativa que le confiere a los
MH la posibilidad de la reflexion tanto sobre la accion como sobre
la reflexion misma. En el siguiente apartado se desarrollan los dia-
gramas de flujo.

1.4 El diagrama de flujo

El Diagrama de Flujo (DdF por brevedad) es una técnica de represen-
tacion grafica que tiene multiples aplicaciones, por ejemplo, ha sido
empleado en el disefio e implementacion de sistemas de control de
calidad para representar los procesos involucrados, las responsabili-
dades, la organizacion, los registros de la calidad, acciones preventi-
vas y correctivas (Llera y Martinengo, 2004); en la escuela, se ha em-
pleado como herramienta para mejorar las estrategias de lectura y el
diagnostico de la comprension lectora (Geva, 1985), para favorecer
la comprension de contenidos matematicos, ya que permite agilizar
la resolucion de problemas y mejorar los procesos de razonamiento
logico (Cuasquer-Viveros y Moreno-Cortés, 2021); en medicina, el
diagrama de flujo ha sido empleado para describir de manera es-
quematica el manejo médico de pacientes con ciertas enfermedades



(Bano, 2007), para evaluar la fiabilidad del diagnéstico de enferme-
dades (Pedreira y Gonzalez, 2017), en dispositivos médicos para el
diseno de algoritmos para el control de procesos, deteccion de even-
tos y deteccion de anomalias cardiacas (Rose, Marquez, Hernandez
y Serna, 2017); por mencionar algunos ejemplos.

Se trata, pues, de una técnica que permite representar cualquier
tipo de proceso o procedimiento. Si bien proceso y procedimiento
son parecidos, sin embargo, hay aspectos que permiten diferenciar-
los. Mientras que el proceso permite alcanzar un objetivo general
a través de la realizacion de un conjunto actividades coordinadas
y conectas, el procedimiento permite lograr el objetivo especifico
de una actividad en particular mediante una serie de pasos. En la
clase de matematicas, la resolucion de un problema matematico
implica la realizacion de un proceso, se trata de un conjunto de
actividades interrelacionadas que permiten alcanzar la solucion del
problema, sin embargo, es importante sefalar que lograr el objetivo
de cada actividad al interior del proceso implica a su vez realizar
un procedimiento. Algunos de estos procedimientos son netamente
operativos, donde se llevan a cabo una serie operaciones o calcu-
los matematicos, mientras que otros son discursivos, en los que se
enuncian una serie de argumentos, pero hay otros que combinan
los dos anteriores.

En la construccion de un DdF es posible emplear un conjunto de
simbolos, cada uno con un significado especifico. Actualmente, es-
tos simbolos estan normalizados y son casi universales, lo que per-
mite que el DdF pueda ser leido y entendido por cualquier persona
(Canton, 2010), sin embargo, en principio, cada usuario podria ma-
nejar sus propios simbolos 0 emplear solo algunos de los simbolos
normalizados para representar sus propios procesos o procedimien-
tos en forma de DdF.

En la construccion de un DdF se pueden emplear diversos simbolos,
cada uno de estos simbolos tiene una funcion distinta en el diagra-
ma. De esta manera se tiene un simbolo para iniciar o finalizar el pro-
ceso, otro para realizar una tarea concreta (por ejemplo, la resolucion
de una operacion matematica), también se tiene un simbolo para
tomar decisiones, otro de entrada o salida de datos, ver la tabla 1.2.
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Tabla 1.2. Algunos simbolos que se emplean para construir un DdF.

Simbolo Nombre Significado

Terminal Inicio o fin de un proceso

<> . Bifurcacién de toma de
Decision i wm w n
decision “si” o0 “no

Describe una actividad,

Operacion ) -
calculo u operacion

Representa la continuada del

Conector . . -
diagrama en una misma pagina

Indica el sentido del flujo

Linea de flujo
del proceso

Una manera adecuada de entender como se lleva a cabo la cons-
truccion de un DdF es a través de un ejemplo. En las situaciones de
la vida cotidiana frecuentemente nos encontramos realizando proce-
S0s, en la figura 1.6 se presenta el DAF del proceso de preparacion
de una taza de café para una persona. Los elementos del DdF se
encuentran numerados del (1) al (7), de esta manera la preparacion
de la taza de café inicia en (1), luego en (2) se pregunta si desea agre-
gar leche al café, sila persona responde que si, se realiza la tarea de
agregar leche mediante (3), si responde que no, se deja el café negro
mediante (4); una vez tomada esta decision, en (5) se le pregunta
nuevamente a la persona si el café lo desea con azlcar y, en caso
afirmativo, mediante (6) se le agrega azucar y finalmente en (7) se
sirve la taza de café y se da por terminado el proceso, pero en caso
contrario, la taza de café Unicamente se sirve sin azdcar mediante
(7). Es importante sefialar aqui que, en la construccion del DdF, es
necesario mantener la secuencia logica y ordenada de acciones.



Figura 1.6. Diagrama de flujo para preparar un café.

Preparar un
café (1)

(2) (4)

Dejar café
negro

Si

(3) +

Agregar
leche

1 (6)

Agregar
azucar

(7)
Servir taza
de café

El conjunto de pasos descritos anteriormente se le conoce como al-
goritmo, del cual se puede prescindir cuando se ha alcanzado cierta
experiencia, por ejemplo, en el caso descrito anteriormente, cuando
ya se conocen los gustos especificos de ingesta de café de la per-
sona. Sin embargo, siempre debemos tomarlo en cuenta cuando se
desea construir un DdF.

Como se ha mencionado anteriormente, en la construccion de un
DdF también pueden emplearse simbolos no estandarizados en ca-
S0S No ambiguos, es decir, en algunas situaciones conviene emplear
una simbologia simple y conocida por los sujetos implicados en el
estudio del proceso. Por ejemplo, el DdF de la figura 1.7 representa
el procedimiento de resolucion de la ecuacion cuadratica x*-5x+6=0. El
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procedimiento de resolucion inicia con la consideracion de tres datos
de entrada a=1, b=-5y c=6, ver la figura 1.7(i), los cuales son los co-
eficientes constantes de la ecuacion. Los datos se sustituyen en la
férmula general, figura 1.7(ii), y luego de realizar las operaciones se
obtienen dos soluciones x,=3y x,=2, figura 1.7(jii). En este diagrama
Unicamente se manejaron dos simbolos, el rectangulo ovalado para
indicar el inicio y fin del proceso v el rectangulo para representar las
diferentes operaciones del procedimiento de resolucion.

Figura 1.7. Diagrama de flujo que representa el procedimiento
de resolucion de una ecuacion cuadratica.

@ (ii)

a=1
b5 l—ply -bxVb2-dac| |, _-(-5)=V(-5)°-4(1)(6)| [, _5:V25-24
e 2a 2(1) 2
_6]. x. =2+1 ‘
X,=3 iq—X = 1
(i) i B 2 \x=5:1 et ST
iii 2 2
oIl
X, X2= 514 =S

Tanto el MC como el DdF son técnicas de representacion que han
sido empleadas en diferentes contextos, en el transcurso del tiempo
esto ha llevado a ciertas situaciones donde se ha requerido el uso
combinado de dichas técnicas. En la siguiente seccion se describe
una técnica de representacion nueva que resulta al combinar la téc-
nica del MC con el DdF, la cual también se ha empleado en el con-
texto de la ensenanza y el aprendizaje de las matematicas.

1.5 El mapa hibrido

El Hibrido de Mapa Conceptual y Diagrama de Flujo, o por brevedad,
Mapa Hibrido (MH por brevedad), es una técnica de representacion
que resulta al combinar el Mapa Conceptual con el Diagrama de
Flujo. Debido a que la resolucion de problemas matematicos implica
tanto una componente conceptual (conceptos, propiedades y argu-



mentos) como procedimental, es necesario (operaciones, técnicas
de calculo u algoritmos) resulta insuficiente representar esquema-
ticamente la resolucion del problema matematico solo mediante el
empleo del MC o solo mediante el DdF, mas bien lo que se requiere
es emplear una combinacion de ambas técnicas. En este sentido,
desde una perspectiva instrumental, el MH se convierte en la técnica
de representacion mas idénea para describir la actividad matematica
implicada en la resolucion de problemas matematicos, pues posee
caracteristicas tanto de MC como de DdF.

Es importante distinguir en este punto entre técnica y teoria del
MH. Al igual que la técnica del MC, que tiene su interpretacion
tedrica o sustento en el marco de la Teoria de Aprendizaje Signifi-
cativo (TAS) de Ausubel, el MH es una técnica que tiene sustento
tedrico desde una teoria proveniente del campo de la Matematica
Educativa, a saber, el Enfoque Ontosemiotico, EOS (Godino, Ba-
tanero y Font, 2007).

En este apartado uUnicamente se describira la técnica y se dejara
para el siguiente apartado la interpretacion tedrica del MH a la luz del
EOS. Es importante sefalar que el MH podria ser interpretado desde
otras teorias de la Matematica Educativa tales como la Socioepiste-
mologia, la Matematica Realista, la Teoria de Situaciones Didacticas,
entre otras, e inclusive desde la TAS, sin embargo, hasta el momento
en la literatura solo podemos encontrar articulos de investigacion
que se apoyan en la interpretacion ontosemioética del MH.

A continuacion, en las siguientes secciones se describen cuatro for-
mas de representacion de la técnica del MH, segun si este construye
de manera vertical, horizontal, de una o dos practicas.

1.5.1 El mapa hibrido vertical

Para ilustrar de qué manera el MH representa de manera esquema-
tica la resolucion de un problema matematico, considérese la resolu-
cion del problema que se ilustra en la figura 1.8. Se trata de un pro-
blema que se presenta en el bloque 3 del libro de Angeles, Guerrero
y Loyola (2013), que se aborda en tercer grado de secundaria, el cual
implica la resolucion de una ecuacion cuadratica.
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Figura 1.8. Problema de la alperca que implica la resolucién de una
ecuacion cuadratica. Fuente: (Angeles, Guerrero y Loyola, 2013, p.119)

II. Una alberca tiene fondo cuadrado y paredes de 2.5 m de altura. La suma de
las dreas del fondo y de las cuatro paredes es igual a 157.25 m?. Encuentren la
medida de sus lados.

250 m

En la figura 1.9 se presenta el MH vertical que describe el proceso
de resolucion de dicho problema. Si bien, hasta el momento no se
ha discutido el proceso de construccion del MH, el cual se aborda
en la seccion 2.4, sin embargo, se considera pertinente en este mo-
mento tener un primer acercamiento a la técnica del MH, asi como
aprender a leerlo.

La figura 1.9 muestra un MH de tipo epistémico, ya que proviene de
la resolucion del problema que se describe textualmente en la figura
1.8 por parte de un experto (el MH se nombra MH cognitivo cuan-
do se corresponde con la resolucion de un estudiante inexperto). El
mapa de la figura 1.9 se ha etiquetado para su lectura, asi se tiene
que la etiqueta “P” hace referencia al problema que se esta resol-
viendo y la numeracion del 1 al 47 se emplea para identificar a los
objetos que intervienen en la resolucion.

El MH muestra un proceso de tres practicas, A, By C, también lla-
madas etapas o fases, las cuales estan organizadas (se refiere al
orden en el que las practicas se realizan) y conectadas entre si, y
cuya realizacion consecutiva permite la resolucion del problema “P”.
Las practicas fueron colocadas de manera descendente, permitien-
do presentar el proceso de resolucion de manera vertical, iniciando
con la primera practica en la parte superior y finalizando con la Ultima
practica en la parte inferior.



Figura 1.9. Mapa Hibrido vertical que describe la resolucion del problema
de la alberca. Fuente: elaboracién propia mediante CmapTools.
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En la primera etapa “A” se lee y se interpreta la informacion del texto
que describe el problema “P”. De manera que los objetos 1 a 9 de
la primera etapa son en realidad el resultado de dicha interpretacion,
aunqgue parezcan un sefalamiento literal de lo que menciona el pro-
blema, mas bien son el resultado del procesamiento del texto que
describe el problema. Como resultado de la realizacion de la primera
etapa emergen o se obtienen como producto algunos objetos, por
ejemplo, en “A” emergen tres argumentos, el argumento “alberca




MH en la ensefianza de las matematicas

tiene fondo cuadrado, es decir, con forma de cuadrado”, ruta de
lectura 1-2-3; también emerge el argumento “alberca tiene paredes
de 2.5m de altura”, ruta 1-4-5-6, y el argumento “area del fondo y
de las paredes suman 157.25m?”, ruta 7-8-9. La consideracion de
estos argumentos es importante, pues permiten definir las acciones
a ser realizadas en las siguientes dos etapas.

En la segunda etapa “B” se determina la expresion algebraica del
area total, area de la base y de las paredes, de la alberca. La deter-
minacion del area se inicia “considerando la medida de un lado del
fondo cuadrado de la alberca como x”, ruta 10-11-12-13. Esto lleva
a advertir que el area del fondo de la alberca es el objeto 17, que el
area de una pared es el objeto 19, al considerar los objetos 13 y la
ruta 4-5-6, y que el area de las cuatro paredes de la alberca es el
objeto 22. Finalmente, tomando en cuenta 7-8-9 de la etapa “A” es
posible obtener la ruta 23-24-25-26 donde el objeto 26 puede ser
considerado como un objeto emergente de la etapa “B” ya que di-
cha expresion era desconocida apriori.

Por ultimo, en la tercera etapa “C” se lleva a cabo el procedimiento
de resolucion de la ecuacion cuadratica obtenida en la etapa “B” y
la posterior interpretacion de la solucion. El procedimiento inicia en
el objeto 30, a partir del cual se obtienen los datos de entrada “a”, “
b”y “c” en 31 los cuales se sustituyen en la férmula general 32 para
la resolucion de ecuaciones cuadraticas, posteriormente, realizando
los célculos se obtienen las dos soluciones de la ecuacion, objetos
39 y 45. Cada una de las soluciones es interpretada, por ejemplo,
la interpretacion de 45 se realiza a través del argumento 45-46-47,
mientras que el objeto 39 es validado a través del argumento 39-
40-41-42. Las interpretaciones de los resultados no emergen de la
nada, mas bien se apoyan de los sefalamientos realizados en las
etapas anteriores “A” y “B”, de manera que descartar el objeto 45
tienen que ver con el planteamiento 1-2-3 en la etapa “A” y su mate-

matizacion a través de 10-11-12-13y 14-18-19.

Se dice que las practicas o etapas del proceso de resolucion estan
conectados entre si, ya que los productos de cada etapa son em-
pleados como elementos o datos de entrada para la realizacion de
las siguientes etapas, es decir, las etapas se encuentran organizadas



y conectadas de manera légica. En este sentido, seria imposible eje-
cutar la etapa “C” si no se ha obtenido el producto 26 de la etapa “B”.

Por otro lado, también es posible observar que, de las tres etapas, la
etapa “A” es en mayor medida discursiva, pues se refiere a conceptos
y argumentos, la etapa “B” es parcialmente discursiva, ya que se defi-
ne la variable “x” y se determinan las areas del fondo y de las paredes
en términos de esta, mientras que la etapa “C” es mayormente ope-

rativa, pues esta centrada en la resolucion de la ecuacion cuadratica.

Cabe sefnalar en este punto que, contrario a los sefialamientos de la
ensefianza tradicional de que los problemas matematicos pueden
resolverse mediante la realizacion del proceso datos, férmula, susti-
tucion, operacion y resultado, el MH muestra que la etapa “A” tiene
que ver con una interpretacion del texto que describe el problema y
no de una mera extraccion de datos que deben ser sustituidos en
las formulas, de hecho, la interpretacion es tan crucial que permite
establecer el objeto 26 y dar significado a los objetos 39 y 45.

1.5.2 El mapa hibrido horizontal

Por otro lado, el MH también pueden ser construido de forma hori-
zontal. La presentacion de un mapa horizontal o vertical Unicamente
tiene que ver con la preferencia de espacio o de estética que tenga el
sujeto que construyd el mapa, la lectura e interpretacion del mapa no
son afectadas. Para ilustrar como es un MH horizontal, considérese
la resolucion del problema que se presenta en la figura 1.10.

Figura 1.10. Problema de dos trozos de cartulina que implica la resolucién
de un sistema de ecuaciones lineales. Fuente: (Riva Palacio, 2019, p.193).

Se tienen dos trozos de cartulina rectangulares con las dimensiones que se mues-
tran en las figuras. Si el perimetro de la primera es de 80 cm y el de la segunda es
de 100 cm, ¢cudnto miden la longitud y |3 anchura de cada una?

Rectangulo 1 Rectangulo 2

X X
L P=80cm P=100cm
X y

yy X X
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En lafigura 1.11 se presenta el Mapa Hibrido horizontal que describe
la resolucion del problema. Al igual que el mapa de la figura 1.9, se
han etiquetado los objetos que intervienen en la resolucion, sin em-
bargo, la numeracion de los objetos se reinicia en cada etapa. Cabe
senalar que, en lugar de algunas lineas conectoras, en este mapa se
empled el simbolo del conector del diagrama de flujo, letras “a”, “b”,
“c” y “d” dentro de dvalos punteados, para representar la conexion
entre algunos objetos del mapa. Lo anterior, con la finalidad de no
saturar el mapa con demasiadas lineas conectoras.

En la primera etapa se lee y se interpreta el texto y las imagenes de
los trozos de cartulina que describe el problema, de esta manera,
se sefala que “se tienen dos trozos de cartulina”, A1-A2-A3; los
perimetros de cada uno “rectangulo 1 con perimetro P=80cm”, A4-
A5-AB, y “rectangulo 2 con perimetro P=100cm”, A12-A13-A14; y
sus dimensiones, A9 y A11 para el rectangulo 1, y A17 y A19 para
el rectangulo 2.

En la etapa B se determinan las ecuaciones a partir de la definicion
de perimetro, B1-B2-B3-B4. La primera ecuacion, B7, expresa el
perimetro del primer rectangulo al considerar el largo A8-A9 y el an-
cho A10-A11, ver las conexiones “a” y “b”, la cual, mediante el pro-
cedimiento B8-B9-B10 permite obtener B11. La segunda ecuacion
se obtiene de igual manera, es decir, se expresa el perimetro del
segundo rectangulo B13 considerando el largo A16-A17 vy el an-
cho A18-A19, ver conectores “c” y “d”, y mediante el procedimiento
B14-B15-B16 se obtiene B17.

En la tercera y ultima etapa se resuelve el sistema de ecuaciones
C1-C2, restando a la ecuacion B17 la ecuacion B11 se obtiene C3
y luego el valor del ancho de ambos trozos de cartulina C4. Poste-
riormente, el valor del ancho C4 se sustituye en C5 vy, al realizar las
operaciones C6-C7-C8, se obtiene el valor de la segunda variable,
C9. Finalmente, se obtiene el largo de cada trozo rectangulo, C14
y C21, al sustituir los valores encontrados en las expresiones C12
y C19 respectivamente, ver conectores “a” y “c”, mientras que el
ancho de ambos trozos tiene el mismo valor, C16 y C23, ver los

conectores “b” y “d”.
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1.5.3 El mapa hibrido de una practica

Otra forma de representar el MH es a través de una practica. Esta
forma de representacion fue reportada en el trabajo de Moreno
(2017) donde se analiza la practica de resolucion de algunos proble-
mas de Calculo diferencial que lleva a cabo un docente de ingenieria.
Si bien, en el trabajo se aborda la resolucion de problemas de nivel
universitario, la aplicacion del MH en el nivel educativo basico tam-
bién resulta viable.

Para ilustrar esta forma de representacion se abordara la resolucion
del problema que se aborda en tercer grado de secundaria: Se deja
caer una pelota desde la parte alta de un edificio, si en el primer
segundo recorre 4.9 m, en el sequndo 19.6 y en tercero 44.1, ;qué
expresion algebraica permite calcular la distancia (d), en funcion del
tiempo (1)? y ¢cual es la distancia recorrida después de 7 segundos?

Se trata de una situacion problematica asociada a un fendbmeno de
la fisica, cuya resolucion implica una relacion entre dos conjuntos
de datos que guardan una relacion cuadratica, donde es posible
ademas establecer una expresion algebraica y calcular otros valores
desconocidos. En la figura 1.12 se presenta el MH de una practica
que representa la resolucion del problema fisico “P”. El mapa mues-
tra que se considera una pelota que se deja caer desde la parte mas
alta de un edificio, 1-2-3-4, también se toman en cuenta los datos
de distancia recorrida y tiempo, 5-6, expresadas en metros y segun-
dos,5-7-8 y 5-9-10 respectivamente.

Se argumenta que la relacion entre los datos de distancia recorrida
y el tiempo no es lineal, ver la ruta 11-12-13-14, es decir, no puede
expresarse en la forma 11-15 debido a que una vez que se encuen-
tra la constante de proporcionalidad, ver 15-16-17-18, la distancia
recorrida para t=2s no corresponde por lo reportado en la tabla,
19-20-21-22.
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Por otra parte, se argumenta que la relacion entre los datos si es
cuadrética, ver la ruta 23-24-25-26, es decir, es de la forma sefalada
en 23-27. La relacion cuadratica se valida a partir de tres argumen-
tos, mediante el primero se sefala como se obtiene el valor de la
constante en la relacion cuadratica, 28-29-30 y, mediante los otros
dos argumentos, 31-32-33-34 y 35-36-37-38, se calcula la distan-
cia recorrida para t=2s y t=3s encontrandose que los resultados se
corresponden con los indicados en la tabla.

Una vez que se verificd que la relacion entre los datos es cuadratica,
se procede a determinar la distancia recorrida siete segundos des-
pués de iniciado el movimiento, ver la Ultima ruta 40-41-...-45.

1.5.4 El mapa hibrido de dos practicas

El MH también se puede representar mediante dos practicas, una
practica que llamaremos discursiva, donde se hace referencia a los
conceptos, argumentos y propiedades matematicas vy, la segunda
practica, nombrada operativa, donde se realizan los calculos o las
operaciones matematicas.

Al igual que con las otras formas de representacion del mapa
descritas anteriormente, en un MH de dos practicas también son
importantes las conexiones entre las practicas. El mapa de dos
practicas podria ser de gran ayuda para la ensefianza de las mate-
maticas en el nivel basico, primaria y secundaria, donde los estu-
diantes usualmente, frente a la resolucion de determinado proble-
ma, solo dan importancia a la practica operativa y tienden a poner
atencion unicamente en los datos numeéricos, a la sustitucion de
estos en formulas y a la obtencién de un resultado inmediato, sin
embargo, mediante el uso del mapa de dos practicas es posible
resaltar la importanciay, al mismo tiempo, hacer explicita la relacion
entre 1o conceptual, la practica discursiva, y lo procedimental, la
practica operativa.

Para ilustrar el MH de dos practicas considérese la resolucion de
un problema que se aborda en segundo grado de secundaria: Un
tanque de almacenamiento de agua instalado en una comunidad
tiene forma de prisma rectangular y una capacidad de 8 000 litros,



su base mide 2.5 m por 2 m. (a) ;Qué altura tiene este tanque? y
(b) ¢ Qué cantidad de agua contendria si solo llegara el agua a una
altura de 75 cm?, cuya resolucion implica el calculo del volumen de
un prisma, asi como el analisis de las relaciones de variacion entre
diferentes medidas del prisma. En la figura 1.13 se presenta el MH
de dos practicas que describe la resolucion del problema.

En el mapa, la primera practica esta indicada por “A” y la segunda
por “B”. La primera practica unicamente considera aspectos con-
ceptuales y ninguna operacion matematica, y parte mediante el ar-
gumento “considera un tanque de almacenamiento de agua”, 1-2-3,
luego se sefala que el tanque tiene forma de prisma rectangular con
capacidad y base como lo indica el problema, ver las rutas 1-4-5-6
y 1-4-5-7.

Posteriormente, se indica la propiedad de que el volumen del prisma
puede calcularse mediante la férmula 10, donde el area de la base
y la altura del prisma estan expresadas mediante 11y 12 respecti-
vamente. También se argumenta acerca de la unidad de longitud y
volumen, asi como sus equivalencias con otras unidades mediante
13-14-15y 16-17-18.

La segunda préactica se inicia al convertir la capacidad del prisma
en litros a unidades de metros cubicos, 19-20-21-22-23. Posterior-
mente, se calcula la altura del tanque a partir del dato del area de la
base, 7-25, y del volumen en metros cubicos, 6-23-25, mediante la
ruta 25-26-27-28. Luego de esto, se determina la cantidad de agua
cuando el nivel de agua es de 75cm, para esto, primero se convier-
ten los 75cm a unidades de metros mediante 29-30-31-32-33 y por
ultimo se calcula la cantidad de agua al realizar la operacion 34-35-
36-37-38-39-40.

Hasta el momento Unicamente se ha descrito el MH, sus formas
de representacion (vertical, horizontal, de una y dos practicas) y
como leerlos, sin embargo, al igual que como sucede con el Mapa
Conceptual, es posible construir el MH con el desconocimiento
de la teoria que lo sustenta, pues solo basta con mirar un par de
ejemplos y de manera intuitiva empezar a hacer el bosquejo de
algun Mapa Hibrido.
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En las figuras 1.9y 1.11 se ha presentado al MH vertical y horizontal
Como una técnica que permite mostrar, de forma esquematica, la re-
solucion de problemas matematicos, sin embargo, aunque no se ha
discutido el sustento tedrico de dicha técnica, es posible advertir la
presencia de distintos objetos tales como conceptos, procedimien-
tos, argumentos, las etapas de resolucion, asi como también sus co-
nexiones. En relacion con esto ultimo, el MH muestra las conexiones
entre los objetos que intervienen en la resolucion del problema, es
decir, permite mirar como algunas etapas se apoyan en las etapas
previas y, por otro lado, como en cada etapa se obtiene un produc-
to, objeto resultante 0 emergente, el cual es empleado como dato
de entrada para la ejecucion de alguna de las siguientes etapas. Asi
mismo, en cada mapa también se logra observar la importancia de la
lectura y la interpretacion del texto que describe el problema, y esto
es porque permite establecer las acciones y también interpretar los
resultados obtenidos de las etapas subsecuentes.

La interpretacion del MH desde la Matematica educativa se discutira
en el siguiente apartado, veremos que dicha interpretacion consti-
tuye una herramienta fina, potente y de gran utilidad para el inves-
tigador en Matematica Educativa o para el docente interesado en
mejorar su practica docente o para analizar la comprension de sus
estudiantes a través de la resolucion de problemas.

1.5.5 El mapa hibrido grupal y descriptivo

Existen otras dos formas de construir un MH las cuales, a diferencia
de los cuatro tipos de MH descritos en las secciones previas, no
son representaciones literales de la actividad matematica que se
esta describiendo, sino que son representaciones aproximadas o
que delinean a grandes rasgos la actividad matematica. Estos dos
tipos de MH son el (i) MH grupal y el (i) MH descriptivo. Estas se
describen a continuacion.

En la clase de matematicas, en algunas ocasiones el profesor or-
ganiza a sus estudiantes en equipos con el propdsito de resolver
problemas matematicos a partir del trabajo colaborativo entre los
alumnos. En la resolucion del problema, los miembros de cada equi-
po reflexionan, discuten y argumentan defendiendo sus posturas o
ideas, lo cual finalmente les conduce a proponer de manera grupal
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la resolucion del problema abordado. En este contexto, el MH pue-
de ser empleado para representar la resolucion que fue propuesta
por cada equipo, es decir, se trata de un MH grupal que refleja los
acuerdos establecidos por el equipo. En este sentido, el MH grupal
no presenta en ningun momento la contribucion individual de cada
miembro del equipo sino que mas bien muestra el proceso de reso-
lucion del problema matematico que ha sido aprobado mediante el
consenso de los miembros del equipo.

Por otra parte, el MH descriptivo puede ser empleado para represen-
tar la produccion extensa de un sujeto al resolver un problema ma-
tematico. Es claro que en matematicas hay ocasiones donde el pro-
ceso de resolucion de un problema matematico es largo o extenso,
de manera que la elaboracion del MH correspondiente a dicha pro-
duccion conduciria a una representacion o esquema también igual de
extenso o grande, por lo que en la elaboracion del MH resulta conve-
niente simplificar dicho esquema ya sea al considerar Unicamente los
elementos mas relevantes o cruciales del proceso de resolucion, o
bien, al realizar una descripcion breve mediante el MH, y no literal de
la produccion, del proceso de resolucion del problema matematico.

1.6 Elaboracion del mapa hibrido

Crear la representacion grafica del MH, el cual relne caracteristicas
visuales tanto de los MC como de los DdF, requiere contar con pro-
gramas informaticos que proporcionen elementos representativos
de ambas técnicas. Hasta la publicacion de esta edicion no existe
una aplicacion que brinde de manera conjunta los elementos reque-
ridos por los MH para su representacion.

En la actualidad es posible encontrar diversas aplicaciones que in-
tentan brindar funcionalidades de representacion, organizacion de
elementos y visualizacion, algunas son de uso gratuito y otros de
paga, o son de libre uso bajo ciertas limitaciones en su funcionalidad.

En realidad, es posible construir un MH hasta con alguna de las apli-
caciones que brindan las suites de ofiméatica, sin embargo, se bus-
can aquellas que facilitan su creacion. El mejor escenario, €s con-



tar con una aplicacion dedicada a crear representaciones gréaficas
especificas para los MH, sin embargo, mientras esto no suceda, el
usuario debera buscar alternativas que se acerquen a las necesida-
des de representacion, lo cual implica contar con los elementos que
se muestran en la siguiente tabla 1.3.

Tabla 1.3. Elementos requeridos para la representacion gréafica de los MH

Elemento Descripcioén
| Texto | Este elemento es conocido también como forma.
______________ Generalmente, son cuadrados o con las esquinas
l Texto . | redondeadas. El tamafio puede ser ajustable al tex-

to que contenga. En este se anotan los conceptos.
Los bordes puedes continuos 0 punteados, con
un grosor y color personalizable de texto y fondo.
Estos elementos contienen varios puntos de vincu-
lacién con otros elementos a partir de conectores.

A\

L=
Conectores

Estos elementos son lineas que unen nodos. En los
extremos pueden colocarse terminacion en flecha
lo que definird alguna direccionalidad. Estas pue-
den ser sdlidas o punteadas, con un grosor o color
personalizable. Los extremos de estos conectores
se enlazan con los elementos nodo a través de los
puntos de vinculacion.

enlace

Palabras enlace

Se crean entre la union de dos elementos nodo a
través de los conectores y se colocan sobre la con-
tinuidad del conector. Son textos cortos que gene-
ralmente denotan proposiciones. Estos enlaces son
independientes de las caracteristicas de estilo de
los conectores (grosor, estilo, color, etc.)

O

Simbolos

Son formas geométricas a las cuales se les ha des-
tinado una funcidon particular (verifica la tabla de
simbolos de los DdF. Seccion 1.3). Estos elementos
graficos contienen las mismas caracteristicas que
los nodos en cuanto a su color de borde, relleno,
grosor y estilo de linea, asi como los puntos de vin-
culacion a través de conectores. Estos elementos
pueden contener texto en su interior.
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Los elementos graficos que permiten la representacion de los MH es
una de las partes esenciales. Sin embargo, otras son las funcionali-
dades que facilitan la organizacion, manipulacion, navegabilidad, fa-
cilidad y sencillez durante el trabajo a través de la aplicacion. Algunas
de estas funcionalidades son:

Organizacion automéatica en la distribucion de nodos o simbolos.

Escritura de simbolos y expresiones algebraicas

Asignacion manual en la posicion de los nodos o simbolos.

Exportacion a formatos graficos comunes y permisibles en in-

ternet como JPG, PNG, GIF o BMP.

Exportacion a formato PDF.

Redaccion de comentarios 0 notas sobre el mapa, con asigna-

cibn manual de posicion.

e Reacomodo automatico de conectores a partir de la reubica-
cion de los nodos o de los simbolos.

e Configuracion manual de los conectores a partir de la configu-

racion automatica de estos.

Contar con aplicaciones informaticas que estén concebidas para re-
presentar los MH a partir de las condiciones de los MC y DdF evitara
forzar las funcionalidades de las aplicaciones concebidas para otros
fines, mejorara y hara mas eficiente la edicion de estos enfocando
los esfuerzos en la propia representacion y no en los medios para su
realizacion. Por el momento es posible utilizar CmapTools que, aun
cuando ha sido creado para la representacion grafica del MC, po-
tencialmente tiene las caracteristicas de poder generar los MH. Otra
opcidn es, Cacoo que es una herramienta colaborativa basada en
Internet enfocada en representar distintos tipos de diagramas, entre
ellos MD y DdF, por lo tanto, también los MH. Sin embargo, es impor-
tante sefalar que estas aplicaciones presentan una debilidad impor-
tante en cuanto a la escritura de simbolos y expresiones algebraicas.

1.7 Consideraciones finales

En este capitulo se ha discutido el MH como técnica de representa-
cion, desprovista de cualquier interpretacion tedrica. Se trata de un
esguema plano que permite representar la resolucion de problemas



matematicos cuya elaboracion, de manera analoga al MC, también
resulta intuitiva, esto es, basta con mirar una o0 dos ocasiones cOmo
se elabora un MH para poder empezar a realizar los primeros esbozos.

Como es bien conocido, la resolucion de un problema matematico
implica poner en juego aspectos conceptuales y procedimentales,
por lo que el empleo del MC para estos casos resulta insuficiente, ya
que mediante esta técnica solo se puede dar cuenta de lo concep-
tual, pues deja fuera lo procedimental. Mas bien, 1o que se requiere
es de una técnica que permita representar la componente concep-
tual y procedimental de manera simultanea y combinada, por lo que
para representar la resolucion de problemas la técnica del MH resulta
ser la mas adecuada.

Por otra parte, el MH da cuenta de un aspecto muy relevante de la
actividad matematica, se trata de las conexiones entre los objetos
que intervienen en la resolucion del problema. A diferencia de otras
técnicas de representacion tales como el Mapa Mental o la V de
Gowin, el MH permite representar las conexiones entre los objetos
matematicos que intervienen en la resolucion del problema y asi mis-
mo permite al investigador o al profesor llevar a cabo un andlisis mas
fino de la comprension.

Es importante sefialar que el MH, independientemente de la forma
que este tenga (horizontal, vertical, de una o dos practicas, grupal o
descriptivo), puede ser elaborado por el o los sujetos implicados en
la resolucion del problema o bien por el investigador interesado en
indagar las concepciones o dificultades que tienen el o los alumnos
acerca de determinado contenido matematico.

En el siguiente apartado se describen algunos elementos del Enfo-
que Ontosemidtico, teoria proveniente del campo de la Matematica
Educativa, la cual ha sido empleada como marco tedrico interpre-
tativo de la técnica del MH en el contexto de la matematica escolar.
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1.8 Ejercicios

1.

Construye un MC para cada uno de los siguientes conceptos y
propiedades matematicas:

(@) Teorema de Pitagoras;

(b) Triangulo;

(¢) Numero real;

(d) Minimo comun multiplo

Construye un diagrama de flujo que permita determinar (a) el
mayor de dos numeros y el (b) mayor de tres nimeros.

Construye un MH vertical para describir la resolucion del pro-
blema: En una tienda departamental se realiza el 15% de des-
cuento en la compra de un videojuego que cuesta $1,200.00,
¢ Cuanto se tiene que pagar por el videojuego”?

Construye un MH horizontal para describir la resolucion del
problema: El automovil nuevo de Juan requiere de un cam-
bio de aceite de motor cada 7,500km y de neumaticos cada
50,000km. ¢ En cuantos kildmetros tendra que cambiar tanto el
aceite como los neumaticos”?
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2.1 Introduccion

En el capitulo anterior se abordo la técnica del MH y algunas formas
de representarlo. Partiendo de la distincion entre técnica y teoria,
en este capitulo se considera al MH como una técnica de repre-
sentacion gréfica interpretable desde alguna teoria, en particular, se
discutira el caso de la interpretacion del MH desde el Enfoque Onto-
semiodtico (EQS), la cual se enmarca como una teoria del campo de
la Matematica Educativa.

La interpretacion ontosemidtica del MH permite al investigador
(matematico educativo o didactica de las matematicas) o al pro-
fesor de matematicas indagar la actividad matematica de los es-
tudiantes, es decir, le permite conocer los objetos en los que el
alumno se apoya al resolver un problema matematico, lograr un
acercamiento a las dificultades y a los significados o concepcio-
nes matematicas de sus alumnos, también le permiten reflexionar
sobre su practica docente, disefar intervenciones en el aula, por
mencionar algunas aplicaciones.

En este capitulo, secciones 2.2 y 2.3, se describe la interpretacion del
MH a partir de algunos constructos del EOS, los cuales son emplea-
dos para describir la actividad matematica implicada en la resolucion
de problemas matematicos escolares, se trata de los constructos
de practica, sistema de practicas, objetos matematicos, procesos y
facetas. Cabe agregar que en las secciones 2.4 y 2.5 también se
describe una metodologia para la construccion del MH, la cual pue-
de considerarse como una consecuencia de la interpretacion del MH
desde el ECS.

Es importante sefalar en este punto que ademas de los construc-
tos ontosemiodticos sefalados anteriormente, el EOS considera otros
constructos tedricos para describir la practica de ensefanza de las
matematicas, sin embargo, la interpretacion del MH desde estos
otros constructos quedan fuera del alcance de esta obra.

E
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2.2 Algunos elementos teoricos del EOS

En el campo de la Matematica Educativa, el EOS es un marco te6-
rico que aun se encuentra en desarrollo, sin embargo, los avances
alcanzados hasta el momento son tales que ha sido posible estudiar
los diversos factores que condicionan los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas. El EOS plantea una ontologia de
los objetos matematicos que toma en cuenta el triple aspecto de
la actividad matematica, es decir, como actividad de resolucion de
problemas, como un constructo socialmente compartido, y como
lenguaje simbdlico y sistema conceptual ldgicamente organizado,
tomando en cuenta ademas la dimension cognitiva individual (Godi-
no, Batanero y Font, 2007).

En el contexto escolar es bien sabido que los conocimientos pura-
mente matematicos del profesor 0 conocimiento matematico disci-
plinar no son suficientes para lograr una ensefianza adecuada de los
contenidos de una asignatura y tampoco son suficientes para ayudar
alos alumnos en la construccion de sus conocimientos matematicos
y competencias. Con base en lo anterior, segun el EOS, ademas del
conocimiento matematico disciplinar, es necesario que el docente
también cuente con otro conocimiento al que se ha denominado co-
nocimiento didactico-matematico, €l cual se encuentra relacionado
con la ensefianza de las matematicas a través de las acciones que el
docente lleva a cabo en su intervencion el aula.

En el EOS se ha propuesto un modelo (Godino, Batanero, Font y
Giacomone, 2016) de dicho conocimiento el cual considera las si-
guientes seis facetas: (i) epistémica, relacionado con el conocimiento
de los distintos significados institucionales segun el contexto de uso,
asi como también de las practicas, objetos matematicos y procesos
que se ponen en juego para conformar cada uno de estos significa-
dos; (i) cognitiva, referente al conocimiento de como los estudiantes
aprenden, razonan y progresan en el aprendizaje; (iii) afectiva, sobre
los aspectos emocionales, actitudinales y creencias acerca del estu-
dio de la matematica escolar; (iv) instruccional, conocimiento sobre
la organizacion de tareas, resolucion de problemas de aprendizaje e
interacciones que ocurren en el aula; (v) mediacional, acerca de los
recursos de apoyo 0 materiales de los que dispone el profesor para



la ensenanza; (vi) ecoldgica, tiene que ver con el conocimiento de las
relaciones entre la matematica escolar y otras disciplinas.

Es importante sefalar que, en la practica docente, la facetas an-
teriores se relacionan entre si, de esta manera, dado un problema
matematico, el docente puede poner en juego los significados insti-
tucionales y resolver el problema utilizando ciertos procedimientos,
apoyandose en justificaciones y explicaciones (faceta epistémica), o
bien modificar la practica de resolucion adaptandola a los conoci-
mientos de los alumnos (facetas instruccional y cognitiva), (Godino,
Batanero, Font y Giacomone, 2016).

Por otro lado, cabe sefalar que la técnica del MH puede ser em-
pleada para representar esquematicamente a los elementos de la
faceta epistémica, es decir, para representar el sistema de practicas,
objetos matematicos, procesos y facetas implicadas en la resolucion
de un problema matematico. Por otro lado, como se ha mencio-
nado en el capitulo anterior, el MH también puede ser empleado
para representar elementos de la faceta instruccional, esto es, para
representar el diseno, las interacciones que se pueden establecer
en el aula, la organizacion de etapas de un proceso de instruccion,
las tareas y el uso de recursos materiales que se consideran en un
proceso de instruccion, sin embargo, este aspecto queda fuera del
alcance de esta obra.

A continuacion, en las siguientes subsecciones, se describen Unica-
mente los elementos de la faceta epistémica, los cuales seran em-
pleados para interpretar el MH que representa la actividad matemati-
ca implicada en la resolucion de un problema matematico.

2.2.1 Practica y sistema de practicas

Desde la perspectiva del EOS, cuando un sujeto, estudiante inex-
perto o profesor experto, resuelve un problema matematico “P”
este no resuelve el problema como tal, sino que lo descompone o
desmenuza en subproblemas “p,, p,,...,p,” los cuales resuelve a su
vez mediante la realizacion de practicas correspondientes “I, L,,...,l,
” las cuales se coordinan y se conectan entre si configurando un
sistema de practicas “A” el cual permite al sujeto la resolucion del
problema mayor “P”.

E
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En el EOS, la practica “A” es entendida como todo lo que hace el
sujeto para resolver el subproblema p,”, es decir, la practica se mate-
rializa a través de lo que el sujeto escribe sobre el papel, 1o que dice,
lo que sefala, lo que gesticula, la manera en que relaciona y actua
sobre los objetos matematicos implicados en la resolucion del pro-
blema. Cada una de las practicas realizadas tienen un sentido o signi-
ficado parcial para el sujeto que resuelve el problema, de este modo,
la coordinacion y conexion de dichas practicas, llamado sistema de
practicas, lleva al sujeto a resolver el problema mayor o inicial aborda-
do. En este sentido, el sistema de practicas da cuenta del significado
global que el sujeto asigna a la resolucion del problema mayor.

Para ilustrar los constructos anteriores, considérese la resolucion del
problema “Al atardecer, un arbol proyecta una sombra de 2,5 metros
de longitud. Si la distancia desde la parte mas alta del arbol al extre-
mo mas alejado de la sombra es de 4 metros, ver la figura 2.1” que
se plantea en la pagina web de Llopis, Costa, Gémez y Calvo (2010).

Figura 2.1. Representacion pictorica del arbol y la sombra que proyec-
ta. Fuente: (Llopis, Costa, Gdmez y Calvo, 2010).

2,5m

La resolucion del problema del arbol por parte de Llopis, Costa, Go-
mez y Calvo (2010a) puede considerarse como la materializacion de
un sistema de dos practicas claramente diferenciables, las cuales se
han nombrado como “A” y “B”, ver la figura 2.2.



Figura 2.2. Resolucion del problema de la altura del arbol.
Fuente: (Llopis, Costa, Gomez y Calvo, 2010a).

Ver solucién
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Mediante la primera practica A el sujeto reconoce los conceptos
no matematicos tales como arbol, sombra del arbol, extremo de la
sombray, a partir de la disposicion espacial de dichos objetos, logra
visualizar un triangulo rectangulo para luego representar las longitu-
des de los lados del triangulo mediante los simbolos “b”, “a” y “h”.
Posteriormente, mediante la segunda préactica B los autores, al con-
figurar un triangulo rectangulo, considera el teorema de Pitagoras y
lo particularizan mediante los simbolos “b=2,5m”, “a” y “h=4m” para
luego despejar @’ y asi calcular el valor de “a”, por ultimo, los autores
significan el valor de “a” como la altura del arbol.
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Si bien, en las lineas anteriores se indicd que la resolucion del
problema del arbol implicaba llevar a cabo dos practicas, sin em-
bargo, esto es un hecho meramente descriptivo, ya que también
se podria argumentar que la resolucion del problema también
puede llevarse a cabo mediante cuatro practicas, es decir, que
dicho sefalamiento va a depender de lo que el investigador quie-
re mostrar a sus interlocutores acerca de la actividad matematica
del sujeto investigado.

En este sentido, la resolucion del problema mediante cuatro practi-
cas puede ser descrito de la siguiente manera: mediante la primera
practica “a” se reconocen los conceptos, la disposicion espacial de
los objetos materiales y se simboliza; luego, con la practica “B”, se
representa el triangulo visualizado; posteriormente mediante la prac-
tica “y”, se realiza el procedimiento de despeje y se obtiene el valor
solicitado; y finalmente, mediante la practica “6” se le atribuye un
significado al valor calculado; ver la figura 2.2. La descripcion de la
actividad matematica mediante dos o0 mas practicas podria ser Util
para el docente, segun si este desea revisar o estudiar alguna prac-
tica especifica con sus estudiantes.

Las practicas pueden clasificarse en discursivas u operativas, ma-
yormente discursivas 0 mayormente operativas, segun la accion
predominante en ellas, asi, en el caso de la figura 2.2 la practica A
es de tipo discursiva, pues esta centrada en lo conceptual y lo ar-
gumentativo, mientras que la practica B es operativa 0 mayormente
operativa, debido a que la accion esta centrada en un procedimiento
matematico de calculo del valor de “a” y solo al final es que se hace
mencion de un argumento para validar el resultado. Asi mismo, es
posible también asignar un nombre a las practicas, sin embargo, el
nombre debe ser tal que sea representativo de la accion realizada
en la practica.

Hasta el momento se ha hablado sobre las préacticas y el sistema
de practicas que estas configuran para la resolucion del problema
matematico, sin embargo, es importante sefalar que en el sistema
de practicas el sujeto pone en juego un conjunto de objetos ma-
tematicos. La tipologia de objetos matematicos se describe en la
siguiente subseccion.



2.2.2 Objetos matematicos primarios y emergentes

Se ha mencionado anteriormente que en la resolucion de un proble-
ma matematico “p” el sujeto lleva a cabo un sistema de practicas.
En el sistema de practicas participa un conjunto de objetos mate-
maticos los cuales pueden clasificarse en alguna de las siguientes
seis categorias:

i)  Situacion-problema. Se trata de un objeto de dos componen-
tes, la situacion o contexto y el problema que se plantea con
base en dicha situacion. Las situaciones se enuncian frecuen-
temente de manera textual acompanadas de algun esquema o
representacion pictorica y pueden ser intra-matematicas, cuan-
do se trata de una situacion netamente matematica, por ejem-
plo, las situaciones geométricas 0 numéricas. La situaciones,
también pueden ser extra-matematicas, en el caso de que se
haga referencia a una situacion fuera de las matematicas, por
ejemplo, contextos cotidianos o inventados.

Por otra parte, la segunda componente, el problema, resulta
de la problematizacion realizada sobre la situacion planteada, a
través del cual se solicita o se plantea el requerimiento de cal-
cular el valor de alguna variable o constante desconocida, re-
presentar graficamente alguna relacion entre variables, obtener
alguna ecuacion que describa cierto fendbmeno, por mencionar
algunos problemas.

A partir del EOS se considera que una situacion extra-mate-
matica también puede ser un contexto de las ciencias como la
fisica, la quimica o la biologia donde puede estar implicada la
actividad matematica, sin embargo, en este libro los contextos
de las ciencias no se consideraran como situaciones extra-ma-
tematicas, esto debido a que los objetos matematicos difieren
de los objetos de las ciencias en el sentido de su ontologia y
epistemologia, por lo que seria ingenuo considerar una situa-
cion de las ciencias como una situacion extra-matematica. En
otras palabras, dado que las situaciones-problema desencade-
nan la actividad matematica y, en el caso de una situacion pro-
blematizada de las ciencias, tbmese el caso de una situacion
problematizada de la fisica, el sistema de practicas que se lleva
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a cabo es propio de la fisica, pues la fisica tiene sus propias
formas de acceder al conocimiento, asi como también validarlo
a través de la actividad experimental y la reproducibildiad en el
laboratorio, las cuales son muy distintas a las practicas que se
llevan a cabo en la matematica.

Lenguaje. Se refiere a las palabras, simbolos («, B, x, y, en-
tre otros), expresiones algebraicas (2x+y=5, ax*+bx+c=0, por
senalar algunas), registros numérico y grafico, asi como otras
formas de representacion que el sujeto emplea como medio de
comunicacion y de produccion de conocimiento matematico.

Conceptos. Se enuncian a través de definiciones, por ejem-
plo, el concepto de angulo esta definido como aquella parte
del plano determinada por dos semirrectas nombradas lados
y que parten de un mismo punto llamado vértice del angulo,
otros conceptos son los de punto, recta, circunferencia, por
mencionar algunos.

Cabe sefalar que los conceptos pueden ser matematicos o no
matematicos, estos Ultimos dependen del contexto extra-ma-
tematico y tienen que ver generalmente con objetos materiales,
por ejemplo, en la situacion problematizada de la figura 2.1,
aparecen los conceptos no matematicos de arbol y sombra.

Argumentos. Son enunciados que se emplean para sustentar,
justificar y validar los procedimientos o las practicas realizadas.
Por ejemplo, para el problema “El padre de Ana tiene 5 afios
menos que su madre y la mitad de la edad de la madre es 23,
¢ Qué edad tiene el padre de Ana?”, que se ilustra en la figura
2.3, en la solucion que proponen Llopis, Costa, Gomez y Calvo
(2010b) se enuncian argumentos con diferente sentido.

Mediante el argumento “x=edad de la madre de Ana” se sus-
tenta que el sistema de practicas que se va a realizar en seguida
se apoyara en el uso del simbolo “x”; mediante los argumentos
“LLa mitad de la edad de la madre es 23” se justifica la escritura
de la expresion algebraica “5 = 23", también ocurre lo mismo
con el argumento “la edad de la madre es ...46” que permite



justificar la escritura de la expresion “x=23-2=46"; y mediante el
argumento “El padre de Ana tiene 5 afios menos que su madre”
es posible validar o apoyar la tesis de que “el padre tiene 46-
5=41 anos”.

Figura 2.3. Resolucion del problema de la altura del arbol.
Fuente: (Llopis, Costa, Gémez y Calvo, 2010b).

El padre de Ana tiene 5 afios menos que su madre y la mitad de la edad de la madre es 23.
¢Qué edad tiene el padre de Ana?

Solucién

X = edad de la madre de Ana

La mitad de la edad de la madre es 23, por tanto,
T

5=23

La edad de la madre es
r=23-2=46

El padre de Ana tiene 5 afios menos que su madre, es decir, el padre tiene 46 - 5 = 41
anos.

v) Propiedades. Son enunciados acerca de los conceptos mate-
maticos, por ejemplo, en relacion con el concepto de triangulo
rectangulo se puede hacer referencia a la propiedad nombrada
como el teorema de Pitagoras, también, en relacion con el con-
cepto de triangulo, se puede enunciar una propiedad mediante
la proposicion de que la suma de los angulos internos de un
triangulo rectangulo es igual a 180°.

Conviene sefalar en este punto que las propiedades matema-
ticas pueden ser representadas a través de proposiciones, pu-
diendo asi relacionar varios conceptos, por ejemplo, la proposi-
cion “Dado un triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud
de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las
longitudes de los catetos” relaciona los conceptos de triangulo
rectangulo, cuadrado de la longitud, longitud, hipotenusa, igual,
suma de los cuadrados y catetos. Pero también dicha propie-
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dad puede ser representada de manera algebraica mediante

“c?’=a’*+b*", donde “¢”, “a” y “b” son las longitudes de la hipote-
nusa y de los catetos respectivamente.

Procedimientos. Son las técnicas de calculo, las operaciones
matematicas o los algoritmos empleados en la resolucion del
problema. Como se ha sefalado en el capitulo 1, seccion 1.3,
los procedimientos pueden representarse mediante Diagramas
de Flujo (DdF), pues estos permiten describir procedimientos y
procesos donde a partir de ciertos datos de entrada se realizan
operaciones matematicas sobre esos datos para obtener pos-
teriormente otros datos de salida. Sin embargo, en la resolu-
cion de problemas matematicos los procedimientos realizados
siempre van acompanados de una componente discursiva, la
cual permite sustentar, justificar y validar las operaciones o cal-
culos realizados a lo largo del procedimiento.

Es importante destacar que en la ensefianza tradicional de la
matematica frecuentemente se da importancia unicamente al
procedimiento, lo cual trae como consecuencia que los estu-
diantes, frente a la tarea de resolver un problema, solo pon-
gan atencion en los datos que les proporciona el problema
y luego busquen sustituirlos en alguna férmula y asi obtener
inmediatamente el resultado deseado. Esto ultimo es sefala-
do en la literatura como operativismo ciego, el cual es descrito
como una practica procedimental de resolucion de problemas
donde el resolutor accede y emplea formulas memorizadas
prescindiendo de la interaccion entre el dominio conceptual y
procedimental (Escudero y Moreira, 1999).

Los seis objetos matematicos anteriores intervienen en cada
una de las practicas que configuran el sistema de practicas,
sin embargo, en una practica especifica no todos los objetos
sefalados participan. Por ejemplo, hay practicas que pue-
den ser catalogadas en mayor medida como interpretativas,
en estas no aparece o esta ausente el objeto, procedimien-
to y, en las préacticas que son en mayor medida operativas,
aparecen algunos o ninguno de los objetos, conceptos, ar-
gumentos y propiedades.



En el sistema de préacticas implicado en la resolucion de un
problema matematico, en cada una de las practicas, siempre
emergen nuevos objetos matematicos, los cuales nuevamente
pueden ubicarse en alguna de las seis categorias menciona-
das. Algunos de estos objetos emergentes son empleados en
las siguientes practicas para su realizacion.

Cabe senalar que la emergencia de estos nuevos objetos da
cuenta, por un lado, de la produccion de conocimiento mate-
matico, pues se trata de objetos que a priori no eran conoci-
dos por el sujeto que resuelve el problema y que resultan de
la realizacion de la practica. Por otro lado, dado que algunos
de los objetos matematicos emergentes en cierta practica son
empleados en otras practicas, se da cuenta también de la na-
turaleza relacional de la matematica.

Por otra parte, como se ha sefialado con anterioridad, a lo largo
de la resolucion del problema matematico el sujeto se apoya en
los objetos matematicos primarios, los cuales son empleados
en algunas de sus facetas o perspectivas. La manera en la que
el sujeto pasa de una perspectiva a otra del objeto matematico
se describe en la siguiente subseccion.

2.2.3 Los procesos y facetas de los objetos matematicos

En la resolucidén de un problema matematico el sujeto lleva a cabo
procesos cognitivos. Los procesos actuan sobre los objetos mate-
maticos en la forma “entrada>proceso>producto”, es decir, la entra-
da es un objeto matematico que se encuentra en una primera faceta
y, a través del proceso, dicho objeto es llevado o visto desde otra
de sus facetas, entendido al objeto en esta segunda faceta como
el producto del proceso. A continuacion, se describen los procesos
cognitivos y facetas de los objetos matematicos.

i)

Idealizacion/Materializacion. Mediante el proceso de idealiza-
cion un objeto matematico que se encuentra en una faceta o0s-
tensiva (observable publicamente) es llevado a una faceta no
ostensiva (desmaterializada o pensada por el sujeto).
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En la clase de matematicas hay muchos ejemplos de la rea-
lizacion del proceso de idealizacion, por ejemplo, cuando un
profesor dibuja sobre el pizarrdn una linea e indica a sus alum-
NOS que se trata de una recta, el docente motiva el proceso de
idealizacion en sus alumnos, los cuales consideran o piensan
en dicho trazo como una recta. El dibujo, aunque sea solo un
segmento parcialmente recto y dibujado a mano alzada y sin
regla, es la faceta ostensiva del concepto abstracto o pensado
“recta”. El proceso de idealizacion también se realiza en el caso
de las expresiones algebraicas, por ejemplo, cuando un sujeto
observa escrita la expresion f{x)=3x*-4x-2, el sujeto desmateria-
liza la expresion y piensa en una funcion cuadratica.

Por otro lado, el proceso inverso de la idealizacion es el de
materializacion, el cual va de un objeto que se encuentra en su
faceta no ostensiva o pensada a una faceta ostensiva u obser-
vable, por ejemplo, cuando un sujeto piensa en la expresion
algebraica de una circunferencia con centro en el punto (1,-3)
y radio r=3 y luego mediante el proceso de materializacion es-
cribe sobre el papel o el pizarrén la ecuacion (x-1)*+(y+3)*=9.

Otro ejemplo del proceso de materializacion puede observarse
en la resolucion de un problema matematico, mediante la pro-
duccion escrita del sujeto, lo que dice en voz alta o lo que gesti-
cula el sujeto al resolver el problema, sin embargo, es importan-
te sefialar que no todo objeto matematico pensado por el sujeto
es materializado al realizar el sistema de practicas. En relacion
con esto Ultimo, en el contexto de la investigacion que se realiza
en matematica educativa, frecuentemente el investigador, al in-
dagar las concepciones de los estudiantes, ademas de plantear
la resolucion de algun problema matematico de interés, también
realiza algunas preguntas a los alumnos para lograr tener una
idea 0 un acercamiento a las concepciones que los sujetos tie-
nen acerca de los objetos matematicos que no fueron materiali-
zados durante el proceso de resolucion del problema.

Particularizacion/Generalizacion. El proceso de particulari-
zacion permite al sujeto ir de un objeto general, objeto que
se encuentra en una faceta intensiva, al objeto en su forma



particular, objeto en faceta extensiva. Por ejemplo, el docente
lleva a cabo el proceso de particularizacion cuando en la cla-
se de matematicas escribe en el pizarron la expresion general
y=mx+b, la cual es la expresion de la recta en faceta intensiva
y, posteriormente, al continuar con su discurso, el docente es-
cribe la expresion particular y=2x-4, que es la faceta extensiva
de la expresion de la recta.

Otros ejemplos de la realizacion del proceso de particulari-
zacion son la particularizacion de la formula que describe el
procedimiento de la suma de fracciones 4.<-«¢< g cual fre-
cuentemente es sugerida a los estudiantes para resolver pro-
blemas como el de la suma 2+{=2371-105- 13- también se tiene la
particularizacion de la propredad matematica del Teorema de
Pitagoras a*+b*=c? para calcular, por ejemplo, la longitud de la
hipotenusa “c¢” de un triangulo rectangulo que tiene catetos a=3
y b=4 es decir, ’=3’+4’=9+16=25, por lo que la hipotenusa
tiene longitud c=V25=5.

Por otro lado, el proceso de generalizacion es el proceso in-
verso al de particularizacion y va de un objeto particular, faceta
extensiva, al objeto en su forma general, faceta intensiva, por
ejemplo, en la clase de mateméaticas algunas veces se parte de
eiemplos particulares de multiplicacion x*x=x°, x>x’=x’, objetos
en faceta extensiva, para luego pasar al caso general x*-xb=x4*?,
objeto en faceta intensiva.

Un ejemplo muy famoso de la realizacion del proceso de ge-
neralizacion es el de la obtencion de la formula que permite
calcular la suma de los nUmeros naturales consecutivos, por
ejemplo, se parte calculando la suma de los primeros dos nu-
meros 1+2=3; luego la suma de los primeros tres numeros
1+2+3=06; posteriormente la suma de los primeros cuatro nu-
meros 1+2+3+4=10; y, mediante el proceso de generalizacion,
es posible escribir la suma de “n” numeros naturales conse-
cutivos mediante la expresion Sn—1+2+3+---+n. Por ultimo, ya
en la faceta intensiva o contexto general de la suma, es po-
sible deducir la famosa férmula Snzw para calcular la suma
de “n” nUmeros naturales consecutivos, es decir, se trata de la
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resolucion de un problema que requiere de la realizacion de un
procedimiento que se apoya en objetos que se encuentran en
la faceta intensiva.

La obtencion de la férmula requiere sumar S, dos veces en or-
den inverso, es decir:
14243+ +(n-1)+n=S,
n+(n-1)+-+3+2+1=5
(n+1)+H(n+1)+-+(n+1)=2S

Como se sumaron “n” términos, el resultado de la suma puede
escribirse como n(n+1)=2S , y al despejar se obtiene § = 5.

En general, en la realizacion del sistema de practicas implicado en
la resolucion de algun problema matematico, los conceptos, las
propiedades vy los procedimientos matematicos pueden presen-
tarse particularizados o bien, segun el problema, generalizados.

Representacion/Significacion. Estos procesos relacionan las
facetas expresion (significante) y contenido (significado) de los
objetos matematicos. Mediante el proceso de representacion
un objeto matematico, objeto contenido, es puesto en corres-
pondencia con otro objeto, objeto expresion. Por ejemplo, en el
contexto de la geometria analitica, la perpendicularidad de una
recta con pendiente m, respecto a otra recta con pendiente m,
puede ser expresado mediante m *m,=-1, en este caso, la per-
pendicularidad es un objeto matematico de la categoria propie-
dad que tiene el rol de contenido o significado de la expresion
algebraica m - m,=-1 que es un objeto de la categoria lenguaje.

El proceso de significacion, inverso del proceso de representa-
cion, permite al sujeto atribuir un contenido o significado a un
objeto expresion. Por ejemplo, cuando se observa la expresion
y=x+2 y se le tribuye el significado de una recta con inclinacion
de 45° respecto a la horizontal que corta el eje ordenado en 2.

Una manera de entender el significado en el EOS es a través del
constructo funcion semidtica. Se le llama funcion semidtica en
analogia con el concepto de funcién matematica “y=f{x)” don-
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de “x” (dominio) es considerado como el significado e “y” (con-
tradominio) como el significante, de esta manera, el constructo
funcion semidtica puede emplearse en lugar de los procesos de
representacion/significacion.

Cabe sefalar que en la resolucion de un problema matematico
se establece una trama de funciones de semibticas, esto es,
se establecen diversas relaciones de significacion entre los di-
ferentes objetos matematicos, por ejemplo, un objeto de tipo
lenguaje, un simbolo, puede relacionarse semidticamente con
un objeto de tipo argumento.

Reificacion/Descomposicion. El proceso de reificacion permite
ir de una perspectiva sistémica del objeto a una perspectiva
unitaria, mientras que el proceso inverso, el proceso de des-
composicion, va del objeto unitario a la perspectiva sistémica.
Por ejemplo, el concepto de nimero (objeto unitario) es cons-
truido a partir de un proceso de reificacion a lo largo de distin-
tos niveles educativos y se inicia en un primer momento con el
estudio de los numeros naturales, posteriormente los nimeros
enteros, luego le sigue el estudio de los numeros racionales,
posteriormente los irracionales vy, en el Ultimo grado de educa-
cion bésica, los numeros reales.

Como ejemplo del proceso de descomposicion se tiene el
concepto de funcion, el cual puede descomponerse para su
ensefnanza en funciones algebraicas y trascendentes, las pri-
meras descompuestas a su vez en polindmicas, racionales y a
trozos, mientras que las segundas en exponenciales, logarit-
micas y trigonomeétricas.

Personalizacion/Institucionalizacion. El proceso de personali-
zacion permite obtener un objeto matematico desde una pers-
pectiva personal, individual o cognitiva, mientras que el proce-
so de institucionalizacion lleva a obtener un objeto desde una
perspectiva institucional o epistémica, la cual es acorde con la
perspectiva o postura de una comunidad. Por ejemplo, cuando
un profesor ensefna el contenido de la elipse lo hace desde una
perspectiva institucional, impartiendo un conocimiento valido
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matematicamente y tomando en cuenta los aprendizajes espe-
rados segun el marco curricular, mientras que lo que el alumno
logré comprender o el conocimiento que logré construir de di-
cho contenido se trata de la perspectiva personal.

En la siguiente seccion se describe la interpretacion ontose-
midtica del Mapa Hibrido y por ultimo se presentan los pasos a
seguir en la construccion de dichos mapas.

2.3 La interpretacion ontosemiotica
del mapa hibrido

Desde la perspectiva del EOS el MH puede ser interpretado como
una representacion grafica del sistema de practicas implicado en la
resolucion de un problema matematico. Una manera de ilustrar la
interpretacion del MH desde el EOS puede realizarse a través del
siguiente ejemplo. Considérese el siguiente problema contextualiza-
do que implica la resolucion de un sistema de ecuaciones 2x2: “Ana
tiene el triple de edad que su hijo de Jaime. Dentro de 15 arios, la
edad de ana sera el doble que la de su hijo. ;Cuantos arfios mas que
Jaime tiene su madre?” (Llopis, Costa, Gomez y Calvo, 2010c¢), el
cual se muestra resuelto en la figura 2.4.

De acuerdo con el EOS, la resolucion del problema implica la
realizacion de un sistema de tres practicas diferenciadas, la
primera, que nombraremos matematizacion, la segunda, de
resolucion vy, la tercera, que llamaremos interpretacion, ver la
primera columna de la tabla 2.1. Es importante senalar que los
nombres asignados a las practicas son considerados como
representativos de la actividad realizada.

En la primera columna de la tabla 2.1 se muestran las practi-
cas con las cuales se describira el proceso de resolucion del
problema. Por otra parte, la segunda columna presentan los



objetos matematicos que es posible observar en cada una de
las practicas y, en la tercera columna, se describen ejemplos
de estas categorias.

Figura 2.4. Resolucién del problema contextualizado que implica

la resolucion de un sistema de ecuaciones (Llopis, Costa, Gémez
y Calvo, 2010c).

Solucién

a=edad de Ana

j=edad de Jaime

La edad de Ana es el triple que la de Jaime:

a=3f

Dentro de 15 afios, la edad de Ana sera el doble que la de Jaime:
(a+15)=2(j+15)

Tenemos el sistema

{ a=3j { a=3j
a+15=2(j +15) a+15=2j+30

Resolvemos por substitucion
a=3j
a+15=2j+30 -» 3j+15=2j+30 -
- j=30-15=15 - a=3-15=45

Ana tiene 45 afios y su hijo Jaime 15, por tanto, Ana tiene 30 afios méas que su hijo.

Por ejemplo, en la primera practica de Matematizacion se
observa que estan implicados los objetos Conceptos, Argu-
mentos y Propiedades. En la categoria del objeto Conceptos
es posible identificar “Ana”, “Jaime”, “edad”, “anos”, “doble”
y “triple”, de los cuales algunos conceptos son matematicos
y otros no matematicos, pero que al conectarse mediante
palabras enlace forman argumentos, por ejemplo, el argu-
mento “Edad de Ana” esta formado por el concepto “Edad”
y el concepto “Ana”.

N
0
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Del mismo modo en el que dos conceptos se relacionan en-
tre si para dar lugar a una proposicion con cierto significado,
también los argumentos se relacionan con otros objetos ma-
tematicos dando lugar a nuevos significados, esto mediante
el establecimiento de funciones semidticas. Por ejemplo, se
observa una funcion semidtica de tipo argumentativa, en otras
palabras, se observa la realizacion de un proceso de significa-
cion en el sehalamiento “a=edad de Ana” categorizado en el
objeto Argumentos, esto debido a que el simbolo “a” catego-
rizado en el objeto “Lenguaje” adopta el rol de significante al
relacionarse con el argumento “edad de Ana” pensado como
el significado, por lo que en las siguientes practicas cuando se
emplee el simbolo “a” se estara entendiendo que se trata de la
“‘edad de Ana”. También se realiza el mismo proceso entre el

simbolo “” y el argumento “edad de Jaime”.

En el objeto Propiedades, también de la primera practica, en-
contramos evidencia de la realizacion del proceso de significa-
cion cuando los autores atribuyen el contenido o significado
“La edad de Ana es el triple que la edad de Jaime” al signi-
ficante objeto lenguaje “a=3j", es decir, también se observa
una relacion semidtica de tipo argumentativa entre Lenguaje
y Propiedades, o mismo sucede con la segunda propiedad
“Dentro de 15 anos, la edad de Ana sera el doble que la de
Jaime” a la cual se le vincula con la expresion (a+15)=2(j+15)
como significante. Por ultimo, cabe sefalar que esta practica
puede ser catalogada como una practica interpretativa, debido
a la ausencia del objeto matematico procedimiento.

De acuerdo con el EOS, cada vez que se lleva a cabo una
practica emergen nuevos objetos matematicos, de este modo
a partir de los conceptos, argumentos, propiedades y de la
realizacion de los procesos de significacion fue posible obte-
ner como emergentes dos expresiones algebraicas “a=3;" y
“(a+15)=2(j+15)".



Tabla 2.1. Practicas y Objetos matematicos en la resolucion
del problema que implica un sistema de ecuaciones 2x2.

Practica Objeto Descripcion
matematico del Objeto matematico
Conceptos | Ana, Jaime, edad, anos, doble, triple
Argumentos a=edad de Ana
9 Jj=edad de Jaime
Matematizacion )
—La edad de Ana es el triple que la
edad de Jaime a=3;j
Propiedades | —Dentro de 15 afnos, la edad de
ana sera el doble que la de Jaime
(a+15)=2(j+15)
Conceptos | Sistema, resolvemos, sustitucion
—Tenemos el sistema
Argumentos L
—Resolvemos por sustitucion
Resolucion a=3j N a=3j
a+15=2(j+15) a+15=2j+30
a=3j
Procedimiento | a+15=2j+30
3j+15=2j+30
j=30-15=15
a=3-15=45
Conceptos | Ana, afios, hijo, Jaime
Interoretacion —Ana tiene 45 aros
P —Y su hijo Jaime 15
Argumentos | —Por tanto, Ana tiene 30 anos mas
que su hijo.

En la segunda practica, de Resolucion, intervienen los objetos Con-
ceptos, Argumentos y Procedimiento. Los objetos emergentes de
la primera practica son consideramos como casos particulares del
concepto general “sistema de ecuaciones”, lo cual permite argu-
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mentar en la segunda practica que se requiere resolver dicho sis-
tema mediante el método de sustitucion, desencadenando de este
modo la realizacion del objeto procedimiento mediante el método
de sustitucion. La realizacion del procedimiento permite a su vez la
emergencia de otros objetos matematicos nuevos, “j=15"y “a=45",
los valores solicitados en el problema.

Por Ultimo, en la tercera practica, de Interpretacion, los autores,
apoyados en los conceptos y en el proceso de significacion de los
argumentos realizados en la primera préactica (a=edad de Ana y
j=edad de Jaime), atribuyen significados a los objetos emergentes
de la segunda préctica previa. Esto les permite argumentar que
“Ana tiene 45 anos”, “Y su hijo Jaime 15” y plantear la tesis “Ana
tiene 30 anos mas que su hijo”, lo cual resuelve el problema, ver
la tabla 2.1.

La tabla 2.1 presenta el sistema de practicas y los objetos matema-
ticos implicados en la resolucion del problema que implica la resolu-
cion de un sistema de ecuaciones 2x2, sin embargo, es importante
sefalar que dicho sistema de practicas también puede ser represen-
tado mediante la técnica del MH, ver el MH horizontal de la figura 2.5.

Como puede verse en la figura 2.5, la representacion del sistema de
practicas mediante el MH tiene otras ventajas, por ejemplo, el MH al
ser un esguema de la resolucion del problema, permite identificar de
un vistazo las practicas y los objetos que intervienen en cada una de
ellas, asi como también las conexiones entre los objetos de las dis-
tintas practicas, lo cual no es posible realizar mediante el empleo de
la tabla o al considerar la produccion de los sujetos que resolvieron
el problema ilustrado en la figura 2.4.

La practica de Materializacion y sus objetos matematicos correspon-
dientes que se muestran la tabla 2.1 estan etiquetados en el MH de
la figura 2.5 mediante el simbolo “A” y las rutas de lecturas 1-2-3,
4-5-6, 7-8-9-10-11 y 12-13-...-16-17. La practica de Resolucion y
Sus objetos estan etiquetados en el mapa mediante “B” y las rutas
18-19-20, 21-22 y 23-24-25-26-27, y también la practica de Inter-
pretacion esta etiquetada en el mapa mediante el simbolo “C” y las
rutas de lectura 28-29-30-31 y 32-33-34.



Figura 2.5. Mapa Hibrido correspondiente a la resolucién
del problema de edades.
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(a+15)=2(j+15)

esto es

El mapa también permite advertir conexiones al interior de una mis-
ma practica y entre las practicas, mediante la primera, en la practica
“A” se tienen las conexiones 1-11y 4-11, en B se tiene 23-27 y en
C se tiene 29-33 y 31-33. Mediante la segunda, entre la practica A
y B se tienen las conexiones 11-19y 17-19, y entre las practicas B
y C se tienen 26-31 y 27-29. Se trata, pues, de tres practicas A, By
C que no estan aisladas sino que estan coordinadas, pues existe un
orden para la realizacion de estas, y también conectadas, ya que los
objetos emergentes son empleados en las practicas subsecuentes,
configurando asi el sistema de practicas que permite la resolucion
del problema. Cabe sefnalar que algunas de las conexiones sefna-
ladas anteriormente no son senaladas explicitamente por el sujeto
que resuelve el problema, figura 2.4, ni en la tabla 2.1 de practicas y
objetos, sino que dichas conexiones son advertidas por el docente
o investigador que construye el MH y resultan al analizar la actividad
matematica implicada en la resolucion del problema.
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Una mirada rapida al MH también permite observar los objetos emer-
gentes en cada una de las précticas, asi en la practica A emergen 11
y 17, en la practica B los objetos 26 y 27, y en la practica C emerge
el argumento 28-29-30-31.

Por ultimo, en el MH también es posible advertir la realizacion de al-
gunos procesos cognitivos, por ejemplo, el proceso de significacion
se lleva a cabo en la practica A cuando al simbolo en 1 se le atribuye
como significado la ruta 2-3 y al simbolo en 4 se le atribuye como
significado la ruta 5-6, también se realiza el proceso de representa-
cion pues el argumento 12-13-14-15-16 es representado de manera
algebraica mediante 17. Por otra parte, en la practica B se lleva a
cabo el proceso de algoritmizacion mediante 23-24-25-26-27, y en la
practica C se lleva a cabo el proceso de rectificacion en el que a partir
de los argumentos 28-29 y 30-31 se construye el argumento mayor
32-33-34.

El andlisis desde el EOS de un MH que describe la resolucion de
un problema matematico permite, antes que nada, tener un acerca-
miento objetivo a la actividad matematica del sujeto que resolvio el
problema, en este sentido, se trata, pues, de un andlisis grafico que
se apoya en los elementos tedricos del EOS y no desde las creen-
cias del investigador o del docente.

Segun el EQS, el sistema de précticas, los objetos matematicos y
los procesos pueden ser vistos desde la faceta personal/institucio-
nal, de esta manera un MH puede ser personal o institucional segun
si este corresponde a la produccion de un estudiante o al de un
experto respectivamente. La comparacion de un MH personal con
uno institucional, que describen la resolucion de un mismo problema
matematico, permite al investigador explorar las diferencias o seme-
janzas entre ambos, esto es, permite conocer cudles son los signi-
ficados personales que el estudiante pone en juego a partir de las
practicas, 10s conceptos y sus conexiones, en relacion con aquellos
puestos juego por el experto.



2.4 Procedimiento para la construccion
de mapas hibridos

El MH puede ser construido a partir de un conjunto de pasos que
se apoyan en los sefialamientos del EOS acerca de la actividad ma-
tematica implicada en la resolucion de un problema matematico por
parte de un estudiante, un grupo de estudiantes, un profesor o el
autor de un libro de texto. El procedimiento para construir el MH, co-
rrespondiente a la resolucion de un problema matematico, consiste
de dos etapas, la primera, la obtencion y tratamiento de la produc-
cibn matematica vy, la segunda, la construccion del MH. Estas se
describen a continuacion.

Etapa 1. Obtencion y tratamiento de la produccion matematica

Desde la perspectiva del EOS, cuando un sujeto resuelve un pro-
blema matematico, este lleva a cabo un sistema de practicas
donde participan objetos matematicos y procesos. Las practicas
son entendidas aqui como todo lo que hace el sujeto para resol-
ver el problema, de manera que la produccion oral y escrita da
cuenta de la realizacion de dicho sistema de practicas. Por lo
tanto, en la elaboracion del MH se requiere de una primera etapa
en la cual se debe obtener la produccioén y realizar un tratamiento
de esta, de tal manera que sea posible la construccion del MH de
una manera mas organizada. Los pasos de esta primera etapa
son los siguientes:

;) Obtener la produccion oral y escrita del sujeto que resuelve el
problema. Para obtener la produccion oral y escrita es necesa-
rio que el sujeto que resuelve el problema explique en voz alta
la resolucion del problema al mismo tiempo que escribe sus
acciones sobre el papel. En otras palabras, no es suficiente
tener solamente la produccion escrita sobre el papel, pues con-
siderar solo la produccion escrita implicaria prescindir de otros
objetos matematicos que también intervienen en la actividad
matematica, los cuales posiblemente fueron pensados pero no
materializados verbalmente o bien fueron enunciados verbal-
mente pero no se tuvo registro alguno.
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La produccion oral y escrita puede obtenerse al grabar el audio
del discurso oral y guardando el registro del discurso escrito o
lo que el sujeto escribe sobre el papel, también se puede em-
plear una pluma electrénica, del inglés Smartpen, que permite
generar un archivo de video del registro sincronizado de audio
y escritura para su reproduccion en la computadora. El registro
de la produccion oral y escrito de un sujeto al resolver un pro-
blema matematico también puede realizarse mediante el empleo
de plataformas de comunicacion, por ejemplo Microsoft Teams
0 Zoom, para la realizacion de videoconferencias, solo basta con
enviarle el problema al sujeto, solicitarle que o resuelva y lo expli-
que en voz alta al mismo tiempo que se graba la videollamada.

Dado que en la resolucion del problema algunos objetos mate-
maticos son pensados por el sujeto no son materializados, ni
de forma escrita ni oral, algunas veces es necesario que el in-
vestigador plantee algunas preguntas al sujeto investigado para
poder indagar acerca de estos objetos puestos en juego.

Transcribir la produccion oral. Se realiza la transcripcion del dis-
curso oral del sujeto que resuelve el problema; algunas veces es
necesario modificar la transcripcion original al eliminar palabras
0 argumentos repetitivos 0 innecesarios, al simplificar la trans-
cripcion cuando esta sea muy larga o al reemplazar algunas pa-
labras por otras equivalentes. En todas las anteriores se debe
mantener la idea original del proceso de resolucion del problema.

Relacionar la produccion escrita con la transcripcion de la produc-
cion oral. Se requiere vincular la transcripcion con la produccion
escrita, indicando los momentos donde el discurso oral fue emi-
tido por el sujeto para apoyar la produccion escrita. Para esto se
puede presentar la transcripcion junto a la produccion oral y em-
pleando flechas para indicar donde fue enunciada la transcripcion
verbalmente, o bien, en la transcripcion emplear nimeros los cua-
les deben aparecer en la produccion escrita a modo de indices.

Diferenciar las practicas que intervienen en la resolucion del
problema. Habiendo representado la produccion escrita vincu-
lada con la transcripcion de la produccion oral, lo que sigue es



identificar las practicas o etapas del proceso de resolucion y
luego nombrar cada una de acuerdo a la actividad principal que
en esta se realiza.

En algunas practicas se lee y se interpreta el problema plantea-
do y muchas veces el que resuelve el problema parafrasea el
texto que describe el problema, agregando uno que otro ele-
mento nuevo, sin embargo, dicha repeticion no hace mas que
mostrar el procesamiento de la informacion y los datos, es por
eso que a este tipo de practica se le conoce como practica de
interpretacion. Otras practicas son parcial o totalmente operati-
vas, en las cuales se lleva a cabo un procedimiento matematico
apoyado de algunos argumentos o bien se lleva a cabo total-
mente un procedimiento matematico, respectivamente.

Una vez que se tiene la transcripcion de la produccion oral y escrita
del sujeto al resolver el problema matematico, esta puede ser em-
pleada para construir el MH. Esto es, la produccion es la materia
prima para la construccion del MH. A continuacion se describen los
pasos para la construccion del MH.

Etapa 2. Construccion del mapa hibrido
v) Elegir y emplear algun programa informatico (software) para la
construccion del MH. No existe un software especializado para
la construccion del MH, sin embargo, es posible utilizar algun
programa de acceso gratuito o de paga para la construccion
del MH, en particular, en esta obra, para ilustrar la construccion
del MH utilzaremos el programa gratuito CmapTools.

El software CmapTools esta especializado en la construccion de
mapas conceptuales, desde esta logica, es posible encontrar
ventajas y desventajas de este programa para la construccion
del MH, y, aunque contenga un menu de férmulas matemati-
cas, esto no muchas veces resulta suficiente en la construc-
cion del MH donde se requiere una escritura mas sofisticada
de expresiones matematicas. Sin embargo, es posible valerse
de algunos trucos tales como agrupar dos objetos superpues-
tos, uno con texto y otro solo con expresion algebraica, pues
CmapTools no permite la escritura combinada de texto con ex-
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presiones algebracias; eliminar palabras enlace para conectar
objetos de dos practicas diferentes, entre otros.

Escribir la situacion-problema. Una vez elegido el software, la
construccion del MH inicia al escribir en la parte superior del
mapa el texto que describe la situacion-problema. La situacion
puede entenderse como el contexto y el problema generalmen-
te se plantea a través de una o mas preguntas acerca del con-
texto que se esta problematizando. La situacion-problema se
equipara al tema o pregunta focal que se escribe al principio de
un mapa conceptual.

Escribir las practicas en la parte inferior de la situacion-proble-
ma. En el caso del MH de dos 0 mas practicas, las practicas
pueden quedar conectadas a través de palabras enlace o sim-
plemente presentandolas como etapas de un proceso. Los
nombres de las practicas tienen que ser tales que expresen la
actividad principal realizada en estas y quedan definidas cuan-
do se realiza el paso (iv).

viii) En la transcripcion, identificar los objetos matematicos que in-

tervienen en cada practica y escribirlos en el MH debajo de
cada una. Los conceptos se expresan mediante palabras, sim-
bolos o representaciones pictdricas y pueden ser tanto de tipo
matematico como no matematico, esto ultimo se refiere a obje-
tos mencionados en el contexto (edificios, automaviles, arboles,
antenas, por mencionar algunos). Los argumentos se escriben
como cadenas de conceptos conectados mediante palabras
enlace y se identifican por que justifican las acciones realizadas
en las practicas o validan los resultados obtenidos. Las propie-
dades algunas veces pueden representarse en el mapa como
cadenas de conceptos, sin embargo, la mayoria de las veces
se expresan mediante alguna expresion algebraica o férmula.

Analizar el mapa generado y realizar conexiones. Las conexio-
nes se realizan sin el empleo de palabras enlace entre los ob-
jetos matematicos que aparecen en distintas practicas. Estas
conexiones dan cuenta de las relaciones implicitas entre los ob-
jetos de las distintas practicas que el sujeto establece al resolver



el problema. Las conexiones son representadas por el sujeto
que construye el mapa, ya que la mayoria de las veces no son
sefaladas explicitamente por el que resolvié el problema.

x) Interpretar el MH mediante el EOS. Se emplean los construc-
tos de practicas, sistema de practicas, objetos matematicos,
funciones semidticas, asi como algunos procesos cognitivos
y facetas para describir la actividad matematica representada
mediante el mapa hibrido.

En el procedimiento descrito anteriormente, el Ultimo paso es op-
cional, pues el MH puede construirse aun con el desconocimiento
del EOS mediante la realizacion de los pasos que van del (i) a (ix),
mientras que la realizacion del paso (x) se deja para aquel profesor
o investigador que, apoyado explicitamente en los constructos del
EOS, desea indagar las concepciones que tienen los estudiantes
acerca de determinado concepto o propiedad matematica, o bien
para mejorar su practica de ensefianza.

Es importante senalar que los pasos (i) a (ix) en el procedimiento
anterior tienen sustento en los sefalamientos del EOS respecto a la
actividad matematica que realiza el sujeto al resolver cierto problema
matematico, esto es, de acuerdo con el EOS, el sujeto al resolver el
problema T lo desmenuza en subproblemas T, T,,..., T, los cuales
a su vez son resueltos mediante la realizacion y coordinacion de las
practicas correspondientes p,, p,,...,p,., pasos (iv), (vi) y (vii). La or-
ganizacion y conexion entre las practicas configura lo que en el EOS
se conoce como sistema de practicas, el cual permite resolver el
problema inicial “P”, pasos (i), (ii), (iii) y, en dicho sistema de practicas
interviene un conjunto de objetos matematicos interconectados, pa-
sos (viii) y (ix) los cuales pueden ser clasificados en las categorias de
lenguaje, conceptos, propiedades, procedimientos y argumentos. El
paso (v), relacionado con el uso del software, solo indica la herra-
mienta computacional con la cual se construira el MH.

Para ilustrar como se construye un MH mediante los pasos anterio-
res, en la siguiente seccion se abordara la construccion de un MH
para el caso de la resolucion de un problema que implica el conteni-
do matemaéatico de sistema de ecuaciones de nivel secundaria.




MH en la ensefianza de las matematicas

2.5 Gonstruccion de un mapa hibrido

Para ilustrar la construccion de un MH mediante el procedimiento
de la seccion anterior, en este apartado se considera la produccion
obtenida a partir de un video que presenta la resolucion de un pro-
blema matematico de algebra que implica el contenido de sistemas
de ecuaciones lineales 2x2, a saber, “En un taller hay 110 vehiculos
entre coches y motos. Si sus ruedas suman 360. ¢cuantos coches
y motos hay?” (AcademiaJAF, 2018). A continuacion, se describen
los pasos (i) a (ix) del procedimiento de construccion del MH, en este
caso, un MH de tipo horizontal.

i) Obtener la produccién oral y escrita del sujeto que resuelve
el problema. Se obtuvo la produccion oral y escrita a partir de
un video que explica la resolucion de un problema matematico.
En el video, el autor escribe en una pantalla la resolucion del
problema, al mismo tiempo que realiza una explicacion en voz
alta de su resolucion. La produccion escrita se presenta en la
figura 2.6.

Figura 2.6. Produccién escrita del problema de los coches y motos
(academiaJAF, 2018).

En un taller hay 110 vehiculos entre coches y motos. Si sus
ruedas suman 360, ;cuantos coches y motos hay?
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ii) Transcribir la produccién oral. A partir del video (AcademiaJAF,
2018) se realizd la transcripcion de la produccion oral. Cabe
senalar que una vez realizada la transcripcion, se eliminaron al-
gunos argumentos repetitivos, asi como senalamientos que no
aportan a la resolucion de problema. La transcripcion editada
se presenta en la siguiente tabla 2.2.

Tabla 2.2. Practicas y transcripcién de la produccion oral.

Practica

Transcripcion del discurso oral e indices

Tenemos que transformar este lenguaje numérico y
de letras en un lenguaje algebraico, con expresiones
algebraicas, buscando igualdades.

Podemos llamar “x” a la incognita coches y motos a
la incdgnita “y”.

(T1)

(T2) por lo que 4 ruedas por el nimero de coches “x” mas

Pues dice que hay 110 vehiculos, entre coches y motos,
lo que significa que si sumo los coches que son “x”
mas las motos que son “y” tenemos 110 unidades.

Y dice que hay 360 ruedas.

Tomemos en cuenta que los coches tienen 4 ruedas
y las motos 2,

2 ruedas por el numero de motos “y” es igual a 360
ruedas.

Tenemos el sistema de ecuaciones que permitira re-
solver este problema.

(T3) Y ya podemos sustituir el valor de “x” en esta ecuacion

(T4) Por lo tanto, esto es igual a 4 por 110 es 440 menos 4

(T5) De donde pasamos el término que no lleva incégnita y

(T6)

-4y mds 2y es -2y, 360 menos 440 es -80,

Vamos a resolver por el método de sustitucion, des-
pejamos lo que vale “x”. “x” es igual a 110 menos “y”.

de aqui, 4 por “x”, 4 por lo que vale “x” que es 110 me-
nos “y”, pues tenemos que 4 por 110 menos “y” mas
2y lo demas es exactamente igual, igual a 360.

por “y” mas 2y igual a 360.

tenemos -4y y +2y por aqui igual a 360 menos 440.
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(T7) Por lo que despejando “y” da -80 dividido entre -2,
esto y esto se pone positivo, -80 entre -2 es igual a 40,
por lo que hay 40 motos “y” igual a 40.
Una vez que sabemos “y” podemos despejar en esta
ecuacion y hallar el nimero de coches, hallar lo que
vale “x”,

(T8) por lo que “x” es igual a 110 menos “y”, 110 menos
40, por lo que es igual a 70, por lo que 70 coches y
40 motos.

D “x”y la “y” por lo que vale cada uno de ellos y compro-

(T9) Para comprobarlo nos vamos aqui y sustituimos, la

bamos efectivamente que 70 mas 40 es igual a 110.

Si bien, la transcripcion de la produccion oral es extensa, sin embar-
go, en la construccion del MH se consideraran Unicamente aquellos
objetos mas relevantes en la resolucion, esto es, se trata de un MH
de tipo descriptivo, ver seccion 1.4.5.

fif)

Relacionar la produccion escrita con la transcripcion de la
produccién oral. La relacion entre los elementos de la produc-
cion escrita, figura 2.6, y los elementos de la produccion oral se
llevd a cabo mediante el empleo de etiquetas numeradas, T1,
T2,...,T7 y T8, esto es, las etiquetas se muestran tanto en la
segunda columna de la tabla 2.2 como en la figura 2.6, de esta
manera al mirar la produccion escrita en la figura 6 también es
posible advertir en la transcripcion del discurso oral qué fue lo
que el autor senald en voz alta a lo largo del proceso de resolu-
cion del problema.

Diferenciar las practicas que intervienen en la resolucion del
problema. A partir de la transcripcion del discurso oral y la pro-
duccion escrita es posible advertir cuatro practicas, ver la pri-
mera columna de la tabla 2.2. Se trata de la practica “A” donde
se realiza la lectura e interpretacion del problema, la practica
“B” donde se obtiene el sistema de ecuaciones, la practica “C”
que permite resolver el problema mediante el método de susti-
tucion y la practica D empleada para comprobar que las solu-
ciones encontradas fueron correctas.



v-vi-vij) Software, situacion, problema y practicas. En la cons-
truccion del MH se empled el software CmapTools y, me-
diante dicho software, se escribid la situacion-problema
y también los nombres representativos de las practicas
que fueron identificadas en el paso anterior. La figura 2.7
muestra cuél debe ser el avance del MH hasta el paso (vii).

Figura 2.7. Primer avance del MH hasta el paso (vii) del procedimiento
de construccion. Fuente: elaboracion propia

En un taller hay 110 vehiculos entre coches y motos. Si sus ruedas suman 360. P
écudntos coches y motos hay?

|
e resuelve mediante
4 précticas
A/ C D‘\‘
Leer e interpretarla | oo Obtener el sistema : Resolver sl swemd y por Comprobar
situacién-problema de ecuaciones P e e on ditimo > las soluciones

En el primer avance del MH, se etiquetaron con “P” la situacion-pro-
blema y mediante “A”, “B”, “C” y “D” las practicas, ver también la
primera columna de la tabla 2.2.

viii) Identificar los objetos matematicos de las practicas y es-
cribirlos en el MH. En la tabla 2.2, en la primera columna se
muestran las practicas vy, en la segunda columna, la transcrip-
cion correspondiente del discurso oral en cada préactica. En la
transcripcion, los objetos matematicos fueron escritos en negri-
tas para identificarlos.

Los objetos matematicos identificados en la tabla 2.2 y sus
representaciones simbdlicas correspondientes en la figura 2.6
se representan debajo de cada practica indicada en el primer
avance del MH, figura 2.7. Las etiquetas T1, T2,..., T8 y T9 son
utiles en la construccion del mapa, pues nos permitiran escribir
en el segundo avance del MH lo sefialado tanto en el discurso
oral como en el escrito. Con base en lo anterior, el segundo
avance del MH hasta el paso (ix) se ilustra en la figura 2.8.

De acuerdo con la transcripcion en la tabla 2.2, la practica A
tiene que ver con la lectura e interpretacion del problema “Tene-
mos que transformar este lenguaje numérico y de letras en un




MH en la ensefianza de las matematicas

lenguaje algebraico, con expresiones algebraicas, buscando
igualdades. Podemos llamar “x” a la incognita coches y mo-
tos a laincognita “y” 7y esta representado en el mapa median-
te las rutas de lectura 1-2-3-4-5-6 y 7-8-9-10. Cabe sefalar
gue no hay elementos simbdlicos correspondientes para esta

practica en la produccion escrita de la figura 2.6.

De acuerdo con la tabla 2.2 el primer parrafo de la transcrip-
cion del discurso oral de la practica B, a saber, “Pues dice que
hay 110 vehiculos, entre coches y motos, o que significa que
si sumo los coches que son “x” mas las motos que son “y”
tenemos 110 unidades. Y dice que hay 360 ruedas. Tome-
mos en cuenta que los coches tienen 4 ruedas y las motos
2,” esta representado en el MH mediante las rutas de lectura
11-12-13-14; 15-16-17-18-19-20, donde el objeto 20 provie-
ne de la produccion escrita, T1 en la figura 2.6; el objeto 21 y
la ruta 22-23-24.

Mientras que el segundo parrafo de la transcripcion del discur-
so oral de la préactica B “por lo que 4 ruedas por el numero de
coches “x” mas 2 ruedas por el numero de motos “y” es igual
a 360 ruedas. Tenemos el sistema de ecuaciones que permi-
tira resolver este problema” esta representado por las rutas
25-26-27-28-29, donde el objeto 29 proviene de la T2 en la

produccion escrita de la figura 2.6, y la ruta 30-31-32.

Se deja al lector la verificacion de que la transcripcion de las
practicas C y D vy las expresiones algebraicas indicadas me-
diante T3, T4, ...,T8 y T9, en la produccion escrita de la figura
2.6, se encuentran representadas en las rutas de lecturas res-
tantes del mapa de la figura 2.8., objetos numerados del 33 al
61 en la practica C y del 62 al 69 en la practica D.
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ix) Analizar el mapa y realizar conexiones. Una vez que se han re-

presentado las practicas y los objetos que intervienen en cada
una de ellas, el ultimo paso en la construccion del MH consiste
en analizar la representacion e identificar las conexiones entre
los objetos. En la figura 2.9 las conexiones se representan me-
diante lineas que terminan en flecha, lineas continuas o seg-
mentadas, pero sin palabras enlace, y también mediante co-
nectores, uno de los simbolos empleados en los diagramas de
flujo para dar continuidad al diagrama en una misma pagina, ver
el objeto “conector” en la tabla 1.2. A continuacion se presenta
la version final del MH.

Las conexiones entre los objetos del MH pueden ocurrir al inte-
rior de una misma practica o entre objetos de diferente practica.
Como ejemplos del primer tipo de conexion se tienen las cone-
xiones 12-20, 17-26 y 19-28 en la practica B y las conexiones
37-41 y 46-57 en la practica C y, como ejemplos del segundo
tipo de conexion se tienen, la conexion entre el objeto 7 de la
practica A, A7, y el objeto 20 de la practica B, B20, mediante
el conector “B” y denotada como A7-B20; la conexion A10-B20
mediante el conector “a”; asi como también las conexiones A7-
B29, A7-C59, A7-D65 mediante el conector “B” y las conexio-
nes A10-B29, A10-C46 y A10-D66 mediante el conector “a”.
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2.6 Ejercicios

1.

Elabora una tabla de Préacticas y Objetos matematicos (tabla
2.1) para describir la resolucion de cada uno de los siguientes
problemas:

(@) Juan gasta la cuarta parte del dinero que lleva en la compra
de un pantalén y luego dos quintos del resto en una mochi-
la. Si aun tiene $127, ;Cuanto dinero tenia antes de realizar
las compras?

(b) Trabajando juntos, dos albafiles tardan en construir una
barda en 14 horas. ;,Cuanto tiempo tardaran en hacerlo por
separado si uno es el doble de rapido que el otro?

Emplea el procedimiento para la construccion de mapas hibri-
dos (seccion 2.4) para construir los MH correspondientes a la
resolucion de los siguientes problemas:

(@) Enun congelador hay el doble de paletas de mango que de
limon y el triple de coco que de mango y de limon juntos.
En total hay 312 paletas. Determina cuantas paletas hay de
cada sabor.

(b) Patricia mide 12cm mas que Sonia y la altura promedio de
ambas amigas es 160cm. ;Cuanto mide Sonia?



— Gapitulo B

—EL MAPA HIiBRIDO
EN LA ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS






3.1 Introduccion

En este capitulo se describen algunas aplicaciones del MH en la
practica docente del profesor de matematicas. En estas aplicaciones
solo se requiere conocimiento de la técnica del MH, sin embargo, es
importante sefialar que seria de mas provecho si en la implementa-
cion también se tuviese conocimiento del sustento tedrico.

En este apartado, se describe al MH como una ayuda visual que
le permite al docente reflexionar sobre aquellos aspectos que debe
ser considerados antes de abordar la resolucion de un problema
matematico en el aula. También se presenta al MH como material
didactico, como un instrumento para promover el aprendizaje, y se
describen algunas maneras en las que el MH podria implementarse
en clase. Finalmente, se discuten algunas sugerencias que podrian
ser consideradas por aquel profesor o investigador interesado en
trabajar con sus alumnos al MH como material didactico.

3.2 El mapa hibrido como objeto de reflexion
de la practica docente

En la ensenanza de las matematicas, el MH también puede ser em-
pleado como objeto de reflexion de la practica docente, es decir,
como una ayuda para el docente para pensar en torno a las prac-
ticas de resolucion de los problemas matematicos que aborda con
sus alumnos en €l aula.

En la clase de matematicas se resuelven problemas, por lo tanto, es
necesario que el docente cuente con herramientas para reflexionar
acerca de la actividad matematica que desarrolla en el aula, permi-
tiéndole alejarse de una practica improvisada de resolucion de pro-
blemas. En este sentido, se propone al MH como una ayuda gréafica
para el docente, que le permitira planificar la actividad matematica
antes, durante y al finalizar de su intervencion en el aula.

La construccion de un MH, que representa de manera esquemati-
ca la resolucion de un problema matematico, demanda al docente
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pensar, en un primer momento, y para si mismo, sobre las practicas,
los objetos matemaéticos y los procesos cognitivos que intervienen
en la resolucion del problema. En otras palabras, el MH lleva al do-
cente a reflexionar acerca de su propio conocimiento matematico y
sobre como hace uso de este para resolver el problema, se trata,
pues, de un momento en el que el docente investiga el conocimiento
relacionado con el problema, se asegura de que la resolucion pro-
puesta sea correcta e, indaga, si es el caso, sobre las distintas for-
mas de resolucion, para elegir aquella forma mas util para lograr los
objetivos de aprendizaje.

Posteriormente, en un segundo momento y con la finalidad de lo-
grar que el MH sea accesible para sus alumnos, se requiere que el
docente piense en como organizar los objetos, como conectarlos
y presentarlos en el MH de tal manera que pueda ser legible y en-
tendido por sus estudiantes (Hernandez, Duenas, Baez y Moreno,
2020). Se trata pues de un momento en el que el docente se pone
en el lugar del alumno y modifica el MH con la intencion de presen-
tarle una representacion mas clara y sencilla del proceso de resolu-
cion del problema.

El paso por estos dos momentos llevan al docente a repensar el pro-
ceso de ensefianza por el que conduce a sus alumnos, ya que le per-
miten tomar en cuenta los conocimientos matematicos previos de sus
alumnos, los cuales son requeridos para poder comprender como
se resuelven los problemas; a pensar en los objetos matematicos
emergentes, que se refiere al conocimiento que se produce durante
la resolucion del problema; a reflexionar sobre los posibles obstaculos
epistemoldgicos, en el sentido de Bachelard en 1987, es decir, en las
“dificultades psicolégicas que no permiten una correcta apropiacion
del conocimiento objetivo. .. entendidas como construcciones previas
de explicacion personal, alternativa y, por sobre todo, funcional” (Mar-
zabal, Merino y Rocha, 2014, p. 73); asi como en los significados que
se deben poner en juego durante el proceso de resolucion.

Cuando el docente aborda la resolucion de un problema matematico
en el aula, el docente se puede apoyar en la reflexion que llevod a cabo
en la construccion del MH para monitorear el proceso de resolucion
que llevan a cabo los estudiantes. La comparacion entre el MH ela-



borado por el docente y la produccion de sus estudiantes le permiten
lograr un acercamiento al proceso de construccion de conocimiento
matematico. Esto indudablemente llevaria al docente a la toma de
conciencia y a un proceso de cambio de su practica docente. A con-
tinuacion, en la siguiente seccion, se aborda otra aplicacion del MH.

3.3 El mapa hibrido como material didactico

Un material didactico puede ser entendido como todo aquel objeto,
aparato o medio de comunicacion que ayuda a entender y a con-
ceptualizar en los distintos momentos del proceso de aprendizaje
(Alsina, Burgués y Fortuny, 1988). Se trata de materiales como libros,
carteles, fotos, audios, videos, simulaciones computacionales, mo-
delos concretos, analogias, por mencionar algunos. Sin embargo, es
importante sefalar en este punto que, el empleo de dichos materia-
les no garantiza el logro de un aprendizaje.

En la literatura, se ha senalado que “no es el material per se el que
transmite cierto conocimiento, sino que este se constituye en una
ayuda para resolver ciertos problemas practicos en un determinado
contexto y suele usarse para provocar acciones, mentales, mas alla
de fisicas” (Alegre, Dominguez, Landaluce y Pipolo, 2018), en este
sentido, la utilidad del material didactico en la clase de matematicas
tiene que ver con que estos posibilitan o favorecen el desarrollo de
ciertos procesos cognitivos implicados en la actividad matematica.

Con base en lo anterior, puede decirse que el MH que describe el
proceso de resolucion de un problema matematico, también puede
emplearse como un tipo de material didactico, ya que acciones tales
como la de organizar partes o fragmentos de un MH epistémico;
completar un MH epistémico incompleto al que se han borrado o
eliminado algunos objetos matematicos, conexiones o practicas; o
construir el MH “desde cero”, también permiten promover la realiza-
cion de procesos cognitivos tales como el de materializacion, argu-
mentacion, idealizacion, generalizacion, metacognicion, entre otros
procesos. En otras palabras, el MH como material didactico tiene
que ver con la manera en que el alumno entiende dicho recurso y
realiza acciones sobre éste.
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Otro aspecto del uso del MH como material didactico esta relaciona-
do con el sefalamiento de algunos investigadores de que los “ma-
teriales didacticos son la praxis de los conocimientos del maestro,
debido que, a través de ellos se devela la capacidad del docente
para adaptar los contenidos” (Manrique y Gallego, 2013, p. 107), en
este sentido, la elaboracion de material didactico mediante el MH
por parte del docente implica el ejercicio cognitivo que consiste en la
representacion esquematica del sistema de practicas, o lo que es lo
mismo, la representacion organizada de los objetos matematicos y
de sus conexiones implicados en la resolucion del problema, lo cual
esta estrechamente relacionado tanto con el conocimiento matema-
tico como con el conocimiento didactico del profesor.

La ensefanza de las matematicas apoyada en el MH como ma-
terial didactico no pretende, de hecho, que los alumnos “vean”
la interpretacion “correcta” del MH que se les proporciona para
trabajar, méas bien, el objetivo del MH es permitir y favorecer la
emergencia de diversas interpretaciones acerca de este. Se trata,
pues, de que ante cierto contenido matematico a ser aprendido,
mediante el trabajo individual o colaborativo entre pares, se explo-
ren diferentes casos de MH, se analicen similitudes y diferencias
entre los casos abordados, se identifiquen caracteristicas o patro-
nes en el MH, se establezcan conjeturas acerca de cual deberia
ser la organizacion correcta, por mencionar algunas habilidades
matematicas que pueden promoverse mediante el empleo del MH
como material didactico.

A continuacion, en los siguientes apartados se describen tres formas
en las que se puede emplear el MH en su interpretacion como mate-
rial didactico, a saber, el () MH con practicas y objetos eliminados, el
(i) MH como rompecabezas v la (i) construccion del MH.

3.3.1 MH con practicas y objetos eliminados

Para ilustrar este tipo de material didactico, considérese el MH epis-
témico que se presenta en la figura 3.1, el cual describe la resolucion
de un problema de proporcionalidad inversa que se aborda usual-
mente en el nivel educativo basico, en secundaria, a saber, “5 obre-
ros construyen una pared en 15 dias, ¢cuanto tardaran 3 obreros en
hacer la misma pared?”.



fm——————————

w

eun

_
_ /
.._:._uwcou us
l €

uos sa|end se|

:m_..zB anb

o

9

:w:._um

anb wu _._e_um_m..
o] Jod

o_._

<+——>2uduouaysod

seonoeud sop ap
a131nbals uodN|osal e|

e b

"BLIBPUNDAS [9AIU 8P
esJanul peplieuoloiodoid sp ews|gqold un sp uolon|osa. e| ejuasaidal anb o03a|dwod oojwlside HIA L€ einbi4
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El MH muestra que, para resolver el problema, se requieren dos prac-
ticas Ay B, la primera practica consta de 18 conceptos matematicos
y N0 matematicos en la cual se realiza la lectura, la interpretacion y
la formulacion matematica de la situacion que describe el texto y, la
segunda, consta de 14 conceptos, matematicos y no matematicos,
y tiene que ver con el calculo del tiempo que le toma a los 3 obreros
en construir la pared.

Aunqgue todas las practicas que presenta el MH son relevantes para
la resolucion del problema, con el objetivo de construir el material
didactico, el docente selecciona algunas practicas que considera
que los estudiantes pueden advertir del proceso de resolucion. En el
caso del MH de la figura 3.1, que consta de solo dos practicas, se
puede optar por eliminar la practica B.

Asi mismo, respecto a los objetos matematicos y no matematicos,
de la practica A se puede considerar: eliminar A4, para identificar las
variables (aunque también se puede elegir la variable en A3 y con-
servar Ad); eliminar A6, pues se requiere que el alumno identifique
lo que se le esta solicitando calcular; eliminar A8, el cual, junto con
A7 vienen a darle sentido a la actividad matematica, sin embargo,
eliminar A7 no seria adecuado ya que, al haber eliminado A6 no se
le daria la pauta al alumno para reflexionar acerca del sentido del
argumento A5-A6-A7-A8; eliminar A14, como la propiedad matema-
tica clave que debe ser recordada para la resolucion del problema.
Se trata, pues, de eliminar 4 elementos de la primera practica A, 3
conceptos y 1 propiedad matematica.

De igual manera, en la practica B se puede considerar: eliminar B2,
del argumento B1-B2-B3-B4-B5 que justifica el primer paso del
procedimiento de resolucion del problema; eliminar B5, que implica
necesariamente que el alumno deba leer el texto para tener pre-
sente las condiciones que plantea el problema; eliminar B6, que
requiere que el alumno sustituya lo que valen las variables; eliminar
B10, para que el alumno a escriba la expresion algebraica de la pro-
porcionalidad inversa que resuelve el problema; eliminar B11 y B14,
para poder darle sentido a la tesis B11-B12-B13-B14 que permite
resolver el problema. Se trata entonces de la eliminacion de cinco
elementos del MH.
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No existe una regla para la eliminacion de las practicas, objetos
y conexiones, mas bien, la eliminacion de estos elementos va a
depender de lo que el docente considere pertinente o importan-
te que el alumno deba considerar o tomar en cuenta cuando este
reflexiona acerca de la resolucion del problema. Con base en las
eliminaciones realizadas, el MH resultante quedaria como se ilustra
en la figura 3.2.

Es importante agregar que las conexiones entre los objetos que se
representan en el MH también ayudan al estudiante a completar co-
rrectamente el mapa, por ejemplo, el objeto A14 en la figura 3.2, po-
dria resultar dificil de advertir, sin embargo, cuando se consideran las
conexiones A3 y A4 con A16, y también la conexion entre A16 con
el argumento A17-A18 es posible indicar que lo debe escribirse en
A14 es “proporcion inversa” o "relacion de proporcionalidad inversa”.
Los mismo ocurre con la conexion entre A7 y B11, la cual ayuda a
advertir que lo que se debe escribir en B11 es “3 obreros”.

Finalmente, la hoja de trabajo a ser implementada en el aula consta
del MH incompleto y un apartado para que los estudiantes registren
sus nombres completos, ver la figura 3.2.

3.3.2 Construccion del MH por parte del alumno

Otro uso del MH como material didactico tiene que ver con el em-
pleo de la técnica del MH por parte del estudiante, con el propdsito
de construir mapas y representar la resolucion de problemas mate-
maticos. A diferencia del trabajo con mapas epistémicos incomple-
tos, tratado en la seccion 3.3.1, respecto al cual el estudiante tiene
que reflexionar acerca del proceso de resolucion del problema que
llevd a cabo un experto docente, en el caso que abordamos en esta
seccion, el MH construido por parte del alumno corresponderia a un
MH de tipo cognitivo o personal.

La construccion del MH por parte de los estudiantes es una tarea
que, al igual como ocurre con la construccion del mapa concep-
tual, promueve la realizacion del proceso de metacognicion, esto
es debido a que el estudiante no solo debe pensar en la resolu-
cion del problema, sino que también debe reflexionar acerca de
la representacion esquematica de la resolucion del problema, es



decir, en la representacion de las etapas del proceso de resolucion,
en la organizacion de los objetos matematicos que intervienen y
emergen en la resolucion del problema 'y de las conexiones que se
establecen entre estos.

Es importante destacar que, para que los estudiantes puedan cons-
truir sus propios mapas, se requiere que el docente dedique una o
dos sesiones para abordar en plenaria en el aula algunos ejemplos
de mapas que describen la resolucion de problemas. De acuerdo
con la experiencia de los autores, la comprension del proceso de
construccion del MH por parte de los estudiantes es casi inmediata,
de hecho, la construccion del MH es muy intuitiva a tal grado que
con solo discutir un par de ejemplos el alumno ya podria empezar a
realizar los primeros esbozos del MH.

El MH a ser ensefiado a los estudiantes va a depender del nivel edu-
cativo que estos se encuentren cursando, por ejemplo, si los estu-
diantes son nivel educativo basico se sugiere ensefarles la construc-
cion del MH de dos practicas, ver seccion 1.4.4, pues este tipo de
mapas permite trabajar con dos practicas diferenciadas conectadas
entre si, una de tipo conceptual y la otra de tipo operativa. Sin em-
bargo, con estudiantes de nivel medio superior y superior se sugiere
emplear mas verticales u horizontales de dos 0 mas practicas.

En la clase de matematicas, sobre todo en el nivel basico de prima-
ria y secundaria, los estudiantes no estan acostumbrados a mostrar
la evidencia de sus razonamientos matematicos al materializar so-
bre el papel sus ideas cuando se enfrentan a la tarea de resolver un
problema matematico, es decir, los alumnos, cuando se les plantea
la tarea de resolver un problema, usualmente solo escriben algunos
calculos y la respuesta o la solucion del problema planteado, mien-
tras que los conceptos, argumentos y propiedades matematicas
empleados, las cuales dan cuenta de los significados puestos en
juego en la resolucion del problema, nunca son materializados y
guedan como mero recuerdo en la mente del estudiante pero sin
ningun registro de estos sobre el papel. Al respecto, la actividad
de construccion del MH por parte del alumno “lo obliga” de alguna
manera a materializar estos aspectos conceptuales implicados en la
resolucion del problema.
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3.4 Consideraciones del MH
como material didactico

En la implementacion del MH como material didactico, MH incom-
pletos o construccion del MH, es importante considerar algunos as-
pectos para tratar de obtener buenos resultados en el aprendizaje.
Estos se describen a continuacion:

i)

Los mismos equipos de trabajo. Las parejas o equipos de
trabajo de alumnos deben ser los mismos en cada sesion, es
decir, que el alumnado no presente, inasistencias, para que los
miembros que integran cada equipo sean los mismos en cada
sesion. Lo anterior, debido a que la tarea de completar el MH
requiere de la discusion, de intercambiar puntos de vista, de
negociar significados y de la toma de decisiones acerca de cudl
es la respuesta correcta que completa el MH epistémico. Se
trata, pues, de generar un tipo de “historial de trabajo”, que da
cuenta de la forma de trabajo desarrollado por los estudiantes
que conforman el equipo, por lo que integrar un alumno nuevo
o la falta de algun miembro en el equipo podria impactar nega-
tivamente en la construccion de conocimiento.

MH representativos. Los mapas a ser trabajados con los alum-
nos deben ser tal que describan la resolucion de problemas
representativos de cierto conjunto de problemas. Se trata de
abordar en clase un conjunto de mapas representativos, por
medio de los cuales sea posible abordar diferentes aspectos
del contenido a ser ensefado, por ejemplo, al tratar en clase el
contenido de area de poligonos regulares, un mapa represen-
tativo podria ser sobre el area de figuras simples, otro sobre fi-
guras compuestas, otro sobre el calculo de area de situaciones
reales (p. €j. El area de algun terreno agricola)

En el caso de actividades donde se plantee la tarea de com-
pletar mapas epistémicos, seccion 3.3.1, es importante que
dichos mapas resueltos en clase describan la resolucion de
problemas representativos, para que estos puedan ser toma-
dos como ejemplos o0 guias por parte de los estudiantes para



fif)

la resolucion de otros problemas similares a ser trabajados de
manera individual.

Por otra parte, en el caso de las actividades de construccion de
mapas por parte de los estudiantes, los mapas que representen
la resolucion de problemas representativos deben ser aquellos
que el docente haya abordado como ejemplos en plenaria. La
exposicion en plenaria de estos mapas por el docente permitira
mostrar a los alumnos las practicas epistémicas que el profesor
realiza al resolver el problema.

MH sin ambiglUedades. Los mapas elaborados por el docente
no deben ser ambiguos, en el sentido de que las rutas de lec-
tura en el mapa no puedan ser mal interpretadas por los alum-
nos; también deben ser simples, en el sentido de que el mapa
contenga los objetos y las conexiones esenciales que permitan
la comprension de la resolucion del problema; no deben ser
extensos, por lo que debe ser posible colocar el mapa comple-
to, con un tamano de letra adecuado sin esforzar la vista en la
lectura y en una sola hoja; y también deben ser claros, de tal
manera que puedan guiar a los estudiantes en la comprension
y en la resolucion de otros problemas similares.

Destacar las conexiones entre los objetos. La actividad mate-
matica en la resolucion de un problema es relacional ya que, de
inicio a fin de la resolucion, el sujeto va conectando en su mente
diferentes objetos matematicos, ver seccion 2.2.2. Sin embar-
go, frecuentemente ocurre que dichas conexiones son realiza-
das de manera no ostensiva, es decir, solo quedan a nivel de
razonamiento, pero nunca son materializadas ni comunicadas
por el resolutor. Por lo anterior, una vez que se ha construido el
MH, cuando se tienen las practicas y los objetos matematicos
en cada practica, es necesario llevar a cabo un analisis del MH
y luego realizar las conexiones entre los objetos matematicos
intervinientes y emergentes del sistema de practicas.

Interés de los estudiantes en aprender mediante el MH. Es
importante motivar a los estudiantes en el empleo del MH como
una herramienta o ayuda para el aprendizaje de las matema-
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ticas. La primera vez que se presenta un mapa a un alumno
podria desanimarlo, esto debido a que a primera vista podria
parecer mas dificil entender el MH que el problema matematico
que describe, sin embargo, lo que ocurre es todo lo opuesto. El
MH guia al alumno paso a paso a lo largo del proceso de reso-
lucion del problema, por lo que, si se ensefa a los estudiantes
cOmo leer el mapa de manera adecuada y, sobre todo, se les
muestra como el MH es permite describir la resolucion de un
problema matematico de manera esquematica, es muy proba-
ble que los estudiantes terminen convenciéndose de lo facil que
es entender y construir un MH.

Los aspectos anteriores son el resultado de las observacio-
nes que se han llevado a cabo en algunas implementaciones
que se han realizado del MH como material didactico en
algunas escuelas.

3.5 Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes situaciones problematizadas,

resuelve y construye el MH epistémico completo vy, a partir de
este ultimo, construye el MH incompleto.

(@ Un rectangulo tiene perimetro 8 metros y su altura es el
triple que su base. ¢,Cuadl es la altura del rectangulo?

(b) Una cisterna con capacitad de 400 m3 se llena de agua
en un lapso de 10 horas al abrir seis llaves de paso, ¢En
cuantas horas se llenaran 2 cisternas de 500 m3 cada una
al abrir cuatro llaves de paso?

(c) Se apoya una escalera recta de 300 cm de longitud sobre
una pared. El pie de la escalera esta alejado 60 cm de la
pared, ;,Cual es la altura que alcanza sobre la pared?
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4.1 Introduccion

Con el propdsito de mostrar al lector la versatilidad de la técnica
de representacion grafica del MH, a continuacion, en este capitulo,
se presentan diferentes mapas que describen la resolucion de pro-
blemas matematicos que regularmente se abordan desde el nivel
educativo primaria y hasta el nivel universitario. Con lo anterior, se
busca dar una idea al lector, a través de algunos ejemplos de MH,
de como podrian construirse los mapas segun el nivel educativo y
asi mismo, que puedan considerar estos MH como un apoyo para la
construccion de sus propios MH segun el nivel educativo, contexto
y necesidades docentes.

4.2 Problemas de nivel basico, primaria

En esta seccion se discuten y se abordan mediante el MH una ac-
tividad de nivel primaria, de cuarto grado, del libro Desafios Mate-
maticos. La eleccion del grado y de la actividad fue aleatoria, por
lo que mediante el MH es posible abordar cualquier otra actividad
matematica, desde primer grado y hasta sexto grado.

En el libro de Desafios Matematicos de cuarto grado (Rosales, Barrien-
tos, Issa, Lopez y Tovilla, 2022), en la pagina 26, se plantea a los estu-
diantes la realizacion de la actividad 10 “La tienda de dofia Lucha”, ver la
figura 4.1, la cual consiste en leer los datos que se muestran en la tabla,
analizarlos y, posteriormente, se solicita resolver los problemas 1y 2.

La tabla muestra dos productos alimenticios distintos, “tortas” y
“bebidas”, cuatro variedades de cada producto y sus respectivos
precios. El primer problema a ser resuelto es el problema “7. Juan
compro una torta de pollo y un jugo, y Raul comprd dos tortas de
chorizo y un vaso de agua de limon. ¢ Quién de los dos pago mas?”.

El MH que describe la resolucion del problema 1 se muestra en la
figura 4.2. Debido a que se trata de un problema de nivel basico, la
resolucion del problema se describe mediante la realizacion de dos
practicas Ay B, la practica A de tipo interpretativa y la practica B de
tipo operativa, las cuales se encuentran conectadas entre si.
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Figura 4.1. Actividad 10 “La tienda de dofa lucha” grado, consigna 1,
problema 1 (Rosales, Barrientos, Issa, Lopez y Tovilla, 2022, p. 26).

EZ=Z7

En equipos, analicen la siguiente informacidn y luego contesten
lo que se pide. No se vale usar calculadora.
En la tienda de doha Lucha se venden estos alimentos:

Pollo $14.75 Licuado $13.50

Chorizo $15.75 Jugo $9.45
Vaso de agua

Huevo $10.50 TR AR $5.60

Especial $21.80 Yogur $15.95

1. Juan compro una torta de pollo y un jugo, y Radl comprd dos
tortas de chorizo y un vaso de agua de limdn. ¢GQuién de los
dos pagd mas?

Mediante la practica “A”, se entiende que el contexto del problema
se refiere a la tienda de dona lucha, la cual vende alimentos, ver ruta
“A1-A2-A3”. Los alimentos que vende son tortas “A5”, que pueden
ser de “AB”, “A8”, “A10” y “A12” y bebidas “A14”, que pueden ser
“A15”, "A177, “A19” y “A21”.

Por otra parte, en la practica B se describe lo que comprd Juan “B17,
“B2-B3-B4”, y lo que pagd “B5-B6-B7”; también lo que comprd Radl
“B8”, “B9-B10-B11”, y lo que pagd “B12-B13-B14”. Las conexiones
entre las practicas A y B permiten resolver el problema, asi se tiene
que las conexiones “A7-B3” y “A18-B4” permiten obtener el total
del consumo de Juan, esto es “B7”. De igual manera, las conexio-
nes “A9-B10” y “A19-B11” también permiten obtener el consumo de
Raul, a saber “B14”. La comparacion entre “B7” y “B14” en “B15”,
permite concluir que la persona que pagdé mas fue Radl, “B16-B17”.

Por otro lado, el problema 2 de la consigna “Doria Lucha vende a los
maestros comida para llevar; cada pedido lo mete en una bolsa y a
cada una le pone una etiqueta con el nombre del maestro y la cuenta.
Anoten los alimentos que podria haber en las bolsas de Jessica y de
Rogelio”, podria resultar un poco mas dificil para los estudiantes debi-
do a que a partir de lo que pagaron o de las cuentas de la maestra Jes-
sica, $29.25, y el maestro Rogelio, $31.25, se busca que el estudiante
advierta cudles fueron los alimentos que compraron los maestros.
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Figura 4.3. Actividad 10 “La tienda de dofa lucha” grado, consigna 1,
problema 2 (Rosales, Barrientos, Issa, Lopez y Tovilla, 2022, p. 26).

2. Dona Lucha vende a los maestros comida para llevar; cada
pedido lo mete en una bolsa y a cada una le pone una etique-
ta con el nombre del maestro y su cuenta. Anoten los alimen-
tos que podria haber en las bolsas de Jessica y de Rogelio.

El MH que describe la resolucion del problema 2 también es de dos
practicas, Ay B, la primera interpretativa y la segunda operativa, las
cuales también se encuentran conectadas entre si. El MH del segun-
do problema es un tanto distinto al MH de la figura 4.2. Por ejemplo,
en la primera préactica se argumenta que en la tienda de dofa Lucha
también se vende alimentos a los maestros, ruta “A1-A2-A3-A4”, y
este es el contexto del segundo problema.

También, la resolucion del segundo problema implica sumar el costo
de algun producto “AB” con el costo de algun producto “A15”, prac-
ticamente se trata de realizar sumas hasta encontrar aquella que es
igual a la cuenta de la maestra Jessica o al del maestro Rogelio. Las
conexiones “A10-A17-B7” muestran que la cuenta que debe pagar
la maestra Jessica es “B7”, debido a que comprd una torta de chori-
zo y un licuado, “B1-B2-B3-B4”, mientras que las conexiones “A14-
A19-B14” indican que la cuenta del maestro Rogelio es de “B14”,
porgue compro una torta especial y un jugo, “B8-B9-B10-B11”.

En el nivel primaria, para hacer mas atractivo 0 mas divertido el tra-
bajo con el MH, quiza sea necesario reemplazar algunos elementos
del MH mediante imagenes, fotos o representaciones pictéricas de
los conceptos (por ejemplo, de los productos que vende dofa Lu-
cha), propiedades o argumentos implicados en la resolucion del pro-
blema que se representa.
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4.3 Problemas de nivel basico, secundaria

En esta seccion se describe la resolucion de dos problemas mate-
maticos de nivel secundaria, uno relacionado con el tema de propor-
cionalidad inversa y el otro que tiene que ver con el calculo del area
de un circulo, los cuales plantean los autores de un libro de texto
(Bosch y Meda, 2019) de segundo secundaria.

4.3.1 Proporcionalidad inversa

En el libro de Bosch y Meda (2019) se aborda el tema de proporcio-
nalidad inversa a través de la resolucion del problema “Seis albariiles
construyen una casa en 90 dias. ¢;Cuantos dias tardaran nueve al-
bariiles, trabajando al mismo ritmo, en construir una casa del mismo
tamarfio?” (Bosch y Meda, 2019, p. 141). Se trata de un problema
en el que el estudiante tiene que percatarse de la existencia de dos
variables, numero de albaniles “a” y nimero de dias “d”, y que la re-
lacion entre estas es tal que si una de estas variables crece, la otra
decrece de manera simultanea, en este caso, si el numero de albani-
les crece el numero de dias para construir la casa disminuye. El MH
que describe la resolucion del problema de los albaniles se presenta
en la siguiente figura 4.5.

El MH de la figura 4.5 representa un sistema de tres practicas A, By
C. En la primera practica A se lee y se interpreta la informacion que
describe de manera textual la situacion-problema, de esta manera
se argumenta A1-A2-A3. También se analiza la manera en que se
relacionan las variables identificadas A4-A5-AB-A7 y se identifica el
tipo de relacion proporcional entre las variables, de manera que se
argumenta A8-A9-A10-A11 y se establece la expresion algebraica
A12-A13-A14, y asi mismo se atribuye significado a la constante
inversa de proporcionalidad al sefalar A15-A16-A17.

En la segunda practica B se determina el valor de la constante de
proporcionalidad “k”, a partir de B1-B2-B3, para el caso particular
del problema que se esta abordando, es decir, se determina el valor
de dicha constante para el caso de los 6 albaniles que construyen la
casa en 90 dias, por lo que se realiza el procedimiento indicado en
B1-B4-B5-B6-B7. Finalmente, se argumenta acerca de la expresion
algebraica que relaciona el numero de albaniles con el numero de



dias que les toma a estos construir la misma casa al mismo ritmo de
trabajo, es decir, se argumenta B8-B9-B10.

Finalmente, en la tercera practica C, se considera la expresion B10
obtenida en la practica B para calcular el tiempo que le tomaria a 9
albaniles construir la misma casa y al mismo ritmo de trabajo, C1-
C2-C3y C1-C4-C5. Mediante el procedimiento C1-C6-C7 apoyado
en B10 se obtiene que el nimero de dias es 60 dias, objeto C8.

Figura 4.5. MH que describe la resolucién del problema de los
albaniles de proporcionalidad inversa. Fuente: elaboracién propia
mediante CmapTools.
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4.3.2 Galculo del area del circulo

Otro tema que se aborda en el nivel educativo basico en secundaria
es el area, el cual primeramente se aborda mediante el caso del
area de poligonos de forma regular, luego se continda con el caso
del area de figuras compuestas y posteriormente se estudia el area
de figuras de forma curva que involucran regularmente el célculo
del area del circulo. En el libro de Bosch y Meda (2019) se plantea
resolver el siguiente problema, al que nos referiremos aqui como el
problema del paraguas por la similitud que guarda la forma de la
region con la de un paraguas o sombirilla, el problema es “Calcula
el area sombreada en la figura” (Bosch y Meda, 2019, p. 194). La
figura 4.6 muestra el area sombreada a la que se hace referencia en
el problema del paraguas.

Figura 4.6. Region sombreada a la que se hace referencia en el
problema del paraguas. Fuente: (Bosch y Meda, 2019, p. 194).

2u

El MH que describe la resolucion del problema se presenta en la
figura 4.7. El MH describe el problema “P” y una figura que ilustra
la region a la que se pretende calcular el area y también muestra un
sistema de dos practicas Ay B.

Mediante la practica A se visualiza la region buscando encontrar los
elementos que permiten construirla. En este caso, se argumenta que
se observan 5 semicirculos, ver ruta A1-A2-A3. Luego, se observa
como estan dispuestos estos semicirculos y se argumenta A4-A5-
AB-A7 y A8, pero también se sefala A9-A10y A11. Por Ultimo, para
proceder a calcular el area de la region, se requiere apoyarse en el
conocimiento previo del area del circulo y del semicirculo, por lo que
se enuncia la propiedad A12-A13-A14-A15-A16.



Figura 4.7. MH que describe la resolucion del problema del paraguas.
Fuente: Elaboracion propia mediante CmapTools.
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Por Ultimo, mediante la practica B, de tipo operativa, se describe el
procedimiento de resolucion mediante B1-B2-B3-B4-B5 y se proce-
de al célculo mediante B6-B7-B8-B9-B10 vy, finalmente, se atribuye
significado al objeto emergente B10 como el area de la region som-
bre a través del argumento B11-B12-B13.

4.4 Problemas de nivel medio superior

En esta seccion se discute a la luz del MH, la resolucion de dos pro-
blemas de matematicas que se estudian en la asignatura de Célculo
diferencial, la cual se imparte regularmente en el Ultimo afo del nivel
medio superior, en tercer grado de bachillerato. El primer problema
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trata sobre calcular el limite de una funcién cociente y, el segundo,
tiene que ver con calcular la derivada de una funcion racional, este
ultimo resuelto mediante el empleo de la definicion de limite.

4.4.1 Limite de una funcion e
. X+1-
La descripcion de la resolucion del problema xli"; P mediante el

MH se muestra en la figura 4.8. Segun el mapa, la resolucion del
problema implica la realizacion de tres practicas, las practicas A, By
C. La primera practica A consiste en “Evaluar directamente la funcion
y definir una estrategia de resolucion”, por o que mediante la ruta
A1-A2-A3-A4-A5-A6 se evalla la funcion cociente en “x-3” y se ob-
tiene que dicha sustitucion conduce a una indeterminacion, A7-A8.
Debido a esto ultimo, se argumenta que es necesario simplificar la
funciéon cociente mediante la racionalizacion del numerador, ver ruta
A9-A10-A11-A12.

Mediante la segunda practica, practica B, se simplifica el cociente
racionalizando el numerador al multiplicar el cociente por el binomio
conjugado del numerador, ruta B13-B14-B15-B16-B17. Por lo que
partiendo de la expresion B18, se realiza el procedimiento B18-B19-
B21-B23-B24 para obtener finalmente la nueva expresion B27. Esta
ultima expresion, B27, es otra forma de expresar B18, sin embargo,
esta ultima si esta definida en “x=3".

Un aspecto importante de la practica B tiene que ver con que esta se
apoya en conocimientos previos, los cuales son necesarios para po-
der llevar a cabo el procedimiento de racionalizacion. De esta mane-
ra se hace mencion a la diferencia de cuadrados, B20; a la operacion
inversa a la radicacion, B22; y se sefnala la cancelacion de términos
semejantes, B25-B26.

Por ultimo, mediante la tercera practica, se realiza el calculo del limite
de la nueva expresion obtenida en la segunda practica. Partiendo de
C28, se sustituye el valor de “x=3" y se realizan los calculos C30-
C31-C32 para obtener finalmente el resultado deseado en C33. El

mapa de la figura 4.8 puede ser empleado como una guia para re-
Vx-9 lim Vx+4-3

solver otros problemas similares tales como [lim ,
x81 x-81 x5 x5

por mencionar algunos, los cuales podrian ser de gran ayuda para el
aprendizaje del limite por parte de los estudiantes.
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4.4.2 La derivada de una funcion racional

La figura 4.9 presenta el MH que describe el problema “P” de calcu-
lar la derivada de la funcion racional fix)=v(x+1) en “x=3".

Figura 4.9. MH que describe el calculo de la derivada de una funcién
racional. Fuente: elaboracion propia mediante CmapTools.
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Segun el MH, el calculo de la derivada en cierto valor de “x” se lleva
a cabo mediante dos practicas, A y B. Mediante la practica A se in-
terpreta el problema, A1-A2-A3, a partir de la definicion de derivada,
A4-Ab. Esto es, se obtienen los elementos AG-A7-A8-A9 y A10-A11
que permiten particularizar la definicion A5 al caso abordado.

En la segunda practica, practica B, a partir de la definicion de la
derivada mediante el limite, B12-B13, se argumenta que se requiere
racionalizar la expresion B13, esto es mediante B14-B15-B16. Por lo
que se lleva a cabo el procedimiento B14-B17-B19-B21-B24 hasta
obtener la expresion B27 la cual se evalua en “h=0", segun se argu-
menta en B27-B28, mediante el procedimiento B29-B30-B31 hasta
obtener finalmente el valor deseado de la derivada en B32.

Por ultimo, al igual que el mapa de la figura 4.8, la practica proce-
dimiental B del mapa de la figura 4.9 también se apoya en algunos
conocimientos previos: diferencia de cuadrados, B18; potenciacion
como operacion inversa de la radicacion, B20; cancelacion de térmi-
nos semejantes, B25-B26; y evaluacion de una funcion, B28.

4.5 Problemas matematicos
de nivel universitario

El MH también tiene aplicacion en la enseflanza de las matema-
ticas en el nivel educativo universitario. Para ilustrar esto, en esta
seccion se abordan dos problemas, el primero es un problema de
optimizacion que usualmente se estudia en la asignatura de Célculo
diferencial y, el segundo, es un problema que trata sobre el célculo
del area bajo la curva que representa la gréfica de una funcion de
una variable real.

4.5.1 Un problema de razon de cambio

El problema que a continuacion se discute tiene que ver con el tema
de maximos y minimos que se encuentra en el programa de la asig-
natura de Calculo diferencial, el cual se imparte en el primer afo
de las carreras de ciencias e ingenieria. El problema es: “Se esta
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llenando de agua una cisterna de forma conica, que se encuentra
apoyada sobre su vértice, a razon de 8 litros por sequndo. Sabiendo
que la altura de la cisterna es de 9 metros y el radio de la tapadera
es de 6 metros, ¢scon qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando
ha alcanzado una profundidad de 5 metros?”

El MH que describe la resolucion de este problema se presenta en la
figura 4.10. En la parte superior del MH vertical se presenta el proble-
ma “P”, del lado izquierdo de arriba hacia abajo se describe el sistema
de tres practicas, A, By C, implicado en la resolucion del problema.

Mediante la primera practica A “Lectura e interpretacion del pro-
blema” se argumenta sobre la forma conica de la cisterna, A1l-
A2, la rapidez con que esta se llena, A3-A4-A5 y algunas de sus
dimensiones, A2-AB y A2-A7-A8. También se identifican las va-
riables que se ponen en juego en la resolucion del problema, A9-
A12-A13, A10-A12-A13 y A11-A12-A183 las cuales son funcion del
tiempo, A14-A15.

Por otra parte, la segunda practica B, “Obtener una ecuacion para el
volumen de agua”, se apoya en un conocimiento previo, la propiedad
B16-B17-B18-B19 y B16-B17-B20-B21. Dado que el agua adopta
la forma del cono, es posible realizar la construccion geométrica que
se muestra en B22 (seccion transversal de la cisterna con el agua), la
cual permite visualizar la propiedad geométrica de triangulos seme-
jantes, B23, y que lleva a establecer la expresion B24.

A partir de la expresion B24 y mediante el procedimiento de despeje
B24-B25-B26 se obtiene la relacion entre dos variables B27, se tra-
ta de la altura “h” del nivel de agua en la cisterna y del radio “r” del
espejo de agua en la cisterna. Sin embargo, es importante sefialar
que, durante el llenado de la cisterna, las variables “A” y “r” depen-
den implicitamente del tiempo, por lo que es posible escribir B27, vy
asi mismo ocurre con el volumen “V(1)”, el cual también cambia con

el tiempo, por lo que se argumenta B28-B29-B30.

Finalmente, considerando B17, se obtiene el volumen de agua en
la cisterna en funcion de una sola variable independiente, “h(z)”,”,
mediante la sustitucion de B27 en B17, esto es, B28-B31-B32-B33.



Figura 4.10. MH que describe la resolucion de un problema de
optimizacion. Fuente: elaboracién propia mediante CmapTools.
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En la Ultima practica C se requiere “calcular la rapidez con que se
eleva el nivel de agua”, esto es, se solicita determinar “A’(t)” cuando
la profundidad es de “h=5m". Para esto, primeramente, se calcula la
derivada de la funcion “V(h)” respecto al tiempo en B33 aplicando la
regla de la cadena, y esto es porque la altura o profundidad del agua
en la cisterna a su vez es una funcion implicita del tiempo, por 1o que
es necesario derivar la funcion compuesta “V(h(t))” respecto a “r’.
Por lo anterior, se realiza el procedimiento de calculo de la derivada

a través de C34-C35-C36-C37.

Una vez que se ha determinado la derivada de “V(h(t))” respecto al
tiempo “¢*, ver objeto B37, se considera el dato que aporta el texto
que describe la situacion-problema acerca de la razdn a la que se
llena la cisterna, esto es, “Se esta llenando de agua una cisterna de
forma conica, ..., a razén de 8 litros por segundo” es decir “SL/s” vy,
dado que Im*=1000L, este dato puede escribirse también en uni-
dades de metros cubicos “m® como %mf/s. Con base en esta in-
formacion, en la practica “C” se parte del argumento de considerar
que la razdon de llenado de la cisterna a la profundidad de “5m” es
“V’(t*):%m%” donde “r+” es el tiempo cuando el nivel de agua es
de “5m”, lo que lleva a argumentar C40-C41-C42-C43 el cual, bajo
un procedimiento para despejar “h’ (1)” a partir de C43 se obtiene
finalmente el dato que se buscaba C45, que es la rapidez con la que
se eleva el nivel agua cuando se tiene una profundidad de “5m”.

4.5.2 Un problema de area bajo la curva

El problema que se aborda en este apartado es el siguiente: “Me-
diante el calculo del limite de sumas de Riemann, determinar la medi-
da del area de la region R limitada por el gje “x”, las rectas x=1y x=2
y por la curva con ecuacion es f(x)=x*-x". El MH vertical que describe
la resolucion del problema se presenta en la figura 4.11, se trata de

la descripcion de un sistema de cuatro practicas A, B, Cy D.

La primera practica “A” nombrada “Visualizar region R y determi-
nar el extremo derecho de cada subintervalo en el que se divide
el intervalo “I=x<2” consiste en visualizar la region “R” a la que se
desea calcular el area, la cual esté acotada por la funcion fix)=x*-x,

@

las rectas verticales “x=1"y “x=2"y el eje horizontal “x” y también en
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determinar la coordenada "x,” del extremo derecho de cada subinter-
valo en el que se divide el intervalo “/<x<2" 0 dominio de integracion.
Para esto, se parte al visualizar la region “R” en el objeto A1 y luego
en argumentar A2-A3-A4. Dicho intervalo es dividido en “n” subin-
tervalos de longitud “Ax”, por lo que se argumenta A5-A6. Luego se
realiza un procedimiento para determinar la coordenada del extremo
derecho de cada subintervalo, primero se calcula la longitud de cada
subintervalo A7-A8-A9-A10 y luego la coordenada ™ x,” partiendo de

“x=1" mediante A11-A12-A13-A14-A15.

El objeto emergente o nuevo de la primera practica, A15, es em-
pleado en la practica “B” que trata sobre “Construir la n-ésima suma
de Riemann y simplificarla” para encontrar una expresion algebraica
en términos de una suma de Riemann que representa el area bajo
la curva, se trata, pues, de particularizar la propiedad matematica
B16-B17. Por lo que en “f(x)”, B18, se sustituye A15 para obtener
“ftx,)”, B19. Por lo que la suma de Riemann B17 que permite calcu-
lar el area bajo curva, mediante un procedimiento de simplificacion
B20-B21-B22-B23-B24, puede escribirse como B25.

En la practica “C” se propone “Realizar las sumas escritas en nota-
cion sigma” que estan presentes en el objeto emergente de la prac-
tica B, B25. Se trata, pues, de sustituir los resultados C26-C27-C28
y C26-C29-C30 de las sumatorias en B25 para obtener C31-C32. A
partir del objeto emergente C32 se realiza un procedimiento de sim-
plificacion C32-C33-C34-C35 en el que realizan cancelaciones de
términos “n”, multiplicaciones y separacion en fracciones parciales
hasta obtener finalmente el objeto emergente C36.

Por ultimo, en la practica D, se calcula el limite cuando “n” tiende a
infinito de la expresion emergente C36, para lo cual se realiza el pro-
cedimiento indicado en D37-D38. Por lo que el area de la region “R”
es finalmente mediante D39-D40.

Dado que la resolucion de este tipo de problemas que involucra el
célculo del &rea bajo una curva mediante sumas de Riemann es muy
algoritmica, apoyarse en el MH resultaria muy benéfico para los estu-
diantes en el sentido de que el mapa muestra a detalle, paso a paso,
el procedimiento de resolucion.
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Figura 4.11. MH que describe el calculo del area bajo una curva
mediante la suma de Riemann. Fuente: Elaboracion propia
mediante CmapTools.
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Por Ultimo, ya fuera del tema de la descripcion de la resolucion de
problemas matematicos mediane el MH, es importante percatarnos
que en las figuras 4.10 y 4.11 se presentan mapas que incorporan
objetos que muestran imagenes, B22 y A1 respectivamente en las
figuras citadas, las cuales son Utiles visualizar para la resolucion de los
problemas. Se trata de imagenes que pueden ser incrustadas en el
mapa de manera directa mediante el empleo del software con el que
se elabor el mapa, CmapTools en el caso de las figuras 4.10 y 4.11,
0 bien mediante el empleo de algun software de edicion de imagenes,
por ejemplo, Canva, Adobe Photoshop, Paint, entre otros, para lo cual
es necesario dejar en blanco en el mapa el objeto donde va la imagen
y luego exportar el mapa como imagen para su posterior edicion.

4.6 Comentarios finales

En esta obra, se ha tratado de brindar un panorama general acerca
de la técnica de representacion del MH y su interpretacion tedrica a
partir de algunos elementos del Enfoque Ontosemidtico proveniente
del campo de la Matematica Educativa. Si bien, el MH es una re-
presentacion poco o0 escasamente conocida en el ambito docente,
diferentes investigaciones e implementaciones en aula han mostrado
el impacto favorable que esta representacion tiene en la ensefanza
y aprendizaje de las matematicas escolares asi como también en la
investigacion en Matematica Educativa.

Es importante destacar que el MH puede ser empleado desde el
nivel educativo basico, preescolar, hasta el nivel universitario, y esto
es debido a que la construccion del MH es muy intuitiva. De mane-
ra similar a lo que ocurre con la construccion de mapas concep-
tuales, las observaciones en diversos talleres sobre el MH que han
implementado los autores indican que basta con mirar una o dos
ocasiones el proceso de construccion del MH para poder empezar
a realizar los primeros esbozos o construcciones. En este sentido,
segun el nivel educativo, el MH puede ser construido solo por el pro-
fesor, en el caso de nivel preescolar y primaria, o por el profesor y los
estudiantes, de nivel secundaria en adelante.
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Por otra parte, cabe senalar que el MH tiene multiples aplicaciones
en la clase de matematicas. Algunas de las aplicaciones del MH que
se han identificado hasta el momento tienen que ver con su uso
como: (i) instrumento de investigacion, para indagar los significados
que los estudiantes ponen en juego al resolver problemas matemati-
cos donde se pone en juego cierto contenido matematico; (i) como
material o recurso didactico, para trabajar la resolucion de problemas
en el aula de manera grupal y colaborativa; (jii) objeto de reflexion de
la practica docente, antes y después de la intervencion del profesor
en el aula; (iv) herramienta para planificar la clase de matematicas; (v)
técnica de estudio, como una ayuda para el alumno en el aprendizaje
de los contenidos. Si bien, en este libro se abordaron de una forma
muy somera las aplicaciones (i), (i) e (i), sin embargo, se tienen ex-
periencias documentadas (no publicadas) muy satisfactorias sobre
el empleo del MH como (iv) e (v).

En este libro se ha abordado el uso del MH en el contexto de la ense-
Aanza de las matematicas, sin embargo, el MH puede ser empleado
de la misma manera en el contexto de la fisica (Moreno, Aguilar, An-
gulo y Ramirez, 2019; Moreno, Hernandez y Briceno, 2021) y la qui-
mica escolar (Moreno y Hernandez, 2020; Moreno, Ramirez y Torres,
2021). En ambos contextos, la intepretacion del MH no es posible
realizarla a partir de los elementos tedricos del Enfoque Ontosemié-
tico, que es una teoria exclusiva para la matematica escolar, sino
mas bien, la interpretacion del MH se realiza desde adaptaciones de
dichos constructos del EOS al caso de la fisica y la quimica escolar.
Las adaptaciones de los constructos del EOS a dichos contextos y
la interpretacion del MH desde estas adaptaciones quedan fuera del
alcance de este libro y se dejan como una continuacion de esta obra.



4.7 Ejercicios

Resuelve los siguientes problemas justificando cada paso del proce-
so de resolucion, luego construye el MH correspondiente.

1. FEjercicios de nivel primaria

(a) Teresa tiene 7/3 m de liston y utiliza 43 m, ;,cuantos metros
de liston le quedan?

(b) En la central de abastos, un comerciante compra el bulto
de 50 kg de azicar en $1400.00 pesos. En su tienda, el
comerciante hace bolsas de 1kg vy las vende a $38.00 cada
una, ¢,Cual es la ganancia del comerciante?

(c) En un estacionamiento publico de 250 automoviles, aproxi-
madamente el 42% son de color blanco, ;Cuantos coches
no son blancos en el estacionamiento?

2. Ejercicios de nivel secundaria
(a) Martha cobrd $600.00 por repartir propaganda durante
cinco dias, ¢Cuantos dias tiene que trabajar para cobrar
$3,000.00?
(b) Seis albaniles tardaron ocho meses en construir una casa,
¢ Cuantos albaniles debes contratar para construir la misma

casa en tres meses?

3. FEjercicios de nivel medio superior

. JxHT-
(@) Calcular fim X2
x=3 x3

/’xz—Sx

(b) Determinar la derivada de la funcion flx)= < ==
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4. Ejercicios de nivel universitario

(@) Se desea construir un cilindro de volumen constante, pero
se desea gastar lo menos posible en material. Determina
una condicion para que el cilindro tenga la minima superficie.

(b) Calcular el area limitada por las curvas determinadas por
“y2=4x” e ay:xgn
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FACULTAD DE
CIENCIAS

El mapa conceptual hibrido, o simplemente mapa hibrido (MH), puede
considerarse como una técnica de representacion grafica heuristica, es
decir, es una técnica que puede utilizarse como ayuda para resolver un
problema matematico o para entender un procedimiento de resolucidn,
pero también ya en el contexto de la investigacion en matematica educativa
para conocer las practicas, los objetos que intervienen y emergen, las
conexiones entre los objetos, los procesos cognitivos y los significados
puestos en juego cuando un sujeto, estudiante o experto, resuelve un
problema que se aborda en la clase de matematicas.

Alo largo del libro se describe la técnica de representacion del MH, asi
mismo, se profundiza sobre su interpretacidn tedrica desde algunos
elementos del enfoque ontosemidtico (EOS) de la cognicidn e instruccion
matematicos, proveniente del campo de la matematica educativa. La
interpretacion teérica del MH desde el EOS fue el resultado de varios afios
de bisqueda de un método para ayudar a los estudiantes, desde el nivel
basico hasta el universitario, a comprender la estructura del conocimiento
matematico y la manera en que éste se produce en el ambito escolar
mediante la resolucion de problemas.

El lector, al adentrarse y al reflexionar acerca de esta obra, encontrard en el
MH una herramienta grafica de gran valor que puede ser empleada con
diferentes propdsitos: como técnica de estudio, material didactico, objeto
de reflexion de la practica docente o herramienta para la investigacion en
matematica educativa.
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