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Resumen

Examinamos la dinamica de las contrataciones en el mercado de trabajo y
su impacto en la brecha de género. Utilizando un modelo matemético ba-
sado en ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, el modelo incorpora
los parametros de preferencias de género, las tasas de salida del mercado
laboral y el tamano del mercado para tres géneros. La tesis demuestra
la existencia y unicidad de un punto de equilibrio no trivial mediante el
teorema del punto fijo de Brouwer y el teorema de Perron-Frobenius. Los
hallazgos indican que, bajo condiciones especificas, es posible lograr la
igualdad de género en las contrataciones laborales a largo plazo, cuando
las tasas de salida son equivalentes y la matriz de preferencias es doble-
mente estocéstica.

Palabras Clave: Brecha de género, mercado laboral, sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, preferencias de género, punto de equilibrio,
wqualdad de género, dindmicas de contratacion.
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Introduccién

El presente trabajo surge de la necesidad de estudiar y entender las complejas condi-
ciones estructurales que causan la desigualdad de género en las ocupaciones laborales. El
tratamiento de este problema no es reciente, pues hay estudios que se remontan a [38],
[7], [33], [19],[16], donde se analizan las causas de la desigualdad laboral. Estas van desde
educacién, cultura, entorno social, género, acceso a la tecnologia, fisiologia, etc.

En una revision parcial de la literatura sobre el tema se destacan los siguientes tres

enfoques:

Fuentes relacionadas con la sociologia. Las diferencias en las tasas de contrata-
cién y promocién entre mujeres y hombres persisten. Estas disparidades no solo reflejan
barreras estructurales y culturales, sino que también revelan las preferencias y prejuicios,
tanto conscientes como inconsientes, que influyen en las decisiones de contratacion. En
un informe publicado por la Asociacién Americana de Mujeres Universitarias (AAUW) en
2010 [23]; examinan las razones por las cuales hay pocas mujeres en las areas de ciencia,
tecnologia, ingenieria y matematicas (STEM, por sus siglas en inglés). El informe destaca
cémo los estereotipos de género afectan las percepciones y el rendimiento de las mujeres
en campos de STEM. Las creencias culturales y las expectativas sociales pueden influir en

la autoconfianza de las mujeres y su interés en estas dreas.

En un modelo de contaminacién desarrollado por Goldin [21] se busca explicar la
persistencia de la segregacion ocupacional por género y brecha salarial entre hombres y
mujeres. La autora argumenta que si ciertas ocupaciones se perciben socialmente como
femeninas o masculinas, entonces cuando una ocupacion comienza a ser dominada por
mujeres, puede sufrir contaminacion de género, lo que reduce su prestigio y en muchos
casos, los salarios asociados a ese trabajo, analogamente para los hombres. De esta manera,
los empleadores pueden tener prejuicios por contratar mujeres u hombres para ciertos roles,
especialmente aquellos considerados de alto prestigio.

Fuentes estadisticas. De acuerdo con el Global Gender Gap Report del 2023 [40], se
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XII Introduccién

proyecta que la brecha global de género se cerrara en 131 afios ; por lo que se espera que la
brecha de género se cierre en el afio 21542, En el caso de México, el mayor grado de dispari-
dad es en participacion y oportunidad economica, donde la disparidad salarial en trabajos
similares es el rubro con la mayor discriminacién seguido de la tasa de participacion en la
fuerza laboral.

Los datos del Banco Mundial reportan que el porcentaje de participacion de las mujeres
en la fuerza de trabajo es del 37.48 por ciento en el ano 2012 y para el 2023 de 39.45 por
ciento. Mientras que la participacion de los hombres en la fuerza de trabajo es de 62.52 por
ciento y 60.54 por ciento respectivamente. Aunque el porcentaje de participacion femenina
esté en aumento tuvieron que pasar 11 anos para que el porcentaje de participacion laboral

aumentara alrededor del 2 por ciento.

Segun la Encuesta Nacional de Ocupaciéon y Empleo (ENOE) del primer trimestre,
la poblaciéon mexicana de 15 afios y méas anos, se distribuye en un 70.88 por ciento de
mujeres y un 29.11 por ciento de hombres. Sin embargo, la tasa de participaciéon en la
fuerza laboral muestra una disparidad significativa: solo el 40.75 son mujeres, frente al
59.25 por ciento de hombres, una diferencia de 18.5 puntos porcentuales. De la poblacion
no econémicamente activa (PNEA), el 71.84 por ciento son mujeres y el 28.15 por ciento
son hombres. Entre las mujeres en la PNEA, el 8.31 por ciento estan disponibles para
trabajar pero no buscan empleo, y mientras que el 63.53 por ciento no estan disponibles

debido a obligaciones familiares u otras limitaciones.

Fuentes con modelos matematicos. Se han abordado varios enfoques matematicos
y estadisticos. En el articulo [24] investigan la brecha de género mediante algoritmos
de inferencia de género basados en los nombres de autores, usando bases de datos de
articulos cientificos de PubMed y arXiv, abarcando més de 36 millones de autores y més
de 6,000 revistas en disciplinas STEMM. Los resultados indican que la brecha de género
en la ciencia, especialmente en campos como cirugia, ciencias de la computacién, fisica y
matematicas, probablemente persistira por muchas décadas a menos que se implementen
intervenciones de educacion, mentoria, disipar la creencia comin que existen diferencias
de género innatas en STEMM, asegurar que las mujeres tengan acceso igualitario a redes

profesional entre otras cuestiones.

Bajo este mismo enfoque estadistico, el articulo [2] utilizan el método CHAID?, para
crear un arbol de decisién basado en la prueba Chi-cuadrado y encontrar las variables mas

significativas que afectan la participacion laboral de las mujeres, seguido de una regresién

'De una muestra de 102 paises.
2En promedio de los tltimos 17 afios, la brecha se ha reducido 0.24 puntos porcentuales por afio.
3Deteccién automética de interaccién Chi-cuadrada
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logistica para estimar la tasa de riesgo laboral. Los factores que se relacionan con una
mayor probabilidad de trabajar son las que tienen apoyo familiar, dependencia* y un
mayor nivel de educacion. Por su parte, las mujeres que tienen dependientes tienen mayor

riesgo de no participar en la fuerza laboral.

Anélisis de factores no observables que impactan en la desigualdad laboral, es el modelo
propuesto por Clifton [10] donde emplea ecuaciones diferenciales ordinarias para describir
el cambio en la proporciéon de género en cada nivel de jerarquia a lo largo del tiempo.
Estas ecuaciones tienen en cuenta tanto la homofilia como el sesgo de género. Demuestran
que estos dos factores tienden a disminuir la participacién femenina en puestos de lideraz-
go empresarial, gubernamental, médicos y académicos, lo que en la literatura se conoce
como efecto "leaky pipeline”, donde el sesgo de género tiende a afectar las decisiones de
promocién (consciente o inconsientemente), y la homofilia influye en la disposicién de las
personas a postularse para ascensos. El modelo predice que sin la intervencion de politicas
especificas la paridad de género puede no ser alcanzada, debido a la persistencia de la

homofilia y el sesgo de género.

Accineli y Zazueta [1] proponen un modelo matemédtico que describe la dindmica de
los efectos del sesgo, el tamano del mercado y el dinamismo de mercado, para analizar la
brecha de género en el mercado laboral. Mediante un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias describen la evolucién de la contratacion de hombres y mujeres en el mercado.
Los resultados del modelo muestran como la combinacién de sesgos y dinamismo del
mercado afectan la evolucién a largo plazo de la distribucion de género en el mercado
laboral. Asimismo, como cambios en los pardmetros pueden llevar a una mayor inclusién
de mujeres en el mercado de trabajo. Bajo estd misma linea, Sifuentes, Telléz y Zazueta
[35] obtienen las soluciones explicitas al modelo [1], para un mercado sin dinamismo,
permitiendo profundizar en el analisis de la dinamica de la ocupacién de los puestos de

trabajo.

Como percibimos, gran parte de la literatura existente se ha centrado principalmente
en la comparacién entre hombres y mujeres. Sin embargo, a medida que las sociedades se
vuelven mas inclusivas y conscientes es de vital importancia considerar que no solo existen
dos géneros. En un reciente informe elaborado por la empresa Deloitte [13] se present6 el
resultado de 600 encuestas realizadas a la comunidad LGBT+ que trabajan en diversas
areas en 12 paises alrededor del mundo, entre ellos México; cerca del 80 por ciento coincide
en que hay intentos por favorecer la inclusion de las personas de esta comunidad por parte
de los empleadores, sin embargo, 42 por ciento reporté comportamientos no inclusivos en

el trabajo, senalando principalemente que no ven a ningun lider Senior LGBT+ que se

4Tiene o no responsabilidad de alguien



XTIV Introduccién

declare abiertamente en el trabajo. Por ende, hay diversas empresas tomando accion sobre
la inclusién de otros géneros como tal en su fuerza de trabajo, y no sélo identificarlos como

hombres o mujeres.

El presente trabajo, esta relacionado con la extensién del modelo matematico propues-
to en [1] para la incorporacién de un tercer género. En el cual se aborda el estudio de la
dindamica de las contrataciones en puestos de trabajo asumiendo preferencias en las con-
trataciones® y lo que se ha denominado dindmica de mercado. Los supuestos del modelo
son: 1) dado que se estudian las proporciones de ocupacién laboral para cada uno de los
géneros x;, tenemos un numero limitado de puestos de trabajo tal que cuando se llegue a
la plena ocupacién x1 + xo + 23 = 1, 2) los tres géneros tienen caracteristicas de prepara-
ci6én igual para emplearse, 3) existen preferencias complementarias en las contrataciones
que representamos con parametros constantes a;, b, ¢; € (0,1) y 4) existen pardmetros
r; € (0,1) que representan las tasas de salida para cada género. Con los supuestos anterio-
res la extension del modelo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales,

cuya dinamica es estudiada en un conjunto acotado del espacio de tres dimensiones.
Concretamente los resultados obtenidos que no estan en la literatura son los siguientes:

Aunque en el modelo [1] encontraron tres puntos criticos mediante un andlisis numérico:
el punto trivial, uno en el interior de la regiéon y otro en el exterior, no se demostré la
existencia y unicidad del punto de equilibrio en el interior de la regiéon. Por lo tanto, el

Teorema central de esta tesis fue demostrar:
Teorema (2.2). F'(x) tiene un dnico punto critico en int(S).

A partir de la demostracién del Teorema (2.2), logramos reducir el andlisis estacionario
al cédlculo del valor propio A, y su vector propio asociado v para cualesquiera pardmetros

de preferencias mediante el siguiente corolario:

Corolario (2.1). Si A, es la raiz de Frobenius de R™!'A con vector asociado v y zg =
A=l

(21, 22, x3) es el Gnico punto critico de (1.1) entonces xg = av con o = W T
*

Ademas, por la siguiente proposicion, conseguimos caracterizar el punto critico de

manera analitica dadas las preferencias y la tasa de salida 7:

Proposicién (2.1). Dada la matriz A y r = ro = r3 = r, entonces el punto critico z*
del sistema (1.1) es
1—r
v
(Det(A) —Tr(A) +2)

*

5Lo que la literatura se conoce como sesgo de género
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donde v satisface R~'Av = \,v y es de la forma

v = (b102 — Clbg + C1,C109 — A1Cy + Co, a1b2 — b1a2 + C3 — TT’(A) + ].)

De la ecuacién (1.16), observamos que la suma de proporciones de puestos de trabajo

tiende a un subconjunto

S={(z1,29,23) €S 1 +x2+23=1—7}

el cual es invariante ante el flujo del sistema (1.1). En consecuencia, el estudio de la

dindmica de S nos llevé a formular el siguiente teorema:

Teorema (3.1). Dado {(z1,x2,23) € S : x1 + 29+ 23 = 1 —r} y dada A matriz de
preferencias (1.3) y r tasa de salida constante para los tres grupos entonces el sistema
1—r 1—7‘)

converge al punto (1%, =5

Con base en el Teorema (2.2) sabemos que existe un inico punto critico z*. Posterior-
mente, el siguiente Teorema demuestra que todas las curvas solucién tienden a z*, por
tanto, es punto atractor del modelo (1.1):

Teorema (3.3). Si 1y = ry = r3 = r entonces la solucién constante x(t) = z*, del
sistema (1.1), es asintoticamente estable.

Finalmente, es importante senalar que para lograr una proporcién igualitaria en los
puestos de trabajo, las preferencias deben ser complementarias en el sentido grupal (4.2),
es decir, que la matriz de preferencias debe ser bi-estocdstica.

El anélisis del crecimiento de poblaciones usando ecuaciones diferenciales ordinarias no
es nuevo, sin embargo, se sigue usando puesto que existen muchos modelos que permiten
la prediccion del crecimiento de ciertas poblaciones y por tanto, los avalan. Ejemplos muy

importantes son los usados para predecir el nimero de contagios en una pandemia [3].

El trabajo esté organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1 se describe el sistema
general; posteriorme se desarrollan 2 casos particulares de este sistema. En la seccién 1.2 se
elimina el dinamismo de mercado y hay un solo parametro para la matriz de preferencias. Se
desarrolla una ecuacion de Bernoulli que describe el total de puestos ocupados con respecto
al tiempo. Al resolverla e introducirla de nuevo en el sistema original obtenemos un sistema
de ecuaciones no autonomas, que se resuelven explicitamente utilizando métodos clasicos
de EDO. En la seccion 1.3, se introduce el dinamismo del mercado con una tasa constante

de salidas para los tres géneros y misma matriz de preferencias; asimismo, que el caso
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anterior se obtienen las soluciones explicitas y se calculan los puntos criticos. Una vez
analizado estos casos particulares, en los capitulos 2 y 3 se analiza la dindmica del sistema.
En el capitulo 2 se propone una funciéon auxiliar para determinar los puntos criticos del
sistema original; por medio del Teorema del punto fijo de Bouwer se demuestra que existe
un punto de equilibrio no trivial del modelo general y haciendo uso del Teorema de Perron-
Frobenius se demuestra que el punto critico es tinico. Si se asume que la tasa de mercado
es homogénea se puede calcular dicho punto de manera explicita. En el capitulo 3 se
demuestra la existencia de un plano invariante bajo el flujo del sistema cuando la tasa de
salidas es constante y dado que existe un tinico punto critico no trivial se prueba que este
punto es asintoticamante estable. En el tltimo capitulo, se presentan las condiciones que se
tienen que dar para alcanzar la igualdad de contrataciones laborales de los tres géneros en
el largo plazo encontrando que cuando las tasas de salida son iguales las soluciones tienden
a un punto de equilibrio igualitario si y solo si la matriz de preferencias es doblemente

estocastica.



Capitulo 1

Modelo general

1.1. Descripcion del modelo

El modelo (1.1) es una extensién del modelo propuesto en [1], donde considera el
sesgo de género, salidas del mercado y el tamano de mercado para hombres y mujeres
como factores principales de la brecha de género. En el modelo (1.1) se incorpora una
ecuacion mas que representa el género no binario, para tener un sistema de tres ecuaciones
diferenciales ordinarias no-lineales con nueve parametros que describen las preferencias

entre géneros y tres que describen las tasas de salidas del mercado para cada uno.

Supuestos:

» Las variables que usaremos para describir la dinamica de las contrataciones en un
nicho de mercado! para un determinado tiempo son: x; que representa la proporcién
de mujeres contratadas en t, xy la proporcién de hombres contratados en t y w3
género no binario contratados en t. Asi x;(t) es la proporcién de personas de género

i contratadas en el tiempo (t). Por estd razén z; > 0y x1 + 29 + 23 < 1.

» Estos trabajadores tienen caracteristicas de preparacién similar (para el puesto de
postulacién) y por tanto, en cualquier momento una persona puede estar preparada
para ser contratada. Ademas, de que estan distribuidos uniformente.

» Las preferencias de géneros se representan con los pardametros a;, b;, ¢; € [0,1] en el
que a; describe la preferencia de las mujeres por alguno de los tres géneros, analoga-
mente b; la preferencia de los hombres por alguno de los tres géneros y ¢; la preferencia

'Por simplicidad en lugar de asumir una cantidad finita de puestos de trabajo manejamos proporciones.
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del género no binario por algin género. Estas preferencias son complementarias para
cada género, de modo que a; +as+as = 1, asi sucesivamente para los demas géneros.

» Las tasas de salida r; € (0,1) ya sea por despidos, renuncias o muertes.

Como mencionamos el modelo pretende capturar la dindmica en el mercado laboral
mediante preferencias que se tienen en el proceso de contratacién, como también las sali-
das del mercado; por lo que el modelo resultante bajo estos supuestos, se representaria de

la siguiente manera:

dx

d_t1 =(1 =21 — w2 — @) (a1 w1 + biwy + c123) — 11

dl‘g

dt =(1 — 21 — x3 — 13) (a2 + boy + CoT3) — 2Ty (1.1)
dx

d_t3 =(1 — 21 — w2 — w3)(asw1 + bywa + c373) — 1373

Asimismo, se incorpora un término logistico (1 — x1 — x9 — x3) el cual pone un freno
al crecimiento de las contrataciones [3], es decir, cuando las suma de las proporciones
1+ x9+x3 = 1 todos los puestos de trabajo ya han sido ocupados, entonces las derivadas
del sistema (1.1) seran negativas, lo que implica que sélo habra salidas del sistema.

Figura 1.1: Regién {(z1,22,73) € R® : 21 + 29 + 23 < 1,2; > 0}

Matricialmente tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

X/ = (1 — T — X9 — .’Eg)AX — RX (12)

T a b o rn 0 0
donde X = | 29 A=1ay by ¢ R=10 r 0

T3 as bg C3 0 0 T3



1.2 Sin dinamismo de mercado

En este trabajo abordaremos los siguientes casos para obtener las soluciones explicitas
del sistema.

1.2. Sin dinamismo de mercado

En microeconomia, cuando los agentes econémicos (consumidores y productores) in-
teractuan en el mercado, el hecho de que ambas partes desean obtener la mayor utilidad
posible los conduce a buscar la mejor decisiéon posible. Por un lado, los consumidores con
base en sus preferencias y su restriccién presupuestaria y por otro lado, los productores
lo hacen tomando en cuenta su tecnologia y costos. Como consecuencia de la oferta y la
demanda, se tiene que el mercado llega a un estado de equilibrio en el que se establece un
precio y una cantidad de produccion de los bienes en la que los agentes que interactuan
estan de acuerdo en comprar y vender. Varios autores se refieren a la citada interaccién
entre los agentes como dinamismo de mercado. Esta interaccion se traslada facilmente
al ambito que nosotros estamos modelando donde una de las partes es las personas que
entran al mercado laboral y la otra parte la conforman los que salen. En particular, sino
hay entradas o salidas entonces no existe dinamismo de mercado. En el caso de las salidas,
no habré dinamismo de mercado si r; = ro = r3 = 0. Este supuesto aproxima la dinamica
de empresas en las que la gente permanece en sus puestos de trabajo por un periodo de
tiempo largo.

Una consecuencia directa de suponer que r; = ro = r3 = 0 es que todas las soluciones
del sistemas que inician en el interior de la regién {(xy, 2, 23) € R® : 2y + w9+ 23 < 1,2 >
0} tenderdn a saturar los puestos de trabajo, es decir al plano x; + x5 + 23 = 1.

En esta seccion vamos a demostrar una primera aproximacion a la solucién del sistema
(1.2). Vamos a suponer que no hay despidos, ni renuncias o algin otro tipo de salida del
mercado, entonces 1, = 9 = r3 = 0. Ademas, suponemos que cada una de los sectores
de la poblacion involucrados se prefieren a si mismos y ademds a los otros los apoyan
indistintamente. Esto ultimo se refleja en el modelo suponiendo que a;; =1 — €, a;; = €/2
parai # jy € € (0,2/3). De esta manera:

—_
|
(@)
[Nl

—_
e
NN DM
—~
—_
w
N—

NI DM
|

[u—

™
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por lo que el pardmetro de preferencias viene dado por e. Con base en las condiciones
actuales socioculturales de la sociedad, suponemos que cada grupo tiene preferencias ma-
yores por gente de su mismo grupo, que por la de los otros dos grupos. Por lo tanto, € debe
de ser menor a (2/3) para que las preferencias por gente de tu mismo género sea mayor a

la de los demas.

Por lo que el sistema a resolver para este caso es:

dx € €

d_tl :(1 — T — T2 — 1’3)((1 - 6)1’1 + §$2 + 513)

dx € €

T =0 = ae = a) (e (1= e + ) (14)
dx € €

_dt3 =1—27 — 23— 5173)(5331 + 5372 + (1 —¢€)xs)

Obteniendo la funcién de empleo total, como la suma de cada una de las ecuaciones

en (1.3), tenemos que:
i+ oy +ay = (1 —xy — 29 — x3) (21 + 22 + 3) (1.5)
haciendo u© = z1 + x5 + x3 obtenemos:
v —u+ut=0

una ecuacién diferencial de tipo Bernoulli de grado dos. Diviendo entre =2 y sustituyendo

1

por w = u~" es equivalente a

w+w—1=0
lo cual ya es una ecuacion diferencial lineal. Resolviendo tenemos que la solucion es:

et

et +c

u(t) =

y dadas las condiciones iniciales u(0) = uy = 21(0) +22(0) +23(0), obtenemos la expresién

final de empleo total:

6t

u(t) = ———— (1.6)

e+ ()

Observamos en la ecuacién (1.6) cuando t — oo la expresion tiende a uno.
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Entonces,
1

w(t) =1—u(t) = m

(1.7)
Las ecuaciones de (1.4) reescribiendolas de forma matricial y sustituyendo (1 —x; —zy—x3)

por (1.7), obtenemos el siguiente sistema no auténomo:

1
14 (722-)et

1—ug

X' = ( JAX (1.8)

La solucién de (1.8), con X (0) = Xy esta dada por

t 1 1 (0)
o 1+ (74)e
w 23(0)
- 5
Lema 1.1. 1.-Sie € (0,2) entonces la matriz A = 5 l—e 5 es diagonaliza-
s £ 1—e
ble.
2.-

/Ot(W)ds) = /Otw@ds - m#;%et)

Demostracion. El polinomio caracteristico de A es
3 2 9 2 9 2
PV =20+ (B¢ = 3)A + (7€ —6e + B)A — 2 +3e — 1

de este modo los valores propios de A son \y =1y Ay =1 — ge y los vectores propios
asociados a estos valores propios

tenemos dos vectores propios asociados al valor propio Ay, por lo tanto la matriz A es
diagonalizable. Si P es la matriz cuyas columnas son los vectores vy, v y v3 entonces

A= PDP~! donde D es matrix diagonal cuyas entras son los valores propios A\; y \a.
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Y haciendo u = (1;(?0

/0 ' w(s)ds

)e® se tiene

%fl)e_f t
—/ ’ du = ln(e—)
1, 1+u 1 — up + uget
wo

La funcion .

(1.10)

1 — ug + upet

estd definida para todo t € R.

Teorema 1.1. Sie € (0,2/3) entonces las soluciones de (1.4), con x(0) = (21(0), 22(0), x3(0)),

estan dadas por las funciones

#(t) = [30(0) + 2 p)]ra(0) + [50(6) — p(B]2(0) + [30(0) — 2p(0)]s(0)
y(t) = [30(0) — 5p0]m1(0) + [30(0) + 2 p(t)]a(0) + [3o(1) — 2p(0as0) (111
2(0) = [50(4) — 5p(B]21(0) + [50(6) = 3p()]2(0) + [30(0) + 2p(0)as(0)

t

et

e -3¢
donde O'(t) = T—uo+upet Y p(t) = (m)(l 2 )

Demostracion. Por Lema (1.1) se tiene
X(t) = exp(y(t)A)Xo = Peap(~(t) D) P~ X,

haciendo Y = P71 X tenemos
Y (t) = exp(y(t)D)Yo

usando (1.10) obtenemos las soluciones

(1= %er) 0 0
exp(y(1)D) = 0 () (1 — 3¢) 0
0 0 () (1 = %e)
ao(t) 0 0
= pt) 0
0 0 p@)
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entonces, tenemos un sistema desacoplado en términos de Y

(t) (1.12)

1 -1 -1\ [o(t) 0 0 505 3\ [:(0)
Xt)=|[1 1 0 0 pt) 0 -5 2 —3| | (0 (1.13)
1 0 1 0 0 p(t) -3 -3 2 x3(0)

desarrollando las operaciones con matrices obtenemos (1.11).

1.3. Dinamismo de mercado homogéneo

En esta seccion seguimos con el analisis de las soluciones del sistema e introducimos
una tasa de salidas constantes para los tres géneros dando lugar al dinamismo de mercado
homogéneo. El mercado homogéneo es una aproximacién idealizada al mercado real. Pero
es importante porque aisla la dinamica del mercado de interés de manera que se puede
explorar sin los efectos impuestos por diferencias en el mercado de salida.

Este supuesto se ve reflejado en el modelo asumiendo que r;, = ro = r3 = r y con la
matriz de preferencias (1.3), tenemos el siguiente sistema:

dx € €

_dtl =(1— 2y — 29 — 23)((1 — €)zy + 372+ 5563) — T

dx € €

T = = a—a) (Ga (1= e + S (114)
dx € €

d_t?) =1 -2y — x5 — $3)(§371 + 572 + (1= €)as) —ra;

Del mismo modo que el caso anterior, obteniendo la funcién de empleo total, tenemos
que:
oy +ay + oy = (1 — 2y — 29 — 23) (21 + 22 + 23) — r(21 + 29 + 23) (1.15)
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haciendo u = x1 + x5 + x3 obtenemos:
/ 2
Uwtu —ut+ru=0

una ecuacién diferencial de tipo Bernoulli de grado dos. Diviendo entre v =2 y sustituyendo
por w = u~! es equivalente a
w+(l-rjw—1=0

entonces, tenemos que la solucién es:

(1 —r)el—mr

u(t) = 6(1,r)t i C(l . T)

y dadas las condiciones iniciales u(0) = up = x1(0) +22(0) +x3(0), obtenemos la expresién

final de empleo total:
(1 _ 7,)6(177")t

ult) = iy rm (1.16)
uQ
Observamos en la ecuacién (1.16) cuando t — oo la expresién tiende a 1 — r.
Lo que implica que,
(1—r)t
re +a

donde a = 1’2—’1‘0 Entonces, sustituyendo en (1.14), obtenemos el siguiente sistema no
auténomo:

y dadas las condiciones iniciales X (0) = X, tenemos que la solucién estéd dada por:
1(0)

X(t) = ea:p(/ (w(s)A — R)ds)Xo, Xo= | 22(0) (1.19)
’ 3(0)

Teorema 1.2. Sie € (0,2) yr € (0,1) entonces las soluciones explicitas de (1.14), con
z(0) = (21(0), 22(0), z5(0)) estdn dadas por:

(1) = [3(0) + 20011 (0) + [37(0) — 56(0)]a(0) + [7(1) — 36(1)}as(0)
y(0) = [57(0) = 56011 (0) + [57(0) + 26(0]2(0) + [57(0) — 50(]es(0)  (120)
1 1 1 1 1 2

2(t) = [37(t) = 58(M)]e1(0) + [37(t) = 58(1)]22(0) + [37(t) + 5(t)]5(0)



1.3 Dinamismo de mercado homogéneo

1-3¢

a —r a e(lfr)t r a (1—7) ;7=
donde (8 = oty ol0) = 0y T

Demostracion. Las soluciones del sistema (1.14) esta dado por (1.19). Entonces, por Lema

(1.1) y haciendo Y = P71 X tenemos el siguiente sistema

Y' =w(t)DY — P"'RPY

w(t)D — R)Y

tal que

lo que implica que cada una de las soluciones a las ecuaciones anteriores, vienen dadas por

— / (w(s) — r)ds)
t 3

v =eap( [ (w(s)(1 = 5 = 1))
t 3

Y3 :ea:p(/o (w(s)(1— 56) —r)ds)

resolviendo, obtenemos las siguientes soluciones explicitas en términos de y;,i € {1, 2, 3}:

1+a

) =13 geramn = 70
1-3e
., (a+e(1—r)t)r(1+a)(1—r) i—r
yQ(t) =€ t[ 1_‘_a67(17r)t ] :¢(t) (121)
1-3e
. (a+€(l—r)t)r<1_'_a)(1—r) i—r
w®) = ) =)
por lo tanto,
1 -1 =1\ [7(t) © I 3 3 1(0)
Xt=11 1 0 0 o) 0 -5 2 1| |20 (1.22)
1 0 1 0 0 o) \-5 —35 3 23(0)

y desarrollando las operaciones obtenemos (1.20). [
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Una vez obtenidas las soluciones explicitas de este caso, analizaremos la estabilidad del
sistema (1.14). Para esto obtendremos los puntos criticos o de equilibrio, que representan
un estado fijo del sistema y determinar la naturaleza de los mismos. Para ello tenemos que

resolver el siguiente sistema:

0
0 = (1 — 1 — T2 — ZE3)AX() - RXO (123)
0

Haciendo Xy = PYj

T 1 -1 -1\ [(w
To = 1 1 0 Y2
I3 1 0 1 Y3

donde P es la matriz de cambio de base utilizada anteriormente, luego

T1=Y1—Y2— Y3
To = Y1 + Yo
T3 = Y1 T Y3

entonces, T; + Ty + 13 = 3y, sustituyendo en (1.23) y A = PDP~! implica que 0 =
(1 — 3y;)DYy — RYjy, por consiguiente

0=w1((1=3p1)—7)
0= (1~ 3)(1 — 20) 1)

0= ys(((1 —33)(1 — 20) ~7)

De la primera ecuacién y; = 0 o y; = % Siy; = 0 entonces yo =00 1 — %e = r, por

1—r
3

y2 = 0. Del mismo modo, para y3. De modo que los puntos (0, 0,0) y (l—gr, 0,0) representan

tanto, yo = 0. Asimismo, para y3. Ahora si y; = se sigue que yo =00 %er =0, asi que

los puntos criticos del sistema.

Para determinar la naturaleza de los puntos criticos anteriores utilizaremos el Teorema

de Linealizacién, donde la matriz Jacobiana, después de hacer el cambio de variable es:

1— 6y 0 0
J = gy26—3y2 1—3y1—%e+gyle—r 0
%yge —3ys3 0 1 -3y — %6 + %yle —-r
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evaluando el punto (0,0, 0) obtenemos tanto valores propios positivos como negativos, por
lo tanto es un punto silla. Por otro lado, evaluando el punto (13;’", 0,0) obtenemos valo-
res propios negativos, por consiguiente es un punto atractor. Regresando este punto a las
coordenadas originales tenemos (1’7’”, 13;7", %) es el atractor del sistema.

En los siguientes capitulos estudiaremos el comportamiento de las soluciones del siste-

ma (1.1) para cualquiera preferencias y tasas de salida ;.






Capitulo 2

Puntos criticos del sistema

En capitulos anteriores calculamos las soluciones explicitas para algunos casos particu-
lares del sistema, sin embargo, queremos ver la dindmica general para ello es importante
conocer los puntos criticos. Un punto critico es una solucion constante del sistema de ecua-
ciones diferenciales. Esto quiere decir que dicha solucién no cambia con el tiempo, por lo

que nos permitiria conocer en qué puntos las proporciones de los géneros se estabilizarian.

Uno de estos puntos criticos es el origen, ya que se puede ver directamente de las
ecuaciones del modelo. En este capitulo haremos uso del teorema del punto fijo de Brouwer
y el teorema de Perron-Frobenius para demostrar que existe un unico punto critico no

trivial de nuestro sistema de ecuaciones.

Definicién 2.1. Un punto critico del sistema x' = F(x) es un punto xo € R™, tal que

Definicién 2.2. Un punto fijo de la funcion F : R™ — R™ es un punto xq tal que F(xq) =

Zo-
Se sigue de las definiciones que zg satisface F'(xg) = 0 si y solo si xy es un punto fijo
de la funcién

G(z)=F(x)+x, z€R. (2.1)

Para demostrar la existencia de un punto critico no trivial usaremos el

Teorema del punto fijo de Brouwer [27]. Si f : K — K es una funcién continua en
un conjunto K C R™ compacto y convexo entonces existe un punto z € K tal que f(z) = z.

13



14 Puntos criticos del sistema

o __ 1-R
Para R = max{ry,r,r3} y k = 3 » Sea

S = {(x1,7,23) ER? : w1, 29,25 >0, k <y + 29 + 23 < 1}. (2.2)
Para demostrar la unicidad del punto critico haremos uso del Teorema de Perron-Frobenius.
Este resultado hace uso de las siguientes definiciones

Definicién 2.3. Sea A € M, se dice que A es una matriz descomponible o reducible si

existe una matriz de permutacion P tal que

B PTAP— (Bn Blz)
0 DB

siendo Bi1, Bas matrices cuadradas de orden inferior a A. En caso contrario, se dice que

la matriz A es indescomponible o irreducible.

Ejemplo 2.1. 5i A es una matriz cuyas entradas son positivas entonces A es una matriz

indescomponzible.

Teorema 2.1 (Teorema de Perron-Frobenius [28]). Sea A € M,, una matriz no negativa
indescomponible y Ay, ..., A\, los valores propios de A. Si A\, = méx <<, {|\i|} entonces

~

. A« €s un valor propio de A.

2. A\ > 0.

3. A es simple.

4. Exziste un vector propio v asociado a N\, tal que todas sus entradas son no negativas.

5. No existe otro vector propio de A que este asociado a algun \; con entradas no

negativas excepto los multiplos positivos de v.

6. mjin;aij <A< m;gix;aij
Definicién 2.4. El valor propio del Teorema 2.1 se denomina raiz de Frobenius.
Ejemplo 2.2. matriz 3X3
Ejemplo 2.3. Si A € M, tal que a;; >0y >  a;; =1 entonces la raiz de Frobenius de

Aes A\ =1.

Con base en los resultados anteriores podemos demostrar la existencia de un tnico
punto critico de la funcién F. Primero demostraremos que G(S) C S.
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Lema 2.1. Si G es la funcion (2.1) entonces G(y) € S, para todo y € S.

Demostracion. Observamos que G1(y) > 0, Go(y) > 0, y G3(y) > 0. Luego, sumando cada
una de las entradas de G(y) obtenemos

Gi(y) + Ga(y) + Gs(y) = (1 —y1 —y2 — y3) (V1 + y2 + ¥3)
+y1(1—r1) +ya(1 — 7o) +y3(1 —r3)
< (T—y—y2—ys3) (W +y2+y3) + (Y1 +v2 + u3)
=W+ +y)2—yp -y -yl <1

ya que v(2 — v) alcanza su méximo en v = 1, para v € [0,1]. G1(y) + Ga(y) + G3(y) <1

Por otro lado,

Gi(y)+Ga(y) + Gs(y) >(1 —y1 —yo —ys3)(y1 +v2 +y3) + (1 — R)(y1 + y2 + y3)
=+ +y3) 22—y — 2 —ys — R)

esta tltima expresién es una funcién de la variable ¢ = y; + y2 + y3. Ademds ¢(2 —c— R),
restricta al intervalo [k, 1] alcanza su minimo en los valores extremos ¢ = 1 o ¢ = k. Si

¢ = 1 entonces IR
c(2—c—R):1—R>T:k:.

Si ¢ = k entonces L RV3_R LR
c(2—c—R)=< — >4(_ )> _2 = k.

Luego G1(y) + Ga(y) + Gs(y) > k y se tiene la conclusién deseada. O

Teorema 2.2. F(x) tiene un tnico punto critico en int(.S)

Demostracion. Por el Lema (2.1) G es continua en S, que es un conjunto convexo y
compacto. Luego, por el Teorema del punto fijo de Brouwer, existe un zo € S tal que
G(xg) = zo. Es decir, un punto zo # 0 tal que F(zg) = 0.

Enseguida mostraremos que xy ¢ 9(.S). Para ello consideramos los siguientes casos:

1. Sixe C={r €S :21+ 22+ 23 =1} entonces F(zr) = —RX # 0.
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2. Size{r eSSz +xy+ x5 =k} entonces las entradas de F(x) son

Fi(z) =(1 = k)(a121 + bizs + cra3) — ria,
Fy(x) =(1 = k)(a2xq + baxa + cox3) — raws,
Fs(x) =(1 — k)(asx1 + bsza + c3x3) — raxs.

Al sumar tenemos que
Fi(z) + Fa(z) + F3(z) =(1 — k)k — mz1 — raws — 133
>(1—k)k — Rk = k* > 0.
3. Size{reS:xz =0}\C entonces
Fl(l’) = (1 — L9 — ZL’3)<61[E2 + 01£L’3) > 0.

Anélogamente, se verifica que Fo(z) > 0siz € {z € S : 29 =0} \ C y F3(z) > 0 si
re{reS:x3=0}\C.
Por 1-3, 2y € int(S).

Para demostrar la unicidad de zo haremos uso del Teorema 2.1.

Tenemos que g = (1, X2, 23) satisface
((1 — X1 — T2 — Ig)RilA - I)(L’O =0

donde R™!'A es una matriz cuyas entradas son positivas. Por lo que, segiin el ejemplo 2.3,

R7'A es indescomponible. Luego, por la ecuacién anterior tenemos

(RlA — (1 — —1:52 — x3> [) zo = 0. (2.3)

Es decir, A = 1; es un valor propio de R7'A con vector propio asociado xy y
—x1—x2—x3

puesto que zg ¢ 9(S) se tiene x; > 0. Por tanto, de acuerdo al Teorema 2.1-5, X es la raiz
de Frobenius de R A.

Si existe otro punto critico z* = (z7, x5, x3) € int(S) que satisface la ecuacién 2.3 en-
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tonces, por el Teorema 2.1-5, se tiene que

]+ x5+ 3 =21 + 2o + T3, (2.4)
" = ax, (2.5)
con v > 0. Al sustituir (2.5) en (2.4) se tiene que a = 1. De lo cual z* = . O

Corolario 2.1. Si A\, es la raiz de Frobenius de R™'A con vector asociado v y xy =

(21,22, x3) es el inico punto critico de (1.1) entonces xg = v con o = /\(vi\+—;21+v;>,)
Demostracion. De (2.3) tenemos que
1
I1+$2+I3:1—)\— (26)
Ty = QU (2.7)

con o > 0. Al sumar las entradas del vector x y usar las ecuaciones (2.6) y (2.7) se sigue

el resultado.
]
Ejemplo 2.4. Tomando la matriz definida en (2.3) y € = i, ro= %, ry = 1—18, ry = %.

De acuerdo con el teorema anterior, siempre vamos a encontrar un punto critico de F en

el interior S y este es unico. Entonces, sustituyendo los valores anteriores:

0 AN 5 0 0) (=
0 =(1—:E1—x2—a:3) % % % To - 0 % 0 ) (28)
0 £ 5 3] \as 0 0 &/ \u3

Resolviendo el sistema (2.8) tenemos un solo punto critico en el interior de la region de
interés xo ~ (0.2294,0.3042,0.41159). Con base en el teorema de linealizacion calculamos
la matriz jacobiana de F y evaluando en el punto critico obtenemos que los eigenvalores
son A\ = —0.945, Ay = —0.026 y A3 =~ —0.018; por lo tanto, este punto es un pozo. Lo

anterior, es congruente con el Teorema (2.2).

Proposicion 2.1. Dada la matriz A y r1 = ro = r3 =1, entonces el punto critico x* del

sistema (1.1) es 1,
. DA =T AT (2.9)

donde v satisface R™1Av = \v .
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Demostracion. Sea ] + % + x5 = s* y por definicién de punto critico
(1-s"Y)A—R)z"* =0

por (3.1) x} + x5 + 25 = 1 — r entonces

r(A—1Iz*=0
tenemos que
ap — 1 b1 C1
(A—I).Z’*: as b2—1 Co SU*ZO,
as b3 C3 — 1

y dado que las preferencias con complemetarias, la tltima fila de esta matriz es combinacién

lineal de las primeras dos, de manera que

a; — 1 b1 (&1
= as bg —1 ¢ x*=0.

0 0 0

Observamos que z* es ortogonal a los vectores de la matriz (A — I). Entonces, el producto
vectorial entre estos dos vectores de la matriz sera un multiplo escalar del vector z*. De

manera que

AU = /\((a1 — 1),b1701) X (a27 (b2 - 1)762) ="

Desarrollando este producto vectorial y sumando un cero en la ultima entrada cs3 — c3,

obtenemos

AU = )\(5)102 — Clbg + ¢y, \Cﬂlg — a1Cy + CQJ, glbg — b16L2 + c3 — TT(A) + 1)

J

U1 v2 v3

y dado que queremos asegurar que se quede en el plano 1—r entonces Avi+Avo+Avg = 1—r.

Por lo tanto,

B 1—1r
Ty
R (2.10)

" Det(A) — Tr(A) + 2

lo que demuestra la proposicion. O



Capitulo 3

Analisis del comportamiento

dinamico del sistema

Ya demostramos que (1.1) tiene un tunico punto critico en S. En el presente capitulo
estudiamos el comportamiento cualitativo de las soluciones de nuestro modelo haciendo
uso de herramientas de ecuaciones diferenciales, como lo son las soluciones de ecuaciones de
Bernoulli, identificar regiones invariantes del sistema, asi como un Teorema de estabilidad
de O. Perron [30] y el uso del concepto de estabilidad estructural de Peixoto [32].

3.1. Existencia de un plano invariante

En el contexto de ecuaciones diferenciales, el término “flujo del sistema”se refiere a la
evolucion de las soluciones a medida que el tiempo transcurre. En nuestro caso, el flujo
nos proporciona una descripciéon completa de cémo evolucionan los puestos de trabajo en
cualquier tiempo ¢t dada una condicional inicial (x(0), 22(0), z3(0)). Decir que un subcon-
junto es invariante bajo el flujo significa que si las soluciones del sistema comienzan en
este espacio, permaneceran en este espacio para todo tiempo ¢t > 0.

Por la demostracién del Teorema (2.2) sabemos que el campo vectorial dado por F(z)
apunta al interior de S y por tanto S es un subconjunto invariante del flujo del sistema.

Este no es el tnico subconjunto invariante del sistema como se vera a continuacién.
Siry =1y =13 = r entonces al sumar las tres ecuaciones del modelo (1.1) e introducir

19
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la variable u = x1 + x5 + x3 tenemos
u(t)=(1—-r—u)u. (3.1)

La ecuacion (3.1) es una ecuacién para la suma de las proporciones de puestos de trabajo
ocupadas al tiempo t. Notamos que si u < 1 — r, entonces u' es positiva y por tanto u
es creciente. Ademds, si u > 1 — r, entonces u’ es negativa y por tanto u es decreciente.
Al resolver esta ecuacién obtuvimos (1.16). En la solucién observamos que si la condicion
inicial es up = 1 — r entonces u(t) = 1 — r, ¥t > 0. Esto es, si la condicién inicial de la
solucion (z1(t), z2(t), z3(t)) satisface 21(0) + x2(0) + 23(0) = 1 —r entonces z1(t) + xa(t) +
x3(t) =1 —r ¥t > 0. Es decir, el subconjunto

S ={(z1,29,23) €S 1 +x2+23=1—7}

es invariante bajo el flujo del sistema (1.1). Si sustituimos u(t) = 1 — r en la ecuacién
diferencial anterior

W) =1 —-r)1—7)—(1—-7r)>=0 (3.2)

por tanto, la derivada en u/(t) = 0, esto es, (21 + x2 + x3)’ = 0. Dicho de otra manera, si
(21(0), 22(0), 25(0)) ¢ S entonces x(t) tiende a S cuando t — 0o, es decir, la suma de las
proporciones de puestos de trabajo tiende a 1 — 7 y en S las curvas solucién se mantienen
(ya que la derivada es cero). Por lo que el anélisis se reduce a estudiar la dindmica dentro
de este plano, lo que nos lleva al siguiente teorema.

Figura 3.1: Plano Invariante S = {(z1,22,23) € S:x1 + 22 +23=1—71}
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Teorema 3.1. Dado {(x1,29,23) € S : &1 + 20+ 23 = 1 — 1} y dada A matriz de
preferencias (1.3) y r tasa de salida constante para los tres grupos entonces el sistema
1—r 1—r

converge al punto (5=, 5%, 5.

Demostracion. Tenemos el sistema (1.14) y haciendo x; 4+ x9 + 23 = 1 — r tenemos:

dz € €

d—tl =1 = )1 + 522 + Sa3] — 7y

dz € €

d—; =(n)lg@1+ (1= ) + gs] — 7y (3.3)
dz € €

d—; :(r)[§x1 + 52+ (1 —€)xs] —ras

al reducir términos semejantes nos queda el siguiente sistema:

re

TE
re D) 3 T
[ TE Te
X=|%5 -re 5 To (3.4)
TE TE
D) D) Te T3
_ re e
re 5 5
denotamos a B = 5 —re I y diagonalizando B obtenemos que los valores
propios son A\; = =5, Ay = % y A3 = 0 y asociando cada valor propio con su respectivo

vector propio obtenemos la matriz P de cambio de base y P~!:

-1 -1 1 , -1 -1 2
P=|0 1 1 ,P—lz§ -1 2 -1
1 0 1 1 1

por lo que la solucion al sistema es:

X(t) :GtBXO
=Pe'PP71X,

la matriz exponencial es
-3
eTTEt O 0
-3
e'P = 0 e2" 0

0 0 1
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sustituyendo las matrices y haciendo ¢ — oo obtenemos que:

] -1 -1 1 0 00 -1 -1 2
lim X(t)=—]1 0 1 1 000 -1 2 —-1]X,
t—o00 3
1 0 0 01 11 1
11 1
3 3 3
_ |1 1 1
=13 5 3|%
11 1
3 3 3
y por hipotesis 1 + x5 + x3 = 1 — r, por lo tanto
1-r
3
, N e
tli)r?OX(t)— K (3.5)
3
lo que demuestra el teorema. O

Este resultado es congruente con lo calculado en la seccién (1.3), por lo que para
cualquier x € S las curvas tienden a este punto, pero la condicién para que pase esto es
que ambos grupos tengan la misma tasa de salida.

Anélogamente, sumando las columnas para el caso donde tenemos la matriz de prefe-

rencias A y la misma tasa de salida R

ar by ¢ r
A= a9 b2 Co y R = 0
0

az by c3

tenemos que x1(t) + z2(t) + x3(t) = 1 — r cuando t — oo, es decir, el flujo del sistema es
invariante y dado que todas las curvas convergen a este plano generado, podemos encontrar
el punto critico para cualquier tipo de preferencias y una misma tasa de salida.

3.2. Soluciones asintoticamente estables

n i6n probam ue si r; = ry = r3 = r enton ucion constan
En esta seccié obamos que s 3 entonces la solucién constante
x(t) = z*, del sistema (1.1), es asintoticamente estable. Para ello tenemos que recordar
algunos conceptos.

Definicién 3.1. Una solucion xz(t) del sistema x' = F(z) se dice estable si para todo € > 0
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existe 0 > 0 tal que cualquier solucion y(t) del sistema que satisface ||x(0) — y(0)|| < 4,
implica que ||z(t) — y(t)|| < € para todo t > 0. La solucion x(t) se dice asintoticamente

estable si es estable y ademads

I [[z(t) — y(t)[| = 0.

t—o00

Lema del determinante de una matriz [15]. Si A una matriz cuadrada y u, v

vectores columna. Entonces,

det(A +wv") = det(A) + v adj(A)u.

Haremos uso del siguiente resultado de Perron que se puede consultar.

Teorema 3.2. 57 en el sistema

¥ = Az + [(L,7),

A es una matriz con entradas reales y cuyos valores propios tienen parte real negativa y

ademds f es una funcion continua tal que

f(t,z) = o(|ll])

uniformemente para t > 0, cuando ||x|| — 0. Entonces, la solucion x(t) = 0 es asintotica-

mente estable.

Teorema 3.3. Si 1y =19 = 13 = 1 entonces la solucion constante z(t) = x*, del sistema

(1.1), es asintoticamente estable.

Demostracion. Para empezar necesitamos hacer una traslacion del punto critico z* al
origen. Para ello definimos w; = x; — 2} entonces u, = x} y 27 + 235 + 2% = s*. Sustituyendo

r; =u; + 2y s* en (1.1) tenemos que
w, = ((1 —8*) —uy — ug — ug)(auy + bjus + cius + a;xi + by + ¢;xy) — rou; — rixd (3.6)

observamos que (1 — s*)(a;x} + bzl + ¢;x5) — rxf = 0 (por la definicién de punto critico)
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entonces (a;z} + bxy + ¢;al) = % Por lo tanto, (3.6) es

wh =((1 = 8)ai — = Yoy 4 (1 — 8*)by — Yoy,

(1 —s) (1 —s)
% (3.7)
* rixi
—+ ((1 — S )Ci — (1 — 8*))U3 —ryu; — (u1 + U2 + u?,)(aiul -+ biUQ —+ CZ'U3)
de manera matricial
] rTy Ty T
U; = ((1 — S*)A — R - m TQLU; T’QI; T'Ql’; )U - (Ul + uo + US)AU (38)

*

r3Ty  T3T5 T3T5

denotamos a
rxy iy o

b
1-s)

*

roxh Toxy Towh | )u

B=((1-s)A—R—

r3Ty T3xy 3T

ft,u) = (ug + ug + uz) Au
la parte no lineal del sistema. Observamos que

||(U1+U2+U3)AUH . |U1+U2+U3H|AU|| < M|U1+U2+U3|||U||
[Jul] a [Jul] -

= M|U1+U2+U3| — 0
[Jul]

por lo tanto
St u) = offull
cuando ||u|| — 0.
Para terminar vamos ha demostrar que las partes reales de los valores propios de la

matriz B son negativos. Si r; = ry = r3 = r sabemos que zj + =5 + 25 = 1 — r. Entonces

1 —r = s*, sustituyendo en (3.2) se tiene que

Ty 2y
B=r(A-1I)— |} x} x} (3.9)
T3 Ty T3
Vv
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Observamos que Bz* = (r(A —I) — T)z* y por definicién de punto critico

Bx* = -Tx"
oy (x] + 5 + %)
= — | z(a} + a5 + %)
wi(x] + 5 + %)
7
=—(1—=r) |3
T3

por lo que, (r — 1) < 0 es un valor propio de B con vector propio asociado z*. Ademas

)\1+)\2+7”—1 :TT(B)
=rTr(A)+3r—(1-r)

es decir,
A+ X =r(Tr(A)—3)<0

Basta con célcular el det(B) para determinar el signo de re();). De (3.9) y utilizando el

lema del determinante de una matriz

det(B) = det(r(A—1) —T) = det(r(A —I)) +v"adj(r(A — I))u

—_——
0
3
donde u = — | a3 | y o7 = (1,1,1). Calculando adj(r(A — 1))
3
r(ay — 1) rby rey
= adj ras r(by — 1) rCo
ras rb3 r(c3 — 1)
TQ[(bQ — 1)(03 — 1) — Cgbg)] —TQ[bl(Cg — 1) — Clbg] 7"2[6102 — Cl(bg — 1)}
= |  —r?as(cs —1) —coas]  r[(ar —1)(c5 — 1) —cras]  —r?[(ar — 1)co — cras]
Tz[agbg, — (bg — 1)&3] —7"2[<CL1 — ].)bg — blag] 7“2[((11 — 1)(b2 — 1) — blag]

luego, (1,1,1) x adj(r(A — I)); lo cual implica sumar los elementos de la primera columna
para obtener la primera entrada del vector resultante y asi sucesivamente, para las demas

entradas. Posteriormente, utilizando el hecho de que las preferencias son complementarias,



26 Analisis del comportamiento dindmico del sistema

es decir, a3 =1—a; —ag, b3 =1—5by — by y c3 =1 — ¢; — ¢y resulta
- <r2[Det(A) ~Tr(A) +2] r2[Det(A) — Tr(A) +2] r2[Det(A) — Tr(A) + 2]) (3.10)

entonces

(1,1, Dadj(r(A — I))u = r*[Det(A) — Tr(A) + 2](=1)(z} + 5 + 3)
= (r — 1) r’[Det(A) — Tr(A) + 2] (3.11)
—— b2

A1 A2)3

y dado que Ay + A3 < 0y A2 A3 > 0, se tiene que Ay < 0y A3 < 0. Por lo tanto, los valores
propios de la matriz B son negativos y por Teorema (3.2) la solucién es asintoticamente
estable. O

3.3. Sistemas estructuralmente estables

Si el comportamiento cualitativo sigue siendo el mismo para todos los campos vec-
toriales “cercanos”, entonces se dice que el sistema (1.1) o el campo vectorial F' es es-
tructuralmente estable [32]. Por otro lado, si una pequena variacién en los valores de
los pardametros del sistema causa un brusco cambio cualitativo en su comportamiento, el
campo vectorial F' no es estructuralmente establace. Lo que nos lleva a la siguientes defi-

niciones.

Definicién 3.2. Si E C R"™ es abierto entonces para F € C1(E)

1Pl = mdx| F()| + ]| TF(2) |

En esta definicién | - | es la norma euclidiana de R"”, JF(z) es la matriz jacobiana de
Fenxy || || denota la norma usual de una matriz:
Ax
||A|| = méu»cu = max |Azx|
z£0 || |z|=1

Se puede demostrar que ||F||;, en conjuntos compactos, satisface las propiedades usuales

que definen a una norma.

Definicién 3.3. Sea F' un campo vectorial C' en un abierto E C R™. Entonces F € Cl(E)
es estructuralmente estable sobre E si existe un 6 > 0 tal que para toda G € C'(FE)
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con
| =Gl <4,

G es topologicamente equivalente a F en E y preserva la orientacion del tiempo.

En el capitulo 2 demostramos que si los parametros r; son todos iguales entonces
existe un tinico punto critico en el interior de la regién S = {(x1, 12, 23) € R : 2y, w9, 13 >
0, k < x1+ 29+ 23 < 1} y que todas las soluciones tienden a este punto critico. Con el
siguiente resultado tenemos que estas propiedades cualitativas de las soluciones del sistema

se preservan localmente.

Teorema 3.4. Sea F € C(E), con E es un subconjunto abierto de R™ que contiene un

punto critico hiperbolico xo de F. Entonces, para cualquier ¢ > 0 existe un § > 0 tal que
para todo G € C*(E) con
|F =Gl <é

existe un yo € Be(xo) tal que yo es un punto critico hiperbélico de G. Ademds, JF(xy) y
JG(yo) tienen el mismo nimero de valores propios con partes reales negativas.

Corolario 3.1. Si F' es la funcion del sistema dindmico (1.1) donde r; = r entonces para

cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que para todo G € C*(E) con
I[F' =Gl <4

existe un yo € Be(xo) tal que yo es un punto critico hiperbdlico de G y ademds todas las

partes reales de los valores propios de JG(yo) son negativas.

Demostracion. De la demostracion del Teorema (3.3) se sigue que las partes reales de
los valores propios de JF'(z*) son negativas y aplicando el Teorema (3.4) se concluye lo
deseado. O

Para concluir vamos a poner un ejemplo de una funcién G que satisface de las hipétesis
del Corolario (3.1)
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Ejemplo 3.1. Si F' y G son las siguientes funciones

ar by o 1 r 0 0 1
Fl)=(1—x —x2—x3) [as by ¢ ol — 10 r O To
as by c3 T3 00 r T3
ar b o 1 rn 0 0 1
Gl)=(1—21 —22—x3) | az by ¢ o | — |0 m O To
az by c3 T3 0 0 73 T3

méx{|r — r1|, |r — ra|,|r — r3|} < 2 entonces ||F — G||; <.

Por la definicién (3.2) tenemos

|F— G|, = maz \/(r —11)222 4 (r — ro)222 + (r — r3)%22

+maz{|r — i, [r —raf, |[r — 3]}
zeS

Observamos que el primer término al lado derecho de la ecuacion es el maximo de una
funcion convexa en un conjunto convexo por lo que se alcanza en un punto extremo de S.

Luego, si max{|r —r|,|r —raf, |1 — 73|} < & entonces

IF = Glly =2 mag {Jr = 1], r = ral, Ir = 751}
)
—2(=
)

<.

En este ejemplo, observamos que ante cambios pequenos en las tasas de salidas r;, las
soluciones del sistema (1.1) al usar G tiene un comportamiento local similar al comporta-
miento del sistema al usar F. Mds atin, por el Teorema (3.4) existe un y* cercano al punto
critico x*, tal que y* también es un pozo. Por lo que mientras no haya un cambio grande
en las tasas de salida de algin género, ya sea por despidos, renuncias, o algin otra causa
del termino de la relacion laboral, podemos encontrar un equilibrio del sistema al usar G.



Capitulo 4

Condiciones de igualdad en el

mercado laboral

En capitulos anteriores obtuvimos si en la matriz de preferencias (1.3), cada grupo
se apoya a si mismo en mayor medida y en una proporciéon menor pero igual a los otros
dos entonces se obtiene que todas las soluciones tienden a un tnico punto critico z*. Por
lo que, en este ultimo capitulo estamos interesados en analizar bajo qué condiciones el
mercado de trabajo con preferencias a;, b;, ¢; v aislando los efectos de diferentes tasas de
salida r;, tenderia a la igualdad, es decir, a la misma proporcién de puestos ocupados en
el punto z*. Para ello es necesario determinar las condiciones en las preferencias tales que
las soluciones del sistema tiendan a un punto donde 2] = 25 = x5 = w. Puesto que 2™ es

un punto critico tenemos que

0 ar by o x] r 0 0 x]
Ol=(0—-a]—a3—23) | ax by 3| =10 r 0O x| . (4.1)
0 as by c3 T3 0 0 r T3

Sabemos que cuando tenemos una misma tasa de salida se cumple que =] +25+25 = 1 —r,

e imponiendo la igualdad de contrataciones obtenemos:

rw((a; +by+c; —1]=0
rw((ag + by +c2—1] =0
rw[(a3+bg+03—1] =0.

29
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Es decir,

a1+b1+01:1
(1,2+b2+02 =1 (42)
a3+b3+03:1.

De este modo, ademas de que las preferencias de cada género sean complementarias, las
preferencias también deben de ser complementarias en el sentido grupal. Por ejemplo, si
en una empresa los hombres presentan algin tipo de sesgo de género en contratar mujeres
y género no binario, entonces los parametros b; y bz son bajos, por que lo que para
compensar este efecto, las mujeres y el género no binario tendran que equilibrar este sesgo
de los hombres. En lo que respecta a la contratacién de mujeres, las preferencias a; y ¢;
tendran que ser de tal manera que a; + by + ¢; = 1, esto implica que si las mujeres actiian
conjuntamente con el género no binario de tal manera que a; + ¢; contrarreste el sesgo de
los hombres b;. Asimismo, para el género no binario as + c3 equilibre b3, sumado al hecho
de que as y ¢ sean pequenos para los hombres, se podra llegar a un equilibrio igualitario
en el largo plazo. Para el caso en que no actien conjuntamente se llegarda a la misma
conclusion planteada al inicio de este capitulo, donde la preferencia por tu mismo género
sea mayor.Por lo que la ahora el problema se traslada en la obtencion de estos pardmetros
y que la matriz de estos sea doblemente estocastica.

Si en un escenario alguna empresa como parte de sus politicas internas, plantea tener
una plantilla laboral mas equilibrida, tendra en primera instancia que identificar las pro-
porciones iniciales de como estan distribuidos sus puestos de trabajo, y con base en ello
serd el desarrollo de la politica. Sin embargo, sera muy dificil condicionar las preferencias
grupales de tal manera que sumen uno, pero si se puede percibir el comportamiento de los
reclutadores y con ello la inclinacién de sus preferencias por algiin o algunos géneros. De
acuerdo con ello el responsable de la politica tratara de que las personas que conforman
el equipo de contratacion sea lo mayormente orientado hacia la politica de largo plazo y
observar la evolucién de esta através del tiempo.
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Suponer que r; = 9 = r3 = 0 es un tipo de mercado laboral donde la gente tiende
a permancer mucho tiempo o incluso se jubila ahi. Por lo que, las soluciones del sistema

tenderan a saturar los puestos de trabajo, es decir al plano ;1 + x5 + 3 = 1.

Cuando se introduce el dindmismo de mercado pero aislando los efectos impuestos por
diferencias en el mercado de salida, se encontré que todas las curvas solucién tienden a
un plano invariante, lo que dio la pauta para simplificar el andlisis dinamico del modelo
(1.1) con tasa de salida constante, ya que para cualquiera pardametros de preferencias,
resulto que la funcién de empleo total z1(t) 4+ z2(t) + 23(t) = 1 — r cuando t — oo y el
punto de estabilidad donde convergen todas estas curvas es (1%, %, %) con la matriz
de preferencias (1.3) que representa tener mayor apoyo de personas de tu mismo género,
y en menor medida pero con la misma proporcién a los géneros restantes, podemos llegar

al equilibrio igualitario en las proporciones de contratacién.

Por otro lado, cuando la tasa de salida del mercado no es la misma para los diferentes
géneros, existe una superficie que corta al espacio S, pero por el Teorema (2.2) demos-
tramos que existe un unico punto critico en int(S), por lo tanto, podemos encontrar la
condicién estacionaria en la dindmica del sistema (1.1). M&s ain, en condiciones ideales
del mercado de trabajo, cuando la tasa de salida del mercado es la misma para los tres
géneros, podemos calcular directamente este punto critico z* mediante (2.9), el cual es
asintoticamente estable por el Teorema (3.3).

Por 1ltimo, para garantizar la igualdad en las contrataciones de los tres géneros a lo
largo del tiempo con r iguales, la matriz de preferencias debe ser doblemente estécastica,
con ello se lograria compensar la posible inclinacién (o lo contrario) que podria tener
un género por otro, el cual tendria que ser equilibrado por las preferencias por los dos
géneros restantes. Se puede observar que hay incentivos por parte de cada género de
actuar individualmente y solo apoyar a su propio género, y de estd manera también se
asegura la igualdad de contrataciones. O proponer que los reclutadores en los procesos de
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seleccion sean diversos y tengan una representaciéon equitativa de cada género. O en su
caso utilizar procesos de seleccion a ciegas para minimizar los sesgos en la evaluacién de
candidatos. Adicionalmente, se tendria que fomentar un cambio de cultura tanto dentro
de las organizaciones y la sociedad para cambiar estereotipos y percepciones de género
principalmente en estas areas de STEM y puestos de liderazgo.

Esta investigacion da pauta a una posible generalizacién que consideraria n-géneros en
el mercado laboral. Ademas, de quitar el supuesto sobre las preferencias que se mantienen
constantes a lo largo del tiempo y un andlisis mas profundo de la dindmica cuando la tasa

de salida del mercado laboral no es constante.
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