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A mi cuñado Polo y mi Compa Alda por su gran apoyo.
Anita, Fernanda, Mau, que hacen que está familia sea aún mejor.
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Resumen

Examinamos la dinámica de las contrataciones en el mercado de trabajo y
su impacto en la brecha de género. Utilizando un modelo matemático ba-
sado en ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales, el modelo incorpora
los parámetros de preferencias de género, las tasas de salida del mercado
laboral y el tamaño del mercado para tres géneros. La tesis demuestra
la existencia y unicidad de un punto de equilibrio no trivial mediante el
teorema del punto fijo de Brouwer y el teorema de Perron-Frobenius. Los
hallazgos indican que, bajo condiciones espećıficas, es posible lograr la
igualdad de género en las contrataciones laborales a largo plazo, cuando
las tasas de salida son equivalentes y la matriz de preferencias es doble-
mente estocástica.

Palabras Clave: Brecha de género, mercado laboral, sistema de ecuacio-
nes diferenciales ordinarias, preferencias de género, punto de equilibrio,
igualdad de género, dinámicas de contratación.
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Introducción

El presente trabajo surge de la necesidad de estudiar y entender las complejas condi-

ciones estructurales que causan la desigualdad de género en las ocupaciones laborales. El

tratamiento de este problema no es reciente, pues hay estudios que se remontan a [38],

[7], [33], [19],[16], donde se analizan las causas de la desigualdad laboral. Estas van desde

educación, cultura, entorno social, género, acceso a la tecnoloǵıa, fisioloǵıa, etc.

En una revisión parcial de la literatura sobre el tema se destacan los siguientes tres

enfoques:

Fuentes relacionadas con la socioloǵıa. Las diferencias en las tasas de contrata-

ción y promoción entre mujeres y hombres persisten. Estas disparidades no solo reflejan

barreras estructurales y culturales, sino que también revelan las preferencias y prejuicios,

tanto conscientes como inconsientes, que influyen en las decisiones de contratación. En

un informe publicado por la Asociación Americana de Mujeres Universitarias (AAUW) en

2010 [23]; examinan las razones por las cuales hay pocas mujeres en las áreas de ciencia,

tecnoloǵıa, ingenieŕıa y matematicas (STEM, por sus siglas en inglés). El informe destaca

cómo los estereotipos de género afectan las percepciones y el rendimiento de las mujeres

en campos de STEM. Las creencias culturales y las expectativas sociales pueden influir en

la autoconfianza de las mujeres y su interés en estas áreas.

En un modelo de contaminación desarrollado por Goldin [21] se busca explicar la

persistencia de la segregación ocupacional por género y brecha salarial entre hombres y

mujeres. La autora argumenta que si ciertas ocupaciones se perciben socialmente como

femeninas o masculinas, entonces cuando una ocupación comienza a ser dominada por

mujeres, puede sufrir contaminación de género, lo que reduce su prestigio y en muchos

casos, los salarios asociados a ese trabajo, análogamente para los hombres. De esta manera,

los empleadores pueden tener prejuicios por contratar mujeres u hombres para ciertos roles,

especialmente aquellos considerados de alto prestigio.

Fuentes estad́ısticas. De acuerdo con el Global Gender Gap Report del 2023 [40], se

xi



xii Introducción

proyecta que la brecha global de género se cerrará en 131 años 1; por lo que se espera que la

brecha de género se cierre en el año 21542. En el caso de México, el mayor grado de dispari-

dad es en participación y oportunidad económica, donde la disparidad salarial en trabajos

similares es el rubro con la mayor discriminación seguido de la tasa de participación en la

fuerza laboral.

Los datos del Banco Mundial reportan que el porcentaje de participación de las mujeres

en la fuerza de trabajo es del 37.48 por ciento en el año 2012 y para el 2023 de 39.45 por

ciento. Mientras que la participación de los hombres en la fuerza de trabajo es de 62.52 por

ciento y 60.54 por ciento respectivamente. Aunque el porcentaje de participación femenina

esté en aumento tuvieron que pasar 11 años para que el porcentaje de participación laboral

aumentará alrededor del 2 por ciento.

Según la Encuesta Nacional de Ocupación y Empleo (ENOE) del primer trimestre,

la población mexicana de 15 años y más años, se distribuye en un 70.88 por ciento de

mujeres y un 29.11 por ciento de hombres. Sin embargo, la tasa de participación en la

fuerza laboral muestra una disparidad significativa: solo el 40.75 son mujeres, frente al

59.25 por ciento de hombres, una diferencia de 18.5 puntos porcentuales. De la población

no económicamente activa (PNEA), el 71.84 por ciento son mujeres y el 28.15 por ciento

son hombres. Entre las mujeres en la PNEA, el 8.31 por ciento están disponibles para

trabajar pero no buscan empleo, y mientras que el 63.53 por ciento no están disponibles

debido a obligaciones familiares u otras limitaciones.

Fuentes con modelos matemáticos. Se han abordado varios enfoques matemáticos

y estad́ısticos. En el art́ıculo [24] investigan la brecha de género mediante algoritmos

de inferencia de género basados en los nombres de autores, usando bases de datos de

art́ıculos cient́ıficos de PubMed y arXiv, abarcando más de 36 millones de autores y más

de 6,000 revistas en disciplinas STEMM. Los resultados indican que la brecha de género

en la ciencia, especialmente en campos como ciruǵıa, ciencias de la computación, f́ısica y

matemáticas, probablemente persistirá por muchas décadas a menos que se implementen

intervenciones de educación, mentoŕıa, disipar la creencia común que existen diferencias

de género innatas en STEMM, asegurar que las mujeres tengan acceso igualitario a redes

profesional entre otras cuestiones.

Bajo este mismo enfoque estad́ıstico, el art́ıculo [2] utilizan el método CHAID3, para

crear un árbol de decisión basado en la prueba Chi-cuadrado y encontrar las variables mas

significativas que afectan la participación laboral de las mujeres, seguido de una regresión

1De una muestra de 102 páıses.
2En promedio de los últimos 17 años, la brecha se ha reducido 0.24 puntos porcentuales por año.
3Detección automática de interacción Chi-cuadrada
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loǵıstica para estimar la tasa de riesgo laboral. Los factores que se relacionan con una

mayor probabilidad de trabajar son las que tienen apoyo familiar, dependencia4 y un

mayor nivel de educación. Por su parte, las mujeres que tienen dependientes tienen mayor

riesgo de no participar en la fuerza laboral.

Análisis de factores no observables que impactan en la desigualdad laboral, es el modelo

propuesto por Clifton [10] donde emplea ecuaciones diferenciales ordinarias para describir

el cambio en la proporción de género en cada nivel de jerarqúıa a lo largo del tiempo.

Estas ecuaciones tienen en cuenta tanto la homofilia como el sesgo de género. Demuestran

que estos dos factores tienden a disminuir la participación femenina en puestos de lideraz-

go empresarial, gubernamental, médicos y académicos, lo que en la literatura se conoce

como efecto ”leaky pipeline”, donde el sesgo de género tiende a afectar las decisiones de

promoción (consciente o inconsientemente), y la homofilia influye en la disposición de las

personas a postularse para ascensos. El modelo predice que sin la intervención de poĺıticas

espećıficas la paridad de género puede no ser alcanzada, debido a la persistencia de la

homofilia y el sesgo de género.

Accineli y Zazueta [1] proponen un modelo matemático que describe la dinámica de

los efectos del sesgo, el tamaño del mercado y el dinamismo de mercado, para analizar la

brecha de género en el mercado laboral. Mediante un sistema de ecuaciones diferenciales

ordinarias describen la evolución de la contratación de hombres y mujeres en el mercado.

Los resultados del modelo muestran como la combinación de sesgos y dinamismo del

mercado afectan la evolución a largo plazo de la distribución de género en el mercado

laboral. Asimismo, como cambios en los parámetros pueden llevar a una mayor inclusión

de mujeres en el mercado de trabajo. Bajo está misma ĺınea, Sifuentes, Telléz y Zazueta

[35] obtienen las soluciones expĺıcitas al modelo [1], para un mercado sin dinamismo,

permitiendo profundizar en el análisis de la dinámica de la ocupación de los puestos de

trabajo.

Como percibimos, gran parte de la literatura existente se ha centrado principalmente

en la comparación entre hombres y mujeres. Sin embargo, a medida que las sociedades se

vuelven mas inclusivas y conscientes es de vital importancia considerar que no solo existen

dos géneros. En un reciente informe elaborado por la empresa Deloitte [13] se presentó el

resultado de 600 encuestas realizadas a la comunidad LGBT+ que trabajan en diversas

áreas en 12 páıses alrededor del mundo, entre ellos México; cerca del 80 por ciento coincide

en que hay intentos por favorecer la inclusión de las personas de esta comunidad por parte

de los empleadores, sin embargo, 42 por ciento reportó comportamientos no inclusivos en

el trabajo, señalando principalemente que no ven a ningún ĺıder Senior LGBT+ que se

4Tiene o no responsabilidad de alguien
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declare abiertamente en el trabajo. Por ende, hay diversas empresas tomando acción sobre

la inclusión de otros géneros como tal en su fuerza de trabajo, y no sólo identificarlos como

hombres o mujeres.

El presente trabajo, está relacionado con la extensión del modelo matemático propues-

to en [1] para la incorporación de un tercer género. En el cual se aborda el estudio de la

dinámica de las contrataciones en puestos de trabajo asumiendo preferencias en las con-

trataciones5 y lo que se ha denominado dinámica de mercado. Los supuestos del modelo

son: 1) dado que se estudian las proporciones de ocupación laboral para cada uno de los

géneros xi, tenemos un número limitado de puestos de trabajo tal que cuando se llegue a

la plena ocupación x1 + x2 + x3 = 1, 2) los tres géneros tienen caracteŕısticas de prepara-

ción igual para emplearse, 3) existen preferencias complementarias en las contrataciones

que representamos con parámetros constantes ai, bi, ci ∈ (0, 1) y 4) existen parámetros

ri ∈ (0, 1) que representan las tasas de salida para cada género. Con los supuestos anterio-

res la extensión del modelo es un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales,

cuya dinámica es estudiada en un conjunto acotado del espacio de tres dimensiones.

Concretamente los resultados obtenidos que no están en la literatura son los siguientes:

Aunque en el modelo [1] encontraron tres puntos cŕıticos mediante un análisis numérico:

el punto trivial, uno en el interior de la región y otro en el exterior, no se demostró la

existencia y unicidad del punto de equilibrio en el interior de la región. Por lo tanto, el

Teorema central de esta tesis fue demostrar:

Teorema (2.2). F (x) tiene un único punto cŕıtico en int(S).

A partir de la demostración del Teorema (2.2), logramos reducir el análisis estacionario

al cálculo del valor propio λ∗ y su vector propio asociado v para cualesquiera parámetros

de preferencias mediante el siguiente corolario:

Corolario (2.1). Si λ∗ es la ráız de Frobenius de R−1A con vector asociado v y x0 =

(x1, x2, x3) es el único punto cŕıtico de (1.1) entonces x0 = αv con α = λ∗−1
λ∗(v1+v2+v3)

.

Además, por la siguiente proposición, conseguimos caracterizar el punto cŕıtico de

manera anaĺıtica dadas las preferencias y la tasa de salida r:

Proposición (2.1). Dada la matriz A y r1 = r2 = r3 = r, entonces el punto cŕıtico x∗

del sistema (1.1) es

x∗ =
1− r

(Det(A)− Tr(A) + 2)
v

5Lo que la literatura se conoce como sesgo de género
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donde v satisface R−1Av = λ∗v y es de la forma

v = (b1c2 − c1b2 + c1, c1a2 − a1c2 + c2, a1b2 − b1a2 + c3 − Tr(A) + 1).

De la ecuación (1.16), observamos que la suma de proporciones de puestos de trabajo

tiende a un subconjunto

S̃ = {(x1, x2, x3) ∈ S : x1 + x2 + x3 = 1− r}

el cual es invariante ante el flujo del sistema (1.1). En consecuencia, el estudio de la

dinámica de S̃ nos llevó a formular el siguiente teorema:

Teorema (3.1). Dado {(x1, x2, x3) ∈ S : x1 + x2 + x3 = 1 − r} y dada A matriz de

preferencias (1.3) y r tasa de salida constante para los tres grupos entonces el sistema

converge al punto (1−r
3
, 1−r

3
, 1−r

3
).

Con base en el Teorema (2.2) sabemos que existe un único punto cŕıtico x∗. Posterior-

mente, el siguiente Teorema demuestra que todas las curvas solución tienden a x∗, por

tanto, es punto atractor del modelo (1.1):

Teorema (3.3). Si r1 = r2 = r3 = r entonces la solución constante x(t) = x∗, del

sistema (1.1), es asintoticamente estable.

Finalmente, es importante señalar que para lograr una proporción igualitaria en los

puestos de trabajo, las preferencias deben ser complementarias en el sentido grupal (4.2),

es decir, que la matriz de preferencias debe ser bi-estocástica.

El análisis del crecimiento de poblaciones usando ecuaciones diferenciales ordinarias no

es nuevo, sin embargo, se sigue usando puesto que existen muchos modelos que permiten

la predicción del crecimiento de ciertas poblaciones y por tanto, los avalan. Ejemplos muy

importantes son los usados para predecir el número de contagios en una pandemia [3].

El trabajo está organizado de la siguiente manera: En el caṕıtulo 1 se describe el sistema

general; posteriorme se desarrollan 2 casos particulares de este sistema. En la sección 1.2 se

elimina el dinamismo de mercado y hay un solo parámetro para la matriz de preferencias. Se

desarrolla una ecuación de Bernoulli que describe el total de puestos ocupados con respecto

al tiempo. Al resolverla e introducirla de nuevo en el sistema original obtenemos un sistema

de ecuaciones no autónomas, que se resuelven expĺıcitamente utilizando métodos clásicos

de EDO. En la sección 1.3, se introduce el dinamismo del mercado con una tasa constante

de salidas para los tres géneros y misma matriz de preferencias; asimismo, que el caso
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anterior se obtienen las soluciones expĺıcitas y se calculan los puntos cŕıticos. Una vez

analizado estos casos particulares, en los caṕıtulos 2 y 3 se analiza la dinámica del sistema.

En el caṕıtulo 2 se propone una función auxiliar para determinar los puntos cŕıticos del

sistema original; por medio del Teorema del punto fijo de Bouwer se demuestra que existe

un punto de equilibrio no trivial del modelo general y haciendo uso del Teorema de Perron-

Frobenius se demuestra que el punto cŕıtico es único. Si se asume que la tasa de mercado

es homogénea se puede calcular dicho punto de manera expĺıcita. En el caṕıtulo 3 se

demuestra la existencia de un plano invariante bajo el flujo del sistema cuando la tasa de

salidas es constante y dado que existe un único punto cŕıtico no trivial se prueba que este

punto es asintoticamante estable. En el último caṕıtulo, se presentan las condiciones que se

tienen que dar para alcanzar la igualdad de contrataciones laborales de los tres géneros en

el largo plazo encontrando que cuando las tasas de salida son iguales las soluciones tienden

a un punto de equilibrio igualitario si y solo si la matriz de preferencias es doblemente

estocástica.



Caṕıtulo 1

Modelo general

1.1. Descripción del modelo

El modelo (1.1) es una extensión del modelo propuesto en [1], donde considera el

sesgo de género, salidas del mercado y el tamaño de mercado para hombres y mujeres

como factores principales de la brecha de género. En el modelo (1.1) se incorpora una

ecuación más que representa el género no binario, para tener un sistema de tres ecuaciones

diferenciales ordinarias no-lineales con nueve parámetros que describen las preferencias

entre géneros y tres que describen las tasas de salidas del mercado para cada uno.

Supuestos:

Las variables que usaremos para describir la dinámica de las contrataciones en un

nicho de mercado1 para un determinado tiempo son: x1 que representa la proporción

de mujeres contratadas en t, x2 la proporción de hombres contratados en t y x3

género no binario contratados en t. Aśı xi(t) es la proporción de personas de género

i contratadas en el tiempo (t). Por está razón xi ≥ 0 y x1 + x2 + x3 ≤ 1.

Estos trabajadores tienen caracteŕısticas de preparación similar (para el puesto de

postulación) y por tanto, en cualquier momento una persona puede estar preparada

para ser contratada. Además, de que están distribuidos uniformente.

Las preferencias de géneros se representan con los parámetros ai, bi, ci ∈ [0, 1] en el

que ai describe la preferencia de las mujeres por alguno de los tres géneros, análoga-

mente bi la preferencia de los hombres por alguno de los tres géneros y ci la preferencia

1Por simplicidad en lugar de asumir una cantidad finita de puestos de trabajo manejamos proporciones.

1



2 Modelo general

del género no binario por algún género. Estas preferencias son complementarias para

cada género, de modo que a1+a2+a3 = 1, aśı sucesivamente para los demás géneros.

Las tasas de salida ri ∈ (0, 1) ya sea por despidos, renuncias o muertes.

Como mencionamos el modelo pretende capturar la dinámica en el mercado laboral

mediante preferencias que se tienen en el proceso de contratación, como también las sali-

das del mercado; por lo que el modelo resultante bajo estos supuestos, se representaŕıa de

la siguiente manera:

dx1

dt
=(1− x1 − x2 − x3)(a1x1 + b1x2 + c1x3)− r1x1

dx2

dt
=(1− x1 − x2 − x3)(a2x1 + b2x2 + c2x3)− r2x2

dx3

dt
=(1− x1 − x2 − x3)(a3x1 + b3x2 + c3x3)− r3x3

(1.1)

Asimismo, se incorpora un término loǵıstico (1 − x1 − x2 − x3) el cual pone un freno

al crecimiento de las contrataciones [3], es decir, cuando las suma de las proporciones

x1+x2+x3 = 1 todos los puestos de trabajo ya han sido ocupados, entonces las derivadas

del sistema (1.1) serán negativas, lo que implica que sólo habrá salidas del sistema.

Figura 1.1: Región {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1 + x2 + x3 ≤ 1, xi ≥ 0}
.

Matricialmente tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

X ′ = (1− x1 − x2 − x3)AX −RX (1.2)

donde X =

x1

x2

x3

 A =

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 R =

r1 0 0

0 r2 0

0 0 r3
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En este trabajo abordaremos los siguientes casos para obtener las soluciones expĺıcitas

del sistema.

1.2. Sin dinamismo de mercado

En microeconomı́a, cuando los agentes económicos (consumidores y productores) in-

teractuan en el mercado, el hecho de que ambas partes desean obtener la mayor utilidad

posible los conduce a buscar la mejor decisión posible. Por un lado, los consumidores con

base en sus preferencias y su restricción presupuestaria y por otro lado, los productores

lo hacen tomando en cuenta su tecnoloǵıa y costos. Como consecuencia de la oferta y la

demanda, se tiene que el mercado llega a un estado de equilibrio en el que se establece un

precio y una cantidad de producción de los bienes en la que los agentes que interactuan

están de acuerdo en comprar y vender. Varios autores se refieren a la citada interacción

entre los agentes como dinamismo de mercado. Esta interaccion se traslada facilmente

al ambito que nosotros estamos modelando donde una de las partes es las personas que

entran al mercado laboral y la otra parte la conforman los que salen. En particular, sino

hay entradas o salidas entonces no existe dinamismo de mercado. En el caso de las salidas,

no habrá dinamismo de mercado si r1 = r2 = r3 = 0. Este supuesto aproxima la dinámica

de empresas en las que la gente permanece en sus puestos de trabajo por un periodo de

tiempo largo.

Una consecuencia directa de suponer que r1 = r2 = r3 = 0 es que todas las soluciones

del sistemas que inician en el interior de la región {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1+x2+x3 ≤ 1, xi ≥
0} tenderán a saturar los puestos de trabajo, es decir al plano x1 + x2 + x3 = 1.

En esta sección vamos a demostrar una primera aproximación a la solución del sistema

(1.2). Vamos a suponer que no hay despidos, ni renuncias o algún otro tipo de salida del

mercado, entonces r1 = r2 = r3 = 0. Además, suponemos que cada una de los sectores

de la población involucrados se prefieren a śı mismos y además a los otros los apoyan

indistintamente. Esto ultimo se refleja en el modelo suponiendo que aii = 1− ϵ, aij = ϵ/2

para i ̸= j y ϵ ∈ (0, 2/3). De esta manera:

A =

1− ϵ ϵ
2

ϵ
2

ϵ
2

1− ϵ ϵ
2

ϵ
2

ϵ
2

1− ϵ

 (1.3)
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por lo que el parámetro de preferencias viene dado por ϵ. Con base en las condiciones

actuales socioculturales de la sociedad, suponemos que cada grupo tiene preferencias ma-

yores por gente de su mismo grupo, que por la de los otros dos grupos. Por lo tanto, ϵ debe

de ser menor a (2/3) para que las preferencias por gente de tu mismo género sea mayor a

la de los demás.

Por lo que el sistema a resolver para este caso es:

dx1

dt
=(1− x1 − x2 − x3)((1− ϵ)x1 +

ϵ

2
x2 +

ϵ

2
x3)

dx2

dt
=(1− x1 − x2 − x3)(

ϵ

2
x1 + (1− ϵ)x2 +

ϵ

2
x3)

dx3

dt
=(1− x1 − x2 − x3)(

ϵ

2
x1 +

ϵ

2
x2 + (1− ϵ)x3)

(1.4)

Obteniendo la función de empleo total, como la suma de cada una de las ecuaciones

en (1.3), tenemos que:

x′
1 + x′

2 + x′
3 = (1− x1 − x2 − x3)(x1 + x2 + x3) (1.5)

haciendo u = x1 + x2 + x3 obtenemos:

u′ − u+ u2 = 0

una ecuación diferencial de tipo Bernoulli de grado dos. Diviendo entre u−2 y sustituyendo

por w = u−1 es equivalente a

w′ + w − 1 = 0

lo cual ya es una ecuación diferencial lineal. Resolviendo tenemos que la solución es:

u(t) =
et

et + c

y dadas las condiciones iniciales u(0) = u0 = x1(0)+x2(0)+x3(0), obtenemos la expresión

final de empleo total:

u(t) =
et

et + (1−u0

u0
)

(1.6)

Observamos en la ecuación (1.6) cuando t → ∞ la expresión tiende a uno.
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Entonces,

w(t) = 1− u(t) =
1

1 + ( u0

1−u0
)et

(1.7)

Las ecuaciones de (1.4) reescribiendolas de forma matricial y sustituyendo (1−x1−x2−x3)

por (1.7), obtenemos el siguiente sistema no autónomo:

X ′ = (
1

1 + ( u0

1−u0
)et

)AX (1.8)

La solución de (1.8), con X(0) = X0 está dada por

X(t) = exp(

∫ t

0

(
1

1 + ( u0

1−u0
)es

)ds)AX0, X0 = X(0) =

x1(0)

x2(0)

x3(0)

 (1.9)

Lema 1.1. 1.-Si ϵ ∈ (0, 2
3
) entonces la matriz A =

1− ϵ ϵ
2

ϵ
2

ϵ
2

1− ϵ ϵ
2

ϵ
2

ϵ
2

1− ϵ

 es diagonaliza-

ble.

2.- ∫ t

0

(
1

1 + ( u0

1−u0
)es

)ds) =

∫ t

0

w(s)ds = ln(
et

1− u0 + u0et
)

Demostración. El polinomio caracteŕıstico de A es

p(λ) = λ3 + (3ϵ− 3)λ2 + (
9

4
ϵ2 − 6ϵ+ 3)λ− 9

4
ϵ2 + 3ϵ− 1

de este modo los valores propios de A son λ1 = 1 y λ2 = 1 − 3
2
ϵ y los vectores propios

asociados a estos valores propios

v1 =

1

1

1

 v2 =

−1

1

0

 v3 =

−1

0

1


tenemos dos vectores propios asociados al valor propio λ2, por lo tanto la matriz A es

diagonalizable. Si P es la matriz cuyas columnas son los vectores v1, v2 y v3 entonces

A = PDP−1, donde D es matrix diagonal cuyas entras son los valores propios λ1 y λ2.
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Y haciendo u = (1−u0

u0
)e−s se tiene

∫ t

0

w(s)ds = −
∫ ( 1

u0
−1)e−t

1
u0

−1

1

1 + u
du = ln(

et

1− u0 + u0et
)

La función

γ(t) = ln(
et

1− u0 + u0et
) (1.10)

está definida para todo t ∈ R.

Teorema 1.1. Si ϵ ∈ (0, 2/3) entonces las soluciones de (1.4), con x(0) = (x1(0), x2(0), x3(0)),

están dadas por las funciones

x(t) = [
1

3
σ(t) +

2

3
ρ(t)]x1(0) + [

1

3
σ(t)− 1

3
ρ(t)]x2(0) + [

1

3
σ(t)− 1

3
ρ(t)]x3(0)

y(t) = [
1

3
σ(t)− 1

3
ρ(t)]x1(0) + [

1

3
σ(t) +

2

3
ρ(t)]x2(0) + [

1

3
σ(t)− 1

3
ρ(t)]x3(0)

z(t) = [
1

3
σ(t)− 1

3
ρ(t)]x1(0) + [

1

3
σ(t)− 1

3
ρ(t)]x2(0) + [

1

3
σ(t) +

2

3
ρ(t)]x3(0)

(1.11)

donde σ(t) = et

1−u0+u0et
y ρ(t) = ( et

1−u0+u0et
)(1−

3
2
ϵ).

Demostración. Por Lema (1.1) se tiene

X(t) = exp(γ(t)A)X0 = Pexp(γ(t)D)P−1X0

haciendo Y = P−1X tenemos

Y (t) = exp(γ(t)D)Y0

usando (1.10) obtenemos las soluciones

exp(γ(t)D) =

ln( et

1−u0+u0et
) 0 0

0 ln( et

1−u0+u0et
)(1− 3

2
ϵ) 0

0 0 ln( et

1−u0+u0et
)(1− 3

2
ϵ)


=

σ(t) 0 0

0 ρ(t) 0

0 0 ρ(t)
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entonces, tenemos un sistema desacoplado en términos de Y

y1(t) = σ(t)

y2(t) = ρ(t)

y3(t) = ρ(t)

(1.12)

Finalmente, regresando al sistema original:

X(t) =

1 −1 −1

1 1 0

1 0 1


σ(t) 0 0

0 ρ(t) 0

0 0 ρ(t)


 1

3
1
3

1
3

−1
3

2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3


x1(0)

x2(0)

x3(0)

 (1.13)

desarrollando las operaciones con matrices obtenemos (1.11).

1.3. Dinamismo de mercado homogéneo

En esta sección seguimos con el análisis de las soluciones del sistema e introducimos

una tasa de salidas constantes para los tres géneros dando lugar al dinámismo de mercado

homogéneo. El mercado homogéneo es una aproximación idealizada al mercado real. Pero

es importante porque áısla la dinámica del mercado de interés de manera que se puede

explorar sin los efectos impuestos por diferencias en el mercado de salida.

Este supuesto se ve reflejado en el modelo asumiendo que r1 = r2 = r3 = r y con la

matriz de preferencias (1.3), tenemos el siguiente sistema:

dx1

dt
=(1− x1 − x2 − x3)((1− ϵ)x1 +

ϵ

2
x2 +

ϵ

2
x3)− rx1

dx2

dt
=(1− x1 − x2 − x3)(

ϵ

2
x1 + (1− ϵ)x2 +

ϵ

2
x3)− rx2

dx3

dt
=(1− x1 − x2 − x3)(

ϵ

2
x1 +

ϵ

2
x2 + (1− ϵ)x3)− rx3

(1.14)

Del mismo modo que el caso anterior, obteniendo la función de empleo total, tenemos

que:

x′
1 + x′

2 + x′
3 = (1− x1 − x2 − x3)(x1 + x2 + x3)− r(x1 + x2 + x3) (1.15)
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haciendo u = x1 + x2 + x3 obtenemos:

u′ + u2 − u+ ru = 0

una ecuación diferencial de tipo Bernoulli de grado dos. Diviendo entre u−2 y sustituyendo

por w = u−1 es equivalente a

w′ + (1− r)w − 1 = 0

entonces, tenemos que la solución es:

u(t) =
(1− r)e(1−r)t

e(1−r)t + C(1− r)

y dadas las condiciones iniciales u(0) = u0 = x1(0)+x2(0)+x3(0), obtenemos la expresión

final de empleo total:

u(t) =
(1− r)e(1−r)t

e(1−r)t + 1−r−u0

u0

(1.16)

Observamos en la ecuación (1.16) cuando t → ∞ la expresión tiende a 1− r.

Lo que implica que,

w(t) = 1− u(t) =
re(1−r)t + a

e(1−r)t + a
(1.17)

donde a = 1−r−u0

u0
. Entonces, sustituyendo en (1.14), obtenemos el siguiente sistema no

autónomo:

X ′ = w(t)AX0 −RX0 (1.18)

y dadas las condiciones iniciales X(0) = X0, tenemos que la solución está dada por:

X(t) = exp(

∫ t

0

(w(s)A−R)ds)X0, X0 =

x1(0)

x2(0)

x3(0)

 (1.19)

Teorema 1.2. Si ϵ ∈ (0, 2
3
) y r ∈ (0, 1) entonces las soluciones expĺıcitas de (1.14), con

x(0) = (x1(0), x2(0), x3(0)) están dadas por:

x(t) = [
1

3
τ(t) +

2

3
ϕ(t)]x1(0) + [

1

3
τ(t)− 1

3
ϕ(t)]x2(0) + [

1

3
τ(t)− 1

3
ϕ(t)]x3(0)

y(t) = [
1

3
τ(t)− 1

3
ϕ(t)]x1(0) + [

1

3
τ(t) +

2

3
ϕ(t)]x2(0) + [

1

3
τ(t)− 1

3
ϕ(t)]x3(0)

z(t) = [
1

3
τ(t)− 1

3
ϕ(t)]x1(0) + [

1

3
τ(t)− 1

3
ϕ(t)]x2(0) + [

1

3
τ(t) +

2

3
ϕ(t)]x3(0)

(1.20)
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donde τ(t) = 1+a
1+ae−t(1−r) y ϕ(t) = e−rt[ (a+e(1−r)t)r(1+a)(1−r)

1+ae−(1−r)t ]

1− 3
2 ϵ

1−r
.

Demostración. Las soluciones del sistema (1.14) está dado por (1.19). Entonces, por Lema

(1.1) y haciendo Y = P−1X, tenemos el siguiente sistema

Y ′ = w(t)DY − P−1RPY

= (w(t)D −R)Y

tal que

y′1 =(w(t)− r)y1

y′2 =(w(t)(1− 3

2
ϵ)− r)y2

y′3 =(w(t)(1− 3

2
ϵ)− r)y3

lo que implica que cada una de las soluciones a las ecuaciones anteriores, vienen dadas por

y1 =exp(

∫ t

0

(w(s)− r)ds)

y2 =exp(

∫ t

0

(w(s)(1− 3

2
ϵ)− r)ds)

y3 =exp(

∫ t

0

(w(s)(1− 3

2
ϵ)− r)ds)

resolviendo, obtenemos las siguientes soluciones expĺıcitas en términos de yi, i ∈ {1, 2, 3}:

y1(t) =
1 + a

1 + ae−t(1−r)
= τ(t)

y2(t) =e−rt[
(a+ e(1−r)t)r(1 + a)(1−r)

1 + ae−(1−r)t
]

1− 3
2 ϵ

1−r

= ϕ(t)

y3(t) =e−rt[
(a+ e(1−r)t)r(1 + a)(1−r)

1 + ae−(1−r)t
]

1− 3
2 ϵ

1−r

= ϕ(t)

(1.21)

por lo tanto,

X(t) =

1 −1 −1

1 1 0

1 0 1


τ(t) 0 0

0 ϕ(t) 0

0 0 ϕ(t)


 1

3
1
3

1
3

−1
3

2
3

−1
3

−1
3

−1
3

2
3


x1(0)

x2(0)

x3(0)

 (1.22)

y desarrollando las operaciones obtenemos (1.20).
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Una vez obtenidas las soluciones expĺıcitas de este caso, analizaremos la estabilidad del

sistema (1.14). Para esto obtendremos los puntos cŕıticos o de equilibrio, que representan

un estado fijo del sistema y determinar la naturaleza de los mismos. Para ello tenemos que

resolver el siguiente sistema:0

0

0

 = (1− x1 − x2 − x3)AX0 −RX0 (1.23)

Haciendo X0 = PY0 x1

x2

x3

 =

1 −1 −1

1 1 0

1 0 1


y1

y2

y3


donde P es la matriz de cambio de base utilizada anteriormente, luego

x1 = y1 − y2 − y3

x2 = y1 + y2

x3 = y1 + y3

entonces, x1 + x2 + x3 = 3y1, sustituyendo en (1.23) y A = PDP−1 implica que 0 =

(1− 3y1)DY0 −RY0, por consiguiente

0 = y1((1− 3y1)− r)

0 = y2(((1− 3y1)(1−
3

2
ϵ))− r)

0 = y3(((1− 3y1)(1−
3

2
ϵ))− r)

De la primera ecuación y1 = 0 o y1 = 1−r
3
. Si y1 = 0 entonces y2 = 0 o 1 − 3

2
ϵ = r, por

tanto, y2 = 0. Asimismo, para y3. Ahora si y1 =
1−r
3

se sigue que y2 = 0 o 3
2
ϵr = 0, aśı que

y2 = 0. Del mismo modo, para y3. De modo que los puntos (0, 0, 0) y (1−r
3
, 0, 0) representan

los puntos cŕıticos del sistema.

Para determinar la naturaleza de los puntos cŕıticos anteriores utilizaremos el Teorema

de Linealización, donde la matriz Jacobiana, después de hacer el cambio de variable es:

J =

 1− 6y1 0 0
9
2
y2ϵ− 3y2 1− 3y1 − 3

2
ϵ+ 9

2
y1ϵ− r 0

9
2
y3ϵ− 3y3 0 1− 3y1 − 3

2
ϵ+ 9

2
y1ϵ− r
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evaluando el punto (0, 0, 0) obtenemos tanto valores propios positivos como negativos, por

lo tanto es un punto silla. Por otro lado, evaluando el punto (1−r
3
, 0, 0) obtenemos valo-

res propios negativos, por consiguiente es un punto atractor. Regresando este punto a las

coordenadas originales tenemos (1−r
3
, 1−r

3
, 1−r

3
) es el atractor del sistema.

En los siguientes caṕıtulos estudiaremos el comportamiento de las soluciones del siste-

ma (1.1) para cualquiera preferencias y tasas de salida ri.





Caṕıtulo 2

Puntos cŕıticos del sistema

En caṕıtulos anteriores calculamos las soluciones expĺıcitas para algunos casos particu-

lares del sistema, sin embargo, queremos ver la dinámica general para ello es importante

conocer los puntos cŕıticos. Un punto cŕıtico es una solución constante del sistema de ecua-

ciones diferenciales. Esto quiere decir que dicha solución no cambia con el tiempo, por lo

que nos permitiŕıa conocer en qué puntos las proporciones de los géneros se estabilizaŕıan.

Uno de estos puntos cŕıticos es el origen, ya que se puede ver directamente de las

ecuaciones del modelo. En este caṕıtulo haremos uso del teorema del punto fijo de Brouwer

y el teorema de Perron-Frobenius para demostrar que existe un único punto cŕıtico no

trivial de nuestro sistema de ecuaciones.

Definición 2.1. Un punto cŕıtico del sistema x′ = F (x) es un punto x0 ∈ Rn, tal que

F (x0) = 0.

Definición 2.2. Un punto fijo de la función F : Rn → Rn es un punto x0 tal que F (x0) =

x0.

Se sigue de las definiciones que x0 satisface F (x0) = 0 si y solo si x0 es un punto fijo

de la función

G(x) = F (x) + x, x ∈ R3. (2.1)

Para demostrar la existencia de un punto cŕıtico no trivial usaremos el

Teorema del punto fijo de Brouwer [27]. Si f : K → K es una función continua en

un conjuntoK ⊆ Rn compacto y convexo entonces existe un punto x ∈ K tal que f(x) = x.

13
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Para R = máx{r1, r2, r3} y k = 1−R
2
, sea

S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1, x2, x3 ≥ 0, k ≤ x1 + x2 + x3 ≤ 1}. (2.2)

Para demostrar la unicidad del punto cŕıtico haremos uso del Teorema de Perron-Frobenius.

Este resultado hace uso de las siguientes definiciones

Definición 2.3. Sea A ∈ Mn, se dice que A es una matriz descomponible o reducible si

existe una matriz de permutación P tal que

B = P TAP =

(
B11 B12

0 B22

)

siendo B11, B22 matrices cuadradas de orden inferior a A. En caso contrario, se dice que

la matriz A es indescomponible o irreducible.

Ejemplo 2.1. Si A es una matriz cuyas entradas son positivas entonces A es una matriz

indescomponible.

Teorema 2.1 (Teorema de Perron-Frobenius [28]). Sea A ∈ Mn una matriz no negativa

indescomponible y λ1, . . . , λn los valores propios de A. Si λ∗ = máx1≤i≤n{|λi|} entonces

1. λ∗ es un valor propio de A.

2. λ∗ > 0.

3. λ∗ es simple.

4. Existe un vector propio v asociado a λ∗ tal que todas sus entradas son no negativas.

5. No existe otro vector propio de A que este asociado a algún λi con entradas no

negativas excepto los múltiplos positivos de v.

6. mı́n
j

n∑
i=1

aij ≤ λ∗ ≤ máx
j

n∑
i=1

aij

Definición 2.4. El valor propio del Teorema 2.1 se denomina ráız de Frobenius.

Ejemplo 2.2. matriz 3X3

Ejemplo 2.3. Si A ∈ Mn tal que aij > 0 y
∑n

i=1 aij = 1 entonces la ráız de Frobenius de

A es λ∗ = 1.

Con base en los resultados anteriores podemos demostrar la existencia de un único

punto cŕıtico de la función F . Primero demostraremos que G(S) ⊆ S.
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Lema 2.1. Si G es la función (2.1) entonces G(y) ∈ S, para todo y ∈ S.

Demostración. Observamos que G1(y) ≥ 0, G2(y) ≥ 0, y G3(y) ≥ 0. Luego, sumando cada

una de las entradas de G(y) obtenemos

G1(y) +G2(y) +G3(y) = (1− y1 − y2 − y3)(y1 + y2 + y3)

+ y1(1− r1) + y2(1− r2) + y3(1− r3)

≤ (1− y1 − y2 − y3)(y1 + y2 + y3) + (y1 + y2 + y3)

= (y1 + y2 + y3)[2− y1 − y2 − y3] ≤ 1

ya que v(2− v) alcanza su máximo en v = 1, para v ∈ [0, 1]. G1(y) +G2(y) +G3(y) ≤ 1

Por otro lado,

G1(y) +G2(y) +G3(y) ≥(1− y1 − y2 − y3)(y1 + y2 + y3) + (1−R)(y1 + y2 + y3)

=(y1 + y2 + y3)(2− y1 − y2 − y3 −R)

esta última expresión es una función de la variable c = y1 + y2 + y3. Además c(2− c−R),

restricta al intervalo [k, 1] alcanza su mı́nimo en los valores extremos c = 1 o c = k. Si

c = 1 entonces

c(2− c−R) = 1−R >
1−R

2
= k.

Si c = k entonces

c(2− c−R) =
(1−R)(3−R)

4
>

1−R

2
= k.

Luego G1(y) +G2(y) +G3(y) > k y se tiene la conclusión deseada.

Teorema 2.2. F (x) tiene un único punto cŕıtico en int(S)

Demostración. Por el Lema (2.1) G es continua en S, que es un conjunto convexo y

compacto. Luego, por el Teorema del punto fijo de Brouwer, existe un x0 ∈ S tal que

G(x0) = x0. Es decir, un punto x0 ̸= 0 tal que F (x0) = 0.

Enseguida mostraremos que x0 /∈ ∂(S). Para ello consideramos los siguientes casos:

1. Si x ∈ C = {x ∈ S : x1 + x2 + x3 = 1} entonces F (x) = −RX ̸= 0.
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2. Si x ∈ {x ∈ S : x1 + x2 + x3 = k} entonces las entradas de F (x) son

F1(x) =(1− k)(a1x1 + b1x2 + c1x3)− r1x1,

F2(x) =(1− k)(a2x1 + b2x2 + c2x3)− r2x2,

F3(x) =(1− k)(a3x1 + b3x2 + c3x3)− r3x3.

Al sumar tenemos que

F1(x) + F2(x) + F3(x) =(1− k)k − r1x1 − r2x2 − r3x3

>(1− k)k −Rk = k2 > 0.

3. Si x ∈ {x ∈ S : x1 = 0} \ C entonces

F1(x) = (1− x2 − x3)(b1x2 + c1x3) > 0.

Análogamente, se verifica que F2(x) > 0 si x ∈ {x ∈ S : x2 = 0} \ C y F3(x) > 0 si

x ∈ {x ∈ S : x3 = 0} \ C.

Por 1-3, x0 ∈ int(S).

Para demostrar la unicidad de x0 haremos uso del Teorema 2.1.

Tenemos que x0 = (x1, x2, x3) satisface

((1− x1 − x2 − x3)R
−1A− I)x0 = 0

donde R−1A es una matriz cuyas entradas son positivas. Por lo que, según el ejemplo 2.3,

R−1A es indescomponible. Luego, por la ecuación anterior tenemos(
R−1A−

(
1

1− x1 − x2 − x3

)
I

)
x0 = 0. (2.3)

Es decir, λ = 1
1−x1−x2−x3

es un valor propio de R−1A con vector propio asociado x0 y

puesto que x0 /∈ ∂(S) se tiene xi > 0. Por tanto, de acuerdo al Teorema 2.1-5, λ es la ráız

de Frobenius de R−1A.

Si existe otro punto cŕıtico x∗ = (x∗
1, x

∗
2, x

∗
3) ∈ int(S) que satisface la ecuación 2.3 en-
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tonces, por el Teorema 2.1-5, se tiene que

x∗
1 + x∗

2 + x∗
3 = x1 + x2 + x3, (2.4)

x∗ = αx0, (2.5)

con α > 0. Al sustituir (2.5) en (2.4) se tiene que α = 1. De lo cual x∗ = x0.

Corolario 2.1. Si λ∗ es la ráız de Frobenius de R−1A con vector asociado v y x0 =

(x1, x2, x3) es el único punto cŕıtico de (1.1) entonces x0 = αv con α = λ∗−1
λ∗(v1+v2+v3)

Demostración. De (2.3) tenemos que

x1 + x2 + x3 = 1− 1

λ∗
(2.6)

x0 = αv (2.7)

con α > 0. Al sumar las entradas del vector x0 y usar las ecuaciones (2.6) y (2.7) se sigue

el resultado.

Ejemplo 2.4. Tomando la matriz definida en (2.3) y ϵ = 1
4
, r1 = 1

16
, r2 = 1

18
, r3 = 1

20
.

De acuerdo con el teorema anterior, siempre vamos a encontrar un punto cŕıtico de F en

el interior S y este es único. Entonces, sustituyendo los valores anteriores:0

0

0

 = (1− x1 − x2 − x3)

3
4

1
8

1
8

1
8

3
4

1
8

1
8

1
8

3
4


x1

x2

x3

−

 1
16

0 0

0 1
18

0

0 0 1
20


x1

x2

x3

 (2.8)

Resolviendo el sistema (2.8) tenemos un solo punto cŕıtico en el interior de la región de

interés x0 ≈ (0.2294, 0.3042, 0.41159). Con base en el teorema de linealización calculamos

la matriz jacobiana de F y evaluando en el punto cŕıtico obtenemos que los eigenvalores

son λ1 ≈ −0.945, λ2 ≈ −0.026 y λ3 ≈ −0.018; por lo tanto, este punto es un pozo. Lo

anterior, es congruente con el Teorema (2.2).

Proposición 2.1. Dada la matriz A y r1 = r2 = r3 = r, entonces el punto cŕıtico x∗ del

sistema (1.1) es

x∗ =
1− r

(Det(A)− Tr(A) + 2)
v (2.9)

donde v satisface R−1Av = λ∗v .
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Demostración. Sea x∗
1 + x∗

2 + x∗
3 = s∗ y por definición de punto cŕıtico

((1− s∗)A−R)x∗ = 0

por (3.1) x∗
1 + x∗

2 + x∗
3 = 1− r entonces

r(A− I)x∗ = 0

tenemos que

(A− I)x∗ =

a1 − 1 b1 c1

a2 b2 − 1 c2

a3 b3 c3 − 1

x∗ = 0,

y dado que las preferencias con complemetarias, la última fila de esta matriz es combinación

lineal de las primeras dos, de manera que

=

a1 − 1 b1 c1

a2 b2 − 1 c2

0 0 0

x∗ = 0.

Observamos que x∗ es ortogonal a los vectores de la matriz (A− I). Entonces, el producto

vectorial entre estos dos vectores de la matriz será un múltiplo escalar del vector x∗. De

manera que

λv = λ((a1 − 1), b1, c1)× (a2, (b2 − 1), c2) = x∗.

Desarrollando este producto vectorial y sumando un cero en la última entrada c3 − c3,

obtenemos

λv = λ(b1c2 − c1b2 + c1︸ ︷︷ ︸
v1

, c1a2 − a1c2 + c2︸ ︷︷ ︸
v2

, a1b2 − b1a2 + c3 − Tr(A) + 1︸ ︷︷ ︸
v3

)

y dado que queremos asegurar que se quede en el plano 1−r entonces λv1+λv2+λv3 = 1−r.

Por lo tanto,

λ =
1− r

v1 + v2 + v3

=
1− r

Det(A)− Tr(A) + 2

(2.10)

lo que demuestra la proposición.



Caṕıtulo 3

Análisis del comportamiento

dinámico del sistema

Ya demostramos que (1.1) tiene un único punto cŕıtico en S. En el presente caṕıtulo

estudiamos el comportamiento cualitativo de las soluciones de nuestro modelo haciendo

uso de herramientas de ecuaciones diferenciales, como lo son las soluciones de ecuaciones de

Bernoulli, identificar regiones invariantes del sistema, aśı como un Teorema de estabilidad

de O. Perron [30] y el uso del concepto de estabilidad estructural de Peixoto [32].

3.1. Existencia de un plano invariante

En el contexto de ecuaciones diferenciales, el término “flujo del sistema”se refiere a la

evolución de las soluciones a medida que el tiempo transcurre. En nuestro caso, el flujo

nos proporciona una descripción completa de cómo evolucionan los puestos de trabajo en

cualquier tiempo t dada una condicional inicial (x1(0), x2(0), x3(0)). Decir que un subcon-

junto es invariante bajo el flujo significa que si las soluciones del sistema comienzan en

este espacio, permanecerán en este espacio para todo tiempo t ≥ 0.

Por la demostración del Teorema (2.2) sabemos que el campo vectorial dado por F (x)

apunta al interior de S y por tanto S es un subconjunto invariante del flujo del sistema.

Este no es el único subconjunto invariante del sistema como se verá a continuación.

Si r1 = r2 = r3 = r entonces al sumar las tres ecuaciones del modelo (1.1) e introducir

19
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la variable u = x1 + x2 + x3 tenemos

u′(t) = (1− r − u)u. (3.1)

La ecuación (3.1) es una ecuación para la suma de las proporciones de puestos de trabajo

ocupadas al tiempo t. Notamos que si u < 1 − r, entonces u′ es positiva y por tanto u

es creciente. Además, si u > 1 − r, entonces u′ es negativa y por tanto u es decreciente.

Al resolver esta ecuación obtuvimos (1.16). En la solución observamos que si la condición

inicial es u0 = 1 − r entonces u(t) = 1 − r, ∀t ≥ 0. Esto es, si la condición inicial de la

solución (x1(t), x2(t), x3(t)) satisface x1(0)+x2(0)+x3(0) = 1− r entonces x1(t)+x2(t)+

x3(t) = 1− r ∀t ≥ 0. Es decir, el subconjunto

S̃ = {(x1, x2, x3) ∈ S : x1 + x2 + x3 = 1− r}

es invariante bajo el flujo del sistema (1.1). Si sustituimos u(t) = 1 − r en la ecuación

diferencial anterior

u′(t) = (1− r)(1− r)− (1− r)2 = 0 (3.2)

por tanto, la derivada en u′(t) = 0, esto es, (x1 + x2 + x3)
′ = 0. Dicho de otra manera, si

(x1(0), x2(0), x3(0)) /∈ S̃ entonces x(t) tiende a S̃ cuando t → ∞, es decir, la suma de las

proporciones de puestos de trabajo tiende a 1− r y en S̃ las curvas solución se mantienen

(ya que la derivada es cero). Por lo que el análisis se reduce a estudiar la dinámica dentro

de este plano, lo que nos lleva al siguiente teorema.

Figura 3.1: Plano Invariante S̃ = {(x1, x2, x3) ∈ S : x1 + x2 + x3 = 1− r}
.
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Teorema 3.1. Dado {(x1, x2, x3) ∈ S : x1 + x2 + x3 = 1 − r} y dada A matriz de

preferencias (1.3) y r tasa de salida constante para los tres grupos entonces el sistema

converge al punto (1−r
3
, 1−r

3
, 1−r

3
).

Demostración. Tenemos el sistema (1.14) y haciendo x1 + x2 + x3 = 1− r tenemos:

dx1

dt
=(r)[(1− ϵ)x1 +

ϵ

2
x2 +

ϵ

2
x3]− rx1

dx2

dt
=(r)[

ϵ

2
x1 + (1− ϵ)x2 +

ϵ

2
x3]− rx2

dx3

dt
=(r)[

ϵ

2
x1 +

ϵ

2
x2 + (1− ϵ)x3]− rx3

(3.3)

al reducir términos semejantes nos queda el siguiente sistema:

X ′ =

−rϵ rϵ
2

rϵ
2

rϵ
2

−rϵ rϵ
2

rϵ
2

rϵ
2

−rϵ


x1

x2

x3

 (3.4)

denotamos a B =

−rϵ rϵ
2

rϵ
2

rϵ
2

−rϵ rϵ
2

rϵ
2

rϵ
2

−rϵ

 y diagonalizando B obtenemos que los valores

propios son λ1 =
−3rϵ
2

, λ2 =
−3rϵ
2

y λ3 = 0 y asociando cada valor propio con su respectivo

vector propio obtenemos la matriz P de cambio de base y P−1:

P =

−1 −1 1

0 1 1

1 0 1

 , P−1 =
1

3

−1 −1 2

−1 2 −1

1 1 1


por lo que la solución al sistema es:

X(t) =etBX0

=PetDP−1X0

la matriz exponencial es

etD =

e
−3
2
rϵt 0 0

0 e
−3
2
rϵt 0

0 0 1
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sustituyendo las matrices y haciendo t → ∞ obtenemos que:

ĺım
t→∞

X(t) =
1

3

−1 −1 1

0 1 1

1 0 1


0 0 0

0 0 0

0 0 1


−1 −1 2

−1 2 −1

1 1 1

X0

=

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

X0

y por hipotesis x1 + x2 + x3 = 1− r, por lo tanto

ĺım
t→∞

X(t) =

1−r
3

1−r
3

1−r
3

 (3.5)

lo que demuestra el teorema.

Este resultado es congruente con lo calculado en la sección (1.3), por lo que para

cualquier x ∈ S las curvas tienden a este punto, pero la condición para que pase esto es

que ambos grupos tengan la misma tasa de salida.

Análogamente, sumando las columnas para el caso donde tenemos la matriz de prefe-

rencias A y la misma tasa de salida R

A =

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

 , R =

r 0 0

0 r 0

0 0 r


tenemos que x1(t) + x2(t) + x3(t) = 1− r cuando t → ∞, es decir, el flujo del sistema es

invariante y dado que todas las curvas convergen a este plano generado, podemos encontrar

el punto cŕıtico para cualquier tipo de preferencias y una misma tasa de salida.

3.2. Soluciones asintoticamente estables

En esta sección probamos que si r1 = r2 = r3 = r entonces la solución constante

x(t) = x∗, del sistema (1.1), es asintoticamente estable. Para ello tenemos que recordar

algunos conceptos.

Definición 3.1. Una solución x(t) del sistema x′ = F (x) se dice estable si para todo ϵ > 0
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existe δ > 0 tal que cualquier solución y(t) del sistema que satisface ||x(0) − y(0)|| < δ,

implica que ||x(t) − y(t)|| < ϵ para todo t ≥ 0. La solución x(t) se dice asintoticamente

estable si es estable y además

ĺım
t→∞

||x(t)− y(t)|| = 0.

Lema del determinante de una matriz [15]. Si A una matriz cuadrada y u, v

vectores columna. Entonces,

det(A+ uvT ) = det(A) + vTadj(A)u.

Haremos uso del siguiente resultado de Perron que se puede consultar.

Teorema 3.2. Si en el sistema

x′ = Ax+ f(t, x),

A es una matriz con entradas reales y cuyos valores propios tienen parte real negativa y

además f es una función continua tal que

f(t, x) = o(||x||)

uniformemente para t ≥ 0, cuando ||x|| → 0. Entonces, la solución x(t) ≡ 0 es asintotica-

mente estable.

Teorema 3.3. Si r1 = r2 = r3 = r entonces la solución constante x(t) = x∗, del sistema

(1.1), es asintoticamente estable.

Demostración. Para empezar necesitamos hacer una traslación del punto cŕıtico x∗ al

origen. Para ello definimos ui = xi−x∗
i entonces u

′
i = x′

i y x∗
1+x∗

2+x∗
3 = s∗. Sustituyendo

xi = ui + x∗
i y s∗ en (1.1) tenemos que

u′
i = ((1− s∗)− u1 − u2 − u3)(aiu1 + biu2 + ciu3 + aix

∗
1 + bix

∗
2 + cix

∗
3)− riui − rix

∗
i (3.6)

observamos que (1− s∗)(aix
∗
1 + bix

∗
2 + cix

∗
3)− rix

∗
i = 0 (por la definición de punto cŕıtico)
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entonces (aix
∗
1 + bix

∗
2 + cix

∗
3) =

rix
∗
i

(1−s∗)
. Por lo tanto, (3.6) es

u′
i =((1− s∗)ai −

rix
∗
i

(1− s∗)
)u1 + ((1− s∗)bi −

rix
∗
i

(1− s∗)
)u2

+ ((1− s∗)ci −
rix

∗
i

(1− s∗)
)u3 − riui − (u1 + u2 + u3)(aiu1 + biu2 + ciu3)

(3.7)

de manera matricial

u′
i = ((1− s∗)A−R− 1

(1− s∗)

r1x
∗
1 r1x

∗
1 r1x

∗
1

r2x
∗
2 r2x

∗
2 r2x

∗
2

r3x
∗
3 r3x

∗
3 r3x

∗
3

)u− (u1 + u2 + u3)Au (3.8)

denotamos a

B = ((1− s∗)A−R− 1

(1− s∗)

r1x
∗
1 r1x

∗
1 r1x

∗
1

r2x
∗
2 r2x

∗
2 r2x

∗
2

r3x
∗
3 r3x

∗
3 r3x

∗
3

)u

y

f(t, u) = (u1 + u2 + u3)Au

la parte no lineal del sistema. Observamos que

||(u1 + u2 + u3)Au||
||u||

=
|u1 + u2 + u3|||Au||

||u||
≤ M |u1 + u2 + u3|||u||

||u||
= M |u1+u2+u3| → 0

por lo tanto

f(t, u) = o||u||

cuando ||u|| → 0.

Para terminar vamos ha demostrar que las partes reales de los valores propios de la

matriz B son negativos. Si r1 = r2 = r3 = r sabemos que x∗
1 + x∗

2 + x∗
3 = 1− r. Entonces

1− r = s∗, sustituyendo en (3.2) se tiene que

B = r(A− I)−

x∗
1 x∗

1 x∗
1

x∗
2 x∗

2 x∗
2

x∗
3 x∗

3 x∗
3


︸ ︷︷ ︸

T

(3.9)
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Observamos que Bx∗ = (r(A− I)− T )x∗ y por definición de punto cŕıtico

Bx∗ = −Tx∗

= −

x∗
1(x

∗
1 + x∗

2 + x∗
3)

x∗
2(x

∗
1 + x∗

2 + x∗
3)

x∗
3(x

∗
1 + x∗

2 + x∗
3)


= −(1− r)

x∗
1

x∗
2

x∗
3


por lo que, (r − 1) < 0 es un valor propio de B con vector propio asociado x∗. Además

λ1 + λ2 + r − 1 =Tr(B)

=rTr(A) + 3r − (1− r)

es decir,

λ1 + λ2 = r(Tr(A)− 3) < 0

Basta con cálcular el det(B) para determinar el signo de re(λi). De (3.9) y utilizando el

lema del determinante de una matriz

det(B) = det(r(A− I)− T ) = det(r(A− I))︸ ︷︷ ︸
0

+vTadj(r(A− I))u

donde u = −

x∗
1

x∗
2

x∗
3

 y vT = (1, 1, 1). Calculando adj(r(A− I))

= adj

r(a1 − 1) rb1 rc1

ra2 r(b2 − 1) rc2

ra3 rb3 r(c3 − 1)


=

r2[(b2 − 1)(c3 − 1)− c2b3)] −r2[b1(c3 − 1)− c1b3] r2[b1c2 − c1(b2 − 1)]

−r2[a2(c3 − 1)− c2a3] r2[(a1 − 1)(c3 − 1)− c1a3] −r2[(a1 − 1)c2 − c1a2]

r2[a2b3 − (b2 − 1)a3] −r2[(a1 − 1)b3 − b1a3] r2[(a1 − 1)(b2 − 1)− b1a2]


luego, (1, 1, 1) ∗ adj(r(A− I)); lo cual implica sumar los elementos de la primera columna

para obtener la primera entrada del vector resultante y aśı sucesivamente, para las demás

entradas. Posteriormente, utilizando el hecho de que las preferencias son complementarias,
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es decir, a3 = 1− a1 − a2, b3 = 1− b1 − b2 y c3 = 1− c1 − c2 resulta

=
(
r2[Det(A)− Tr(A) + 2] r2[Det(A)− Tr(A) + 2] r2[Det(A)− Tr(A) + 2]

)
(3.10)

entonces

(1, 1, 1)adj(r(A− I))u = r2[Det(A)− Tr(A) + 2](−1)(x∗
1 + x∗

2 + x∗
3)

= (r − 1)︸ ︷︷ ︸
λ1

r2[Det(A)− Tr(A) + 2]︸ ︷︷ ︸
λ2λ3

(3.11)

y dado que λ2 + λ3 < 0 y λ2λ3 > 0, se tiene que λ2 < 0 y λ3 < 0. Por lo tanto, los valores

propios de la matriz B son negativos y por Teorema (3.2) la solución es asintoticamente

estable.

3.3. Sistemas estructuralmente estables

Si el comportamiento cualitativo sigue siendo el mismo para todos los campos vec-

toriales “cercanos”, entonces se dice que el sistema (1.1) o el campo vectorial F es es-

tructuralmente estable [32]. Por otro lado, si una pequeña variación en los valores de

los parámetros del sistema causa un brusco cambio cualitativo en su comportamiento, el

campo vectorial F no es estructuralmente establace. Lo que nos lleva a la siguientes defi-

niciones.

Definición 3.2. Si E ⊆ Rn es abierto entonces para F ∈ C1(E)

||F ||1 := máx
x∈E

|F (x)|+máx
x∈E

||JF (x)||.

En esta definición | · | es la norma euclidiana de Rn, JF (x) es la matriz jacobiana de

F en x y || · || denota la norma usual de una matriz:

||A|| = máx
x ̸=0

|Ax|
|x|

= máx
|x|=1

|Ax|.

Se puede demostrar que ||F ||1, en conjuntos compactos, satisface las propiedades usuales

que definen a una norma.

Definición 3.3. Sea F un campo vectorial C1 en un abierto E ⊆ Rn. Entonces F ∈ C1(E)

es estructuralmente estable sobre E si existe un δ > 0 tal que para toda G ∈ C1(E)
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con

||F −G||1 < δ,

G es topologicamente equivalente a F en E y preserva la orientación del tiempo.

En el caṕıtulo 2 demostramos que si los parámetros ri son todos iguales entonces

existe un único punto cŕıtico en el interior de la región S = {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x1, x2, x3 ≥
0, k ≤ x1 + x2 + x3 ≤ 1} y que todas las soluciones tienden a este punto cŕıtico. Con el

siguiente resultado tenemos que estas propiedades cualitativas de las soluciones del sistema

se preservan localmente.

Teorema 3.4. Sea F ∈ C1(E), con E es un subconjunto abierto de Rn que contiene un

punto cŕıtico hiperbólico x0 de F . Entonces, para cualquier ϵ > 0 existe un δ > 0 tal que

para todo G ∈ C1(E) con

||F −G||1 < δ

existe un y0 ∈ Bϵ(x0) tal que y0 es un punto cŕıtico hiperbólico de G. Además, JF (x0) y

JG(y0) tienen el mismo número de valores propios con partes reales negativas.

Corolario 3.1. Si F es la función del sistema dinámico (1.1) donde ri = r entonces para

cualquier ϵ > 0 existe un δ > 0 tal que para todo G ∈ C1(E) con

||F −G||1 < δ

existe un y0 ∈ Bϵ(x0) tal que y0 es un punto cŕıtico hiperbólico de G y además todas las

partes reales de los valores propios de JG(y0) son negativas.

Demostración. De la demostración del Teorema (3.3) se sigue que las partes reales de

los valores propios de JF (x∗) son negativas y aplicando el Teorema (3.4) se concluye lo

deseado.

Para concluir vamos a poner un ejemplo de una función G que satisface de las hipótesis

del Corolario (3.1)
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Ejemplo 3.1. Si F y G son las siguientes funciones

F (x) =(1− x1 − x2 − x3)

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


x1

x2

x3

−

r 0 0

0 r 0

0 0 r


x1

x2

x3


G(x) =(1− x1 − x2 − x3)

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


x1

x2

x3

−

r1 0 0

0 r2 0

0 0 r3


x1

x2

x3


máx{|r − r1|, |r − r2|, |r − r3|} < δ

2
entonces ||F −G||1 < δ.

Por la definición (3.2) tenemos

||F −G||1 =max
x∈S

√
(r − r1)2x2

1 + (r − r2)2x2
2 + (r − r3)2x2

3

+max
x∈S

{|r − r1|, |r − r2|, |r − r3|}

Observamos que el primer término al lado derecho de la ecuación es el máximo de una

función convexa en un conjunto convexo por lo que se alcanza en un punto extremo de S.

Luego, si máx{|r − r1|, |r − r2|, |r − r3|} < δ
2
entonces

||F −G||1 =2max
x∈S

{|r − r1|, |r − r2|, |r − r3|}

=2(
δ

2
)

<δ.

En este ejemplo, observamos que ante cambios pequeños en las tasas de salidas ri, las

soluciones del sistema (1.1) al usar G tiene un comportamiento local similar al comporta-

miento del sistema al usar F . Más aún, por el Teorema (3.4) existe un y∗ cercano al punto

cŕıtico x∗, tal que y∗ también es un pozo. Por lo que mientras no haya un cambio grande

en las tasas de salida de algún género, ya sea por despidos, renuncias, o algún otra causa

del termino de la relación laboral, podemos encontrar un equilibrio del sistema al usar G.



Caṕıtulo 4

Condiciones de igualdad en el

mercado laboral

En caṕıtulos anteriores obtuvimos si en la matriz de preferencias (1.3), cada grupo

se apoya a śı mismo en mayor medida y en una proporción menor pero igual a los otros

dos entonces se obtiene que todas las soluciones tienden a un único punto cŕıtico x∗. Por

lo que, en este último caṕıtulo estamos interesados en analizar bajo qué condiciones el

mercado de trabajo con preferencias ai, bi, ci y aislando los efectos de diferentes tasas de

salida ri, tendeŕıa a la igualdad, es decir, a la misma proporción de puestos ocupados en

el punto x∗. Para ello es necesario determinar las condiciones en las preferencias tales que

las soluciones del sistema tiendan a un punto donde x∗
1 = x∗

2 = x∗
3 = w. Puesto que x∗ es

un punto cŕıtico tenemos que

0

0

0

 = (1− x∗
1 − x∗

2 − x∗
3)

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3


x∗

1

x∗
2

x∗
3

−

r 0 0

0 r 0

0 0 r


x∗

1

x∗
2

x∗
3

 . (4.1)

Sabemos que cuando tenemos una misma tasa de salida se cumple que x∗
1+x∗

2+x∗
3 = 1−r,

e imponiendo la igualdad de contrataciones obtenemos:

rw[(a1 + b1 + c1 − 1] = 0

rw[(a2 + b2 + c2 − 1] = 0

rw[(a3 + b3 + c3 − 1] = 0.
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Es decir,

a1 + b1 + c1 = 1

a2 + b2 + c2 = 1

a3 + b3 + c3 = 1.

(4.2)

De este modo, además de que las preferencias de cada género sean complementarias, las

preferencias también deben de ser complementarias en el sentido grupal. Por ejemplo, si

en una empresa los hombres presentan algún tipo de sesgo de género en contratar mujeres

y género no binario, entonces los parámetros b1 y b3 son bajos, por que lo que para

compensar este efecto, las mujeres y el género no binario tendrán que equilibrar este sesgo

de los hombres. En lo que respecta a la contratación de mujeres, las preferencias a1 y c1

tendrán que ser de tal manera que a1 + b1 + c1 = 1, esto implica que si las mujeres actúan

conjuntamente con el género no binario de tal manera que a1 + c1 contrarreste el sesgo de

los hombres b1. Asimismo, para el género no binario a3 + c3 equilibre b3, sumado al hecho

de que a2 y c2 sean pequeños para los hombres, se podrá llegar a un equilibrio igualitario

en el largo plazo. Para el caso en que no actúen conjuntamente se llegará a la misma

conclusión planteada al inicio de este caṕıtulo, donde la preferencia por tu mismo género

sea mayor.Por lo que la ahora el problema se traslada en la obtención de estos parámetros

y que la matriz de estos sea doblemente estocástica.

Si en un escenario alguna empresa como parte de sus poĺıticas internas, plantea tener

una plantilla laboral mas equilibrida, tendrá en primera instancia que identificar las pro-

porciones iniciales de como están distribuidos sus puestos de trabajo, y con base en ello

será el desarrollo de la poĺıtica. Sin embargo, será muy dif́ıcil condicionar las preferencias

grupales de tal manera que sumen uno, pero śı se puede percibir el comportamiento de los

reclutadores y con ello la inclinación de sus preferencias por algún o algunos géneros. De

acuerdo con ello el responsable de la poĺıtica tratará de que las personas que conforman

el equipo de contratación sea lo mayormente orientado haćıa la poĺıtica de largo plazo y

observar la evolución de esta através del tiempo.



Conclusiones

Suponer que r1 = r2 = r3 = 0 es un tipo de mercado laboral donde la gente tiende

a permancer mucho tiempo o incluso se jubila ah́ı. Por lo que, las soluciones del sistema

tenderán a saturar los puestos de trabajo, es decir al plano x1 + x2 + x3 = 1.

Cuando se introduce el dinámismo de mercado pero aislando los efectos impuestos por

diferencias en el mercado de salida, se encontró que todas las curvas solución tienden a

un plano invariante, lo que dio la pauta para simplificar el análisis dinámico del modelo

(1.1) con tasa de salida constante, ya que para cualquiera parámetros de preferencias,

resulto que la función de empleo total x1(t) + x2(t) + x3(t) = 1 − r cuando t → ∞ y el

punto de estabilidad donde convergen todas estas curvas es (1−r
3
, 1−r

3
, 1−r

3
) con la matriz

de preferencias (1.3) que representa tener mayor apoyo de personas de tu mismo género,

y en menor medida pero con la misma proporción a los géneros restantes, podemos llegar

al equilibrio igualitario en las proporciones de contratación.

Por otro lado, cuando la tasa de salida del mercado no es la misma para los diferentes

géneros, existe una superficie que corta al espacio S, pero por el Teorema (2.2) demos-

tramos que existe un único punto cŕıtico en int(S), por lo tanto, podemos encontrar la

condición estacionaria en la dinámica del sistema (1.1). Más aún, en condiciones ideales

del mercado de trabajo, cuando la tasa de salida del mercado es la misma para los tres

géneros, podemos calcular directamente este punto cŕıtico x∗ mediante (2.9), el cual es

asintoticamente estable por el Teorema (3.3).

Por último, para garantizar la igualdad en las contrataciones de los tres géneros a lo

largo del tiempo con r iguales, la matriz de preferencias debe ser doblemente estócastica,

con ello se lograŕıa compensar la posible inclinación (o lo contrario) que podŕıa tener

un género por otro, el cual tendŕıa que ser equilibrado por las preferencias por los dos

géneros restantes. Se puede observar que hay incentivos por parte de cada género de

actuar individualmente y solo apoyar a su propio género, y de está manera también se

asegura la igualdad de contrataciones. O proponer que los reclutadores en los procesos de
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selección sean diversos y tengan una representación equitativa de cada género. O en su

caso utilizar procesos de selección a ciegas para minimizar los sesgos en la evaluación de

candidatos. Adicionalmente, se tendŕıa que fomentar un cambio de cultura tanto dentro

de las organizaciones y la sociedad para cambiar estereotipos y percepciones de género

principalmente en estás áreas de STEM y puestos de liderazgo.

Esta investigación da pauta a una posible generalización que consideraŕıa n-géneros en

el mercado laboral. Además, de quitar el supuesto sobre las preferencias que se mantienen

constantes a lo largo del tiempo y un análisis mas profundo de la dinámica cuando la tasa

de salida del mercado laboral no es constante.
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