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Capitulo 1

Introduccion

Desde el nacimiento de la geometria de FEuclides, esta a tratado de describir la natura-
leza sin tener mucho éxito, esto se debe a que las formas naturales como las nubes, no son
esféricas, ni las montana son cénicas, ni las costas circulares, ni la corteza de un arbol es
suave, ni tampoco el rayo es rectilineo. Esto llevd a los matematicos a tratar de encontrar

una teorfa la cual describiera mejor estos objetos que se forman en la naturaleza.

En el siglo XX las mateméticas tuvieron una revolucién histérica debido a que se des-
cubrieron figuras que no encajaban con los patrones de Euclides, a estas estructuras se les
considerd “Una galeria de monstruos”. El primero en estudiar ampliamente estas figuras fue
Benoit Mandelbrot, el cual en su libro “La Geometria Fractal De La Naturaleza”[1], acuné
el nombre de fractal proveniente del adjetivo latino fractus. el cual significa “quebrado”,
y desde el punto de vista matematico, significa: Objeto geométrico en el que una misma

estructura, fragmentada o aparentemente irregular, se repite a diferentes escalas y tamanos.
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Los fractales al no encajar con la geometria de Euclides no se les podia medir la dimension
con las matematicas clasicas, por eso en 1919 Félix Hausdorff introdujo la primera manera de

observar y estudiar este tipo de formas en la vida real, la dimensién de Hausdorff-Besicovitch.

En la actualidad la dimension de Hausdorff-Besicovitch es conocida como dimension
fractal, la cual tiene la caracteristica de tener un valor fraccionario y ser mayor que su
dimension topoldgica. la dimension fractal se denotara por D, mientras que la dimensién

topoldgica se denotara por Dr, mientras que D es siempre entero, D no tiene por qué serlo.

Cabe senalar que para todas las figuras euclideas D = D, por lo que se llega a la siguiente
definicion dada por Maldelbrot: Un fractal es por definiciéon, un conjunto cuya dimension de
Hausdorff-Besicovitch es estrictamente mayor que su dimensién topologica. En los siguientes
capitulos se tratard con més detalle la teoria cldsica de fractales y como es que se calcula su

dimension fractal.

Como se menciono al inicio, la naturaleza nos da indicios de que se comporta de forma
fractal, objetos conocidos como los arboles, las hojas, un rayo, etc., muestran patrones frac-
tales en su formacion, pero no solo a escalas humanas se ha observado este comportamiento
fractal, sino que recientemente se ha visto que también en muestras bioldgicas a escalas nano-
metricas, se presenta este comportamiento fractal, tal es el caso de ADN el cual se ha visto
que dentro de un macrofago se empaqueta siguiendo una curvatura base para asi ocupar el

menor espacio posible con la mayor cantidad de ADN posible [2].



Ademas, un estudio reciente de la Universidad Auténoma de México, mostré que al tra-
ducir bajo ciertas operaciones el genoma del DNA, este formaba estructuras fractales, esto
se realizd con diversos genomas y llevé a la conclusién de que cada DNA traducido formaba

una estructura fractal diferente [3].

Este tipo de resultados nos lleva a estudiar el comportamiento del DNA en diferentes
condiciones, en el presente trabajo se estudia el comportamiento del A— DN A al ser colocado

en diferentes superficies; mica y mica cubierta con lipidos.
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1.1. Planteamiento del problema

Debido a las observaciones que se han realizado sobre el comportamiento fractal en la
naturaleza, el estudio de estructuras fractales en muestras biolégicas como el ADN ha au-
mentado. Con estos patrones fractales se ha logrado comprender de mejor manera el genoma
y el comportamiento del ADN. Mediante el uso de diversas técnicas se estudiard el com-
portamiento de muestras de A — DN A al ser colocadas en superficies diferentes y medir su

dimensién fractal con el uso de técnicas computacionales.

1.2. Objetivo General

Estudiar el comportamiento fractal de muestras de A — DN A al ser depositadas sobre
mica y mica cubierta con una bicapa lipidica hecha de octadecilamina, medir su dimensién

fractal y comparar resultados.

1.3. Objetivos Particulares

» Formar monocapa de Langmuir y obtener isoterma de compresion.

Transferir pelicula a mica para formar bicapa lipidica.

Depositar muestras de A — DN A en mica y bicapa lipidica.

Obtener imagenes de SEM.

Calcular dimensién fractal de imagenes de SEM.



Capitulo 2

Marco teorico

2.1. A -DNA

El fago X\ es un virus bacteriano, o bacteridfago, que infecta la especie bacteriana Esche-
richia coli, fue aislado por primera vez en el ano 1950 por Esther Lederberg. Con la infeccion
de una bacteria por fago, generalmente se produce un ciclo litico donde el ADN lambda se
replica muchas veces y se expresan los genes de las proteinas cabeza, cola y al final ocurre
lisis, el cual es un proceso que desencadena la muerte de la bacteria. Consiste en la rotura
de la membrana celular bacteriana y provoca la salida de los bacteriéfagos replicados. Pero,
bajo ciertas condiciones, el ADN del fago también puede integrarse en el cromosoma de la

bacteria huésped en la via lisogénica, ver figura [2.1| [7]

11
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. *,f-"‘ Receptor especifico
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su lisis, lo que produce la liberacién de mds viriones

Figura 2.1: Ciclos litico y lisogénico del fago A

El ADN del bacteriofago A tiene una estructura circular de doble cadena y esta com-
puesto por aproximadamente 48.000 pares de bases. Es capaz de autorreplicarse y puede
usarse para estudiar la estructura y funcién de los genes. Sus caracteristicas lo convierten
en una herramienta ideal para la investigacion en ingenieria genética. Ademads, su capacidad
para integrarse en el genoma bacteriano huésped lo convierte en una parte importante de la

industria biotecnologica.
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2.2. Octadecilamina

La octadecilamina es un compuesto organico de la férmula quimica C1gH39/N con masa
molecular de 269.5 g/mol, punto de ebullicién 346.8 °C, punto de fusién 52.9 °C' y densidad

de 0.86 g/cm?. Es una amina alifdtica de 18 carbonos en la cola hidrofébica.

H
N
\/\/\/\/\\/\/\/\/\/ H
Hidrocarbon Grgpo
amino

Figura 2.2: Estructura octadecilamina

Entre sus caracteristicas quimicas destacan su solubilidad en disolventes organicos como
éter, cloroformo y benceno, y su insolubilidad en agua. Ademés, es un compuesto hidrofébico

debido a su larga cadena alifdtica y una baja polaridad. [18] [14]

2.3. Fractales

La teoria de fractales es una rama de la matematica y la fisica que estudia la geometria de
objetos irregulares y no uniformes. Fue desarrollada por el matematico Benoit Mandelbrot
en la década de 1970 y desde entonces ha tenido un impacto significativo en diversas areas,

incluyendo la informatica, la biologia y la economia.
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Una de las caracteristicas principales de los fractales es que son objetos geométricos
que tienen una estructura similar a si mismos a diferentes escalas. Esto significa que si
se toma un fragmento de un fractal y se amplia, se observard una estructura similar a la
estructura original. Esta propiedad se conoce como autosimilitud y es una de las principales
caracteristicas de los fractales, un ejemplo de autosimilitud es el triangulo de Sierpinski figura

2.0l

Figura 2.3: Triangulo de Sierpinski y su autosimitud

Otro aspecto importante de los fractales es que tienen dimensiones fraccionarias. La di-
mension fractal es una medida de la complejidad de un objeto y se puede calcular utilizando
diversos métodos matematicos. Por ejemplo, la dimensién fractal de una linea recta es 1,
mientras que la dimension fractal de una figura fractal como el triangulo de Sierpinski es de

aproximadamente 1.5849.

Ademss, los fractales se pueden generar utilizando procesos matematicos iterativos. Uno
de los métodos mas conocidos es el algoritmo de iteracion de puntos, donde una funcién

matematica se aplica repetidamente a un conjunto inicial de puntos para generar un fractal
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2.4. Fractales en la naturaleza

Los fractales se pueden encontrar en muchos aspectos de la naturaleza, como en las ramas
de los arboles, las hojas, las costas y las nubes [15]. Los fractales también se pueden encontrar
en la distribucion de estrellas y galaxias en el universo, en la formaciéon de los cristales y en
la estructura de los sistemas biolégicos, como las ramificaciones de los vasos sanguineos [16].
Estos patrones repetitivos y autosemejantes a menudo resultan en la formaciéon de estructu-
ras complejas y bellas en la naturaleza. En la imagen [2.4] se muestran algunos ejemplos de

formaciones fractales en la naturaleza.

Figura 2.4: Ejemplos de multiples formaciones fractales presentes en la naturaleza. [17]
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2.5. Dimension fractal

La dimension fractal, es una generalizacién de la dimension euclidiana habitual cuyos
valores son nimeros enteros, mientras que la dimension fractal es un indice fraccionario que
cuantifica la autosimilitud y las propiedades de escala de un fractal. Indica cudntas piezas
nuevas se vuelven visibles cuando se ven con una resolucion més fina. Entre muchos concep-
tos de dimension fractal, uno de los mas utilizados por su facilidad de calculo es la dimension

por el método de conteo de cajas.

A diferencia de la dimension de Hausdorff-Besicovitch, que es mas adecuada para el anali-
sis matemadtico, ver apéndice [A] la dimensién de conteo de cajas resulta més facil de estimar
en la practica. La escala estd algo representada por la dimensién fractal, que se interpreta

como un indice de la eficiencia con la que el fractal llena el espacio en el que se encuentra. [0

2.6. Dimension por conteo de cajas

El recuento de cajas o dimensién de caja es una de las dimensiones mas utilizadas. Su
popularidad se debe en gran medida a su relativa facilidad de calculo matematico y estima-

cién empirica. La definicion se remonta al menos a los anios 1930s.

El método de conteo de cajas (por su nombre en ingles box-counting), consiste en utili-
zaran mallas regulares compuestas por lineas paralelas y perpendiculares entre si formando

cuadrados, como se muestra en la figura
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Figura 2.5: Ejemplo grafico del espacio de analisis para poder aplicar la dimensién por conteo
de cajas.

El procedimiento para obtener la dimensién consiste en cubrir con una malla de cuadros
la estructura y se cuentan el numero de cuadros que tocan cualquier parte de la forma,
este proceso se repite para mallas con cuadros cada vez mas pequenos. En la imagen se

muestra el proceso de reduccién del tamano de los cuadros de la malla.
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(a) Primera malla con cuadrados que tocan a (b) Segunda malla con cuadrados que tocan a
la figura en color gris. la figura en color gris reducidos.

]
i

)

(¢) Tercera malla con cuadrados que tocan a la
figura en color gris mas reducidos

Figura 2.6: Ejemplo de proceso de reduccion de tamano de cuadrados en malla.
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Se denota como N (6) el numero de cuadros de la malla de lado § tocando cualquier parte

de la estructura analizada y ademés el numero de cuadros (cajas) obedece la ley de potencias

N(8) ~edP (2.1)

entonces

logN(0) ~log ¢ — D log & (2.2)

Donde D y ¢ son constantes y logN(d) y log 0 varian con § de modo que tienen la forma
y = mx +b que es una linea recta con pendiente D donde la variable dependiente es logN ()
y la variable independiente es log §. Para calcular D desde este proceso, se grafican los pun-
tos (log d1,logN(01)), ..., (log 6n,logN(dn)), luego se traza la linea que mejor se ajuste a
los puntos y se calcula su pendiente, la dimensién fractal seria el negativo de esta pendiente
obtenida bajo la grafica descrita ya que la pendiente es negativa y la dimensién fractal debe

ser positiva.

Un ejemplo de la grafica de dimension fractal por conteo de cajas se muestra en la figura
2.7 Para fenémenos reales, solo puede trabajarse con un rango finito de d; la teorfa y el

experimento divergen antes de que la escala atomica se alcance.
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log N(§)

log ¢

log &

Figura 2.7: Estimacion empirica de una dimensiéon de un conjunto D, sobre la suposicion de
la ley de potencias Ns(D) ~ c6= [5]

2.7. Hipoétesis

El A — DN A presenta comportamientos diferentes al ser depositado en superficies con
caracteristicas diferentes como sustrato sélido y bicapa lipidica, mostrando formaciones frac-

tales y modificando su dimensién fractal dependiendo en que superficie se deposite.



Capitulo 3

Metodologia experimental

3.1. Monocapa de Langmuir

Una monocapa de Langmuir es una pelicula delgada de grosor molecular insoluble en agua
que se encuentra en la interfase agua-aire. Las moléculas que forman monocapas de Lang-
muir tienen la importante caracteristica de tener dos distintas regiones, una es hidrofébica
(insoluble en agua) que por lo general la forman cadenas hidrocarbonadas, y la otra parte es
la hidrofilica (soluble en agua) formada por grupos de acidos carboxilicos, sulfatos, aminas
o alcoholes, entre otros grupos quimicos, a estas moléculas se les conoce como anfifilicas.
A continuacion se muestra una representacién general de una monocapa de Langmuir en la

interfase agua-aire, figura [8]

20
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Molécula anfifilicas

Aire

SE 3T S e 9532 ¢ $5¢ ¢ | Parte
$3 333§ T3 $5¢¢ 28 358 5| hidrsfoba

‘JL/\ :\_/ \_/(\J\JL/(M )\_/ i
Agua

Monocapa

Figura 3.1: Monocapa de Langmuir

Al comprimir las moléculas mediante el uso de una balanza de Langmuir, éstas comienzan
a ordenarse, incrementando de ésta manera la presion superficial haciendo que la monocapa
presente diferentes fases que nos indican cambios termodinamicos en la superficie. La pre-
sion superficial se determina suspendiendo una pequena lamina de un material caracterizado
(placa de Wilhelmy) en agua, entonces se mide la fuerza con la que es jalada hacia abajo.
Esta fuerza que jala un pequeno brazo metéalico es medida por medio de la deflexion de luz
infrarroja que emite un diodo para después ser traducida a senal eléctrica por un sensor

electronico.

La figura muestra una isoterma generalizada para un acido graso. La monocapa es
muy diluida cuando el drea por molécula esta en el rango de cientos de AQ, en este caso
se tiene un gas en dos dimensiones. Cuando el area por molécula decrece (incremento en la
presién superficial), Se presenta una meseta que denota una coexistencia entre la fase gaseosa
con una fase que tradicionalmente se le ha llamado liquido expandido (denotado como LE
o L1). Una mayor compresién de la monocapa produce un cambio brusco en la isoterma
indicando la finalizacién de la coexistencia G-LE y se tiene la region de la fase LE pura. Si

se continua la compresion de la monocapa, puede aparecer una segunda transicion de la fase
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de liquido expandido (LE) a una fase mds condensada, conocida como liquido condensado

(LC).

| Liquido
| expandido

|
200 400

Liquido
expandido

, Condensada
60 |- . sin inclinacion
50F éggég
£
Z
E 40}
]
£ Condensada
aé_ 30 inclinada
w
S
'g 20
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10 |-

| ]

Coexistencia de fases:
Condensada + Liquido expandido %;E % i g
1 l

20 25

35 40

Area, A%>’molécula

Figura 3.2: Isoterma generalizada para una monocapa de Langmuir de los 4cidos grasos.

Imagen adaptada de la referencia [9]

La técnica de Langmuir consiste primero en la formacién de una monocapa en la interfase

aire/agua. Estas son llamadas monocapas de Langmuir y son las precursoras de las pelicu-

las de Langmuir Blodgett. Las moléculas anfifilicas se disuelven en un solvente organico y

subsecuentemente se depositan en la interfase aire/agua mediante una microgeringa, figura

3.3| [L1]. El solvente se evapora y una monocapa de moléculas anfifilicas es formada en la

interfase aire agua.
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Water

Figura 3.3: Deposito de moléculas anfifilicas en la balanza de Langmuir.

Esta monocopa de Langmuir puede ser manipulada por medio de unas barreras moviles
que nos ayudan a controlar el area por molécula, una vez comprimida lo suficiente antes del
colapso de la monocapa, se detiene la compresién y el resultado son las moléculas anfifilicas
acomodadas como en la figura 3.1} La técnica de Langmuir permite ademés fabricar pelicu-
las delgadas con espesores a nivel molecular bien determinados al transferir la monocapa a
un substrato sélido, como es la mica. La pelicula delgada transferida al substrato sélido se

conoce como pelicula Langmuir-Blodgett.

El lipido utilizado para formar la monocapa de Langmuir fue la Octadecilamina, descrita
anteriormente y la mica sobre la cual se deposito la bicapa estda compuesta de Moscovita la
cual presenta una carga parcial negativa y al estar en medios acuosos se vuelve altamente
hidrofilica [12]. En la ﬁgurase observa el acomodo experimental de la balanza de Langmuir
antes de realizar la compresién, la mica se encuentra suspendida sobre la superficie del agua,
para que posterior a la compresién se realice la formacion de la pelicula de Langmuir-Blodgett

sobre la mica.
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Figura 3.4: Acomodo experimental de balanza de Lagmuir.

Una vez realizado el proceso de compresién, la isoterma resultante se muestra en la figura

5.0l

50

T T T T T
Octadecylamine

Surface Pressure (mN/m)

5 L Lo Lo L |
18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42

Area (AZ/moIecuIe)

Figura 3.5: Isoterma de octadecilamina obtenida durante el proceso de compresién a una
temperatura de 25°C'.
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En la gréfica de la figura 3.5 se aprecia como al comienzo de la compresién la presién no
aumenta, es hasta que llega aproximadamente a los 24 A%/molecule que comienza a incre-
mentar un poco la presién superficial, pero al llegar aproximadamente a los 22 A% /molecule,
la presion superficial aumenta rapidamente hasta llegar al punto donde comienza el colapso
de la monocapa, el cual empieza a ocurrir aproximadamente a los 49.5 mN/m, en este punto
se detiene la compresion para evitar que la monocapa colapse y proceder a realizar la pelicula

de Langmuir-Blodgett.

3.2. Deposito de muestra de A\ — DN A en mica.

El A — ADN utilizado fue adquirido en la empresa Invitrogen el cual tiene una concen-
tracién de 5 pg/pl. La muestra de ADN fue diluida a la concentracién apropiada con agua
desionizada. Se prepar6 tomando 100 ul de la solucién de A — DN A para después diluirla en

1 ml de agua pura.

Para el deposito sobre la mica se utiliz6 una micropipeta, se tomo 1 ul de la muestra de

A — DN A diluida y se deposité sobre la mica, como se muestra en la figura [3.6

Figura 3.6: Muestra de A — DN A sobre mica.
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3.3. Transferencia de monocapa mediante tecnica de
Langmuir-Blodgett

El lipido utilizado para realizar la pelicula de monocapa fue la octadecilamina, descrito
en la seccion . Una vez obtenida la monocapa en la balanza, figura a), se procede a
formar la bicapa sobre la mica, para esto se extrae la mica, sumergida en al agua antes de la
compresion, lo cual hace que la monocapa se adhiera a la mica, figura b), de esta forma

queda una monocapa en la mica.

Inmersién

Agua

Figura 3.7: Proceso de formacién de Bicapa lipidica. [13]

Para la segunda capa, se sumerge ahora lentamente, para que la segunda capa se adhiera,
figura ¢), el resultado final es una bicapa adherida a la mica. Una vez obtenida la bicapa
sobre la mica, se limpian los restos de octadecilamina que queden sobre la interface agua-aire
y se extrae la mica con la bicapa, ya con la bicapa lipida sobre la mica, se procede a colocar

la muestra de A — DN A sobre esta.
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3.3.1. Dep6sito de muestra de A — DN A en bicapa lipidica

Para depositar la muestra se utilizé la misma muestra diluida que se describié anterior-
mente, mediante el uso de una micropipeta se tomé 1 ul y se deposité sobre la bicapa, debido
al gran espacio de la mica y la poca cantidad de muestra se colocaron dos gotas para tener

dos regiones diferentes, imagen [3.8

Figura 3.8: Muestra de A — DN A sobre bicapa.

Después del secado, las muestras fueron llevadas a microscopio electrénico de barrido

(SEM), para ser observadas.



Capitulo 4

Resultados

4.1. Imagenes de SEM

Al secarse las muestras, se observaron mediante el uso de un microscopio electrénico de
barrido (SEM), como se tienen muestras biolégicas, se observaron imégenes de composicién

o distribucién quimica por Electrones Retrodispersados (BSE).

En las imégenes obtenidas se observa una formacion fractal incluso en la muestra que se

colocé solo en sobre la mica, imagen [4.1(a)l sin embargo, a primera vista se aprecia que el

fractal formado sobre la bicapa, imdgenes|4.1(c)|y 4.1(b)] rellena mejor el espacio sobre el que

esta, esta afirmacién se conocerd mejor al calcular la dimension fractal de ambas imagenes.
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DNA sobre Bicapa de lipidos.

(c) DNA sobre Bicapa de lipidos.

Figura 4.1: Imégenes obtenidas por SEM.

4.2. Calculo de Dimension fractal

Para el calculo de la dimensién fractal de las imégenes obtenidas se utilizé6 un programa
de Python escrito por Stephen Morris en agosto de 2017 [4], el cual utiliza el método de
conteo de cajas, el programa toma la imagen la cual tiene que estar en color blanco y negro,
almacena cada pixel y crea otra imagen binarizada donde le asigna el valor 0 a los pixeles
negros y un valor diferente de cero a los pixeles blancos, para medir la dimensién utiliza el
arreglo de los pixeles de color negro, que son los que forman el fractal y a su vez son los que

se consideran como las cajas (cuadros).
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Para poder medir la dimensién fractal de la imagenes de SEM, estas se editaron para
dejarlas en color blanco y negro y asi el programa pueda leerlas correctamente, los resultados

obtenidos fueron los siguientes.

14 14
® Datos ® Datos
12 = Ajuste lineal 12 = Ajuste lineal
10+ 10+
s 8 S 8
o o
L 61 2 61
4 4
D =1.932065+0.0139 D = 1.90493+0.01578
2 21
0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
log(6) log(6)
(a) Grafica DNA sobre Mica. (b) Grafica DNA sobre bicapa de lipidos.
14
® Datos
= Ajuste lineal
12
101
s 8
o
2 61
4 4
D = 1.964999+0.00583
2 4
0 ;
0 1 2 3 4 5 6

(¢) Grafica DNA sobre bicapa de lipidos.

Figura 4.2: Gréaficas de dimension fractal.

Las figuras [4.2(a)} [4.2(b)| y |4.2(c)| representan la gréfica log ¢ vs logN(d) mencionada en

la seccion , en estas graficas el tamano de la caja (cuadro) estd representado por §. En la

tabla se compara mejor los valores de dimension fractal de las imagenes obtenidas.



4.2. CALCULO DE DIMENSION FRACTAL 31

Superficie Dimensién fractal
Mica figura [4.1(a)| 1.9320+0.0139
Bicapa figura4.1(b)| | 1.9049+0.0157
Bicapa figura{d.1(c){ | 1.9649+0.0058

Cuadro 4.1: Tabla de resultados de dimension fractal.

Comparando estos tres resultados, podemos observar como en el caso de la mica el espa-
cio sobre el que se encuentra se cubre muy bien al estar muy cerca del valor de 2. Para la
tercera imagen la cual es la muestra de A — DN A sobre la bicapa lipidica, el valor se acerca
aun mas a 2, sin embargo, para la segunda imagen, la cual también es la muestra sobre la
bicapa, el resultado es menor que en la anterior muestra sobre bicapa, incluso menor que la

muestra sobre la mica.

Las imédgenes [4.1(b)| y |4.1(c)| son la misma regién pero con diferente zoom, la razén por

la que la dimension resulte diferente siendo la misma region tal vez se deba a la resolucién
del microscopio, o que al observar una vez la muestra haya sufrido alguna afectacién. El
cambio que se aprecia en las imédgenes es que la imagen con menos zoom, que fue la primera
en observar, se ven regiones vacias, pero en la segunda imagen que es la misma region pero
con mas zoom, se aprecia que algunas regiones ya estan cubiertas. Estas regiones extra que

cubren espacio hacen que la dimensién aumente y se acerque al valor de 2.



Conclusiones

El A — DN A muestra que al ser depositado en dos superficies diferentes se modifica la
forma en la que se distribuye, formando estructuras fractales de diferentes caracteristicas

como son tamano y dimensién, tal y como fue esperado.

El hecho de que un resultado sobre la bicapa haya sido mayor que la mica y otro resultado
haya sido menor, nos deja con la incertidumbre sobre cual sera el verdadero comportamiento.
Para analizar este comportamiento de manera méas precisa, en trabajos futuros se estudiara
esta misma formacion de fractales. En esta ocasién se medird su evolucion en el tiempo,
en la que se pueden obtener dos resultados, presentar cambios en la dimension fractal al
pasar el tiempo de secado, 0, esta se mantiene todo el tiempo igual. Ademas de poder medir
mas formaciones de fractales para tener un margen de estudio mas preciso y llegar a una

conclusién certera.
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Apéndice A

Dimension de Hausdorff-Besicovitch

La nocion de dimension es fundamental para la geometria fractal. Esta dimensién in-
dica cuanto espacio ocupa un conjunto cerca de cada uno de sus puntos. La dimensién de
Hausdorff esta definida para cualquier conjunto y es matematicamente conveniente, ya que
se basa en medidas que son relativamente faciles de manipular. Una gran desventaja es que
en muchos casos es dificil de calcular o estimar por métodos computacionales. Sin embargo,
para comprender las matematicas de los fractales, es esencial familiarizarse con la medida y

la dimension de Hausdorff.
Antes de mostrar como se obtiene la medida y dimensién de Hausdorff desde el analisis

matematico, es importante conocer la definicion de elemento supremo e infimo, ya que esta

concepto se utiliza para realizar el calculo de la medida y dimension de Hausdorff.
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Definicién: Sea T un subconjunto no vacio de R.

1. Si T esta acotado por abajo, entonces se dice que una cota superior es un supremo
- 0 una minima cota superior - de 7' si es menor que cualquier cota superior de 7T

En tal caso, a esa cota superior se le denota supT

2. Si T esta acotado por arriba, entonces se dice que una cota inferior es un infimo - o
una maxima cota inferior - de 7' si es menor que cualquier cota inferior de 7. En

tal caso, a esa cota superior se le denota inf1T'

A.1. Medida de Hausdorft

Sea U cualquier subconjunto no vacio del espacio euclidiano n-dimensional, R", el diame-
tro de U estd definido como |U| = sup{|x — y| : x,y € U}, i.e. la mayor distancia entre
cualquier par de puntos en U. Si {U;} es una coleccién finita de conjuntos de didmetro como
maximo § que cubre F, ie. ' C U2, U; con 0 € |U;| € 6 para toda i, se dice que {U;} es
una cubierta — ¢ de F.

Suponga que F' es un subconjunto de R™ y s es un niimero no negativo. Para toda § > 0

se define

H; = mf{ Z \Ui|? - {U;} es una cubierta — § de F} (A.1)

=1
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Por lo tanto, se miran todas las cubiertas de F' por conjunto de didmetros como maximo
0 vy se busca minimizar la suma de las potencias sth de los diametros. A medida que ¢
disminuye, se reduce la clase de coberturas permitidas de F' en se reduce. Por lo tanto,
JH5 incrementa en un termino infimo, y se aproxima al limite cuando o — 0, por lo que se

escribe

HE(F) = lim HE(F). (A.2)

6—0

El limite existe para cualquier subconjunto de F' en R", aunque el valor limite puede ser

(y generalmente lo es) 0 o co. Llamamos a H*(F) la medida s-dimensional Hausdorff de F.

A.2. Dimension de Hausdorff

Volviendo a la ecuacién [A 1] es claro que dado para cualquier conjunto FF C R" y § < 1,
5 no incremente con s, por lo que por H*(F) tampoco aumenta. De hecho, es mas

cierto: si t > sy {U;} es una cubierta — § de F se tiene

DU < YOI < 87 3 U (A.3)

Asf que, tomando la infima, H;(F) € 6" *HL(F'). Dejando § — 0 se observa que H*(F) <
oo entonces H'(F) = 0 para t > 0. Por lo tanto una grafica de H*(F') = 0 contra s (figura
A.1)) muestra que hay un valor critico de s en el que H*(F') "salta”de oo a 0. Este valor

critico es llamado Dimension de Hausdorff de F y se escribe como dimpgF'; esta definido
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para cualquier conjunto F' C R". Formalmente

dimgF =inf{s>0:H*(F) =0} = sup{s : H*(F) — oo} (A.4)

(Tomando el supremo del conjunto vacio como 0), para que

oo si0Z€s<dimpgl
H(F) = (A.5)

0 sis>dimgF

Si s = dimyF, entonces H*(F) puede ser cero o infinito, o puede satisfacer

0 < H(F) < oo (A.6)
H (F)
0 1 - s
0 dimy F n

Figura A.1: Grafica de H°(F) contra s para un conjunto F'. La dimensién de Hausdorff es
el valor en el que se produce el "salto”de co a 0.

Un conjunto de Borel que satisface esta ultima condicion se llama conjunto—s. Matemati-
camente, los conjuntos — s son, con mucho, los conjuntos mas convenientes para estudiar, y

afortunadamente ocurren con sorprendente frecuencia.
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