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RESUMEN 

El estudio de la formación de patrones inducidos por la difusión, o tipo Turing, es 

relevante para explicar ciertos fenómenos naturales. No obstante, si bien se han 

logrado avances notables en sistemas con difusión normal estos han sido limitados si 

se considera difusión anómala, característica de sistemas complejos como por ejemplo 

medios fractales o procesos de transporte en medios porosos. Dado que hasta el 

momento no existe un procedimiento general para resolver este tipo de sistemas en 

dominios acotados de forma analítica, no existe una teoría general que determine los 

efectos de las condiciones de frontera en la formación de patrones. Considerando lo 

anterior el objetivo de esta investigación es analizar mediante un enfoque numérico la 

influencia de las condiciones de frontera en la formación de patrones de Turing para 

diferentes regímenes de difusión. Se utilizaron como cinéticas las propuestas en el 

modelo BVAM, y para la modelación de la difusión anómala se consideró una 

dependencia espacial de los coeficientes de difusión acorde a una ley de potencia. 

Como resultados, en el trabajo se comprueban diversos fenómenos interesantes como 

potenciales estados multiestables, la inducción de simetrías debido a las condiciones 

de frontera y el efecto atractivo de las condiciones de frontera cuando se supera en 

estas una concentración umbral de los morfógenos. En el trabajo se argumentan 

implicaciones y/o aplicaciones potenciales de estos comportamientos.   

Palabras claves: Patrones de Turing, difusión anómala, condiciones de frontera.   
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ABSTRACT 

The study of pattern formation induced by diffusion, or Turing-type patterns, is relevant 

for explaining certain natural phenomena. However, while notable advances have been 

made in systems with normal diffusion, these have been limited when considering 

anomalous diffusion, characteristic of complex systems such as fractal media or 

transport processes in porous media. Since there is currently no general procedure for 

analytically solving such systems in bounded domains, there is no overarching theory 

that determines the effects of boundary conditions on pattern formation. Considering 

this, the objective of this research is to numerically analyze the influence of boundary 

conditions on Turing pattern formation for different diffusion regimes. Kinetics proposed 

in the BVAM model were used, and for modeling anomalous diffusion, a spatial 

dependence of diffusion coefficients according to a power law was considered. The 

results confirm various interesting phenomena, such as potential multistable states, the 

induction of symmetries due to boundary conditions, and the attractive effect of 

boundary conditions when a threshold concentration of morphogens is exceeded. The 

paper discusses implications and/or potential applications of these behaviors.  

Keywords: Turing patterns, anomalous diffusion, boundary conditions. 
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INTRODUCCIÓN 

La formación de patrones es un fenómeno interesante que se observa en toda la 

naturaleza, donde un sistema inicialmente homogéneo evoluciona para formar 

estructuras ordenadas. Formalmente, según Lawton (1999, p. 178), los patrones 

son regularidades o tendencias ampliamente observables que surgen como 

consecuencia de principios físicos fundamentales que controlan todos los sistemas, 

como las leyes de la termodinámica, la selección Darwiniana, etc. En el contexto 

más específico de los modelos de simulación, Grimm et al., (2005, p. 987) 

establecen patrones como características definitorias de un sistema y, a menudo, 

indicadores de procesos y estructuras subyacentes esenciales. Los patrones 

contienen así información sobre la organización interna de un sistema, pero en 

forma codificada. De manera similar, Unwin (1996, p. 542) define los patrones 

espaciales como aquella característica de la disposición de los objetos dada por su 

espaciamiento entre sí. Estas definiciones son muy amplias y abarcan datos que 

incluyen series temporales, mapas, distribuciones de frecuencia, tasas de cambio, 

números y mucho más (O’Sullivan & Perry, 2013, p. 30). 

Una clase particular de estos patrones, conocidos como patrones de Turing, se 

observan independientes del volumen espacial que ocupan, lo que indica que 

emergen de las interacciones de grados de libertad microscópicos en el sistema 

(Vesto, 2021). Konow et al., (2021) argumentan que el planteamiento inicial hecho 

por Turing (1952) era que pequeñas fluctuaciones aleatorias en las concentraciones 

de sustancias químicas (a las que Turing llamó ‘morfógenos’), que reaccionan 

acopladas y se difunden por el espacio podrían, bajo una dinámica determinada, 

generar espontáneamente estructuras espaciales organizadas y estacionarias. Esto 

ocurre producto de la desestabilización del estado homogéneo como resultado de 

la difusión, por lo que posteriormente el fenómeno sería conocido como inestabilidad 

impulsada por difusión o inestabilidad de Turing. Específicamente, para que un 

sistema manifieste la inestabilidad de Turing deben cumplirse tres condiciones: 1) 

las reacciones químicas deben ser del tipo activador-inhibidor, 2) el inhibidor debe 

difundirse más rápido que el activador y 3) la razón entre los coeficientes de difusión 

del inhibidor y el activador debe ser mayor a un umbral o valor crítico.  
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Si se cumple lo anterior se establece un patrón espacial debido a un equilibrio entre 

los procesos de activación local y la inhibición de largo alcance proporcionada por 

la difusión, siendo este mecanismo general (De Wit, 1999). Por esto, sus 

implicaciones y/o aplicaciones  potenciales se extienden a otros sistemas 

modelados mediante ecuaciones de reacción-difusión en la biología y la medicina 

(Toda et al., 2019; Young et al., 2022), la economía (Zincenko et al., 2021), la 

propagación de eventos como enfermedades/incendios (Duan et al., 2019; 

Steinberg, 2013), en la catálisis heterogénea (Serna et al., 2017; X.-S. Yang, 2003), 

electroquímica (Lacitignola et al., 2017; Pinto et al., 2020), en óptica no lineal 

(Arecchi et al., 1999; Staliunas & Sánchez-Morcillo, 2000),  etc. 

La idea de Turing de la formación de patrones a través de la interacción de especies 

químicas mediante ecuaciones de reacción-difusión no lineales ha tenido un enorme 

impacto en la biología de la morfogénesis1. Especialmente, los patrones de Turing 

se han destacado como un ejemplo emblemático de estructuras disipativas en 

sistemas físicos y químicos (Goldbeter, 2018; Prigogine, 1967; Walgraef, 1997) y 

han ofrecido un laboratorio matemático para la investigación de inestabilidades 

espaciales (Satnoianu et al., 2000). Sin embargo, como mencionan Kondo et al., 

(2021), en sus inicios esta teoría no fue reconocida debido a la falta de pruebas 

experimentales y a la aceptación por los biólogos del modelo de información 

posicional o modelo de gradiente de morfógeno (Wolpert, 1969, 1989).  

No obstante, en el trabajo de Castets et al., (1990) se pudo observar 

experimentalmente por vez primera este tipo de patrones en un sistema químico, y 

más recientemente se han encontrado aplicaciones prácticas como un filtro poroso 

para la purificación de agua (Tan et al., 2018). De esta manera, en la opinión de 

Konow et al., (2021) la química en particular ha hecho contribuciones significativas 

al estudio de la morfogénesis tipo Turing, proporcionando múltiples métodos 

experimentales reproducibles para predecir y estudiar nuevos comportamientos y 

dinámicas generadas en sistemas de reacción-difusión.  

 
1 Se entiende por morfogénesis a la formación de un organismo mediante procesos embriológicos de 

diferenciación de células, tejidos y órganos y el desarrollo de sistemas de órganos de acuerdo con el “modelo” 
genético del organismo potencial y las condiciones ambientales (Editors of Encyclopaedia Britannica, 2021). 
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Tomando en consideración lo anterior, las condiciones para la formación de este 

tipo de patrones son muy estrictas, y se destaca en el proceso la importancia de la 

difusión. Desde un punto de vista físico, la difusión es el proceso de transporte de 

moléculas desde una región de alta concentración a una región de baja 

concentración, impulsado por el movimiento térmico aleatorio de las moléculas. Con 

el suficiente tiempo este fenómeno conduce a la homogenización de 

concentraciones sin ningún requerimiento de aporte energético, por lo que es un 

proceso espontáneo. Despreciando la advección esta se describe bien en muchos 

contextos mediante la Ley de Fick (Bird et al., 2002, p. 514) y se asocia al ahora 

conocido movimiento Browniano, que fue explicado por Albert Einstein (1905) y von 

Smoluchowski (1906). Según dos Santos (2019, p. 3), Einstein propuso un sistema 

sin correlaciones temporales y espaciales demostrando que la fluctuación de la 

posición de las partículas está asociada a una distribución Gaussiana, con un 

comportamiento típico para el desplazamiento cuadrático medio (MSD por sus 

siglas en inglés) como el mostrado en la Ecuación (1) donde 𝑑 hace referencia al 

número de dimensiones y 𝐷𝑗 al coeficiente de difusión.  

 ( )
2

2 jr t dD t=  (1) 

Lo anterior no siempre se cumple dando lugar a sistemas con difusión anómala. 

Estos se caracterizan típicamente por una proporcionalidad entre desplazamiento 

cuadrático medio respecto al tiempo 𝑡 pero siguiendo una ley de potencias, tal como 

se muestra en la Ecuación (2).  En esta expresión cuando 𝛼 = 1 la proporcionalidad 

es lineal y se recupera la difusión ordinaria (Browniana), mientras que 𝛼 < 1 y 𝛼 >

1 describen los casos de subdifusión y superdifusión respectivamente (Muñoz-Gil, 

Volpe, et al., 2020). Por otro lado, también se puede dar el escenario donde se 

mezclan procesos superdifusivos y subdifusivos, dando lugar a una difusión 

anómala donde el MSD de las partículas también crece de forma proporcional al 

tiempo. Oliveira et al., (2019) enfatizan que el origen de esta discrepancia es la 

suposición de que la partícula/sustancia se mueve en un medio infinito sin estructura 

lo que es generalmente incorrecto cuando el movimiento tiene lugar en un medio 

complejo. Por lo anterior, la difusión anómala ha sido detectada en escenarios como 

medios fractales (ben-Avraham & Havlin, 2005), procesos de transporte en medios 
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porosos (Koch & Brady, 1988), fluctuaciones de los mercados financieros (Bruno 

et al., 1999; Plerou et al., 2000), crecimiento tumoral (Juliano et al., 2018; Nolte 

et al., 2011) y fluidos complejos (Guigas et al., 2007; I. Y. Wong et al., 2004).  

 ( )
2

, 1r t K t    (2) 

La investigación sobre la formación de patrones de Turing con difusión normal está 

bien extendida (Al Saadi & Champneys, 2021; Gandhi et al., 2021; Gomez et al., 

2021; Kondo et al., 2021; Konow et al., 2021; Krause, Gaffney, et al., 2021b, 2021a; 

Painter et al., 2021; Van Gorder, 2021; Veerman et al., 2021; Vittadello et al., 2021), 

pero si se considera difusión anómala los avances han sido considerablemente más 

limitados. Por ello el tema sigue siendo novedoso y existe la necesidad de realizar 

esfuerzos mayores para su comprensión.  

Así, desde la identificación de este fenómeno por Turing se ha abierto una dirección 

de investigación que ha impactado significativamente en todos los campos donde 

se analizan sistemas complejos que pueden modelarse mediante ecuaciones de 

tipo reacción-difusión. Los patrones de Turing han pasado de ser curiosidades 

matemáticas a estructuras deseables para algunos sistemas. No obstante, en la 

opinión de Krause et al., (2021a) aunque los avances contemporáneos en técnicas, 

desde la microscopía moderna hasta las perturbaciones genéticas, permiten 

observaciones experimentales mucho más precisas, los marcos teóricos clásicos 

de formación de patrones son difíciles de usar para interpretar dicha información 

directamente. Por ello se necesitan nuevas perspectivas sobre los sistemas de 

formación de patrones para ayudar a conceptualizar estos datos, además de 

presentar y probar hipótesis mecanicistas concretas que subyacen a la 

morfogénesis. Lo anterior es igualmente válido para sistemas que exhiben difusión 

anómala con la característica que en estos la complejidad es superior. 

Antecedentes 

La teoría química de la morfogénesis de Alan Turing (1952) es un modelo notable 

de formación de patrones espaciales, que proporciona un marco mecanicista y 

predictivo a través del cual se pueden entender muchos sistemas (Woolley et al., 

2021). El aspecto más llamativo de esta teoría es la aparición espontánea de 

estructuras ordenadas a partir de sistemas homogéneos (Krause et al., 2020). En 
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este sentido, es importante reconocer que los modelos están hechos para ser 

probados y hay una cita muy común entre físicos y matemáticos de que "todos los 

modelos son incorrectos, pero algunos modelos son útiles" (Green, 2021). 

Establecido lo anterior, las ecuaciones que propuso Turing para su descripción son 

ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas (3) conocidas como 

sistemas de reacción-difusión (Hernández et al., 2009). En estas 𝑢(𝑟, 𝑡) y 𝑣(𝑟, 𝑡) 

representan las concentraciones de morfógenos en la posición 𝑟 y en el tiempo 𝑡. 

Los términos 𝑓(𝑢, 𝑣) y 𝑔(𝑢, 𝑣) modelan la cinética química, mientras que la difusión 

de 𝑢 y 𝑣 se modela por los términos 𝐷𝑢∇
2𝑢 y 𝐷𝑣∇

2𝑣, respectivamente, siendo 𝐷𝑢 y 

𝐷𝑣 los coeficientes de difusión, que por sentido físico son positivos (Maini & 

Myerscough, 1997). Entonces, al igual que en otras ecuaciones diferenciales 

parciales estas deben ser resueltas en algún dominio acotado Ω ∈ ℝ𝑛 con 

condiciones de contorno que pueden ser de tipo Neumann, Dirichlet, Robin o 

periódicas, siendo necesario especificar las concentraciones de los morfógenos en 

todo el dominio para 𝑡 = 0, ∀𝑢, 𝑣 ∈ Ω  (Barrio et al., 1999). 
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Page et al., (2003) refieren que los términos cinéticos 𝑓(𝑢, 𝑣) y 𝑔(𝑢, 𝑣) son 

representados mediante reacciones que pueden ser tanto hipotéticas o reales, 

siendo comunes los modelos Brusselator (Prigogine & Lefever, 1968), Gierer–

Meinhardt (1972), Schnakenberg (1979) , Gray y Scott (1983) y Thomas (1975). 

Pero recientemente el modelo BVAM introducido por Barrio et al., (1999) ha ganado 

atención especial debido a su capacidad de producir una amplia variedad de 

comportamientos “predecibles”, haciéndolo especialmente factible para ganar 

conocimientos sobre los mecanismos de formación de patrones (Aragón et al., 

2012; Woolley et al., 2010). 

Como hacen notar Henry et al.,  (2005), el modelo estándar de reacción-difusión es 

un proceso limitado en el que se considera que el tiempo que tardan las reacciones 

en producirse en una zona de reacción dada es mucho menor que el tiempo que 

tardan los reactivos en difundirse entre las zonas de reacción. Se clasifica además 
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como un modelo de campo medio en el que se supone que las reacciones por sí 

mismas no introducen correlaciones entre las especies que se difunden, sino que 

dependen únicamente de las concentraciones medias locales; por lo tanto, las 

fluctuaciones microscópicas a nivel atómico se ignoran. Si la concentración de 

especies es espacialmente homogénea, el modelo de reacción-difusión se reduce 

a las ecuaciones de velocidad macroscópicas clásicas de la ley de acción de masas 

(ben-Avraham & Havlin, 2005). 

Según Hoyle (2006) usualmente se asume que: 1) el sistema es isótropo (invariante 

bajo rotaciones) de modo que todas las derivadas en el Laplaciano tienen la misma 

escala, 2) el sistema es homogéneo (invariancia bajo traslaciones), así como que 

las difusividades del activador y el inhibidor son constantes. En contraste, estos 

supuestos no necesariamente se cumplen en todos los sistemas. Por ejemplo, tal 

es el caso de la difusión de proteínas y lípidos (Javanainen et al., 2013; Metzler 

et al., 2016), la difusión en medios porosos o desordenados (Bouchaud & Georges, 

1990; Metzler et al., 2022), y los patrones de movimiento de los animales (Vilk et al., 

2022), entre muchos más casos. Estos se caracterizan porque en su modelación 

las derivadas presentan un orden fraccionario (Lischke et al., 2020), lo que conduce 

a ecuaciones diferenciales fraccionarias, permitiendo así analizar patrones más 

complejos. Otros casos notables son los sistemas donde ocurre difusión cruzada 

(Gambino et al., 2013; F. Zhang et al., 2022) o donde el coeficiente de difusión 

depende de la posición (Calderón-Barreto & Aragón, 2022; Gaffney et al., 2023; Van 

Gorder, 2021).  

En gran cantidad de escenarios estos comportamientos están condicionados por 

una difusión anómala, típica de medios heterogéneos, lo que impone dificultades 

notorias para el análisis de patrones de Turing. Por lo anterior, tanto a un nivel 

cualitativo como cuantitativo la influencia de la difusión anómala y su interacción con 

las reacciones no lineales en la formación y selección de patrones es un tema poco 

entendido por lo que se considera que es de gran relevancia su investigación. En 

esta investigación se parte entonces del estudio previo de Hernández et al., (2017) 

donde demostraron como en el modelo BVAM si se considera difusión anómala se 

pueden producir patrones de Turing autosimilares. No obstante, en ese estudio solo 
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se analizó la condición de frontera Neumann homogénea, aunque es conocido que 

las condiciones de frontera tienen gran influencia en la estructura de los patrones. 

Justificación 

Las condiciones de contorno juegan un papel crucial en la formación de patrones 

de Turing. Por ejemplo, en el trabajo de Arcuri y Murray (1986) se exploró como las 

condiciones iniciales y de frontera afectan las soluciones en estado estacionario. 

Los autores señalan que la sensibilidad de los patrones de solución obtenidos con 

condiciones de contorno de flujo cero ha sido una crítica seria a la aplicabilidad 

biológica de los modelos de reacción-difusión. Sin embargo, sus simulaciones 

muestran que las condiciones de contorno no homogéneas pueden generar 

patrones "robustos" que son relativamente insensibles a las perturbaciones, lo que 

niega esta crítica hasta cierto punto. 

Dillon et al., (1994) analizaron cómo diferentes condiciones de frontera afectan las 

propiedades de las soluciones, incluyendo las simetrías, complejidad del diagrama 

de bifurcación y comportamiento a pequeña escala. Los autores encuentran que las 

condiciones de frontera mixtas pueden reducir la sensibilidad a cambios de escala 

y simplificar el conjunto de soluciones. Por otra parte Maini y Myerscough (1997) 

comprobaron numéricamente que al cambiar de condición de frontera de tipo 

Neumann homogénea a Dirichlet se puede reducir el valor crítico entre los 

coeficientes de difusión del inhibidor y el activador. En comparación con el trabajo 

de Dillon et al., (1994), en el trabajo de estos autores el efecto de la condición de 

frontera se siente muy dentro del dominio. Estos resultados son relevantes para 

entender la formación de patrones en desarrollo de extremidades. 

Recientemente, Woolley (2022) presentó un análisis teórico y numérico 

demostrando que las condiciones de frontera pueden cambiar fundamentalmente la 

estructura de bifurcación en sistemas de Turing, por lo que deben considerarse en 

un análisis de sensibilidad. Entre los principales hallazgos está que bajo condiciones 

de frontera tipo Neumann homogénea (flujo cero) la bifurcación de Turing es 

genéricamente una bifurcación de tipo pitchfork mientras que en tipo Dirichlet, la 

bifurcación de Turing es una bifurcación transcrítica. Esto se deriva analíticamente 

a través de análisis débilmente no lineal, aunque se destaca que este solo es válido 
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en una región pequeña cerca del punto de bifurcación. Además, numéricamente se 

encontró que la rama subcrítica inestable de la bifurcación transcrítica puede 

volverse estable lejos del punto de bifurcación, permitiendo patrones de gran 

amplitud. De esta manera las condiciones de contorno afectan la simetría y 

estructura nodal de las soluciones.  

En los ejemplos anteriores se puede comprobar que se han realizado notables 

esfuerzos por conocer la influencia de las condiciones de frontera en la formación 

de patrones de Turing. Pero si se considera el escenario en el que está presente la 

difusión anómala la comprensión de cómo influyen las condiciones de frontera es 

todavía muy limitado. Lo anterior fundamenta el origen a esta investigación y el 

planteamiento de nuestra hipótesis. 

 

Hipótesis  

El estudio numérico de la formación de patrones de Turing bajo diferentes 

regímenes de difusión permitirá revelar el efecto de las condiciones de frontera en 

sus simetrías y estructuras emergentes. 

 

Objetivo general 

Analizar la influencia de las condiciones de frontera en la formación de patrones de 

Turing para diferentes regímenes de difusión. 

 

Objetivos específicos 

1. Establecer los elementos teórico-conceptuales relacionados con la formación 

de patrones de Turing, el fenómeno de difusión anómala, su relación y 

aplicaciones potenciales. 

2. Describir los fundamentos matemáticos para la modelación de los sistemas 

de reacción-difusión mediante ecuaciones diferenciales parciales. 

3. Analizar la influencia de las condiciones de frontera en la formación de los 

patrones de Turing para diferentes regímenes de difusión, tomando como 

caso de estudio el modelo BVAM. 
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CAPÍTULO I. FUNDAMENTOS TEÓRICO-METODOLÓGICOS DE LA 

INVESTIGACIÓN 

En este capítulo se realiza una revisión del estado del arte referente a la formación 

de patrones, y específicamente los patrones inducidos por la difusión o patrones de 

Turing. Se discuten los modelos cinéticos más relevantes para su estudio, así como 

las dificultades y potencialidades de ampliar el análisis a casos donde la difusión 

manifiesta un comportamiento anómalo. Además, se abordan algunas 

consideraciones matemáticas para comprender la interpretación física de las 

condiciones de frontera y las condiciones necesarias para que se produzca la 

inestabilidad tipo Turing.  

1.1 Sistemas complejos y autoorganización  

Según Torres et al., (2021) se entiende por sistema complejo a una colección de 

objetos o agentes con alta cardinalidad que interactúan entre sí de una manera no 

lineal tal que el comportamiento colectivo del sistema es inesperado o diferente, o 

no inmediatamente predecible, de la agregación del comportamiento de las partes 

individuales. Se cree que este comportamiento colectivo único surge de la dinámica 

de interacción entre las partes individuales (Kivelson & Kivelson, 2016), pero sucede 

de manera tan sinergética que culmina finalmente en un orden de emergencia 

mayor que la suma de sus partes individuales. Por ello, para su entendimiento, estos 

sistemas deben analizarse holísticamente.  

El análisis de este tipo de sistemas impone grandes retos dado que en común tienen 

características singulares como (Foote, 2007; Holland, 2014):  

1. Son inherentemente complicados o intrincados, ya que tienen factores como 

el número de parámetros que afectan el sistema, o las reglas que gobiernan 

las interacciones de los componentes del sistema. 

2. Rara vez son completamente deterministas, y los parámetros de estado o los 

datos de medición solo pueden conocerse en términos de probabilidades. 

3. Los modelos matemáticos que describen los sistemas suelen incluir 

comportamientos no lineales, donde pequeños cambios en las condiciones 

iniciales producen grandes cambios en los resultados finales. 
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4. Presentan fenómenos inesperados, en el que eventos muy alejados del 

comportamiento promedio ocurren con mucha más frecuencia de lo que se 

predice con una distribución normal. 

5. Manifiestan interacciones adaptativas, donde los agentes que interactúan 

modifican sus estrategias de diversas maneras a medida que se acumula la 

experiencia.  

6. Ocurre la autoorganización en patrones, como es el caso de bandadas de 

pájaros o cardúmenes de peces (ejemplo de “comportamiento emergente”). 

Como señala Casti (2022) los sistemas complejos no son nuevos, pero 

anteriormente su estudio era costoso, o requería demasiado tiempo, lo que 

provocaba que no fuera pragmático analizarlos como un todo. Esto cambió con los 

avances contemporáneos en las ciencias de la computación permitiendo mediante 

simulaciones numéricas experimentar con las ecuaciones de una manera que antes 

era imposible y, por lo tanto, desarrollar cierta intuición sobre los sistemas no 

lineales una vez que se manipulan sus componentes y se observa cómo afectan su 

comportamiento de una manera científica, controlada y repetible (Strogatz, 2018).  

Holovatch et al., (2017) plantean que a medida que los sistemas complejos han sido 

analizados desde las ciencias matemáticas, se han trabajado intensamente para 

definir medidas de complejidad cuantitativas, cuyas clasificaciones dependen en 

gran medida de las características que se elijan como esenciales. En general, no 

hay una definición de complejidad aceptada por toda la comunidad académica, y es 

un término que todavía se está construyendo, pero es interesante la clasificación 

dada por Lloyd (2001) donde las medidas se agrupan de acuerdo con las preguntas 

que se deben responder, dígase: (i) ¿qué tan difícil es describir el sistema?, (ii) ¿qué 

tan difícil es crearlo? y, (iii) ¿cuál es su grado de organización?  

Así, el grado de dificultad para describir completamente un sistema complejo (i) 

generalmente se cuantifica con medidas como la información, la entropía y la 

complejidad algorítmica que a veces se denomina complejidad de Kolmogorov 

(1968, 1983). Las medidas para responder cuán difícil es crear un sistema complejo 

(ii) incluyen la complejidad computacional, la profundidad lógica (Bennett, 1988) y 

la termodinámica (Lloyd & Pagels, 1988). La respuesta a qué tan organizado está 
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un sistema (iii) se cuantifica en medidas como complejidad efectiva (Gell-Mann & 

Lloyd, 1996), dimensión fractal (Sandau & Kurz, 1997) y complejidad estocástica 

(Rissanen, 1989). Otras medidas de complejidad que a veces se utilizan se 

clasifican en: (i) no computable frente a computable y (ii) determinista frente a 

estadística (Ladyman et al., 2013), aunque en opinión de Holovatch et al., (2017) se 

necesita seguir trabajando en este campo para crear nuevas medidas que capturen, 

por ejemplo, el grado de coevolutividad. 

Como se señaló anteriormente, una característica distintiva de los sistemas 

complejos es la formación de patrones y autoorganización espacial. Estos pueden 

ser visuales, como en la morfología de la estructura cristalina de un copo de nieve 

(Nittmann & Stanley, 1987), o más abstractos, como las sucesiones numéricas en 

las matemáticas (por ejemplo la secuencia de números de Fibonacci) o en las 

estructuras subyacentes de los idiomas (Semple et al., 2022; Valett, 1983). Aunque 

los patrones antropogénicos, como puede ser un tejido textil tradicional, son 

hermosos y han sido admirados desde tiempos remotos estos ocurren en un entorno 

controlado, por lo que existe mayor interés por discernir las causas que originan la 

autoorganización en condiciones naturales. Como ejemplos de comportamientos 

autoorganizados se pueden señalar la formación espontánea de grupos de 

conversación en una fiesta, la asignación de bienes en una economía 

descentralizada (Siegenfeld & Bar-Yam, 2020), la disposición regular de las hojas 

alrededor del tallo de una planta, llamada filotaxis (Reinhardt et al., 2003), o los 

patrones de pigmentación en animales como peces (Barrio et al., 2009; Kondo et al., 

2021), cebras o jirafas (Figura 1). 

Por autoorganización se entiende el proceso mediante el cual un sistema complejo 

puede ordenarse a sí mismo sin necesidad de una intervención externa. Es decir, 

es la capacidad de un sistema para crear y mantener patrones o estructuras 

ordenadas sin que haya un control o coordinación centralizada, lo que implica que 

estos surgen autónomamente de las interacciones entre los componentes del 

sistema (Cross & Hohenberg, 1993). Haken (1978, p. 191) ilustró la diferencia entre 

la autoorganización y la organización con el siguiente ejemplo: 
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Considere, por ejemplo, un grupo de trabajadores. Hablamos 

entonces de organización o, más exactamente, de comportamiento 

organizado si cada trabajador actúa de manera bien definida por 

órdenes externas dadas, es decir, por el jefe. Se entiende que la 

conducta así regulada resulta en una acción conjunta para producir 

algún producto. 

Llamaríamos autoorganizado al mismo proceso si no hay órdenes 

externas dadas, sino que los trabajadores trabajan juntos por algún 

tipo de entendimiento mutuo, cada uno haciendo su trabajo para 

producir un producto. 

 

 

Figura 1. (a) Ejemplos de pigmentación de la piel en los peces (en el sentido de las 

agujas del reloj desde arriba: pez conejo vermiculado (Siganus vermiculatus), pez 

cofre macho (Ostracion solorensis) y pez cirujano (Acanthurus lineatus). (b) 

Patrones del pelaje en cebra y jirafa. Tomado de Camazine et al., (2001, p. 10). 

Kwapień y Drożdż (2012) argumentan que el mecanismo de autoorganización tiene 

su origen en procesos de no equilibrio en los que, al cambiar algún parámetro 

externo, un sistema inicialmente estable pasa por un punto fijo inestable (Prigogine, 

1981). Así, los sistemas en los que se produce tal fenómeno tienen que estar 

situados lejos de un punto de equilibrio. En los estados de equilibrio las 

fluctuaciones que pueden desestabilizarlo decaen y no causan efectos 

macroscópicos persistentes. Incluso si las condiciones de contorno impuestas al 

sistema no le permiten volver exactamente al estado de equilibrio; este tiende a 
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residir lo más cerca posible de este estado, lo que se expresa mediante el principio 

de producción de mínima entropía (Kondepudi & Prigogine, 2014, p. 391; Prigogine, 

1945).  

Sin embargo, lejos del equilibrio se observa un comportamiento diferente y al 

cambiar un parámetro de control otras soluciones estables pueden ocurrir debido a 

bifurcaciones (Figura 2). Entonces, al pasar a través de un punto de bifurcación, el 

sistema se vuelve inestable e incluso las fluctuaciones microscópicas más 

pequeñas pueden amplificarse de forma no lineal, lo que hace que el sistema se 

mueva a un nuevo estado estable. Se forma una estructura denominada disipativa 

(el sistema produce entropía) pudiendo describirse como un surgimiento del orden 

debido a una ruptura espontánea de la simetría (Kwapień & Drożdż, 2012). 

 

Figura 2. Ejemplos de bifurcaciones: (a) diagrama de bifurcación tipo silla (saddle-

point), (b) diagrama de bifurcación transcrítica y, (c) diagrama de bifurcación tipo 

horquilla (pitchfork). Las curvas sólidas representan estados estacionarios estables, 

mientras que las curvas punteadas son estados estacionarios inestables. Tomado 

de Chou y Friedman (2016). 

Boissonade (2009) enfatiza que, en el campo de la química, estas estructuras 

disipativas resultan de la inestabilidad de los estados que se ajustan a la simetría 

natural de los sistemas gobernados por leyes de evolución no lineal que pueden 

amplificar pequeñas fluctuaciones. La evolución puede conducir eventualmente a 

una menor simetría en el tiempo (multiestabilidad, oscilaciones), en el espacio 

(patrones de concentración estacionarios) o ambos casos (ondas, patrones no 

estacionarios). El campo de la teoría de la bifurcación es muy extenso, y un 

tratamiento detallado de todas sus particularidades trasciende el objetivo de este 
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trabajo. Una excelente introducción es proporcionada por Crawford (1991) mientras 

que un análisis más detallado se puede encontrar en el libro de Kuznetsov (2023); 

interesante también es el trabajo de Schiffmann (1980) en el que se aborda 

específicamente la teoría de la bifurcación aplicada a sistemas de reacción-difusión. 

1.2 Patrones inducidos por difusión (sistemas de Turing) 

Los patrones de Turing son el resultado de una ruptura espontánea de simetría 

asociada con una bifurcación estacionaria, un tipo específico de transición de fase 

de desequilibrio o fenómeno de autoorganización (Castets et al., 1990, p. 2953). 

Fueron nombrados en honor al matemático Alan Turing y hacen referencia a un tipo 

especial de patrones que ocurren en sistemas reactivos próximos al estado de 

equilibrio estable, donde pequeñas perturbaciones pueden desestabilizarlo si se 

considera la difusión de los compuestos (razón por la que también son conocidos 

como patrones inducidos por la difusión). Este hecho desafía nuestra intuición 

porque en prácticamente todos los contextos se espera que la difusión conduzca a 

la uniformidad, como puede ser cuando se dispersa una gota de colorante en un 

vaso de agua (Krause, 2021). Una característica distintiva de los patrones de Turing 

es que en comparación con otras inestabilidades, no están determinados por 

restricciones o escalas de longitud impuestas externamente, sino principalmente por 

las reacciones químicas y las tasas de difusión intrínsecas al sistema (Leppänen 

et al., 2011). 

De manera interesante, aunque la motivación inicial de Turing (1952) al introducir 

este concepto fue: “discutir un posible mecanismo por el cual los genes de un cigoto 

podrían determinar la estructura anatómica del organismo resultante” 

(morfogénesis), su aplicación a los sistemas biológicos ha resultado ser más 

complicada de lo que Turing imaginó originalmente (Cross & Greenside, 2009, p. 

35). Aunque los patrones de Turing se consideran el principal mecanismo impulsor 

en la formación de estructuras espaciales, la complejidad de los sistemas biológicos 

a menudo ha impedido la identificación de los mecanismos moleculares precisos 

y/o los valores de los parámetros subyacentes (Konow et al., 2021). Sin embargo, 

más que una curiosidad matemática, sus ideas fueron confirmadas casi 40 años 

después (Castets et al., 1990) trascendiendo a otros campos una vez que los 
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modelos de reacción-difusión han sido aplicados satisfactoriamente para describir 

fenómenos de diferentes campos de la ciencia. 

Chen y Buceta (2019) señalan que los elementos básicos de una inestabilidad de 

Turing son interacciones antagónicas locales entre especies con distintas 

propiedades de difusividad (activadores frente a inhibidores en un contexto químico, 

individuos infectados frente a susceptibles en modelos epidemiológicos, etc.), pero 

no todas las combinaciones de los parámetros dan como resultado una inestabilidad 

de Turing. De esta manera, las regiones en el espacio de parámetros que conducen 

a la formación de patrones, así como la periodicidad espacial, generalmente se 

determinan mediante un análisis de estabilidad lineal (Murray, 1989). Esta técnica 

se considera entre las más simples, pero es muy importante porque ofrece 

información relevante próxima al equilibrio. 

Por otra parte, se han realizado notables esfuerzos por comprender la formación de 

patrones lejos del equilibrio en sistemas de reacción-difusión (Krause, Gaffney, 

et al., 2021b). Por ejemplo, Al Saadi y Champneys (2021) utilizaron un enfoque 

llamado “dinámica espacial” para estudiar las bifurcaciones en una amplia clase de 

sistemas, concluyendo que varios aspectos en los diagramas de bifurcación son, en 

cierto sentido, universales. Otra forma de acercarse a este problema es el estudio 

asintótico de soluciones localizadas, a veces denominado “shadow-limit” (Hale & 

Sakamoto, 1989; Iron et al., 2001). A pesar de esto, comparativamente, el análisis 

de estabilidad lineal próximo al equilibrio hace menos suposiciones sobre el 

operador de transporte, la geometría del dominio de la solución y las no linealidades 

involucradas, lo que lo convierte en un enfoque más general. No obstante, presenta 

limitaciones como su incompatibilidad para analizar sistemas lejos del estado del 

equilibrio, o su incapacidad de abordar los aspectos no lineales de las dinámicas. 

Sobre el mecanismo de formación de los patrones de Turing se supone que, 

inicialmente, el sistema tiene un estado estacionario espacialmente homogéneo 

inestable a perturbaciones heterogéneas específicas que corresponden a ciertos 

modos espaciales. En esta situación, si se perturba el sistema su dinámica inherente 

excita estados heterogéneos específicos iniciando el crecimiento de un patrón 

determinado por un modo dominante que eventualmente se satura debido a las 
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interacciones no lineales, formando así distribuciones de concentración espaciales 

heterogéneas y estacionarias que se conoce como patrón de Turing (Veerman et al., 

2021). El mecanismo original de Turing se corresponde al conocido principio de 

activación de corto alcance e inhibición de largo alcance, involucrando dos 

morfógenos que actúan como se ilustra en la Figura 3. De esta manera un aspecto 

fundamental para la formación de patrones de Turing es que las cinéticas de las 

reacciones químicas deben ser no lineales. 

 

Figura 3. (a) Representación esquemática del sistema de activación-inhibición de 

Gierer-Meinhardt. (b) Representación espacial de activación local e inhibición de 

largo alcance. Traducido de Murray (1989). 

Quizás por los aspectos contraintuitivos mencionados, las ideas de Turing fueron 

inicialmente desatendidas hasta que encontraron soporte teórico en el trabajo de la 

escuela de Bruselas (Prigogine, 1967, 1977; Prigogine & Glansdorff, 1971; 

Prigogine & Lefever, 2003). Esto en conjunción con las observaciones de sistemas 

oscilantes hechas por los científicos Boris Pavlovich Belousov y Anatol Zhabotinsky 

que sentaron las bases para el desarrollo de los sistemas químicos no lineales y la 

posterior aceptación de la teoría.  

1.2.1 Modelos cinéticos clásicos para el estudio de patrones de Turing 

De acuerdo con Roth (2011) la historia de la teoría de la formación de patrones 

biológicos está indirectamente ligada al descubrimiento de la autoorganización en 

los sistemas químicos, que, a su vez, tiene sus raíces en discusiones teóricas y 

hallazgos experimentales sobre reacciones químicas oscilantes en fase 



 

17 
 

homogénea. Sus raíces se remontan al trabajo de Lotka (2002) en el que demostró 

matemáticamente que la autocatálisis podría conducir a oscilaciones químicas 

amortiguadas, aunque es de destacar que informes de oscilación electroquímica se 

remontan al trabajo de Fechner (1828). Pero dado el conocimiento de la época, 

Lotka (2002) al final del artículo dejó explícito que hasta ese momento no se conocía 

reacción alguna que siguiera ese comportamiento. 

Esto cambió en la década de 1950 cuando el científico ruso Belousov encontró que 

la reacción entre el ion bromato (𝐵𝑟𝑂3
−) , el ácido cítrico (𝐶6𝐻8𝑂7) y el ion cerio 

(𝐶𝑒4+) mantenían oscilaciones sostenidas. Pero ante la imposibilidad de explicar el 

mecanismo de la reacción sus hallazgos fueron inicialmente desestimados por 

considerarse imposibles (Winfree, 1984) y solo fueron publicados en ruso 

(Belousov, 1959; Belousov & Safronov, 1959), lo que limitó mucho su difusión. 

Sagués y Epstein (2003) señalan que una década después, Zhabotinsky (1964b, 

1964a) desarrolló aún más la reacción y logró publicar sus resultados sobre diversas 

variantes de la reacción original de Belousov. Zhabotinsky reemplazó el ácido cítrico 

con ácido malónico (𝐶𝐻2(𝐶𝑂2𝐻)2) que se ha convertido en el sustrato estándar de 

la hoy conocida reacción de Belousov-Zhabotinsky (BZ).  

Sin embargo, el primer modelo bien desarrollado del fenómeno oscilatorio fue 

publicado por Prigogine y Lefever (1968), el que fue luego denominado Brusselator 

por Tyson (1973). Este consistía en cuatro reacciones complejas como se muestra 

en la Ecuación (4) y su importancia fue trascendental debido a que demostró que 

un mecanismo químicamente razonable podría exhibir autoorganización. Además, 

de este se desprendieron otros modelos importantes como el propuesto por 

Schnakenberg (1979) o Gray y Scott (1983). Por sus contribuciones al estudio de 

sistemas alejados del equilibrio, Ilya Prigogine recibió el premio Nobel de química 

en 1977 (Epstein & Pojman, 1998). 
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Epstein y Showalter (1996) enfatizan que otro avance significativo fue el desarrollo 

por parte de Field et al., (1972)  de un mecanismo químico detallado para la reacción 

BZ. La simulación numérica del conjunto resultante de aproximadamente 20 

ecuaciones de velocidad (Edelson et al., 1975) confirmó que la oscilación química 

podría explicarse mediante el mismo conjunto de principios de cinética química que 

se aplican a las reacciones "normales". Field y Noyes (1974) pronto lograron 

abstraer del mecanismo en un modelo de tres variables, el Oregonator, que contiene 

la esencia de la química, al tiempo que permite una investigación numérica y 

analítica detallada de la reacción BZ.  

Como se ha señalado, en 1952 Alan Turing publicó su influyente artículo “The 

chemical basis of morphogenesis” en el que planteaba que en sistemas de reacción-

difusión la interacción entre dos sustancias químicas hipotéticas (morfógenos) 

podría dar lugar a patrones y estructuras complejas. Estas ideas de una 

inestabilidad impulsada por difusión que conducía a la formación de patrones no 

fueron tomadas seriamente hasta que en la década de 1970 Gierer y Meinhardt 

(1972) las reintrodujeron en su estudio de Hydra, un invertebrado de agua dulce 

(Krause, 2021). Desde ese momento, y motivado por los avances en las cinéticas 

químicas no lineales de la época, la investigación sobre la formación de estas 

estructuras se volvió un tema de gran interés.  

Ya para el trabajo de Murray (1989) se tenía un entendimiento significativo dado 

que mediante el análisis de estabilidad lineal (ver sección 1.3.1) se conocían las 

condiciones necesarias para la formación de los patrones de Turing, y dada la 

naturaleza tan restrictiva de estas se explica el por qué su descubrimiento 

experimental había sido tan elusivo. Este llegó un año después cuando Castets et 

al., (1990) demostraron su existencia trabajando con la reacción de clorito-yoduro-

ácido malónico (CIMA) (De Kepper et al., 1982) en un reactor de gel de flujo 

continuo sin agitación. Según Epstein y Showalter (1996) la formación de patrones 

en reacciones de precipitación también se ha sugerido como un ejemplo de patrones 

de Turing (Ross et al., 1995). Para una revisión más detallada de estos y otros 

modelos se recomienda el trabajo de Maini et al., (1997), mientras en el Anexo 1  se 
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presenta un resumen de los aspectos elementales de los modelos discutidos 

anteriormente.  

El desarrollo de estos modelos cinéticos ha tenido importantes implicaciones en el 

campo de la ciencia impulsando el estudio de sistemas dinámicos una vez que las 

reacciones químicas no lineales pueden exhibir una amplia gama de 

comportamientos, incluidas oscilaciones, propagación de ondas no lineales, caos y 

formación de patrones. Así, la observación de autoorganización en los sistemas 

químicos impulsó el estudio de los sistemas complejos, abriendo nuevos campos 

de investigación en la dinámica no lineal con aplicaciones no solo en química sino 

también en disciplinas como la matemática, física, biología, medicina, fisiología, 

ingeniería, etc.  

1.2.1.1 El modelo BVAM 

El modelo BVAM propuesto por Barrio-Varea-Aragón-Maini es un modelo genérico 

que permite estudiar el comportamiento de cinéticas generales en presencia de 

difusión (Barrio et al., 1999). Es decir, para su obtención no se supuso ninguna 

cinética específica, sino que, asumiendo la conservación de la masa de dos 

morfógenos, se realizó una expansión de Taylor alrededor de un punto de equilibrio 

(𝑢∗, 𝑣∗), conservando términos hasta un orden cúbico. Expresado en forma 

adimensional el modelo BVAM tiene la forma del sistema de ecuaciones 

diferenciales acoplado que se muestra en la Ecuación (5). En esta ecuación 𝑢 y 𝑣 

corresponden a las concentraciones de morfógenos, o reactivos químicos, densidad 

de individuos de una población, etc., según sea el sistema analizado, 𝐷 es la razón 

entre los coeficientes de difusión de 𝑢 y 𝑣, respectivamente, 𝛿 es un parámetro de 

escala del sistema, 𝛼 y 𝛽 son constantes y los parámetros 𝑟1 y 𝑟2 están asociados a 

las amplitudes de los términos cúbicos y cuadráticos no lineales que condicionan la 

selección de los patrones tipo manchas o rayas según los valores asignados. 
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Ermentrout (1991) demostró que la elección del patrón en un sistema de Turing 

bidimensional depende de la competencia no lineal entre términos cuadráticos y 

cúbicos en la cinética. Por lo tanto, en el modelo BVAM el término cúbico 𝑟1 favorece 

la formación de rayas mientras que el término cuadrático 𝑟2 favorece las manchas 

(Figura 4). Así, las simetrías de los patrones dependen de los valores de estos 

coeficientes que seleccionan los modos en los que el estado estacionario uniforme 

es linealmente inestable (Barrio et al., 1999), aunque también influyen otros factores 

como la escala, las condiciones de frontera, etc. Este entendimiento lo posiciona 

como un modelo muy atractivo para estudiar los patrones tipo Turing. 

 

Figura 4. Ejemplos de patrones de Turing tipo rayas (a) y manchas (b) generados 

con el modelo BVAM. Tomado de Barrio et al., (1999).    

Maini y Woolley (2019) plantean que en este modelo se pueden encontrar valores 

negativos de 𝑢 y 𝑣 que parecen no tener sentido físico, pero señalan que 𝑢 y 𝑣 no 

deben interpretarse como concentraciones, sino como desviaciones de algún 

estado estacionario espacialmente uniforme positivo. Barrio (2010) agrega además 

que existe la posibilidad de que el sistema presente inestabilidades al salirse de la 

región de Turing en el espacio de parámetros, manifestando oscilaciones con 

longitudes de onda del tamaño del dominio donde ocurre la reacción (bifurcación de 

Hopf), o bifurcación de Turing-Hopf que da lugar a patrones espaciales oscilantes 

en el tiempo (R. Liu et al., 2007). Así, el modelo BVAM exhibe dinámicas 

extremadamente ricas que incluyen patrones de Turing, ondas viajeras, 

oscilaciones temporales y comportamiento caótico (Aragón et al., 2012; Quiroz-

Juárez et al., 2019).  
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Por lo anterior, el modelo ha sido usado ampliamente para analizar diferentes 

aspectos de los patrones de Turing como la descripción de la pigmentación en 

animales (Barrio et al., 2009), la influencia del dominio en la formación y selección 

de los patrones (Barrio et al., 1999; Leppänen et al., 2003), análisis de simetrías 

(Aragón et al., 2002; Barrio et al., 2002), estudio de las bifurcaciones (Jiménez–

Ramírez et al., 2021; Leppänen, 2004; W. Song et al., 2018), condiciones donde la 

difusión tiene un comportamiento anómalo (Hernández et al., 2017; Varea & Barrio, 

2004), etc. No obstante, es preciso señalar que su potencial es mayor encontrando 

aplicaciones en casos como el modelado de la actividad eléctrica del corazón 

(Quiroz-Juárez et al., 2019) o el estudio del cerebro (Toole & Hurdal, 2012). 

1.3. Consideraciones matemáticas para el análisis de sistemas de reacción-

difusión 

De acuerdo con Erban y Othmer (2014) existen dos enfoques fundamentales para 

el modelado matemático de sistemas de reacción-difusión: 1) los modelos 

deterministas que conducen a ecuaciones diferenciales parciales (EDP) y 2) los 

modelos estocásticos en los que se siguen eventos individuales de reacción y 

difusión.  Esta diferenciación es importante ya que, por ejemplo, en los modelos 

deterministas las interacciones locales complejas se reemplazan por un campo 

efectivo generado por todas las demás partículas, y la ley de acción de masas se 

usa para describir la dinámica, mientras que en los modelos estocásticos cuando el 

número de individuos involucrados es pequeño, los efectos aleatorios pueden jugar 

un papel importante en la supervivencia y distribución espacio-temporal de los 

individuos (Upadhyay & Iyengar, 2021). Naturalmente el uso de un enfoque u otro 

depende del sistema analizado y los objetivos perseguidos. 

Cuando trabajamos con ecuaciones diferenciales, a menudo necesitamos 

proporcionar información adicional para obtener una solución única. Esta 

información adicional se llama condición auxiliar. En términos más generales, si 

estamos lidiando con 𝑛 variables independientes, la condición auxiliar consiste en 

un subconjunto Γ de dimensión (𝑛 − 1) respecto al dominio Ω donde se especifican 

los valores de las variables dependientes (y/o sus derivadas). Por ejemplo, si 

estamos tratando con dos variables independientes (𝑛 = 2), las condiciones 
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auxiliares se pueden especificar en una curva dentro de la región de interés. La 

aplicación de estas condiciones a la solución general de la ecuación diferencial nos 

permite encontrar una solución única para el problema en cuestión (Choksi, 2022). 

De esta manera, una condición inicial es un valor especificado de la solución en un 

momento o en un punto inicial determinado. Es decir, se trata de una restricción que 

se impone a la solución en un tiempo o en un punto inicial específico. Por otra parte, 

las condiciones de frontera, o contorno, caracterizan el comportamiento de la 

función que satisface la ecuación en la frontera de la región física de interés para 

todos los momentos de tiempo 𝑡 (Henner et al., 2020, p. 46). Henner et al., (2020) 

enfatizan que en algunas situaciones físicas estas se pueden ignorar si están 

ubicadas lo suficientemente lejos de la región de análisis, como puede ser el caso 

de medios considerados “infinitos”. Comparativamente estos casos son la minoría, 

por lo que a continuación se discutirán los tipos de condiciones de frontera: 1) 

Dirichlet, 2) Neumann, 3) Robin, 4) condiciones de frontera mixtas, y 5) condición 

de frontera de Cauchy.   

En la condición de frontera de Dirichlet (o de primer tipo) el valor de la variable 

dependiente se prescribe en la frontera, tal como se muestra en la Ecuación (6). En 

los problemas de reacción-difusión la condición de frontera de Dirichlet 

generalmente establece una concentración fija del morfógeno en la frontera, 

pudiendo representar una situación donde el sistema está en contacto con un medio 

o ambiente que impone esta restricción. Por ejemplo, al considerar la difusión de 

oxígeno en el suelo, dicho límite se produce en la superficie del suelo, donde la 

concentración de oxígeno en el aire es constante e igual a la de la atmósfera 

(Addiscott & Leeds-Harrison, 2005). 

 ( ) ( ) ( ) ( )y u f v g= =  x x x x x  (6) 

Por otra parte, en la condición de frontera de Neumann (o de segundo tipo) se 

prescribe el flux de la variable dependiente normal a la frontera, según se muestra 

en la Ecuación (7). Este tipo de condición de frontera es la más usada en el contexto 

del análisis de patrones de Turing, dado que cuando el valor prescrito es cero 

(condiciones homogéneas) puede analizarse el fenómeno de autoorganización 

inherente a la dinámica del sistema. La condición de contorno de Robin (o de tercer 
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tipo) consiste en una combinación lineal de las condiciones de Dirichlet y Neumann 

en la frontera. En los problemas de reacción-difusión, este tipo de condición puede 

surgir cuando hay una combinación de concentración fija y flujo a través de la 

frontera representando escenarios donde el sistema está en contacto con un medio 

con el que a la vez intercambia material. 
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En la condición de frontera mixta se aplican diferentes tipos de condiciones de 

frontera para diferentes partes del dominio 𝜕Ω. La condición de frontera mixta es 

diferente de la condición de Robin porque en la última se aplica la combinación lineal 

de las condiciones de frontera tipo Dirichlet y Neumann a la misma región de la 

frontera, mientras que la condición mixta implica diferentes tipos de condiciones de 

frontera aplicado a diferentes partes del dominio. Finalmente, la condición de 

frontera de Cauchy es una condición de frontera que impone condiciones tanto para 

la variable dependiente como para su derivada en la frontera.  Esto es equivalente 

a imponer a la vez la condición de frontera de Dirichlet y la condición de frontera de 

Neumann. Se diferencia de la condición de Robin porque la condición de Cauchy 

implica dos restricciones, mientras que la condición de Robin implica solo una 

restricción sobre la combinación lineal de la función desconocida y sus derivadas.  

Hacer un análisis detallado de métodos para resolver las ecuaciones diferenciales 

parciales de sistemas de reacción-difusión está más allá del objetivo de este trabajo, 

y su selección depende en gran medida de las características del sistema. Por 

ejemplo, en ecuaciones diferenciales parciales lineales se pueden emplear métodos 

analíticos como la separación de variables, métodos de transformadas integrales 

como Laplace y Fourier, métodos de series de potencias o el de funciones de Green 

(Arendt & Urban, 2023; Choksi, 2022; Evans, 2022; Haberman, 2013). Sin embargo, 

en las EDP no lineales, como las abordadas en este trabajo, los métodos analíticos 

generalmente no son aplicables por lo que es necesario recurrir a métodos 

numéricos que brindan soluciones aproximadas. Entre estos se pueden señalar el 

método de elementos finitos, el método de volúmenes finitos, el método de 



 

24 
 

diferencias finitas, el método de colocación, etc., (Bellomo et al., 2007; Brenner & 

Scott, 2008; Causon & Mingham, 2010; Leveque, 2007; Z. Li et al., 2018; Logan, 

2022; Strikwerda, 2004). 

1.3.1 Condiciones necesarias para la inestabilidad de Turing en sistemas 

clásicos 

Un sistema de reacción-difusión exhibe inestabilidad de Turing si el estado 

estacionario homogéneo es estable a pequeñas perturbaciones en ausencia de 

difusión, pero inestable a pequeñas perturbaciones espaciales cuando hay difusión 

(Murray, 1989). Méndez et al., (2010) señalan que en los estudios de la dinámica 

de estos sistemas generalmente se presta limitada atención al comportamiento 

transitorio y, en cambio, se enfocan en el estado asintótico que alcanza a medida 

que el tiempo tiende a infinito. Estos pueden ser estados estacionarios, estados 

periódicos dependientes del tiempo, aperiódicos dependientes del tiempo o estados 

caóticos. Luego, dado que encontrar soluciones analíticas en estos sistemas con no 

linealidades tan marcadas es un proceso virtualmente imposible, lo más común es 

estudiar el comportamiento cualitativo de solución mediante el análisis de 

estabilidad lineal. 

Para este se considera el sistema general presentado en la Ecuación (8) donde C 

es el vector de concentraciones de 𝑁 morfógenos, D es una matriz cuadrada 

diagonal cuyos elementos de la diagonal principal son los coeficientes de difusión 

de los morfógenos y R(C) es un vector de reacciones químicas. Si bien el análisis 

de la formación de patrones se puede extender para más de dos morfógenos, 

típicamente se considera que 𝑁 = 2, por lo que el análisis posterior corresponde a 

ese caso. El punto fijo se encuentra cuando R(C
∗) = 𝟎  y aunque su determinación 

puede resultar un ejercicio demandante que requiere usualmente un sistema de 

álgebra computacional (CAS por sus siglas en inglés), para los sistemas clásicos 

estos ya son conocidos (Anexo 1).    

 ( )2

t


=  +



C
D C R C  (8) 

Como se hizo referencia anteriormente, el sistema debe ser estable en ausencia de 

difusión. Para esto se hace nulo el término difusivo de la Ecuación (8) y se linealiza 
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el sistema usando una expansión de Taylor alrededor del punto fijo, ignorando 

términos de orden mayor a los lineales. Posteriormente, si se realiza el cambio de 

variable Ĉ = (C − C
∗) el sistema se reduce a la Ecuación (9), donde A

∗
 es la matriz 

Jacobiana evaluada en el punto fijo.  

 
*

ˆ
ˆd

dt
=

C
A C  (9) 

De acuerdo con la teoría de los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales, para 

encontrar una solución no trivial de la Ecuación (9) se debe resolver la ecuación 

característica de la matriz A
∗
 mostrada en la Ecuación (10), y cuyas soluciones son 

los valores propios de A
∗
. Según Strogatz (2018) las soluciones se entienden como 

las trayectorias del plano de fase. La forma de la solución de la Ecuación (9) se 

expresa en función de si los valores propios son reales distintos, repetidos, o valores 

complejos.  

 ( )2 * * 0tr+  + =σ σ A A  (10) 

Zill et al., (2012) enfatizan que el sistema es estable si, y solo si, todos los valores 

propios de A
∗
 tienen partes reales negativas, es periódico si, y solo si, los valores 

propios de A
∗
 son puramente imaginarios, y en todos los demás casos el sistema 

es inestable (Figura 5). Los sistemas donde 𝑁 > 2 son más complejos y usualmente 

para su análisis se considera el criterio de Routh–Hurwitz (Bishop & Dorf, 2022; 

Golnaraghi & Kuo, 2017; Nise, 2020). De acuerdo con lo anterior, para 𝑁 = 2, las 

condiciones de estabilidad en ausencia de difusión se reducen a las desigualdades 

mostradas en (11). 

 
( )*

*

0

0

tr 



A

A
 (11) 

Cuando la difusión está presente, se busca una solución separable como 

superposición de modos normales al sistema linealizado de la Ecuación (8), 

escribiéndose como una descomposición espectral según lo mostrado en la 

Ecuación (12). En la Ecuación (12) σ es la tasa de crecimiento de la perturbación 

en el tiempo 𝑡, 𝑖 es la unidad imaginaria, 𝑘 ∈ ℕ es el número de onda y r es el vector 

espacial. Sustituyendo (12) en el sistema linealizado de (8) se llega a 
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K(A
∗
− D𝑘2 − σI) = 0, para lo que en caso de soluciones no triviales debe cumplirse 

la Ecuación (13).  

 ( )( )exp k t ik= +C K σ r  (12) 

 2 0k− − =A D σI  (13) 

 

Figura 5. Representación geométrica de los casos de estabilidad en sistemas 

lineales. En la figura 𝜏 ≡ 𝑡𝑟(A∗) y ∆≡ |A∗|. Tomado de Zill et al., (2012, p. 443). 

La Ecuación (13) corresponde al problema del valor propio, la cual al ser 

desarrollada brinda un polinomio σ(𝑘) conocido como relación de dispersión. Para 

que el sistema sea inestable a las perturbaciones espaciales y se produzcan 

patrones se requiere que ∃𝑘 ∈ ℕ+ tal que ℜ(σ(𝒌)) > 0. En Murray (1989) se 

muestra que estas condiciones imponen que en sistemas “tradicionales” de 

reacción-difusión las inestabilidades tipo Turing solo pueden ocurrir si los 

parámetros elegidos están dentro del espacio de Turing, dado por las desigualdades 

mostradas en (14), donde el parámetro 𝑑 =
𝐷𝑣

𝐷𝑢
 es la razón entre el coeficiente de 

difusión del inhibidor al coeficiente de difusión del activador. Las condiciones 

señaladas implican que los coeficientes de difusión de los morfógenos no pueden 

ser iguales, y que los patrones no surgirán si no se supera un 𝑑𝑐 > 1.  
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En la literatura académica existen numerosos trabajos en los que se analizan las 

condiciones para la emergencia de las bifurcaciones tipo Turing en diversas 

condiciones (Anma et al., 2012; Hoang & Hwang, 2013; Klika et al., 2012; Korvasová 

et al., 2015; M. Kuznetsov & Polezhaev, 2020; Satnoianu et al., 2000; Villar-

Sepúlveda & Champneys, 2023). Sin embargo, Maini y Woolley (2019) advierten 

que en el análisis de estabilidad lineal las propiedades derivadas corresponden a la 

teoría lineal, siendo necesario saber si este se sostiene en el sistema original no 

lineal. Agregan además que si bien esto se puede explorar hasta cierto punto 

mediante un análisis débilmente no lineal (weakly non-linear analysis) en la 

vecindad de un punto de bifurcación, en muchos escenarios se debe recurrir a la 

solución numérica del sistema no lineal para obtener una respuesta más completa. 

1.4 Particularidades de la difusión anómala 

La difusión es uno de los mecanismos de transporte más destacados que se 

encuentran en la naturaleza y es la consecuencia macroscópica del movimiento 

aleatorio de millones de moléculas, cuyo principal efecto consiste en una 

propagación desde regiones de alta concentración a baja concentración. Si 

describimos el movimiento de cada molécula como un caminante aleatorio que: 1) 

en cada paso se mueve una distancia fija ∆𝑟, 2) donde la dirección del movimiento 

es aleatoria y con igual probabilidad, y que 3) cada paso es independiente entre sí 

(proceso Markoviano), estadísticamente, por el Teorema del Límite Central (CLT), 

en estas condiciones la posición del conjunto de partículas sigue una distribución 

Gaussiana. Lo anterior explica la correlación lineal entre el desplazamiento 

cuadrático medio y el tiempo en la difusión normal según se mostró en la Ecuación 

(1). 

A pesar de esto, los supuestos anteriores no se cumplen en todos los contextos, 

como cuando las fluctuaciones en el tamaño de los saltos no están acotadas en 
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promedio, y por lo tanto los caminantes pueden dar saltos de cualquier tamaño 

generando así superdifusión (esto puede suceder aun cuando el proceso es 

Markoviano), o cuando el movimiento está sesgado o correlacionado de tal forma 

que los efectos de memoria hacen que cada paso no sea independiente. Estos 

comportamientos alternativos se identifican como difusión anómala y son comunes 

en características topológicas no homogéneas o estructuras fractales. Siguiendo el 

formalismo de los caminantes aleatorios, se pueden imponer ciertas reglas 

mediante funciones de probabilidades tanto a las distancias de los saltos de los 

caminantes 𝜉(𝑟), como a los tiempos de espera entre saltos 𝜓(𝑡) para modelar estos 

casos. Los casos de subdifusión (0 < 𝛼 < 1) y superdifusión (𝛼 > 1) según el valor 

de 𝛼 en la Ecuación (2) dependen entonces si el tiempo característico de espera de 

la Ecuación (15), y la varianza de la longitud de los saltos mostrado en la Ecuación 

(16) son finitos o infinitos, respectivamente (Metzler et al., 2014).  

 ( )
0

t t dt 


=   (15) 

 ( )2 2r r r d 


−

=   (16) 

Dependiendo del sistema físico estudiado, el MSD puede variar desde leyes de 

difusión generalizadas como se ve en la Ecuación (2) hasta situaciones en las que 

el MSD no es una cantidad bien definida (Zanette & Alemany, 1995). Pero si se 

considera un movimiento de acuerdo con la Ecuación (2), tanto determinar el origen 

físico como el valor del exponente 𝛼 es de gran interés para comprender la 

naturaleza de los sistemas bajo observación (Muñoz-Gil, Volpe, et al., 2020). Para 

esto se han desarrollado muchas técnicas que incluyen según Seckler y Metzler 

(2022): el MSD promediado en conjunto o promediado en el tiempo para determinar 

el exponente de difusión anómalo y/o diferenciar entre un modelo no ergódico y 

ergódico (Metzler et al., 2009), la prueba de variación (Magdziarz et al., 2009), la 

densidad espectral de potencia de trayectoria única para determinar el exponente 

de difusión anómala (Krapf et al., 2018; Metzler, 2019; Vilk et al., 2022), las 

estadísticas de primer paso (Condamin et al., 2007) y la codiferencia (Ślęzak et al., 

2019). Además, como estas técnicas pueden tener dificultades cuando la cantidad 
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de datos es escasa, se han publicado trabajos en los que se emplean algoritmos de 

inteligencia artificial para esta tarea (Bo et al., 2019; Granik et al., 2019; Kowalek 

et al., 2019; Muñoz-Gil, Garcia-March, et al., 2020). Pero de igual manera, es 

preciso señalar que en la actualidad es un tema abierto en el que continuamente se 

hacen aportes (Burnecki et al., 2015; Serov et al., 2020; Thapa et al., 2018). 

Por otra parte, aunque la difusión anómala puede corresponder a una gama de 

diferentes procesos físicos libres de escala que manifiestan el comportamiento tipo 

ley de potencia de acuerdo a la Ecuación (2) , sus otras propiedades dinámicas 

pueden diferir significativamente (Metzler et al., 2016). Por lo anterior la difusión 

anómala ha sido abordada usando diferentes modelos matemáticos entre los que 

destacan las caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW) (Montroll & Weiss, 

2004), el movimiento Browniano fraccional (FBM) (Mandelbrot & Van Ness, 1968), 

la ecuación fraccionaria de Langevin (FLE) y la ecuación de Langevin generalizada 

con núcleo de ley de potencia (GLE) (K. G. Wang et al., 1994), caminatas de  Lévy 

(LW) (Levy, 1937), vuelos de  Lévy (LF), movimiento Browniano escalado (SBM) 

(Lim & Muniandy, 2002) y movimiento recocido de tiempo transitorio (ATTM) 

(Massignan et al., 2014), entre otros. Para una discusión detallada de los modelos 

y sus propiedades se recomienda el trabajo de Metzler et al., (2014).     

Chen et al., (2010) indican que, a diferencia de la difusión normal, la difusión 

anómala exhibe características como la interacción de largo alcance y la 

dependencia de la historia. Por esto el modelo estándar de ecuaciones diferenciales 

de orden entero no puede describir bien estos comportamientos. En cambio, se ha 

encontrado que el cálculo fraccional es un enfoque de modelado alternativo efectivo 

para representar la difusión anómala lo que ha atraído una gran atención en 

diversos campos de la ciencia y la ingeniería (Patnaik et al., 2020; Sun et al., 2018). 

Otro enfoque interesante, y uno de los primeros en surgir para describir la difusión 

anómala, es establecer una dependencia espacial en los coeficientes de difusión, 

tal como hizo Richardson (1926) para explicar sus mediciones de la dispersión 

relativa de dos partículas trazadoras en un flujo turbulento.  

De esta manera, la difusión anómala se presenta en una serie de contextos 

diferentes y de gran interés como son el transporte de portadores de carga en 
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semiconductores amorfos (Blom & Vissenberg, 1998; Gu et al., 1996), transporte en 

plasma turbulento (Balescu, 1995), difusión en fractales (Metzler & Nonnenmacher, 

1997; O’Shaughnessy & Procaccia, 1985a, 1985b), difusión anómala en zeolitas 

(Huang et al., 2021), propagación de enfermedades según modelos 

epidemiológicos (Duan et al., 2019; Sarker & Sahani, 2022) y difusión turbulenta de 

Richardson (Blumen & Klafter, 1999; Richardson, 1926), entre muchos más (Anexo 

2). Para un análisis detallado del tema se recomiendan los trabajos de Bouchaud y 

Georges (1990), Metzler y Klafter (2000, 2004), Metzler et al., (2014) y Muñoz-Gil et 

al., (2021). A continuación, se aborda la inclusión de la difusión anómala en 

sistemas de reacción-difusión y su influencia en la formación de patrones de Turing. 

1.5. Formación de patrones de Turing en sistemas con difusión anómala 

Desde hace tiempo se conoce que la formación de patrones de Turing depende de 

condiciones muy precisas que están relacionadas con los coeficientes de difusión 

de las sustancias, parámetros cinéticos de las reacciones químicas, y de otros 

aspectos como la geometría y/o condiciones de frontera del sistema. No obstante, 

Woolley et al., (2021) advierten que una crítica usual dirigida a la teoría de formación 

de patrones de Turing es que la región de parámetros sobre la que puede ocurrir el 

patrón suele ser relativamente pequeña siendo esto un impedimento para encontrar 

medios naturales que cumplan con todas las condiciones. Lo anterior, en conjunto 

con que las investigaciones han demostrado que bajo regímenes de difusión 

anómalos estas condiciones no son tan restrictivas, ha despertado un interés por 

abordar ambos conceptos simultáneamente. A continuación, se discuten algunos 

de los avances más significativos en este campo, aunque es preciso señalar que el 

tema sigue siendo novedoso y de frontera. 

1.5.1 Patrones de Turing y subdifusión 

El primer trabajo en el que se relacionan los conceptos de inestabilidad de Turing y 

difusión anómala fue publicado por Henry y Wearne (2000). En este derivaron una 

ecuación fraccionaria para la difusión con un término fuente a partir del formalismo 

de caminatas aleatorias en tiempo continuo (CTRW), en el que las caminatas se 

caracterizaron por una distribución de tiempo de espera con momentos infinitos. Los 

autores indican que si el término fuente se interpreta como una reacción es 
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interesante analizar sus implicaciones respecto a la posibilidad de formación de 

patrones de Turing. Encontraron que, en el caso de una especie y considerando 

una dimensión espacial, la adición de difusión fraccionaria a una solución estable 

en estado estacionario del problema de la reacción no propicia por sí sola una 

inestabilidad de Turing. Posteriormente, los mismos autores (Henry & Wearne, 

2002) usando la cinética de Gierer–Meinhardt bajo un esquema fraccional de 

activación-inhibición, encontraron matemáticamente que la difusión anómala puede 

extender el rango de coeficientes de difusión sobre los cuales pueden ocurrir 

inestabilidades de Turing, incluso cuando el coeficiente de difusión del activador 

excede al del inhibidor.  

En el trabajo de Weiss (2003) se analizó un sistema donde el activador se mueve 

subdifusivamente, mientras que el inhibidor se difunde normalmente utilizando 

simulaciones de Monte Carlo de caminatas aleatorias (CTRW). En el trabajo se 

divide el espacio en subregiones, y simultáneamente se realizan las CTRW y se 

resuelven las ecuaciones diferenciales numéricamente para cada subregión (Chiu 

& Chiam, 2008). Se encontró que la subdifusión puede actuar como un factor 

estabilizador de los patrones de Turing, si se considera un pequeño número de 

partículas. Según enfatiza el autor, la estabilización por el movimiento subdifusivo 

del activador puede entenderse si se considera que un aspecto importante para la 

aparición de inestabilidades de Turing es una rápida propagación del inhibidor en 

comparación con el activador. Este resultado es significativo porque muestra que la 

subdifusión puede imitar los efectos de un coeficiente de difusión más bajo y 

aumentar la probabilidad de que ocurran reacciones.  

Henry et al., (2005) realizaron un análisis teórico de los efectos de la subdifusión en 

la formación de patrones de Turing considerando reacciones rápidas, y en donde 

las concentraciones de los morfógenos varían en una dirección espacial. Los 

resultados del estudio fueron resumidos por los mismos autores aunque señalan 

que el punto (iii) había sido reportado previamente por Weiss (2003): 

(i) Las inestabilidades de Turing ocurren en sistemas de activación-inhibición 

fraccionales para todos los valores del exponente de escala de difusión 

anómalo (𝛼). El valor crítico de la relación de los coeficientes de difusión 
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(inhibidor a activador) para las inestabilidades de Turing disminuye 

monótonamente a medida que la difusión se vuelve más subdifusiva. 

(ii) Las inestabilidades de Turing precipitan patrones espaciotemporales en 

sistemas fraccionales de activador-inhibidor. Los perfiles de superficie de los 

patrones varían de suave a rugoso a medida que el exponente de escala de 

difusión (𝛼) disminuye desde la difusión estándar hacia la subdifusión 

extrema. 

(iii) Si se considera difusión estándar para el inhibidor, pero subdifusión anómala 

para el activador, pueden ocurrir patrones de Turing estacionarios para 

proporciones constantes de difusión (inhibidor a activador) mucho menores 

que las requeridas por el análisis de estabilidad lineal con difusión estándar 

tanto en el activador como en el inhibidor. 

El trabajo de Yadav y Horsthemke (2006) ha sido uno de los más sobresalientes en 

lo que respecta a la modelación de los procesos subdifusivos. Los autores utilizaron 

el formalismo de caminata aleatoria de tiempo continuo no lineal propuesto por Vlad 

y Ross (2002) para derivar ecuaciones cinéticas generales para entidades que 

reaccionan y se subdifunden. Este enfoque permitió explicar la naturaleza no 

Markoviana de la subdifusión y los efectos de memoria asociados con ella. Los 

autores mostraron que la memoria asociada con la subdifusión da como resultado 

una combinación no separable de los procesos de reacción y subdifusión en las 

ecuaciones cinéticas que gobiernan la evolución de la densidad de las especies, 

además que pueden modificar el umbral de Turing y las características de la banda 

de modos inestables cerca del umbral. Esto aportó información relevante ya que 

previamente se asumía que las reacciones y la subdifusión eran separables. 

Tomando esto en consideración Yadav et al., (2008) analizaron sus implicaciones 

para la formación de patrones de Turing usando varios modelos de activación-

inhibición. 

Nec y Nepomnyashchy (2007a) utilizaron un modelo mesoscópico donde el caso de 

difusión anómala se produce por un operador integro-diferencial de memoria con un 

exponente anómalo igual para todas las especies. Mediante un análisis de 

estabilidad lineal se demostró que la inestabilidad de Turing persiste en el sistema 
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anómalo, lo que permite que se produzcan los patrones. Este trabajo es llamativo 

porque en la deducción, a diferencia de Weiss (2003), no se consideró un número 

pequeño de partículas. En otro trabajo los mismos autores (Nec & Nepomnyashchy, 

2007b) analizaron un sistema de activación-inhibición fraccional analizando el caso 

de un número arbitrario de morfógenos y cinéticas lineales arbitrarias. En el caso de 

dos especies comprobaron que en su modelo las condiciones de inestabilidad de 

Turing dependen de exponentes anómalos de los morfógenos. Además, destacan 

que bajo determinadas condiciones pueden surgir modos oscilatorios. Sin embargo, 

los autores señalan que para tener una mejor comprensión es necesario extender 

el estudio a un análisis de estabilidad no lineal, lo que resulta complicado debido a 

los diferentes mecanismos de memoria y las propiedades de puntos de bifurcación 

correspondientes.   

Chiu y Chiam (2008) desarrollaron un algoritmo de Monte Carlo basado en el 

algoritmo de Gillespie y las caminatas aleatorias en tiempo continuo para simular 

sistemas de reacción-subdifusión, y aplicaron este al estudio de patrones de Turing 

usando las cinéticas del modelo de Schnakenberg. El trabajo se basa en la solución 

de campo medio establecida por Yadav y Horsthemke (2006) y es similar al estudio 

de Nec and Nepomnyashchy (2007a). La motivación para el estudio surgió del 

trabajo de Weiss (2003) dado que en este al evolucionar numéricamente los 

recuentos de partículas en cada contenedor del espacio se ignora el efecto del ruido 

en contenedores individuales. De acuerdo con el modelo desarrollado se obtuvo 

que a medida que el sistema es más subdifusivo, o que el número de partículas es 

menor, los patrones de Turing se forman con menos facilidad. Además, un mayor 

carácter subdifusivo ocasiona que la relación entre los coeficientes de difusión debe 

ser mayor para observar los patrones de Turing. 

El estudio de Hernández et al., (2009) es de gran interés pues los autores muestran 

que cinéticas de reacción más generales, no necesariamente del tipo activador-

inhibidor, pueden producir patrones de Turing en nuevas regiones del espacio de 

parámetros donde no se cumplen las condiciones normales de Turing, como por 

ejemplo cuando la traza de la matriz Jacobiana es mayor a cero. Esto implica que 

se relajan las condiciones restrictivas para una inestabilidad de Turing lo que puede 
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tener implicaciones en diversos campos. En el estudio la difusión anómala se 

introdujo mediante derivadas fraccionarias, y como se usaron las cinéticas del 

modelo BVAM, estas al ser generales, extienden los resultados a cualquier otro 

modelo. 

Kumar y Horsthemke (2010) analizaron la bifurcación de Turing en un sistema de 

reacción-difusión con dispersión dependiente de la densidad, o difusión no lineal. 

Los autores realizaron un análisis de estabilidad lineal del estado estacionario 

uniforme para encontrar las condiciones para la bifurcación de Turing y compararla 

con las condiciones estándares. El estudio muestra que la inestabilidad puede 

ocurrir incluso si la constante de difusión del inhibidor es igual o menor que la del 

activador. Estos resultados se ejemplificaron usando las cinéticas de los modelos 

Brusselator y Gierer-Meinhardt. De manera interesante, al final del artículo los 

autores describen un procedimiento experimental para probar sus predicciones. 

Kumar y Horsthemke (2010) analizaron la bifurcación de Turing en un sistema de 

reacción-difusión con dispersión dependiente de la densidad, motivados en que la 

inestabilidad de Turing es un fenómeno impulsado por la difusión y en los resultados 

teóricos de un estudio previo (N. Kumar et al., 2009). Los autores realizaron un 

análisis de estabilidad lineal del estado estacionario uniforme para encontrar las 

condiciones para la bifurcación de Turing y compararla con las condiciones 

estándares. El estudio muestra que la inestabilidad puede ocurrir incluso si la 

constante de difusión del inhibidor es igual o menor que la del activador. Estos 

resultados se ejemplificaron usando las cinéticas de los modelos Brusselator y 

Gierer-Meinhardt. Además, es interesante que al final del artículo los autores 

describen un procedimiento experimental para probar sus predicciones. 

Una revisión detallada de la modelación de sistemas de reacción-subdifusión fue 

presentada por Nepomnyashchy (2016), incluyendo sus implicaciones en la 

formación de patrones de Turing y ejemplos de aplicaciones potenciales. El autor 

enfatizó que la construcción de un modelo matemático que incorpore reacciones 

químicas es complicado cuando se considera subdifusión porque debe considerarse 

el efecto de memoria. Por ejemplo, Henry et al., (2006) demostraron que la simple 

inclusión de un término de reacción en la ecuación de evolución, con una velocidad 
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de reacción independiente de la difusión, es físicamente inconsistente y puede 

conducir a valores negativos no físicos de la función de densidad de probabilidad 

(pdf). Por eso no existe un modelo universalmente aplicable para reacciones 

químicas en sistemas subdifusivos, ya que la descripción se basa en las 

características específicas de la física subyacente (Volpert et al., 2013). 

Tanto Volpert et al., (2013) como Nepomnyashchy (2016) destacan que, en general, 

existen dos categorías principales de modelos. La primera categoría es adecuada 

para cinéticas limitadas por difusión. En estos modelos los términos de difusión y 

reacción se agregan de manera aditiva dentro de las expresiones, tal como se 

muestra en la Ecuación (17) correspondiente a la derivada fraccionaria de Caputo, 

o su equivalente según la formulación de Riemman-Liuville de la Ecuación (18). 

Como la evolución temporal se describe utilizando derivadas de orden fraccionario 

el kernel de memoria sigue siendo el mismo para los términos de difusión y reacción 

(Seki et al., 2003; Yuste et al., 2004). Lo destacado de estos modelos es que fueron 

derivados de principios fundamentales usando CTRW (Henry et al., 2006; Seki 

et al., 2003). 
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De acuerdo con Nepomnyashchy (2016), la segunda categoría de modelos es 

apropiada para reacciones de activación limitada. En estos se asume que las 

constantes de reacción no se ven afectadas por la difusión, pero los cambios en la 

composición química resultantes de la reacción impactan en el proceso de difusión. 

El primer trabajo en esta dirección fue derivado por Sokolov et al. (2006) usando 

CTRW y una cinética lineal para explicar ciertas inconsistencias cuando para 

modelar la subdifusión se cambia simplemente el operador de difusión por una 

versión fraccionaria. El caso de sistemas multicomponentes fue obtenido por 
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Langlands et al., (2008) usando CTRW arribando a la Ecuación  (19) donde M es 

una matriz de constantes. En el caso de reacciones no lineales hay avances como 

se ve en las investigaciones de Froemberg et al., (2008) o Fedotov (2010), pero de 

manera general no se ha encontrado la manera de escribir un conjunto de 

ecuaciones válida para todos los escenarios. 
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Para cerrar esta sección, es importante señalar el trabajo de Baron y Galla (2019) 

porque demuestran que los patrones de Turing en sistemas de subreacción-difusión 

se pueden replicar con difusión cruzada Markoviana estimando un coeficiente de 

difusión efectiva. Los autores utilizaron en la modelación el formalismo de las 

caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW) con tiempos de espera entre los 

saltos de las partículas según la distribución de Mittag-Leffler derivando las 

condiciones necesarias para que se propicie la inestabilidad tipo Turing. La 

definición del coeficiente de difusión efectiva permite que el sistema Markoviano y 

el sistema subdifusivo original experimenten la inestabilidad de Turing para los 

mismos conjuntos de parámetros del sistema, siendo una aproximación razonable 

cuando las tasas de eliminación de partículas son grandes. Los autores 

comprobaron la validez de esta equivalencia mediante simulaciones numéricas en 

una dimensión. 

1.5.2 Patrones de Turing y superdifusión 

Nepomnyashchy (2016) establece que el análisis de la formación de patrones de 

Turing en regímenes de superdifusión es más sencillo comparado con el caso de la 

subdifusión porque no hay memoria presente. Lo anterior implica que la inclusión 

del término reactivo dentro de la ecuación de transporte sea más directa. El primero 

y uno de los trabajos más significativos en este caso es la investigación de Golovin 

et al., (2008), donde se analizan las condiciones para la formación de patrones de 

Turing en el modelo de Brusselator. Para incorporar el régimen superdifusivo, los 

Laplacianos respecto a las variables espaciales fueron considerados fraccionarios. 

El análisis de estabilidad lineal del modelo utilizado predijo que, a diferencia del caso 

de la difusión normal, la inestabilidad de Turing puede ocurrir incluso cuando la 
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difusión del inhibidor es más lenta que la del activador. En el trabajo se analizó 

además la selección de patrones en la formación de hexágonos y mediante el 

análisis débilmente no lineal (weakly nonlinear analysis).  

Tzou et al., (2009) analizaron la estabilidad de los patrones espaciotemporales 

cerca de un punto de Turing-Hopf de codimensión 2 usando el modelo Brusselator 

en una dimensión. La difusión anómala fue modelada a través de un operador 

integro-diferencial que refleja el comportamiento no local de la superdifusión. Los 

autores determinaron las condiciones en las que ocurren las inestabilidades de 

Turing y Hopf, así como un punto en el que ambas se presentan simultáneamente. 

Posteriormente, mediante un análisis de estabilidad débilmente no lineal se 

derivaron dos ecuaciones de amplitud acopladas que describen la evolución en el 

tiempo de los modos de Turing y Hopf. Se encontró que la estabilidad depende en 

gran medida de las tasas de superdifusión y el efecto de la difusión anómala puede 

cambiar las características de estabilidad de las soluciones. Adicionalmente, Tzou 

et al., (2011) extendieron el análisis utilizando métodos espectrales de Fourier en el 

espacio y Runge-Kutta de segundo orden en el tiempo para encontrar soluciones 

no predichas por el análisis débilmente no lineal, en el régimen totalmente no lineal. 

En el trabajo de Zhang y Tian (2014) se analizan los efectos de los exponentes 

superdifusivos en la formación y selección de patrones en un sistema activador-

inhibidor. Para esto se utiliza un modelo de activación-inhibición modificando el 

operador Laplaciano por el operador fraccionario de Weyl estableciendo una 

equivalencia con reglas de saltos de partículas correspondiente a vuelos de Lévy. 

Los autores encontraron que el número de onda del patrón aumenta con el 

exponente superdifusivo. También exploraron las interacciones entre la constante 

de difusión y el exponente de difusión en la aparición de patrones de Turing, 

descubriendo que es más probable que una pequeña proporción de exponente de 

difusión anómalo entre el inhibidor y el activador promueva la aparición del patrón 

de Turing.  

Feng et al., (2016) analizaron la formación de patrones en el modelo Oregonator 

con superdifusión incluyendo derivadas fraccionarias en el término Laplaciano. 

Cuando el inhibidor se difunde normalmente y el activador superdifusivamente, se 
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observaron patrones de Turing estables, antiespirales y patrones viajantes para 

diversos grados de superdifusión del activador, mientras que cuando el activador se 

difunde normalmente, y el inhibidor de manera superdifusiva, se observó una 

transición entre antiespirales y espirales cuando se disminuía el índice de 

superdifusión del inhibidor. Además, los autores encontraron, por primera vez, un 

patrón hexagonal viajero en un sistema de reacción-difusión. Con base a estos 

resultados se destaca que el análisis de estabilidad lineal es inadecuado para 

representar completamente el caso de difusión anómala y que las relaciones 

derivadas por Gong y Christini (2003) para describir los casos de espirales y 

antiespirales en regímenes de difusión normal no se sostienen cuando se considera 

difusión anómala, requiriendo nuevos enfoques para aclarar estos comportamientos 

en casos anómalos. 

En el artículo de Torabi y Rezaei (2016) se investigaron los efectos de las 

inestabilidades de Hopf y Turing en sistemas generales de reacción-superdifusión. 

Utilizando la teoría de la perturbación reductiva, los autores demostraron que para 

un sistema general de superdifusión de reacción de N  componentes, una ecuación 

compleja fraccionaria de Ginzberg-Landau gobierna la amplitud del modo crítico 

cerca de una bifurcación de Hopf. Los autores investigaron además el 

comportamiento de un sistema general de reacción-superdifusión cerca de una 

inestabilidad de Turing y la relación entre ese comportamiento y el exponente de la 

superdifusión.  Demostraron que un modelo de Ginzburg-Landau dependiente del 

tiempo es similar a los sistemas de reacción-superdifusión cercanos a una 

inestabilidad de Turing, y consecuentemente propusieron una expresión de energía 

libre relacionada con el exponente de superdifusión. 

En la mayoría de los trabajos para el análisis de patrones de Turing bajo regímenes 

de difusión anómalos se utiliza en la modelación matemática el formalismo de 

caminatas aleatorias de tiempo continuo (CTRW) con reglas en los tiempos de 

espera y la longitud entre saltos, o un equivalente en ecuaciones fraccionarias de 

reacción-difusión. Por lo anterior, el trabajo de Hernández et al., (2017) es muy 

interesante en el sentido de que los autores adoptaron un enfoque diferente 

tomando como motivación el trabajo de O’Shaughnessy y Procaccia (1985a, 
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1985b). En este trabajo se analizó un disco con una dependencia espacial de los 

coeficientes de difusión respecto al centro del sistema de acuerdo con una ley de 

potencia. Los autores reportaron diversos tipos de patrones de Turing como 

centrosimétricos pentagonales y hexagonales, patrones de Turing dobles y 

tetrasimétricos y patrones de Turing tipo espirales. El resultado más importante de 

este trabajo es que demuestra que bajo condiciones apropiadas los sistemas de 

reacción-difusión bajo regímenes de superdifusión pueden producir estructuras con 

autosimilitud. 

En los trabajos de Iqbal et al., (2017) y Liu et al.,  (2017) se analiza la inclusión de 

la superdifusión en los modelos de FitzHugh–Nagumo y Lengyel–Epstein 

respectivamente, mediante el operador fraccionario de Riesz. Mediante un análisis 

de estabilidad lineal, los autores derivan las condiciones necesarias para que se 

produzcan las inestabilidades tipo Hopf y tipo Turing, y aplicando un análisis de 

estabilidad débilmente no lineal derivan ecuaciones de amplitud con el propósito de 

explorar la selección de patrones en ambos modelos.  Una aplicación potencial de 

este enfoque fue proporcionado posteriormente por Iqbal y Karaca (2021), donde 

analizaron la dinámica de la infección por el Virus de la Inmunodeficiencia Humana 

(VIH). 

1.5.3 Aplicaciones potenciales  

El análisis de los conceptos de patrones de Turing en presencia de difusión anómala 

puede aportar conocimientos de los fenómenos físicos, que posteriormente pueden 

ser empleados en aplicaciones potenciales. Por ejemplo, en el trabajo de 

Chaturapruek et al., (2013) se analizan las implicaciones para la modelación del 

crimen, la investigación de Somathilake y Burrage (2018) asocia estos conceptos 

con el crecimiento de los arrecifes de coral y en Sarker y Sahani (2022) con la 

propagación de epidemias, además de que pueden tener implicaciones en la 

estabilidad de sistemas catalíticos (U. Kumar & Pushpavanam, 2023; K. Owolabi 

et al., 2023).  

Tian (2015) formuló un modelo de activación-inhibición para analizar la formación 

de patrones de Turing en la vegetación semiárida. Sobre esto, D’Aquino (2023) 

trabajando con semillas de chía demostró, al variar los niveles de difusión, riego 
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diario y evaporación, que la vegetación concuerda con el modelo de Turing 

provocado por la competencia por la humedad entre las plantas, siendo la primera 

vez que un modelo de vegetación ha sido validado experimentalmente.  

Se han hecho aportes significativos al análisis de sistemas predador-presa tomando 

en cuenta diversos efectos y/o respuestas funcionales (à Ziem et al., 2021; Bi et al., 

2022b, 2022a, 2023; Djilali et al., 2020; Iqbal & Wu, 2019; B. Liu et al., 2018; Ma 

et al., 2020; K. Owolabi, 2021; K. Owolabi et al., 2021). Además, el campo ha 

impulsado avances en métodos para la solución de sistemas de ecuaciones 

diferenciales parciales con derivadas fraccionarias (Macias-Diaz, 2020; Macias-Diaz 

& Hendy, 2019; Pindza & Owolabi, 2016).    
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CAPÍTULO 2. MATERIALES Y MÉTODOS 

En este capítulo se explica el procedimiento utilizado para estudiar la influencia de 

las condiciones de frontera en la formación de patrones de Turing para diferentes 

regímenes de difusión. Inicialmente se explica el esquema general utilizado para 

estudiar los patrones de Turing bajo difusión anómala. Posteriormente se desarrolla 

un análisis de estabilidad lineal con el propósito de determinar la ventana de 

inestabilidad de Turing mediante la relación de dispersión. Finalmente, se destacan 

las condiciones de frontera utilizadas en el estudio y se proporcionan detalles del 

software utilizado para la solución numérica del problema estudiado. A lo largo del 

capítulo se señalan todas las consideraciones realizadas y limitaciones potenciales. 

2.1 Metodología utilizada para estudiar el efecto de las condiciones de frontera 

en la emergencia de patrones de Turing bajo difusión anómala 

En la sección 1.5 se discutieron algunos de los trabajos más relevantes donde se 

revisan los conceptos de patrones de Turing y difusión anómala simultáneamente. 

En muchos de ellos se encontraron similitudes en cuanto al procedimiento seguido 

para estudiar los sistemas analizados, lo que fue considerado para conformar el 

procedimiento heurístico para la conducción de este trabajo (Figura 6). Típicamente, 

en los estudios se inicia con el planteamiento del modelo matemático de reacción-

difusión donde se define la cinética y se incluyen los efectos de la difusión anómala. 

En los trabajos revisados, la difusión anómala es incluida de tres formas distintas: 

1. Mediante procesos estocásticos con reglas en los tiempos de espera y la 

longitud entre saltos de las partículas (Baron & Galla, 2019; Henry & Wearne, 

2000; Yadav & Horsthemke, 2006). 

2. Mediante operadores fraccionarios, entre los que se han usado las 

definiciones de Riemann-Liouville (Henry et al., 2005; Henry & Wearne, 2002; 

T. Langlands et al., 2007; Varea & Barrio, 2004), Weyl (Bendahmane et al., 

2016; Sarker & Sahani, 2022; Torabi & Rezaei, 2016; L. Zhang & Tian, 2014) 

, Riesz (Iqbal et al., 2017; B. Liu et al., 2017) y Caputo (à Ziem et al., 2021; 

K. Owolabi, 2021), entre otras. Típicamente se utilizan operadores 

fraccionarios en el espacio para la superdifusión y operadores fraccionarios 

en el tiempo para subdifusión, aunque hay enfoques mixtos como en la 
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investigación de Hernández et al., (2009). En este sentido es preciso señalar 

que se ha demostrado que los operadores fraccionaros son casos límite 

asintóticos de la teoría CTRW (Berkowitz et al., 2002, 2006; Compte, 1996; 

Metzler & Klafter, 2000). 

3. Introduciendo una dependencia espacial en los coeficientes de difusión de 

acuerdo con una ley de potencias (Hernández et al., 2017). 

Posteriormente, se analiza la estabilidad lineal del sistema donde se derivan 

mediante el análisis de la relación de dispersión las condiciones para que se 

produzcan la inestabilidad oscilatorias tipo Hopf y/o estacionarias tipo Turing. Estas 

normalmente ocurren cuando se varía un parámetro y, por lo tanto, se conocen 

como bifurcaciones de codimensión uno. Además, en dependencia del modelo, es 

posible encontrar escenarios donde ambas pueden coexistir cuando se varían dos 

parámetros, por lo que se refieren a ellas como bifurcaciones de codimensión dos 

(Méndez et al., 2010). De manera opcional en los casos donde es posible, se 

conduce un análisis de estabilidad débilmente no lineal para derivar ecuaciones de 

amplitud y estudiar la selección de patrones. Finalmente, en la mayoría de los 

contextos no es posible obtener soluciones analíticas por lo que la emergencia de 

los patrones se comprueba numéricamente. 

 

Figura 6. Diagrama heurístico utilizado para la conducción de este trabajo. 
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2.2 Inclusión de la difusión anómala en el modelo BVAM 

Para la modelación de la difusión anómala se siguió el enfoque desarrollado por 

Hernández et al., (2017). Estos autores partieron de la ley de conservación de 

materia, la que en ausencia de reacciones químicas ocurre de acuerdo con la 

Ecuación (20) donde 𝐽(𝑥, 𝑡) = −𝐷(𝑥)∇𝑢(𝑥, 𝑡) denota el flux del morfógeno 𝑢 en el 

punto 𝑥 ∈ ℝ𝑛: 𝑛 ∈ ℕ en el tiempo 𝑡, y 𝐷(𝑥) representa el coeficiente de difusión 

dependiente del espacio. Si se considera que la región espacial donde tiene lugar 

la difusión es un disco, donde las heterogeneidades del medio ocurren solo a lo 

largo de la coordenada radial, el coeficiente de difusión debe ser función únicamente 

de esta coordenada radial. Siguiendo esta hipótesis, los autores representaron la 

dependencia según una ley de potencia como se muestra en la Ecuación (21) 

siendo 𝐷𝑢 una constante con unidades apropiadas. 
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Escribiendo el flujo de la partículas en coordenadas polares como se muestra en la 

Ecuación (22), y sustituyendo en la Ecuación (20) se arriba a la Ecuación (23).     
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Una consecuencia de la Ecuación (23) es que implica un comportamiento anómalo 

donde el desplazamiento cuadrático medio de las partículas está dado por la 

Ecuación (24). De acuerdo con este enfoque, la selección del parámetro 𝜆 describe 

los diferentes regímenes de difusión anómala, siendo la subdifusión modelada por 

valores positivos y la superdifusión por valores negativos. Cuando el parámetro 𝜆 =

0 el modelo se reduce a la difusión normal. 
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Las ventajas de este enfoque de modelación respecto al uso de las CTRW es que 

no se tiene que analizar el comportamiento estadístico de los caminantes, y en 

comparación con las ecuaciones diferenciales fraccionarias se tiene la ventaja que 

el operador Laplaciano representa la difusión anómala, pero manteniendo su orden 

característico. Además, mediante la variación del parámetro 𝜆, es posible analizar 

tanto la subdifusión como la superdifusión utilizando un mismo modelo. Como 

limitación, en este enfoque no se puede asegurar la aparición de patrones para 

todos los valores de 𝜆, lo que sí sucede para todos los valores del exponente de 

escala 𝛼 cuando se usan derivadas fraccionarias, tal como demostraron Henry et 

al., (2005). 

2.3 Procedimiento para la determinación de la inestabilidad de Turing 

Para la determinación de la ventana de inestabilidad se empleó la relación de 

dispersión, ya que, como destacan Chacón-Acosta et al., (2020), esta se puede 

utilizar para predecir la longitud de onda y la tasa de crecimiento del patrón, así 

como el rango de modos inestables en los que se produce la formación del patrón. 

La relación de dispersión se refiere así a la relación entre las frecuencias espaciales 

y temporales del patrón siendo un concepto clave para comprender la emergencia 

de patrones de Turing. Para su obtención se calculan los valores propios de las 

ecuaciones de reacción-difusión linealizadas alrededor del punto fijo. Entonces, al 

graficar los valores propios en función de cada modo de onda o fluctuación, se 

puede obtener la relación de dispersión cuya forma determina el tipo de inestabilidad 

(Cross & Hohenberg, 1993). 

De acuerdo con la condición de estabilidad, todos los valores propios deben ser 

negativos en ausencia de difusión, por lo tanto, ninguna fluctuación puede crecer 

sin difusión. Además, la condición de inestabilidad para la emergencia de un patrón 

tipo Turing demanda que en presencia de difusión para algún modo al menos un 

valor propio sea positivo. Por lo general, el modo espacial con la parte real máxima 

del valor propio será el que crezca más rápido, lo que provocará el crecimiento de 

una fluctuación y una inestabilidad impulsada por la difusión (Landge et al., 2020).  

En los sistemas analizados se produce la inestabilidad de Turing en la medida que 

se varía un parámetro determinado. Teniendo en cuenta a Schneider y Uecker 
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(2017, pp. 308–309), si consideramos que ese parámetro es 𝜇, se puede comprobar 

que cuando 𝜇 < 𝜇𝑐, los patrones no pueden propiciarse una vez que ∀𝑘 se cumple 

que ℜ(𝝈(𝑘)) < 0, por lo que el sistema no se desestabiliza espacialmente una vez 

que se incluye la difusión. En el caso crítico cuando 𝜇 = 𝜇𝑐, entonces ℜ(𝝈(𝑘𝑐)) = 0 

para algún valor 𝑘𝑐 > 0, bifurcándose el sistema y formando patrones. Cuando 𝜇 >

𝜇𝑐, entonces ℜ(𝝈(𝑘𝑐)) > 0 para un rango de valores de 𝑘1 < 𝑘 < 𝑘2 abriendo una 

ventana de inestabilidad. Considerando lo anterior, se dice que la bifurcación es tipo 

Turing si ℑ(𝝈(𝑘𝑐, 𝜇𝑐)) = 0. De igual manera la inestabilidad puede aparecer cuando 

𝑘 = 0 llamándose bifurcación de Hopf cuando ℑ(𝝈(𝑘𝑐, 𝜇𝑐)) ≠ 0 siempre y cuando se 

cumpla la condición de transversalidad como se muestra en la Ecuación (25) . 
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En algunos casos se puede verificar la coexistencia de ambos tipos de bifurcaciones 

referidas entonces como tipo Turing-Hopf. Dos parámetros están involucrados en el 

estudio de este tipo de bifurcaciones, el primero está asociado a la bifurcación de 

Hopf y puede tomarse como la traza (𝜏𝑎) de la matriz Jacobiana y el segundo está 

asociado a la razón entre el coeficiente de difusión (𝐷). Solo si el par (𝜏𝑎, 𝐷) 

pertenece a una región particular en el espacio de parámetros correspondiente será 

posible la aparición de la bifurcación Turing-Hopf (Ricard, 2008). Sánchez-Garduño 

et al., (2019) señalan que este tipo de bifurcación ocurre cuando la traza de la matriz 

Jacobiana del sistema asociado cambia de signo negativo a positivo. Sobre estas 

se debe destacar que la bifurcación de Hopf rompe la simetría temporal de un 

sistema y da lugar a oscilaciones que son uniformes en el espacio y periódicas en 

el tiempo. La bifurcación de Turing rompe la simetría espacial, dando lugar a la 

formación de patrones que son estacionarios transcurrido el suficiente tiempo. La 

bifurcación de Turing-Hopf rompe las simetrías tanto espaciales como temporales, 

generando patrones que son oscilatorios en el espacio y el tiempo (L. Yang et al., 

2002). 
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2.3.1 Aplicación al modelo BVAM 

El análisis de estabilidad lineal para el modelo BVAM incluyendo la difusión anómala 

fue presentado por Hernández et al., (2017), aunque por su relevancia para este 

trabajo consideramos conveniente su explicación. Debido a las características de la 

formulación del modelo BVAM el sistema tiene un punto fijo cuando (𝑢∗, 𝑣∗) = (0,0). 

Linealizando el modelo de la Ecuación (5) pero incorporando el operador Laplaciano 

anómalo según la Ecuación (23) se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales 

parciales acoplado de la Ecuación (26). Nótese que para que se formen patrones 

se requiere que el parámetro 𝛼 > 0 para que la matriz Jacobiana coincida con un 

sistema del tipo activador-inhibidor cruzado de acuerdo a lo explicado por Méndez 

et al., (2010, p. 7).    
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En ausencia de difusión la condición de estabilidad implica que 𝑡𝑟(A) = 𝛼 + 𝛽 < 0 y 

que |A| = 𝛼(𝛽 + 1) > 0. Si se incluye la difusión, al aplicar la descomposición de 

Fourier el sistema de (26) se transforma en el mostrado en la Ecuación (27). 
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Hernández et al., (2017) demostraron que considerando condiciones tipo Neumann 

homogéneas la evolución temporal de los modos propios asociados del sistema (27) 

está dado por 𝑢 = 𝑈𝑒𝜎𝑡 ∙ 𝑓(𝑟) ∙ 𝑒𝑖𝑚𝜃 y 𝑣 = 𝑉𝑒𝜎𝑡 ∙ 𝑓(𝑟) ∙ 𝑒𝑖𝑚𝜃. La función radial 𝑓(𝑟) 

está dada por la Ecuación (28) donde 𝐴1 es una constante y 𝐽Ω es la función de 

Bessel de orden Ω; 𝜎 es el valor propio de la Ecuación (29).    
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Tras resolver la Ecuación (29), la relación de dispersión obtenida se muestra en la 

Ecuación (30), donde solo se representó el mayor de los valores propios.  
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Las condiciones para una inestabilidad de Turing implican que Γ1(0) < 0 y que 

ℎ(𝑘) < 0. Entonces resolviendo ℎ(𝑘) = 0 se obtienen los números 𝑘− y 𝑘+ que se 

muestran en la Ecuación (31) y definen la ventana de inestabilidad. 
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Si se considera 𝑢 como el activador y 𝑣 como el inhibidor, entonces se impone como 

condición que 𝛽𝐷 + 𝛼 > 0 y 𝐷 < 1 lo que implica que el inhibidor se difunde más 

rápido que el activador. Los números críticos 𝑘𝑐 y 𝐷𝑐, correspondientes al valor de 

𝑘 en el que la parte real de la relación de dispersión tiene un máximo y el punto en 

el que aparece por primera vez la inestabilidad (punto de bifurcación), se muestran 

en la Ecuación (32) y Ecuación (33), respectivamente.    

 

1

2

2
c

D
k

D

 



++ 
=  
 

 (32) 

 ( )2
2 2 1cD


 


= + − +  (33) 

Si consideramos la bifurcación de Hopf, vemos que esta surge cuando 𝑡𝑟(A) = 𝛼 +

𝛽 = 0 por lo que 𝛽𝐻 se obtiene cuando 𝛽 → −𝛼. En este escenario para 𝑘 = 0 se 

puede comprobar la condición de transversalidad tal como se muestra en la 

Ecuación (34). 
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La bifurcación de Turing-Hopf se propicia cuando se relaja la condición I) de la 

Ecuación (14) y se mantienen el resto de las correspondientes a la inestabilidad de 

Turing. De lo anterior se derivan las condiciones necesarias para que el vector de 

parámetros P = (𝛼, 𝛽, 𝐷) del modelo BVAM se encuentre en cada uno de los tipos 

de bifurcaciones considerando difusión anómala. Estas se resumen en la Tabla 1. 

Tabla 1. Condiciones para los tipos de bifurcaciones en el modelo BVAM. 

Tipo de 
bifurcación 

Condición 

Hopf      H

cD D  −   

Turing 
( )0            1 0

0         1D D

   

 

+  + 

+  
 

Turing-Hopf 
( )0            1 0

0         1D D

   

 

+  + 

+  
 

2.4 Selección de parámetros para los estudios numéricos 

Dado que en esta investigación se pretende analizar la influencia de las condiciones 

de frontera en la formación de los patrones de Turing se seleccionaron parámetros 

que cumplan con las condiciones de la bifurcación tipo Turing. Además, conocidos 

los resultados previos reportados por Hernández et al., (2017) se consideraron sus 

mismos valores de los parámetros a fin de tener un marco de comparación. Sin 

embargo, en este trabajo los autores solo analizaron los patrones tipo manchas, por 

lo que en este estudio se decidió explorar también el caso de patrones tipo rayas. 

Como se mencionó en la sección 1.2.1.1, la emergencia de un tipo u otro se regula 

en el modelo BVAM mediante los valores de 𝑟1 y 𝑟2. Los parámetros seleccionados 

se muestran entonces en la Tabla 2, mientras que 𝛿 y 𝜆 fueron variados para 

analizar la influencia del tamaño del dominio y el régimen de difusión. Es preciso 

decir que un aumento de 𝛿 se traduce como una disminución del tamaño del dominio 
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ya que como señalan Hernández et al., (2017) en el modelo se cumple que 𝛿 =

𝛿0𝑟𝑑
−(2+𝜆)

 donde 𝑟𝑑 es el radio del dominio circular y 𝛿0 una constante positiva. 

Tabla 2. Parámetros estudiados en el modelo BVAM 

 Parámetros Valor 

 𝐷 0.516 

 𝛼 0.899 

 𝛽 -0.91 

Caso 1 (manchas) (𝑟1, 𝑟2) (0.2; 0.2) 

Caso 2 (rayas) (𝑟1, 𝑟2) (3.5; 0) 

2.5 Geometría, condiciones iniciales y condiciones de frontera utilizadas 

La geometría utilizada para los estudios numéricos consistió en un disco con radio 

𝑟𝑑 con centro ubicado en el punto (0,0). Como condición inicial, las concentraciones 

de los morfógenos se establecieron como pequeñas fluctuaciones alrededor del 

estado estacionario homogéneo, generadas a través de una densidad de 

probabilidad uniforme, tal como se muestra en la Ecuación (35). En esta se eligieron 

los parámetros 𝑙𝑖𝑛𝑓 = 0, 𝑙𝑠𝑢𝑝 = 1 y 𝜙 = 10−5, con el propósito de que la perturbación 

estuviese próxima al punto fijo buscando garantizar la validez del análisis de 

estabilidad lineal. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

* *

0 0

inf sup

sup inf

inf sup

, ,

1
  si ,

0            si ,

u v u v p x

x l l
l lp x

x l l

= +

 
 −=  

 


 

 (35) 

Debido a la geometría estudiada, el sistema solo precisa condiciones de frontera 

cuando 𝑟 = 𝑟𝑑. En esta investigación se analizaron condiciones de frontera tipo 

Neumann homogénea, Dirichlet y dos casos de condiciones de frontera mixtas. 

Inicialmente, se replicaron los resultados obtenidos por Hernández et al., (2017), los 

que utilizan condiciones de frontera tipo Neumann homogénea según se muestra 

en la Ecuación (36). Esta condición de frontera implica que no hay transferencia de 

masa en la frontera entre el sistema y el medio, por lo que el sistema se encuentra 

aislado. Por eso, como se señaló anteriormente en la sección 1.3, es la más utilizada 
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en el contexto del análisis de la formación de patrones porque permite analizar la 

autoorganización inherente a la dinámica del sistema.  

 0

d dr r r r

u v

r r= =

 
= =

 
 (36) 

En la condición de frontera de Dirichlet se fijó la concentración de ambos 

morfógenos variándola desde 𝑓 = 0 hasta 𝑓 = 1 según se muestra en la Ecuación  

(37). Nótese que como se señaló en la sección 1.2.1.1, en el modelo BVAM los 

valores de los morfógenos 𝑢 y 𝑣 se interpretan como desviaciones del estacionario 

espacialmente uniforme, por lo que matemáticamente en la frontera se pueden 

asignar valores tales que 𝑓 < 0 con la misma interpretación. No obstante, estos 

casos fueron excluidos de este estudio. Para las condiciones de fronteras mixtas se 

analizaron dos casos. En el primero el círculo se partió a la mitad, en la mitad inferior 

se estableció una frontera tipo Dirichlet con 𝑓 = 0 y en la mitad superior se 

estableció una dependencia sinusoidal respecto a la coordenada 𝑦 del sistema (38)

. En la segunda condición de frontera mixta se introdujo una dependencia respecto 

al ángulo 𝜃 de acuerdo con la expresión de la Ecuación (39). Nótese que en esta el 

parámetro 𝜔 actúa como una frecuencia angular, por lo que controla la frecuencia 

espacial con la que oscila la condición de frontera.  

 : 0
d dr r r r

u v f f
= =

= =   (37) 

 
( )sin      si 0

0                  si 0

d d

d d

r r r r

r r r r

u v A y y

u v y

= =

= =

= =  

= = 
 (38) 

 

( )
1 1

1

sin

tan

r r
u v A

y

x

 



= =

−

= =  

 
=  

 

 (39) 

Nótese que imponer una condición de frontera tipo Dirichlet con 𝑓 = 0 puede 

interpretarse como un efecto aniquilante, de manera que todo morfógeno que llega 

a la frontera es destruido. Además, en los casos presentados el parámetro 𝐴 es 

como una amplitud que regula el valor de concentración de los morfógenos en la 

frontera. Una representación esquemática de las condiciones de frontera señaladas 

anteriormente se muestra en la Figura 7. 
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Figura 7. Representación esquemática de las condiciones de frontera utilizadas. a) 

Neumann homogénea, b) Dirichlet, c) Condición de frontera mixta I, d) Condición de 

frontera mixta II. 

Finalmente, es preciso señalar que cuando los parámetros 𝑓 o 𝐴 son diferentes de 

cero (condiciones de frontera no homogéneas) entonces el estado estacionario 

homogéneo deja de ser una solución válida del sistema de ecuaciones diferenciales 

parciales. Por lo tanto, el sistema naturalmente evolucionará para ajustarse y 

cumplir con la condición de frontera no homogénea. Así, el ajuste de estos 

parámetros puede llevar a cambios significativos en el comportamiento del sistema 

pudiendo conducir a respuestas no lineales y a la alteración de las bifurcaciones en 

el sistema.  

2.6 Implementación computacional en COMSOL Multiphysics 

Para la simulación numérica se usó el software COMSOL Multiphysics. COMSOL 

Multiphysics es un software que permite resolver ecuaciones diferenciales parciales 

y ordinarias muy complejas y acopladas como análisis de tipo "multifísica". Esto 

significa que se pueden acoplar diferentes tipos de fenómenos físicos, incluidos, por 
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ejemplo, la transferencia de calor y masa, las reacciones químicas, los efectos 

estructurales de materiales bajo tensión y deformación y las propiedades 

termofísicas de los materiales, que pueden depender de las variables de solución 

independientes como un solo problema (Lewis et al., 2021).  

Entre sus puntos fuertes se puede destacar una interfaz amigable que incluye un 

ambiente integral de diseño asistido por ordenador (CAD), con capacidad de 

importar geometrías en formatos estándares y la posibilidad de modelar mallas 

móviles y geometrías deformadas, entre otros aspectos. El software tiene 

funcionalidades adecuadas para el post-procesamiento de los resultados 

permitiendo dentro de la misma aplicación realizar informes y calcular métricas sin 

la necesidad de tener que exportar los resultados para realizar este paso en otras 

plataformas, aunque de ser necesario sí lo permite. Facilita conducir análisis de 

sensibilidad, cuantificación de incertidumbres y diferentes variantes de optimización. 

Además, sus funcionalidades pueden ser expandidas mediante su integración con 

otros softwares externos para tareas específicas, lo que proporciona un flujo de 

trabajo más compacto y coherente.  

Para realizar los cálculos, el software COMSOL Multiphysics emplea el método de 

elementos finitos (FEM) para las dimensiones espaciales y modificaciones del 

enfoque de diferenciación hacia atrás (BDF) para el tiempo. En este sentido, el 

método de elementos finitos es una técnica numérica utilizada para resolver 

ecuaciones diferenciales parciales (EDP) y otros problemas en ingeniería y física. 

En este se aproximan cantidades continuas como un conjunto de cantidades en 

puntos discretos, espaciados en una malla. Esto permite la solución de problemas 

con geometrías complejas y condiciones de contorno que son difíciles o imposibles 

de resolver analíticamente (Wolfram Alpha, 2023). Las particularidades 

matemáticas y potenciales aplicaciones del FEM pueden ser consultadas en la 

abundante literatura sobre el tema como pueden ser Brenner y Scott (2008), Rao 

(2018) o Logan (2022). 

Por otra parte, los métodos de diferenciación hacia atrás (BDF) son una familia de 

métodos implícitos utilizados para la integración numérica de ecuaciones 

diferenciales. En estos se aproximan las derivadas de una función en un momento 
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dado utilizando información de puntos de tiempo calculados previamente, 

permitiendo aumentar la precisión de la aproximación. El trabajo de Curtiss y 

Hirschfelder (1952) fue el primero en el que se introdujo este concepto, aunque fue 

formalizado más apropiadamente por Gear (1967). La fórmula general para un BDF 

se usa para resolver el problema de valor inicial y puede escribirse como una función 

del tamaño del paso y evaluarse para la función desconocida. La gran ventaja de 

estos métodos es su estabilidad (B. Gear, 2007), sin embargo, pueden tener graves 

efectos de amortiguación, especialmente los métodos de orden inferior (COMSOL 

Multiphysics, 2023). 

En este estudio para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales parciales 

(EDP) del sistema de reacción-difusión se utilizó la librería Mathematics, 

específicamente la interfaz Coefficient form. En esta librería, las EDP tienen la forma 

de la Ecuación (40) donde el usuario puede definir los coeficientes y términos, 

pudiendo estos incluir dependencias espaciales y/o temporales de acuerdo con las 

particularidades del modelo analizado. Una interpretación de los términos de la EDP 

se presenta en la Tabla 3. 

 ( )
2

2a a

u u
e d c u u u au f

t t
  

 
+ + −  − + +  + =

 
 (40) 

Tabla 3. Interpretación de los términos de la ecuación utilizada en COMSOL 

Multiphysics. 

Término de masa 𝑒𝑎
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
 

Término de amortiguamiento 𝑑
𝜕𝑢

𝜕𝑡
 

Término de difusión. 𝑐𝛻𝑢 

Término de convección del flujo 

conservativo. 
𝛼𝑢 

Término de convección. 𝛽 ∙ 𝛻𝑢 

Término de absorción. 𝑎𝑢 

Término fuente de flujo conservativo. 𝛾 

Término fuente. 𝑓 

Consultado en Addlink Software Científico (2023). 
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Una particularidad del software COMSOL Multiphysics es que, aunque permite la 

incorporación de coordenadas curvilíneas, de manera estándar opera con 

coordenadas cartesianas. Por lo tanto, en este trabajo se tuvo en cuenta la 

conversión de una a otra según las fórmulas que se muestran en la Tabla 4. Debido 

a esto, la condición de frontera tipo Neumann homogénea tiene una representación 

particular como se muestra en la Ecuación (41), donde n es el vector normal a la 

superficie.  

 

( ) 0

,

c u u

x y

  −  − + =

  
 =  

  

-n

 (41) 

Tabla 4. Fórmulas para la conversión entre coordenadas cartesianas y polares 

Coordenadas Fórmulas 

Cartesianas → Polares ( ) ( )cos       sinx r y r = =  

Polares → Cartesianas 
2 2 1     tan

y
r x y

x
 −  

= + =  
 

 

En todos los casos se utilizó una malla extremadamente fina lo que aseguró una 

cantidad mayor o igual que 25 970 elementos (Figura 8). Así, los resultados a pesar 

de ser aproximaciones numéricas tienen un grado de detalle adecuado. Finalmente, 

en cuanto al tiempo utilizado para las simulaciones (𝑡𝑓), se consideró en función de 

los sistemas que este fuera lo suficientemente grande para propiciar la formación 

de los patrones estacionarios; es decir, mediante inspección visual el patrón no 

debía cambiar en el tiempo. 

 

Figura 8. Ejemplo de las mallas utilizadas en las simulaciones.
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CAPÍTULO 3. RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

En este capítulo se analizan los resultados obtenidos de acuerdo con el 

procedimiento del capítulo anterior. Estos son comparados con resultados 

reportados en la literatura, y mediante un análisis comparativo se detectan 

generalidades que permiten inferir la influencia de las condiciones de frontera en la 

formación de patrones de Turing. Además, al final del capítulo, se analizan posibles 

direcciones de investigación para futuros estudios.      

3.1 Consideraciones generales obtenidas del análisis de la relación de 

dispersión 

Como se vio en el capítulo anterior, la Ecuación (31) define la ventana de 

inestabilidad de Turing, sujeto a que se seleccione apropiadamente el vector de 

parámetros P = (𝛼, 𝛽, 𝐷). De esta se puede extraer algunos comportamientos 

generales, los que fueron identificados graficando de negro aquellos valores para 

los que ℜ(σ(𝒌)) > 0 y por consiguiente donde emergen patrones. Por ejemplo, de 

las gráficas mostradas en la Figura 9 se puede observar cómo en el modelo BVAM 

existe un valor máximo 𝐷𝑐 predicho por la Ecuación (33) por encima del que no se 

forman patrones dado que para ningún caso se desestabiliza el estado homogéneo. 

Respecto a este punto, una disminución en 𝐷  tiene el impacto de hacer cada vez 

más grande la ventana de inestabilidad (Figura 10). Además, si se mantienen 

iguales el resto de los parámetros, el parámetro 𝜆 asociado a los diferentes casos 

de difusión traslada la ventana de inestabilidad condicionando los modos que se 

activan, pero no afectan los valores críticos de los coeficientes de difusión. Esto está 

en concordancia con el comportamiento predicho en las ecuaciones de la sección 

2.3.1. 

El parámetro de escala en el modelo BVAM (𝛿) abre la ventana de inestabilidad, 

siendo esta más grande en la medida que el valor de 𝛿 es más pequeño (Figura 11). 

Por otra parte, un parámetro más interesante a analizar es la influencia de 𝜆 en la 

emergencia de los patrones de Turing. En la Figura 10 se puede ver el 

comportamiento de la relación de dispersión para diferentes escenarios. Se puede 

observar que respecto a la difusión normal (𝜆 = 0), moverse hacia el sentido 

negativo (superdifusión) expande la ventana de estabilidad y hacia el sentido 
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positivo (subdifusión) la contrae, lo que indica una mayor facilidad para formar 

patrones en el primer caso cerca de este punto. Este mismo resultado fue 

encontrado por Varea y Barrio (2004) pero en su caso variando el orden de la 

derivada fraccionaria.  

 
Figura 9. Influencia de la razón de difusión entre activador e inhibidor en la ventana 

de inestabilidad considerando diferentes casos de difusión. Para generar todas las 

figuras se utilizó el parámetro 𝛿 = 0.01011. 

 
Figura 10.  Influencia del parámetro 𝜆 en la ventana de inestabilidad para diferentes 

razones de difusión entre activador e inhibidor. Para generar todas las figuras se 

utilizó el parámetro 𝛿 = 0.0057. 

 
Figura 11. Influencia del parámetro de escala 𝛿 en la ventana de inestabilidad para 

diferentes casos de difusión. Para generar rodas las figuras se utilizó el parámetro 

𝐷 = 0.416. 
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Otro aspecto curioso es que en la Figura 10, si se considera en el modelo BVAM 

con casos extremos de superdifusión como por ejemplo 𝜆 = −1.95, no se predice la 

formación de patrones, aunque se sabe del trabajo de Hernández et al., (2017) que 

estos sí emergen. Por lo tanto, esto puede ser indicativo de las limitaciones de la 

relación de dispersión en casos extremos de superdifusión. En este sentido, Gaffney 

et al., (2023) señalan que si bien las ideas básicas del análisis de estabilidad lineal 

para predecir la formación de patrones en los sistemas de reacción-difusión se 

extienden fácilmente a sistemas con difusión cruzada o chemotaxis, la inclusión de 

heterogeneidad espacial genera mayores dificultades. No obstante, a pesar de este 

señalamiento, creemos que la relación de dispersión sigue siendo un concepto útil. 

Además, es preciso añadir que aunque los parámetros discutidos anteriormente 

pueden actuar como un mecanismo para la selección de los modos que se activan, 

según Murray (1989) la predicción respecto a si estos patrones se estabilizan o no 

resulta más complicado.  

3.2 Análisis de la influencia de las condiciones de frontera  

3.2.1 Condición de frontera tipo Neumann homogénea 

Como etapa inicial de este estudio se obtuvieron los patrones para la condición de 

frontera tipo Neumann homogénea, como puede ser consultado en la Figura 12. 

Una discusión detallada de esta condición de frontera puede encontrarse en 

Hernández et al., (2017). 

 
Figura 12. Patrones de Turing con condiciones de frontera tipo Neumann 

homogénea para diferentes regímenes de difusión. 

Sin embargo, resultó llamativo que en algunos casos los patrones encontrados 

(Figura 13) fueron significativamente diferentes a los patrones reportados por 

Hernández et al., (2017), lo que indicó la posibilidad de multiestabilidad.  La 

multiestabilidad se entiende como la coexistencia de múltiples posibles estados 
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estables (atractores) para un conjunto dado de parámetros (Pisarchik & Feudel, 

2014). Este fenómeno es muy interesante y se ha encontrado en diversos sistemas 

complejos de la ciencia y la naturaleza como la física del láser, los osciladores 

electrónicos, sistemas biológicos, la dinámica del clima, el cerebro humano, las 

redes eléctricas y la selva amazónica, por citar algunos ejemplos (M. A. Khan et al., 

2018).  

 
Figura 13. Casos de biestabilidad en el modelo BVAM. Los gráficos con iguales 

parámetros fueron generados con semillas aleatorias diferentes. 

Li et al., (2021) plantean que la multiestabilidad se puede generar a partir de varios 

mecanismos y, en consecuencia, los atractores coexistentes tienen diferentes 

topologías y geometrías. Según las cuencas de atracción, la multiestabilidad se 

puede dividir en dos categorías: (1) cuando atractores comparten una zona común 

en el espacio fase con cuencas de atracción fractales complicadas y (2) cuando los 

atractores se dispersan escasamente en el espacio fase con cuencas de atracción 

separadas relativamente simples. El primero puede definirse como multiestabilidad 

de monozona y el segundo como multiestabilidad de multizona. Al primer caso 

pertenecen la multiestabilidad causada por ruptura de simetría, histéresis, retardo 

de tiempo, acoplamientos y redundancia de dimensión, mientras que la 

multiestabilidad mostrada por simetría condicional, sistema autoproductor y 

megaestabilidad están dadas por la multiestabilidad de multizona. 
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Según Pisarchik y Feudel (2014), cuando se presenta este fenómeno, el estado final 

al que convergerá el sistema depende crucialmente de las condiciones iniciales. 

Dudkowski et al., (2016) agregan que tales sistemas pueden ser además muy 

sensibles al ruido y a los parámetros del sistema, por lo que pequeños cambios en 

estos pueden provocar un cambio repentino de su comportamiento. Considerando 

esto, se calcularon los patrones de Turing variando las condiciones iniciales 

modificando la semilla generadora de números aleatorios de la Ecuación  (35) 

verificándose que efectivamente se obtienen dos posibles estados finales (Figura 

13). Entonces, al obtenerse dos posibles estados se demuestra que el sistema es 

biestable, lo que no es algo extraño en sistemas de reacción-difusión como se 

puede ver en diversos trabajos (Goldbeter, 2018; Judd & Silber, 2000; Rietkerk 

et al., 2004; Szalai & De Kepper, 2004). Este comportamiento no fue señalado por 

Hernández et al., (2017) aunque sí por Song et al., (2018). De igual manera resulta 

de gran interés ya que tiene repercusiones notables respecto al estudio del sistema, 

posibles estrategias de control a utilizar, etc.  

3.2.2 Condición de frontera tipo Dirichlet 

En comparación con la condición de frontera tipo Neumann homogénea, la 

condición de frontera de Dirichlet ha sido estudiada en menor medida. Sin embargo, 

diferentes trabajos han demostrado que con su inclusión en los modelos se pueden 

obtener dinámicas muy ricas e interesantes, así como potenciales explicaciones a 

fenómenos biológicos (Sekimura et al., 2015). Por ejemplo, resulta muy llamativo 

como Maini y Myerscough (1997) demostraron que las condiciones de contorno de 

Dirichlet pueden desestabilizar el estado estacionario uniforme y generar patrones 

complejos incluso cuando el estado estacionario uniforme es estable bajo las 

condiciones de contorno tipo Neumann homogénea. Por otra parte, el resultado 

contrario también es posible y la condición de frontera de Dirichlet puede prevenir 

la emergencia de patrones como se reporta en el trabajo de Song y Zhang (2020). 

Respecto a su naturaleza, Woolley (2022) destaca que los cambios en la estructura 

de bifurcación cuando se cambia de condiciones de contorno de Neumann a 

Dirichlet no se observan en el análisis lineal, y que, aunque la bifurcación de Turing 

es canónicamente una bifurcación en horquilla bajo las condiciones de contorno de 



 

60 
 

Neumann (Van Hecke et al., 1994), la bifurcación de Turing es canónicamente una 

bifurcación transcrítica en las condiciones de contorno de Dirichlet. 

No obstante, una limitación detectada es que en la mayoría de los casos se analizan 

condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas (K. M. Owolabi & Baleanu, 2021; 

Rionero & Vitiello, 2018; Setayeshgar & Cross, 1998; You, 2013) ya que son las que 

permiten un tratamiento analítico. Una excepción muy llamativa es el trabajo de 

Klika et al., (2018) en el que los resultados indican que la condición de frontera tipo 

Dirichlet no homogénea, o la advección, pueden propiciar patrones sin la necesidad 

de activación de corto alcance e inhibición de largo alcance y, por lo tanto, son 

menos restrictivas para la emergencia de patrones comparado con los sistemas de 

Turing clásicos. Por lo anterior, el estudio de la formación de patrones de Turing en 

condiciones de frontera tipo Dirichlet sigue siendo un tema interesante para tratar. 

Nuestros resultados al respecto se muestran en la Figura 14, Figura 15 y Figura 16, 

donde se visualiza la influencia de la condición de frontera de Dirichlet en el modelo 

BVAM para los casos de difusión normal, subdifusión y superdifusión, 

respectivamente.  

 
Figura 14. Patrones de Turing con condiciones de frontera tipo Dirichlet, difusión 

normal (𝜆 = 0) y dinámica tipo manchas.  
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Figura 15. Patrones de Turing con condiciones de frontera tipo Dirichlet, subdifusión 

(𝜆 > 0) y dinámica tipo manchas.  

 

Figura 16. Patrones de Turing con condiciones de frontera tipo Dirichlet, 

superdifusión (𝜆 < 0) y dinámica tipo manchas.  
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En las imágenes se puede ver que al cambiar la condición de frontera de Neumann 

homogénea a Dirichlet se activan modos diferentes lo que conduce a diferentes 

estructuras espaciales. De manera general, también se observa que en la frontera 

aniquilante (𝑓 = 0) las manchas tienden a ser más desordenadas, pero en la 

medida que se aumenta la concentración de los morfógenos en la frontera los 

patrones obtenidos ganan en organización manifestando una mayor simetría. El 

caso de 𝛿 = 0.0044 para difusión normal (𝜆 = 0) es particularmente interesante ya 

que un pequeño cambio de 𝑓 = 0 a 𝑓 = 0.005 modifica la simetría del patrón, 

pasando de una simetría 3 a una simetría 6. Esto sugiere que la dinámica natural 

del patrón y el efecto de la condición de frontera pueden interactuar conjuntamente 

para propiciar la activación de diferentes modos.  

En la medida que se continúa aumentando la concentración en la frontera llega un 

punto crítico en donde se suprime la dinámica de manchas imponiendo patrones en 

forma de círculos concéntricos. Este último comportamiento sucede a 

concentraciones más bajas en la frontera para los casos de difusión normal (Figura 

14) y subdifusión (Figura 15). Si se considera superdifusión (Figura 16), se puede 

ver que a medida que el sistema es más superdifusivo la influencia de la condición 

de frontera hacia el centro del sistema es menor, e incluso con altas 

concentraciones de morfógenos en la frontera aun así se conservan los patrones 

inherentes a la dinámica emergente del sistema en la forma de las manchas 

centrales (Figura 17).  

 

Figura 17. Influencia de altas concentraciones en las fronteras en los casos de 

superdifusión. Para todos los casos se impuso una concentración en la frontera de 

ambos morfógenos tal que 𝑓 = 1. 
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Sin embargo, es posible que si se sigue aumentando la concentración en la frontera 

eventualmente se aniquila el patrón de manchas como sucede en la Figura 17 con 

los parámetros 𝛿 = 0.0023 y 𝜆 = −0.1. En las imágenes mostradas en la Figura 16, 

para 𝛿 = 0.0053 y 𝛿 = 0.011 con condiciones de superdifusión (𝜆 = −1.95) y 𝑓 =

0.005, es curioso que la estructura de siete y cinco manchas respectivamente se 

repite a diferentes escalas lo que está en concordancia con las características de 

autosimilitud reportadas por Hernández et al., (2017). Esta característica ha sido 

más notable en condiciones de superdifusión, y hacia el futuro resultaría interesante 

investigar qué relación existe entre la autosimilitud y el valor del exponente 𝜆. 

3.2.3 Condiciones de frontera mixtas 

Al igual que lo señalado anteriormente con la condición de frontera tipo Dirichlet, el 

estudio de la influencia de condiciones de fronteras mixtas en la emergencia de 

patrones de Turing ha sido muy limitado. En nuestra opinión el trabajo más relevante 

hasta el momento fue desarrollado por Dillon et al., (1994) en el que estudiaron la 

superposición de funciones propias, demostrando que las condiciones de frontera 

mixtas implican que la base propia para cada especie diferirá, y aunque en un 

número finito, varios modos pueden contribuir al proceso de selección de patrones. 

El artículo de Van Gorder (2021) es muy llamativo ya que los autores analizan 

diferentes mecanismos para el surgimiento de heterogeneidades, entre los que se 

destacan: coeficientes de difusión que varían en el espacio (caso de este trabajo) y 

expansiones de funciones propias incompatibles debido a los operadores 

diferenciales o condiciones de contorno. Por otra parte, aplicaciones potenciales de 

condiciones de frontera mixtas es el aislamiento de patrones en los sistemas de 

reacción-difusión abiertos (Krause, Klika, et al., 2021).  

Del trabajo de Murray (1988) se conoce que la geometría tiene una gran influencia 

en la orientación de los patrones. Por ejemplo, en una geometría larga y estrecha 

las rayas solo pueden "ajustarse" en una dirección imitando el patrón de rayas que 

se encuentra en las colas de los leopardos. Sin embargo, más recientemente se ha 

sugerido que las condiciones de frontera pueden tener un papel fundamental en 

este sentido, como puede ser la distribución de las células de corteza entorrinal 

medial (mEC) de los roedores (Monsalve-Mercado & Leibold, 2020) o la modulación 
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de donde emergen las articulaciones en el desarrollo de miembros (Scoones & 

Hiscock, 2020).  

Aunque era conocido que dada la naturaleza no lineal del sistema analizado se 

podrían obtener una variedad de comportamientos diferentes, lo expuesto 

anteriormente motivó la selección de las condiciones de fronteras mixtas analizadas 

para estudiar los efectos potenciales de orientación que estas podrían tener en el 

sistema. En la Figura 18, Figura 19 y Figura 20 se muestra la influencia de la 

condición de frontera mixta I en el modelo BVAM para los casos de difusión normal, 

subdifusión y superdifusión, respectivamente. Como se puede ver, el hecho de 

tomar condiciones de fronteras mixtas cambia la selección de patrones tal como 

expuso Dillon et al., (1994). Sin embargo, en algunos casos a bajas concentraciones 

de la frontera superior del círculo tal parece que esta no influye significativamente 

en el sistema una vez que se repiten estructuras obtenidas tanto para la condición 

de frontera tipo Neumann homogénea como Dirichlet. Por otra parte, a 

concentraciones lo suficientemente grandes la condición de frontera superior parece 

aniquilar los patrones. 

 
Figura 18. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo I, difusión normal 

(𝜆 = 0) y dinámica tipo manchas.  
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Figura 19. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo I, subdifusión 

(𝜆 > 0)  y dinámica tipo manchas.  

 

Figura 20. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo I, superdifusión 

(𝜆 < 0) y dinámica tipo manchas.  
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Un resultado más llamativo es que en la medida que se aumenta la concentración 

de los morfógenos en la frontera superior, se tiene el efecto de crear una zona de 

mayor densidad del activador próximo a la frontera superior, como si fuese un efecto 

de atracción. En este sentido, en trabajos previos se demostró en el caso 

unidimensional mediante el ajuste del parámetro 𝜀, específicamente en el límite 𝜀 →

0, que los picos del patrón pueden acercarse y fijarse a los límites del sistema, 

siendo más común a puntos de notoria curvatura en múltiples dimensiones 

espaciales (Iron & Ward, 2000b, 2000a; Kolokolnikov & J. Ward, 2004).  

En vista de los resultados, nuestra conjetura fue que este fenómeno de 

acercamiento a la frontera puede en cierta medida regularse imponiendo 

condiciones de fronteras mixtas, donde el activador se sentirá entonces atraído 

hacia la frontera con mayor concentración del inhibidor. Con esto en mente se 

analizó la condición de frontera mixta II, que por su formulación matemática 

presentarán concentraciones altas de los morfógenos en el cuadrante superior 

derecho, e inferior izquierdo del sistema. Los resultados para la condición de 

frontera mixta II se muestran en la Figura 21, Figura 22 y Figura 23 para los casos 

de difusión normal, subdifusión y superdifusión, respectivamente.  

 

Figura 21. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, difusión 

normal (𝜆 = 0), 𝜔 = 1 y dinámica tipo manchas.  
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Figura 22. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, difusión 

normal (𝜆 > 0), 𝜔 = 1 y dinámica tipo manchas.  

 

Figura 23. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, difusión 

normal (𝜆 < 0), 𝜔 = 1 y dinámica tipo manchas.  
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En las figuras puede verse que los resultados parecen estar de acuerdo con la 

conjetura. Nótese que en todos los casos cuando 𝐴 = 0.1 se manifiesta el 

comportamiento señalado de acercamiento del activador a las fronteras superior 

derecha e inferior izquierda del círculo. Tal parece que si aumentamos la 

concentración en la frontera podemos inducir cierta orientación en el sistema, 

aunque es de destacar que si bien en todos los casos este comportamiento se 

mostró en 𝐴 = 0.1, puede surgir por primera vez a concentraciones menores. Es 

decir, puede existir un 0.001 < 𝐴𝑐 < 0.1 en el que la dinámica inherente de manchas 

del sistema empiece a competir con zonas tipo rayas que se aproximan a las 

fronteras del sistema. Además, al igual que en el caso de la condición de frontera 

de Dirichlet, los sistemas superdifusivos parecen más robustos en el sentido de 

mantener las manchas a mayores concentraciones en la frontera. 

Otro fenómeno de orientación interesante encontrado en los estudios numéricos se 

presentó al variar la oscilación en la frontera mediante el parámetro 𝜔 como se 

muestra en la Figura 24, Figura 25 y Figura 26.  

 

Figura 24. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, difusión 

normal (𝜆 = 0), 𝜔 = 10 y dinámica tipo manchas. 
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Figura 25. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, difusión 

normal (𝜆 > 0), 𝜔 = 10 y dinámica tipo manchas.  

 

Figura 26. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, difusión 

normal (𝜆 < 0), 𝜔 = 10 y dinámica tipo manchas.  
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Como se hizo referencia anteriormente, el parámetro 𝜔 actúa como una frecuencia 

angular, por lo que al aumentar 𝜔 los ciclos de la sinusoide se acortan en el espacio 

y al disminuir 𝜔 los ciclos se elongan espacialmente. En las figuras anteriores puede 

verse que en la medida que se aumenta la concentración de morfógenos en la 

frontera, se genera próxima a esta una estructura que coincide con 𝜔 requiriendo 

mayores concentraciones en la frontera en la medida que el parámetro 𝛿 es mayor. 

Lo anterior se comprueba en los casos 𝛿 = 0.0107 y 𝜆 = 0 (difusión normal), 𝛿 =

0.008 y 𝜆 = 0.5 (subdifusión) así como 𝛿 = 0.0115 y 𝜆 = −1.95 (superdifusión), 

resaltando nuevamente la influencia del tamaño del dominio.  

Es llamativo que este comportamiento dio una estructura muy similar en los casos 

de difusión normal y subdifusión para un rango amplio de parámetros, mientras que 

para la superdifusión ocurrió nuevamente la permanencia de las manchas 

inherentes a la dinámica natural sistema.  

Sin embargo, si bien este comportamiento fue observado para 𝜔 = 10, en pruebas 

realizadas con otros valores como 𝜔 = 3 y 𝜔 = 5 no se siguió la misma estructura 

de equivalencia con el parámetro 𝜔. Pese a esto, nos parece interesante estudiar 

este comportamiento con más profundidad ya que, aunque en sistemas puramente 

químicos no se ve una manera sencilla de mantener este tipo de condiciones de 

frontera, en sistemas con naturaleza eléctrica (electroquímicos, electrónicos, etc.), 

esta probablemente sí puede ser inducida sometiendo la frontera a un potencial y 

variando la fase de la corriente alterna. 

3.2.4 Caso de patrones tipo rayas en el modelo BVAM 

A continuación, se decidió comprobar el efecto de la difusión anómala y las 

condiciones de frontera en el caso de patrones tipo rayas. Para eso se ajustaron los 

parámetros del modelo BVAM a 𝑟1 = 3.5 y 𝑟2 = 0, tal como en otros trabajos 

reportados en la literatura (Barrio, 2010; Barrio et al., 1999; Leppänen et al., 2004; 

W. Song et al., 2018). Los resultados obtenidos en estas condiciones para la 

condición de frontera tipo Neumann homogénea se muestran en la Figura 27. De 

manera general en este tipo de dinámica no se conservan las características de 

autosimilitud encontradas por Hernández et al., (2017) en patrones tipo manchas. 
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No obstante, proseguimos a verificar si el resto de las generalidades identificadas 

en este trabajo todavía se sostenían.  

 

Figura 27. Patrones de Turing en el modelo BVAM con condiciones de frontera tipo 

Neumann homogénea y dinámica tipo rayas.  

En el caso de la condición de frontera tipo Dirichlet, los resultados fueron muy 

interesantes. En la Figura 28 se puede visualizar el efecto de una frontera tipo 

aniquilante cuando 𝑓 = 0. 

El tamaño del dominio tiene un papel importante en estas condiciones ya que en la 

medida que 𝛿 se hace mayor (dominio más pequeño), parece perderse la dinámica 

tipo rayas característica de 𝑟1 = 3.5 y 𝑟2 = 0 para resultar en estructuras de tipo 

alternante. Esto parece suceder porque en un dominio más restringido los modos 

tienen menos libertad para activarse y configurar la formación de rayas. El mismo 

fenómeno puede observarse en la Figura 27 para la condición de frontera tipo 

Neumann homogénea. El efecto de dominios confinados en la formación de 

patrones de Turing ha sido abordado con anterioridad por diversos autores (Chacón-

Acosta et al., 2020; De Kepper et al., 2000; Varea et al., 1997); sin embargo, en 
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nuestra opinión, es todavía uno de los temas que necesita más atención para lograr 

un mejor entendimiento.  

 
Figura 28. Patrones de Turing en el modelo BVAM con condiciones de frontera tipo 

Dirichlet 𝑓 = 0 y dinámica tipo rayas.  

Por otra parte, un aumento pequeño en la concentración de morfógenos en la 

frontera ocasiona que, en todos los casos y para todos los regímenes de difusión 

las rayas se dispongan en forma de círculos concéntricos (Figura 29). Por lo 

anterior, en estas condiciones, se puede decir que esta estructura de círculos 

concéntricos tiene gran robustez. Naturalmente, este fenómeno es inducido por la 

simetría de la frontera y en la medida que se aumenta la concentración de 
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morfógenos en la frontera esta tiene mayor relevancia. Por lo anterior, 

posteriormente se analizó la hipótesis del efecto atractivo de las fronteras mediante 

las condiciones de frontera mixtas. 

 

Figura 29. Patrones de Turing en el modelo BVAM con condiciones de frontera tipo 

Dirichlet 𝑓 = 0.005 y dinámica tipo rayas.  

En la Figura 30 se muestran los resultados para la condición de frontera mixta I. 

Comparando las gráficas con iguales valores de 𝛿 y 𝜆, puede comprobarse que, al 

igual que en los resultados de la dinámica tipo manchas, aumentar la concentración 

en la frontera superior del sistema, a través de incrementar el parámetro 𝐴, tiene el 

efecto de atraer el activador hacia la frontera. Un caso interesante se muestra para 

los parámetros 𝛿 = 0.00023 y 𝜆 = −0.1, donde se obtuvo un patrón de círculos 

concéntricos, pero al aumentar 𝐴 en un orden de magnitud se rompe esta simetría.  
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Figura 30. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo I y dinámica tipo 

rayas. 

El efecto de reducir el tamaño del sistema al aumenta 𝛿 se muestra en la Figura 31. 

En esta puede verse nuevamente la dificultad de formar rayas en un dominio tan 

pequeño. En ese sentido nos gustaría resaltar las observaciones de Murray (1988) 

donde argumenta que: incluso si el vector de parámetros se encuentra dentro del 
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espacio de Turing, esto no garantiza que el mecanismo genere patrones espaciales, 

porque la escala y la geometría juegan un papel importante. Dependiendo del 

tamaño del dominio en el que opera el mecanismo, las funciones propias inestables, 

o modos, pueden no ser soluciones permisibles. 

 

Figura 31. Efecto del tamaño del dominio en la condición de frontera mixta tipo I y 

dinámica tipo rayas. 

Finalmente, en la condición de frontera tipo II, mostrada en la Figura 32 y Figura 33 

para los casos de 𝜔 = 1 y 𝜔 = 10, respectivamente, se visualiza también el efecto 

atractivo de la frontera. En estos casos se observa incluso de manera más clara el 

papel de la condición de frontera en la generación de simetría en el sistema. De los 

casos mostrados, se observa también la influencia del parámetro 𝛿 comprobándose 

en la Figura 32 solo el caso de difusión extrema 𝜆 = −1.95 donde la estructura es la 

misma independientemente del tamaño del sistema. Esto pudiese estar relacionado 

con las propiedades de autosimilitud que de manera general han sido detectadas 

en el sistema en condiciones de superdifusión.  
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Figura 32. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, 𝜔 = 1 y 

dinámica tipo rayas.  
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Figura 33. Patrones de Turing con condición de frontera mixta tipo II, 𝜔 = 10 y 

dinámica tipo rayas.  

3.4 Algunas consideraciones sobre preguntas abiertas para futuras 

investigaciones 

Desde la introducción de la hipótesis de formación de patrones vía modelos de 

reacción-difusión por Turing (1952) mucho se ha avanzado en el tema; sin embargo, 

todavía existen ciertas limitaciones en cuanto a su aplicabilidad a la biología del 

desarrollo. Hernandez-Aristizabal et al., (2021) enfatizan que las principales 

desventajas de esta teoría son tres: (i) el sistema posee soluciones simétricas y 

organizadas, (ii) estas soluciones dependen en gran medida de las condiciones 
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iniciales que actúan como una cuenca de atracción para las soluciones y (iii) el 

mecanismo de formación del patrón depende en gran medida de la geometría. Otro 

aspecto señalado es que las condiciones necesarias para la emergencia de las 

estructuras tipo Turing son muy restrictivas y, además, el modelo es muy sensible 

al número de especies (Klika et al., 2012). Sin embargo, el tiempo ha demostrado 

el gran potencial del concepto con aplicaciones que trascienden de la biología del 

desarrollo a virtualmente cualquier sistema cuyo modelo es de tipo reacción-

difusión. 

En respuesta a estos inconvenientes mencionados se han considerado nuevos 

factores en los modelos que, si bien los hacen más complejos, logran capturar 

dinámicas más ricas acercando la teoría a la realidad. Por ejemplo, en ese sentido 

se puede señalar los mecanismos de taxis2 (Ke et al., 2022; Painter et al., 1999; W. 

Wang & Zhou, 2022; Wu et al., 2018), difusión cruzada (Fanelli et al., 2013; 

Gambino et al., 2013; Le, 2022; Lou & Ni, 1996; Vanag & Epstein, 2009), expresión 

retardada de características (Alfifi, 2022; Choudhury & Fosser, 1996; Gaffney & 

Monk, 2006; Han & Wang, 2018; Ji et al., 2005; Jiang et al., 2019), influencia del 

ruido o estocasticidad (Biancalani et al., 2010; Cao & Erban, 2014; Karig et al., 2018; 

Siteur et al., 2014), el efecto de dominios crecientes (Crampin et al., 2002, 2002; 

Dolnik et al., 2022; Klika & Gaffney, 2017; Konow et al., 2019; Madzvamuse et al., 

2010; Neville et al., 2006; Varea et al., 1997), heterogeneidades espaciales 

(Gaffney et al., 2023; Krause et al., 2020; R.-Q. Liu et al., 2022; Van Gorder, 2021; 

T. Wong & Ward, 2021) o la combinación de los anteriores. Obviamente, estos 

ajustes agregan dificultades al análisis y obstaculizan el progreso, pero son campos 

en los que se continúa trabajando. 

Además de los factores anteriores, desde los trabajos de Henry y Wearne (2000, 

2002) ha crecido el interés por analizar la influencia de la difusión anómala en la 

formación de patrones de Turing. Como se señaló anteriormente, la modelación de 

la difusión anómala se realiza principalmente mediante CTRW o equivalencias de 

estas en derivadas fraccionarias una vez que logran capturar los efectos de no 

localidad y memoria. Esto abre diferentes líneas de discusión ya que en la literatura 

 
2 Movimiento de una célula u organismo en una dirección particular en respuesta a un estímulo externo. 
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se pueden encontrar múltiples formulaciones de operadores fraccionarios, 

destacando entre los más utilizados el de Riemann–Liouville, Caputo, Grünwald-

Letnikov y Weyl, pero con más propuestas (de Oliveira & Tenreiro Machado, 2014; 

Sales Teodoro et al., 2019; Valério et al., 2022).  

Una discusión constante en este campo está orientada a los criterios que estos 

operadores deben cumplir para ser considerados como derivadas fraccionarias 

(Duarte Ortigueira & Tenreiro Machado, 2019; Hilfer & Luchko, 2019; Ortigueira & 

Tenreiro Machado, 2015; Tarasov, 2018) y hasta la fecha el aspecto de la 

interpretación física sigue abierto (Heymans & Podlubny, 2006; Molz et al., 2002; 

Nigmatullin, 1992; Podlubny, 2001; Tarasov, 2016, 2017; Tenreiro Machado, 2009; 

Zhao & Luo, 2017). Quizás lo más importante es el uso de estos operadores a partir 

de la derivación de principios fundamentales, ya que se ha encontrado que la 

adición de un término reactivo de forma directa puede conducir a errores físicos 

(Henry et al., 2006). Otros enfoques para la modelación de la difusión anómala 

incluyen el de derivadas fractales (W. Chen, Sun, et al., 2010; X. Zhang et al., 2021), 

o como en este trabajo un modelo efectivo con una dependencia espacial de la 

difusión acorde a una ley de potencia. No obstante, la verificación experimental de 

cuál alternativa de las mencionadas es la más adecuada sigue siendo desconocido. 

Uno de los aspectos relevantes detectados en este trabajo fue el fenómeno de 

multiestabilidad. Hasta la fecha, los métodos para el diagnóstico de multiestabilidad 

mediante la búsqueda de atractores coexistentes en un sistema dinámico no se han 

desarrollado bien, lo que deja un gran margen de exploración, siendo de manera 

general un fenómeno difícil de predecir teóricamente (C. Li et al., 2017). Por 

ejemplo, recientemente se ha demostrado que la multiestabilidad está relacionada 

con la aparición de atractores impredecibles, denominados atractores ocultos 

(Chang et al., 2019; Nazarimehr et al., 2017; Sharma et al., 2015). En estos, las 

cuencas de atracción no contienen puntos fijos inestables (si existieran) y están 

situadas lejos de dichos puntos. Por ello, la localización numérica de los atractores 

ocultos no es sencilla ya que no hay procesos transitorios que conduzcan a ellos 

desde las proximidades de puntos fijos inestables y es necesario utilizar 

procedimientos analítico-numéricos especiales (Dudkowski et al., 2016). En la 
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literatura se puede observar que este tipo de atractores es común en sistemas de 

alta dimensionalidad e igualmente en sistemas analizados con derivadas 

fraccionarias (Z. A. Khan et al., 2022; C. Li & Sprott, 2014; T. Liu et al., 2021; H. 

Wang et al., 2021), condiciones típicas en el análisis de la formación de patrones de 

Turing.  

Resultan llamativas además las limitaciones del análisis de estabilidad lineal para 

casos extremos de difusión anómala. En la Figura 10 de este trabajo se puede ver 

que la relación de dispersión no predice la formación de patrones para superdifusión 

marcada y extrema tales como 𝜆 = −1.2 o 𝜆 = −1.95, pero en estos sí se estabilizan 

los patrones. Al respecto Grifò (2023) señala que el poder predictivo de la relación 

de dispersión puede verse limitado en diferentes casos como por ejemplo cuando 

el sistema exhibe patrones oscilatorios o no estacionarios. En este sentido, es 

conveniente precisar que la relación de dispersión es el resultado de aplicar la teoría 

lineal para predecir un sistema no lineal, por lo que pueden ocurrir fallas, siendo el 

desarrollo de herramientas matemáticas más potentes un aspecto muy deseado. 

Como se señaló en la revisión bibliográfica, en los sistemas de reacción-difusión se 

intenta predecir los patrones finales, pero no se analiza el comportamiento 

transitorio en las soluciones, lo que es una limitación (Hernandez-Aristizabal et al., 

2021). Aunque específicamente en este trabajo no se aplicó, sería conveniente 

utilizar el análisis débilmente no lineal para estudiar la selección de patrones. Sobre 

esto Song et al., (2018) señalan que en el modelo BVAM el término 𝑟1 no suprime 

del todo los patrones tipo manchas, y en la medida que el valor del parámetro 𝑟2 

aumenta los patrones de manchas se vuelven los más estables. Finalmente, en este 

trabajo se analizó la inestabilidad tipo Turing, pero es igualmente interesante 

estudiar las bifurcaciones tipo Hopf y tipo Turing-Hopf de acuerdo con las 

condiciones establecidas en la Tabla 1. Específicamente, el estudio del tipo Turing-

Hopf es muy relevante pues aunque se señaló en la Ecuación (11) que para que el 

sistema de reacción-difusión sea estable en ausencia de difusión se requiere que 

𝑡𝑟(A∗) < 0, se ha demostrado que esta condición no es tan restrictiva considerando 

que se está razonablemente cerca del punto de codimensión dos (Ricard & Mischler, 

2009). 
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CONCLUSIONES 

En esta investigación se analizaron los formalismos matemáticos para el análisis de 

la inestabilidad tipo Turing y la difusión anómala, encontrándose que desde una 

perspectiva física la subdifusión impone mayores retos que la difusión normal y la 

superdifusión debido a su naturaleza no Markoviana y a los efectos de memoria 

asociados con ella. Se identificó que para incluir la difusión anómala en los modelos 

que generan patrones de Turing se utilizan tres enfoques diferentes: 1) mediante 

procesos estocásticos con reglas en los tiempos de espera y la longitud entre saltos 

de las partículas, 2) mediante operadores fraccionarios y 3) introduciendo una 

dependencia espacial en los coeficientes de difusión de acuerdo con una ley de 

potencia. En este trabajo se utilizó el tercer enfoque, lo que condujo a modelos del 

tipo ecuaciones diferenciales parciales no lineales acopladas.  

Como la inclusión de condiciones de frontera no homogéneas en sistemas de 

ecuaciones diferenciales parciales de tipo reacción-difusión ocasiona que no se 

puedan obtener soluciones analíticas directas, se adoptó un enfoque numérico. De 

esta manera, el estudio de la formación de patrones de Turing bajo diferentes 

regímenes de difusión permitió revelar el efecto de las condiciones de frontera en 

sus simetrías y estructuras emergentes, encontrándose como principales 

resultados: 

1. La detección de multiestabilidad en el modelo BVAM introduce una 

complejidad adicional en el análisis. Esta puede estar dada por diversos 

factores como: la dependencia de las condiciones iniciales y parámetros, y 

espacios de fase de alta dimensión donde múltiples variables interactúan 

entre sí de formas no lineales dificultando la predictibilidad y el control del 

sistema.  

2. La condición de frontera de Dirichlet impone cierto grado de simetría en el 

sistema, hasta llegar al punto donde el sistema tiende a volverse invariante 

ante rotaciones reflejando así la misma simetría que la condición de frontera. 

Esto solo sucede cuando se supera un cierto valor crítico de concentración 

en la frontera, el que parece hacerse mayor en el caso de la superdifusión 

comparando con los casos de difusión normal y regímenes subdifusivos. 
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3. En las condiciones de frontera mixtas analizadas, el activador tiene la 

tendencia de sentirse atraído hacia las fronteras cuando se imponen en estas 

concentraciones cada vez mayores de los morfógenos. Al igual que en la 

condición de Dirichlet, este efecto se incrementa cuando se supera un valor 

crítico de concentración en la frontera. Se puede comprobar también que 

superado ese umbral se puede imponer determinado grado de simetría en el 

sistema por lo que una aplicación potencial de este fenómeno puede ser la 

orientación de los patrones. 

4. El análisis de estabilidad lineal es una herramienta adecuada para el estudio 

de la formación de patrones de Turing; sin embargo, al intentar predecir 

sistemas altamente no lineales mediante la teoría lineal pueden existir 

limitaciones. En este trabajo se obtuvo que la relación de dispersión puede 

ser inexacta en sistemas con superdifusión extrema. 
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RECOMENDACIONES 

▪ Estudiar la influencia de diversos fenómenos como: mecanismos de taxis, 

difusión cruzada, expresión retardada de características, influencia del ruido 

o estocasticidad y dominios crecientes, así como sus combinaciones, en el 

modelo utilizado bajo diversos regímenes de difusión anómala. 

▪ Analizar los patrones de Turing que se generan si los exponentes de difusión 

anómalos (𝜆) son diferentes para el activador y el inhibidor. 

▪ Analizar los efectos de las condiciones de fronteras detectados en este 

trabajo con el enfoque de operadores fraccionarios espaciales y temporales 

para la modelación de la difusión anómala. 

▪ Analizar el efecto del dominio creciente en la formación de patrones 

estacionarios u oscilantes bajo regímenes de difusión anómala. 
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ANEXOS 

Anexo 1. Resumen de modelos clásicos usados para estudiar los patrones de 

Turing.  

Nombre del 

modelo 

Ecuaciones cinéticas 

adimensionalizadas 
Puntos fijos 

Brusselator 
( ) ( )
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Construido a partir de Méndez et al., (2010). 
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Anexo 2. Ejemplos de diferentes tipos de difusión y su tratamiento matemático.  

Régimen Caso Ejemplos  Tratamiento matemático 

Normal 

 
Difusión 

La mayoría de los 

sistemas físicos, 

químicos y biológicos 

Caminatas aleatorias→ 

CLT→Ley de Fick 

Anómalo 

 

Subdifusión 

1   

Sólidos desordenados 

Medios porosos 

Tejidos biológicos 

Transporte a través de 

las membranas 

celulares 

CTRW→ 

Distribuciones de tiempo de 

espera de ley de 

potencias→ 

Ley de Fick con efectos de 

memoria 

Anómalo 

 

Superdifusión 

1   

Física del plasma 

Dinámica caótica 

Turbulencia 

Transporte en 

polímeros 

Epidemias y forrajeo 

CTRW+Vuelos de Lévy 

→ CLT generalizado 

→ ley de Fick no local 

Caminatas aleatorias y 

caminatas de Lévy 

correlacionadas  

Tomado de Hernández et al. (2009). 
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GLOSARIO 

A Matriz Jacobiana. 

𝐴 Término de amplitud en las condiciones de frontera mixtas. 

𝑡𝑟(A) Traza de la matriz Jacobiana. 

|A| Determinante de la matriz Jacobiana. 

C Vector de concentraciones. 

𝑪∗ Punto fijo 

𝑑 Número de dimensiones.  

𝐷 
Razón entre los coeficientes de difusión del activador y el inhibidor en el 
modelo BVAM. 

D 
Matriz cuadrada diagonal de orden 𝑁, o sea 𝑜𝑟𝑑(D) = 𝑁, cuyos 

elementos 𝐷𝑖𝑖 = 𝐷𝑗 ∶ 𝑖 = 1,2,3…𝑁 y 𝑗 = 1,2,3…𝑁 . 

𝐷𝑗 Coeficiente de difusión del morfógeno 𝑗. 

M Matriz de constantes 

𝑁 Número de morfógenos. 

R Vector de reacciones químicas. 

𝑓 
Valor de las concentraciones de los morfógenos en la condición de 
frontera tipo Dirichlet 

𝑓(𝑢, 𝑣)

𝑔(𝑢, 𝑣)
 Ecuaciones cinéticas. 

𝑓𝑢
∗ 𝑓𝑣

∗

𝑔𝑢
∗ 𝑔𝑣

∗ Derivadas de las ecuaciones cinéticas evaluadas en el punto fijo. 

I Matriz identidad de dimensión N . 

𝐾𝛼 
Coeficiente de difusión generalizado, expresado típicamente en 
𝑐𝑚2(𝑠𝛼)−1. 

𝑘 Número de onda. 

n Vector normal a la superficie. 

r Vector de posición. 

𝑟1 Amplitud del término cúbico en el modelo BVAM. 

𝑟2 Amplitud del término cuadrático en el modelo BVAM. 

𝑟𝑑 Radio del disco. 

𝑡 Tiempo. 

𝑡𝑓 Tiempo final de simulación. 

𝑢, 𝑣 Activador o inhibidor respectivamente. 

  

Letras griegas 

𝛼 
▪ Exponente de difusión anómala en el desplazamiento cuadrático 

medio. 
▪ Constante positiva en el modelo BVAM. 

𝛽 Constante en el modelo BVAM. 

𝛿 Parámetro de escala en el modelo BVAM. 

𝜃 Ángulo impuesto en la condición de frontera mixta II. 
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𝜆 Exponente anómalo en el modelo efectivo utilizado. 

𝜇 Parámetro de bifurcación genérico. 

σ Valores propios de la matriz Jacobiana. 

σ(𝑘) Relación de dispersión. 

𝜙 Perturbación alrededor del estado estable. 

𝜔 Frecuencia angular en la condición de frontera II. 

Ω Dominio del sistema. 

Operadores 

∇ Gradiente. 

∇2 Laplaciano. 

∇𝜆
2 Laplaciano anómalo. 

Símbolos 

ℜ Parte real. 

ℑ Parte imaginaria. 

 


