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Resumen

La presente tesis de maestria aborda tres aspectos fundamentales de la fisica moderna y explora
como las redes neuronales artificiales pueden contribuir a su resoluciéon. En primer lugar, se
emplean técnicas de aprendizaje no supervisado para encontrar soluciones a ecuaciones diferenciales
unidimensionales con condiciones de frontera preestablecidas. Especificamente, se investiga el
comportamiento de flexiéon bajo compresién axial de una barra eléstica. En segundo lugar, se
aplican técnicas de aprendizaje supervisado para ensefiar a una red neuronal a estimar los
coeficientes de transporte de una particula cuantica que se desplaza entre pozos y barreras.
Esta aproximacién supervisada permite obtener predicciones precisas sobre el transporte de la
particula. En tercer lugar, se intenta utilizar el aprendizaje supervisado para abordar el desafiante
problema inverso de encontrar un Hamiltoniano correspondiente a un espectro de eigenvalores
dado. Aunque se implementaron diversas estrategias supervisadas, los resultados obtenidos fueron
limitados en este caso particular. En los dos primeros escenarios de estudio, se emplea el método
de los elementos finitos como un mecanismo de validacién para comparar los resultados obtenidos
mediante el uso de redes neuronales artificiales. Sin embargo, en el ultimo caso, debido a la
complejidad del problema, se enfrentaron dificultades significativas para encontrar una solucion
satisfactoria utilizando el enfoque de aprendizaje supervisado. A través de la utilizacién de técnicas
de aprendizaje supervisado y no supervisado, se logran avances significativos en la resoluciéon
de problemas de ecuaciones diferenciales, transporte de particulas cuanticas y el desafio del
problema inverso. Estos resultados contribuyen al crecimiento y desarrollo de la fisica tedrica y
computacional.
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Capitulo 1

Introduccion

Las redes neuronales artificiales (ANNs) surgieron en 1943 con el modelo pionero de neuronas
simplificadas propuesto por McCulloh y Pitts, disenado para emular la funcién de las neuronas
biolégicas [1]. Sin embargo, el entusiasmo inicial sobre estos modelos se vio mermado con la
publicacién del libro "Perceptrons"de Minsky y Papert en 1969, que destacaba las limitaciones
inherentes a los perceptrones. Este analisis critico llevo a un redireccionamiento significativo de los
fondos destinados a la investigacion en esta area, provocando que muchos cientificos abandonaran
el campo. Sin embargo, destacados investigadores como Teuvo Kohonen, Stephen Grossberg,
James Anderson y Kunihiko Fukushima, perseveraron.

El resurgimiento en el interés por las ANNs lleg6 en la década de 1980, impulsado en gran medida
por avances teoricos, siendo el algoritmo de retropropagacion uno de los mas significativos, y
también por el aumento exponencial en la capacidad de procesamiento de computadoras. Esta
renovacion se evidencid en el incremento de proyectos financiados, la proliferacién de conferencias,
congresos y publicaciones en el ambito del aprendizaje automéatico. Hoy en dia, es comiin encontrar
grupos de investigacion dedicados a las redes neuronales en universidades alrededor del mundo,
en diversos departamentos, desde psicologia y fisica hasta ciencias computacionales y biologia.
En esencia, las redes neuronales artificiales se describen mejor como modelos computacionales
caracterizados por su capacidad para aprender, generalizar, agrupar y organizar datos, y su
funcionamiento se basa en el procesamiento en paralelo. Si bien estas capacidades no son exclusivas
de las ANNs y también se pueden observar en modelos computacionales tradicionales, una cuestion
clave es si las ANNs ofrecen ventajas sobre los enfoques convencionales para ciertas tareas. Hasta
el momento, esta pregunta sigue siendo objeto de debate y estudio.

En las ultimas décadas, con el auge de los datos masivos (big data) [2] y el aumento en la
capacidad de procesamiento de las computadoras, especialmente con el desarrollo de unidades
de procesamiento grafico (GPUs) [3], las redes neuronales han emergido como una herramienta
fundamental en una amplia gama de aplicaciones. Estas estructuras, que alguna vez fueron
relegadas debido a sus limitaciones y desafios en términos de entrenamiento, ahora alimentan
algunos de los avances mas impresionantes en campos como el reconocimiento de imégenes [4],
procesamiento del lenguaje natural [5], medicina [6] y conduccién auténoma [7], por nombrar
solo algunos. Asimismo, la popularizaciéon y democratizacion de herramientas y plataformas de
aprendizaje profundo, como TensorFlow [8] y PyTorch [9], han facilitado la implementacion y
experimentacién, convirtiendo a las redes neuronales en una piedra angular de la inteligencia
artificial moderna. A medida que nos adentramos en esta nueva era de la informética, las
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1. INTRODUCCION

redes neuronales continuardn desempenando un papel crucial, abriendo caminos para soluciones
innovadoras y redefiniendo lo que las maquinas pueden lograr.

Las redes neuronales han encontrado una aplicaciéon revolucionaria en la fisica moderna, un
campo que tradicionalmente dependia de ecuaciones deterministicas y modelos computacionales
intensivos. Con la creciente complejidad de los problemas en fisica, desde la exploracion de
materiales cuanticos hasta la predicciéon de fenémenos complejos en la fisica de fluidos, las redes
neuronales ofrecen herramientas que pueden aprender patrones y representar funciones no triviales
sin requerir un modelo explicito. Un ejemplo notorio es el uso de redes neuronales para simular
sistemas cuanticos y calcular funciones de onda en la mecanica cuantica [10]. Asimismo, en la
fisica estadistica, las redes neuronales han mostrado su potencial en la identificacién de fases
y transiciones de fase en sistemas magnéticos [11]. Otro ambito fascinante es el uso de estas
herramientas en la deteccion y clasificacion de eventos en experimentos de fisica de particulas,
como en los detectores del Gran Colisionador de Hadrones [12]. La capacidad de las redes
neuronales para modelar relaciones complejas ha abierto nuevos paradigmas en la simulacion y
prediccién en fisica. Estas técnicas, impulsadas por la disponibilidad de grandes conjuntos de
datos y avances en potencia computacional, estan llevando a la comunidad fisica a reexaminar
métodos tradicionales y a adoptar enfoques basados en aprendizaje automatico. Si bien todavia
estamos en las primeras etapas de esta integracion, la promesa de las redes neuronales en la fisica
moderna es evidente y es probable que su influencia crezca en las proximas décadas.

En esta tesis de maestria estudiamos tres problemas de fisica moderna a través de redes neuronales.
El primero corresponde al campo de la elasticidad, resolviendo ecuaciénes diferenciales para las
flexiones de una viga. El segundo, corresponde al campo de la conducciéon de particular cuanticas
a traves de barreras y el ultimo, corresponde a un problema muy general de intentar obtener
un posible Hamiltoniano a primeros vecinos a partir de su espectro, también llamado problema
inverso.

En el capitulo 2 de esta tesis, damos una introduccién general al aprendizaje automatico de
las redes neuronales. Revisaremos conceptos como Aprendizaje Supervisado y No Supervisado,
Algoritmo de Backpropagation (Retropropagacion) y Diferenciacion Automaética. En el capitulo 3,
introducimos un tipo de red neuronal llamada: red neuronal asistida por la fisica (Physics-Informed
Neural Networks, PINNs). Que son un tipo de red neuronal disefiada para resolver problemas
que involucran ecuaciones diferenciales basadas en principios fisicos. Estas redes incorporan
conocimiento a priori sobre el problema a través de las leyes fisicas subyacentes, y su disefio las
distingue de las redes neuronales tradicionales [13]. Las PINNs han demostrado recientemente ser
un enfoque innovador que combina el aprendizaje automatico con la fisica tedrica para resolver
problemas ttiles en campos tan diversos como la mecéanica de fluidos [14], la termodinamica [15]
y otros dominios donde las ecuaciones diferenciales juegan un papel central [16].

En el capitulo 4, se abordan tres aspectos fundamentales de la fisica moderna y se explora cémo
las redes neuronales pueden contribuir a su resolucion: (1) se emplean técnicas de aprendizaje
no supervisado para encontrar soluciones a ecuaciones diferenciales unidimensionales con condi-
ciones de frontera prestablecidas. En particular, se investiga el comportamiento de flexiéon bajo
comprension axial de una barra elastica. (2) Se aplican técnicas de aprendizaje supervisado para
ensenar a una red neuronal a estimar los coeficientes de transporte de una particula cuéntica que
se desplaza entre pozos y barreras y (3) se realiza un estudio, a través del aprendizaje supervisado,
para abordar el problema inverso de encontrar una Hamiltoniano a partir de un espectro de
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eigenvalores. Por tltimo, en el capitulo 5, se discuten los resultados y conclusiones de este trabajo.

Si bien las redes neuronales artificiales no son la solucién a todos los problemas, puesto que
existen soluciones convencionales (fuera de las ANNs) que son muy poderosas; realizar una mezcla
hibrida entre los diferentes métodos provee un paradigma completamente nuevo y més fuerte
en la solucion de problemas complejos y computacionalmente costosos [17]. Las ANNs se han
utilizado exitosamente para resolver problemas tales como visién artificial, procesamiento de
lenguaje natural y la teoria de juegos, por mencionar algunos. Su uso se ha incrementado para
resolver problemas como las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, por su capacidad para
atender no linealidades, tales como lo son la transferencia de calor por convecciéon. Es asi como
las PINNs han emergido recientemente como todo un nuevo paradigma de computo cientifico.
Las ANNSs en conjunto con los métodos tradicionales sugieren ser un método prometedor para la
construccion de modelos con predicciones muy réapidas de sistemas dinamicos [16].







Capitulo 2

Redes Neuronales Artificiales

Las redes neuronales artificiales (ANNs, por sus siglas en inglés) son estructuras compuestas de
densas capas de elementos adaptativos de procesamiento simples, llamadas neuronas o nodos,
con las cuales es posible ejecutar tareas computacionales masivas paralelamente. Aunque las
ANNs son drasticas abstracciones de las neuronas biologicas, la idea general de éstas no es
reproducir el funcionamiento del cerebro, sino utilizar lo que sabemos del funcionamiento del
cerebro para resolver problemas complejos. Las caracteristicas principales que vuelven a las ANNs
tan atractivas para la resolucion de problemas incluyen: no linealidad, insensibilidad al ruido,
paralelizaciéon de procesamiento, aprendizaje, adaptacion y generalizacion [17, 18].

Aunque las ANNs son empiricas por naturaleza, tienen la capacidad de brindar soluciéon para
problemas definidos de forma precisa, asi como para problemas ambiguos que tienen multiples
soluciones. Las distintas aplicaciones de las ANNs van desde el diagnéstico y detecciéon de fallas de
celdas fotovoltaicas [19], ciencias forenses [20, 21|, deteccion de fraude en transacciones crediticias
[22], medicina [23], entre otras. Una buena introduccion al estado del arte en aplicaciones de redes
neuronales artificiales se encuentra en [24].

Existen modernos programas que pueden resolver problemas numeéricos y simbélicos a una increible
velocidad, pero se encuentran muy lejos del desempefio del cerebro humano para realizar tareas
perceptivas tales como el reconocimiento de imégenes y lenguaje. Mientras que las computadoras
requieren informacion precisa de entrada y seguir un conjunto de instrucciones secuenciales, el
cerebro humano resuelve las tareas de forma distribuida y paralela, a lo largo de la corteza cerebral.
Aunque se estima que los amplificadores operacionales y las compuertas ldgicas pueden realizar
operaciones varios 6rdenes de magnitud mas rapido que las neuronas, se ha observado que las
neuronas requieren un nimero considerablemente menor de operaciones al resolver un problema
[18, 25]. Si la misma técnica de procesamiento de las neuronas pudiera ser implementado en
amplificadores operaciones o compuertas logicas, se podrian construir méquinas relativamente
baratas y pequenas para procesar informacién, al menos como la que procesa el cerebro.

Por lo tanto, existen fuertes razones para creer en la viabilidad de crear sistemas que procesen
la informacién utilizando los mismos principios que aquellos de las redes neuronales biolégicas
[26]. A tales sistemas se les conoce como redes neuronales artificiales, modelos conezionistas o
COMeTLoNLSmo.

Las redes neuronales artificiales (ANNs) son algoritmos basados en la funciéon cerebral y que
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2. REDES NEURONALES ARTIFICIALES

Dendritas
(Receptares)

Soma
(cuerpo celular)

Axdn
(transmisor)

Fig. 2.1: Esquema de una neurona biolégica. Se muestra el soma, de color amarillo, el axén que funge como transmisor
y las dendritas que son los receptores de informaciéon de la neuorona.

son utilizados para modelar problemas complejos y para realizar predicciones. El término ’redes
neuronales’ proviene entonces de la intenciéon de simular el sistema neuronal biologico de forma
artificial [27].

Las ANNs estan inspiradas en la arquitectura de las neuronas en la corteza cerebral. El cerebro
humano estd compuesto por un gran nimero de neuronas interconectadas. Cada neurona es una
celda que realiza una simple tarea, la cual consiste en dar respuesta a una senal de entrada,
sin embargo, cuando consideramos una red de neuronas interconectadas, pueden realizar tareas
complejas, tales como reconocimiento de voz, imégenes y texto con una increible velocidad y
precision. Para el reconocimiento de un rostro, el cerebro tarda alrededor de unos cuantos cientos
de milisegundos, mientras que una neurona tarda alrededor de unos milisegundos en procesar
informacién. Esto indica que al cerebro humano le toma solo unos cientos de pasos realizar
una tarea de esta naturaleza, en contraste con las miles de iteraciones que una computadora
necesita para la misma tarea. El procesamiento tan corto en el cerebro implica que la informacién
transmitida entre las neuronas debe ser realmente pequena. A diferencia de los algoritmos de
procesamiento tradicionales, no toda la informacion es transmitida entre una neurona y otra, sino
s6lo una pequena parte.

2.1. Neurona biologica

Una neurona estd compuesta de un gran cuerpo celular, llamado soma, y de fibras nerviosas:
una prolongacion alargada denominada axén (transmisor) para enviar impulsos y habitualmente
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2.2 Neurona artificial

muchas ramificaciones denominadas dendritas (receptores) para recibirlos. La Figura 2.1 muestra
el esquema de una neurona biologica. La conexion entre el final de una neurona (axon) y las
dendritas de las neuronas de alrededor es llamada sinapsis, la cual es la unidad de comunicacién
entre dos neuronas. Senales electroquimicas se transmiten a través de la sinapsis. Cuando la senial
total que recibe una senal supera el umbral de ésta, hace que la neurona ’se encienda’, es decir,
que envie seniales a las neuronas de su alrededor.

2.2. Neurona artificial

Inspirado en lo que sabemos de la neurona biol6gica consideremos, a continuacion, el modelo més
simple para una neurona artificial. Consideremos la funcién base como:

n;
u = T+ij1:j (2.1)
j=1

donde T es el umbral, los w; son los pesos (sinépticos), u es la funcion base, z; son las entradas
vy n; la dimensiéon de la entrada.

La salida de una neurona artificial estd dada por:

y=f) = T+ ). (22)
j=1

donde f(z) es una funciéon (de activacion)! no lineal. Las funciones escalon:

ﬂ@:{a siz <0 23)

1, siz >0,

signo:

-1, siz<0
T) = ’ 2.4
(@) {L si x>0, (24)
y la funcién exponencial:
B 1
flz) = FpperE >0 (2.5)

!Una funcién de activacion debe satisfacer ser acotada y diferenciable.
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o Bias (umbral)

Funcidn de activacion

Entradas

Salida

Suma de entradas pesadas

Fig. 2.2: Esquema de una neurona artificial.

son algunos ejemplos de funciones de activacién.

2.3. Descripcion general de una red neuronal artificial

Una ANN estd modelada en semejanza a las redes neuronales biologicas. De igual forma que en la
red neuronal biologica, una ANN es una interconexion de nodos, andlogos a las neuronas. Cada
ANN tiene tres componentes principales: la caracterizacién de nodos, la topologia de la red y las
reglas de aprendizaje. El primero, determina como seran procesadas las senales por los nodos,
tales como definir el ntmero de entradas y salidas en un nodo, los pesos asociados a cada entrada
y salida, asi como la funcién de activaciéon. La topologia de la red determina la forma en que los
nodos estan acomodados en la red. Finalmente, las reglas de aprendizaje determinan cémo se
inician y ajustan los pesos. A continuacién se describen brevemente los tres componentes.

2.3.1. Caracterizacion del nodo

El modelo mas simple para un nodo (neurona artificial) se muestra en la Figura 2.2. Cada nodo
recibe multiples entradas de otros nodos que tienen pesos asociados, analogo a la sinapsis. Cuando
la suma de las entradas bajo sus pesos supera el umbral del nodo, se activa y pasa una senal a los
nodos siguientes. Este proceso se puede expresar matematicamente como:

y=17r (ZZ: w;T; + T> (2.6)
1=0

donde w; son los pesos correspondientes a cada entrada x;, T es el valor del umbral de la neurona,
f es la funcién de activacion y y es la salida de la neurona hacia las neuronas vecinas.
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2.3 Descripcion general de una red neuronal artificial

1'0:8 11:12 1'2:]_2 1'3:12 1'4:8 1'5:]_

Fig. 2.3: Ilustracion de la topologia general de una red. En el ejemplo, se considera una red con 8 neuronas de entradas,
3 capas ocultas (de 12 neuronas cada una), una cuarta capa con 8 neuronas y finalmente una capa de salida con una
dnica neurona. Los puntos rojos corresponden a las neuronas.

2.3.2. Topologia de la red

En la arquitectura general de una ANN, los nodos estan organizados en forma de arreglos lineales,
llamados capas. Una ilustracién de un ejemplo de red neuronal se muestra en la Figura 2.3
Regularmente, una ANN se estructura de una capa de entrada, una capa de salida y capas ocultas.
No existe un nimero determinado para las capas ocultas, una ANN puede contener varias capas
ocultas, aunque puede no tener ninguna. El disefio de una red neuronal (para un problema en
especifico) consiste en determinar el nimero de nodos en cada capa, el nimero de capas en la
red, y la forma de las conexiones entre las redes. Usualmente, estos parametros son elegidos por
intuicion y optimizados a lo largo de una sucesion de experimentos [28]. Existen también algunos
métodos racionales para la eleccion de los parametros, Concretamente en [29] hacen uso de un
algoritmo genético en modelos QSAR [30].

2.3.3. Reglas de aprendizaje

La ANN considera reglas de aprendizaje para entrenar la red. Durante el entrenamiento, los
pesos son ajustados a los valores que mejor modelan la tarea encomendada. El aprendizaje puede
considerarse en dos grandes categorias: aprendizaje supervisado y aprendizaje no-supervisado.
En el primero, un conjunto de entrenamiento esta dado, este conjunto contiene pares de valores
de entrada y salida. En el entrenamiento, los pesos de la red son ajustados de forma que se
minimice el error de los valores de salida de la red y los valores de salida correctos. El conjunto
de entrenamiento debe ser una muestra representativa del problema en cuestion. Si el conjunto
no cumple esta regla, no se puede producir un modelo confiable que generalice a los datos. Para
las redes que consisten en este tipo de aprendizaje, la red debe ser entrenada primero. Cuando
la red produzca los valores deseadas de salida, ésta puede ponerse en funcionamiento. De forma
opuesta, en el aprendizaje no-supervisado la ANN no utiliza los valores de salida de un conjunto
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de aprendizaje, sino que ésta intenta descubrir la tendencia y/o patron de los datos en cuestion.
Diferentes tipos de redes, requiren distintas reglas de aprendizaje.

Histéricamente, el aprendizaje Hebbiano es la regla de entrenamiento mas vieja y una de las
maés utilizadas atn en nuestros dias [18|. Durante el afo 1961, Donald Hebb propuso un modelo
de aprendizaje en el que el valor del umbral de la neurona crezca siempre y cuando, tanto la
neurona anterior como la siguiente se activen simultanéamente. De esta manera, las conexiones
més usadas son las que més peso tienen, de cierta forma, simulando la forma en que se comporta
el cerebro humano, a través de la repeticién.

Decimos que una red neuronal que utiliza el aprendizaje hebbiano incrementa los pesos de las
neuronas en la red considerando los niveles de excitacion de las neuronas inicial y final en la
conexion. De este modo, el aprendizaje de la red se realiza iterando el proceso sucesivamente
con los datos iniciales, sin considerar un valor objetivo o salida. Por esta razom, este tipo de
aprendizaje se considera no supervisado. Aquellas redes en las que se utilizan los valores de salida
u objetivos, son llamadas de aprendizaje supervisado. A continuacion se describen brevemente
cada uno de los tipos.

2.3.4. Aprendizaje supervisado

El aprendizaje supervisado, a diferencia de la regla hebbiana, considera un conjunto de pares de
datos: entradas y salidas. El modelo realiza su aprendizaje iterando la red sobre las entradas y
salidas, y midiendo el error entre la salida de la red y la salida de entrenamiento dada a la red.
Luego, utilizando la red y un conjunto de pares de prueba (estos deben ser distintos a los de
entrenamiento, es decir, deben ser datos no vistos por la red antes) se considera el mejor modelo
a aquel que minimiza el error entre la salida de la red y la salida del conjunto de prueba. El
objetivo principal es aprender una funcién de mapeo desde las entradas hasta las salidas. Una vez
que el algoritmo ha sido entrenado adecuadamente, puede predecir la salida para nuevas entradas
desconocidas.

Durante los anos 60, Rosenblatt trabajé en el desarrollo de modelos de aprendizaje supervisa-
do [31]. A este tipo de redes neuronales se le conoce como perceptron. Rosenblatt demostro
que un perceptrén de una sola red es capaz de aprender distintas funciones, de hecho cual-
quier funcién correspondiente a un problema linealmente separable.? Consideremos el modelo
mas simple para un perceptron, el modelo de neurona de McCulloch y Pitts. En este modelo,
consideramos un par de conjuntos (de entrenamiento) de datos, entradas y salidas, es decir,
Un = {(21,1), (22,y2), ..., (TN, yn)}. De este modo, en el par k, tenemos que en la entrada =,
la regla de actualizacion de los pesos w = [wp, w1, ..., w M]T se define como:

w(k+1) = w(k) + n(yx — o) Tk (2.7)

donde o, es la salida de la red y el pardmetro n es un valor entre 0 y 1, llamado tasa de aprendizaje,
y se utiliza para ajustar la velocidad en la convergencia de la red [25].

2Un problema linealmente separable es aquel en cuales las clases se pueden separar por un hiperplano.

10




2.4 Tipos de redes neuronales

2.3.5. Aprendizaje no supervisado

La principal caracteristica del aprendizaje no supervisado recae en que no utiliza pares de entradas
y salidas, sino tnicamente entradas. De forma concisa, decimos que una red neuronal encuentra
los patrones en los datos sin la necesidad de la intervenciéon humana.

En general, los algoritmos de aprendizaje no supervisado son utilizados para tres principales
actividades: clusterizacion, asociacion y reduccion de dimensionalidad. La clusterizacion (cluste-
ring) es una técnica de mineria de datos en la cual conjuntos de datos son clasificados segtin sus
similitudes y /o diferencias. Las reglas de asociacion son un método para descubrir relaciones entre
las variables de un conjunto de datos. Por ltimo, la reduccién de dimensionalidad es una técnica
(principalmente para manejar conjuntos de datos con alta dimensionalidad) en donde se reduce
el niimero de entradas a un nimero manejable preservando la integridad del conjunto de datos.
Ejemplos de algoritmos de reduccion de dimensionalidad son: a) PCA (Principal component
analysis), b) SVD (single value decomposition)|25, 32|.

2.4. Tipos de redes neuronales

2.4.1. Neurona de McCulloh y Pits (Perceptron)

Una neurona de McCulloch y Pitts (perceptron) es una neurona con funcion de activacion escalon
(Heaviside) de la forma:

d
reRY— H (Z wixT; + T) , (2.8)

i=1

donde d € N, H(x) es la funciéon de Heaviside, i.e, H(z) =0six <0, H(z) =1si x > 0. w; es
el peso asociado a la entrada z; y T es el umbral. La neurona de McCulloch y Pitts, recibe d
sefiales. Si estas senales multiplicadas por sus pesos son sumadas y superan el umbral, entonces
la senal ’se enciende’ y regresa un 1. En otro caso, la neurona permanece inactiva.

Una ANN se construye a partir de la conexién de multiples neuronas juntas en el sentido de que la
salida de una neurona forme una entrada para las siguientes. Un modelo simple para una red con
dichas caracteristicas es el perceptron multicapa. Este modelo fue diseiado por Rossenblatt|31].

2.4.2. Perceptréon multicapa (MLP)

Definiciéon 2.4.1 Sea d,L € N,L > 2 y p: R — R. Entonces un perceptron multicapa (MLP)
con entrada d — dimensional, L capas (una de entrada, una de salida y L — 2 capas ocultas) con
funciones de activacion p; es una funcion F que se puede escribir como:
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5> F(2) = pr(Tu(pr(To 1 (1 (Ti(2))--)))), (2.9)

donde Tyz) = Az + by, y (ApE, e RNNi1 € RM con Ny €N, Ng=d yl=1,2,..., L.
Ademds p; : R — R.

Las neuronas en el modelo MLP corresponden a una aplicaciéon p; : R — R aunque, en contraste,
con la neurona de McCulloch y Pitts, p; es una funcién de activacion arbitraria. En la Figura 2.3
se muestra el esquema de una MLP. Se debe tener en cuenta que la MLP, no permite conexiones
aleatorias entre las neuronas, sino entre aquellas que forman parte de capas adyacentes, y
tnicamente de las capas inferiores a las superiores (en el sentido de la capa de entrada hacia la de
salida). Mientras que las MLP y sus variaciones son, probablemente, el tipo de redes neuronales
més utilizado en la practica. Su arquitectura y mecanismos de aprendizaje son muy diferentes a
las redes neuronales biologicas.

2.5. Funcionamiento de un perceptrén

Consideremos el problema de encontrar los coeficientes de una relaciéon conocida: la transformacion
de temperatura de grados celsius (C) a farenheit (F). Como sabemos esta relacion viene dada
como F'=18 x C + 32.

Considerando una tinica neurona artificial, la salida de ésta viene dada como

Sp = w’f x C + w'ﬁ , por lo que el aprendizaje de la neurona en este problema consiste en entrenar
los parametros wlf y w§ de forma que ajusten mejor la transformacion de grados celsius a farenheit.
si. es el valor de salida de la red para la iteracion k.

Utilizando el lenguaje de programacion Python, se realiza la construccién de una neurona artificial
desde cero. Primero, construimos los pares de datos para el ejercicio. Para la temperatura en grados
celsius se crean 20 elementos (de nimeros enteros) en el rango [0, 30], para su correspondiente
temperatura en farenheit, realizamos la transformacion conocida F = 1.8 x C + 32. Utilizando
estos pares de datos, entrenaremos a la neurona para determinar dichos valores.

Dado que para este ejercicio, tenemos un procesamiento del tipo supervisado, tenemos las siguientes
reglas de actualizacion de los pesos (considerando un « dado como tasa de aprendizaje) de la red:

wh = w4 a x (ty — o) x (2.10)
wh = wh™ +a x (ty —op) (2.11)

Ademas, se inicializan los valores wi = 1y w} = 1. Se realizan hasta un maximo de 25k iteraciones
(éstas se realizan aleatoriamente sobre los 20 pares de datos, celsius y farenheit).

Un fragmento del codigo utilizado se muestra a continuacion:
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Snippet 2.1: Transformacién Celsius-Farenheit

#Loading libraries meeded
import numpy as np

import pandas as pd

import random

import matplotlib.pyplot as plt

#Data creation
¢ = np.random.randint (0,30, size=20)

f = [1.8+element + 32 for element in c]

#Simple meuron code

wl =1
w2 = 1
alp = 5e—3
i=20

W1, W2 E,Index = [],][],[],]]

while i < 2.5e4:
j = random.randint (0,len(c)—1)
s = wlxc[j] + w2

wl = wl + alpx(f[j]—s)xc[]]
w2 = w2 + alpx(f[j]—s)

W1. append (wl
W2. append (w2
E.append (abs
Index .append

)
)
(tlil=s))
(i)

i4=1

El aprendizaje de la neurona artificial ocurre apenas a los 0.2 s, considerando las 25k iteraciones.
A continuacién se muestran dos graficas que consisten con el aprendizaje de los parametros wy
(Figura 2.4) y wy (Figura 2.5) en funcion del namero de iteraciones. Los resultados del aprendizaje
dan como valores w; = 1.8000000000000522 y wo = 31.999999999999545, que dan como resultado
una transformacion con una tolerancia de error menor a 10713,
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Entrenamiento del parametro w}
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2.6 Funcionamiento de un MLP

Arquitectura de MLP 1-5-1

Capa de salida

Capa oculta 1

Capa de entrada

Fig. 2.6: Esquema de una red neuronal artificial (MLP) con una configuracién 1-5-1, es decir, una capa de entrada, 5
neuronas en la capa oculta intermedia y finalmente una capa de salida.

2.6. Funcionamiento de un MLP

Consideremos de nuevo el problema anterior pero en este caso, abordaremos el problema por
medio de una MLP. El diseno de esta red neuronal artificial esté constituido por una neurona
como capa de entrada, una capa oculta con 5 neuronas artificiales, las cuales servirdn como
procesamiento en la transformacion y finalmente una capa de salida. Un esquema del MLP con la
configuracion descrita se puede ver en la Figura 2.6.

Un fragmento del codigo utilizado para generar la simulacion se muestra a continuacion:

Snippet 2.2: Funcionamiento de un MLP

#Loading libraries meeded
import numpy as np

import pandas as pd

import random

import matplotlib.pyplot as plt

#Data creation
¢ = np.random.randint (0,30, size=20)
f = [1.8%element + 32 for element in c]

### Creating the model ###
# Multiple neuron model (MLP)

inputLayer = keras.layers.Dense(units = 1, input_shape = [1],\
activation = ’relu’)

hiddenLayer = keras.layers.Dense(units = 5, activation = ’'relu’)
outputLayer = keras.layers.Dense(units = 1)

model = keras.Sequential ([inputLayer ,hiddenLayer ,outputLayer])
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#Model compilation. Defining learning rate and loss method.
model. compile (optimizer = keras.optimizers.Adam(3e—1),\
loss = ’mean_squared error’)

# Defining epochs. xepoch: iteration over training dataset.
historic = model. fit (data|’c’]|,data| f’],epochs = 1000, verbose = 0)

# Testing
model . predict ([100]) #Result:array ([[211.99986]], dtype=float32)

#Getting weights of the model.
model. get weights ()

Con la definiciéon de este modelo, tenemos un modelo secuencial de 18 pardmetros totales, pues
tenemos 2 valores para la capa de entrada (pues solo tiene una neurona), 10 valores para la capa
oculta (con 5 neuronas) y 6 valores para la capa de salida (5 para la lectura de los valores de
salida de la capa oculta ademas del umbral para la neurona en esta capa). El aprendizaje para
este tipo de red result6 ser mucho més rapido, pues observando la Figura 2.7, podemos concluir
que antes de la epoch? 200 se obtenia una convergencia muy aceptable. Sin embargo, en este
modelo multicapa no es posible darle una interpretacion fisica a los parametros obtenidos. Estos
se muestran a continuacion.

El entrenamiento de la red dio como resultado el conjunto de los 18 valores para la red, obteniéndose
la lista de valores (de forma aleatoria) para los 18 parametros:

#Model weights
model.get_weights()

#0utput
[[0.3936084]], #Input layer
10.010584], #Input layer

[ 2.2583277 , -1.7494329 , -1.6211609 , \
-0.6625211 , -0.48154092]], #Hidden layer
[-0.40898386, -1.8016506 , -2.5881705 , \
0. , O. 1, #Hidden layer

2.0249813 ], #0utput layer
1.3222066 ], #0utput layer
1.5077455 1, #0utput layer
0.2340045 ], #0utput layer
0.80062604]1], #Output layer

[
(
[
[
[-
[-12.950986]] #0utput layer

3Tteracion sobre todo el conjunto de entrenamiento
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Entrenamiento del modelo MLP 1-5-1
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Fig. 2.7: Grafica de la funcién de pérdida vs Epochs.

17






Capitulo 3

Fisica asistida por redes neuronales artificiales

(PINNs)

La fisica asistida por redes neuronales artificiales es una técnica recientemente desarrollada que
pretende solucionar ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales. Las PINNs son técnicas de
resoluciéon de ecuaciones diferenciales parciales. Las PINNS aproximan soluciones de PDEs a
partir del entrenamiento de una ANN por medio de la minimizacién de una funcién de pérdida
que incluye términos referentes a las condiciones iniciales y de borde a través del dominio (espacio-
tiempo), es decir, incorpora términos de la ecuacion diferencial dentro de la funcién de costo.
Estas son redes que, dada una entrada produce una soluciéon estimada para cada punto, después
del entrenamiento. El concepto bésico detras del entrenamiento de una PINN es que no requiere
resultados previos de simulaciones o experimentos. Aiin més, es un técnica a la cual no se le
necesita definir un mallado o particion del dominio, si no que convierte el problema en uno de
optimizacion de una funciéon de pérdida. Su mecanismo integra el modelo matemaético a través de
un término de penalizacion, que actiia para restringir el espacio de soluciones fisicas aceptables.
El entrenamiento de una PINN es un tipo de aprendizaje no supervisado porque no se requieren
resultados previos, como simulaciones o experimentos.

El algoritmo de PINN se basa en una técnica que no requiere una particiéon o mallado del
dominio, sino que transforma el problema de resolver ecuaciones diferenciales en un problema
de optimizaciéon que minimiza la funcién de costo. El proceso de esta técnica se apoya en la
integraciéon del modelo matematico en la red, junto con la inclusién de un término de penalizacion
proveniente de la ecuacién original, el cual actiia para restringir el conjunto de soluciones posibles.
En otras palabras, las PINNs consideran la ecuacion diferencial del problema y la fisica subyacente,
en lugar de solo tratar de deducir una soluciéon a través de datos de entrada y salida.

En 1994, Dissanayake propuso la idea de utilizar técnicas de redes neuronales para resolver
ecuaciones diferenciales [33]. En su articulo, emple6 una red neuronal simple para aproximar una
ecuacion diferencial parcial (PDE), utilizando los resultados de aproximacion universal de finales
de la década de 1980. La red neuronal consistia en dos capas ocultas con 3, 5 y 10 nodos en cada
una, v la funciéon de pérdida se utilizo para aproximar el error L? ! en el interior y la frontera del
punto de colocacién. Para evaluar los gradientes, se utilizaron diferencias finitas, y la pérdida se

'La norma L? o distancia euclidiana esté definida como ||z||2 = />, z2.
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evalu6 entre cada iteraciéon utilizando una aproximacién quasi-newtoniana.

La inclusion sistematica de la fisica en una red neuronal tiene sus origenes en la investigacién de
Owhadi en 2015, quien demostro el poder de estas técnicas [34]. En 2017, Raissi y sus colaboradores
[35] utilizaron un proceso de regresion gaussiana para construir representaciones de operadores
funcionales y calcular la incertidumbre en las soluciones de diversos problemas. Este trabajo se
expandi6 en una colaboracion posterior con Karniadakis [36]. En 2017, Raissi y sus colaboradores
introdujeron las PINNs como una nueva familia de técnicas para resolver problemas de ecuaciones
diferenciales [37]. En 2019, en la segunda parte de esta serie de articulos, ilustraron la solucién
de ecuaciones diferenciales como las ecuaciones de Schrodinger, Burgers y Allen-Cahn [13]. En
éstos dltimos, se crearon dos tipos de PINNs que pueden resolver tanto la solucién que gobierna
el modelo matematico como ajustar los parametros basandose en los datos observables.

3.1. Los bloques fundamentales de una PINN

Las PINNs pueden resolver ecuaciones diferenciales que se expresen, de forma general, como:

F(u(z);v)=f(z) 2€Q (3.1)
B(u(z)) = g(z) z€099,

definida en el dominio Q C R%, d € N y frontera 9. Donde z := [z1, T2, ..., 24_1; ] indica el vector
coordinado de espacio tiempo, u representa la funcién desconocida, v son los pardmetros fisicos
del problema, f determina las condiciones iniciales del problema, F es un operador diferencial, no
necesariamente lineal. Finalmente, en el operador B se establecen las condiciones de borde y g es
la funcién en el borde. Con esta metolodologia pueden resolverse problemas Dirichlet, Neumann,
Robin o condiciones de borde periédicos.

La Ecuacion 3.1 puede describir numerosos sistemas fisicos incluyendo problemas directos e
inversos. El objetivo de los problemas directos es encontrar la funcién u para todo z, mientras que
v, los pardmetros, estan dados. En el caso de los problemas inversos, v puede ser determinado de
datos experimentales.

En la metodologia de PINN, u(z) es aproximada computacionalmente por una ANN, parametrizada
por un conjunto de parametros 6, que determinan una aproximacioén de la forma:

tg(z) = u(z);
donde (T)(, expresa una aproximacion por ANN realizada con los parametros 6.
Con esto dicho, la ANN debe aprender a aproximar la ecuacion diferencial a través de buscar los

parametros 6 que definan a la ANN por medio de la minimizaciéon de la funcién de costo que
depende en la ecuacion diferencial L4, las condiciones de borde L5 y eventualmente los datos
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generados en el dominio £ g4¢4:

0" = arg ming (wsLg(8) + wildaa(0) + waLls(6)) (3.2)

donde wyg, wg,,,. v ws son los pesos de cada tipo de pérdida?.

En pocas para palabas, podemos decir que las PINNs pueden ser vistar como aprendizaje no
supervisado cuando la red neuronal se entrena utilizando las ecuaciones fisicas y las condiciones de
borde; por otro lado, en el caso de problemas inversos o cuando algunas propiedades son extraidas
de datos con ruido, PINN se puede considerar como una metodologia de aprendizaje supervisado.

Red neuronal (ANN)

Fisica asistida por redes neuronales (PINNs)

Mecanismo de penalizacién

6" = arg ming (wyL3(8) + wildata(8) + wpLs(6))
| &

Fig. 3.1: Esquema de una PINN. Una PINN se componen de tres elementos fundamentales: una red neuronal, un
componente funcional que contiene la diferenciacion automatica y un mecanismo de retroalimentacién (la minimizacion
de la funcion de costo). La primera produce una salida para un vector en el dominio, la segunda determina por medio
de la diferenciacion automatica las derivadas parciales respecto a los parametros 6 y finalmente el tercero determina
el siguiente conjunto de parametros 6 para la siguiente iteracion. El proceso en general, consiste en minimizar 6*
utilizando un optimizador, de acuerdo a una tasa de aprendizaje previamente elegida.

La Figura 3.1 resume los bloques fundamentales de las PINNs que se han discutido a lo largo de
esta seccion. La PINN tiene tres componentes: una red neuronal, un componente funcional que
contiene la diferenciacién automaéatica y un mecanismo de penalizacion. En primer lugar, la ANN,
1y, acepta un vector del dominio de espacio-tiempo y calcula un valor de salida. En segundo
lugar, el componente funcional, encargado de calcular la derivada utilizando la diferenciacion
automatica respecto a los parametros de la ecuacion diferencial, las condiciones iniales y de borde;
asi como la de los datos creados por la red neuronal previa. De esta forma, se le inyectan las

. - . aL(0 :
2En cada iteracion, se actualizan los pesos con la regla W,y = W, T &f ), donde x representa a la variable

T

y el subindice i el namero de iteracién. « es la tasa de aprendizaje de la red.

21



3. FISICA ASISTIDA POR REDES NEURONALES ARTIFICIALES (PINNS)

ecuaciones fisicas al modelo computacional. Por tltimo, el mecanismo de penalizacién minimiza
la funcion de pérdida para encontrar los nuevos parametros 8* de la ANN del primer paso. Este
mecanismo se itera hasta encontrar el conjunto de parametros 8* que determinan la solucién a la
ecuacién diferencial.

3.2. Feed-forward neural networks (FFNN)

Una red neuronal de propagacion hacia adelante (feed-forward neural network), también conocida
como perceptron multicapa (MLP), es una coleccion de neuronas organizadas en capas que
realizan céalculos secuenciales entre ellas. Este tipo de redes estan completamente conectadas,
dado que las neuronas en capas adyacentes estdn conectadas. En cada neurona se realiza una
operacién matematica que aplica una funcién de activacién a la suma pesada de sus propias
entradas més un factor constante. Dicho esto, dada una entrada x € €2, una MLP transforma
esta entrada a una salida, a través del conjunto de capas de neuronas que componen un mapeo
afin-lineal 3 entre las neuronas (en las capas sucesivas) con funciones de activaciéon no lineales en
las unidades, resultando asi en una composicion de funciones. De esta forma, para una MLP de L
capas, tenemos, retomando la Ecuaciéon 2.9:

pi(zi; Ay, bi) = fi(Ai - 2 + b;) (3.3)

con lo que la funcion buscada u(z) se aproxima mediante la transformacion:

tg(z) = fro fr—1---ofi(z) (3.4)

donde cada p; se define como el producto interior (euclidiano, puesto E = H = R) de dos espacios
E; y H;, siendo p; € E; x H;. Ademés «a; es una funciéon de activacion escalar (no lineal). De esta
forma se define:

ﬂg(z) = TL(Z) o TL—l cee OTl(Z) (35)

para cualquier 1 < k < L, donde Tj(x) = Ajz + b;. De este modo, una FENN consiste de una
capa de entrada, una capa de salida y K — 2 capas ocultas. Con eston, retomamos la definicién
dada en la Subseccién 2.4.2.

3Una transformacioén afin (lineal) es una transformacion geométrica que preserva lineas y paralelas. Més
en general, podemos decir que una transformacion afin es un automorfismo de un espacio afin (en este caso, los
espacios euclidianos son espacios afines), es decir, es una funcién (biyectiva) que mapea un espacio afin a otro
preservando la dimension de los subespacios afines (puntos mandan a puntos, lineas a lineas, planos en planos y
asi sucesivamente).
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3.2.1. Mhultiples FFNN

En general, aunque la mayoria de las publicaciones emplean una tnica FFNN en el proceso, un
ntmero creciente de publicaciones referentes a PINNs con multiples MLLP han sido estudiados. Una
arquitecura compuesta de cinco FFNN fue propuesta en [38]. A continuaciéon se mencionan algunos
ejemplos. En un problema de Stefan de dos fases, una ANN es utilizada para modelar la interfase
desconocida entre las dos diferentes fases, mientras que otra describe las dos distribuciones de
temperatura de las fases [39]. Por otro lado, en [40], Moseley et al. en lugar de utilizar una ANN
sobre todo el dominio, utilizaron un conjunto de ANNs, una para cada subdominio.

3.3. Inyeccion de Fisica al modelo

Con finalidad de poder insertar las leyes fisicas de la ecuacion diferencial a la PINN, son necesarias
las derivadas de la red neuronal de salida, es decir up(2) respecto a los parametros de la ANN.
Dado que la u se aproxima a través de una ANN que elige funciones de activacion suaves, es posible
derivar ug(z). Existen cuatro métodos para calcular derivadas: manual, simbélica, numérica y
autométicamente. Calcular las derivadas manualmente puede ser correcto, pero dado que no es
automaético es impractico en este caso.

Cuando se trata de funciones en geometrias complicadas, en diferentes escalas de tiempo y espacio
o con interfaces discontinuas, los métodos de diferenciacién numéricos y simbélicos, como las
derivadas por diferencias finitas, no son buenas aproximaciones. Por otro lado, la diferenciacion
automética (DA) supera numerosas restricciones sobre los métodos tradicionales como errores
por la precisién de punto flotante, diferenciacién numérica o uso intensivo de memoria, en el
caso simbolico [41, 42]. La DA es también conocida como diferenciacion algoritmica, que es mas
razonable, dado que en DA no se deriva automaéaticamente, si no que se realizan evaluaciones
analiticas de estas. Una explicacion clara y concisa del algoritmo puede encontrarse en [43].
Consideremos una funciéon f : R” — R™, a la cual queremos calcular el jacobiano J después de
obtener el grafo de todas las operaciones que componen la expresiéon matematica. Ademas, la DA
puede calcular tanto la derivada hacia adelante como la hacia atris. En esencia, la DA incorpora
una PDE dentro de la funcién de pérdida de la red neuronal, donde la ecuaciéon residual? esta
dada por:

re[lg](z) = rg(z) == F(y(z);vy) — (3.6)

y de forma similar los correspondientes residuos para las condiciones iniciales y/o de borde se
obtienen al sustituir iy en la segunda ecuaciéon de la Ecuacion 3.1, es decir:

B[] (2) == B(ly(2)) — g(2) (3.7)

4Una ecuacion residual representa la diferencia entre la solucién analitica a un problema y una aproximacién a
dicha solucién. Una ecuacién de este tipo determina que tan buena es la aproximacién a la solucién. Idealmente,
se desea que la ecuacion residual sea lo més cercana a cero, sin embargo, en la practica, raramente la ecuaciéon
residual es exactamente cero debido a errores de calculo numérico (precision y redondeo).
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Haciendo uso de los dos residuos anteriores, es posible determinar que tan buena o mala apro-
ximacion es ug para satisfacer la solucion al problema de la Ecuaciéon 3.1. Para determinar la
solucion exacta, se busca que los residuos anteriores sean cero. Cuando la red estd compuesta de
muchas capas la DA incorpora la regla de la cadena, dado que se deriva jerarquicamente desde la
capa de salida a la capa de entrada. Aun asi, existen algunos problemas donde esta metodologia
no puede aplicarse. En particular, Pang et al. [44] en 2019, sustituyeron operadores diferenciales
fraccionarios por sus versiones discretas, las cuales fueron incorporadas dentro de la funciéon de
pérdida.

3.4. Estimaciéon de paramétros en el aprendizaje

La metodologia de PINN para la determinacion de los parametros 6 de la red neuronal g, consiste
en la minimizacién de la funcién de pérdida, es decir:

0 = argming £(0) (3.8)

donde

5(9) = WFLF(G) + wBLB(G) + dedata(G). (3.9)

Los tres términos de la ecuaciéon Ecuacion 3.9 se refieren a los errores en la descripcion de las
condiciones iniciales y de borde, ambas incluidas en el factor £y, a la pérdida respecto a la
ecuacion diferencial Ly v a la validacion de la solucién Lgata-

La formulacién para Ly viene dada como:

Ly = /Q [F(tg) — £(2))° dz (3.10)

La definiciéon dada en la Ecuacion 3.10 no so6lo es util para el estudio tedrico, si no que también se
encuentra implementado en una paquete de PINN (NVIDIA Modulus®), permitiendo estrategias
de integraciéon més complejas tales como el muestreo con frecuencias mas altas en areas especificas
del dominio para encontrar mejores resultados. Debemos tener en cuenta, que si se utiliza una
PINN como metodologia supervisada, los parametros de la red neuronal se escogen a través
de minimizar la diferencia entres los valores de salida y las predicciones del modelo; en el caso
contrario, inicamente las diferencias residuales de la PDE son tomadas en cuenta.

El término, Ly, representa la pérdida producida por la discordancia con la ecuacién diferencial
del problema F. Esta forza la ecuacion diferencial a los puntos de colocacion, los cuales pueden
ser elegidos uniformemente o distribuidos aleatoriamente sobre el dominio 2. Las dos pérdidas

5Modulo de codigo abierto para la construccion, entrenamiento y ajuste de parametros fisicos en el modelo con
una interfaz en Python.
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restantes se utilizan para poder interpolar la ANN sobre los datos conocidos. La pérdida causada
por la discordancia con la data (es decir, el valor de u) es denotado como Lgata. Este tltimo
fuerza 1y para empatar con las mediciones obtenidas de u sobre los puntos (z,u*), los cuales
pueden estar dados como datos sintéticos o mediciones. El término de peso wy toma en cuenta la
calidad de las medidas. El ultimo término es la pérdida debido al desempate con las condiciones
iniciales y de frontera, B(ig) = g de la Ecuacion 3.1.

El problema resultante es entonces un problema de optimizacién. Una implementacién genérica
de la funcién de pérdida considera la formulacion del error cuadratico medio®:

1 e 1 X 1
L(0) = wp—~— Z lIro(us) — 74])* + wp—— Z |IB(ig(2)) — g(2:)||* + wa~— Z lag(z:) — uf|[*.

(3.11)

para calcular el error en la aproximacion de u(¢,x). La mayoria de las paqueterias de machine
learning, incluyendo TensorFlow y PyTorch, tienen implementada la diferenciaciéon automatica.
La DA permite a la PINN implementar cualquier requerimiento de PDE asi como de condicion
de borde, sin tener que realizar ninguna discretizacién numérica. En el contexto de las redes
neuronales y el aprendizaje automético, la diferenciacién automética es una técnica fundamental
para calcular derivadas de funciones. A diferencia de otros métodos que aproximadamente calculan
derivadas, la diferenciacién automaética obtiene derivadas exactas al descomponer funciones en
operaciones elementales y aplicar reglas de derivacion. Es esta técnica la que permite que el
algoritmo de retropropagacién calcule gradientes de manera eficiente y precisa. La diferenciacion
automatica es crucial para optimizar las redes neuronales, ya que proporciona la direccién
y magnitud exactas para actualizar los pesos y minimizar el error durante el entrenamiento.
Gracias a herramientas modernas de aprendizaje profundo, esta diferenciacion se realiza de forma
transparente para los usuarios, permitiéndoles centrarse en el diseno y la arquitectura de la red.

3.5. Constricciones suaves y duras

Las condiciones de borde e iniciales (BC/IC) forman parte de la Ecuacion 3.11, en el segundo
término. Como se ha mencionado, se busca minimizar £(6) de forma, que este término (y los otros
términos) concurrir a cero. En general, estas condiciones pueden ser tratadas como constricciones
suaves, es decir, como un término de penalizacion en la ecuacion de pérdida (Ecuacion 3.11)
[45]. Las desventajas de esta técnica radican en dos puntos principalmente: no existe garantia
de satisfacer la condiciéon correctamente (es decir, igualar exactamente a cero debido a errores
numéricos o de redondeo). Alternativamente, se puede tratar este tipo de condicion por medio de
una constriccion dura, donde la metodologia es distinta a la anterior, pues en ésta se elige una
solucién particular que tnicamente satisface la ecuacion en los puntos de borde 9€). El ansatz
particular es de la forma [46]:

SEl error cuadratico medio (MSE) se define como el promedio del cuadrado de las diferencias entre el valor
aproximado y el real. Para un conjunto de datos de tamafio N, definimos M SE = + Zﬁvzl[yi — f(x)]?; donde y;
es la variable objetivo y f(z;) es el valor predicho por el modelo en tal punto.
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u(z;0) = uP*(z;0) + D(z; 0)u(z;0), (3.12)

donde uP? es la solucion particular en el borde, @ es la red que determina u* en los puntos
interiores del dominio y D(z;6) = 0 cuando z € [(0f2 x [0,T]) U (€2 x {0}))]. De esta forma las
condiciones de borde/iniciales se satisfacen completamente. En particular para este trabajo, se
utiliza la segunda metodologia.

3.6. Aspectos de convergencia

Finalmente, la validaciéon para la teoria de PINNs recae en investigar la convergencia de la red
neuronal 4y a la solucion u(z) del problema de la Ecuacion 3.1. Para esto, consideremos una
configuracion de la ANN donde el total de los coeficientes del vector de parametros 6 es la
cardinalidad de la red. Asi, podemos considerar una clase que se compone de todas las redes
neuronales que satisfacen tener n pardmetros en su arquitectura:

Hy, ={up : |0 =n} (3.13)

De esta forma, la capacidad de aprendizaje de una PINN, recae en la cardinalidad de los parametros
de la red. En este sentido, debemos medir cémo la secuencia de medidas de g, converge a la
solucion del problema de la Ecuaciéon 3.1. Un resultado reciente en esta direccién fue obtenido
por De Ryck et al. [47], donde se prueba que la diferencia tg(n) — u converge a cero cuando el
tamano de la red, con funcién de activacién tanh, tiende a infinito, es decir:

A~

Gp(n) — u, n — 00. (3.14)

Con lo descrito anteriormente, en la practica, la PINN tnicamente requiere la elecciéon de una
clase y una funcion de activaciéon dada una colecciéon de puntos de colocacién. Dado que la
cantidad y calidad de los puntos de entrenamiento afectan J,,, el objetivo es minimizar la pérdida
encontrando 4y € J(,, por medio de un proceso de optimizaciéon. Atn si la soluciéon exacta v € JH,
y se defina un minimo global, no hay garantia que la solucién encontrada coincida con la solucién
analitica w. Aun asi, un primer trabajo de este tema en PINN, Shin et al. en [48] muestran que la
secuencia de minimos i converge fuertemente a la solucién de ecuaciones diferenciales parciales
elipticas y parabdlicas.
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3.7 Problemas resueltos con metodologia PINN

3.7. Problemas resueltos con metodologia PINN

3.7.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)

Las EDOs se pueden utilizar para simular complejos sistemas no lineales, que son dificiles de
modelar utilizando modelos fisicos [49]. Un sistema de EDOs puede escribirse como:

du(x,t)
con condiciones iniciales B(u(t)) = g(t). Lai et al.[49], en 2021, utilizaron la metodologia PINN
para identificacion estructural, es decir, determinar las propiedades fisicas de un sistema. En este
articulo, se verifica el funcionamiento de PINN con un sistema de 4 grados de libertad de bloques
de masa y resortes, que ademas incluye una no-linealidad cibica.

3.7.2. Ecuaciones diferenciales parciales (EDPs)

Las EDPs forman parte de una gran cantidad de modelos matematicos que describen fenémenos
fisicos. Dichas ecuaciones usualmente se resuelven con diferentes métodos numéricos. Entre dichas
estrategias destacan los métodos de diferencias finitas, elementos finitos, volumen finito, entre
otros [50-52|. La estabilidad y convergencia de estas metodologias se han estudiado a profundidad,
por lo que se tiene un marco de trabajo soélido para aproximar y resolver EDPs [53, 54].

3.7.2.1. EDPs estacionarias

En general, un problema estacionario’ es de la forma:

donde Q C RY con d dimensiones y frontera 99 [55].

En este sentido, Dwivedi y Srinivasan [56] en 2020, resolvieron distintos problemas estacionarios
en una y dos dimensiones. En [57], Ramabathiran y Ramachandran, resolvieron PDEs elipticas,
tales como la ecuacién de Poisson, tanto con bordes regulares como irregulares. La ecuaciéon de
Laplace-Beltrami se solucioné en superficies tridimensionales (3D) de geometrias complejas. Este
articulo ademas provee una discusiéon acerca del tamano de la muestra, la estructura de la PINN
y la convergencia de la soluciéon (Fang, Zhan [58]).

"Las ecuaciones diferenciales parciales estacionarias son aquellas en las que las soluciones no dependen del
tiempo.
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La metodologia PINN también ha sido aplicada a ecuaciones Eikonales, es decir, EDPs hipérbolicas,
que se pueden escribir en la forma:

1
v3(2)

[Vu(2)|* = zeq, (3.16)

donde v es la velocidad y u es un tiempo de activacién desconocido. Las ecuaciones Eikonales
describen propagacion de ondas, que puede tratar, en otros problemas, algunos de ondas sismicas
[59] y de activacion cardiaca [60)].

A través de la implementacion de EikoNet [61], Smith et al. [62], incorporaron una PINN para
resolver una ecuacién Eikonal 3D con la finalidad de encontrar el tiempo de vuelo en estructuras
heterogéneas tridimensionales. Dado que el modelo propuesto tinicamente es valido para una
velocidad fija, realizar un cambio minimo en la velocidad requiere un reentrenamiento. EikoNet
esencialmente predice el tiempo que se requiere para ir de punto (fuente) a otro (receptor), por lo
que tiene un amplio rango de aplicaciones.

3.7.2.2. EDPs no estacionarias

Las ecuaciones diferenciales no estacionarias describen la evolucion en el tiempo. Las PINNs han
probado ser también fiables también para este tipo de problemas.

3.7.2.2.1. Difusién Para un material compuesto, Amini Niaki et al. [63] estudiaron la ecuacion
que modela la transferencia de calor esta dada por:

or 0*°T  da

donde a, b son parametros y el segundo término « € (0,1) es debido al grado de curado® de la
reaccion.

En [63], proponen el uso de PINN con dos subredes desconectadas y el uso de un algoritmo de
entrenamiento secuencial que autométicamente adapta los pardmetros iniciales, incrementando la
convergencia del modelo. En éste demuestran que la PINN predice correctamente la temperatura
maxima, es decir, la exoterma que ocurre en el material compuesto debido al calor interno.

8El grado de curado es referido al nivel de reaccién quimica que ha ocurrido durante el proceso de curado.
El curado es un proceso utilizado para endurecer o solidificar un material a través de una reaccién quimica. En
general, este tipo de reacciones son exotérmicas, es decir, liberan calor.
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3.7.2.3. Otros problemas

Otros problemas han sido resueltos en diferentes temas, tales como fisica cuéantica [64-67] o
medicina [68-70]. Respecto a los trabajos en fisica cuantica, se centran en el entrenamiento de
redes con datos generados a través de una simulacién con la finalidad de predecir los estados
cuanticos futuros. Se ha demostrado que es posible poderlos obtener con alta precision [66, 67]. En
medicina, en [68], Raissi et al. utilizaron PINNS para la prediccion de la dinamica del COVID-19.
Demostraron que la arquitectura es capaz de aprender las caracteristicas fundamentales de la
enfermedad y de predecir la evolucion del padecimiento en distintos pacientes. En [70], Ham et al.
lograron determinar satisfactoriamente la relacién entre imagenes de tejidos y la rigidez de éstos.
Los autores demostraron que su modelo puede inferir con precisiéon la rigidez de los tejidos en
tiempo real.
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Capitulo 4

Redes neuronales artificiales aplicadas a
sistemas tisicos

4.1. Solucién numérica de ecuaciones diferenciales: Runge-Kutta
vs PINNs

4.1.1. Mecanismos biestables
4.1.1.1. Introduccion

Los dispositivos mecénicos biestables son ttiles para crear relevadores, vilvulas, circuitos, celdas
de memorias; por mencionar algunas de sus aplicaciones. Una de las mayores ventajas de dichos
mecanismos es que pueden aplicar fuerza de contacto sin la necesidad de fuente de poder
continua. Una aplicacién reciente de estos mecanismos biestables se encuentra en los sistemas
microelectromecanicos (MEMs), donde se emplean para ayudar a cuantificar la aceleracion
gravitacional. En esta seccién se realizan dos tipos de resultados. Primero, se reproducen las
soluciones de un mecanismo biestable descrito en [71], aunque a diferencia del articulo, donde
realizan el célculo a través de anélisis de elementos finitos, en este trabajo se utilizan PINNs.

7

o

3
SN

Fig. 4.1: Esquema de un dispositivo mecanico biestable. En color negro, la primer posicién de equilibrio, que coincide
con el primer eigenvalor de la ecuacién diferencial. En color verde, la segunda posicion de equilibro y en color rojo, la
tercera.
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4.1.1.2. Modelo matematico de un dispositivo mecéanico biestable

El diseno original de un dispositivo mecénico biestable tiene su inspiracion en la viga fija de los
extremos, donde la viga esta axialmente fija de ambos extremos. La ecuacion que describe a una
viga fija sujeto a una carga axial p es:

d*w d*w
EFl—— —_— = 4.1
dxt +pda:2 0 (4.1)

donde w es el desplazamiento lateral de la viga, E es el médulo de Young del material de la viga
y el momento de inercia es I. Este problema esta bien estudiado por [71], de donde se tienen los
siguientes resultados.

Modelo de mecanismo biestable con momento de inercia constante [/

4.1.1.3. Comparacién de soluciones numeéricas: Mathematica vs DeepXDE

Utilizando los resultados teéricos del modelo de mecanismo biestable, tenemos la forma de realizar
soluciones numéricas, dado que conocemos los valores N; para los cuales la ecuacion tiene solucion
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no trivial.

Para la comparacion entre resultados numéricos y las graficas teéricas con ayuda de la Ecuacion 4.2,
se han realizado dos soluciones por métodos distintos:

» Método de diferencias finitas, en Mathematica [72], en particular utilizando el método de
Runge-Kutta.

» DeepXDE [73], una paqueteria computacional desarrollada en Python, para la solucion de
ecuaciones diferenciales parciales.

4.1.1.3.1. Comparaciones numéricas: Mathematica vs PINN Para la comparacion,
entre las soluciones tradicionales (diferencias finitas) y los métodos con redes neuronales, se com-
parard las soluciones normalizadas por cada método. Primero, utilizando el software Mathematica,
un lenguaje de programaciéon multiproposito utilizado por cientificos, ingenieros y estudiantes de
la comunidad cientifica. La primer version fue lanzada de 1988, y su ultima version (13.0.1.0)
lanzada en febrero de 2022, por lo que cuenta con més de 30 afios de desarrollo como respaldo.
Posteriormente, se utilizé DeepXDE, una libreria desarrollada en Python para la solucién de
ecuaciones diferenciales parciales a través de redes neuronales.

Primero, para el desarrollo de las simulaciones en Mathematica, se utiliza una funcién bien
desarrollada NSolve para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales por medio del método
de elementos finitos. Una descripcion breve del cddigo utilizado para el desarrollo y extracciéon de
los datos se muestra a continuacién:

Snippet 4.1: Cédigo Mathematica - Inercia constante

s = NDSolve[{( y’ ' ’[x] =— N2y’ ’[x] , y[0] = 0, y[2] = 0,
y’[0] = 0, y’[2] = 0}, vy, {x, 0, 2}, StartingStepSize —> 0.001,
Method — {"FixedStep", Method — "ExplicitRungeKutta"}]

Con N dado por los eigenvalores del conjunto de ecuaciones (4.2).

Para el desarrollo de las simulaciones en Python, a continuacién se muestra parte del cédigo:

Snippet 4.2: Cédigo Python - Inercia constante

import deepxde as dde

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import tensorflow as tf

import pandas as pd

import math

dde. config.set default float(’float64’)
def pde(x, y):
dy xx = dde.grad.hessian(y, x)

pi = tf.constant (math.pi, dtype = tf.float64)
E=1
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I =1

N = 2xpi
L=2

p = (N/L)x*x2
A = ExIxdy =xx

return dde.grad.hessian (A, x) + pxdy_xx
pi = tf.constant (math. pi)

def boundary 1(x, on_ boundary):
return on_boundary and np.isclose (x[0], 0)

rightSize = 2
def boundary r(x, on_boundary):
return on_boundary and np.isclose (x[0], rightSize)

def func right(x):
return tf.constant ((1/x)*%200.0)

def func left(x):
return tf.constant (x*%200.0)

geom = dde.geometry.Interval (0, rightSize)

bc 1 1 = dde.icbc.DirichletBC (geom, lambda x: 0, boundary 1)
bc 1 2 = dde.icbc.NeumannBC(geom, lambda x: 0, boundary 1)

bc r 1 = dde.icbc.DirichletBC (geom, lambda x: 0, boundary r)
bc r 2 = dde.icbc.NeumannBC(geom, lambda x: 0, boundary r)

data = dde.data.PDE(geom, pde, [bc 1 1, bc 1 2, bc r 1, bc_ r 2],\
510, 100, solution=None, num _test=200)

layer size = [1] + [60] %= 4 + [1]

activation = "tanh"

initializer = "Glorot_uniform"

net = dde.nn.FNN(layer size, activation, initializer)

net.apply output transform (lambda x, y: x*(x—2.0)%(x—2.0)*y)

model = dde.Model(data, net)
model . compile ("L-BFGS" )
losshistory , train_ state = model. train ()

dde.saveplot (losshistory , train state, issave=True, isplot=True)

Las soluciones w;(x) de la Ecuacion 4.2 estan bien definidas salvo un factor multiplicativo
constante, indicando que las soluciones no estdn normalizadas. Para realizar la comparacion se
han normalizado los datos de ambas simulaciones a través de la siguiente férmula:

Whorm = M (43)
(wmaz - wmin)

De esta forma podemos comparar las soluciones. Se generaron tres graficas que se muestran a
continuacién con los primeros tres eigenvalores Ny 93 = 2, 2.867, 47. En cada gréfica observamos
que el nimero de eigenvalor corresponde con el nimero de posiciones de equilibrio de la viga.
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Fig. 4.2: Comparacion entre soluciéon numeérica entre Mathematica y DeepXDE para el primer eigenvalor, N1 = 2.
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Fig. 4.3: Comparacion entre solucién numérica entre Mathematica y DeepXDE para segundo eigenvalor, No = 2.867
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Fig. 4.4: Comparacion entre soluciéon numérica entre Mathematica y DeepXDE para el tercer eigenvalor, N3 = 4w

4.1.2. Mecanismos 6pticos biestables con momento de inercia variable

En la 6ptica moderna, los mecanismos biestables han ganado una gran atencién debido a su
capacidad para existir en uno de los dos estados estables sin ninguna entrada externa. Estos
mecanismos, que son fundamentales en muchas aplicaciones tecnolégicas, tienen el potencial de
revolucionar la forma en que disefiamos y operamos los dispositivos épticos. Sin embargo, se
anade un nuevo grado de complejidad y fascinacién cuando se introduce el concepto de momento
de inercia variable. A continuaciéon exploramos como cambian las soluciones cuando el momento
de inercia no es constante a lo largo de la viga.

4.1.2.1. Modelo matematico con momento de inercia variable

4.1.2.1.1. Solucién analitica Cuando el momento de inercia es variable, es decir, I = I(x),
tenemos la ecuacion:

d2
) [EI(z)u" (z) 4+ pu(z)] =0 (4.4)

Integrando un par de veces, tenemos:

El(z)u"(x) + pu(z) = c3x + ¢4 (4.5)
Aqui consideraremos el caso particular I(z) = li—oz con z € [0,2]. Sustituyendo en la ecuacion,

obtenemos:
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FEl
1+x

u”’(z) + pu(z) = caw + c3 (4.6)

Por lo que, como soluciéon particular podemos proponer u,(x) = csz + c3. Por otro lado, para la
solucién homogénea se tiene:

ElL, , B
Tt (x) + pu(x) =0 (4.7)
Y reescribiendo, tenemos:
" p _
u'(z) + <EIO> (1+2x)u(x)=0 (4.8)

Eligiendo un pardmetro de la ecuacion diferencial como —\3 = (ELIO), con lo que tenemos la

ecuacion:

u”(z) — N3(1 + x)u(z) =0 (4.9)

De donde se obtienen soluciones de la forma:

u(z) = c1AiM1+2)) + c2aBi(A1 +2)) + c3x + ¢4 (4.10)

Donde A; y B; son las dos soluciones independientes de la ecuacién diferencial de Airy. Consi-
derando, al igual que en el caso de inercia constante, las condiciones de borde u(0) = u(2) =0
y /' (0) = /(L = 2) = 0. Por lo que, de forma matricial encontramos las siguientes ecuaciones
lineales independientes:

Al()‘) Bz()\) 0 1 cl

Ai(3N) Bi3\) 2 1| |e| =

A;(A) Bi(A) 10 cz =0 (4.11)
ALBN) BI(3N) 1 0) \e&

4.1.2.1.2. Obtencién de eigenvalores de la ecuacién diferencial Para encontrar los
eigenvalores de la ecuacién diferencial, es decir, los valores A para los cuales obtenemos una
solucién no trivial. Asi entonces, buscamos que el determinante de la matriz en la Ecuacion 4.11)
se anule:
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A;(N) B;(A) 0 1
Ai(3N)  Bi(3\) 2 1
AN ABI(A) 1 0] 0 (4.12)
AAL(BN) ABL(3N) 1 0
Con lo que obtenemos:
ANABI(A) — ABL(3N)]
—Ai(NAB{(A) = ABi(3))]
+A;i(N)[=Bi(A) + Bi(3)) — 2AB;(3))]
—AAL(BN)[=B;(A\) + B;(3\) — 2AB.(3\)] =0 (4.13)

A continuacién se muestra una grafica de la Ecuacion 4.13. Los ceros (puntos en los que corta el
eje de las abscisas) de la funcion coinciden con los eigenvalores para los cuales la Ecuacion 4.10
tiene solucién no trivial.

fA

|
n 100

-100

Fig. 4.5: Grafica de la ecuaciéon (4.13) en funcién de A. Los ceros de la funcién corresponden a los eigenvalores de la
ecuacion diferencial.

4.1.2.2. Simulaciones numéricas: Mathematica vs PINN

Con la finalidad de evaluar y comparar el método de PINN con la solucién obtenida por métodos
tradicionales, en este caso, diferencias finitas, se generan soluciones a la ecuaciéon diferencial en
Mathematica y se compara contra las obtenidas por PINN.

Un pequeinio snippet del codigo en Mathematica para realizar las simulaciones se muestra a
continuacion:

Snippet 4.3: Cédigo Mathematica - Inercia Variable
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s2 = NDSolve[{(1 + x)"2 y’ 7 7[x] — 2 (1 + x) y’ ' [x] +
2y’ ’[x] = (lambda)=3 (1 + x)"3 y’’[x] , y[0] =— 0, y[2] — O,
y’[0] = 0, y’[2] = 0}, vy, {x, 0, 2}, StartingStepSize — 0.01,

Method — {"FixedStep", Method — "ExplicitRungeKutta"}]

data = Table[Flatten[{x, Evaluate[{y[x]} /. s2]}], {x, 0, 2, 0.001}];

Export|["Data_ODE InertiaVariable NthMode.csv", data];

De igual forma, una muestra del cédigo utilizado en Python con el mismo objetivo esta a

continuacion

import deepxde as dde
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np
import tensorflow as tf
import pandas as pd

import math

Snippet 4.4: Cédigo Python - Inercia Variable

def PlottingEigen (eigenvalue):
dde. config.set default float(’float64’)

def pde(x, y):

dy xx = dde.grad.hessian(y, x)

tf.constant (math.pi, dtype = tf.float64)
I =1/(1+x)
#eigenvalue =
#eigenvalue =
#eigenvalue =
#eigenvalue =
A = Txdy xx

#pi

—1.72104490421 #First mode
—2.17701849660 #Second mode
—2.72517668085 #Third mode
—83.12450566869660

return dde.grad.hessian (A, x) — (eigenvaluexx3)xdy xx

pi = tf.constant (math. pi)

def boundary 1(x, on_boundary):
return on_boundary and np.isclose (x[0], 0)

rightSi

ze

= 2

def boundary r(x, on_boundary):
return on_ boundary and np.isclose (x[0], rightSize)

def func right(x):
return tf.constant ((1/x)*%200.0)

def func left(x):
return tf.constant (x*%x200.0)

geom =
bc 1 1
bc 1 2
bc r 1
bc r 2

dde.geometry.Interval (0, rightSize)

dde.
dde.
dde.
dde.

icbc
icbc
icbc
icbe

.DirichletBC (geom, lambda x: 0, boundary 1)
.NeumannBC (geom, lambda x: 0, boundary 1)
.DirichletBC (geom, lambda x: 0, boundary r)
.NeumannBC(geom, lambda x: 0, boundary r)
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numberPoints = 62
data = dde.data.PDE(geom, pde, [bc 1 1, bc 1 2, bc r 1, bc r 2],\
numberPoints, 4, solution=None, num test=120)

layer size = [1] + [60] * 3 + [1]

activation = "sigmoid"

initializer = "Glorot_uniform"

net = dde.nn.FNN(layer size, activation, initializer)

net.apply output transform (lambda x, y: y*10)
net.apply output transform (lambda x, y: x*(x—2.0)%(x—2.0)x*y)
#net.apply output transform (lambda x, y: y » 10xx2)

model = dde.Model(data, net)#, Ilr=0.001)
#model. compile ("adam", lr=0.001)

#model. train (epochs=5000)

model . compile ("L-BFGS")

#model. train_step.optimizer kwargs = { options ’: |

{'maxfun’: 1le5, ’'ftol’: 1le—20, ’gtol’: le—20, ’eps’: le—20,\
“iprint ’: —1, ’maxiter’: le5}}

losshistory , train state = model. train ()

dde.saveplot (losshistory , train state,issave = False, isplot = False)

x = geom.uniform points (100, True)
#xr = geom.random_points (512, Sobol’)
y = model. predict (x, operator=None)

#DataDF [’z ] =

#DataDF [’y '] =y

#DataDF . to_csv(’Data_8rd_Mode. csv ’)
plt.plot(x, y, label = str(eigenvalue))
plt.xlabel ("x")

plt.ylabel ("PDE_residual™)

#plt.show()
tf.compat.vl.reset default graph()

Nuevamente, como en el caso anterior, podemos normalizar las soluciones por medio de la
Ecuaciéon 4.3 para realizar la comparacion. Para los primeros dos eigenvalores, soluciones de
la Ecuacion 4.13, tenemos A1 = —1.72104490421 y Ay = —2.17701849660. A continuacion, se
muestran las dos graficas comparativas entre ambos métodos. Nota: El parametro A\ esta
definido como —\3 = (#1;) (Figura 4.6 y Figura 4.7).
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10 1 Mathematica - 1st Node (Variable Inertia) ——
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Fig. 4.6: Grafica de la deformacién del mecanismo biestable para el primer eigenvalor, A1 = —1.72104490421. Se

muestran las soluciones normalizadas por dos métodos: diferencias finitas realizado en Mathematica, y la metodologia
PINN realizada en Python.

10 1 - .\ Mathematica - 2nd Node (Variable Inertia)
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Fig. 4.7: Grafica de la deformacién del mecanismo biestable para el segundo eigenvalor, Ao = —2.17701849660. Se
muestran las soluciones normalizadas por dos métodos: diferencias finitas realizado en Mathematica, y la metodologia
PINN realizada en Python.
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4.2. Efecto tinel cuantico: Aprendizaje de las redes neuronales

4.2.1. Efecto ttnel: solucion analitica

Para resolver este problema, consideremos tres regiones en las que tendremos la funcion de onda,
la primer region (de la izquierda) de donde viene la onda incidente, la region 2 es aquella donde
se encuentra localizada la barrera de potencial y la region 3, una vez que la funcién de onda
atraveso la barrera de potencial.

Para una particula cuantica propagéndose de izquierda a derecha con energia F < Vj, la soluciéon
para la funcién de onda en las regiones 1 y 2 contienen términos de propagaciéon en ambos sentidos
(la funcién de onda incidente y la que choca y regresa), mientras que en la tercera region solo
tenemos término hacia la derecha. Véase el esquema de la Figura 4.8.

V=V
g Particle
— energy, E —* - _— - o
= A B C D F
=
2
£ - e
Position, x x=0 x=L
Region 1 Region 2 Region 3

Fig. 4.8: Ilustracién de la forma de la funcion de onda en las distintas regiones. Esquema tomado de [74].
En la regién 1, la funcién de onda tiene la forma:

Uy (z) = Aetk® 4 Bem ke, (4.14)

mientras que en la regién 2, tenemos:

Vo(z) = Cef® 4 De M, (4.15)

donde k = vV2mE/h y ky = /2m(Vy — E)/h. Observemos que en la region 3, tenemos solo
funcion de onda hacia la derecha, por lo que ¢3(z) = Fe'*?.

La ecuacion de Schrodinger para barreras finitas exige que tanto la funcién de onda como su
derivada deben ser continuas en las fronteras, i.e, en x = 0 y x = L. Con esto obtenemos cuatro
ecuaciones:
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A+B=C+D (4.16)

(A—B) = %(D - ) (4.17)

CeMl 4 Demhol — peikl (4.18)
CeMl — pe~hl — %Feik’: (4.19)

Dado que la probabilidad de transmisién! esta dada por |F/AJ?, basta realizar la manipulacion
de las ecuaciones arriba listadas para obtener:

1
U+ (K24 k) (2kky)] sinb (kL) (4.20)

4.2.2. Coeficientes de transmision y reflexiéon: simulaciones en Mathematica

En esta secciéon, se describe el algoritmo para la obtencion de los coeficientes de transmision
y reflexion, asi como un snippet del codigo utilizado en Mathematica para la integracion de la
ecuacion.

Primero, analicemos las soluciones numéricas obtenidas para tres energfas distintas para un mismo
potencial.

1+
| E=10.026

P E=0.030

T E=0050 R=0001

0 x
~100 —50 0 20 50 100

Fig. 4.9: Soluciones numéricas para tres distintas energias, considerando el mismo potencial. Las lineas punteadas
marcan la posiciéon del potencial rectangular. Observemos que a menor energia £ < Vj, el coeficiente de reflexién
aumenta, ademés podemos ver que los patrones de interferencia aumenta cuando aumenta el coeficiente R. Esquema
tomado de [74].

LEl coeficiente de transmision, T, se define como la relacion entre el flujo o densidad de corriente de la onda
transmitida y el flujo de la onda incidente. Por otro lado, el coeficiente de reflexiéon, R, es la probabilidad de que la
particula sea reflejada por una barrera o escalén de potencial.
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Veamos que del lado izquierdo de la barrera, tenemos una similitud con patrones de interferencia,
pues la funcién de onda del lado izquierdo de la barrera muestra interferencia debido a la onda
incidente y a la reflejada al chocar contra la barrera. A continuacién, se muestra una forma de
obtener el coeficiente de reflexiéon utilizando estos maximos y minimos.

Como se ha descrito anteriormente, del lado izquierdo tenemos una funcién de onda con la forma
de la Ecuacion 4.14. De esta forma, la densidad de probabilidad, en el lado izquierdo, viene dada
por:

‘wl(x)P _ (A*e—ikoc + B*eilm‘) (Aeik:(: + Be—ik:c) 7 (4.21>
dado que estos coeficientes A y B son complejos, por lo que son de la forma:
A=|Ale"™, B=|Bl|e®, (4.22)
por lo que sustituyendo en la Ecuacion 4.21 obtenemos:

[1()* = |AP + [BJ + 2|A|| B| cos(2kz + a — ). (4.23)

Observemos que el méximo y minimo de la densidad de probabilidad coincide cuando el coseno
vale +1, o -1, respectivamente. Por lo tanto, tenemos:

[¥1lmae = VAP + |B]? +2|A||B| = |A| + |B] (4.24)
[Y1lmin = VAP + |B]? - 2|A[|B] = |A| - |B], (4.25)

y finalmente obtenemos una relacién para el coeficiente de reflexién como:

_ ‘BP o ’wllmam - ’wllmm 2

R = =
|‘4|2 |w1’max + |w1|mm

(4.26)

Nota: Los coeficientes de reflexion y transmision mantienen la relacion 7'+ R = 1.

4.2.3. Algoritmo de obtenciéon de coeficientes de transmision y reflexion

Para la obtencién de los coeficientes de transmision y reflexion para este problema, se ha utilizado
Mathematica para realizar las simulaciones, a continuacién se muestra un snippet de coédigo
utilizado:

Snippet 4.5: Obtencién de coeficientes de transmisiéon y reflexion
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Clear ["Global "*" |;

v[x_,hl ,h2 |h3 ,wl ,w2 ,w3 | := If[x >= —wl/2 && x <= wl/2, hl, 0] +
If[x > wl/2 && x <= w2 + (wl/2), h2, 0]\
+ If[x > w2 + (wl/2) && x <= w3 + w2 + (wl/2), h3, 0];

RefCoeff[hl ,h2 ,h3 ,wl ,w2 ,w3 ,energy |:= Block[{xMax = 5,\
k = Sqrt[2 energy|}, solution = NDSolveValue[{psi’’[x] =\
—2(energy — v[x,hl1,h2 h3 ,wl,w2,w3]) psi|[x],

psi[xMax] = 1, psi’[xMax] = Ixk}, psi, {x, —xMax, xMax}];
max = FindMaximum[Abs[solution [x]], {x, —0.8 xMax, —0.1 xMax}];
min = FindMinimum [Abs|solution [x]], {x, —0.8 xMax, —0.1 xMax}];
Ref = ((max — min)/(max + min)) "~ 2;

Ref [[1]]];

args = {}

For[i = 1, i <= 100 000, i++, AppendTo[args, {RandomReal[{6,15}],\
RandomReal [{6,30}] ,RandomReal [{6,10}] ,RandomReal [{0.05,0.25}],
RandomReal [{0.05,0.25}] ,RandomReal [{0.05,0.25}] ,RandomReal [{1,5}]}]];

Data = Table[{a[[1]],a[[2]],a[[3]],a[[4]],a[[5]],a[[6]],a[l7]],

RefCoeff[a[[1]] ,a[[2]],a[[3]] a[[4]] al[5]] ,a[[6]],a[[7]]]} .{a,args}]\
// TableForm;

Export[" AlturaGrosor E variable tripleBarrier 100k.csv" , Data];

Observemos que finalmente, lo que se obtiene a través del cdédigo son archivos con formato csv
que guardan el conjunto de datos para la creaciéon de las simulaciones, asi como los resultados
para el coeficiente de transmision, es decir, duplas de entrada y salida para una ANN.

4.2.4. Red neuronal en Python
4.2.4.1. Preprocesamiento de los datos

En la Subseccion 4.2.3 se ha descrito el proceso de obtencién de las bases de datos para la
construccién del modelo, finalmente lo que se obtienen son archivos de formato csv que contienen
los potenciales y anchos de las barreras de potencial, asi como el coeficiente de reflexién para
cada una de las simulaciones (100k en cada simulacion). Este proceso se ha realizado para una,
dos y tres barreras. Al final, se han concatenado los datos de cada una de las simulaciones en un
solo archivo para entrenar al modelo.

Posteriormente, se ha divido la muestra en dos (de un total de 300k), la mitad para entrenar el
modelo, y la otra para probarlo.

4.2.4.2. Estructura de la red

La estructura de la red neuronal consiste en una capa de entrada, ocho capas intermedias y una
capa de salida. La capa inicial consiste de 7 neuronas, y una capacidad para 7 datos iniciales, con
una funcién de activacion 'relu’. Las capas intermedias consisten de no mas de 24 neuronas, con
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una combinacion de funciones de activacion entre ‘relu’ y ’sigmoid’. Ademas, como optimizador se
utiliz6 ’Adam’ con una tasa de aprendizaje del 0.001. Se realizaron 50 iteraciones de aprendizaje
(epochs) entre los datos de entrada y salida (se han compararado las entradas, descritas arriba,
contra el coeficiente de transmision 7).

4.2.5. Comparaciéon entre soluciones: diferencias finitas (Mathematica) vs
ANN

Utilizando la red descrita en subseccién anterior, se evalu6 el modelo usando los datos de prueba,
luego se ha calculado la diferencia porcentual entre el resultado de la simulacién obtenida en
mathematica y lo obtenido por el modelo en Tensor Flow.

Se ha obtenido que el 25 % de los datos (150k total) tiene un error menor al 2.14 %, el 50 % menor
al 5.54 %, y el 75% menor al 13.44 %. En cuestion de tiempo computacional, el modelo ANN
evaltia mucho més rapido en un orden de 10%.

4.3. Problemas inversos de eigenvalores

4.3.1. Introduccion

El problema de eigenvalores inverso consiste en la reconstrucciéon de una matriz a través de
su espectro®. El espectro de eigenvalores puede consistir de todos o s6lo de una parte de los
eigenvalores. El objetivo principal de una problema inverso de eigenvalores consiste en construir
una matriz que mantenga cierta estructura. Existen dos preguntas principales asociadas a un
problema de eigenvalores inverso: la solvencia teoérica del problema en cuestién asi como la
capacidad de los recursos computacionales. En la biisqueda de una solucién tedrica del problema,
se deben determinar las condiciones minimas para el cual un espectro tiene solucién, asi como el
desarrollo de un mecanismo de reconstruccién numérico de la matriz |75].

Un conjunto amplio de aplicaciones forma parte de la solucién de este tipo de problemas, entre éstos
destacan los sistemas de control, de identificacién, tomografia sismica, analisis de componentes
principales, geofisica, espectroscopia, analisis estructural, entre otros. En particular para este
trabajo, se estudia el caso del problema de eigenvalores inversos para matrices tridiagonales, atin
maés, consideramos que es una matriz simétrica, a la cual se le llama Matriz de Jacobi (Un ejemplo
se encuentra mas adelante en la Ecuacion 4.27 para el caso finito) [76].

Una metodologia comtn que tienen este conjunto de aplicaciones es la reconstruccion del sistema
fisico, i.e. encontrar sus parametros fisicos, a través del conocimiento de la dindmica del sistema.
La dinamica del sistema puede consistir en multiples conceptos, por ejemplo, un problema de
vibraciones depende de las frecuencias naturales y los modos normales de un sistema, o que en un
sistema de control, la estabilidad depende de los eigenvalores 2 [77].

2En matematicas, el espectro de una matriz consiste en el conjunto de eigenvalores de una matriz.
3En particular, en un sistema de control, el signo de cada eigenvalor determina la estabilidad del sistema en
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En particular para este trabajo, proponemos una aproximacién a la solucién del problema
siguiente:

Problema 4.3.1 Dado un conjunto de escalares 2 € R, encuentre una matriz M € N que
satisface w(M) = 2, donde N es el conjunto de matrices de Jacobi.

La historia del estudio de este tipo de problemas no es reciente, y podemos remontarnos a
los primeros trabajos en el tema realizados por Hochstadt [78|. Posteriormente, G. Guseinov y
Gasymov [79] desarrollaron el estudio del anélisis espectral para matrices de Jacobi infinitas,
matrices de Jacobi no-autoadjuntas desde la perpesctiva de la funcién espectral generalizada.
Guseinov ha estudiado también el problema asociado a uno o dos espectros, desde 2010 hasta 2013.
Durante 2009 estudié ademas el problema de espectro inverso para matrices N x N para matrices
simétricas tridiagonales, problema estudiado en el desarrollo de este trabajo [80]. Desde una
perspectiva fisica, Bairamov ha estudiado el espectro y dispersion para la ecuaciéon de Schrodinger
discreta, asi como para sistemas de Dirac [81]. Durante el mismo lapso, Huseynov estudia el
problema de dispersion inversa en sistemas de Dirac [82|. Finalmente, Manafov et. al. desde
el 2016 y hasta el 2018, realizaron el estudio de la igualdad de Parseval para ecuaciones de
Sturm-Liouville discretas, asi como para problemas de espectro inverso para la ecuacion de
Sturm-Liouville dependiente de la energia con interaccion delta [83].

4.3.2. Metodologia a través de redes neuronales

Un método de aproximacion del Hamiltoniano referido a un espectro de eigenvalores se propone,
en esta seccion, a través del uso de redes neuronales artificiales. En esta seccién construimos la
matriz tridiagonal n X n:

(b1 a3z O 0 O O 0 0 0 T
ai by aza 0 0 O 0 0 0
0 an b3 as 0 0 0 0 0
0 0 as b4 aq 0 0 0 0
M=1[0 0 0 ay 0 0 0 (4.27)
o 0 0 o0 .. .. .. 0 0
0 0 0 0 0 bn,Q Ap—9 0
0 0 0 0 0 0 QAp—9 bn—l Ap—1
L0 0 0 0 0 O 0 ap-1 by |

donde ay, b, € [0,1].

En particular, en este trabajo consideramos matrices simétricas, las cuales son llamadas Matrices
de Jacobi. La metodologia de construcciéon del espectro para este caso es la siguiente:

1. Se construyen matrices aleatorias con valores ay, by, € [0, 1] como se menciona anteriormente.

una direccion (eigenvector asociado a cada eigenvalor).
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Para cada matriz n x n se requieren (2n — 1) parametros.

2. Se construye un modelo de red neuronal con una capa de entrada de tamano (2n — 1) para
los parametros de salida, La salida tiene tamafio diferente correspondiente a los casos:

» Solo eigenvalores (para cada matriz n x n corresponden n eigenvalores).
= Eignenvalores + 1 eigenvector.
= Eigenvalores + 2 eigenvectores.

= Figenvalores + n eigenvectores.

3. Las capas ocultas corresponden a 8 capas de tamanos entre 12 y hasta 200 neuronas con
funciones de activacién tanh en cada capa.

4. Para la compilaciéon del modelo se utilizo como medida 'mae’, que es la medida de error de
error absoluto medio con un optimizador Adam a tasa de 3e~%.

5. Para realizar el ajuste se itera 50 veces (50 epochs) sobre el conjunto de pares de datos, con
una paralelizacién de 4 workers.

6. Con la finalidad de comparar los resultados, se obtienen nuevamente matrices aleatorias de
tamafnio n X n con (2n — 1) pardmetros, y se obtienen sus eigenvalores. Posteriormente, se
utiliza el modelo creado a partir de la red neuronal y se determina la 'mejor matriz’ que
acopla a los eigenvalores.

7. Finalmente, se obtienen nuevamente los eigenvalores de la matriz calculada en el paso
anterior y se comparan con los originales. El célculo de la norma para comparacion se realiza
mediante:

norm = ||lw — wa||/[|wl]

Un snippet del codigo se muestra a continuacion, para el calculo de la metodologia anterior, esto
para el caso particular de una matriz 3 x 3:

Snippet 4.6: Problema Inverso de Eigenvalores

% Carga de librerias necesarias

% Construccion de matriz y obtencion de eigenvalores.

def eigen3x3():
a, b, c, d,

e np.random. uniform (0,1,5)
M = np.array (|

[a, d, O],
[d, b, e],
[0, e, c]])
w, v = la.eig(M)
M = np.array ([a, b, ¢
% vl = v[0]. flatten ()
% v2 = v[1]. flatten ()
% v3 = v[2]. flatten ()

e n=w

» d, el)

return M,e n

% Creacion de simulaciones. Construccion de matrices y obtencion de eigenvalores
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% para un conjunto grande de casos, N = 10k, 100k.
M, E n= [],[]
for in range(0,100000):
, en = eigen3x3()
M. append (m)
E n.append(en)
M = np.array (M)
E n = np.array (E_n)

5 -

% Construccion de red neuronal para estructura de datos de entrada y salida.

capal = tf.keras.layers.Dense(units = 3, input_ shape = (3,), activation = ’tanh’)
capa2 = tf.keras.layers.Dense(units = 6,activation = ’tanh’)
capa3 = tf.keras.layers.Dense(units = 12,activation = ’tanh’)
capad = tf.keras.layers.Dense(units = 24,activation = ’tanh’)
capab = tf.keras.layers.Dense(units = 96,activation = ’tanh’)
capab6 = tf.keras.layers.Dense(units = 48,activation = ’tanh’)
capa7 = tf.keras.layers.Dense(units = 24,activation = ’tanh’)
capa8 = tf.keras.layers.Dense(units = 12,activation = ’tanh’)
capa9 = tf.keras.layers.Dense(units = 6,activation = ’tanh’)

salida = tf.keras.layers.Dense(units = 5, input_ shape = (5,))

% Construccion de modelo secuencial de capas.
modelo = tf.keras.Sequential ([capal,capa2, capa3,capa4, capab,capa6,)\
capaT7 ,capa8,capa9,salida])
modelo . compile (
optimizer = tf.keras.optimizers.Adam(le—3),
loss="mae’ ,

)

% Ajuste de modelo
historial = modelo. fit (E_ n,M, epochs=50, workers = 8, verbose = 2)

4.3.3. Resultados

Para el analisis de resultados, consideramos la tltima parte de la metodologia anterior (Ecua-
cion 4.3.2), utilizando dos formas de evaluacion: (i) calculando la norma

normy = ||lw — wal|/|[wl],
y (ii) ordenando los eigenvalores por cada una de las matrices y calculando la norma

norms = ||[Wsorted — W2,pp1eall/ || Wsorteal -

En la Figura 4.10 se muestra la comparativa de 2 modelos distintos para matrices 3 x 3 (con
dos diferentes metodologias de evaluacion de éstos): (i) utilizando tnicamente los eigenvalores
como entradas para la red neuronal y (ii) utilizando el espectro de eigenvalores asi como uno de
los eigenvectores. Para bajas dimensiones, como en este caso (n = 3), encontramos que agregar
informacion referente a los eigenvalores mejora, en general, el modelo. En este caso puede verse
que el modelo de eigenvalores con un eigenvector (color rosa) se comporta mejor que el modelo
tnicamente con eigenvalores (color verde). Lo mismo sucede con la metodologia de evaluacion
con ordenamiento, es decir, el calculo de normso.
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Al aumentar la dimension de las matrices en estudio, encontramos que el comportamiento cambia
completamente. En la Figura 4.11 observamos que, a diferencia de la comparativa para modelos
3 x 3, al agregar informacién referente a uno de los eigenvalores del sistema afecta el desempeno
del modelo para matrices 5 X 5, pues obsérvese que el modelo con eigenvalores y un eigenvector
asociado tiene un peor desempeno, por ambas metodologias de evaluaciéon. En el caso sin ordenar,
observamos que el histograma verde (tinicamente eigenvalores) tiene una distribuciéon de menores
errores que el histograma purpura (eigenvalores més un eigenvector). Lo mismo sucede para la
metodologia de ordenamiento (histograma azul comparado con histograma rosa).

Ademés, en la Figura 4.12 se comparan dos modelos distintos para evaluar matrices 9 x 9, en el
cual se pueden observar dos diferentes casuisticas al aumentar la dimensién a un nimero mayor
(n=9): (i) los errores son considerablemente mayores que en los casos anteriores (n =3 yn =5)y
(ii) se mantiene la tendencia que al aumentar la dimension de analisis incorporar informacion
referente a los eigenvalores resulta contraproducente. Cabe destacar que utilizar la metodologia
de ordenamiento de los eigenvalores muestra un mejor comportamiento al evaluar los errores.

Por ultimo, en la Figura 4.13 se muestra el comportamiento de afectacién en los modelos al
aumentar la dimension de estudio, puesto que los errores van en aumento conforme a la dimension.
Ademas, en la Figura 4.14 se muestra que al aumentar la dimensiéon, como se ha mencionado
antes, incorporar al modelo informacién de los eigenvalores resulta en un empeoramiento del
modelo, pues veamos que el histograma azul (n = 9, tnicamente eigenvalores) tiene un mejor
desempeno que el modelo para (n = 8 y n = 9) incorporando un eigenvalor (histogramas verde y
purpura, respectivamente).

50



19

Comparacién entre modelos para matrices 3x3 - Eigenvalores y eigenvectores
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Fig. 4.10: Comparacién para modelos de matrices 3x3. Se comparan los modelos de eigenvalores iinicamente, asi como eigenvalores con un eigenvector. Ademas se
muestra la comparativa, cuando se hace céalculo de la norma ordenada. En general, muestra que un ordenamiento numérico de los eigenvalores mejora la calidad de los

resultados. Para modelos de bajas dimensiones, se observa que agregar informacion referente a los eigenvectores mejora los modelos.
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Comparacién entre modelos para matrices 5x5
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Fig. 4.11: Comparacién para modelos de matrices 5x5. Se comparan los modelos de eigenvalores tinicamente, asi como eigenvalores con un eigenvector. Ademas se
muestra la comparativa, cuando se hace céalculo de la norma ordenada. En general, muestra que un ordenamiento numérico de los eigenvalores mejora la calidad de los
resultados. En este caso, ademas se observa que agregar informacion referente a un eigenvector es perjudicial para el modelo, si no se ordenan los eigenvalores.
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Comparacién entre modelos para matrices 9x9 - Eigenvalores y eigenvectores
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Fig. 4.12: Comparacién para modelos de matrices 9x9. Se comparan los modelos de eigenvalores iinicamente, asi como eigenvalores con un eigenvector. Ademas se
muestra la comparativa, cuando se hace céalculo de la norma ordenada. En general, muestra que un ordenamiento numérico de los eigenvalores mejora la calidad de los
resultados. Para modelos de altas dimensiones, se observa que agregar informacion referente a los eigenvectores empeora los modelos.
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Comparacién de modelos por dimensionalidad - Unicamente Eigenvalores
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Fig. 4.13: Comparacion de modelos para distintas dimensiones de matriz (n = 3,4,5,6,7,8,9). Se utiliza la metodologia de tinicamente eigenvalores y se comparan los
errores para cada unas de las dimensiones. En general, muestra que los resultados de los modelos empeoran al aumentar la dimensién.
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Comparacién por dimensionalidad - Modelos con eigenvalores Unicamente y eigenvalores (ordenamiento)
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Fig. 4.14: Comparaciéon de modelos para distintas dimensiones de matriz (n = 3,5,8,9). Se utiliza la metodologia de Gnicamente eigenvalores y la metodologia de
eigenvalores + 1 eigenvector. Se comparan los errores para cada unas de las dimensiones. En general, muestra que los resultados de los modelos empeoran al aumentar la

3x3 (Unicamente eigenvalores)
5x5 (Unicamente eigenvalores)
9x9 (Unicamente eigenvalores)
8x8 (Eigenvalores + 1 Eigenvector)
9x9 (Eigenvalores + 1 Eigenvector)

dimensién. Ademas, resalta que al aumentar la dimensién resulta mas conveniente inicamente usar los eigenvalores.
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Capitulo 5

Conclusiones

Las notables capacidades de procesamiento de informacion de las ANNs asi como su habilidad de
aprender de ejemplos, convierte esta metodologia en un nuevo paradigma eficiente de solucién de
problemas. El incremento en la utilizacién de las ANNs son debidos a dos principales factores:
(i) la habilidad de reconocer y aprender de patrones de entrada y salida sin ninguna consideracion
fisica, incluyendo problemas no lineales o de alta dimensionalidad; (ii) alta tolerancia a datos con
errores de medicion o ruido. Las ANNs también tienes limitaciones que se deben considerar:

(i) dependencia tanto en la calidad como cantidad de los datos, (ii) la imposibilidad de explicar
de forma comprensible los célculos y procesos intermedios del resultado de una ANN y (iii) la
falta de reglas fijas o de guia para la eleccion de pardmetros de la red neuronal.

A lo largo de este trabajo de investigacion, se ha confirmado la eficacia de las redes neuronales
asistidas por la fisica (PINNs) en la solucion de Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDPs).
La ventaja principal de usar PINNs radica en su capacidad para modelar soluciones que se
alinean intrinsecamente con las leyes fisicas subyacentes del problema en cuestiéon, minimizando la
dependencia de una gran cantidad de datos de entrada. En nuestro estudio detallado presentado
en la Seccion 4.1, abordamos dos ecuaciones diferenciales distintas. Validamos inicialmente las
soluciones de PINN para el caso del dispositivo mecanico biestable con un momento de inercia
constante. Para este proposito, comparamos dos métodos distintos: (i) un enfoque basado en
diferencias finitas utilizando el método de Runge-Kutta en el software Mathematica y (ii) nuestra
implementaciéon de PINN en DeepXDE con Python. Intrigantemente, al normalizar las soluciones,
encontramos que eran idénticas entre los dos enfoques. Posteriormente, extendimos nuestro anéalisis
al dispositivo mecanico biestable con un momento de inercia variable, seleccionando la funcién
I(x) = h%c para el intervalo z € [0,2]. Tras un andlisis profundo, derivamos los eigenvalores
que conferian relevancia fisica a la EDP, identificando estos como A\; = —1.72104490421 y
Ao = —2.17701849660. La solucién a través de ambos enfoques numéricos indicé un acuerdo
sobresaliente entre ellos, reafirmando la robustez y precision de las PINNs en este contexto. Por lo
tanto, lo desarrollado en esta tesis respalda la viabilidad y exactitud de las PINNs en la resolucién
de problemas fisicos complejos, posiciondndolas como una herramienta invaluable en el ambito de
la investigacion de sistemas dindmicos.

En la Seccion 4.2, hemos logrado construir con éxito una Red Neuronal Artificial (ANN) dedicada
a desentranar el enigmatico fendmeno del efecto tinel cuantico, enfocindonos en la determinacion
precisa de los coeficientes de transmision y reflexion, ya sea para una, dos o tres barreras de
potencial. El camino para llegar a este logro comenzo6 con la meticulosa construccién de bases de
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datos, que comprendian informacién crucial como las alturas y grosores de las barreras en cuestion
y el coeficiente de reflexiéon. Este vital conjunto de datos fue construido en el software Mathematica.
Avanzando en nuestro proceso, procedimos a segmentar nuestros datos en conjuntos destinados
para entrenamiento y validaciéon. El disefio final de nuestra ANN consistié en una estructura
compuesta por una capa de entrada, ocho capas ocultas, y una capa de salida. La primera
capa albergaba 7 neuronas y empleaba la funcién de activacion 'relu’. Por otro lado, las capas
intermedias, con una diversidad de hasta 24 neuronas, alternaban funciones de activaciéon 'relu’ y
"sigmoid’. Optimizamos nuestro modelo utilizando el optimizador 'adam’ y establecimos una tasa
de aprendizaje de 0.001. Al evaluar el desempeno de nuestro modelo utilizando el conjunto de
datos de validacion, encontramos que el modelo era extremadamente prometedor. Especificamente,
el 25% de los datos evaluados arrojé un error menor al 2.14 %, y, de manera alentadora, el 50 % y
el 75 % presentaron un error menor al 13.44 %. Ademas, uno de los hallazgos mas destacados fue la
eficiencia computacional del modelo: super6 las expectativas al ser aproximadamente 10000 veces
mas rapido por iteracion que los métodos tradicionales. Estos resultados reafirman la potencia y
la relevancia de las ANN en la ingenieria cuéntica moderna.

En la Seccién 4.3 de este trabajo académico se aborddé de manera meticulosa el desafio del
problema inverso de eigenvalores en matrices de distintas dimensiones, en especifico, rangos de
n = 3 hasta n = 9. Empleando técnicas supervisadas de redes neuronales, nuestro enfoque se
centro en las llamadas matrices de Jacobi (relacionado con los Hamiltonianos a primeros vecinos),
que se caracterizan por ser matrices tridiagonales compuestas por nimeros reales. En las fases
iniciales, generamos matrices de Jacobi que abarcaban un espectro de valores reales entre I = [0, 1].
Posteriormente, evolucionamos hacia la creacion de redes neuronales adaptadas, con una estructura
de entrada basada en las dimensiones (2n1) o 2n para modelos que incluian tanto eigenvalores
como un eigenvector. La arquitectura neuronal se basé en un disefio que variaba entre 12 y 200
neuronas distribuidas en un maximo de 8 capas ocultas, todas empleando la funcién de activacién
tanh. Durante la fase de compilacion, se adopto el error absoluto medio (‘mae’) como métrica de
precision y se empleé el optimizador "adam’, estableciendo una tasa de aprendizaje de 3 x 1074, A
su vez, definimos un proceso de entrenamiento de 50 epochs con una paralelizacién optimizada con
4 workers. Para una evaluacion robusta y detallada, generamos matrices aleatorias de tamano nxn,
calculamos sus eigenvalores y los introdujimos en la red neuronal. El resultado fue una matriz que,
idealmente, se ajustaria al espectro deseado. Evaluamos la precisiéon de este ajuste mediante dos
enfoques distintos: norm = ||w — wal||/||w|| ¥ norma = ||Wsorted — W2,,,,04!l/||Wsortedal|- Nuestro
anélisis detallado sobre el comportamiento modelado en relaciéon con la dimensién de las matrices
revel6 observaciones notables. Notamos que, para matrices de dimensiones méas pequenas (n < 4),
la inclusién de datos relacionados con los eigenvectores potencia notablemente el rendimiento
del modelo. Sin embargo, al incrementar la dimension, esta inclusiéon tiende a desestabilizar el
desempeno. Ademas, identificamos una tendencia preocupante: al expandir la dimension bajo
estudio, los modelos muestran una disminucién en su capacidad de generalizaciéon. Esta revelacion
es crucial para investigaciones futuras y aplicaciones de este enfoque sobre la solucién de problemas
inversos.

Los resultados de este trabajo muestran que la construccion de dispositivos y/o sistemas hibridos
entre métodos tradicionales y de redes neuronales prometen ser todo un nuevo paradigma de
investigacion. La posibilidad de aplicacién de esta metodologia recae en la prediccién y mediciéon de
procesos fisicos, modelos multiescala, simulaciones y control de sistemas dindmicos, por mencionar
algunos. Sin embargo, no se puede dejar de mencionar la falta de guias o buenas practicas en el
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desarrollo y estructura de una ANN, por lo que el estudio de las ANNs, PINNs y sus aplicaciones
tiene un camino de mejora y desarrollo bastante amplio.
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Apéndice A

Algoritmo Back-Propagation

En general, la finalidad del algoritmo es encontrar los pesos tales que por cada entrada produce
una salida lo més cerca a un valor predefinido. Una agradable introducciéon a este método puede
encontrarse en [84].

= Paso 1 Inicializar los pesos, la tasa de aprendizaje y el criterio para detener el entrenamiento.
= Paso 2 Elegir aleatoramiento un par de entrada y salida.

= Paso 3 Calcular las entradas de cada capa, asi como la salida final de la red.

= Paso 4 Calcular los componentes de sensibilidad.

= Paso 5 Calcular los componentes del gradiente y actualizar los pesos de la red.

= Paso 6 Iterar el proceso hasta llegar al criterio de detencién.

Apéndice A.1 Detalles del algoritmo

1. Inicializar los pesos wéj con valores pequeiios en el intervalo [—1, 1]. Seleccionar los valores

de la tasa de aprendizaje y el criterio de detencion.

2. Elegir aleatoriamiento un vector de entrada de J = {I{, I3, ..., Ill\fl} y su correspondiente
salida de T = {t1,t2, ..., tn; }-

3. Calcular la entrada para cada capa, {I{, Ié, e I]l\/l} y las salidas de la capa L,
{01,042, ...,OnL+1}.

Nl
2= Z[}ng, j=1,2,3, .., N2
i=0

lel
Ij = Z 'A<Izl_1)w’le_17 ] = 172737 "'7Nla l = 172737 7L
=0
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A. ALGORITMO BACK-PROPAGATION

NL
0;=> AIMwh, j=1,2,3. N
=0

Los términos I3, A(I5™1) y A(I§) son inicializados en uno.

4. Calcular los componentes de sensibilidad {6}, 8}, ..., (55\,[}.
SF =2(0; - t;), i=1,2,3,.., N

Nl+1
St=AI) Y whett, 1=L,L-1,.,2i=123,..,N"
j=1

5. Calcular las componentes del gradiente géj (derivada parcial del error respecto a los pesos)

: L
y actualizar los pesos wj;.

Oe

1
ow; y

gl = =AI)S 1=1,2,3,..,L.i=0,1,2,..,N"

0 l . I+1
Wi =wi; — g J=1,2,3,.. N

6. Verificar el criterio de detencion del algoritmo.

a) Incrementando el indice de iteracion, k = k + 1. Si k > kpqz, detenemos y regresamos
!
los pesos w;;.
b) Verificar la convergencia. Si ]gll-j| < gmin con | = 1,23 ....L., i =0,1,2,..,N' y
j=1,2,3,..., N'"1 detenemos y regresamos los pesos.

¢) Si el criterio de detencion anterior no se satisface, iteramos de nuevo.
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