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Resumen

En este trabajo tedrico se presenta un analisis exhaustivo de las propiedadades estruc-
turales y electrostaticas de la doble capa eléctrica en el marco de la teoria URMG
(Unequal-Radius Modified Gouy-Chapman). El presente estudio se llevd a cabo consi-
derando interfases cargadas con las geometrias que se encuentran mas frecuentemente
en sistemas reales, a saber: plana, cilindrica y esférica. El problema general de un co-
loide electrificado, inmerso en un electrolito, y que origina la distribuciéon iénica que
se conoce, precisamente, como la doble capa eléctrica (DCE), tiene una importancia
destacadisima en la fisicoquimica, debido a su relacién directa con una gran multitud
de fenémenos fundamentales y de aplicaciones bioldgicas, médicas y tecnologicas. Por
lo anterior, el desarrollo de una descripcion tedrica adecuada de este tipo de materia
“blanda” ha simbolizado uno de los objetivos centrales en la ciencia coloidal desde hace
més de un siglo. Como es bien sabido, la teorfa clasica y méas conocida de la DCE esta
basada en la ecuacion de Poisson-Boltzmann (PB), la cual supone un modelo electroliti-
co con iones puntuales. Esta sencilla representacion fue “ligeramente retocada” en 1982
por Valleau y Torrie [1], quienes en su nuevo formalismo introdujeron especies idnicas
de naturaleza “semi-puntual”; esto es, iones que interacttian entre ellos como cargas
puntuales, pero que, en relacién con el electrodo cargado, se comportan como si fuesen
esferas duras (con un radio que depende de la especie en cuestion, sea esta cationica
o aniénica). En este punto, es muy importante recordar que el formalismo original de
PB se distingue por predecir un comportamiento monotdinico en todas las propiedades
de la DCE, tanto las estructurales y electrostaticas como las termodinamicas. Asi, la
gran relevancia de la teoria de URMGC ha sido que, tras su aparicion, se han podido
observar diversos comportamientos no monotonicos en las distribuciones iénicas, en el
potencial electrostatico promedio y en la carga acumulada, para electrodos planos y
esféricos [1, 2], los cuales solo habian sido evidenciados previamente por teorias mas so-
fisticadas que PB y URMGC, y que incorporan el tamano iénico de manera consistente.
De las peculiaridades no monotoénicas ya mencionadas, dos de ellas seran de especial
interés en esta investigacion y son las denominadas como Reversion de Carga (RC) y
Amplificacion de Carga (AC). En este contexto, en las paginas siguientes se reportara
un analisis muy amplio de la DCE sustentado en una novedosa formulacion integral de
la teoria de URMGC (que difiere de la tipica expresion diferencial de la ecuacion de
PB), generalizada (y resuelta numéricamente) para geometrias plana, cilindrica y esfé-
rica. Las cualidades méas destacables de nuestra investigacion son (a) su carater general
en lo que se refiere a geometria de la DCE, (b) su énfasis en el estudio de las anomalias
de RC y AC, y (c), especialmente, que significa el primer tratamiento publicado en la
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literatura acerca de la DCE cilindrica en el marco de la teoria URMGC.

El contenido de este tesis esta dividido en los siguientes capitulos. Primeramente, se
incluye una introduccion al problema de la DCE. Ahi se hace una descripcion muy
detallada de los sistemas coulémbicos a estudiar y, ademas, se revisan sucintamente los
modelos y teorias precursores mas relevantes. Asimismo, se dedica una secciéon completa
a la introduccion y discusion de los intrigantes fenémenos de Reversion y Amplificacion
de Carga. Por ultimo, en este capitulo inicial se deduce, de manera “fenomenologica”,
la famosa ecuacion de Poisson-Boltzman. A continuacién, sigue un capitulo de gran
trascendencia asociado a la formulacion integral de la teoria URMGC, en donde se de-
duce la correspondiente ecuacion integral generalizada. Como complemento necesario
de esta parte de la tesis, se explica detalladamente el método numérico de Picard, que
fue empleado para resolver, con rapidez y precision, la ecuacion integral de URMGC en
geometrias plana, cilindrica y esférica. En el capitulo de Resultados se incluye un con-
junto muy extenso de datos numeéricos para una enorme cantidad de sistemas electrodo-
electrolito, en donde se variaron la geometria de la DCE, las valencias y “radios” i6nicos,
el radio del electrodo (para los casos cilindrico y esférico), y el potencial superficial. En
particular, esta vasta examinacion intenté dilucidar la influencia de la geometria y de
los demas parametros del sistema en la ocurrencia de RC y AC. Al final del capitulo,
se resumen los principales hallazgos y aportaciones de esta extensa indagacion. Entre
ellos, queremos insistir en que aqui se presenta, por vez primera, la solucién al esquema
teorico de URMGC en geometria cilindrica, lo que le da un valor agregado muy espe-
cial a esta obra. Finalmente, el tltimo capitulo contiene nuestras conclusiones y algunas
perspectivas que se desprenden de esta tesis. En los apéndices se pueden encontrar (i)
una discusion de los fundamentos de los métodos de Iteracién de Punto Fijo y de Pi-
card, (ii) el listado (con comentarios) del programa en FORTRAN; escrito ex profeso
para obtener los resultados de esta tesis, asi como (iii) un recuento de los valores tipicos
de los pardmetros y de la funcion de inicio empleados en la soluciéon numérica de la
ecuacion integral generalizada de URMGC.
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Introduccion

Dado que el objetivo principal de esta tesis es tratar de describir la fenomenologia
asociada a la doble capa eléctrica existente en las proximidades de un electrodo o de
un coloide cargado, para comenzar, presentaremos una discusiéon introductoria de los
principales conceptos involucrados en el problema central de esta tesis.

1.1. Los coloides y la doble capa eléctrica

En muchas ramas de la ciencia y de la tecnologia es muy comiin encontrar situaciones
en las que se tienen particulas de tamano mesoscdpico (véase la Fig. 1.1) inmersas en
un medio dispersante. En términos fisicoquimicos, estamos tratando con un sistema
compuesto por un soluto (fase discreta) y un solvente (fase continua), en el cual, tipi-
camente, el soluto se encuentra disperso de manera uniforme en el solvente. Debemos
punualizar que en nuestra anterior descripcién suponemos que las particulas del soluto
dispersas son considerablemente mas grandes (son macroparticulas) que las del solvente
(y, naturalmente, que los iones libres que pudiera haber). Si este es el caso, estamos
entonces en presencia de lo que se denomina como un sistema coloidal (recibiendo las
macropariculas el nombre de coloides). En general, podemos definir a un coloide co-
mo cualquier porcion de materia con dimensiones entre los 10 A y las micras (Figura
1.1), sin importar otras caracteristicas, como podrian ser su forma o la sustancia que
la constituye. Asi, el principal interés de la ciencia coloidal es describir adecuadamente
el comportamiento de esta materia discreta, en el seno un medio continuo, cuando las
macroparticulas conservan en todo momento su naturaleza [3].

Por su definicion tan sencilla (que solo atiende al tamano del soluto), las dispersiones
coloidales son materiales “blandos” con una gran ubicuidad, y que, ademaés, tienen
una enorme relevancia en distintas areas de la ciencia (como son la fisica, la quimica,
la biologia y la medicina) y en la tecnologia, tanto por los interesantes fen6menos
fundamentales que en ellos ocurren como por sus multiples y valiosas aplicaciones. Para
mayor abundamiento, en la Tabla 1.1 incluimos una dilatada lista de ejemplos que
exhiben claramente la trascendencia de los sistemas coloidales en un amplio espectro
de campos del conocimiento.

Es un hecho muy conocido en la fisicoquimica que, cuando un un electrodo o un coloide
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COLOIDES

100 10 10 107 10° 10° 10% 107 102 107! 10°

Micro Meso Macro
Figura 1.1: La escala coloidal.

se pone en contacto con un medio polar (un ejemplo tipico seria el agua), por regla ge-
neral, la superficie o la macroparticula se carga eléctricamente, ya sea por la desorcion
de grupos superficiales, o bien por la adsorcion de iones libres presentes en el solvente
[4]. Ahora bien, si el electrodo o el coloide electrificado esta inmerso en un electrolito
(esto es un solvente que originalmente contenia cationes y aniones disueltos), la accion
combinada de las interacciones coulémbicas y estéricas, mas el movimiento térmico de
las particulas libres, genera una distribucion espacial de los contraiones (especies elctro-
liticas con carga de signo opuesto a la de la superficie) y coiones (especies electroliticas
con carga de signo igual a la de la superficie) que recibe el nombre de doble capa eléc-
trica. En general, esta doble capa eléctrica (DCE) se divide en dos regiones principales.
La primera zona, conocida como la capa de Stern (que, en su caso méas sencillo, esta
acotada por el plano o superficie de Helmholtz), incluye a todos aquellos iones que es-
tan adsorbidos a la interfase cargada. Mientras que la segunda region, o capa difusa, es
en donde los iones libres se distribuyen de manera no uniforme, a consecuencia de las
fuerzas entre particulas y su agitacion térmica. En la Figura 1.2 se muestra un esquema
de la DCE, asi como otro de sus diferentes regiones.

ol 9 <
L ° - = -
1 | R @ 5 ©
N ' g 0f 80 %
[ | [ e b
g [ | - e
£ : & : Particul . N
cF 1 & |
1 | Capa de Stern
4 | / ,- | Capa Difusa
Fe €.,F F I ,
ones en equilibrio
1 1 con la solucién
a) Modelo de la DCE plana con una
superficie cargada negativamente b) Regiones de la DCE

Figura 1.2: (a) Ilustracion de la DCE y (b) sus distintas regiones.

La DCE es la idea central de esta tesis y, por ello, es necesario apuntar que su co-
rrecto entendimiento es crucial para el establecimento de una descripcién adecuada de
los sistemas coulémbicos, ya que sus caracteristicas especificas son las que rigen las
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Area Ejemplos
Indicadores de adsorpcion, intercambio
Quimica analitica iobnico, filtracion de precipitados, y de-
coloracion.

Nucleacion, cristales liquidos, super-
calentamiento, y super-enfriamiento
Cataforesis, 6smosis, equilibrio de Don-
Bioquimica y biologia | nan y otros fenomenos membranales,
molécular virus, acidos nucléicos, proteinas, y he-
matologia.

Catélisis, jabones y detergentes, pintu-
Manufactura quimica | ras, adhesivos, colorantes y tintas, pa-
pel, pigmentos, y lubricantes.

Aerosol, neblina y smog, purificacion
Ciencias ambientales | del agua, “siembra” de nubes, y tecno-
logia de “cuarto limpio”.

Ciencia de los mate- | Aleaciones, ceramicos, cemento, fibras,
riales y plasticos.

Ciencia del petréleo, | Extraccion del petroleo, emulsificacion,
geologia y ciencias del | porosidad del suelo, flotacion, y enri-
suelo quecimiento mineral.

Leche y otros productos lacteos, cerve-
za, impermeabilizacién, cosméticos, y
productos encapsulados.

Tecnologia de la ima- | Emulsion fotografica, xerografia, y tin-
gen tas de impresion.

Fisicoquimica

Productos domeésticos
y de consumo

Cuadro 1.1: Ejemplos de sistemas coloidales en diversas areas de la ciencia y la tecno-
logia.

propiedades de equilibrio y transporte, asi como la estabilidad, de las suspensiones co-
loidales. Como ejemplo de lo anterior, el conocimiento de los perfiles de densidad iénica
asociados a la DCE nos permite determinar otras funciones de suma relevancia, como
son el potencial electrostitico promedio y la carga acumulada (que es la suma de la
carga superficial nativa mas aquella de la “nube” i6nica adjacente) en todo punto del
espacio. A su vez, el valor del potencial electrostatico en las cercanias de la interfase
hace posible estimar (o, de hecho, aproximar), de manera tedrica, el potencial zeta, C,
una cantidad central en los experimentos de electroforesis [4, 5|, puesto que su medicion
constituye una ruta practica bien conocida para determinar la carga de un coloide y
su consecuente estabilidad en una suspension. Por otra parte, la carga acumulada se
relaciona directamente con el significativo concepto de carga efectiva, que no es méas que
aquella con la que la macroparticula “parece” interaccionar con el resto del sistema. A
este respecto, en tiempos recientes este mismo tema de la carga efectiva ha suscitado un
enorme interés en el campo, a partir de la observacion, tanto en el laboratorio como en
teorias y simulaciones, de dos intrigantes fendémenos conocidos como la reversion y la
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amplificacion de la carga (RC y AC, respectivamente). De manera breve, cuando ocurre
alguna de estas peculiaridades, una particula coloidal o una superficie en soluciéon se
comporta extrafiamente “como si” su carga cambiase de signo (para la RC) [6], o bien
“como si” el valor de su carga aumentara, sin cambiar de signo (para la AC) |7, 8] En
el caso de la RC, su posible origen residiria en una presencia exacerbada de contraiones
en las proximidades de la macroparticula o del electrodo, hasta el punto de producir
una sobre-compensacién de su carga nativa y el cambio en la polaridad del comple-
jo superficie4-contraiones. En contraparte, para la AC, la sobrepoblacion inesperada
de coiones cerca de la interfase se traduciria en un incremento de la carga total del
complejo superficie+coiones (para una ilustracion de esos efectos véase la Figura 1.3).

(a) RC

Figura 1.3: Los fenémenos de (a) Reversion de Carga y (b) Amplificacion de Carga
(adaptada de la referencia [8]).

En las lineas anteriores, ademas de dedicar buena parte de esta seccién al concepto
principalisimo de doble capa eléctrica, hemos también profundizado en los fenémenos
de reversion y amplificacion de carga, y la razon de este énfasis es que, como podra
advertirse claramente en lo que resta del presente trabajo, estas tres tematicas serdn
ejes centrales, y muy recurrentes, en la investigacion teorica aqui reportada. Asi pues,
y como colofon a este apartado, queremos ejemplificar y enfatizar las trascendentales
implicaciones que tienen actualmente la RC y la AC en un campo de la biologia tan
importante como es, sin duda, el comportamiento del ADN y del ARN (el primero de
ellos considerado, incluso, como “la molécula de la vida”). En este sentido, invitamos
al lector a escudrinar el fascinante articulo titulado “DNA-Inspired Electrostatics” [6]
(ver la Figura 1.4), en donde los autores hacen un recuento muy instructivo de lo

10



1.2. MAS SOBRE LA TRASCENDENCIA DE LA REVERSION Y DE LA
AMPLIFICACION DE CARGA Capitulo 1

que sabemos actualmente sobre el ADN, y dedican dos secciones enteras (“Counterion
release and charge reversal” y “DNA-lipid complexes”) a una prolija discusion de la
reversion de carga y de sus significativos efectos en la estructura, plegamiento, binding,
electrocinética y complejacion de esa famosa “molécula de la vida”.

PHYSICS TODRY

SEPTEMBER 2000

DNA-INSPIRED ELECTROSTATICS

Figura 1.4: Articulo “DNA-inspired Electrostatics” [6].

1.2. Mas sobre la trascendencia de la reversiéon y de
la amplificacion de carga

Como se he mencionado ya, el atractivo por los sistemas coloidales y su fenomenolo-
gia no es exclusivo de la fisica; en particular, existen otras ramas de la ciencia, como
la mineralogia y la agronomia, que estan muy interesadas, por ejemplo, en el cambio
en la presion de “hinchamiento” (swelling) y en la permeabilidad de arcillas en medios
acuosos (a consecuencia de la asimetria en tamano de las especies ionicas presentes) [9].
Asimismo, el movimiento de macroiones en presencia de campos eléctricos externos, o
electroforesis |4, 5], es una area de mucho impacto en la caracterizacion de coloides y
polielectrolitos, y, en este ambito, las correspondientes mediciones de movilidad inver-
tida e incrementada de macroiones en medios electroliticos multivalentes han suscitado,
naturalmente, la explicacion de que su origen reside en las concomitantes reversion o am-
plificacion de la carga coloidal efectiva 6, 10, 11, 12]|. Adicionalmente, se han publicado
diversos articulos que analizan la dindmica de coagulacién [13] y el “empaquetamiento”
del ARN en capsides virales [14] a la luz de la RC y AC.

Dado que las particulas coloidales estdn dentro de la escala nanométrica, también exis-

11
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ten novedosas aplicaciones de ellas en la fabricacion de nanotubos y nanocanales. En
estos materiales es fundamental establecer una descripcion correcta y moderna de sus
sorprendentes propiedades de transporte idénico y de seleccion de carga, las cuales pue-
den tener repercusiones considerables en la biofisica de los canales ionicos [15, 16, 17].
En los experimentos, teorias y simulaciones reportados en esos articulos, de nueva cuen-
ta, se ha planteado que la reversion y la amplificacion de carga tienen un notable efecto
modulador en dichos procesos de acarreo y discriminacion de iones. Para concluir, en
la apasionante interfase entre la biofisica molecular y la medicina, cientificos de esa
area han realizado grandes esfuerzos para crear tratamientos para atacar las células
cancerigenas, basados en medicamentos que son dosificados eficiententemente utilizan-
do provechosamente el efecto de reversion de carga en los “acarreadores” [18, 19|. Tales
medicamentos oncoloégicos de tltima generacion buscan hacer llegar los péptidos an-
ticancerigenos, disefiados ad-hoc, al interior de las células dananadas, en una forma
altamente especifica que evita afectar a las células sanas. Siendo esta una prometedora
terapia para enfrentar tan terrible enfermedad que se beneficia sustancialmente de los
avances contemporaneos en la fisica de los coloides.

1.3. Una breve revision del desarrollo de modelos y
esquemas tedricos para la doble capa eléctrica

Historicamente, la primera representacion conocida de la DCE se atribuye a Helmholtz,
quien, en 1853, traté a esta distribucién de carga idénica como un condensador plano.
En su modelo fisico una capa de contraiones es adsorbida a un plano electrificado, lo
que suponia, de manera intuitiva, que estas cargas i6nicas compensarian la de la super-
ficie. Los contraiones estarian a una distancia de un radio i6nico con respecto al plano,
formando asi una doble capa rigida. Esta representacion inicial era bastante simple vy,
con el pasar de los anos, mostré poca utilidad, ya que no consideraba muchas otras
caracteristicas del electrolito circundante (como podria ser la naturaleza de los coio-
nes); sin embargo, si que permitié la introduccion, en forma cualitativa, del concepto
de plano (o superficie) de Helmholtz y, en especial, di6 origen a la idea basica de doble
capa eléctrica.

La ruta méas fundamental y rigurosa de obtener descripciones de la DCE es mediante
la mecanica estadistica. Es asi que, a partir de la aplicacién de estos principios fisicos
en los inicios del siglo XX, los formalismos resultantes han permitido avanzar notable-
mente en el conocimiento de los sistemas coloidales [20].

Con toda seguridad, la teoria mas reconocida en el estudio de la DCE es la de Poisson-
Boltzmann, la cual proviene de la combinaciéon de la ecuacion de Poisson del elec-
tromagnetismo con la hipotesis de que la distribuciéon de equilibrio de los iones en el
electrolito, determinada por el balance entre las fuerzas electrostaticas y la agitacion
térmica, obedece un comportamiento de tipo Boltzmann. De esta manera, la conjun-
cion de estos dos elementos teoricos lleva, finalmente, a la conocidisima ecuaciéon de
Poisson-Boltzmann (PB). Este ruta teorica fue utilizada, primeramente, por el fran-
cés Louise Georges Gouy en 1910 [21] e, independientemente, por el britanico David
Chapman en 1913 [22], quienes propusieron la teoria iniciadora que lleva sus nombres,
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Gouy-Chapman (GC). Pese a sus limitaciones, originadas en la conjetura simple de
que los iones son cargas puntuales, este esquema plante6 la existencia de una region,
o capa, difusa asociada a los iones libres. En donde, el término difusa quiere dar a
entender que la carga neutralizante en el solvente ya no esta localizada en un plano
fijo (como lo prescribia la vision de Helmholtz), sino que se distribuye en el espacio,
decayendo progresivamente al alejarse de la interfase cargada. A pesar del progreso
que significo en el campo la teorfa de GC, dicho enfoque tenia el problema de que los
iones, al ser puntuales, podian acercarse tanto como quisieran al plano electrificado y
alcanzar concentraciones carentes de significado fisico. Esta limitacién, por otro lado,
se manifestaba como una sobreestimacion de la capacidad de apantallamiento de los
iones. Por todo lo anterior fue que, anos mas tarde, Stern [23] concibié un importante
cambio en el modelo de GC, consistente en la incorporacion de una distancia de maximo
acercamiento de los iones a la intercara. Este supuesto, aparentemente elemental, fue,
sin embargo, el primer paso en la direccion de incluir los efectos de tamano iénico finito
en la descripcion de la DCE. Posteriormente, se sumaron algunos otros anadidos y/o
extensiones [24, 25|, siendo un magnifico ejemplo de ello el articulo de Debye y Hiickel
de 1923 |26], quienes abordaron el caso de una geometria esférica para el electrodo, lo
que abri6 la puerta a la inminente aplicacion de la ecuacion de Poisson-Boltzmann al
ambito de los coloides de tamafno micro o nanométrico. En ese mismo marco teoérico de
Debye y Hiickel (DH) apareci6é un concepto que posteriormente se convertiria en una
cantidad emblemaética en la fisicoquimica coloidal, y que se conoce como la longitud de
Debye, \p. Esta distancia, que caracteriza al decaimiento espacial del potencial elec-
trostatico, estd dada por el inverso de la “kappa de Debye”, k, la cual, a su vez, tiene
en consideracion diversas propiedades del electrolito (como serian las valencias y las
concentraciones ionicas, la constante dieléctrica de la solucion y la temperatura). Estas
subsecuentes variaciones al modelo de GC fueron determinantes en la evolucion de la
teoria de PB, ya que dieron la pauta a nuevos desarrollos que incluyeron la conside-
racion de otras geometrias para la superficie cargada, la presencia de asimetrias en la
valencia de los iones, o bien la posibilidad de incluir distancias de acercamiento ionico
distintas para cada especie ionica. Esta tltima modificacion fue, precisamente, el origen
de la Teoria Modificada de Gouy-Champman para Radios Iénicos Desiguales de Valleau
y Torrie (URMGC por sus siglas en ingles) [1], la cual serd el objeto central de estudio
de esta tesis.

La principal limitacion de URMGC es que no incluye el total de correlaciones estéricas
resultantes del tamanio i6nico (recuérdese que en esta teoria los iones son tomados co-
mo semi-puntuales). No obstante, para sistemas con cargas electrodicas y/o densidades
ionicas y/o valencias bajas o medias, URMGC provee una tratamiento adecuado de la
DCE, razén por la cual un estudio mediante URMGC de la atmosfera iénica en las
proximidades de un electrodo con geometria variable significaria una contribucion muy
valiosa en esta area de investigacion.

Por su papel primordial para esta tesis de Maestria, reservaremos para una seccion si-
guiente un relato pormenorizado de la apariciéon de la teoria de URMGC en la literatura
de la DCE y de su posterior evolucion. Ademas, en los proximos capitulos presentare-
mos (i) el desarrollo explicito de la novedosa version integral de URMGC, generalizada
para una DCE ya sea con geometria plana, cilindrica o esférica, (ii) la técnica de so-
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lucion numeérica de tal ecuacion integral, (iii) los resultados obtenidos para una gran
variedad de sistemas, asi como (iv) una discusion de los hallazgos méas relevantes de
nuestra indagacion.

Como se ha mencionado a lo largo de este texto, las investigaciones sobre la DCE
son de gran interés en vista de su amplia gama de aplicaciones en numerosas areas del
conocimiento, por lo que es muy importante la caracterizacion de sistemas que suelen ser
mucho més complejos que la sencilla representacion de la DCE implicita en el enfoque
de URMGC. Es por ello que, si bien el presente proyecto estd basado en esa variante
de la teoria clasica de PB, seria oportuno incluir, como remate, una revision somera de
los esquemas teoricos que complementan y/o van méas alla de URMGC.

Uno de los procedimientos numéricos més en boga para escudrinar la materia es el de
las simulaciones computacionales. En particular, los “experimentos” en ordenador via
el método de Monte Carlo [27] son una forma comin de “sustituir” alguna situacion
real con una representacion simplificada del mismo, y hacer uso de variables aleatorias
y funciones distribucion de probabilidad con el propoésito de calcular cierto momento
una distribucion de probabilidad especifica, cuyo valor es el mismo que el de alguna
de las propiedades del sistema “emulado”. De manera esquematica, la técnica de Mon-
te Carlo consiste en la realizaciéon de muchisimos “experimentos” computacionales que
involucran variables estocésticas, para luego obtener una estimaciéon del promedio de
alguna de esas variables a partir de la Ley de los Grandes Numeros. En el mejor de los
casos, tales simulaciones de Monte Carlo permiten al modelo matemética “recrear” lo
ocurrido en la situacion real.

Otro de los enfoques tedricos modernos empleados para describir la DCE es la Teoria
de Funcionales de la Densidad (DFT, por las siglas en inglés de Density Functional
Theory). Para decirlo en pocas palabras, en la DFT se aproxima la energia libre de
Helmholtz, F, por medio de un funcional (que es una extension del concepto de fun-
cidn), tratando de incorporar las interacciones y/o contribuciones mas relevantes para
tal energia libre F'. Una vez obtenida la F', y empleando el cdlculo funcional, se procede
entonces a determinar la correspondiente distribucién i6nica, amén del resto de propie-
dades termodinamicas del sistema [28, 29, 30].

Una ultima manera de tratar la DCE, y que es preciso destacar, es la Teoria de Ecua-
ciones Integrales para Liquidos. Este riguroso formalismo mecanico-estadistico se debe
a Leonard Ornstein y Frits Zernike |26], quienes en 1914 propusieron la ecuacion que
tiene sus nombres con el fin de determinar la correlacion total entre dos particulas en
el liquido. Para ello expresaron esa funciéon como la suma de dos términos: una parte
directa, dada por una funcién de correlacion directa, y otra indirecta, la cual describe
como influye indirectamente la primera particula sobre la segunda por la intermediacion
de una tercera (que puede ser cualquiera de las restantes en el fluido y que puede afectar
directa o indirectamente a la segunda). Ahora bien, y el marco de la Teoria de Ecuacio-
nes Integrales aplicada especificamente al problema de los sistemas coulémbicos, tiene
un lugar especial la ecuacion integral hibrida de HNC/MSA (Hypernetted-Chain /Mean
Spherical Approximation), que resulta de combinar en la ecuacion de Ornstein-Zernike
las cerraduras aproximadas de Cadena Hipertejida (HNC, por sus siglas en inglés) y la
llamada Aproximacion Esférica Media (MSA, igualmente por sus siglas en inglés). La
explicacion detallada de esta ecuaciéon particular y varios ejemplos de su uso exitoso en
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sistemas de DCE puede hallarse en las referencias [31, 32, 33|. Una de las caracteristi-
cas més relevantes de esta teoria es que incluye consistentemente los efectos de tamano
ionico finito, antes ignorados por todas las descripciones tedricas antecesoras basadas
en la ecuacion de Poisson-Boltzmann.

1.4. Investigaciones relevantes previas acerca del pro-
blema de la DCE

En esta seccidon resenaremos algunos de los trabajos sobre la DCE que tienen una co-
nexion directa y/o que son de mayor relevancia para esta tesis. La revision de esos
estudios seguird un 6rden cronolégico y consistird en una breve descripcion de su conte-
nido. En varias de las referencias mencionadas se citan las investigaciones del asesor de
esta tesis y de sus colaboradores, quienes han contribuido al tema de esta obra y cuyos
articulos constituyen, en buena medida, el punto de partida del proyecto aqui reportado.

Sin lugar a dudas, el articulo mas importante para esta tesis es el publicado, en 1982,
por Valleau y Torrie [1], en donde sus autores introdujeron una “sencilla” adicién al
modelo de iones puntuales usado, desde siempre, al resolver la ecuacion diferencial de
Poisson-Boltzmann. Esa “simple” extension consistié en suponer que los iones seguian
interactuando entre ellos como cargas puntuales, pero que, en cambio, y en relacion
con un electrodo de geometria plana, las especies idnicas solo podian aproximarse a
esta ultima hasta una distancia de mdzimo acercamiento, que, en principio, podia ser
distinta dependiendo de la especie. En otras palabras, Valleau y Torrie “Gnicamente”
introdujeron un cambio en el modelo de la DCE, consistente en una novedosa represen-
tacion semi-puntual de los iones, en la cual los iones se “veian” entre si como carentes
de tamano, en tanto que, al interactuar con la pared electrificada, se comportaban co-
mo esferas duras con radios desiguales. Debe advertirse que lo anterior significa que,
mateméaticamente hablando, solo se estarian cambiando las condiciones a la fontera
al solucionar la ecuacién diferencial de PB. Por tanto, el nuevo formalismo propuesto
en [1|, y denominado, entendiblemente, como la teoria de “Unequal-Radius Modified
Gouy-Chapman” (URMGC, por sus siglas en inglés), sigue siendo equivalente, en la
préactica, a resolver la ecuacion diferencial de Poisson-Boltzmann.

En ese articulo inaugural de URMGC hay dos resultados a destacar. En primer lugar, se
estableci6 que hay un marcado dominio de los contraiones en las propiedades de la DCE
(o bien que los coiones no juegan un papel relevante en la misma), y, por otra parte,
dicho estudio present6, por vez primera, evidencias de un comportamiento no mono-
tonico en los perfiles de concentracion ionica y del potencial electrostatico en el marco
de la ecuacién de PB. Desafortunadamente, la aparente “obviedad” de la ya senalada
dominancia de los contraiones, y que puede explicarse facilmente en base a la natural
atraccion(repulsion) electrostdtica de la pared cargada sobre los contraiones(coiones),
fue aceptada como un hecho “evidente” por la generalidad de investigadores en el campo;
y su validez se extendid, injustificadamente, incluso a simulaciones o descripciones teo-
ricas de la DCE que iban mas all4 de las hipotesis de iones puntuales o semi-puntuales,
via la plena incorporaciéon de los efectos de volumen excluido en las interacciones ion-
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ion y ion-superficie. Esta infundada creencia en la “incuestionable” dominancia de los
contraiones en la DCE tuvo como resultado, entre otras cosas, que, sorprendentemen-
te, el llamativo efecto de la no monotonicidad de las propiedades estructurales de la
atmosfera ionica pasara desapercibido durante las décadas posteriores.

Ahora bien, en una larga serie de publicaciones, iniciada en el ano de 1985, Gonzélez-
Tovar y sus colaboradores (ver, p. ej., [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37]) han desarrollado,
precisamente, una teoria de ecuaciones integrales para la DCE (en la aproximacion de
HNC/MSA) que supera los alcances de los formalismos ¢ la Poisson-Boltzmann, me-
diante la inclusion consistente de las correlaciones debidas al tamaio finito de los iones.
En particular, en esos trabajos se ha demostrado que, por ejemplo, los contraiones no
dominan la doble capa eléctrica y, mas ain, que los coiones tienen, de hecho, un rol
decisivo en las propiedades de esos sistemas coulémbicos. Asimismo, tales articulos,
aunados a los resultados de muchos mas investigadores y/o con otros esquemas teo-
ricos o de simulacion [37, 38, 39, 40, 41, 42|, han establecido fehacientemente que las
oscilaciones en los perfiles de distribucion ionica y potencial electrostatico son la regla,
més que la excepcion, en la DCE. Sin embargo, una nota distintiva de los estudios de
Gonzalez-Tovar et al., y que es de suma trascendencia para la presente tesis, ha sido su
especial interés en la funcion de carga acumulada en la doble capa (que es la suma de
la carga superficial nativa mas aquella de la capa difusa hasta un cierto punto), y que,
hasta entonces, no habia sido analizada. Es asi que, desde los primeras investigaciones
con la teoria de HNC/MSA [7, 31, 33, 37|, tal densidad cumulativa de carga eviden-
ci6 plenamente la ocurrencia de los fenémenos, por demas interesantes, de reversion y
amplificacion de carga (discutidos a conciencia en las secciones previas de este docu-
mento), asi como sus llamativas consecuencias en el potencial zeta, ¢, y en la movilidad
electroforética de coloides en soluciones electroliticas [33, 43, 44].

Ademas de los trabajos mencionados, a lo largo de las dltimos cuatro décadas, se han
dado otros avances en cuanto al enfoque mas quimico o fisico de la descripcion de la
DCE, asi como en lo referente a la complejidad de los modelos tratados o al esquema
tedrico usado. Tocante al primer aspecto, puede citarse el articulo de Lyklema, cuyo
titulo es mas que indicativo de su contenido (“Overcharging, charge reversal: Chemistry
or physics?”) [45]. Por otro lado, y en relacion al tema de la mayor sofisticaciéon en la
representacion de la DCE, hay, por ejemplo, diversas publicaciones en donde se caracte-
rizaron pares de superficies planas [46, 47| o de agregados [48] inmersos en un electrolito,
asi como distintas investigaciones sobre las propiedades de equilibrio y transporte, y/o
acerca de la RC y la AC para la doble capa en las inmediaciones de coloides con si-
metria cilindrica o esférica, o de micelas [32, 33, 38, 39, 49, 50, 51], y, por supuesto, es
preciso mencionar los recientes articulos que involucran iones de forma esferocilindrica
o dimérica [52, 53|, la presencia de contraste dieléctrico en el sistema [54, 55|, o bien
una concentracion finita de macroiones [56, 57|. Es oportuno enfatizar que en estas tl-
timas tres situaciones (con iones de forma asimétrica, con heterogeneidad dieléctrica y
a concentracion coloidal finita) incluso se han predicho reversiones y amplificaciones de
carga con una magnitud gigantesca. En cuanto a teorias alternas para la DCE, existe
un buen nimero de referencias en las que se ha comparado el desempeno de varios
de estos formalismos (Funcionales de la Densidad, Ecuaciones Integrales, y Ecuaciones
Diferenciales para el Potencial Electrostatico), p. ej., [43, 44, 58], y que han probado la
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bondad de los mismos al ser aplicados a cuestiones de enorme interés, como puede ser
la descripcion de soluciones de ADN [59).

A todas luces, nuestro entendimiento del problema de la DCE, iniciado con los esfuerzos
pioneros de Gouy y Chapman [21, 22|, ha avanzado enormemente durante mas de un
siglo, v, en ese transcurso, la teoria de URMGC ha sido ciertamente superada en muchos
sentidos [33, 34, 35]; no obstante, su precursora observacion de un comportamiento no
monoténico de la densidad i6nica y del potencial electrostatico locales [1], relatada lineas
arriba, persiste como un fenémeno digno de atencién. En esta direccion, y adoptando
el novel enfoque derivado del anélisis de la densidad de carga acumulada, en un par de
indagaciones realizadas por Yu et al. [60] y Barrios-Contreras et al. |2] se ha revisitado
la teoria de URMGC de Valleau y Torrie, para extenderla a los casos de la DCE para
una cavidad plana y alrededor de un coloide esférico, respectivamente. Ambos articulos,
no solo han servido para reavivar el interés en URMGC, sino que han demostrado la
relacion existente entre la no monotonicidad en la estructura de la doble capa (revelada
por Valleau y Torrie) y los fendmenos de reversion y amplificacion de carga. Cabe
destacar que en [60] se resolvié numéricamente la usual ecuacion diferencial de URMGC,
mientras que en |2] se reformuld dicha ecuacion diferencial en una version integral
equivalente, que fue también solucionada de manera numérica.

Es precisamente en este punto del estudio general de la DCE en donde se inserta esta
tesis, la cual, inspirada en los hallazgos previos de URMGC [9, 1, 60, 2|, establecio
como su meta principal la obtencion de una concisa, unificada e inédita formulacion
wntegral de la teoria URMGC, cuya validez comprende a las geometrias mds relevantes
en la fisicoquimica de la DCE, a saber, plana, cilindrica y esférica. Como se vera, la
correspondiente ecuacion integral fue deducida exitosamente y se expresé convenien-
temente en términos de variables adimensionales adecuadas, lo que permite distinguir
el conjunto minimo de pardmetros que determina completamente las propiedades del
sistema. Asi, en los capitulos siguientes, se presentard no solo el desarrollo tedrico de
la ecuacion integral generalizada de URMGC, sino que, ademas, se discutira la técnica
empleada en su solucidon numérica y se reportaran los resultados para las propiedades
estructurales y electrostaticas de un conjunto muy numeroso de sistemas de doble ca-
pa eléctrica, en geometrias plana, cilindrica y esférica. Como una aportacion mas, este
amplio estudio incluye una detallada caracterizacion de las fascinantes andémalias de
reversion y amplificacion de carga que se presentan en la gran mayoria de los casos aqui
analizados.

1.5. Una deduccién fenomenolégica de distribuciéon de
Boltzmann

Como se mencion6 antes, la teoria de URMGC, que se utilizara en esta tesis para obtener
una descripcion para la DCE con iones semi-puntuales, estd basada en la hipotesis
fundamental de Poisson-Boltzmann (PB), dada por

.%(F) _ eka%qu‘lﬁ(F)

I
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en donde ¥(7) es el potencial electrostdtico promedio en el punto 7. Esta expresion
se puede obtener formalmente a partir de la teoria mecénico-estadistica de liquidos
[26, 27|; sin embargo, a continuacion se presentara una deduccion fenomenologica de la
suposicion de PB, basada en una analogia con la conocida ecuaciéon barométrica.

Consideremos un gas de particulas no interactuantes (esto es, un gas ideal) dentro de un
contenedor finito de volumen V| el cual experimenta la fuerza gravitacional. Si, ahora,
fijamos nuestra atencion en una “caja de pildoras” cilindrica infinitesimal que contiene
una muestra de ese gas en equilibrio (véase la Figura 1.5), y de acuerdo al digrama de
fuerzas, tenemos que

l P arriba

z _ ----- e IPGEJ@.O l W

Figura 1.5: Gas confinado en un volumen V' y sujeto al campo gravitacional terrestre.

PabajoA - Parm'baA - (AM)g = 07
con W = (AM)g, y siendo AM la masa del gas contenida en la “caja de pildoras”, A
el area de sus tapas superior e inferior, y Fupajo ¥ FParriva 1as presiones ejercidas por el
gas desde abajo y desde arriba de la “cajita”. Tomando la direccién vertical a lo largo
del eje asociado a la coordenada z, y con el sentido positivo hacia arriba, entonces
Pabajo = P(Z) y Pyrriva = P(Z + AZ): por lo que
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[P(z) — P(z+ Az)]A = (AM)g
Ademés, AM = ppasa(2) AV y AV = A Az, lo que nos lleva a

[P(2) = Pz + A2)]A = puasa(2) AAz g,
o bien

P(z+ A;i — P(2) () g,

Tomando el limite cuando Az — 0,

P(z+Az) - P(z) dP

li — 7. — T FPmasa .
Azlin 0 Az dz P (Z ) 9
Por otra parte, ya que ppase(2) = m"A(‘z/), siendo m la masa de cada particula gaseosa y
"A(—‘Z/) la correspondiente densidad de ntimero, p(z), se obtiene que
dP
— = ~mgp(2)

Tomando en cuenta que el gas que se estd estudiando es un gas ideal sometido a un
campo externo (que en este caso es la gravedad), podemos, en este punto, introducir la
Hipotesis de Equilibrio Local, que equivale a

P(2) = pl2)ksT (=),

y asumiendo, ademas, que la variacién de la densidad numérica es mas importante que
aquella asociada a la temperatura, es decir que T'(z) ~ T, podemos escribir lo siguiente:

dP dp(z)

— = kgT = — .

o = kT mgp(z)
En resumen,

dp(z
kT [Zl(z) = —mgp(z),
cuya solucion es
p(z) = Ce=Pmoz, (1.1)

con f = kBLT y C = p(z=0) = p(0), en donde esta tltima constante esta determinada
por las condiciones a la frontera del problema. La expresion (1.1) es la celebrada ecua-
cion barométrica.

Reescribiendo la relacion anterior en términos del potencial de la fuerza gravitacional
externa, dado por mgz = U (2), se tiene que

plz) = p(0) Vo), (12
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Figura 1.6: La atmosfera alrededor de la Tierra.

La ecuacion obtenida nos dice como varia la atmoésfera alrededor de la Tierra, como
funcion de la distancia desde la superficie de nuestro planeta (ver Figura 1.6).

Ahora bien, haciendo una analogia “grafica” entre lo que ocurre en el caso de un atmos-
fera terrestre compuesta por un gas ideal (Figura 1.6) y nuestro problema del sistema
coloide+electrolito (con iones puntuales), se tendria la situacion que se muestra en la
Figura 1.7 (n6tese que en esta nueva situacion hay dos tipos de particulas “atmosféricas”,
es decir, iones: azules/cationes (+) y rojos/aniones (—)).

Figura 1.7: Analogia de la “atmosfera” ionica alrededor de un coloide.
Es asi que, por “analogia”,

pi(F) = p" Ve AU, (1.3)

tal que i = +, —. Ademads, para este caso “semejante” de una “atmosfera” idnica, U;(T)
serfa el potencial de la fuerza electrostatica que “siente” un ién de tipo i en el punto 77;
esto es U;(7) = ¢(7). De manera que
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N pl(fj — i i (7
gi(7F) = ) = e FpT V() (1.4)

La ecuacion (1.4) corresponde, precisamente, a la famosa Hipdtesis de Poisson-Boltzmann
de la ciencia coloidal, mencionada al inicio de esta seccion.
Es importante destacar que, si los iones no fueran puntuales, podriamos “conjeturar”
que la generalizaciéon de la anterior ecuacion se escribiria como:
1
e W)

gl(r) —e kBT , (15)
en donde W;(7) seria el potencial de la fuerza promedio total sobre el ion de tipo i,
potencial que podria incluir otros efectos mas alla de los puramente coulémbicos [26].

Para concluir este capitulo, recordaremos que la manera usual de establecer la teoria
clasica de Poisson-Boltzmann para la DCE es combinando la hipotesis, o aproximacion,
expresada por la ecuacion (1.4) con la ecuacion diferencial de Poisson para el potencial
electrostatico (), a saber

V%D(F) = _%pc(ﬁv (16)

tal que p.(7) es la densidad volumétrica de carga en el punto 7, dada por

™ =D qipi(F) =D qip™™ g:(7), (1.7)
=1 =1

y en donde el laplaciano adquiere su forma correspondiente dependiendo de la geometria
de la DCE. Asi, la conjugacion de las ecuaciones (1.4), (1.6) y (1.7) nos lleva a

4 & (7
v2¢(7?) _ __7T qugbUZk) e ]CBTQNZ}(#)7 (18)
€=
la cual es la forma bien conocida de la teoria (o ecuacion diferencial) de PB para el

—\

potencial electrostatico ¢ (r)

———oa——

En la presente tesis, no emplearemos esa tipica version diferencial de la teoria de
Poisson-Boltzmann. En su lugar, reformularemos dicho esquema teorico en términos
de un sistema de ecuaciones integrales para las n funciones de distribucidn, g;(7), de
wones semi-puntuales; dando paso a la teoria de URMGC que es la que, ciertamente,
usaremos aqui. Este procedimiento alternativo, generalizado para geometrias plana, ci-
lindrica y esférica de la DCE, es una de las principales aportaciones de esta investigacion
y serd el tema del siguiente capitulo, en donde presentaremos el desarrollo detallado de
la version integral de la teoria URMGC para la DCE.
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Capitulo 2

Teoria

2.1. Relaciones generales y la ecuacién integral de la
teoria URMGC para la DCE en tres geometrias

2.1.1. Algunas relaciones generales para la teoria URMGC en
geometrias esférica, cilindrica y plana

En esta seccion se deduciran las ecuaciones integrales que resolveremos utilizando el
método aproximativo de Picard. Dichas ecuaciones se obtendran en las tres geometrias
que podrian considerarse las mas relevantes, a saber: plana, cilindrica y esférica. En
este punto, quisiéramos hacer notar que, a pesar de que las ecuaciones integrales en
esas tres simetrias pueden escribirse en términos de una misma forma general (como se
evidenciara al final de esta seccion), en los siguientes péarrafos, se hara una derivacion
explicita para cada uno de los tres casos considerados.

Independientemente de la geometria, partiremos de la hipotesis (o aproximacion) de

—

Boltzmann para la densidad de nidmero de la j-ésima especie i6nica, p;(7)

pi(F) = i exp(—Ba (7)), (2.1)
en donde la suposicion clave es que hemos aproxzimado el potencial (adimensionalizado)

de la fuerza promedio sobre los iones de tipo j, fW;(7), por el correspondiente poten-
cial (adimensionalizado) de la fuerza electrostdtica promedio, Sq;1 (7). En la expresion

previa, p§00) kbLT
Asimismo, introducimos, ahora, la densidad numérica reducida g;(7) = p;(7)/ pgoo), la
cual juega un papel central en la descripcion de la doble capa eléctrica (DCE), y que

también se conoce como la funcién de distribucion radial. Entonces

es la densidad en el bulto y hemos usado la abreviatura usual § =

9;(r) = exp(—Pez;(r)). (2.2)
Adviértase arriba la sustitucion g¢; = ez;, en la cual e representa a la carga elemental

(0 protonica) y z; es la valencia de la especie j.
Cabe destacar que en esta tesis se considerard especificamente un electrolito de dos
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especies (o binario), por lo que j = 1,2. Ahora bien, y dado que las distancias de mé-
ximo acercamiento de las dos componentes i6nicas pudieran ser, en general, diferentes,
preferiremos la notacion j = s,b, en la que s proviene de “small” (pequeno) y la b de
“big” (grande).

En la teoria de Poisson-Boltzmann se cumple una relacién muy importante y ttil entre
las funciones g,(7) v gs(7), que deducimos a continuacion. En aquellas regiones del
espacio en donde gy(7) # 0O:

9b(7) = exp(—Bez b (7)) = [exp(— ez, (7)),

y, definiendo el parametro \ = j—:, se tiene que

(™) = [gs(P)]™. (2.3)
De esta forma en las zonas en las que g,(7) # 0, esta funciéon asociada con los iones
grandes se podra obtener, muy convenientemente, a partir de g,(7). En las geometrias
que analizaremos, hay tres regiones a distinguir, las cuales resultan de considerar que los
iones pequenos (o de tipo s) tienen una distancia de maximo acercamiento a la interfase
cargada, 75, y que los iones grandes (o de tipo b) poseen, a su vez, una distancia de
méaximo acercamiento a la interfase cargada, r;, (con ry < 1,). Es asi que, la region I
simbolizada por RI, es aquella en la que u (que denota la distancia medida desde la
superficie cargada) esta en el subintervalo [0,7;), la region II, o bien RII, es la que
corresponde a u € [ry, 1], v, finalmente, la region III, identificada por RIII, abarca a
u € [rp,00). En las lineas previas se ha empleado el simbolo general u para significar
alguna de las siguientes coordenadas: x (geometria plana), p (geometria cilindrica), o r
(geometria esférica). En dichas zonas, se cumple que:

9s(u) =0, gp(u) =0, en RI;
gs(u) #0, gy(u) =0, en RII;

gs(u) #0, gp(u) #0, en RIII.

Notese que, en RIII, y a partir de la Ec. (2.3), se cumple que g,(u) = [g(u)]*, por lo
que, en nuestra teoria de URMGC, la determinacion de la estructura en toda la doble
capa solo requiere del conocimiento de la distribucion de los iones pequenos gs(u).

La densidad de carga, p.(u), se puede escribir como

pe(u) =Y qipi(u) =Y e2;pS g (u). (2.4)

j:57b jZS,b

Entonces
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pe(t) = 2,0 gy (u) + ezpp\™ go(u), en RIII.

Empleando, una vez mas, la Ec. (2.3), se tiene que la tltima linea puede reescribirse
como

pelu) = €200 g, () + ezp™ (g, (], en RIIL.

Por otra parte, la condicion de electroneutralidad global establece que

gsps™) + qb,ol(,oo) =0 & eszl()oo) = —ez,pt™. (2.5)

De lo anterior, la Ec. (2.4) puede expresarse en las distintas regiones de la manera
siguiente:

0, en RI,
pe(t) = < ezpl™gy(u), en RII, (2.6)

ezpt™ (gu(u) — [g(w)])), en RIII.

Un parametro fundamental en la fisicoquimica de sistemas coulémbicos, y que utiliza-
remos frecuentemente en esta tesis, es la constante de Debye (o kappa de Debye), k
cuya definicion (para un electrolito con n especies idnicas) es

254”52 2. 2.7

En nuestro caso binario, con 7 = 1,2 = s, b,

Y

47 Be? o
K= (2 + 2 p))
Haciendo uso de la condicion (2.5) y de la definicion del parametro A, y luego de algunas
manipulaciones, tenemos que

w2 dmBes ™ (2.8)

€
Todas las expresiones contenidas en este apartado se usaran en algiin momento en las
proximas secciones dedicadas a las tres geometrias de la DCE que estudiaremos, por
lo que, al presentarlas al inicio del capitulo, daremos pie a una deduccién mucho mas
concisa de las ecuaciones integrales de la teoria URMGC en los casos esférico, cilindrico

y plano.
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2.1.2. La teoria URMGC para una DCE con geometria esférica

A fin de establecer el procedimiento esencial que seguiremos en las proximas tres sub-
secciones para obtener las ecuaciones integrales de URMGC para la DCE en geometrias
esférica, cilindrica y plana, empezaremos con el caso esférico. Tal eleccion esta basada
en la gran simplicidad de todos los pasos algebraicos involucrados en la deduccion de
la correspondiente ecuacion integral para esta simetria; lo que, a su vez, nos permitira
proceder con una mayor concision en los apartados restantes dedicados a las geometrias
cilindrica y plana.

En general, el potencial electrostatico promedio en la DCE esta dado por

V() = @e(F) + pe(T) (2.9)
donde @.(7), es el potencial debido al coloide y ¢.(7), el potencial debido al electrolito.

Para ¢.(7) tenemos

Figura 2.1: Doble capa eléctrica esférica.

4 > o 4 ‘
VE@) = Zpli) = | V-Edr=" p(7)dr,
€

v, € Jv.

tal que d®r es la diferencial de volumen y V, es el volumen de la esfera de radio r. Por
el Teorema de la Divergencia,

. 4
/ E-dS = ?Qdentroa
siendo S, la superficie de la esfera de radio r. Como el campo tiene siemtria radial,

4
Anr*E(r) = ?ﬂ (47 R%0y) .

Dado que
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depe(r)
=—-F
L — —E(),
v luego de sustituir e integrar,
4Tt R%0¢ 1
(1) = mh oo 1 +C.
€ r

Ademaés, sabemos que, si 7 — 00, entonces p.(r) — 0, por lo que C' = 0.

Ahora, si denominamos como dy.(r) a la contribucion al potencial electrostético del
electrolito en r debida a la carga contenida en un volumen diferencial en el punto ¢
(externo al coloide de radio R, ver Fig. 2.2),

Figura 2.2: Diferencial de carga electrolitica en .

_ dq()
dgpe(r) - 6’{— ’FI

Como p.(t) = d = dq(t) = p.(t) d*t. En donde se ha usado la independencia

angular de p.(t).

Asi

pe(r) = /t pelt)d't

> el =7

Sustituyendo ¢.(r) y ¢.(r) en la Ec. (2.9):

Y(r) = el L[ et (2.10)

Nuevamente, por la simetria esferica del problema, el potencial en cualquier punto r
es igual para cualquier dngulo polar y acimutal, asi que lo més conveniente es tomar
7= (r,0,0) (véase la Fig. 2.3).
Con esto

t—i = [+t — 27“tcos<9]1/2.

Por lo que, la Ec. (2.10) resulta en
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b)

Figura 2.3: Vectores de posicion 7y t: a) caso general para cualquier 6" y ; b) situacion
mas conveniente para " = ¢” = 0. Asimismo, por simplicidad, § = 0"y ¢ = ¢'.

47TR2001 1 2T pm OO pc(t) :
v(r) = 4z t2sin 0 dt dO dep. 2.11
(r) e r e’ Jo Jn [r2 + ¢ — 2rt cos 6]/ 21
O bien
T 20. T o0 ™ sin
W(r) = Arflol .y 2 [ [fo [T2+t2_2fiise]1/2} pe(t) t2dt. (2.12)

Para la integral en 6, hacemos el cambio de variable u = r% 4+ t? — 2rtcos, con r y t
constantes, por lo que es claro que dicha integral sera

T in 6 df 1

/ sin = [u(ﬂ)m _ U(O)l/z] ,
0 [r2+1t2—2rtcosd) rt

pero u(m) = r* + 2+ 2rt = (r +t)® y u(0) = r? + t* — 2rt = (r — t)%. Luego entonces,

()2~ u(0)2) = Ll +6) — fr 1]

Es asi que la Ec. (2.12) queda como

P = EEELLE ) o) ot p0d (213)

€
La Ec. (2.13) es la primera expresion integral para el potencial electrostatico prome-
dio, dependiente de la distancia r, y que, en este caso, queda en términos de la carga
superficial inicial .
Definiendo el kernel £°(r,t) como

LN t) =2 (1) [(r +t) — |r — t], (2.14)

tal que el subindice e senala que este kernel corresponde a una DCE de geometria
esférica. Por tanto,
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Y(r) = Aafoal 1% gl ) p (1) dt.
De la condicion de electroneutralidad global sabemos que

Qcoloide + Qelectrolito =0 = Qcoloide = _Qelectrolito‘

Ademés,

Qcoloide = 47TR20_0 y QDCE = /

t>R

pe(t)d*t = 4m / pe(t) 2 dt

R
lo que nos lleva a la importante relacion

1 (e 9]
0y = ——5

RQ

Sustituyendo la expresion previa en la Ec. 2 (2.13),

pc(t) t2dt.

@D(r):—%r%/}% pe(t tht+—/ <—> (r+1t) — |r —t|]p.(t) dt

_ : K;) (rtt—|r—t - 2t)1 pel(t) dt.

€

Si escribimos lo anterior en términos de un kernel:

fR (1, 1) pe(t) dt,
en donde

Lofrt) =2 (1) (r—t = |r —1))

(2.15)

(2.16)

(2.17)

La previa es una segunda expresion para el potencial electrostatico promedio, la cual
es muy interesante pues es independiente de la carga superficial y de cualquier otra
condicion a la frontera en la superficie del coloide esférico. Por tal razon, el poten-
cial electrostdtico que cumple la Ec. (2.16) podria ser cualquier funcion que cumpla la

condicion a la frontera ¥(r — oo) = 0.

Para incorporar en la dltima ecuaciéon una condicion a la frontera alternativa en r = R,

consideremos el caso particular en el que ¢¥(r = R) = 1. (2.16),

w=wir=R) =" /: K%) (R—t—|R— tl)} pel(t)dt.

Yaquet >R, |R—t|=t—R,y

w=2["|(§)2r-0]p0ya

Sumando y restando ¢ a la Ec. (2.16) :

o) ==+ 2 [[(2) 0= t= -t o
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y, luego de reemplazar ¢y en términos de la integral en ¢ obtenida arriba,

wm=¢rf§4 K%)%ﬂ%ﬂ Uﬁ+%:R{G)W—%muﬂﬂ&@ﬁ

v+ 2 [T(F) =t -t = w0 )i

R
2 [ [t 2tr
- = ) (r—t ==t —2r+ Z2) | pe(t) dt
ot 2 [ e p—d -2 3] 00
2 [ [t 2tr
= — -] (= t — i+ — (1) dt.
w2 [T(3) e ro -1+ 30 n
O bien, escribiendo la integral en términos de un kernel,
W) = o+ [ L) pelt) dt, (2.18)
tal que
LY t) = =22 d(r, t) (2.19)
y
d(r,t) = (L) ((r+¢) + [r —t| — 2). (2.20)

La Ec. (2.18) expresa igualmente al potencial electrostatico promedio como una inte-
gral en la variable ¢, no obstante, ahora, esta forma integral involucra la condicion a la
frontera 1(r = R) = 1. Siendo asi que la 1(r) que obedece esta ecuacion es consistente
con dicha restriccion en la superficie de la macroesfera.

Hasta ahora hemos deducido tres expresiones de ¢)(r) como una integral en ¢, cualquiera
de las cuales se podria utilizar en conjunciéon con las Ecs. (2.1) o (2.2) para encontrar
la distribuciéon de iones en la DCE esférica. En particular, a lo largo de este tesis se
empleard la Ec. (2.18), lo que presupone que el valor del potencial superficial, 1o, es
un dato conocido de nuestro sistema, y la razén de esta eleccion particular para ¥ (r)
se presenta a continuacion.

Combinando las Ecs. (2.2) y (2.18), arribamos a

a3(r) = exp { ez + T [ d(r,) p(t) e} (221)

con j = s,b.

Y es precisamente en este punto en donde se revela el motivo de emplear la Ec. (2.18),
en especifico, para generar una ecuacion integral para la distribucion de los iones de
la especie s; a saber, y como se demostrard en las secciones siguientes, dedicadas a la
DCFE en geometrias cilindrica y plana, la forma de la ecuacion integral que se obtendrd
en cada uno de esos otros casos serd exactamente la misma que la de la Ec. (2.21), con
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Figura 2.4: DCE esférica con iones semi-puntuales. En este modelo los iones interactiian
con el coloide como si fuesen esferas duras (de radios rs y 3, respectivamente), mientras
que, entre ellos, los iones se “ven” como cargas puntuales.

la tinica salvedad de que el kernel que aparece en el integrando tendrd una expresion
distinta dependiendo de la geometria.

Regresando a la DCE esférica, separamos la integral en las dos regiones en donde la
presencia ionica es diferente de cero (véase la Fig. 2.4) y, usando la Ec. (2.6) para p.(r),
podemos escribir que

mBe%2s
gs(r) = €xXp {—5625% + % [

Rin, 0 (2.22)
[ ez [ anetan - ool b
R+rs R+ry

para r > R + rs. Hay que puntualizar que, al aplicar la Ec. (2.6) en la (2.22), hemos
tomado en cuenta que r es la posicion radial medida desde el centro de la macroesfera
(en tanto que u, en la Ec. (2.6), representa la distancia con respecto a la superficie de

la misma). Factorizando z,p{™,

(00) R4y 0o
g5(r) = exp {—Bezswg 4 Zmbeieips” [ / d(r,t)gs(t)dt + / d(r, t)(ga(t) — [gs(t)]’\)dt] } .
R+rg R+,
(2.23)
Reemplazamos ahora la relacion (2.8), que involucra la kappa de Debye, por lo cual

R+ry 00

d(r,t)gs(t)dt + /

R+7”b

(. £)(g. (1) [gsumdt} } .
(2.24)

gs(T) = exp {—5625’(/}0 + Q(f—iA) |:/

R+rs

En seguida, hacemos los cambios de variable
r=r—R y t=t—R,
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lo que modifica los limites de integracion y, por ende, las regiones cubiertas en la primera
y segunda integrales a [rs, 1] y [1, 00), respectivamente. En consecuencia,

) = exp { ~esin + iy | [ ot + [T a ) a) = ot rar |},

Ty

(2.25)
para ' > r,. En cuanto al kernel, este se transforma a
A0 0) = (HEL) QR+ 14t [ — ¢ — 2L
= (BL) (" + b+ =t =207 + 1) — 22 (2.26)
(ko) (=7 +0) 4 ' = ] = 2

Las variables r' y t/, asi como los radios R, r, y ry, tienen unidades de longitud, mientras
que k tiene unidades de longitud inversa. Con base en lo anterior, introducimos las
cantidades adimensionales

r*=rr', t*=kt', R'=kR, ri=rkr,, y 75=FkKr,

con lo cual la Ec. (2.25) puede reformularse como

9.(1") = exp {—zsws + 7y [ [ e e + [ aen o) - [gs<t*>1k>dt*] } ,

s b
(2.27)
con d*(r*,t*) = kd(r',t'), y en donde se el potencial superficial se ha reescrito en la
forma adimensional ¢§ = eSy.
El kernel (2.26), una vez pre-multiplicado por , sera

d*(r 1) = (F25) (=0 + %) + |r* — 7] = 225, (2.28)

Debido al valor absoluto que aparece en d*(r*,t*), esta funcion se separa en dos casos:
t* <r*yt*>r*. En la primera instancia,

st t"<r* = |rr—t=r"—t"

(¢ = (R*+r*

R+t 2t r* R +t* r*
- —2t* — = ot 14—
(R*—i—r*)( ) (R*+r*>( ®)

1+ L r* t*
<1+%)( ) ( +R*)

Es notable que, en este caso, jel kernel es independiente de 7! Asi, definiendo I'.(t*) =
—2t* (1 + ;—Z), tenemos que, si t* < r* entonces d*(r*,t*) = ['.(t*). Obsérvese que, por
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conveniencia, se ha incorporado el subindice e, el cual especifica que esta es una funciéon
asociada a la DCE esférica.
De manera similar, en la segunda situacion,

si >t =S|t =t ="

wﬁm:(R+ )pw+m+ﬁ—ﬁ— U:(R+ )ew— T

R* +T* R* R* +r* R*
1+ & t* 2r* \?
= [+ y=—" |1+ —) |.
' <1+%>< TR T ( R*)
Sean X.(r*) = — 1?:% v O.(t*) = [(1 + £)?]. En términos de esas funciones, si t* > r*,

entonces d*(1*,t*) = X (r*) O (t*).
En sintesis,

L. (t%), si t* <7,
d*(r, ) = (2.29)
X (1) ©c(t*), si t* >1r*.

A partir de todas las consideraciones anteriores, podemos ya escribir la forma explicita
de la ecuacion integral para la distribucién io6nica gs(r*) en cada una de las dos regiones
espaciales RII y RIII.

Region IT

rg¥<rf<n,*

J
[ ! I

th<r* t*>r* >t
d*(r*,t%)=Te (t*) d*(r¥,t%)=x, (r*)8, () d*(r,t%)=x, (r*)8e ()

Figura 2.5: Eje t* dividido en las dos regiones RII y RIII, para cuando m* € [rf r}].
Las llaves inferiores senialan los tres posibles casos para el valor de t*: (a) t* € [rf,r}] vy
t<r* (b)t' eri,ri] yt* >1r* y (c) t* € [r},00) y, necesariamente, t* > r*.

REGION RII (r* < r* <r}): Basandonos en la Fig. 2.5, la distribucién i6nica de los
iones de tipo s cumplira la ecuacion integral

r* T,
gs(r*) = exp {—zsz/}(’; + 2(1—14\) {/ d*(r*, t")gs(t")dt” +/ d*(r*, t")gs(t")dt”*

*

b

+/Oo d*(r*, ) (gs(t") — [gs(t*)lk)dt*] } :
(2.30)
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Partiendo de la expresion “zonificada” de d*(r*,t*), prescripta en la Ec. (2.29),

*

r Ty
9s(r") = exp {_sté +5mm [/ Le(r*)gs(t)dt” + / Xe(r™) ©c(t")gs(£)dt”

[T e ) - [gs@*mdt*] }
b

(2.31)
Adviértase que las funciones I'.(r*) y X.(r*) podrian sacarse de las tres integrales en
la variable ¢*.
REGION RIII (r; < r* < oo): Guiandonos por la Fig. 2.6), la ecuacién para g,(r*)
en esta region serd

Region IIT
rp*<r¥<es

t*<r* t*<r* t*>r*
d*(r*t%)= T, (t*) d%(r*t¥)=Te(t) d*(r*,t%)=x, (r*)8e (t¥)

Figura 2.6: Eje t* dividido en las dos regiones RII y RIII, para cuando * € [r}, 00).
Las llaves inferiores senalan los tres posibles casos para el valor de t*: (a) t* € [}, 7}] v,
necesariamente, t* < r*, (b) t* € [r},00) y t* < 1%,y (¢c) t* € [r},00) y t* > 1"

b
gs(r*) = exp {—zs¢6‘ + ﬁ [/ d*(r*,t")gs(t")dt”

s
*

+/r d*(r*, t")(gs(t*) — [gs(t*)]/\)dt*+/

r*

[e.9]

d*(r", 1) (gs(t") — [gs(t*)]A)dt*] } ,

(2.32)
De nuevo, utilizando la Ec. (2.29) para d*(r*,t*),
gs(r*) = exp {—st(’j + ﬁ [/jb Le(r*)gs(t")dt”
@) - M + [0 ) - [gs<t*>]k>dt*] }
b (2.33)

Otra vez, I'.(7*) v X.(r*) podrian sacarse de las tres integrales en la variable t*.

En resumen, las expresiones (2.31) y (2.33) constituyen la forma integral de la teoria
URMGC para la DCE esférica y nos permitirdn, luego de resolverla numéricamente,
conocer la distribucion ionica gs(r*) y, consecuentemente, la distribucion g,(r*) (véase
la Ec. (2.3)) en cualquier punto r*, exterior al coloide esférico.
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En este punto, es necesario senalar que la version integral del formalismo de URMGC
para la DCE esférica ya fue estudiada previamente en un articulo de Barrios-Contreras
et al. [2]. Sin embargo, y a diferencia de los extensos resultados estructurales y elec-
trostaticos que presentaremos en el proximo capitulo, el articulo de Barrios-Contreras
et al. se centrd, predominantemente, en los fené6menos de Reversion y Amplificaciéon de
la Carga Superficial, y, mas importante atn, es el hecho de que, en ese mismo trabajo,
las variables de longitud se adimensionalizaron dividiéndolas entre el radio del coloide
esférico R, lo que contrasta con lo realizado aqui, en donde hemos utilizado la constante
k de Debye como factor de escalamiento. Esto tltimo, que pudiera parecer un detalle
menor, es en realidad un aspecto de gran relevancia en esta tesis puesto que, como se
veré el las secciones venideras, la adimensionalizacion mediante s serd un elemento cla-
ve en la obtencion de diversas expresiones para la teoria URMGC que son de aplicacion
general tanto para la DCE esférica como para la DCE cilindrica y la DCE plana.

2.1.3. La teoria URMGC para una DCE con geometria cilin-
drica
En este apartado trataremos una DCE cilindrica (Fig. 2.7). Siguiendo un procedimiento

analogo al de la DCE esférica, puede mostrarse que, para la geometria cilindrica, el
potencial electrostatico promedio esta dado por

oY

Figura 2.7: Doble capa eléctrica cilindrica.

b(p) = F [ In (%) pe(t)tdt. (2.34)
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Evaluado en la superficie del coloide, donde p = R,

W(p = R) = o = T / "I (?) Pttt

€ JRr
Si sumamos y restamos vy en la Ec. (2.34), pero con el término (—1y) expresado en
términos de la integral previa, se obtiene que

W(p) = o= 5 () pe(t)tdt + F [77In (§) pe(t)tdt

— ot iz {_ /R "I (?) pe(t)tdt + /,, lin (%) -m (?)]pc(t)tdt] ,

(2.35)

o bien,

V(p) = Yo+ = URP In (}%) pe(t)tdt + /poo In (%) pc(t)tdt} : (2.36)

Sea d.(p,t) un kernel definido de la siguiente manera:

—2tln (%), si t<p,
d.(p,t) = —2t In (%};’*t‘) — (2.37)
—2t1n (}%) , si t>p.

Es de notarse la insercion del subindice ¢ para la funcién previa, con el fin de particula-
rizar la definicion de este kernel al caso cilindrico y, al mismo tiempo, para distinguir la
forma funcional de d.(p,t) en comparacioén con aquella del kernel d(r,t), definido para
la DCE esférica. Claramente, la expresion (2.37) nos permite reescribir la Ec. (2.36)
como:

blo) = o2 / " du(p. Dbt (2.38)

R
Al sustituir la ecuacion anterior en la Ec. (2.2), se obtiene

a(p) = exp{—zjeﬁw% / dc<p,t>pc<t>dt}, (2.39)

con j = s,b. Un punto importante a destacar es que la forma de la ecuacion previa es
completamente la misma que aquella de la Ec. (2.21) para la DCE esférica.

Si se observan las regiones espaciales RI: (0 < p < R+ry), RII: (R+7rs < p < R+m),
vy RIII: (R+ 1, < p < o0) mostradas en la Fig. (2.8),

R+ry
9;(p) = exp {—Zjeﬂwo + e { / del(p. 1)2p™) g ()i +
s Rers (2.40)

0o, D) (2up ) gu (1) — 2apl™ @(t)ﬁ)dt} } |
Retry

con j =s,b, y p>R+rs.
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RIl

Figura 2.8: DCE cilindrica con iones semi-puntuales. Fn el diagrama se especifican las
regiones RI, RI] y RIII de la doble capa.

En vista de que, en la region RIII, la funcion de distribucion de los iones pequefios
determina la de los grandes (véase la Ec. (2.3)), solo necesitamos escribir expresamente
la ecuacion integral para la gs(p), a saber

0up) = exp { v + 22282 [ [0 gyt [ o000 o]}

R+'I’S R+Tb
(2.41)

tal que p > R + r,. Haciendo los cambios de variable t' =t — Ry p' = p — R, la Ec.
(2.41) resulta

2,2 (o)

0:(s/) = exp {—23651/10 1 2oesipl™ [ / 0 OO+ [l )00 - [gs<t’>mdt'} } ,

b
(2.42)
para p’ > ry, mientras que el kernel definido via la Ec.(2.37) pasa a ser

de(p/st) = =2(R+t)In (%}/{"’/—t") — —2R(1 + %)In (1 4 p/+t’§1|%p’—t’|>
(2.43)
Usando la Ec. (2.8) en la (2.42),

o) = exp{ —seitn-+ ity | [t O+ [ a0 - [gsgﬂzdt'} b
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Si todas las cantidades con dimensiones de longitud se adimensionalizan multiplicando
por k (es decir, p*=kp/, t*=kt', R*=KR, ri=krs, y ri=krp) y, ademas, 1§ = efy,

0.(0") = exp {—zsws o [ [ e+ [ e - [gs<t*>mdt*] } ,

T I’;
(2.45)
en donde el kernel adimensional d*(p*,t*), proveniente de la multiplicacion de d.(p',t")
por k (ver la Ec. (2.43)), sera

di(p*,t") = —2R*(1+ 4)In (1 n %jpfﬂ) _
(2.46)
Definimos las funciones auxiliares I'.(t*), X.(p*) v O.(t*) como
Po(t) = <28 (1) (1 4= ), Xelp?) = —2R"In (14 2 0u(t) = (1+5)
C = — - n - s c = — n A . — v ’
R R* P ) Y Iz
con las cuales
Fc(t*)a si t* S p*7

Xo(p*)Ou(t%), si t* > pt.

A partir de todo lo anterior, es posible escribir ahora la ecuacién integral para la funcién
gs(p*) en cada una de las dos regiones espaciales RI1 y RIII.

Region Il
rg* <p*<rp*

1

|

—
t*
p* rp*
. X;TQ . J
t* < p* t*>p* t* > p*
de*(p*t¥) = Te(t¥) de*(p* ) =x.(p*)8c(t*) de*(p* %) =X, (p*)8c (t¥)

Figura 2.9: Eje t* dividido en las dos regiones RII y RIII, para cuando p* € [rf, r}].
Las llaves inferiores senalan los tres posibles casos para el valor de t*: (a) t* € [rf,r}] v
t* <p* (b))t eri,rf] yt* > p*, y (¢) t* € [r},00) y, necesariamente, t* > p*

REGION RII (r¥ < p* < 77): En base a la Fig. 2.9, la ecuacién integral para g,(p*)

S
en esta region del espacio es
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* *
"p

p
gs<p*>:exp{—zsw;+ﬁ [ [t + [ xnede s+

*
s

| xdoede o) - [gsu*)mdt] }
B

(2.48)
REGION RIII (r; < p* < oo): Tomando como referencia la Fig. 2.10, la correspon-

diente ecuacién integral para gs(r*) en esta zona es

9,(p") = exp {—zswzs TR [ / D))t + / U L) (0 8) — (o)t

X0 (9u(t7) — s (47|
/ I}

*

(2.49)

Region Il

rp*¥<p*<ee

£ < p* < p* £ > p*
dc*(p*,t*)= e(t¥) dc*(p* t%)=c(t™) de*(p*,t%) = Xo(P¥)0c(t¥)

Figura 2.10: Eje t* dividido en las dos regiones RII y RIII, para cuando p* € [r}, 00).
Las llaves inferiores senalan los tres posibles casos para el valor de t*: (a) t* € [}, 7}] v,
necesariamente, t* < p*, (b) t* € [r},00) y t* < p*, vy (c) t* € [r},00) vy t* > p*.

De esta manera, las Ecs. (2.48) y (2.49) conforman la version integral de la teoria
URMGC para la DCFE cilindrica, que solucionaremos de manera numérica para deter-
minar gs(p*) (y g(p*))-

Uno de los resultados mds destacables de esta tesis es el hecho de que la ecuacion integral
de URMGC para la DCE cilindrica (Fes. (2.48) y (2.49)), asi como el correspondiente
estudio detallado, que se reportard mds adelante en las secciones 777 y en los capitulos
297 constituyen el primer tratamiento de este interesante problema coloidal publicado
en la literatura.

2.1.4. La teoria URMGC para una DCE con geometria plana

Finalmente, cuando el electrolito estd en contacto con una superficie plana cargada, o
electrodo plano (ver Fig. 2.11), el potencial electrostatico promedio total es

W(r) = 4?” f;o(x —t)pc(t)dt. (2.50)
En correspondencia con las geometrias anteriores, el potencial en la superficie, 1, se
obtiene evaluando la expresion previa en = = 0 (adviértase que en las geometrias esférica
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Figura 2.11: Sistema con geometria plana (el plano se encuentra en los ejes y,z).

y cilindrica, la superficie cargada corresponde a r = Ry p = R, respectivamente. Es

decir, el origen de coordenadas en tales geometrias esta en el centro del coloide, mientras
? b)

que, para el caso plano, el origen de coordenadas esta sobre la misma superficie). Asi:

w@:®=%=@/ﬂ4m@ﬁ

€ Jo

Por lo que al “sumar cero” en el potencial se obtiene
AT o
1W)=%+—ﬁn%ﬁ+—ﬂu—mww
(2.51)
4 ¢ o o
= Yo+ - LJy tpe()dt + [ pe(t)dt] .

Definiendo el kernel d,(x,t) de la manera siguiente (note el subindice p, asociado a la
geometria plana):

—2t, si t<u,
dp(x,t) =lz—t|—(x+t) = { oy G > (2.52)

y puesto que en la primera integral de la Ec. (2.51) se cumple que ¢t < x, y en la segunda
integral se tiene ¢t > x, podemos escribir que

P(x) = fo (2, 1) pe(t) dt. (2.53)

Sustituyendo la Ec. (2.53) en la Ec. (2.2),

gi(z) = exp{ ey 4+ T [ 4 (2, t) po(t )dt}, (2.54)
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con j = s,b. Nuevamente, llama la atencion el hecho de que la forma de la expresion
previa es exactamente la misma que la de las Ecs. (2.21) y (2.39), para la DCE esférica
y la DCE cilindrica, respectivamente; habida cuenta de que las integrales que aparecen
del lado derecho de esas tres ecuaciones cubren todo el espacio adyacente a la superficie
cargada.

RI RN

s

RII

Figura 2.12: Regiones del sistema con un coloide plano.

Si se emplea la definicion “por zonas” de p.(t) en las regiones RI, RII, y RIII, mos-
tradas en la Fig. (2.12), entonces

whe?z,z: §°°> Tb &
gj(z) = exp {—Zjeﬂwo + 25+]p {/ dy(,t)gs(t)dt +/ dp(,t)(gs(t) — [gs(t)]k)dt} } ,

T
(2.55)
donde j = s,b, y x > ry. Como gs(z) determina gy(z) en RIII, solo requerimos la
ecuacion integral para el caso j = s, a saber

M Ub dy (2, 1) g, (t)dt + /:O dp(z,t)(gs(t) — [gs(t)]*)dt] } ;

(2.56)

gs(w) = eXp {—Zseﬁ% +

con x > 1. Ahora, por la Ec. (2.8),

oe) = exp { st + iy | [ ot 0+ [ de0(an0) - o]}

b
(2.57)
Realizando las adimensionalizaciones ya utilizadas en las dos secciones previas, es decir
¥ = kx, ¥ = Kkt, ri = Krg, 1y = K1y, Y U5 = Py, podemos reformular la Ec. (2.57)
como
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*

g.(") = exp {—zsws T i [ / (e 1)gu (17 / T ) (o) - [gsu*)mdt] } ,

s b
(2.58)
tal que (constltese la Ec.(2.52))

—2t*, st < ot
=2z*, si t* >t

dy (2%, 1) = kdp(2*, 1) = [2* —t*] — (2" + 17) = { (2.59)

Anélogamente a lo hecho en las geometrias previas, definimos I', (%), X, (%) y ©,(t*)
como sigue:

Lp(t") = —2t, Xp(z™) = =22%, y O,(t") =1,
de donde,
L,(t%), si t* <ua*,

dy(z*,t*) = (2.60)
Xp(2*) O,(t"), s t* > a*.

Region IT
rg* <x*<ry*

x* rp*
! ! I /
t<x* t* > x* > x*
dp* (x*,t%) = Tp(t¥) dp™ (x*1%) = X, (x*)8p (t*) dp* (x*,1%) = x, (x*)8p (t*)

Figura 2.13: Eje t* dividido en las dos regiones RII y RIII, para cuando z* € [r¥, r}].
Las llaves inferiores senalan los tres posibles casos para el valor de t*: (a) t* € [rf,r}] v
t* <a*, (b) t* € [ri,rf]yt* > a* vy (c) t* € [r},00) y, necesariamente, t* > z*

Seguidamente, podemos escribir las ecuaciones integrales para gs(z*) en las dos regiones,

RII'y RIII, de la DCE plana.
REGION RII (rf < z* < r}): Dela Fig. 2.13, en esta zona la g,(2*) cumple la ecuacién
integral
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Region I
rp*¥ <x* <o

1

t* < x* < x* t* > x*
dp*(x*,t%)=Tp(t¥) dp*(x*t%)= T (t¥) dp*(x*,t%) = x,, (x*)8,(t*)

Figura 2.14: Eje t* dividido en las dos regiones RII y RIII, para cuando z* € [r}, 00).
Las llaves inferiores senalan los tres posibles casos para el valor de t*: (a) t* € [}, 7}] v,
necesariamente, t* < z*, (b) t* € [r},00) y t* < z*, y (c) t* € [r},00) y t* > x*.

REGION RIII (r; < 2* < 00): A partir de la Fig. 2.14, en esta region la funcion de
distribucion de los iones pequenos, gs(z*), sigue la ecuacion integral

*

(") = exp {—zsw;; + oy [ [ e+ [ ) - o

*

ri b

e )00 e |

(2.62)
Fl par de ecuaciones (2.61) y (2.62) componen la forma integral de la teoria URMGC
para la DCE plana. Al igual que en los casos de las geometrias esférica y cilindrica,
la solucion numérica de estas iltimas dos ecuaciones integrales nos permitird conocer

gs(x*), y por ende gy(x*), en todo el espacio adyacente a la pared cargada.

Como se mencioné ya en el capitulo de Introduccién, el caso de un electrodo plano
inmerso en un electrolito fue el primer sistema que se trato en la literatura mediante la
teoria de URMGOC [1]. No obstante, en esa investigacion debida a Valleau y Torrie lo
que se resolvio fue, en realidad, la version diferencial de URMGC, en tanto que, en la
presente tesis, hemos deducido la correspondiente forma integral de dicha teoria. Esta
cuestion es muy significativa pues, como se discute en el apartado siguiente, nos permi-
tird establecer una ecuacion integral generalizada de URMGC para las tres geometrias
de la DCE que se estudian en este trabajo.

2.1.5. Una expresion generalizada para la forma integral de la
teoria URMGC para la DCE esférica, cilindrica y plana

Comparando los tres pares de ecuaciones integrales: (2.31) y (2.33), para la DCE es-
férica; (2.48) y (2.49), para la DCE cilindrica; y (2.61) y (2.62), para la DCE plana,
observamos que tales duplas tienen una estructura idéntica. Es asi que, si introducimos
la coordenada generalizada u* y el subindice «v en las funciones ', (u*), X, (u*) y ©4(u*),
donde u* = r*, p*, 2%, vy a = e,c,p, dependiendo de si estamos tratando con la DCE
esférica, la DCE cilindrica, o la DCE plana, respectivamente, podemos entonces escribir
el siguiente dio de ecuaciones integrales, que serd vdlido para las tres geometrias:

REGION RIT (r: <u* <r1}):
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u*

X
b

gs(u*) = exp {—ZSQ/)S + ﬁ [/ Lo (t7)gs(t")dt” +/ Xo(u™)Ou (") gs (") dt"+

* *
s u

/OO Xa(u")Oa(t*)(gs(t") = [gs(t*)]k)dt] } ;

*
b

(2.63)
REGION RIII (r; < u* < 00):
gs(u") = exp {—ZS@DS + 51 [/b La(t7)gs(t")dt" + /u La(t) (g5 (£7) + g5 (7)) dt™+
)00 e

*

(2.64)
con
—2t* (1 + It%—) , si a=e (esfera),
I (t) = 2R (1+L)n(1+L), si a=c(clindro), (2.65)
—2t*, si a=p (plano);
( _13:2;17 si a=e (esfera),
Xo(u') = —2R*In(1+ %), si a=c(clindro), (2.66)
| —2u”, si a=p (plano);
(1+;—Z)2, si a=ce (esfera),
OL(t") = ¢ (1+L), si a=c/(cilindro), (2.67)

1, si a=p (plano).
Hay que recordar que u* es una coordenada generalizada (adimensionada al multipli-
carla por k) que mide la distancia desde un cierto punto en el seno de la DCE hasta la

superficie cargada del coloide o del electrodo plano.
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2.2. La densidad de carga acumulada y la densidad
de carga superficial

En las secciones previas se obtuvieron tanto algunas relaciones fundamentales para
el formalismo URMGC (en el apartado inicial) como la version integral de ese misma
teoria, generalizada para la DCE en geometrias esférica, cilindrica y plana. Complemen-
tariamente, en las siguientes lineas se deducird una expresion general para la densidad
de carga acumulada (o local) y para la densidad de carga superficial en esas mismas
geometrias. La densidad de carga acumulada, o local, es la carga dentro de un volumen
cualquiera V), el cual contiene al coloide o electrodo (cilindrico o plano) méas una por-
cion de la solucion electrolitica circundante, dividida por la superficie de tal volumen.
Esta densidad es una cantidad que ha adquirido una enorme relevancia en los estudios
modernos de la DCE pues, no solo permite analizar el “apantallamiento” paulatino de
la carga coloidal o electrodica, sino que, ademés, ha permitido evidenciar fenémenos
muy intrigantes como son la reversion y la amplificacion de la carga superficial. En
especifico, estas dos tltimas anomalias serdn revisadas mas ampliamente en el capitulo
de Resultados de este trabajo.

Primeramente, considérese la carga acumulada en el interior del volumen V), simbolizada
por Qgﬂ. Dicha carga esta dada por

Qo) = Qo+ QM

en donde Qg es la carga coloidal o electrodica, y QLV] es la carga del electrolito dentro
de V. Claramente,

Q[eV] :/pC(ﬂ dv7
%

tal que pc(f) es la densidad de carga ionica local en el punto t.
Asi,

b= Qo+ [, pe(t)dv. (2.68)

A continuacion, se obtendran las formulas para la densidad de carga acumulada, o(u
? ? Y
e la densidad de carga superficial, o, en geometrias esférica (u = r), cilindrica (v =
de la densidad d ficial, oy, t f , cilind
y plana (u = z), y, posteriormente, se escribiran las expresiones que generalizan esos
tres casos.

2.2.1. Geometria esférica

En este caso tomamos un volumen esférico, V(r), de radio r, que contiene, en su centro,
a la macroesfera coloidal, cargada uniformemente sobre su superficie (ver Fig. 2.15).
Note que r > R.

De acuerdo a la Fig. 2.15,
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Figura 2.15: Nuestro modelo de la DCE esférica. En la figura se muestra el volumen
V(r) externo al coloide esférico.

T

pe(t)dV = Qo + 47r/ pe(t) t* dt. (2.69)
R

([1\2(7‘)] = Qac(r) = QO + /

V(r),t>R

Dividiendo entre el area de V(r),

Qae(r) _ 1 {@ +/T pe(t) 2 dt} .

2 2
Ay re | 4w R

_ Qac(r) _ Qac(R) _ Qo

Definimos o(r) = =<5 y 00 = “152" = 152, Por lo que la expresion de la densidad de

carga acumulada (o local) para la DCE esférica serd

o(r)==% {R%O + / ' pe(t) dt} : (2.70)

R
Haciendo los cambios de variable r = R+7r' yt = R+t

0'(7“’) = m R20'0 + / pc(t’) (R + t/)2 dt/
v b (2.71)
— 1 2 2 / N2 gy
= moy R*co+ R /0 pe(t) (14 R) dt'| .

Es importante advertir que la nueva variable v’ mide la distancia desde la superficie del
coloide (r' > 0). Entonces, definiendo la funcion C.(r') = (1 + %)2:

0'(7”/) —_= —CE}T‘/)

oo + / " Ce(t’)pc(t’)dt’] . (2.72)
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Al multiplicar por x/ (epgoo)), para adimensionalizar la densidad de carga acumulada, y
con los ya conocidos cambios de variable r* = kr’ y t* = kt’, ademés de las definiciones
o*(r*) = -t 0(r'), 05 = —5 00, ¥ R* = kR, llegamos a la ecuaciéon

€pPs €Ps

*

o*(r*) = ﬁ[ao—kﬁ/o Co(t*) pe(t*) dt*| , (2.73)

con r* > 0. Observemos que la funcion adimensional Ce(r') = (1 + %)2 se convierte
directamente en C,(r*) = (1 + %)%

Al igual que en la subseccién correspondiente anterior para la ecuaciéon integral de
URMGC para la DCE esférica, dividimos el espacio en las regiones RI, RII,y RIII,
y, retomando la expresion “zonificada” de p.(t) (dada por la Ec. (2.6)), podemos escri-
bir, ahora, la densidad de carga acumulada en cada zona (recordemos que ¥ = kry y
TE = KTp):

REGION RI (0 < 7* < r¥): En esta region no hay iones presentes, con lo cual

REGION RII (r: < r* <r1}): Aqui solo hay iones de la especie “small”, por lo que

¥

) = gt o+ 5 [ Culeranterar]|.

S

REGION RIII (r; < r* < 00): En esta region los iones de tipo “big” pueden estar
presentes a partir de r;, entonces

o (1) = ﬁ) o+ / CLlt') gt dt* + 2, / Cot") (95(") — [g()) dt*] .
Resumiendo,
(Fhs0p en RI,
o) = o) :08+Zs / Ce(t*)gs(t*)dt*], en RII,
T P [ e = [ o) - [gs@*)]*)dt*] en RIIL
( i "

(2.74)
Un punto muy importante a destacar de la Ec. (2.74) para o*(r*) es que, en las tres
regiones RI, RII,y RIII, se requiere del conocimiento de la densidad de carga superfi-
cial reducida, 0. Sin embargo, en esta tesis estamos considerando que la condicion a la
frontera en la DCE corresponde a la de un potencial superficial reducido, i, constante,
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razon por la cual tenemos que encontrar una manera auto-consistente para determinar
el valor desconocido de (. Eso es, precisamente, lo que haremos a continuacion.

En el caso limite * — oo, la Condicion de Electroneutralidad Global (CEG) nos dice
que la carga total en el volumen V(c0) debe ser 0, o bien que

o*(r* = 00) = 0.

Es asi que, de la expresion de o*(r*) en RIII, tenemos la condicion

of + 2z /Tb Co(t™) gs(t*) dt* + zg /oo Cu(t*) (g5 (t*) = [gs(t)]Y) dt*] — 0,

*

0, equivalentemente,

* *
S b

o5 = —2 [ [ erawrar+ [ o) ) - oo dt*] e

Esta ltima ecuacion es de una enorme relevancia en nuestra descripcion de la DCE
esférica dado que nos permitird saber la densidad de carga superficial reducida del co-
loide, o, una vez que se ha resuelto numéricamente la ecuacion integral para gs(r*),
a potencial superficial reducido, g, fijo. Como corolario, y tras calcular o (usando la
Ec. (2.75)), sera entonces posible obtener o*(r*), via la Ec. (2.74).

2.2.2. Geometria Cilindrica

Sea, esta vez, un cilindro coloidal de longitud infinita y radio R, cargado de manera
uniforme y superficial (ver Fig. 2.16); es decir, se tiene un electrodo cilindrico.

RIl

R+ry

ho R+7,

RII

Figura 2.16: Nuestro modelo de la DCE cilindrica. En la figura se ilustra el volumen
V(p) externo al electrodo cilindrico.
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La correspondiente carga acumulada dentro de un volumen cilindrico cualquiera de
radio p y altura hg, V(p, ho), que contiene a una seccion del electrodo en su centro, sera

Mpdoll _ lApho] /

p
. pe(t)dV = Q"N 4 o7y, / pe(t)tdt, (2.76)
V(p,ho),t >R

R

donde A(p, hg) es el area de la seccion del electrodo dentro de V(p, hg). Si dividimos la
carga total en el interior de tal volumen entre 2whgp tendremos la densidad de carga
acumulada (o local), hasta la distancia p, simbolizada con o(p), para la DCE cilindrica:

o(p) = % [Rao + /p pc(t)tdt} : (2.77)

R

V(p,ho)] [A(p;ho)]
P QGC _ Q
tal que o(p) = *52——, 00 = 77,

yp=> R

Haciendo los cambios de variable p= R+ p vyt =R+,

p/
o) = | Boo+ / pe(t’) (R+1) dt’]
C , (2.78)
— ) RUO+R/O pc(t)(l—i—}—%)dt

para p/ > 0. Adviértase que la variable p' mide la distancia desde la superficie del
electrodo. Definiendo C,(p') = (1 + %), la ecuacion previa queda como

oo + / . C.(t') pe(t) dt’] . (2.79)

o(p') = cip/)

Adimensionalizando o(p’) con el factor x/ (epgoo)), y empleando los cambios de variable

p* = kp' y t* = k', las definiciones o*(p*) = 5 0(p'), 05 = —5 00, R* = KR,
ep eps

¥ = Krs, y T} = KT, junto con la expresion por regiones de p.(t) (véase la Ec. (2.6)),
podemos escribir que

( C’c(lp*) 9 5 en RI,
1 [ 4
(%) Ce(p*) 0'8 +25/ Cc(t )gs(t )dt :| ) en R[],
o (p ) - L Ty

_ ) §
SRR PR / CL(t)go(£)dE" + 2, / cc(t*)(gs(t*)—[gs(t*)p)dt*], en RITI

b
(2.80)
con las zonas RI, RII,y RIII correspondiendo a los intervalos [0, 7], [, 73], y [r}, 00),
1+ 2

\

respectivamente. Asimismo, la funcion adimensional C.(p') = (1 + %), que aparece en
la Ec. (2.79), se transforma inmediatamente en C,(p*) = (1 + £.).
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De manera semejante al caso de la DCE esférica, para el electrodo cilindrico, al tomar
el limite p* — oo, la CEG nos dice que

o (p* — o00) =0.

Utilizando la expresion de o*(p*) en RIII, la CEG impone la restriccion

Ty [e%S)

7+ 2 | @WM&WW+%/<mm@wwwwmmﬁ1—a
Tk Ty

de la cual se deduce, trivialmente, una formula para calcular la densidad de carga su-

perficial reducida del electrodo cilindrico, o, a partir de la solucion numérica de la

ecuacion integral para gs(r*), a potencial superficial reducido, ¢, constante. Dicha for-

mula es:

*
O-O - _ZS

/fQWMﬁww+/fawxmm—wﬁWﬂwr (2.81)

s b

y, va con la o asi obtenida, podemos retomar la Ec. (2.80) para generar la funcién
a*(p*) en todo el espacio externo al electrodo cilindrico.

2.2.3. Geometria plana

Por ultimo, se considerara el caso de un electrodo plano, uniformemente cargado (véase
la Fig. 2.17).

Figura 2.17: Nuestro modelo de la DCE plana. En la figura se exhibe el volumen V(x)
externo al electrodo plano.

En esta situacion, la carga acumulada dentro del volumen de un paralelepipedo arbi-
trario de “altura” x y area de su “base” con valor A (que corresponde, precisamente, a
una seccion del plano cargado) sera
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M gt [ v =@ A [ pae (2.82)
V(z,A), >0 0
- : QY (@A) QA
Diviendo la Ec. (2.82) entre A, y definiendo o(z) = *2— y 0y = *4~, obtenemos
o(x) =09 —I—/ pe(t) dt, (2.83)
0

para > 0. En la deduccion de la Ec. (2.83) se ha tomado en cuenta que el electrodo
estd uniformemente cargado. Ahora bien, y dado que, por conveniencia, el origen del
sistema coordenado se ha hecho coincidir con el plano electrificado, podemos proseguir

directamente a la adimensionalizacion de o(z) multiplicando ambos lados de la ante-

rior ecuacion por el factor m/(epé“’)). Si, conjuntamente, se introducen los cambios de
variable 2* = Kz y t* = kt, las definiciones 0*(2*) = —5 0(2), of = ep(% 00, 5 = KT,

ept ¢

y 1y = Krp, y se hace uso de la expresion por zonas de p.(t) (ver la Ec. (2.6)), se llega a

( oG %6 en RI,
o(at) = —Cp(lx*) oy + 2s /T Cp(t*)gs(t*)dt*l, en RII,

Ty z*
oy [ 2 [ Gt [ G auler) ~ Lot | en RILL

®

s

. L : b

(2.84)
donde RI, RII, y RIII son los intervalos [0,r}], [r¥,rf], ¥ [r},00), respectivamente, y
Cp(z*) = 1.
Como complemento, y de manera similar a lo realizado en los casos esférico y cilindrico,
en el limite 2* — oo, la CEG se traduce en la expresion

o*(x* — 00) =0.

A partir de la formula de o*(z*) en RIII (consiltese la tltima linea de la Ec. (2.84)),
la CEG requiere que

* *

T’b X
oy + zs/ Cp(t")gs(t")dt™ + zs/

* *
s r b

Cp(t")(gs(t") — [gs(t*)]’\)dt*] = 0.

Para concluir esta subseccion, inicamente nos resta despejar o en la ecuaciéon anterior
para establecer la siguiente igualdad:

*
00 = —Zg

/rb Cp(t)gs(t7)dt™ + /x Cp(t)(9s(t") — [gs(t*)]k)dt*] : (2.85)

* *
s Ty
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mediante la cual podremos conocer la densidad de carga superficial reducida del plano,
luego de completar la resolucion numérica de la ecuacion integral para g5(r*), a potencial
superficial reducido, 1§, fijo. A la postre, y una vez sabido el valor de o} podemos
emplear la Ec. (2.84) para conseguir la funcion o*(z*) en todo punto.

2.2.4. Expresiones generalizadas para la densidad de carga acu-
mulada y para la densidad de carga superficial para la
DCE esférica, cilindrica y plana

Si analizamos detenidamente las Ecs. (2.74), (2.75), (2.80), (2.81), (2.84), y (2.85), asi
como las definiciones de las funciones C.(r*), C.(p*), y Cp(2*), todas ellas deducidas en
las tres secciones anteriores, es posible escribir una sola expresion tanto para la densidad
de carga acumulada como para la densidad de carga superficial, que son ambas vdlidas
para las geometrias esférica, cilindrica y plana. Tales formulas generales son:

( Ca(lu*) 9 5 en RI,
J*(u*) _ Ca%u*) O-S + Zs /r* Ca(t*)gs(t*) dt*:| , en R_[]’

Ca(t)(gs(t") — [gs(t*)]A)dt*] , en RIII,
(2.86)

oy = —

[ et + [ e - [gsu*)mdt*] e

* *
s b

en donde u* es la distancia perpendicular de un punto en el seno del electrolito con
respecto a la superficie cargada, y correspondera a r*, p*, o bien z*, dependiendo de si
estamos estudiando ya sea la DCE esférica, la cilindrica, o la plana, respectivamente. En
consonancia, en cada una de esas situaciones el subindice a sera e (esfera), ¢ (cilindro),
o p (plano). En la Ec. (2.86) aparece la funcion C,(u*), que se define como:

(1—1—}%—1)2, si a=e (esfera),
Co(u*) = (1+%), si a=c/(clindro), (2.88)

1, si a=p (plano),
(un hecho por de mas interesante es que la funcion C,(u*) no es otra que la funcion
©F (u*), definida previamente en la Ec. (2.67) al escribir la forma generalizada de la

ecuacion integral de URMGC).
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———0e—

Como colofon a esta seccion, quisiéramos enfatizar, como sequnda aportacion notable
de esta tesis, que las Ecs. (2.63) a (2.67) y (2.86) a (2.88) establecen una novedosa
descripcion del formalismo de URMGC, en una version integral y unificada, para la
DCFE en geometrias esférica, cilindrica y plana; las cuales son, con toda sequridad, las de
mayor trascendencia en el campo. Por anadidura, esta forma generalizada de URMGC
nos permitird realizar una solucion eficiente y flexible de la ecuacion integral asociada,
mediante una implementacion computacional propia, robusta y muy concisa del Método
de Picard. Dicho esquema iterativo de resolucion numérica es el que describiremos a
continuacion, con todo detalle.

2.3. Tratamiento numérico de la ecuacion integral ge-
neralizada de URMGC: el Método de Picard

En la presente tesis, el par de ecuaciones integrales complementarias dadas por las Ecs.
(2.63) y (2.64) seran resueltas numéricamente via el Método de Picard (MPIC). Esta
ultima técnica numérica consiste en un proceso repetitivo, o iterativo, en el que se van
generando aproximaciones sucesivas a la funcion solucion, gs(u*), de las ecuaciones inte-
grales (2.63) y (2.64), correspondientes a la teoria URMGC. En resumen, puede decirse
que el MPIC es una especie de “super-extension” del conocido Método de Iteracion de
Punto Fijo (MIPF) para la resoluciéon de sistemas de ecuaciones n X n, en tanto que,
a diferencia del MIPF que tiene como objetivo la busqueda de soluciones escalares o
vectoriales, el MPIC trata de encontrar funciones solucion. Para comprender de mejor
manera tanto la idea fundamental del Método de Picard como su posterior implemen-
tacion computacional, en el resto de esta seccién descrribiremos de manera sucinta,
pero completa, nuestro tratamiento numérico de la ecuaciéon integral generalizada de
URMGC.

Como es bien sabido [61], en su forma mas simple (que es el caso 1 x 1), el MIPF nos
permite encontrar las soluciones escalares de ecuaciones del tipo

E(zx)=0 (2.89)
(tomese, como ilustracion, la ecuacion z—cos x—4 = 0). Para ello, el MIPF 1x 1 propone
un algoritmo generador de la sucesion de aproximaciones {z!!, 2@, .. Ul U+ 1

la cual se espera que tienda a alguna de las soluciones de la Ec. (2.89). Especificamente,
el algoritmo bésico del MIPF consiste en “despejar” cualquiera de las ocurrencias de la
variable x en el lado izquierdo de la Ec. (2.89), para reescribirla en la forma

x=1I() (2.90)

(en el ejemplo propuesto, podria ser = cosx + 4), en donde la nueva funcion I(z),
asf definida, dara lugar a la ecuacion de iteracion

gl = (g (2.91)
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(a:[kﬂ] = cos (I[k]) + 4, en nuestra ilustracion), la cual provee la nueva aproximacion,
con superindice k + 1, a la solucion escalar de la Ec. (2.89), a partir de la aproximacion
previa, con superindice k. Con el proposito de ser concisos, aqui no se ahondara mas en
la fundamentacion del MIPF, y tan solo apuntaremos que basta con que la funcién de
iteracion I(z) defina una “aplicacién contraida” en un subintervalo [a,b] € R para que
el MIPF converja. En todo caso, si el lector desea més informacion al respecto, puede
consultar con provecho la excelente monografia de Vilenkin [62].

Por lo que respecta a la situacién mas general de sistemas no lineales de ecuaciones n xn,
en donde se involucran n funciones escalares de variable vectorial, esto es dependientes
de n variables, tenemos:

E1($1,x2, C. 7xn717$n> = 0,
Es(x y X2y -y Tp—1,Tn :07

2(®1, 22 ot ) (2.92)
E.(x1,29,...,25_1,2,) = 0.

Utilizando las definiciones:

0=(0,0,...,0,0),
T=(x1,Z9, .., Tpn_1,Tn), (2.93)

—

E = (El(f), Eg(f), e ,Enfl(.f), En(f)),
el sistema n X n puede “taquigrafiarse” como
E(z) = 0. (2.94)

Si se despeja la m-ésima variable en la m-ésima ecuacion en el sistema (2.92), podemos
escribir el nuevo sistema

T = Il(xla Loyevoy Tp—1, xn)7
) :IQ(xlaan’"'7xn—lyl’n)7 (295)
Ty = (21,20, .., Ty, Tp),
para el cual es 1til definir la funcién vectorial de variable vectorial
[ = (1(Z),(Z),...,1,_1(Z), [,(Z)), (2.96)
mediante el cual el sistema (2.95) se “taquigrafia” de la sencilla manera
i = I(2). (2.97)

Para culminar la aplicacion del MIPF multidimensional simplemente “rotulamos” con
los superindices k + 1 v k los lados izquierdo y derecho, respectivamente, de la anterior
ecuacion vectorial, resultando la ecuacion de iteracion vectorial

gl = [(z k), (2.98)

que es equivalente al siguiente sistema de n ecuaciones de iteracion
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R T C N SR )]
(2N N N R
Ty 2(:[1 y Loy R PR )7 (299)
xgﬁrl] = [n(‘r[lk]a x[2k17 s ,37[:],1, x[f]>

Las Ecs. (2.98) y (2.99) son dos maneras equivalentes de expresar el MIPF multidimen-
sional (o bien n x n), mediante una sola ecuacién vectorial o n ecuaciones escalares,
respectivamente.

mo rem ion, considerem r un uaciéon a resolver
Como remate de esta seccion, consideremos ahora el caso de una ecuacién a resolve
que tiene como incognita una funcion. Para representar este nuevo tipo de ecuacion,
que pudiera parecer un tanto peculiar, introduciremos el concepto de funcional. Asi,
el funcional E [g(v)] es un “objeto” que depende de la funcién escalar de variable esca-
lar g(v) (no6tese el uso distintivo de los corchetes para indicar la dependencia de una
funcion). En base a lo anterior, podemos entonces plantear la ecuacion funcional:

Elg(v)] =0. (2.100)

En este punto, podemos ver que, en realidad, ecuaciones como la (2.100), cuyas incog-
nitas son funciones, no son tan raras en la fisica, ya que cualquier ecuacion diferencial
o integral seria un claro ejemplo de ellas. Asi, y para fijar ideas, podrian considerarse
dos casos como los siguientes:

d?g(v)
dv?

+wig(v) =0, con g¢g(0)=0 y ¢(0)=1, (2.101)

g(v) — v —w? /Ov(t — ) g(t)dt (2.102)

(como dato interesante podemos citar que los ejemplos de ecuaciones funcionales enun-
ciados por las Ecs. (2.101) y (2.102) no son otra cosa que las versiones diferencial e
integral del mismo problema del oscilador armonico [66]).

Continuando con la aplicacion del MIPF ala Ec. (2.100), podemos proponer el “despeje”
de la funcion incognita g(v) dado por:

g(v) =Ig(v)], (2.103)

en donde I [g(v)] es igualmente un funcional que “depende” de g(v). Directamente, y
como paso final del MIPF, se sigue entonces que la correspondiente ecuacion funcional
de iteracion sera:

gle+l (v)=1 [g[k}(v)} , (2.104)

la cual da lugar a la sucesién de aprozimantes {g!"(v), g®(v),..., gUl(v), gv ™ (v),... }.
En el particular caso de la ecuacion integral generalizada de URMGC, motivo de esta
tesis, las expresiones complementarias (2.63) y (2.64) ya tienen la forma “despejada”
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prescrita por la Ec. (2.104). Por lo que, en principio, el empleo sin mas del MIPF
implicaria el par acoplado de ecuaciones de iteracion:

REGION RIT (rf <u* <r1}):

* *
Ty

gL'“*”(U*)zexp{—zs@bﬁﬁ[ / To(t) g () dt" + / Xo () Oa (8) g (£7) dt "+

*
s

/ X0t (g1 (t") — (o (t*)]A)dt] } ;

*
b

(2.105)
REGION RIII (r; < u* < 00):

Ty u*
gL’“*”(U*):eXp{—zswﬁﬁ[ [ et + [T e) - g e
r¥ Ty

| alu)0ue) 6 07) - 4 <t*>r>dt] } .

*

(2.106)
Sin embargo, en algunos articulos previos sobre la DCE en diversas geometrias [34, 8]
se ha demostrado que el MIPF sin anadiduras, tal y como se ha aplicado en la obten-
cion de las ecuaciones de iteracion (2.105) y (2.106), no converge a la solucion gs(u*).
Siendo la razon de tal divergencia el caracter no lineal de las ecuaciones integrales
(2.63) y (2.64), originado por la dependencia exponencial que aparece en lado derecho
de tales ecuaciones. Afortunadamente, en esos mismos trabajos acerca de la DCE se ha
propuesto una ingeniosa variacion del MIPF que enmienda la no convergencia obser-
vada, dando lugar al algoritmo que corresponde, precisamente, al Método Iterativo de
Picard (MPIC), que es el que utilizaremos en esta tesis para resolver numéricamente la
ecuacion integral generalizada de URMGC.
La idea que lleva al MPIC es la siguiente. Debido a la no linealidad de las ecuaciones
integrales a resolver, el paso del aproximante ng] (u*) al siguiente ngH] (u*), prescrito
por las Ecs. (2.105) y (2.106), resulta, en la practica, en un “salto” demasiado sibito al ir
“explorando” o “sondeando” el espacio de soluciones. Por ello, y con el fin de “suavizar”
ese salto, se propone un paso intermedio que explicamos a continuaciéon. Sea ng}(u*)
la k-ésima aproximacion, ya conocida en todo el intervalo [0, 00). Consideremos a esa
“adivinanza” como la k-ésima funcion de entrada (en inglés, in), y la representaremos con
la notacion alternativa ¢ ™ (u*). En seguida, tras sustituir dicha funcién en los lados
derechos de las ecuaciones de iteracion (2.105) y (2.106), el aproximante que resulta ya
no serd considerado como la siguiente “adivinanza” ngH] (u*) en los lados izquierdos
de esos iteradores. En su lugar, el MPIC propone que la evaluaciéon de los funcionales
de la derecha lo que generan es tan solo una k-ésima funcion de salida (en inglés, out),
g!“"“t(u*), que se asocia a aquella de entrada g™ (u*). Este paso intermedio tiene su
culminacion en la subsiguiente construcciéon del nuevo aproximante k + 1 de entrada,

k41514 . . P ; )
gL HLiin] (u*), obtenido como una combinacidon lineal de las funciones “hermanas” previas
kit k; out ‘ : 16
glksin] (u*) y glkiou }(u*) En términos de una ecuacion
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o) = (1= 8) - gl ) 0 gl ),

en donde § es una “constante de mezclado”, tal que (0 < 6 < 1). Como es de esperarse,
para tratar de “ralentizar” la exploraciéon del espacio de soluciones, usualmente el valor
de § es pequeno (< 0.01), de forma que el término 0 - gl O"t]( *) sea una pequena

5 )

“perturbacion” del aproxunante de entrada gs . En otras palabras, se busca que

ket k; . .
gl (u*) esté “cerca” de gl m}(u*) en el espacio de soluciones, para que el proceso
iterativo de solucién sea mas “suave”. Adviértase que, si 6 = 1, recuperamos el MIPF

“normal”, y que, si 6 = 0, el proceso iterativo nunca avanza.

En resumen, el MPIC para resolver numéricamente la ecuacion integral generalizada de
URMGC (Ecs. (2.63) y (2.64)) consistira del trio de ecuaciones:
REGION RII (r* <u* <71}):

[ksout] /sy U*F [k; zn] *\ It o YO ®\ - [k;in] @ px dt*
gs " (u*) = exp § =205 + g () g M (E)dt" + | Xa(u")Oq(t") g™ () dt™+

s

*
b

/ T X (0)Oult) (g (1) — [gh (1) >dt] };

(2.107)
REGION RIII (r} < u* < 00):

s ou * * T; n * * w n n *
g t](u)zexp{—zswwﬁ[/ Lo (t) gl ™ () dt +/ La(t) (g8 (*) — [g4 ™ (¢9)) )t

[ e el ) - e | |

(2.108)
y, para i < u* < oo,

G ) = (1= 0) - g (u) 5 - gl ). (2.109)

El Método Iterativo de Picard, expresado por las Ecs. (2.107) a (2.109), fue implemen-
tado en un eficiente c6digo computacional de solucién, escrito en lenguaje FORTRAN,
cuyo listado se anexa en el Apéndice B. Ademas, Apéndice C se discuten brevemente
algunos detalles técnicos de la resolucion, como son la eleccion de la “adivinanza” ini-
cial, g[1 m}( *), v los valores tipicos de la “constante de mezclado” § y de los tiempos de
ejecucion del programa empleados en esta tesis.
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Capitulo 3

Resultados

El actual capitulo presenta los resultados obtenidos al resolver las ecuaciones que se
encontraron en el capitulo de Teoria para diferentes parametros (valencias, radios, po-
tenciales), dados en valores adimensionales siguiendo la pauta que se mostré en el
capitulo antes mencionado. Estos daro seran especificados en cada una de las secciones,
las cuales se clasificaran de acuerdo a las valencias del sistema que se trate, siguiendo la
notacion que se acostumbra en la literatura n : m 6 z1:25. Dentro de estas se encontraran
tres subsecciones relacionadas con la geometria del coloide en cuestion, es decir, plano,
cilindro o esfera. Ademas en la gran mayoria de los casos se estudiaron las propiedades
de la doble capa eléctrica partiendo de potenciales iniciales iguales a ¢¥§ = 0,1, 2, 3,4, 5,
la manera de distinguirlas es la siguiente:

Linea morada — 15 = 0.0
Linea verde — 1§ = 1.0
Linea azul cielo — 95 = 2.0
Linea naranja — ¢§ = 3.0
Linea amarilla — {5 = 4.0
Linea azul rey — 9§ = 5.0

A menos que en algin caso se especifique otra situacion, esta serd el orden al que co-
rresponden las graficas.

3.1. Sistema -1:1

z1=—1y 2o=1,r1 =0.698703, ro = 1.397407.
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3.1. SISTEMA -1:1 Capitulo 3

3.1.1. Caso esférico

Figura 3.1: Sistema -1:1 caso esférico, el radio del coloide es R = 3.288017. En el panel
principal se encuentran las graficas correspondientes a g5(7*), en el subpanel se muestran
las graficas para g,(r*)

Figura 3.2: Sistema -1:1 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.1. SISTEMA -1:1 Capitulo 3

Figura 3.3: Sistema -1:1 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.1.2. Caso Cilindrico

Figura 3.4: Sistema -1:1 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 3.288017. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.1. SISTEMA -1:1

Capitulo 3

Figura 3.5: Sistema -1:1 caso cilindrico, grafica de la densidad de carga reducida

(ur

Figura 3.6: Sistema -1:1 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.1. SISTEMA -1:1 Capitulo 3

3.1.3. Caso plano

Figura 3.7: Sistema -1:1 caso plano. En el panel principal se encuentran las graficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.8: Sistema -1:1 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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3.1. SISTEMA -1:1

Capitulo 3

Figura 3.9: Sistema -1:1 caso plano, grafica del potencial electrostético
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3.2. SISTEMA 1:-1 Capitulo 3

3.2. Sistema 1:-1

21 = 1 Y 22 = —17 r = 0698703, o = 1.397407.

3.2.1. Caso esférico

e ~

— ,,//

/ e
//’ // 5.5
// / 5
/ //
/ 4.5
0.6 / 4
g d

Figura 3.10: Sistema 1:-1 caso esférico, el radio del coloide es R = 3.288017. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.11: Sistema 1:-1 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.2. SISTEMA 1:-1 Capitulo 3

Figura 3.12: Sistema 1:-1 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.2.2. Caso Cilindrico

Figura 3.13: Sistema 1:-1 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 3.288017. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.2. SISTEMA 1:-1

Capitulo 3

Figura 3.14: Sistema 1:-1 caso cilindrico, grafica de la densidad de carga reducida

(ur

Figura 3.15: Sistema 1:-1 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.2. SISTEMA 1:-1 Capitulo 3

3.2.3. Caso plano

_— -
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Figura 3.16: Sistema 1:-1 caso plano. En el panel principal se encuentran las graficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.17: Sistema 1:-1 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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3.2. SISTEMA 1:-1

Capitulo 3

Figura 3.18: Sistema 1:-1 caso plano, grafica del potencial electrostatico
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3.3. SISTEMA -2:2

Capitulo 3

3.3. Sistema -2:2

21 =—2Yy 29 =2, 11 = 1.3965, ro = 2.793.

3.3.1. Caso esférico

Figura 3.19: Sistema -2:2 caso esférico, el radio del coloide es R = 6.571764. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se

muestran las gréaficas para g,(r*)

25

Figura 3.20: Sistema -2:2 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.3. SISTEMA -2:2 Capitulo 3

Figura 3.21: Sistema -2:2 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.3.2. Caso Cilindrico

Figura 3.22: Sistema -2:2 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 6.571764. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.3. SISTEMA -2:2

Capitulo 3

25

(ur

Figura 3.24: Sistema -2:2 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.3. SISTEMA -2:2 Capitulo 3

3.3.3. Caso plano

35

20

Figura 3.25: Sistema -2:2 caso plano. En el panel principal se encuentran las graficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.26: Sistema -2:2 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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3.3. SISTEMA -2:2 Capitulo 3

Figura 3.27: Sistema -2:2 caso plano, grafica del potencial electrostatico

Para este sistema y geometria también se estudiaron las propiedades de distribucion
ionica, densidad de carga reducida y potencial electrostatico reducido para valores de
Y5 pequenos, dando valores de i = 0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5.

()

Figura 3.28: Sistema -2:2 caso plano. Se muestran las graficas correspondientes a g (r*)
(grafica oscilante) y gp(r*) (grafica decreciente), las graficas corresponden a; morada
Yo = 0.0, verde Yy = 0.1, azul cielo ¢y = 0.2, naranja ¢y = 0.3, amarilla ¢y = 04 y
azul rey 1y = 0.5
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3.3. SISTEMA -2:2

Capitulo 3

o* (u*)

(ur

Figura 3.30: Sistema -2:2 caso plano, grafica del potencial electrostatico
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3.4. SISTEMA 2:-2 Capitulo 3

3.4. Sistema 2:-2

21 =2y 29 =—2, 11 = 1.3965, ro = 2.793.

3.4.1. Caso esférico
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Figura 3.31: Sistema 2:-2 caso esférico, el radio del coloide es R = 6.571764. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.32: Sistema 2:-2 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.4. SISTEMA 2:-2 Capitulo 3

Figura 3.33: Sistema 2:-2 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.4.2. Caso Cilindrico
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Figura 3.34: Sistema 2:-2 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 6.571764. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.4. SISTEMA 2:-2 Capitulo 3
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Figura 3.36: Sistema 2:-2 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.4. SISTEMA 2:-2 Capitulo 3

3.4.3. Caso plano
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Figura 3.37: Sistema 2:-2 caso plano. En el panel principal se encuentran las graficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.38: Sistema 2:-2 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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3.4. SISTEMA 2:-2 Capitulo 3

Figura 3.39: Sistema 2:-2 caso plano, grafica del potencial electrostatico

Al igual que el caso inverso (-2:2), en este sistema se realizaron calculos para o) =
0.0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5.

&)

Figura 3.40: Sistema 2:-2 caso plano. Se muestran las graficas correspondientes a g (r*)
(grafica oscilante) y g,(r*) (grafica decreciente), las graficas corresponden a; morada
Yo = 0.0, verde Yy = 0.1, azul cielo ¢y = 0.2, naranja ¢y = 0.3, amarilla ¢y = 04 y
azul rey g = 0.5
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3.4. SISTEMA 2:-2

Capitulo 3

Figura 3.42:

79

Sistema 2:-2 caso plano, grafica del potencial electrostatico



3.5. SISTEMA -1:2 Capitulo 3

3.5. Sistema -1:2

21 =—1y 20 =2, 11 =0.604702, ro = 1.209404.

3.5.1. Caso esférico

Figura 3.43: Sistema -1:2 caso esférico, el radio del coloide es R = 2.845657. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.44: Sistema -1:2 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.5. SISTEMA -1:2 Capitulo 3

Figura 3.45: Sistema -1:2 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.5.2. Caso Cilindrico

Figura 3.46: Sistema -1:2 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 2.845657. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.5.

SISTEMA -1:2

Capitulo 3

Figura 3.47: Sistema -1:2 caso cilindrico, grafica de la densidad de carga reducida

¢
/ /

Figura 3.48: Sistema -1:2 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.5. SISTEMA -1:2 Capitulo 3

3.5.3. Caso plano

20

Figura 3.49: Sistema -1:2 caso plano. En el panel principal se encuentran las graficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.50: Sistema -1:2 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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3.6. SISTEMA -1:3 Capitulo 3

Figura 3.51: Sistema -1:2 caso plano, grafica del potencial electrostatico

3.6. Sistema -1:3

z1=—1y 29 =23, 11 = 0.69825, 9 = 1.3965.

3.6.1. Caso esférico

Figura 3.52: Sistema -1:3 caso esférico, el radio del coloide es R = 3.285882. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.6. SISTEMA -1:3

Capitulo 3

Figura 3.53: Sistema -1:3 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida

X (it

Figura 3.54: Sistema -1:3 caso esférico, grafica del potencial electrostatico
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3.6. SISTEMA -1:3 Capitulo 3

3.6.2. Caso Cilindrico

Figura 3.55: Sistema -1:3 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 2.845657. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.56: Sistema -1:3 caso cilindrico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.6. SISTEMA -1:3 Capitulo 3

Figura 3.57: Sistema -1:3 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico

3.6.3. Caso plano

20

Figura 3.58: Sistema -1:3 caso plano. En el panel principal se encuentran las gréaficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)
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3.7. SISTEMA -2:1

Capitulo 3

(
/

Figura 3.60: Sistema -1:3 caso plano, grafica del potencial electrostatico

3.7. Sistema -2:1

2 =2y 2 =11 =0855178, ro = 1.710356.
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3.7. SISTEMA -2:1

Capitulo 3

3.7.1. Caso esférico

S |

Figura 3.61: Sistema -2:1 caso esférico, el radio del coloide es R = 4.024367. En el

panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

20

Figura 3.62: Sistema -2:1 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.7. SISTEMA -2:1 Capitulo 3

Figura 3.63: Sistema -2:1 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.7.2. Caso Cilindrico

Figura 3.64: Sistema -2:1 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 4.024367. En el

panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.7. SISTEMA -2:1

Capitulo 3
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(ur

Figura 3.66: Sistema -2:1 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.7. SISTEMA -2:1

Capitulo 3

3.7.3.

Caso plano

Figura 3.67: Sistema

-2:1 caso plano. En el panel principal se encuentran las graficas

correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

20

Figura 3.68: Sistema -2:1 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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3.8. SISTEMA -3:1 Capitulo 3

Figura 3.69: Sistema -2:1 caso plano, grafica del potencial electrostatico

3.8. Sistema -3:1

21 =—3Yy 2 =1, r = 1209404, ro = 2.478809.

3.8.1. Caso esférico

Figura 3.70: Sistema -3:1 caso esférico, el radio del coloide es R = 5.691315. En el

panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)
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3.8. SISTEMA -3:1

Capitulo 3

Figura 3.71: Sistema -3:1 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida

¢
//

Figura 3.72: Sistema -3:1 caso esférico, grafica del potencial electrostatico
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3.8. SISTEMA -3:1

Capitulo 3

3.8.2. Caso Cilindrico

Figura 3.73: Sistema -3:1 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 5.691315. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se

muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.74: Sistema -3:1 caso cilindrico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.8. SISTEMA -3:1 Capitulo 3

Figura 3.75: Sistema -3:1 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico

3.8.3. Caso plano

Figura 3.76: Sistema -3:1 caso plano. En el panel principal se encuentran las gréaficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)
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3.9. SISTEMA 1:-2 Capitulo 3

Figura 3.77: Sistema -3:1 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida

[0

Figura 3.78: Sistema -3:1 caso plano, grafica del potencial electrostatico

3.9. Sistema 1:-2

s=1y 2= —2, 7 = 0.604702, ry = 1.209404.
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3.9. SISTEMA 1:-2 Capitulo 3

3.9.1. Caso esférico

Figura 3.79: Sistema 1:-2 caso esférico, el radio del coloide es R = 2.845657. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.80: Sistema 1:-2 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.9. SISTEMA 1:-2

Capitulo 3

Figura 3.81: Sistema 1:-2 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.9.2. Caso Cilindrico

E1Ge

Figura 3.82: Sistema 1:-2 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 2.845657. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se

muestran las graficas para g,(r*)
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3.9. SISTEMA 1:-2

Capitulo 3

(ur

Figura 3.84: Sistema 1:-2 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.9. SISTEMA 1:-2 Capitulo 3

3.9.3. Caso plano

Figura 3.85: Sistema 1:-2 caso plano. En el panel principal se encuentran las graficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.86: Sistema 1:-2 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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3.10. SISTEMA 1:-3

Capitulo 3

Figura 3.87: Sistema 1:-2 caso plano, grafica del potencial electrostatico

3.10. Sistema 1:-3

z1 =1y 20 = =3, r; = 0.69825, ro = 1.3965.

3.10.1. Caso esférico

Figura 3.88: Sistema 1:-3 caso esférico, el radio del coloide es R = 3.285882. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se

muestran las graficas para g,(r*)

102



3.10. SISTEMA 1:-3

Capitulo 3

Figura 3.89: Sistema 1:-3 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida

(ur

Figura 3.90: Sistema 1:-3 caso esférico, grafica del potencial electrostatico
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3.10. SISTEMA 1:-3 Capitulo 3

3.10.2. Caso Cilindrico

Figura 3.91: Sistema 1:-3 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 2.845657. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.92: Sistema 1:-3 caso cilindrico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.10. SISTEMA 1:-3 Capitulo 3

Figura 3.93: Sistema 1:-3 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico

3.10.3. Caso plano
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Figura 3.94: Sistema 1:-3 caso plano. En el panel principal se encuentran las gréaficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)
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3.11. SISTEMA 2:-1 Capitulo 3

Figura 3.95: Sistema 1:-3 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida

[0

Figura 3.96: Sistema 1:-3 caso plano, grafica del potencial electrostatico

3.11. Sistema 2:-1

2 =27y 2= —1, 7 = 0855178, o = 1.710356.
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3.11. SISTEMA 2:-1 Capitulo 3

3.11.1. Caso esférico

Figura 3.97: Sistema 2:-1 caso esférico, el radio del coloide es R = 4.024367. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.98: Sistema 2:-1 caso esférico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.11. SISTEMA 2:-1

Capitulo 3

Figura 3.99: Sistema 2:-1 caso esférico, grafica del potencial electrostatico

3.11.2. Caso Cilindrico

Figura 3.100: Sistema 2:-1 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 4.024367. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se

muestran las graficas para g,(r*)
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(ur

Figura 3.102: Sistema 2:-1 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico
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3.11.3. Caso plano

Figura 3.103: Sistema 2:-1 caso plano. En el panel principal se encuentran las gréaficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)

Figura 3.104: Sistema 2:-1 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida
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Figura 3.105: Sistema 2:-1 caso plano, grafica del potencial electrostético

3.12. Sistema 3:-1

21 =3y 2z =—1,r = 1209404, ro = 2.478809.

3.12.1. Caso esférico
/ /, /
/ / . : \
02k // ,/// .1 ) — e ‘

Figura 3.106: Sistema 3:-1 caso esférico, el radio del coloide es R = 5.691315. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se

muestran las graficas para g,(r*)
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20

(ur

Figura 3.108: Sistema 3:-1 caso esférico, grafica del potencial electrostatico
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3.12.2. Caso Cilindrico
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Figura 3.109: Sistema 3:-1 caso cilindrico, el radio del coloide es R = 5.691315. En el
panel principal se encuentran las graficas correspondientes a gs(r*), en el subpanel se
muestran las graficas para g,(r*)

25

Figura 3.110: Sistema 3:-1 caso cilindrico, grafica de la densidad de carga reducida
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3.12. SISTEMA 3:-1 Capitulo 3

Figura 3.111: Sistema 3:-1 caso cilindrico, grafica del potencial electrostatico

3.12.3. Caso plano
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Figura 3.112: Sistema 3:-1 caso plano. En el panel principal se encuentran las gréaficas
correspondientes a gs(7*), en el subpanel se muestran las graficas para g,(r*)
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Figura 3.113: Sistema 3:-1 caso plano, grafica de la densidad de carga reducida

Figura 3.114: Sistema 3:-1 caso plano, grafica del potencial electrostatico

3.13. Un resumen de las principales caracteristicas de

las DCEs Plana, Cilindrica y Esférica en la teo-
ria URMGC.

En las secciones anteriores se ha presentado el conjunto completo de los resultados nu-
méricos obtenidos en esta tesis; sin embargo, por su exhaustividad, no discutiremos los
detalles de cada uno de los sistemas estudiados (lo que pospondremos para un futuro
articulo de investigacion) y, en su lugar, en las siguientes lineas presentaremos un com-
pendio de las particularidades mas comunes y sobresalientes observadas en el cimulo
de datos reportados. Esos hallazgos pueden sintetizarse en los siguientes tres puntos:

1.- En primer lugar, y con el fin de evidenciar el posible efecto de la geometria de

la superficie cargada (plana, cilindrica o esférica) sobre los fenomenos de reversion y
amplificaciéon de carga, mostramos a continuacion dos comparaciones representativas
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de las curvas de carga acumulada o*(u*). La primera de ellas (véase la Fig. 3.115)
incluye los perfiles para un electrolito +3:-1 en contacto con una interfase de geometria
plana, cilindrica y esférica, todas las cuales se mantienen a potencial ¢ fijo. En la Fig.
3.115, los iones pequenos tienen valencia z; = 43, es decir son contraiones, en tanto la
densidad de carga superficial, o, para las tres geometrias, es negativa. Por ello, en este
caso los iones pequenos producen la peculiaridad de reversion de carga (RC).

Figura 3.115: Sistema +3:—1, en donde las valencias de las dos especies i6nicas son
2s = +3y 2z, = —1, y los radios i6nicos asociados son r; = 1.2094104 y r; = 2.4788009.
Ademas, para las geometrias cilindrica y esférica el radio coloidal es R* = 5.691315,
mientras que el potencial superficial en las tres geometrias es 15 = 0.0.

Como se puede observar claramente en la grafica, cuando el potencial superficial i es
constante, el fenbmeno de RC no cambia significativamente como funciéon de la geo-
metria de la interfase; sin embargo, en la zona difusa, las curvas de carga acumulada
experimentan un cruce, debido a que el alcance del potencial de interaccion directa de la
superficie electrificada (y, por ende, su efecto sobre los iones adyacentes) es mayor para
un plano que para un cilindro y una esfera (con ese orden de precedencia), lo que, a su
vez, origina un decaimiento de la interaccién mas lento en la instancia plana, seguido
del caso cilindrico y, finalmente, del correspondiente a una macroesfera.

De manera analoga, en la Fig. 3.116 se colaciona la funcion o*(u*) asociada a la DCE
en las tres geometrias, pero ahora para una of dada.

En esta otra situacion, un hecho importante a destacar es la aparicion tanto de RC co-
mo de AC (dependiendo de la multivalencia de los contraiones o coiones, en los paneles
izquierdo y derecho, respectivamente). En particular, notese que la RC detectada ahi
(ver panel izquierdo) muestra ya diferencias visibles, cerca de la superficie, al variar la
geometria de la DCE. Por otra parte, para el fenémeno de AC (ver recuadro derecho) se
advierte un efecto cuantitativo mucho mayor (cuando se cambia de un electrodo plano
a uno cilindrico y, después, a uno esférico) que aquel visto para la RC en el recuadro
izquierdo. En todo caso, un rasgo comin en ambos paneles de la Fig. 3.116 es, de nuevo,
la menor lentificacion de la densidad o*(u*) en su tendencia a 0, para u* > r;, conforme
se pasa de plano a cilindro y, luego, a esfera. Esta mayor intensidad de la interaccion
entre el electrodo y los iones, cuando la curvatura de la interfase es menor, es la causan-
te directa de la interseccion de las curvas de o*(u*), para un electrodo plano, cilindrico
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Figura 3.116: El panel izquierdo corresponde a un un sistema —3:+1, en donde las
valencias de las dos especies i6nicas son z; = —3 y 2, = +1, v los radios i6nicos asociados
son rF = 1.2094104 y r; = 2.478809. Ademaés, para las geometrias cilindrica y esférica
el radio coloidal es R* = 5.691315, mientras que la densidad superficial de carga en las
tres geometrias es o = 1.192708. Por otra parte, el panel derecho muestra un sistema
+3:—1, para el cual las valencias de las dos especies i6nicas son z; = +3y 2, = —1, y los
radios i6nicos asociados son, nuevamente, r; = 1.2094104 y r; = 2.478809. Asimismo,
para las geometrias cilindrica y esférica el radio coloidal es, otra vez, R* = 5.691315, y
la densidad superficial de carga en las tres geometrias tiene el valor oj = 2.984131.

y esférico, en la region III (es decir, para u* € [r},00)). Como se infiere de las Figs.
3.115 y 3.116, este cruce entre los perfiles de carga acumulada se presenta tanto para
Yy = cte. como para o = cte., por el argumento fisico en comtn vinculado con la carga
“aparente” del electrodo, recién mencionado.

2.- El siguiente punto a subrayar es que la manifiesta presencia de los fenémenos de re-
version y amplificacion de carga (RC y AC, respectivamente), a valores bajos de 1§, en
el formalismo de URMGC para la DCE plana, cilindrica y esférica es, en si misma, una
peculiaridad muy interesante; en tanto que esta teoria Poisson-Boltzmanniana esta ba-
sada en un modelo de iones semi-puntuales. Para explicar esta afirmacion, recordaremos
que, en el tratamiento clasico de PB para una DCE con iones puntuales, adyacentes a un
electrodo uniformemente cargado, se encuentra que los perfiles de potencial y densidad
ionica resultantes y la neutralizacion de la carga superficial electrodica decaen siempre
monotonicamente; 1o que prevalece incluso si se incorpora la capa de Stern (esto es,
una distancia de méaximo acercamiento de los iones al electrodo, DMA, idéntica para
todas las especies). Esta tltima transicion a un modelo de iones que interactian entre
si como cargas puntuales y con la superficie como esferas duras es la que los redefine
como semi-puntuales. En este contexto, la introducciéon de una DMA distinta para cada
especie idnica en el esquema URMGC de la DCE plana y esférica [1] [2] significo un
hito teorico, ya que esa, aparentemente “simple”, diferenciacion entre las distancias de
maximo acercamiento idénico derivé en la observacion, por vez primera, de curvas de
potencial y densidad iénica oscilatorias, ademas de la aparicion de RC y AC. Un lugar
especial en estos comentarios lo merece la solucion de la teoria URMGC para un elec-
trodo cilindrico, reportada en esta tesis; la cual es inédita en la literatura y nos permite
configurar, ahora, una imagen mds cabal del comportamiento general de la DCE aso-
ciada a iones semi-puntuales, para las geometrias coloidales mds relevantes (a saber,
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plana, cilindrica y esférica).

3.- Por ultimo, es importante enfatizar que todos los fen6menos no monoténicos eviden-
ciados en este trabajo (perfiles oscilatorios de concentracion ionica, potencial y carga
acumulada, RC y AC) ocurren ezclusivamente dentro de la region adyacente a la super-
ficie conocida como la zona de Helmhotz (es decir, para u* € [r¥, r;]). En otras palabras,
la DCE de iones semi-puntuales, en las tres geometrias analizadas, cumple lo que se
denomina como la localizacion de los efectos; caracteristica que fue senalada, en for-
ma pionera, por Barrios-Contreras et al. en su estudio mediante URMGC de la DCE
esférica [2|. Profundizando en este “acotamiento” de efectos no monotonicos, nuestra
explicacion al mismo es atribuirlo a la introduccion en la teoria de URMGC de una lon-
gitud “caracteristica” (estipulada por la diferencia A = r, — r4), la cual, en la practica,
juega el papel de un tamano idnico efectivo.
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Conclusiones y Perspectivas

Luego de una extensa investigacion de la DCE en distintas geometrias, mediante la
teoria de URMGC, y en base al amplio conjunto de casos analizados, concluimos lo
siguiente:

- Se culminé con éxito una descripcion de las propiedades estructurales (gs(u) y gp(u)) y
electrostaticas (¥(u) y o(u)) de la doble capa eléctrica en diferentes geometrias (plana,
cilindrica y esférica), en la que se variaron tanto las valencias como los “radios” de las
especies electroliticas presentes, asi como el potencial superficial y el radio del coloi-
de (cuando este tiene una forma cilindrica o esférica). Dicho tratamiento fue posible
gracias a la implementacion de una robusta soluciéon numérica de la ecuaciéon integral
de URMGC via el método iterativo Picard. El codigo propio (programado en Fortran)
demostré plenamente su conveniencia, precision y convergencia en la resolucion del pro-
blema en una extensa region del “espacio de pardmetros”, abriendo la puerta a estudios
més amplios de este tipo de sistemas coulémbicos.

- La aparentemente “simple” modificacion que caracteriza al formalismo de URMGC,
consistente en la introduccion de iones semi-puntuales (con “radios” que pueden diferir
para cada especie i6nica), nos permitié observar los interesantes fenomenos de reversion
y amplificacion de la carga acumulada, los cuales, en el pasado, solo se habian detectados
en teorias coloidales mas avanzadas, que incorporan de manera completa (o consistente)
la finitud del tamafio i6nico.

- Un punto muy importante a destacar de nuestra investigacion es que, en las tres
geometrias analizadas, se confirmé el efecto de “localizacion” de las peculiaridades de
RC y AC [2]|. En otras palabras, se corrobord que, en la teoria de URMGC, tales no-
monotonicidades de la carga acumulada local, o efectiva, aparecen tinicamente cuando
existe una zona de Helmholtz distinta de cero, o, equivalentemente, y para el caso de un
electrolito binario, cuando los “radios” de los iones son estrictamente diferentes (r; > r¥).
La explicacion fisica de este hecho singular reside, aparentemente, en el surgimiento de
una “longitud caracteristica” en el sistema, asociada a la diferencia (positiva) entre las
distancias de maximo acercamiento i6nico A (= r; — r¥), que “juega” el papel de tamano
iénico.

- Se demostré que es posible expresar la version integral de la teorfa URMGC en una
foma general y muy compacta, que es valida para las tres geometrias mas relevantes
en la fisicoquimica de superficies (plana, cilindrica y esférica). Como consecuencia de lo
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anterior, se pudo completar el primer anélisis conocido de las propiedades de la DCE
cilindrica basado en el formalismo de URMGC.

Como perspectivas de trabajo a futuro, que se desprenden de esta tesis, planteamos
estas dos:

- En vista de los resultados del exhaustivo estudio aqui realizado (con particular aten-
cion en aquellos relacionados con los fendmenos de reversion y amplificacion de carga)
y, en especial, por lo inédito de nuestro tratamiento de la doble capa cilindrica via
URMGC, nos proponemos publicar este trabajo, proximamente, como un articulo de
investigacion en un revista especializada. Con este objetivo en mente, se revisara el
ctimulo de informacion ya generada, para determinar si hay algtin aspecto del problema
que requiera calculos adicionales; sin embargo, atin si este fuera el caso, el eficiente
método numérico ya desarrollado nos permitiria, con toda seguridad, obtener rapida-
mente los datos que fuesen necesarios. De cualquier manera, estamos convencidos de que
el principal diferenciador de nuestra indagacion, con respecto a la literatura existente
sobre el tema, es el novel caso cilindrico.

- Una consecuencia muy importante de la amplia exploraciéon del “espacio de parame-
tros” del sistema que hemos llevado a cabo es que conocemos, ahora, la relaciéon entre el
potencial superficial y la carga coloidal (es decir, la funcion ¢ (o§)) para una conside-
rable cantidad de casos. Esta informacion “termodindmica” es de gran utilidad, puesto
que nos permitiria determinar, de manera inmediata, la propiedad de la DCE conocida
como compactitud capacitiva, .. La compactitud capacitiva (CC) es un concepto muy
novedoso, introducido y aplicado profusamente por Gonzalez-Tovar y sus colabradores
[63, 64, 65], el cual permite estimar la “anchura” de la DCE, a partir de primeros princi-
pios. La CC puede considerarse como una extension mecanico-estadistica de la célebre
longitud de Debye, Ap (donde A\p = k'), utilizada en la ciencia coloidal, desde hace
més de un siglo, como el indicador, por antonomasia, del “grosor” de la doble capa. De
manera mas especifica, la nocién de compactitud capacitiva tiene su origen en la “susti-
tucion” del sistema electrodo-electrolito por un capacitor equivalente, en el cual la capa
ionica difusa se reemplaza por un electrodo virtual que neutraliza la carga nativa sobre
la interfase. En este reciente modelo de capacitor, y expresado en términos fisicos, la 7.
esta directamente relacionada con la distancia a la que se encuentran los dos electrodos
de dicho capacitor (a saber, el correspondiente a la superficie cargada y el asociado
a la atmosfera electrolitica). Es necesario puntualizar que la CC se calcula directa y
facilmente a partir de la funcion ¥ (03), lo que impica que, “por construccion”, la 7.
toma en cuenta todas las caracteristicas de un sistema de doble capa, incluyendo las
propiedades tanto del electrolito como de la superficie cargada. Este tltimo punto es de
enorme relevancia puesto que, como es bien sabido, la gran limitacion del uso de la Ap
como estimador de la extension de la DCE es que este pardmetro clasico solo depende
de las caracteristicas del electrolito (véase la definicién de la x de Debye al inicio del
capitulo de Teoria de esta tesis). Asi pues, un subsecuente estudio de la compactitud
capacitiva para la DCE en geometrias plana, cilindrica y esférica, en el marco del for-
malismo URMGC, es una perspectiva muy atrayente de la presente tesis de Maestria
que avizoramos con sumo interés.
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Apéndice A

Un ejemplo instructivo del uso del
método de Iteracion de Punto Fijo
para ecuaciones integrales

Un ejemplo de aplicacion del método (funcional) de Iteracion de Punto Fijo (MIPF),
que es bastante tutil y didactico para observar la manera en que dicha técnica converge
a la solucién de una ecuacion integral lineal, tiene que ver con la forma integral del
problema del oscilador armdnico [66]; cuya solucion exacta, como es bien sabido, es una
funcion sinusoidal. Asi, un hecho notable y poco frecuente de esta ilustracion del MIPF
es que, como se vera enseguida, en ella el algoritmo de Punto Fijo puede realizarse “a
mano’; esto es, no requiere de un programa de computadora. Por otra parte, una ventaja
adicional del presente repaso de la solucién del oscilador armoénico es que muestra la
idea béasica de la técnica de Punto Fijo, la cual, al complementarse con una ecuacion de
“control” para las aproximaciones sucesivas (especialmente apropiada para ecuaciones
integrales no lineales, como la involucrada en esta tesis), culmina, precisamente, en el
método de Picard.

La correspondiente, y conocidisima, ecuacion diferencial del oscilador armonico tiene la
forma

y(z) = —Lun) (A.1)

con las condiciones: y(0) = 0 y y/(0) = 1. La version integral de dicha ecuacion es
[Arfken)|

ylx) = x+ /Of’f (t —x)y(t)dt, (A.2)

o bien en la notacion correspondiente al método (funcional) de Iteracion de Punto Fijo

ylitl(z) = 2+ /I (t — )y (t) dt. (A.3)

Como la eleccion de y!/(z) es “arbitraria”, entonces usaremos como funcién inicial
yl(t) = t, por lo que, sustituyendo e iniciando el proceso de iteracion,

121



Capitulo A

yP(z) :a:—i—/ox (t—x)tdt

5 A4
::z:—i-[%tS—%th]\%:x—%. (A4)
= yl(z) =2 — ”’g—f
Continuando la serie de iteraciones,
T tS
yBl(z) = x+/ (t—x) (t— ?) dt
0 .
x> b A5
— ot (46— o= g+ ) o - T+ G o

5

K x3 x

De tal manera que la siguiente iteracion sera

M(m)—x—i—/x(t—x) t—ﬁ-i-ﬁ dt
yoi=a 30 " 5l

o (4~ Ya— 6+ bt b ot - L)l

840 (A.6)
.1’3 $5 $7
SroytEoow

:1:3 1’5 1’7
Ahora, si recordamos que el desarrollo en serie de Taylor de la funcién sinz es
(2i—1) 3 5 7
nr — qyr At
sinx = Z( 1) Qi1 =r- 5 + T + - (A7)

i=1
al comparar las ecuaciones (A.6) y (A.7) se puede prever que el proceso iterativo del
método de Punto Fijo tiende a la serie de Taylor del sinx, por lo que

3 x® ZT

(4] A H P
yH(r) ==z 30 + T sin(z).
Sugerida por la anterior expresion, proponemos ahora una nueva “apuesta’ para la
funcion inicial de entrada en la ecuacion integral, dada por yl™1(z) = sin z, la cual se

sustituye en el lado derecho de la Ec. (A.2), obteniéndose que

122



Capitulo A

x—i—/ (t —x)sintdt

0

= x+(3:cost|§)+/ t sintdt
0

= :c+xcosx—:c—(tcost!§)+/ cost dt
0

= xcosx —x cosx + (sint|2) = sin(x) = ylil(z).

Dado que la funcion de salida, y!*%1(z), es igual a la funciéon de entrada, y[™ ! (x),
entonces la “adivinanza” inspirada por el procedimiento iterativo es, ciertamente, la so-
lucion analitica del problema del oscilador armonico (ya que cumple la ecuacion integral
de manera exacta).

Como se mencion6 al principio de esta seccion, el anterior ejemplo de uso del MIPF es
bastante pedagdgico pues, tomando en cuenta que para el caso mas complejo de una
ecuacion integral no lineal la “receta” de iteracion (A.3) usualmente diverge, tal pres-
cripciéon se puede reemplazar, entonces, por la siguiente combinacién lineal de “control”,
o de “ralentizaciéon”, de las iteraciones

Y (e) = 8-yl @) 4 (1 - 0) -y ), (2.9)

donde el parametro de “mezclado” ¢ es tal que 0 < § < 1 (siendo, en la practica, del
orden de 1073); todo lo cual lleva, finalmente, al método de Picard (que es la técnica
numérica que, especificamente, hemos empleado en este trabajo).
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Apéndice B
Programa

En este apéndice se muestra el programa desarrollado para obtener la informacion
sobre las propiedades deseadas de la DCE, es importante subrayar que es un codigo
propio, tanto los comandos, como los pardmetros utilizados fueron probados de manera
personal ara que realizaran el trabajo de la manera mas eficiente posible. El programa
estd escrito en el ambiente de trabajo o lenguaje de programacion FORTRAN. En los
marcos de color rojo, se encuentran algunos comentarios/explicaciones sobre lo que
realiza el programa en algunas lineas o ciclos, empatando la notaciéon computacional
con lo que establece la teorfa mencionada en el capitulo correspondiente.
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Programa para obtener la distribucion idnica, el potencial electrostatico y la densidad de
carga acumulada de la teoria URMGC, en geometrias plana, cilindrica y esférica.

implicit none
real*8 =x(10001),v(10001),vit(10001),£(10001),£1(10001),£2(10001),241 (10001}, sum,p,gama, chi, theta,sigma, factor
real*8 suml,phil,delta,phi(10001),=z1,z2,lambda, radl, rad2, Integral, radio,phil,delx, =20

real*8 tole,errit,intl,A,B,ran,phian,=san,dan
integer n,i,j,k,1,s,it,caso,lees, np, nan Definicion de las variables y creacién de los archivos de

entrada y de salida que se usaran durante la ejecucién
open (11, file="salida.t=xt") — . N .
open (7, file="z S del programa (el archivo "archin.txt" contiene la
open (9, file=" out . tXL") adivinanza inicial y el archivo "archout.txt" recoge la
10 [ i =Mz I e ., .
10 open (3, file=fen FxE) solucién aproximada.

L R

&

e B =R 5 ]

2 'write (6, *)"Indigque la geometria a usar: 1.PLANO, 2.CILINDRCO, 3.ESFERA™
read (5, *) caso
14if (casco==1) then

write(1ll,*)"Solucion de la ecuacidn para un plano. "

]

1 wrice (ll,*=)"™ "
17 'read (5, *)radio
18 radio=0.0
9 write(1l1l,*)"R = ",radio," (FLRNO) "
Oend if
N lfwéziz .';23 ]ﬁ?e? . , R Escritura de los valores,
2 (11, *) "Solucion de la ecuacidn para un cilindro.

write |(11,*)" " en unidades reducidas,

4 'write (&, *) "Ingrese el radio del cilindro: " de los parémetros del
read (5, *)radio

sistema a estudiar.

oo

write(l1l1l,*)"Radioc del cilindro= ",radio . )
7end if Dichos parametros
g if (caso==3) then incluyen: geometria de la
g write(1ll,*)"Soucidn de la ecuacidén para una ssfera. "

write (11,*)" © doble capa eléctrica

1 lwyrite (6, *)"Ingrese el radioc de la esfera: " (caso), radio de los iones
read (5, *) radio pequefios (rad1), radio
3 write(l1l1l,*)"Radioc de la esfera= ",radio

de los iones grandes
(rad?2), valencia de los

end if

36 'write (6, ) "Valor zl (wvalencia del ion pedquefio) @™ iones pequeﬁos (Z1),

37 read (5, %)zl | ia de los i

28 write (11,%)"z1 (=)= ", z1 vaiencia de fos fones

39 lyrite (6, %) "Valor z2 (wvalencia del ion grande):" grandes (z2), radio del

20 read(5,*) =2 coloide, solo en los casos
41 write (11,*)"z2 (k)= ",z2 ilindri féri

42 lwrite (6, *) "PHI* (0) 1" ctiindrico o esterco

43 read (5, *)phi0 (radio), potencial

44 write(11,*) "P5I*(0) = ",phi0 superficial (phi0), nimero

1
'write (6, %) "Dar R*1 (Radioc menor) :"

- interval nl
45 read (5, *) radl de subintervalos en la
47 write (11, *) "R*1 = ", radl malla externa (n),
'write (&, *)"Dar R*2 (radioc mayor):" iteraciones a realizar (it),

read (S, *) rad2 arametro de mezclado
50 write (11, *)"R*2 = ", rad2 yp o
51 'write (&6, *) "Numero de subintervalos:"™ (delta)- En otro Apendlce
52 read(5,%)n de esta tesis se
53 write (11, *) "NUMERD DE SUBINTERVALCS = ", m reportarén los valores
54 'write(6,*)"iteraciones:" tipicos empleados para
55 read (5, *) it P P P
56 write (11, %) "ITERACIONES = ", it dichos parametros.
57 "write(6,*)"Dar DELTL:"™
58 read (5, *)delta
589 write (11, *) "DELTR = ",delta
60 'write (6, *)"Dar parametro LEE (1=ARCHIVO):@:"



6l read(5, *) lee
62 write(1l1l,*)"LEE = ",lee
63
64 if (radl==rad?) then
85 np=0
66 'write (&6, *) "Dar dx:"
67 read (5, *)delx
68 else
69 lyrice (6, *) "Numero de puntos entre rs v rb:"
70 read (5, *) np
71 delx=(rad2-radl) /np
72 end 1f
73 write (11l,*) "DELX = ",delx
74 'write (6, *) "Dar TOLERLANCE:"
75 read(5, *) tole
76 write (11, *) "TCLERANCE = ",tole
79 write (11,*)™ "
82 lambda=z2/z1
84 do i=1,n+1
85 ®{i)=(radio*0.0)+radl+((i-1)*delx)
B if (lee==1) then
87 read(7,*)y (1)
88 else
89 vii)=exp(-zl*((phi0/ (1.0d0+radl) ) *exp (- (x(1i)-radl))))
80 end if
81 end do
=
83 1lcycle: do 1=1,itc
o4 intl=0.0
5E if (np/=0) then
96 do i=1,np
£17) f(i)=gama(caso,x(i),radio) *v(i)
5 f(i+l)=gama (casc,x(i+l), radic)*y(i+l)
G intl=intl+(0.5* (E(i)+E(i+1) ) * (x(i+1)-x(1))
100 end do
101 else
intl=0.0
103 end if
104 do k=1,n+l
105 =x (K]
106 sum=0.0
107 suml=intl
108 if (k<=np) then
109 ifik>1) then

110 do j=1,k-1

1 fij)=gama(caso,x(j),radio) *v(j)
fij+l)=gama(caso,x({j+l),radio) *v(j+l)
sum=sum+ (0. 5* (E(J)+E(3+1) )% (x(J+1)-=x(F)))

114 end do

115 end if

116

117 do j=k,np

118 f(j)=chi (caso,p, radio) *theta(caso,x(j),radio) *v(j)

119 f(j+1)=chi (caso,p,radio) *theta (caso,x(j+1l),radio) *y(j+1)
120 sum=zum+ (0. 5* (E(J)+E(FJ+1) )= (= (J+1)-x(F))

end do

En este ciclo se lee, o bien se calcula, la
funcion inicial o "semilla®, de la cual
partira el proceso iterativo. En otro
Apéndice de esta tesis se discutira mas
ampliamente el tema de la "semilla”.

La etiqueta Icycle indica el comienzo del
proceso iterativo, en el cual se utilizaran
funciones externas. Estas Ultimas
corresponden a aquellas que aparecen
en los "kerneles" de las integrales
presentadas en el capitulo sobre la
formulacién integral de la teoria
URMGC. El programa aproxima las
integrales y devuelve la solucién como
un conjunto de puntos que seran
graficados posteriormente.




if{k<(n+l)) then
do j=np+l,n

vit(k)=exp(-zl*phil0-sum/ (1.0d0-1lambda) )

else
if(k>1l) then
do j=np+l,k-1

end do
end if

if(k<(n+l) ) then

vit(k)=exp(-zl*phi0-suml/ (1.0d0-lambda) )

end if
end do

erric=0.0d0

f(j)=chi(caso,p,radio) *theta(caso,x(j) ,radio) = (¥i(3)-((¥(J3))** (lambda)))
f(j+1)=chi (caso,p,radio) *theta (caso,x(j+1) ,radio) * (v (J+1)-( (v (j+1) ) *= (lamkda)))
sum=sum+ (0. 5% (£(J)+E£(FJ+1) ) (x(J+1)-=x(F) )]
end do
end if

fij)=gama(cazo, x(j),radio)* (v (J)-((¥(3))*=(lambda)))
f{j+l)=gama (caso,x(j+l),radio)* (v (j+1l)-((vij+1l))*=*({lambda)))
suml=suml+ (0.5* (E(J)+£(3+1) )= (x(F+1)-x(F)) )

do j=k,n
fi(j)=chi(caso,p,radio) *theta(caso,x(j) ,radio)=(vi(i)-((¥v(3))** (lambda)))
f({j+1l)=chi (caso,p,radio) *theta(caso,x(j+1l) ,radio) * (v(jJ+1)-{ (v (j+1) ) ** (lambda) )}
suml=suml+ (0.5* (E(J)+E£(3+1) ) = (x(J=1)-x(F)))
end do
end if

Funcién aproximada y;,4(u*), aun sin ser
"mezclada”.

Calculo del error, a partir del valor absoluto de la
diferencia entre y;(u*) y ¥;.1(u*). En seguida, se
construye la nueva aproximacion para el proceso
de iteracion via el parametro de "mezclado”.

Comparacion entre el error en la presente
iteracion y el maximo permitido (o tolerancia).
En caso de que dicho error sea menor que la
tolerancia, las iteraciones se detienen y la
solucién aproximada es aquella obtenida en la
ultima iteracion.

do ==1,n+l
errit=errit+abs(yi(s)-vit(s))
vi=)=((1.0d0-delta)*y (=) )+ (delta=yit (=s)]
i end do
161
162 'if ((mod(l,200)==0).0r. (errit<tole)) then
163 'wrice(11l,*)1,erri
164 'lend if
165
166 if (errit<tole) then
167 write (11, %)™ "
168 exit lcycle
169 end if
171 end do lcycle
172
174 do i=1,n+l
175 phi(i)=-(1.0d0/z1l)*logiv(i)]
176 end do
178 suml=0

Calculo del potencial
electrostatico promedio en

cada punto de la malla.
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if (i<=np) then
fl({i)=sigma (caso,®x (i) ,radio) *y(i)

fl{i+l)=sigma (caso,x(i+l),radio) *y(i+1)
suml=suml+ (0.5% (£E1 (1) +£1(i+1) ) * (m(1+1)-x(1i)})
else
fl({i)=sigma (caso,x (i) ,radio) *(yvi(i)-(yi(i))**(lambda))
fl{i+l)==sigma (casa,x(i+l),radio)* (y(1i+1l)-(yi(i+l))** (lambda))
suml=suml+ (0.5% (E1 (i) +£1(i+1) ) * (x(i+1)-x(i)})
end if
end do
s0=-3uml
write(6,*) "el wvalor de sigmald*: ",=0
write(ll,*)" "
write(1l1l,*)"el walor de sigmal*: ",s0
do k=1,n+l
p=x(k)
sum=0
suml=0
if(k<=np) then
if{k»1) then
do j=1,k-1

f2(j)=sigma(caso,x(J),radio) *¥(j)

f2 (j+1)=sigma (caso,x(j+1) ,radio) *y(j+1)
sum=sgum+ (0.5*% (£2(J)+£2 (J+1) ) = (& (J+1)—=(3) )]
end do
end if
2i(k)j=(1/=8igma caso,x k), radio) )~ (s0+sum)
else
if(k>»1) then
do j=1,np
f2(j)=sigma (caso,x(]) ,radio) *yi(J)
f2(j+l)==2igma(cazo, x(j+l),radio) =y(j+l)
suml=suml+ (0.5~ (£2(J)+£2 (J+1)) = (xi3+1)-=(J) )]
end do
end if

if (k< n+l)) then

do j=np+l,k-1
f2(j)=sigma (caso,x(]) ,radio) " (y(J)-(y(J))** (lambda))
f2(j+1l)==igma(caso,x(j+1),radio)* (¥ (3+1)- (v (J+1))** (lambda)
suml=suml+ (0.5~ (£2(J)+£2 (J+1)) = (xi3+1)-=(J) )]
end do
end if

giik)=(1l/=sigma(caso,x(k),radio))* (80+suml)
end if
end do
write (11,#*;™ "
nan=10

dan=radl/nan
phil=phi (1)

*
Este ciclo calcula 0'0

En este otro ciclo se
determina o*(u*) a
partir de la funcion

gs(u*)y el valor de
*

Op
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)0 if (caso==1) then

11if (caso==1) then

A= (phil-phi0) /radl ,
B=phio Estas lineas se ocupan
good it del célculo de la funcién
if (caso==2) then o*(u*) en el intervalo [0,
A=(phi0-phil)/log (radio/zaal) 1), en vista de que
BE=(phil*log(radio)-phi0O*log{radl) ) /log(radioc/radl) ,
end if gs(u*) solo esta
N . definida mas alla de 75.
if [(caso==3) then

A=radio*radl* (phi0-phil)/ (radl-radio)
BE=(radl*phil-radio*phi0)/ (radl-radio)
end if

do j=0,nan-1
ran=j*dan
if (j==0) then
write(11l,*)0.0d0,0.0d0,phi0, s0

else
if (caso==1) then
phian=A*ran+B
end if
if (caso==2) then
phian=A*log (ran) +B

end if

if (caso==3) then

rhian=(&/ran) + B
end if
gan=(1/sigma (caso, ran,radio) ) *s0
write(ll,*)ran,0.0d0,phian,san
end if
end do
do i=1,n+l Parte final del programa. En ella se escribe (en el archivo de

write (11, *)x(1i),v(1i),phi(i),=1i(1)
write (9,*)wv (i)
end do

texto "salida.txt") la solucién para gg(u*), *(u*) y o*(u*).

stop
end

function gama (caso,t,r)

implicit none De la linea 295 en adelante se encuentran las definiciones de las
real*8 t,r,gama

2 integer caso funciones, I (gama), x (chi), 8 (theta) y C (sigma) usadas como

"kerneles" en las integrales numéricas.

gama=t

Z2end if



336

338
I
340
341
342
243
244
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
353
358
357

if (ca=sc==2) then
gama=r* (1+t/r) *log(l+t/xr)
end if
if (ca=soc==3) then
gama=t* (1+t/x)
end if
end function gama

funection chi(caso,t,r)
7 implicit none
real*8 t,r,chi
integer caso
if (ca=o==1) then
chi=t
end if
if (casoc==2) then
chi=r*log(l+t/x)
7end if
if (ca=c==3) then
chi=t/ (1+t/r)
end if
end function chi

! function theta(cas=o,t,r)

implicit none
real*8 t,r,theta

integer caso

if (ca=zo==1) then
theta=1

end if

if (casoc==2) then
theta=(1+t/r)

end if

if (casoc==3) then

theta=(1l+t/r) * (1+t/r)
end if

end function theta



358 function sigma(caso,t,r)
3589 implicit none

3680 real*8 t,r,sigma
38l integer cas=o

362

363 if (caso==1) then
364 =igma=1.0d0

365 end if

366

367 if (caso==2) then
368 gigma=1.0d0+(t/T)
3609 end if

']
1
=]

~J

if (ca=so==3) then
gigma=(1.0d0+ (t/r))*(1.0d0+ (/1))
end if

=]

“‘U}“}“‘“‘U
b WM o

end function sigma



Apéndice C

Valores de los parametros y
aproximacion inicial empleados en la
solucion numérica de la ecuacion

integral de URMGC

En este Apéndice se reportan los valores tipicos que se usaron en esta tesis para lograr
una mejor convergencia del método de Picard. Ademaés, se describe la manera en que
se eligi6 la funcién inicial para poner en marcha dicha técnica iterativa.

C.1. Valores tipicos de los parametros para la solucién
numérica

Los valores de los parametros que se enlistaran a continuacion fueron probados, previa-
mente, en miltiples sistemas de doble capa eléctrica, y representan un conjunto de tales
parametros que nos garantiza un tiempo de calculo asequible via el método de Picard.
Primeramente, el nimero usual de subintervalos en los que se dividi6 el espacio de so-
lucion fue 200 (que es suficiente para obtener una funcion gs(u*), y sus derivados, con
una exclente definicion). Por otra parte, el tamafo de cada uno de esos subintervalos
estaba dado por Az = T;A_[::, en donde NN, es el nimero minimo de puntos en la zona
de Helmholtz, [r%, ], adyacente a la superficie cargada, y su valor caracteristico fue
15. En cuanto la cifra representativa de iteraciones para lograr una buena precision al
resolver la ecuacion integral, esta fue, a lo mas, de 20000 iteraciones. Debemos destacar
que, normalmente, nuestro programa (en Fortran) para el método de Picard convergia
en menos de esas 20000 iteraciones, tras asegurar un error menor a 10~% en la funcion
solucion. Especificamente, en la k-ésima iteracion el error, el®!| se calculé mediante la

formula
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C.2. APROXIMACION INICIAL Capitulo C

Nt
el = " gl B (up) — gbmikl(uy))| (C.1)
=1

en donde Nt es el total de puntos en la “malla” de solucién. Otra cantidad fundamental
en la convergencia del algoritmo es el, asi denominado, parametro de mezclado 9, el

cual nos dice qué tanto “se parecerd” la nueva funcion de entrada, gi™ Hl](u*), a la
anterior, gl k](u*) Asi, el valor habitual de dicho parametro fue § = 0.0015. Es decir,

en la practica, en nuestro proceso de iteracion de Picard “se dan pasos muy cortos”.

C.2. Aproximacion inicial

Como se mencion6 en el capitulo de Teorfa, la condicién inicial empleada en esta in-
vestigacion de la ecuacion integral de URMGC es 9;; sin embargo, al determinar nu-
meéricamente la distribucién ionica por el método de Picard es necesario comenzar las
iteraciones a partir de una “adivinanza” inicial “sensata”, a fin de lograr un curso ade-
cuadamente convergente a la soluciéon buscada. En general, para valores del potencial
superficial menores a 0.5 es factible obtener la convergencia partiendo de una primera
aproximacion de tipo Debye-Hiickel (oc e7"). Por otro lado, en el caso en que ¥ > 0.5
nuestro proceder consistié en “llegar” a la funcion gs(u*) (correspondiente a un potencial
superficial dado y con un valor medio/alto) realizando pequenos “brincos” en 1§ a lo
largo de una trayectoria en el espacio de soluciones. De manera mas detallada, nuestra
estrategia fue la siguiente: primeramente, se resuelve la ecuacion integral de URMGC
para un potencial superficial muy bajo, (¢5),,,. partiendo de una aproximacion inicial
de tipo exponencial o Debye-Hiickel, guardandose tal informacion en un archivo, para
su posterior uso. Esto se lleva a la practica asignando en el programa el valor 0 a la va-
riable lee (véase el Apéndice 77777). A continuacion, se incrementa el valor del potencial
superficial por una cantidad Ay (que es, tipicamente, del orden de 0.25), se procede a
leer la solucion en archivo para el potencial previo (¢),,, (asignando en el programa
el valor 1 a la variable lee), y se continta con la solucion de la ecuacion integral para
la nueva condicion (vy),,,, + AYg. Como se puede anticipar, la repeticién continuada
de este “ciclo” genera una sucesion de “saltos” de tamano A, la cual nos permitira
“alcanzar” finalmente la distribucion ionica asociada a un potencial alto (if) high- U1
beneficio adicional y muy conveniente de todo este esquema proconvergencia es que,
al completar la “caminata” que va de (¥5),,, & (V5) g0, S€ tendran almacenadas todas
las soluciones para los valores intemedios del potencial superficial. En otras palabras,
se habrd construido toda una “curva de soluciones” para 15 variable.
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