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seems you’re coming on
breathe a little deeper, should you need to come undone
and let those colors run
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Resumen

La presente tesis contiene el primer estudio teórico de las fases arrestadas de no-equilibrio
para un modelo de ĺıquido coloidal con competencia de interacciones atractivas de corto
alcance y repulsivas de largo alcance (SALR). En la vida cotidiana esta fenomenoloǵıa está
presente en sistemas cargados formadores de geles y vidrios, materiales cuyas propiedades
no pueden ser descritas por la actual teoŕıa termodinámica estad́ıstica. La metodoloǵıa
utilizada hace uso de una aproximación de campo medio para determinar las propiedades
estructurales de un ĺıquido cuyo potencial interacción es descrito por un término de esfera
dura más una doble Yukawa (HSDY). Basándonos en el marco teórico propuesto por la, aśı
llamada, teoŕıa autoconsistente de la ecuación generalizada de Langevin en su versión de no-
equilibrio (NE-SCGLE), hemos sido capaces de identificar las fronteras donde la formación
de estructuras amorfas de no-equilibrio ocurren. Por último, comenzamos el estudio de las
propiedades estructurales y dinámicas de no-equilibrio en ĺıquidos SALR. En conclusión, este
trabajo contribuye en la comprensión de la evolución estructural de no-equilibrio en sistemas
formadores de geles y vidrios, y deja cimentadas las bases para continuar el estudio de las
propiedades dinámicas utilizando los fundamentos planteados por la teoŕıa NE-SCGLE.
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6. Conclusiones y perspectivas 34

Appendices 35

A. Factor de estructura y propiedades termodinámicas para los potenciales
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Caṕıtulo 1

Introducción

El estudio de suspensiones coloidales es de gran interés cient́ıfico y tecnológico, debido a su aplica-
bilidad en diferentes industrias, tales como la de alimentos, cosméticos y, por supuesto, materiales
(geles, vidrios metálicos, plásticos, etc.). En la misma escala de longitud y de tiempo, las solucio-
nes de protéınas y poĺımeros han cobrado gran interés, debido a las múltiples fases que pueden
presentar, tales como separación ĺıquido-ĺıquido [2, 3], formación de agregados [4, 5], cristalización
[6, 7], entre otras. Sin embargo, sistemas como estos son extremadamente complejos, ya que se
tienen que tomar en cuenta múltiples tipos de interacción: entre moléculas, con el solvente o si se
añaden sales. Es por esta razón que no hay un modelo de potencial de interacción exacto, y la co-
munidad cient́ıfica internacional tiene décadas haciendo un esfuerzo colectivo para poder describir
lo mejor posible a estos sistemas a partir de experimentos, métodos de simulación computacional
y/o teóricamente. Aśı, caracterizar y controlar el panorama termodinámico de dichas soluciones
es de gran impacto, no solo por la contribución al acervo de conocimiento cient́ıfico, sino por su
utilidad en muchas áreas de la ingenieŕıa, medicina y farmacéutica [8].

En este contexto, resaltan por su interés práctico y fundamental, los sistemas en los cuales las
part́ıculas interactúan entre śı a través, simultáneamente, de fuerzas repulsivas y atractivas, como
ocurre entre part́ıculas coloidales en suspensión acuosa, donde las repulsiones de origen electrostáti-
co compiten con las fuerzas atractivas de van der Waals, tal como lo describieron a mediados del
siglo pasado Derjaguin, Landau, Verwey y Oberbeek [9]. El acrónimo DLVO, formado con las
iniciales de estos investigadores, está asociado al potencial efectivo entre estas part́ıculas, que
ellos determinaron era la suma de estas dos interacciones opuestas, causantes de la estabilidad de
suspensiones coloidales como la leche, las pinturas, etc., o de su degradación por fenómenos de
agregación, coagulación, o gelación. El resultado final de tales procesos irreversibles, es general-
mente un material amorfo fuera de equilibrio, cuya comprensión teórica queda fuera del alcance
de las metodoloǵıas actuales de la f́ısica estad́ıstica. De ah́ı la necesidad de utilizar una teoŕıa que
sea tan fundamental como la termodinámica estad́ıstica, pero que sea capaz de describir al sistema
incluso en las fases donde, en tiempos de medición finitos, no alcanzarán su estado de equilibrio
termodinámico.
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Objetivos. En este contexto, podemos decir que el objetivo general de la presente tesis consiste
en sentar las bases para la realización de dicho proyecto. De manera realista, sin embargo, aqúı nos
enfocaremos primariamente en describir teóricamente las propiedades estructurales de suspensio-
nes coloidales caracterizadas por la presencia de interacciones en competencia. Estas propiedades
estructurales son el insumo indispensable de la Teoŕıa Autoconsistente de No-Equilibrio de la Ecua-
ción Generalizada de Langevin, referida por sus siglas en inglés como teoŕıa NE-SCGLE [10, 11],
la cual es la herramienta fundamental para el estudio de los fenómenos de solidificación amorfa.
En esta tesis recorreremos este camino hasta el punto de aplicar dicha teoŕıa para generar los
primeros diagramas de fases amorfas de no-equilibrio asociados a dichos sistemas.

Sistemas coloidales con interacciones en competencia. Para ser más concretos, en esta tesis
consideraremos a nuestros sistemas de interés, en su caso más sencillo, ilustrado por el potencial
de DLVO. Este consiste en una suspensión coloidal donde las part́ıculas que la consituyen son
impenetrables entre śı. A su vez, hay una liberación de contraiones de parte de los coloides al
interactuar con el solvente y estarse disolviendo. Esta carga neta genera repulsiones entre los
coloides, las cuales son contrarrestadas por las atracciones de van der Waals (o, alternativamente,
por la adición de poĺımeros, que generan el fenómeno de depleción, induciendo atracciones de corto
alcance de origen entrópico [12]). Al tener entonces la interacción atractiva (por van der Waals
o por la adición de poĺımeros) y la interacción repulsiva (de origen electrostático), tendremos
una competencia natural de interacciones en el sistema: atracción de corto-alcance (Short-range
Attraction) y repulsión de largo-alcance (Long-range Repulsion), llamadas SALR en la literatura
por sus siglas en inglés [13].

En los últimos años, la comunidad de materia condensada blanda ha puesto particular atención
en sistemas genéricos modelo que involucran interacciones en competencia [13]. En esta tesis
adoptaremos el sistema modelo más simple: el potencial de esfera dura más una doble Yukawa
(HSDY), una atractiva y otra repulsiva. Dada su flexibilidad en la variación de parámetros podemos
obtener distintos reǵımenes de interacción efectiva que emulan el comportamiento real de muestras
de interés, como las mencionadas anteriormente. A partir de diversos resultados donde reportan
la formación de agregados de equilibrio, particularmente en sistemas donde además de presentar
atracciones de corto alcance la repulsión electrostática de largo alcance es levemente apantallada
[14, 15, 16], una gran variedad de art́ıculos con enfoque teórico, experimental y de simulación han
exhibido la vasta fenomenoloǵıa presente en sistemas con interacciones en competencia (del tipo
SALR) [13]. De esta manera, poco a poco se han descubierto distintas fases termodinámicas que
presentan los sistemas SALR, es decir, se conoce el diagrama de fases de equilibrio genérico asociado
a este potencial [17]. Sin embargo, lo que brilla por su ausencia en la literatura internacional es la
discusión de las fases amorfas de no equilibrio, que es el tema que queremos abordar en esta tesis.

Antecedentes del acercamiento a la descripción teórica de sólidos amorfos. Teniendo
en cuenta que los potenciales SALR contienen una interacción atractiva, es de esperarse que en su
diagrama de fases también se presente una zona de separación gas-ĺıquido a bajas temperaturas,
de manera similar al bien conocido diagrama de fases generado a partir de la ecuación de estado
de van der Waals [1]. Una manera de estudiar el comportamiento del sistema dentro de la región
termodinámica conocida como región espinodal, es realizando enfriamientos súbitos (o quenches,
en inglés) a una fracción en volumen fija. Podemos reconocer que este tipo de procedimientos no
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provocan procesos de relajación cuasiestáticos [18], es decir, después de su enfriamiento súbito, el
sistema sufrirá un proceso irreversible completamente fuera de equilibrio.

Si los enfriamientos se ubican apenas por debajo de la curva espinodal, tendremos la separación
de fases gas-ĺıquido por medio de procesos conocidos como de descomposición espinodal, fruto
de la amplificación de las fluctuaciones en la densidad [19, 20, 21, 22, 23, 24]. Sin embargo,
a temperaturas más bajas este proceso se frustra por la generación de cúmulos de part́ıculas,
quedando algunas atrapadas dentro de estas estructuras y no alcanzando la separación total de
fases [25, 26, 27, 28]. A este fenómeno se le conoce en la literatura como descomposición espinodal
arrestada.

Uno de los experimentos que describe la f́ısica dentro de la región espinodal es el realizado por
Schurtenberger et. al. [26, 28], donde realizan enfriamientos súbitos en un sistema real que es bien
modelado por el potencial idealizado HSAY (esfera dura más Yukawa atractiva). En estos art́ıculos
reportan que dentro de la región espinodal se pueden diferenciar otras tres sub-zonas al ir notando
los cambios en las propiedades dinámicas de las muestras. Estas son “una región completamente
desmezclada (I), formación de geles mediante un proceso de descomposición espinodal arrestado
(II) y un vidrio atractivo homogéneo (III)” [26, 28].

Entre las teoŕıas más populares que han intentado reproducir los resultados obtenidos por Schur-
tenberger está la Teoŕıa de Acoplamiento de Modos, MCT por sus siglas en inglés, la cual no ha
logrado describir desde primeros principios los procesos no-estacionarios e irreversibles (aging),
aún con las extensiones para tratar con sistemas de no-equilibrio [29]. Otra teoŕıa que comparte la
misma limitante que MCT es la Teoŕıa Autoconsistente de la Ecuación Generalizada de Langevin,
o SCGLE por sus siglas en inglés [30, 31, 32, 33]. Sin embargo, la teoŕıa SCGLE śı ha sido exten-
dida al caso de no-equilibrio, referida como NE-SCGLE. La perspectiva cinética que brinda esta
teoŕıa ha permitido comenzar a explorar todo un panorama que antes era imposible de accesar
con las herramientas de la termodinámica de equilibrio, e incluso con las teoŕıas dinámicas de
equilibrio (MCT y SCGLE).

En particular, recientemente Olais-Govea et. al. [34] reportaron un cálculo utilizando la teoŕıa NE-
SCGLE, el cual permitió hacer una comparativa directa con los resultados de Schurtenberger, esto
es, identificar las tres zonas dentro de la región espinodal a partir de un estudio de los parámetros
estructurales del sistema HSAY. Estos autores demostraron que la teoŕıa NE-SCGLE proporciona
un protocolo que permite obtener factores de estructura dependientes del tiempo en zonas de
inestabilidad termodinámica, y por tanto obtener las propiedades de no-equilibrio asociadas a
dichos puntos dentro y fuera de la región espinodal, y han obtenido resultados satisfactorios al
comparar con simulaciones y más experimentos [35] utilizando solamente la información estructural
que brinda la teoŕıa NE-SCGLE, aunque en realidad esta nos brinda mucha más información
del sistema al incluir en el análisis las propiedades dinámicas. Dichos estudios se ha reportado
en múltiples ocasiones para sistemas con atracciones [36, 37] y muchos otros, incluidos mezclas
[38, 39, 40], interacciones no-esféricas [41, 42, 43, 44, 45], entre otros [46, 47].

Diagramas de arresto para sistemas con interacciones en competencia. Teniendo como
antecedente el trabajo realizado para el potencial HSAY utilizando la teoŕıa NE-SCGLE, esto es,
la obtención del diagrama de fases definiendo las regiones de arresto dentro de la curva espinodal
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y con esto, la distinción de los distintos reǵımenes de solidificación amorfa, podemos ya enfocarnos
en el objetivo principal de esta tesis, que es extender este análisis hacia nuestro sistema modelo,
que es el potencial con interacciones en competencia, modelado como esfera dura más dos Yukawas,
una atractiva y otra repulsiva (HSDY). Aśı, la diferencia en el modelado del potencial entre HSAY
y HSDY es relativamente sencilla, pues solo se agrega el término de la Yukawa repulsiva. Sin
embargo, la adición de este término repulsivo genera un panorama termodinámico completamente
diferente. Por ejemplo, [48, 8] obtienen resultados experimentales dentro de la región binodal para
un sistema tipo SALR, resultados que seŕıan el análogo a los experimentos de Schurtenberger en
el caso meramente atractivo. Aqúı podemos decir que nos encontramos en la frontera de la f́ısica
actual, pues el obtener un análogo al diagrama de arresto calculado por [34] brindaŕıa un avance
en la predicción de propiedades para los sistemas SALR.

La contribución original de la presente tesis será, por lo tanto, establecer el diagrama de arresto
para sistemas con competencia en sus interacciones, espećıficamente en los casos donde se tienen
atracciones de corto alcance y repulsiones de largo alcance. Para delimitar entre la vastedad de
casos que pueden surgir variando los parámetros de interacción, nos centraremos en un sistema
donde los parámetros asociados a la parte atractiva están fijos. En particular, se utilizarán los
mismos valores de amplitud y alcance que en el trabajo de Olais-Govea et. al. [34], para aśı poder
diferenciar entre tener meramente atracciones, a cuando se van intensificando poco a poco las
repulsiones.

Dicho todo lo anterior, la tesis se desarrollará de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se presentarán
los principios básicos de la termodinámica estad́ıstica de equilibrio que utilizaremos en el resto del
desarrollo teórico. El caṕıtulo 3 engloba el método para obtener el factor de estructura para el
sistema de interés (HSDY). En el caṕıtulo 4, que es más bien un trabajo de revisión, se describirán
las ecuaciones principales que conforman a la teoŕıa NE-SCGLE, y se introducirán los parámetros
de orden dinámico que permitirán el cálculo de los diagramas de arresto, presentados en el caṕıtulo
5. Este último caṕıtulo contiene las contribuciones originales de esta tesis, donde se presenta el
diagrama de arresto dinámico para el sistema HSDY y un primer análisis de los parámetros de
orden dinámico que nos brinda la teoŕıa NE-SCGLE para la caracterización de algunas propiedades
termodinámicas. Finalmente, en las conclusiones se plantearán las perspectivas y objetivos a futuro,
además de resumir los resultados principales de este trabajo.
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Caṕıtulo 2

Conceptos Generales

El propósito de este caṕıtulo es el presentar conceptos fundamentales de la termodinámica es-
tad́ıstica de equilibrio que serán referenciados posteriormente en el desarrollo de los resultados.
Partiendo de la descripción de ĺıquidos y gases con los postulados de la termodinámica clásica [18],
hasta llegar a una generalización de la primera sección utilizando conceptos de teoŕıa de fluctuacio-
nes [49]. Dicho esto, se describe brevemente el mecanismo para obtener la información estructural
de ĺıquidos en equilibrio termodinámico, y su relación con otras propiedades termodinámicas, como
la obtención de su diagrama de fases.

2.1. Termodinámica de sistemas en equilibrio.

En la vida cotidiana nos encontramos con situaciones que demuestran un principio fundamental de
la termodinámica. Una taza con agua caliente eventualmente se enfŕıa, y si un observador llegase
a verla tras el enfriamiento no se daŕıa cuenta que esa agua alguna vez estuvo caliente. Es decir,
pareciera que el sistema (la taza con agua) no tuviera memoria ante perturbaciones externas,
como el calentarla. Todos los sistemas en el universo tienden a un estado al que llamaremos de
equilibrio, al cual podemos medirle sus propiedades y estas no tendrán relación con cualesquier
perturbación que halla sufrido el sistema [18]. La termodinámica busca caracterizar en su totalidad
dichos estados de equilibrio, y podemos emplear una metodoloǵıa sistemática para lograr dicha
tarea a partir de los siguientes cuatro postulados:

I.- Existen estados particulares (estados de equilibrio) de sistemas simples que son (macroscópi-
camente) caracterizados completamente por la enerǵıa interna E, el volumen V y el número
de moles Nr de los r-componentes qúımicos.

II.- Existe una función (llamada entroṕıa S) dependiente de los parámetros extensivos de cual-
quier sistema compuesto y posee la siguiente propiedad: los valores adquiridos por dichos
parámetros extensivos en la ausencia de constricciones internas son aquellos que maximizan
a la entroṕıa sobre todo el conjunto de estado de equilibrio posibles.
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III.- La entroṕıa de un sistema compuesto es aditiva sobre los sistemas subsecuentes. La entroṕıa
es continua y diferenciable y es una función monotónicamente creciente de la enerǵıa.

IV.- La entroṕıa de cualquier sistema se vuelve cero en el estado en que ocurre (∂E∂S )V,Nr = 0, es
decir, en el cero absoluto de temperatura.

La dependencia de S con las otras propiedades extensivas del sistema se conoce como la relación
termodinámica fundamental (RTF) y se lee como S = S[E,N, V ] (o, en la “representación de
enerǵıa”, como E = E[S,N, V ]) [18]. Al conocer la RTF de un sistema, la termodinámica nos
brinda herramientas para poder determinar cualquier otra variable de estado al tomar derivadas
parciales de la función S (o E, respectivamente). Complementado con el postulado fundamental de
Boltzmann, de que la entroṕıa está dada por su famosa ecuación, S[E,N, V ] = kB lnW [E,N, V ],
donde W [E,N, V ] es la cantidad de estados microscópicos accesibles para el sistema, la termo-
dinámica se convierte en un protocolo canónico (denominado termodinámica estad́ıstica [50]), que
nos permite determinar sistemáticamente la RTF de cualquier sistema dado, en términos de las
fuerzas intermoleculares entre sus part́ıculas constituyentes.

Es verdad que la mayoŕıa de los experimentos están diseñados para estudiar sistemas aislados en
la medida de lo posible, ya que esto facilita la descripción de su fenomenoloǵıa. Si el sistema se
encuentra en presencia de un campo externo ψ, es muy probable que ahora tenga inhomogeneidades
en su distribución de masa y enerǵıa. En este trabajo no incluiremos potenciales externos que
perturben al sistema, pero si queremos generalizar la RTF e incluir la no-uniformidad espacial, es
necesario entonces redefinir nuestra descripción. Aśı podrá extenderse también a los casos donde
si se encuentren presentes estos campos externos.

Como un ejercicio mental, particionaremos el volumen total del sistema V en C celdas pequeñas,
donde nos restringiremos a que el volumen de cada celda particionada será el mismo V/C ≡ V (r) ≡
∆V con r = 1, 2, . . . , C. Fijando el volumen de cada celda, solo las variables E y N serán necesarias
para describir al sistema. Asociamos entonces a cada celda una enerǵıa y número de part́ıculas un
valor E(r) y N (r) respectivamente. La RTF tomará la forma S = S[E,N], donde E, N son vectores
C-dimensionales con componentes E(r), N (r). Definimos ahora a la densidad local de part́ıculas
n(r) ≡ N (r)/∆V y de enerǵıa e(r) ≡ E(r)/∆V ; de esta manera la RTF toma la forma s = s[e,n],
siendo n y e vectores C-dimensionales con componentes n(r) y e(r).

Naturalmente, la resolución del sistema aumenta según el número de particiones C que se tomen
(haciendo una analoǵıa con los ṕıxeles de una fotograf́ıa). Tomando el ĺımite cuando C → ∞,
reescribimos a la RTF en el “caso continuo” utilizando ahora como ı́ndice continuo al vector de
posición r de los centros de las celdas. Los componentes de los vectores n y e se convierten en fun-
ciones n(r) y e(r) del vector de posición r. Como consecuencia, la RTF se vuelve en una funcional
del vector de posición r, reescrita en su caso continuo como ≡ S[e, n]. Si el sistema es cerrado (sin
perturbaciones externas), los valores que satisfacen el segundo postulado son llamados valores de
equilibrio, es decir, maximizan la entroṕıa; están sujetos a las condiciones (δS[eeq, neq]/δe(r)) = 0
y (δS[eeq, neq]/δn(r)) = 0 siendo E =

∫
V e(r)dr y N =

∫
V n(r)dr.

Definimos ahora a la enerǵıa libre de Helmholtz F ≡ E − TS, la cual es una transformación
de Legendre de E donde cambiamos a la variable independiente S por su conjugada T . En su
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notación de funcional se lee como F = F [n, T ], siendo T = T (r) la temperatura local. Siguiendo
una descripción simple, la interacción entre part́ıculas se añade a la RTF a través de un término
nuevo F int[n, T ]. Entonces la funcional de la enerǵıa libre de Helmholtz en un formato más general
se vuelve:

F [n, T ] = F ideal[n, T ] + F int[n, T ], (2.1)

donde F ideal[n, T ] es la enerǵıa libre de Helmholtz para un gas ideal (sistema de part́ıculas sin
interacción entre ellas) [1]:

F ideal[n, T ] = kBT

∫
V
n(r)(ln [Λ3n(r)]− 1)dr, (2.2)

siendo kBT ≡ β−1, donde kB es la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta, y

Λ ≡
(

2πβ~2
m

)1/2
la longitud de onda térmica de de Broglie.

El determinar la funcional referente al potencial entre part́ıculas se vuelve entonces el problema
central que busca resolver la termodinámica estad́ıstica. Al conocer la relación tan estrecha entre
las derivadas de la RTF con las propiedades termodinámicas y estructurales del sistema, esta tarea
se simplifica un poco. Sin embargo, solo hay unos cuantos sistemas de los cuales podemos conocer
su función de estado anaĺıticamente (esto es poder evaluar directamente W [E,N, V ]) [50]. Es por
eso que el proponer modelos de interacción es un tema relevante en el área de materia condensada
blanda, dada la dificultad en plantear ecuaciones que tengan una interpretación f́ısica (es decir,
que sus resultados se puedan validar experimentalmente).

2.2. Teoŕıa termodinámica de fluctuaciones.

No es totalmente preciso decir que el sistema permanece exactamente en los estados de equilibrio
[eeq,neq]. La realidad es que las propiedades termodinámicas [e,n] se deben tratar como variables
aleatorias cuya distribución de probabilidad es P [e,n]. Esta se propone que sea proporcional al
número de estados microscópicos consistentes con el conjunto de estados [e,n], es decir, se relaciona
directamente con el postulado de Boltzmann para la entroṕıa. Con esta conexión podemos escribir
la expresión para P [e,n]:

P [e,n] = e(S[e,n]−S[eeq ,neq ])/kB . (2.3)

Como [e(r), n(r)] son variables aleatorias, es relevante conocer sus momentos de distribución. El
primer momento es el valor medio de las variables, es decir, los valores de equilibrio:

[ e(r), n(r) ] ≡ [eeq,neq], (2.4)

donde el promedio se realiza sobre el ensemble de equilibrio. Los segundos momentos son conocidos
como covarianza, y tendrá especial relevancia la varianza de la densidad local:

σ(r, r′) ≡ δn(r) δn(r′), (2.5)

siendo δn(r) ≡ n(r) − n(r). Para determinar al segundo momento, utilizaremos el resultado que
obtuvieron Greene y Callen [51]:

σ(r, r′) ◦ E = I, (2.6)
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o en su versión continua: ∫
dr′′σ(r′, r′′)E [r′, r′′;n, TR] = δ(r, r′), (2.7)

siendo E [r, r′;n, TR] la segunda derivada funcional de la enerǵıa libre de Helmholtz F [n, TR] al
estar en equilibrio térmico con un reservorio de temperatura TR:

E [r, r′;n, TR] ≡ E ideal[r, r′;n, TR] + E int[r, r′;n, TR],

=

(
δ2βRF [n, TR]

δn(r)δn(r′)

)
=

(
δβRµ[r;n, TR]

δn(r′)

)
,

=
δ(r− r′)

n(r)
− c(2)[r, r′;n, TR],

(2.8)

donde el primer término es la contribución ideal y el segundo término c(2)[r, r′;n, T ] ≡ (δc(1)[r;n, T ]/δn(r′))
es la función de correlación directa entre dos part́ıculas, o simplemente función de correlación di-
recta. Identificando a c(1)[r;n, T ] ≡ δβRF int[n, TR]/δn(r) como la función de correlación directa
de una part́ıcula, vemos que es la contribución no-ideal al potencial electroqúımico. Es decir, la
función de correlación directa es el reflejo de la interacción entre part́ıculas y nos da una medida
de qué tanto se aleja el sistema de la idealidad.

No olvidemos que el objetivo de la termodinámica es conocer la RTF, pues aśı se pueden obte-
ner otras propiedades intŕınsecas del sistema. Al utilizar la representación de la enerǵıa libre de
Helmholtz, hemos encontrado otro camino para poder conocer a la RTF: proponiendo una forma
para F int[n, T ] que mimetice en la medida de lo posible la interacción entre part́ıculas, o bien,
proponiendo a sus derivadas funcionales c(1)[r;n, T ] y/o c(2)[r, r′;n, T ].

Aśı como en la ecuación (2.8) la matriz E se separa en la contribución ideal más la contribución
por interacciones, escribimos a la matriz σ como la suma de ambas contribuciones:

σ(r, r′) = n(r)δ(r− r′) + n(r)n(r′)h(r, r′), (2.9)

donde h(r, r′) contiene las desviaciones de la idealidad. Utilizando ahora (2.9) y (2.8) en (2.7),
obtendremos la famosa ecuación de Ornstein-Zernicke [52] en su forma general:

h(r, r′) = c(r, r′) +

∫
dr′′c(r, r′′)n(r′′)h(r′′, r′). (2.10)

A la función h(r, r′) en la literatura se le conoce como función de correlación total. Esta se relaciona
con la función de distribución par entre dos part́ıculas g(r, r′) = h(r, r′) + 1; y renombramos como
c(r, r′) ≡ c(2)[r, r′;n, TR] a la función de correlación directa introducida en la ecuación (2.8).

Antes de continuar, es importante resaltar que el tipo de sistemas que estamos describiendo son
aquellos que no contemplan efectos de campos externos (ψ(r) = 0). De manera que podemos
asumir homogeneidad espacial e isotroṕıa. Por consecuencia, el primer momento no dependerá de
r, tomando entonces el valor exacto:

n(r) = n =
N

V
. (2.11)
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Podemos contraer también la descripción espacial, tomando como medida la distancia entre dos
puntos cualesquiera r ≡ |r− r′|. Con estas consideraciones, reescribimos a la ecuación de OZ como:

h(r) = c(r) + n

∫
dr′c(

∣∣r− r′
∣∣)h(r′). (2.12)

Realizando la transformada de Fourier (TF) f(k) ≡
∫
dr exp[ik · r]f(r), la ecuación de OZ se lee

en el espacio de Fourier como:

h(k) =
c(k)

1− nc(k)
. (2.13)

Podemos concluir que a partir de la ecuación de OZ si proponemos a la función de correlación
directa c(r) (que se relaciona con la segunda derivada funcional de la enerǵıa libre de Helmholtz y
por tanto, con las interacciones entre part́ıculas), obtendremos finalmente al factor de estructura
estático S(k) (FE) de equilibrio:

S(k) =
1

1− nc(k)
. (2.14)

Reescribimos a las ecuaciones (2.7) y (2.8) en el espacio de Fourier:

nE(k;n, TR) = 1− nc(k;n, TR), (2.15)

aśı, podemos escribir a la matriz de correlaciones E en términos del FE:

E(k;n, TR) =
1

nS(k;n, TR)
. (2.16)

Con este resultado podemos acuñarle al FE una interpretación f́ısica bastante relevante, ya que
es inversamente proporcional a las correlaciones de la densidad en el espacio de Fourier. Estas
son medibles experimentalmente usando métodos de dispersión de luz [1]; es decir, surge el punto
de comparación entre teoŕıa y experimento. Además, como E(k;n, T ) es una matriz de segundas
derivadas, no se tiene alguna restricción f́ısica respecto al signo que esta pueda tener, ya que
representa la concavidad de la funcional en dicho punto.

OZ nos brinda una ecuación con dos incógnitas: h(r) y c(r). Para obtener las propiedades estruc-
turales debemos resolver dicha ecuación, entonces es necesario proponer una relación de cerradura
que involucre a h(r) y c(r). Aśı tendremos un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas; un pro-
blema totalmente soluble. El encontrar relaciones de cerradura adecuadas para diferentes sistemas
es toda un área de la f́ısica estad́ıstica, y se han obtenido resultados congruentes con simulaciones
y experimentos utilizando distintas [1, 50]. Entre las más comunes están la “hyper-netted chain”
(HNC) [53], la cerradura de Percus-Yevick (PY) [54] y la “mean spherical approximation” (MSA)
[55].

Una vez que se ha obtenido la información estructural del sistema, podemos hacer una conexión
con sus correspondientes propiedades termodinámicas [50]. En particular, nos interesa conocer la
relación entre el FE para cada par de parámetros (T, n).
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2.3. Diagrama de fases

Un diagrama de fases es la representación de la relación entre distintas variables de estado termo-
dinámico para un sistema dado. Las representaciones más comunes son en el plano presión-volumen
(p−V ) y temperatura-densidad (T−n) (muchas veces representado como temperatura-fracción en
volumen). Como se ha mencionado en la introducción, el enfoque principal de esta tesis es el carac-
terizar sistemas con competencia en sus interacciones, en este caso, competencia entre atracciones
y repulsiones. Es bien conocido que al tener fuerzas intermoleculares de esta naturaleza, surgen
regiones de coexistencia ĺıquido-vapor en el diagrama de fases termodinámico, a diferencia del caso
donde solo están presentes interacciones repulsivas (solo existe la región fluida). A continuación se
muestra un diagrama de fases genérico para un sistema con atracciones-repulsiones:

Figura 2.1: Diagrama de fases esquemático en el plano T − ρ (siendo ρ ≡ nσ−3) para un
ĺıquido con interacciones atractivas y repulsivas, donde F es la fase fluida, L es la fase
ĺıquida, S la fase sólida y V la fase gaseosa (vapor) [1].

Podemos hacer un análisis del comportamiento de las primeras y segundas derivadas de la enerǵıa
libre de Gibbs G = G(T, p,N) (sabiendo que a partir de nuestra RTF podemos hacer transfor-
maciones de Legendre hasta obtener a T y p como variables independientes) en todo el espacio
termodinámico, y encontraremos que la condición que caracteriza a la región de coexistencia
ĺıquido-vapor es: (

∂p

∂n

)
T

≤ 0 y

(
∂2p

∂n2

)
T

> 0, (2.17)

Cuando ∂p/∂n = 0 a T constante, se delimita a la curva binodal. Aqúı tendremos dos valores
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distintos de densidad para una presión y temperatura dadas. Esta región de separación de fases
es metaestable. En cambio, cuando sucede que:(

∂p

∂n

)
T

≤ 0 y

(
∂2p

∂n2

)
T

≤ 0, (2.18)

se viola una de las condiciones para la estabilidad del sistema ante las fluctuaciones [1]; esta
región está delimitada por la curva espinodal cuando ∂2p

/
∂n2 = 0 a T constante. El punto donde

coinciden ambas curvas se llama punto cŕıtico y está dado cuando (2.17) son igual a cero y solo
hay un valor de densidad (nC) para esa temperatura (TC) dada.

La relación entre la compresibilidad isotérmica:

1

nχT
=

(
∂p

∂n

)
T

(2.19)

y el factor de estructura (2.14) está dada por [50]:

ĺım
k→0

S(k) = nkBTχT . (2.20)

Esto es, cuando el inverso de la compresibilidad isotérmica es igual a cero (o bien, cuando el factor
de estructura en k = 0 diverge), estamos entrando en una zona de inestabilidad termodinámica en
donde las reglas que hemos planteado a lo largo de este caṕıtulo no nos funcionarán para lograr
describir al sistema, pues dentro de dicha región no existe un factor de estructura de equilibrio
que pertenezca a estados espacialmente uniformes [34]. Como la motivación es seguir estudiando el
panorama f́ısico del sistema, aún en regiones donde la termodinámica de equilibrio no lo permita,
en caṕıtulos posteriores se ahondará en el método a seguir para poder describir la f́ısica de las
regiones que no son termodinámicamente estables.

Resumen

Hemos descrito brevemente al protocolo canónico que se utiliza para poder encontrar la RTF de
sistemas en equilibrio termodinámico. También se han incluido desviaciones a la idealidad, y de
esta forma se ha derivado la ecuación de OZ, fundamental para el cálculo de las propiedades
estructurales del sistema. Se ha planteado la relación entre el FE y la matriz de covarianza (prin-
cipal insumo para la teoŕıa NE-SCGLE, donde profundizaremos en el caṕıtulo 4). Por último se
ha definido cómo delimitar las zonas de meta- e inestabilidad termodinámicas, es decir, señalar en
el diagrama de fases dónde se encuentran las curvas espinodal y binodal, de gran relevancia para
sistemas SALR.

Como se ha enfatizado a lo largo del caṕıtulo, para poder calcular las propiedades termodinámicas
del sistema, es necesario conocer su información estructural. Por lo que en el siguiente caṕıtulo
nos avocaremos a obtener el FE de distintos sistemas hasta llegar al de principal interés, el de
interacción atractiva de corto alcance y repulsiva de largo alcance.
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Caṕıtulo 3

Factor de estructura y propiedades
termodinámicas de equilibrio en
ĺıquidos con competencia de
interacciones.

En este caṕıtulo se introducirá al modelo de ĺıquido SALR y, proporcionando una aproximación
simple, se calcularán sus propiedades estructurales haciendo uso de las ecuaciones presentadas en la
sección anterior. Además, se analizará el efecto de la competencia entre la atracción y la repulsión
sobre el comportamiento de fases del sistema y se determinará el respectivo diagrama de fases de
equilibrio para el modelo de ĺıquido SALR propuesto, variando los parámetros de interacción en
el potencial.

Para el desarrollo de este caṕıtulo se hace uso de factores de estructura que, a pesar de ser parte
importante en la descripción del potencial utilizado, su discusión no merece protagonismo. Por lo
tanto la explicación de dichos modelos más simples, como los son el potencial de esfera dura (HS)
y el de esfera dura más una Yukawa atractiva (HSAY), se presentará en el Apéndice A.

3.1. Modelo de esfera duras más una doble Yukawa

(HS+DY)

En esta sección definiremos la estructura del sistema coloidal que se desea caracterizar este trabajo
de tesis; un ĺıquido con competencia en sus interacciones. Dicho esto, consideremos a un sistema
conformado por N part́ıculas de diámetro σ contenidas en un volumen V , caracterizados por un
potencial par del tipo:

uDY (r) = uHS(r) + uA(r) + uR(r), (3.1)
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donde uHS(r) es la contribución de esfera dura, uA(r) la contribución atractiva y uR(r) la repulsiva.
Procederemos a describir la aproximación utilizada para obtener a la función de correlación directa.

3.1.1. Función de correlación directa

En la literatura hay distintas metodoloǵıas para obtener la información estructural de un ĺıquido,
aunque sea de manera aproximada. Viendo al potencial de interés (3.1), podemos tomar dos rutas
distintas: tomar como potencial de referencia la contribución de esfera dura y considerar a la doble
Yukawa como una perturbación al sistema, esto se logra utilizando una aproximación de campo
medio, por ejemplo, la presentada por Sharma y Sharma [56]. O bien, podemos definir como
potencial de referencia un modelo tipo DLVO, el cual representa la suma de una interacción de
esfera dura y una repulsión efectiva, fruto de la competencia entre las fuerzas atractivas de van der
Waals con las repulsiones electrostáticas del sistema. A este potencial de referencia se le añade la
atracción tipo Yukawa como perturbación utilizando también una aproximación de campo medio.

Para el caso donde se considera al potencial de referencia como DLVO, o de manera simplificada,
una esfera dura más una cola repulsiva tipo Yukawa, se desarrolló el método propuesto por Rúız-
Estrada [57], el cual consiste en obtener una estructura de núcleo duro más Yukawa repulsiva
a partir de contraer las funciones de correlación directa de una mezcla de iones y contraiones
puntuales cargados, o dicho de otra manera, a partir del modelo primitivo de m + 1 especies
(m-especies de iones y 1 especie de contraiones), obtener un factor de estructura efectivo que
reproduzca a una Yukawa repulsiva. Gran parte del trabajo de esta tesis se concentró en resolver
este problema con la metodoloǵıa mencionada en el art́ıculo, y el desarrollo se encuentra en la
Subsección A.3.1. Para el propósito de este trabajo, los factores de estructura calculados resultaron
ser muy similares a los obtenidos utilizando la aproximación de Sharma-Sharma en la doble Yukawa
(la otra ruta a considerar), y se decidió utilizar la metodoloǵıa más simple para continuar con el
trabajo de investigación.

En dado caso, tanto el pozo atractivo como la barrera repulsiva son tomados como perturbaciones
al potencial de referencia (HS), entonces la función de correlación directa resulta:

cHSDY (r) = cHS(r)− βuDY (r), (3.2)

con β = (kBT )−1 y el potencial de doble Yukawa es:

uHSDY (x) =

{
∞, si x < 1

−K1
exp[−Z1(x−1)]

x +K2
exp[−Z2(x−1)]

x , si x > 1,
(3.3)

donde K1 es la profundidad del pozo atractivo en el contacto y Z1 es el inverso del rango de
interacción atractiva; K2 es la altura de la barrera repulsiva en el contacto y Z2 es el inverso del
rango de interacción repulsiva. Dados los parámetros σ, K1, Z1, K2 y Z2, el espacio termodinámico
estará descrito por dos variables macroscópicas, estas son n y T .

Cabe destacar que hay distintas convenciones para la definición del parámetro de interacción repul-
siva K2. Como se menciona en la introducción, consideramos que la carga efectiva correspondiente
al número de contraiones libres y sales añadidas es constante, es decir K2 está fija, y que el efecto
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de añadir poĺımeros es lo que modifica las atracciones en el sistema, y a su vez la temperatura del
sistema. Además, para representar el caso particular donde tenemos atracciones de corto alcance
y repulsiones de largo alcance, debemos satisfacer la condición Z1 > Z2. Dicho todo esto, la TF
de (3.2) resulta:

CHSAY (k) = CHS(k) +
24φ

T

[
Z1 sin k + k cos k

k(k2 + Z2
1 )

]
− 24φK2

[
Z2 sin k + k cos k

k(k2 + Z2
2 )

]
(3.4)

Podemos notar que aunque nos delimitamos al caso SALR, tenemos un amplio espectro de elección
de parámetros y el análisis de todos los reǵımenes resultantes va más allá del alcance de esta tesis
de maestŕıa, aśı que por el momento nos delimitaremos a fijar al alcance del potencial en Z1 = 2.0
y Z2 = 0.5. Para una amplitud de la repulsión K2 = 0.5, exploramos el comportamiento del factor
de estructura variando la fracción en volumen a temperatura fija, y viceversa.
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Figura 3.1: Factor de estructura para el sistema HSDY con Z1 = 2.0, K2 = 0.5 y Z2 = 0.5,
a) fijando φ = 0.15 y variando T ; b) fijando T = 0.4 y variando φ.

En la figura 3.1 (a), podemos observar cómo cambia la estructura del sistema al bajar la tem-
peratura. Notemos que en vectores de onda pequeños pero distintos de cero, comienza a crecer
un pico caracteŕıstico de sistemas con competencia de interacciones atractivas-repulsivas. Este es
comúnmente referido en la literatura como “prepeak” o “pico de clústers” [13], ya que está aso-
ciado a la aparición de dichos clústers, los cuales consisten en la formación de cúmulos grandes
de part́ıculas. El pico crece conforme disminuimos la temperatura del sistema, dando lugar a una
nueva divergencia que define una transición de fase termodinámica; esta sucede antes de la des-
composición espinodal usual. La región es delimitada por la ĺınea λ, y marca la transición entre
una fase de clusterización y una fase fluida [58]. Recordemos que tener una divergencia en el factor
de estructura implica entrar en una zona de inestabilidad termodinámica pues la compresibilidad
isotérmica adquiere valores negativos (los cuales no son f́ısicamente interpretables), por lo que la
región debajo de la ĺınea λ ya es una fase fuera de equilibrio termodinámico.
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Antes de mostrar las diferencias en el factor de estructura entre las distintas regiones del espacio
termodinámico, procederemos a describir cómo obtener las lineas de transición anteriormente
mencionadas.

3.1.2. Diagrama de fases

El escenario termodinámico que surge con este modelo es mucho más complejo comparado con
lo obtenido utilizando puras esferas duras. Es interesante localizar las regiones de inestabilidad y
ver cómo cambia el comportamiento del factor de estructura dependiendo de la región en que nos
encontremos. Por la manera en que estamos calculando el factor de estructura, podemos encontrar
anaĺıticamente la expresión en la cual la compresibilidad isotérmica se vuelve cero al evaluar en
S(k) = 0. Evaluando (3.4) en k = 0:

C(0) = 24 [φV W cHS(0) + φcAY (0)− φcRY (0)] (3.5)

con

cHS(0) =
α

3
+
β

4
+
δ

6
(3.6)

cAY (0) = K1

(
Z1 + 1

Z2
1

)
(3.7)

cRY (0) = K2

(
Z2 + 1

Z2
2

)
(3.8)

A la ecuación de la compresibilidad (2.20) podemos redefinirla en términos de la compresibilidad
isotérmica del gas ideal como:

ĺım
k→0

S(k) =
χT

χTideal
(3.9)

En términos de la función de correlación directa:

χT
χTideal

=
1

1− C(0)
=

1

1− 24 [φV W cHS(0) + φcAY (0)− φcRY (0)]

pero, veamos que
χTideal
χTHS

= 1− 24φV W

(
α

3
+
β

4
+
δ

6

)
(3.10)

entonces podemos escribir(
χTideal
χT

)
=

(
χTideal
χTHS

)
− 24φ

[
1

T

(
Z1 + 1

Z2
1

)
−K2

(
Z2 + 1

Z2
2

)]
(3.11)

Cuando el inverso de la compresibilidad isotérmica es igual a cero, un valor que no tiene significado
f́ısico pues implica presiones negativas, es que en el espacio termodinámico nos encontramos dentro
de la curva espinodal. Igualando la ecuación anterior a cero y resolviendo para la temperatura,
tendremos la temperatura de la curva espinodal en función de la fracción en volumen:

TS(φ) =

(
Z1+1
Z2
1

)
1

24φ

(
χTideal
χTHS

)
+K2

(
Z2+1
Z2
2

) (3.12)
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La temperatura cŕıtica, la encontramos maximizando la ecuación (3.12) utilizando métodos numéri-
cos, obteniendo el resultado:

TC ≈

(
Z1+1
Z2
1

)
0.88815 +K2

(
Z2+1
Z2
2

) (3.13)

Para trazar a la ĺınea λ, pondremos una condición distinta al factor de estructura: la divergencia
debe ocurrir en k 6= 0 y además k < 5. Dicho esto, se presenta en la siguiente figura el diagrama
de fases para K2 = 0.05 y K2 = 0.5. Podemos notar que la ĺınea λ no se distingue de la curva
espinodal si la intensidad de la repulsión es muy pequeña (K2 = 0.05). Al aumentar la amplitud
de la repulsión, además de que el área de la región espinodal disminuye (TCK2=0.05

> TCK2=0.5
),

aumenta el área de la región entre la ĺınea λ y la espinodal (K2 = 0.5).

En la figura 3.3 podemos ver cómo evoluciona la amplitud del pico de clusterización conforme
vamos acercándonos a la temperatura de transición de la ĺınea λ, Tc, que es donde ocurre la
primera divergencia del factor de estructura. El pico que destaca mientras el sistema continua
región fluida no debe confundirse con el pico principal del factor de estructura; la región graficada
muestra vectores de onda pequeños (escala log-log). Hemos encontrado que el máximo de este pico
de clústers kC se encuentra en k más grandes entre mayor sea la amplitud de la repulsión, esto
es kCK2=0.05

< kCK2=0.5
. Siguiendo un comportamiento similar, la divergencia en kC al entrar a la

ĺınea λ estará más cercana a k = 0 si la repulsión es de una amplitud menor. Esto es de esperarse
puesto que la ĺınea λ aparece tan pronto aumentamos la intensidad de la repulsión en el sistema.
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Figura 3.2: Diagrama de fases para el sistema HSDY, mostrando las curvas λ y espinodal
para diferentes valores de K2. (a) K2 = 0.05, (b) K2=0.5.
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Figura 3.3: Comportamiento del factor de estructura para los parámetros Z1 = 2, Z2 = 0.5,
a una fracción de volumen fija, φ = 0.2 y temperaturas próximas a la Temperatura Cŕıtica
de la ĺınea λ, Tc = 0.3454 (la escala es log-log). En el recuadro de ésta figura se muestra la
trayectoria seguida, los colores de los śımbolos y las ĺıneas se corresponden.

No olvidemos que al estar presentes también atracciones el sistema presenta la conocida región
espinodal en donde ocurre una divergencia en k = 0. Por lo que se realizó una exploración en el
factor de estructura a bajas densidades con la finalidad de ver cuál de las dos divergencias (k igual
o distinta de cero) dominaba a bajas temperaturas. En la figura siguiente podemos observar que
el pico de clusterización se va recorriendo hacia k cada vez más pequeñas, hasta el punto en que
ambas ĺıneas se convierten en una sola, como se puede observar en el diagrama original a bajas
temperaturas y densidades.
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Figura 3.4: Factor de estructura en bajas densidades.
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Resumen

Este caṕıtulo se dedicó a definir cómo obtener el factor de estructura para un modelo que incluye
competencia de interacciones entre la componente atractiva y repulsiva (HSDY). El cálculo de esta
propiedad es de especial relevancia pues es el insumo principal para la teoŕıa SCGLE, cuya meto-
doloǵıa se implementará para poder encontrar propiedades dinámicas relevantes que caracterizan
a sistemas SALR.

Conviene destacar desde este instante las diferencias en el comportamiento del factor de estructura
entre el caso HSAY (reportados en Apéndice A) y HSDY. Ambos casos manifiestan la t́ıpica
transición de descomposición espinodal, pero el caso de competencia en interacciones presenta
una divergencia nueva denotada como ĺınea λ, brindando una nueva región termodinámica de no
equilibrio en el diagrama de fases y que será foco de interés para las siguientes secciones de este
trabajo de tesis. A continuación se describirá el desarrollo teórico para el estudio de las propiedades
de las regiones de no-equilibrio, presentando entonces las ecuaciones fundamentales de la teoŕıa
NE-SCGLE.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de la materia fuera de
equilibrio

A continuación se presentará, a manera de monograf́ıa, una introducción y resumen a la Teoŕıa
Autoconsistente de No-Equilibrio de la Ecuación Generalizada de Langevin (NE-SCGLE). Esta
teoŕıa nos permitirá estudiar las propiedades de sistemas que se encuentren fuera del equilibrio
termodinámico, inaccesibles para la actual formulación de la termodinámica estad́ıstica. Se pondrá
especial énfasis en la definición de parámetros de no-ergodicidad que serán relevantes para la
determinación del diagrama de arresto dinámico.

4.1. Las ecuaciones fundamentales de la teoŕıa NE-

SCGLE.

Hasta ahora nos hemos referido a la descripción de sistemas en sus estados de equilibrio termo-
dinámico, en donde a partir de la RTF podemos obtener sus propiedades utilizando a la termo-
dinámica estad́ıstica. Sin embargo, no podemos aplicar el mismo procedimiento general a sistemas
que se encuentren en fases amorfas de no-equilibrio, como los vidrios o geles. Notemos que las
caracteŕısticas principales de estos materiales son de naturaleza dinámica, tales son el envejeci-
miento, la divergencia de los tiempos de relajación, la relajación estructural irreversible, etc.). De
tal manera que una versión análoga al mecanismo general planteado por la termodinámica es-
tad́ıstica, pero que permita obtener las propiedades cambiantes de sólidos amorfos, deberá incluir
en su descripción al tiempo; los parámetros que describan a estos materiales deberán tener un
carácter dinámico y cinético.

En relación con lo anterior, en 2010 [10, 11] se derivó una teoŕıa genérica con la capacidad de
describir procesos irreversibles, la llamada Teoŕıa Autoconsistente Generalizada de la Ecuación de
Langevin de No-Equilibrio (NE-SCGLE), cuya versión de equilibrio fue derivada en el año 2001
[30]. La base de esta teoŕıa (tanto la versión de equilibrio como su generalización a no-equilibrio)
supone que el postulado de Boltzmann, en estados de no-equilibrio, “es proporcionado por una
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generalización no-local espacialmente, y temporalmente no-Markoviana y no-estacionaria de la
teoŕıa de fluctuaciones térmicas de Onsager” [37].

La teoŕıa NE-SCGLE se centra en las ecuaciones que involucran la evolución temporal de la
densidad local n̄(r, t) para un ĺıquido, y como ya discutimos en el caṕıtulo 2, al tratar a las
propiedades termodinámicas como variables aleatorias, esto implica conocer su primer y segundo
momento, es decir, el valor medio n̄(r, t) y la covarianza σ(r, r′; t) ≡ δn(r, t)δn(r′, t). Las ecuaciones
son altamente no-lineales, de hecho, están acopladas mediante otras propiedades (que también
dependen del primer y segundo momento), como lo son la función de movilidad local b(r, t) y
la función de correlación a dos tiempos C(r, r′; t, t′) ≡ δn(r, t)δn(r′, t′) [47]. Resolver de manera
general a la teoŕıa es un problema abierto al momento, sin embargo, podemos aplicar una serie
de constricciones que permitirán expresar a las ecuaciones de una forma más simple y por ende,
obtener la evolución temporal y espacial de un ĺıquido desde un estado arbitrario hasta su estado
de equilibrio.

Una consideración importante es que supondremos homogeneidad espacial en el perfil de densidad,
de esta manera, solo tendremos que calcular su evolución temporal n̄(r, t) ≡ n̄(t). Con el fin de
provocar un cambio repentino en las propiedades termodinámicas del sistema, se propone que el
método de preparación sea el enfriamiento instantáneo (quench) sobre una isocora desde un estado
arbitrario de equilibrio (n̄(i), T (i)), hasta otro estado (n̄(f), T (f)) = (n̄, T (f)) en un tiempo t = 0.
El factor de estructura asociado al punto inicial es S(i)(k) ≡ Seq(k; n̄, T (i)).

Queremos ver cómo evoluciona el factor de estructura en el punto final, a distintos tiempos de
espera a partir del quench t > 0. Esta evolución temporal se representa con la ecuación:

∂S(k; t)

∂t
= −2k2D0b(t)n̄E(f)(k)

[
S(k; t)− 1

n̄E(f)(k)

]
, (4.1)

siendo E(f)(k) ≡ E(k; n̄, T (f)) la transformada de Fourier (TF) de E [r; n̄, T (f)], que corresponde a
la ecuación (2.8) evaluada en la temperatura T = T (f):

E [
∣∣r− r′

∣∣; n̄, T ] ≡
(
δβµ[r; n̄, T ]

δn̄(r′)

)
, (4.2)

Además, definimos a la función de movilidad b(t) ≡ DL(t)/D0 como el coeficiente de difusión a
tiempos largos en el tiempo de evolución t adimensionado con el coeficiente de difusión a tiempos
cortos D0. La manera en que b(t) acopla a la solución para la estructura de no-equilibrio con las
ecuaciones de la teoŕıa NE-SCGLE es a partir de la ecuación:

b(t) = [1 +

∫ ∞
0

dτ∆ζ∗(τ ; t)]−1, (4.3)

cuya derivación se encuentra en [10, 11]. Se define al coeficiente de fricción:

∆ζ∗(τ ; t) =
D0

24π3n̄

∫
dk k2

[
S(k; t)− 1

S(k; t)

]2

F (k, τ ; t)FS(k, τ ; t), (4.4)

en términos de S(k; t), la función de dispersión intermedia colectiva y su parte propia de no-
equilibrio (NE-ISFs), la primera se lee F (k, τ ; t) ≡ N−1δn̄(k, t+ τ)δn̄(−k, t), donde n̄(k, t) es la
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transformada de Fourier de las fluctuaciones térmicas δn̄(r, t) de la densidad local n̄(r, t)) al tiempo
t; y la parte propia de la función de dispersión intermedia FS(k, τ ; t) ≡ ¯exp{[ik ·∆rT (t, τ)]} siendo
∆rT (t, τ) ≡ [rT (t+ τ)− rT (t)] el desplazamiento de una part́ıcula considerada como trazadora. El
promedio en estas propiedades es realizado sobre un ensemble estad́ıstico de no-equilibrio. En el
espacio de Laplace, las NE-ISFs F (k, z; t) y FS(k, z; t) se escriben como:

F (k, z; t) =
S(k; t)

z + k2D0S−1(k;t)
1+λ(k) ∆ζ∗(z;t)

, (4.5)

y

FS(k, z; t) =
1

z + k2D0

1+λ(k) ∆ζ∗(z;t)

, (4.6)

siendo

λ(k) ≡ 1

1 +
(
k
kc

)2 (4.7)

una función de interpolación [32], donde se determina al parámetro kc emṕıricamente. En el pre-
sente trabajo se utiliza kc = 1.305(2π)/σ, con σ el diámetro de esfera dura, de tal forma que
el arresto dinámico para la interacción de esfera dura predicho con la teoŕıa concuerde con los
resultados de simulación, es decir, que suceda a una fracción en volumen de φC = 0.582 [37].

La solución de este sistema de ecuaciones acoplado que resume a la teoŕıa NE-SCGLE, conforma-
do por (4.1)-(4.6), nos brinda la evolución estructural y dinámica de un fluido que fue enfriado
instantáneamente bajo condiciones de homogeneidad espacial en la densidad. Es importante notar
que con conocer la RTF F = F [n̄;T ], o bien su segunda derivada funcional E [| r − r′ |; n̄;T ],
podremos resolver al sistema de ecuaciones y obtener entonces la evolución de no-equilibrio para
cada una de las propiedades definidas anteriormente S(k; t), b(t), ∆ζ∗(τ ; t), F (k, τ ; t), y FS(k, τ ; t).

4.2. Parámetros de orden dinámico

Como hemos mencionado anteriormente, existe la posibilidad de que tras el quench el sistema no
logre equilibrarse, sino que alcance un estado de arresto dinámico. Es por ello que nos interesa
también evaluar la solución del sistema de ecuaciones en tiempos de correlación muy largos (τ -
grande o z-pequeña). A este análisis se le denomina como soluciones asintóticas estacionarias, y
de aqúı surgen los llamados parámetros de no-ergodicidad :

f(k, t) = ĺım
τ→∞

F (k, τ ; t)

S(k, t)
=

λ(k; t)S(k; t)

λ(k; t)S(k; t) + k2γ(t)
(4.8)

y

fS(k, t) = ĺım
τ→∞

FS(k, τ ; t) =
λ(k; t)

λ(k; t) + k2γ(t)
(4.9)

donde la longitud de localización al cuadrado dependiente del tiempo γ(t) es la solución de:

1

γeq(t)
=

1

6π2n̄

∫ ∞
0

dkk4 [S(k; t)− 1]2 λ2(k; t)

[λ(k; t)S(k; t) + k2γ(t)] [λ(k; t) + k2γ(t)]
. (4.10)
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La solución de γ(t) obtenida a partir de (4.10) junto con la mobilidad b(t) constituyen dos paráme-
tros de orden complementarios, en el sentido de que si γ(t) es finita (o b(t) = 0), entonces el sistema
debe considerarse dinámicamente arrestado al tiempo de espera t, mientras que si γ(t) tiene un
valor infinito , entonces las part́ıculas del sistema mantienen una mobilidad finita, b(t) > 0 y el
sistema se considera ergódico o fluido.

Permı́tanos mencionar que las soluciones estacionarias de (4.1) se simplifican al introducir el cambio
de variable:

u(t) =

∫ t

0
b(t′)dt′, (4.11)

Renombramos a S(k; t) ≡ S∗(k;u(t)) = S∗(k;u), con esto, (4.1) se reescribe como:

∂S∗(k;u)

∂u
= −2k2D0n̄

[
S∗(k;u)− 1

n̄E(f)(k)

]
, (4.12)

cuya solución es de la forma:

S∗(k;u) =
1

n̄E(f)
+

[
S(i)(k)− 1

n̄E(f)(k)

]
e−2k2D0n̄E(f)(k)u(t) (4.13)

donde S(i)(k) es el factor de estructura inicial (de equilibrio, por tanto se relaciona con (2.16)). La
labor de esta función es interpolar entre el valor inicial de equilibrio de Eeq(k; n̄, T (i)) con su valor
final E(f)(k; n̄, T (f)), ayudándonos en la determinación de la forma en que el sistema encuentra
una solución estacionaria. Podemos ahora obtener la evolución del cuadrado de la longitud de
localización γ(t) = γ∗(u(t)) = γ∗(u) tras realizar el quench hasta un cierto estado final a través
de la ecuación:

1

γ∗(u)
=

1

6π2n̄

∫ ∞
0

dkk4 [S∗(k;u)− 1]2λ2(k;u)

[λ(k;u)S∗(k;u) + k2γ∗(u)][λ(k;u) + k2γ∗(u)]
(4.14)

Ahora la condición para encontrar las regiones ergódicas es que γ∗(u) =∞ para todos los tiempos
0 ≤ u ≤ ∞, esto significa que el sistema siempre se equilibra después del quench. Si γ∗(ua) ≡
γ∗a(ua) 6= ∞ después de cierto tiempo ua quiere decir que el sistema se encontraba en la región
difusiva pero después se arresta y ya no logra equilibrarse. El factor de estructura asociado al
tiempo donde el sistema deja de difundirse es:

Sa(k) ≡ S∗(k;ua) =
1

n̄E(f)(k)
+

[
S(i)(k)− 1

n̄E(f)(k)

]
e−2k2D0n̄E(f)ua (4.15)

En resumen, cuando la solución a la ecuación sea de la primera forma, estamos obteniendo estados
clásicos de equilibrio donde la entroṕıa se maximiza y el sistema se equilibra. Si son del segundo tipo
para cuando el sistema alcanza un estado estacionario, su estructura y dinámica es de no-equilibrio,
y los valores a los que llegue en el ĺımite dependerán del protocolo de preparación. Determinando los
tres parámetros de orden dinámico ua(n̄, T

(i), T (f)), γ∗a(n̄, T (i), T (f)) y Sa(k; n̄, T (i), T (f)) podemos
calcular el diagrama de arresto dinámico de cualquier ĺıquido cuyo factor de estructura inicial sea
conocido [34].
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Resumen

En esta sección hemos descrito a las ecuaciones fundamentales de la teoŕıa NE-SCGLE y los
conceptos claves para poder resolverlas. También se ha hablado sobre algunos de los parámetros
de orden dinámico que surgen de resolver la teoŕıa autoconsistente y nos ayudarán a caracterizar
el espacio termodinámico en sus regiones ergódicas y no-ergódicas. Ahora procederemos a aplicar
esta maquinaria en el siguiente caṕıtulo, donde se calcularán diagramas de arresto dinámico para
el sistema HSDY.

29



Caṕıtulo 5

Arresto dinámico para ĺıquidos con
competencia de interacciones

A continuación se presentarán los resultados principales de este trabajo de tesis, esto es la deter-
minación del diagrama de arresto dinámico para un sistema con competencia en interacciones del
tipo SALR, en espećıfico con el potencial de HSDY. Utilizando la teoŕıa NE-SCGLE presentada
en el caṕıtulo anterior, localizamos las regiones ergódicas y no-ergódicas en todo el espacio (φ, T ),
delimitando aśı las regiones de arresto dinámico.

5.1. Transiciones de arresto dinámico utilizando la teoŕıa

NE-SCGLE

La teoŕıa NE-SCGLE combinada con la aproximación propuesta en la Sección 3.1 para obtener al
factor de estructura, nos permite identificar una ĺınea de arresto dinámico para una suspensión con
interacciones tipo SALR, separando aśı las regiones del espacio termodinámico donde el sistema
puede alcanzar el equilibrio (región ergódica) de aquellas que, excluyendo la fase de cristalina,
quedarán atrapadas en un estado dinámicamente arrestado (no-ergódico). Aplicando el criterio de
arresto dinámico utilizando como procedimiento enfriamientos instantáneos e isocóricos, el cual
consiste en determinar el valor de γeq(t) en cada par de puntos (φ, T (f)) a un tiempo de espera t
dando como insumo solamente al factor de estructura de equilibrio inicial Seq(φ, T (i)). Si γeq =∞
a cualquier tiempo el punto en cuestión se encuentra en la región de equilibrio, al contrario, si
γeq(t) adquiere un valor finito en cierto tiempo ta, el sistema en dicho punto se encuentra en una
región de no-equilibrio. Este procedimiento se ha realizado en múltiples sistemas [47, 45, 34, 37],
incluyendo aquellos donde se presentan regiones termodinámicamente inestables como una curva
espinodal.

Como hemos visto en caṕıtulos anteriores, el sistema HSDY al ir aumentando la intensidad de la
repulsión respecto a la interacción atractiva, comienza a surgir otra ĺınea relevante en el diagrama
de fases denominada ĺınea λ, en donde a diferencia de la espinodal, el factor de estructura del
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sistema sufre una divergencia en vectores de onda distintos a cero pero aún aśı pequeños (k < 5).
Seguiremos explorando al sistema con parámetros fijos, manteniendo las siguientes magnitudes
reducidas para la doble Yukawa Z1 = 2.0, K2 = 0.5 y Z2 = 0.5. Una vez que fijamos los paráme-
tros de interacción y determinamos la curva espinodal y λ (véase Figura 3.2), hablaremos del
procedimiento para explorar las regiones con el criterio de no-equilibrio.

Se exploró al sistema realizando quenches desde una temperatura inicial T (i) = 4.0 hasta una
temperatura final T (f) = 0.01 realizados sobre isocoras desde una fracción en volumen alta φ = 0.4
hasta el régimen de densidades bajas, siendo el ĺımite inferior φ = 0.001. Sobre cada isocora
tras hacer el quench se calculaba el parámetro γ∗−1(t), monitoreando el comportamiento de esta
cantidad para cada tiempo de espera y temperatura final. Después cambiamos la temperatura final
del quench, de tal forma que en cada iteración la temperatura final va subiendo, siendo la más alta
de T (f) = 1.3. Una vez recopilada la información que nos brinda la teoŕıa, se realizó un análisis de
datos y se delimitaron las zonas en las cuales γ∗−1 pasa de un valor finito a uno infinito, o bien,
que pasa de un valor finito muy pequeño a otro finito pero de mayor orden de magnitud antes de
ser infinito. Compilando esta información resulta el siguiente diagrama de fases:
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φ

0.1

0.2

0.3

0.4
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Espinodal
Liquido-Vidrio
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Arresto dinamico
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II

III

IV

Figura 5.1: Diagrama de fases para los parámetros Z1 = 2, K2 = 0.5, Z2 = 0.5. Podemos
distinguir entre las distintas regiones termodinámicas.

Hemos delimitado 4 distintas zonas en el espacio termodinámico de este sistema: la región I se
refiere a estados flúıdos completamente ergódicos; es completamente flúıda al no estar en las
vecindades de la ĺınea λ. Debajo de las ĺıneas rojas y de los puntos negros encontramos arresto
dinámico de diferentes naturalezas. En la región II se presenta la transición a una fase modulada
periódica, como son la formación de clústers en forma de lamelas o rayas [13]. En la región III se
presenta formación de geles [34]. Estas 3 primeras regiones, a pesar de que las estructuras en si ya
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no son fluidas ni de equilibrio, presentan un valor de γ∗−1
a finito pero con un orden de magnitud

pequeño. Debajo de la ĺınea roja punteada tendremos la transición de gel-vidrio en la región IV,
esto se infiere a partir del brinco en el valor de γ∗−1

a , donde alcanza órdenes de magnitud de 102.
Es decir, su longitud de localización es muy pequeña, caracteŕıstico de los vidrios. Debajo de la
ĺınea roja sólida se presenta la transición ĺıquido-vidrio.

Presentamos en la siguiente gráfica un análisis del comportamiento de γ∗−1
a (T ) y u−1

a (T ), entrando
en mayor detalle con respecto a los parámetros de orden dinámico.
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Figura 5.2: Dependencia de u−1
a (T ) (ĺınea sólida) y de γ−1

a (T ) (ĺınea discontinua) con res-
pecto a la temperatura final Tf para un proceso de enfriamiento instántaneo a una fracción
de volumen fija φ = 0.2 y desde (a) una temperatura inicial fija T (i) = 4, y (b) T (i) = 0.4.
La flecha naranja discontinua en el recuadro de ésta figura sirve como representanción es-
quemática de este enfriamiento isocórico.

Es relevante mencionar que tanto el comportamiento de γ∗−1
a (T ) como el de u−1

a (T ) presentados
en la Figura 5.2 (a), depende de la temperatura inicial T (i) del quench. Es por ello que en (b)
presentamos la comparación de los comportamientos pero con una T (i) = 0.4. La temperatura en
donde se presentan transiciones no cambia, sin embargo el valor finito que adquieren γ∗−1

a y u−1
a

si es distinto entre (a) y (b).

Vemos un comportamiento muy similar al presentado por Olais-Govea et. al. [34] en el caso HSAY.
Comparten la misma tendencia: a bajas temperaturas γa (ĺınea roja punteada) es muy pequeña,
lo que nos indica que el sistema está vitrificado. Mientras sube la temperatura hasta Tc, hay un
abrupto salto en el orden de magnitud de γa, lo que denota una transición a un gel. Sin embargo la
diferencia radica en que cuando no hay repulsiones presentes, el valor de γ∗−1

a comienza a disminuir
rápidamente en temperaturas mayores a Tc (con una tendencia de ley de potencias divergente)
hasta llegar a cero, lo que indica que el sistema alcanza a fluir nuevamente. Dicho comportamiento
en nuestro sistema no ocurre. Podemos notar que no hay una continuidad en la evolución hacia la
fluidez; solo se trunca en un valor aún finito (pero pequeño) de γ∗−1

a tras pasar por la temperatura
de la ĺınea λ Tλ. La transición a la fase fluida es discontinua, a diferencia de cuando solo hay
atracciones presentes.
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La tendencia de u−1
a es muy similar, a bajas temperaturas al sistema le toma muy poco tiempo

llegar a un estado arrestado. Conforme la temperatura sube hasta llegar a Tc, hay un salto en el
orden de magnitud de u−1

a . Pero ahora podemos notar que esta cantidad si decae a cero como una
ley de potencias. Esto nos indica que el sistema siempre se encontrará fluido hasta llegar a una
temperatura Ta distinta de Tλ y ligeramente mayor. Tal observación es relevante puesto que el
factor de estructura en el cual se presenta el arresto dinámico aún no posee ninguna divergencia, sin
embargo, el pico en vectores de onda pequeños en temperaturas próximas a Tλ es ya muy grande.
En este sentido, se puede utilizar incluso al criterio de arresto dinámico que utiliza la versión de
equilibrio de la teoŕıa SCGLE [10]. Se calculó la transición al arresto dinámico utilizando al criterio
de equilibrio como al de no-equilibrio llegando a los mismos resultados, concluyendo que a pesar
de ser métodos diferentes se llega a la misma transición de arresto dinámico. Concluimos que la
naturaleza del arresto está determinada por el factor de clusterización del sistema en ese punto
del espacio termodinámico. La altura máxima del factor de estructura crece a mayores fracciones
en volumen. Aunando los resultados de la teoŕıa NE-SCGLE, determinamos que estos factores de
estructura ya no están representando a una fase fluida, sino arrestada dinámicamente.

Por otro lado, es interesante la comparación entre la continuación de la ĺınea de arresto con el caso
HSAY. Al haber solo atracciones, es dentro de la región espinodal donde los factores de estructura
de equilibrio no tienen ningún sentido termodinámico al tener divergencias; se observó que la ĺınea
de arresto dinámico en un punto de intersección con la espinodal que para Z1 = 2.0 es φ = 0.33
y T = 0.45. A partir de ah́ı el criterio de arresto nos indica que hay una bifurcación: un camino
penetra la espinodal y continua por dentro delimitando la transición gel-vidrio, y el otro se postra
sobre la ĺınea espinodal, denotando una transición ĺıquido-gel [34]. Al añadir repulsiones, surge la
ĺınea λ. Contrario al caso atractivo, el punto de intersección ahora es con la ĺınea λ. Dados los
parámetros Z1 = 2.0, K2 = 0.5 y Z2 = 0.5 se presenta en φ = 0.276 y T = 0.289. Y esta vez
el arresto dinámico tras bifurcarse un camino va casi sobre la ĺınea λ, denotando el arresto en
temperaturas ligeramente mayores a las de Tλ, mientras que el otro atraviesa la ĺınea λ y a la
región espinodal marcando la transición gel-vidrio. A nivel de exploración en el parámetro γ−1

a el
sistema no marca otra región de arresto que camine sobre la curva espinodal, tal como en el caso
HSAY, sino que es reemplazada por la nueva ĺınea de divergencias λ.

Resumen

Se ha presentado el diagrama de arresto dinámico para un sistema HSDY utilizando la metodoloǵıa
presentada por la teoŕıa NE-SCGLE, la cual nos permite acceder en regiones de no-equilibrio
termodinámico y obtener la información estructural necesaria para poder calcular la evolución
temporal de sus propiedades dinámicas. Hemos encontrado la ĺınea de transición ĺıquido-vidrio,
ĺıquido-gel y gel-vidrio, aśı como encontrado grandes diferencias con el caso HSAY al comparar el
panorama de su diagrama de fases. La región λ juega un papel muy importante ahora en sistemas
con competencia de interacciones; y aśı como surgieron IV regiones de interés podemos continuar
con la exploración del sistema utilizando ahora la información dinámica que nos brinda la teoŕıa
NE-SCGLE.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y perspectivas

Durante el desarrollo de este trabajo, hemos centrado parte de nuestra investigación en describir
teóricamente las propiedades estructurales de suspensiones coloidales caracterizadas por la pre-
sencia de interacciones en competencia. De esta manera, se emplearon distintas metodoloǵıas para
determinar los factores de estructura para un potencial modelo HSDY. Dicha propiedad estruc-
tural se utilizó como insumo externo de la teoŕıa NE-SCGLE para la generación de los primeros
diagramas de fases amorfas de no equilibrio de dichos sistemas. De esta manera, gran parte de este
trabajo fue dedicado a determinar los diversos escenarios de arresto dinámico que puede surgir
al considerar ĺıquidos con competencia en sus interacciones, espećıficamente en los casos donde se
tienen atracciones de corto alcance y repulsiones de largo alcance.

En este contexto, nuestro estudio se ha limitado al caso donde los parámetros asociados a la
parte atractiva son conocidos. En particular, hemos utilizado los mismos valores de amplitud
y alcance que en el trabajo de Olais-Govea et. al. [34], para aśı poder diferenciar entre tener
meramente atracciones, a cuando se van intensificando poco a poco las repulsiones. De esta manera,
la Figura 5.1 resume nuestra contribución original al entendimiento de las fases arrestadas de no-
equilibrio en un modelo de ĺıquido SALR: Para los ĺıquidos con potencial modelo HSDY la teoŕıa
NE-SCGLE predice que la ĺınea de transición ĺıquido-vidrio de alta densidad cuyo ĺımite de alta
temperatura corresponde a la conocida transición v́ıtrea de la esfera dura, a menor temperatura se
cruza con la llamada curva λ y continúa dentro de la región espinodal como una ĺınea de transición
gel-vidrio.

En este punto debemos de aclarar que la construcción de la Figura 5.1 fue sólo basada en el análisis
de los parámetros de orden dinámico γ∗−1

a (T ) y u−1
a (T ), no obstante, la teoŕıa NE-SCGLE nos

brinda otra clase de análisis más enriquecedor al monitorear las propiedades dinámicas del sistema
en cada una de las regiones de la Figura 5.1. Por supuesto, el reto técnico radica entonces en
resolver las ecuaciones completas de dicha teoŕıa y con ello poder determinar, de manera análoga
a [34, 36], los posibles régimenes de gelación y/o clusterización presentes en sistemas HSDY, al
analizar el comportamiento de la movilidad, la magnitud de los tiempos de latencia, los factores
de estructura de no-equilibrio, etc,. Aunque dicho anaĺısis queda fuera del alcance de este trabajo,
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esperamos que la metodoloǵıa y el análisis presentado aqúı sirva como referencia para un estudio y
caracterización subsecuente de ĺıqudos SALR que pueda contrastarse con resultados experimentales
y/o de simulación como los reportados en [8] o [17], y que además sirvieron de motivación para el
desarrollo del presente tema de tesis.
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Apéndice A

Factor de estructura y propiedades
termodinámicas para los potenciales
HS y HSAY

El insumo de la teoŕıa NE-SCGLE es la función termodinámica 4.2, la cuál está relacionada con
la función de correlación directa. Es necesario tener expresiones anaĺıticas capaces de calcular esta
propiedad. Por ello en este apéndice se explicará la manera de resolver la ecuación de OZ 2.12
para potenciales de interacción espećıficos como lo son HS, HSAY, MP y HSRY.

A.1. Modelo de esferas duras (HS)

El sistema más simple que se puede estudiar es el llamado de esferas duras (HS), el cual consiste en
N part́ıculas esféricas impenetrables en un volumen V cuyo potencial a pares está definido como:

βu(r) =

{
∞, si r < σ
0, si r > σ,

(A.1)

siendo r = |~r − ~r′| y σ el diámetro de las part́ıculas. Dados el parámetro σ, el espacio termo-
dinámico estará descrito por la densidad numérica que en su forma adimensional reescribiremos
como n∗ ≡ ρσ3. En la práctica utilizamos a σ como unidad de longitud, entonces referiremos a
n = n∗.

A.1.1. Función de correlación directa

Utilizando la cerradura de Percus-Yevick [54], Wertheim [59] encontró una solución anaĺıtica,
resultando en la siguiente expresión para la función de correlación directa:

c(x) =

{
α+ βx+ γx2 + δx3, si x < 1
0, si x > 1,

(A.2)
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donde x = r/σ y
α = −(1 + 2φ)2/(1− φ)4

β = 6φ

(
1 +

1

2
φ

)2

/(1− φ)4

γ = 0

δ = −φ(1 + 2φ)2/2(1− φ)4

siendo φ = π
6n la fracción en volumen. Calculando la transformada de Fourier (TF) de (A.2):

nc(k) = n

∫
eikx cos θc(x)x2 sin θ dx dθ dφ (A.3)

donde redefinimos k = kσ. De aqúı se sigue:

CHS(k) = ncHS(k) =
24φ

k

[
α

(
sin (k)− k cos (k)

k2

)
+ β

((
−k2 + 2

)
cos (k) + 2k sin (k)− 2

k3

)

+δ

((
−k4 + 12k2 − 24

)
cos (k) +

(
4k3 − 24k

)
sin (k) + 24

k5

)]
,

(A.4)
Recordando la relación entre el factor de estructura y la función de correlación directa, dada por
la ecuación (2.14), obtenemos finalmente la estructura estática para un fluido de esferas duras.

El factor de estructura obtenido utilizando esta metodoloǵıa reproduce resultados experimentales
hasta una fracción en volumen de aproximadamente 0.3. Verlet y Weis [60] propusieron el siguiente
reescalamiento para la fracción en volumen y el diámetro de las part́ıculas:

φV W = φ− 1

16
φ2,

σV W = σ

(
φV W

φ

)1/3

.

(A.5)

A.1.2. Factor de estructura

Utilizando estas redefiniciones en (A.4), las estructuras reproducen resultados de simulaciones
para fracciones en volumen mayores. De ahora en adelante, siempre que se haga referencia a la
función de correlación directa de esfera dura, estaremos refiriéndonos a la obtenida al resolver la
ecuación de Ornstein-Zernicke utilizando la cerradura de Percus-Yevick y la corrección de Verlet-
Weis (PYVW). En la siguiente figura se presentan diferentes factores de estructura, donde se vaŕıa
la fracción en volumen.
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Figura A.1: Factor de estructura para el modelo de esferas duras a distintas fracciones en
volumen.

Se puede notar que el pico principal en el factor de estructura es más alto entre mayor la fracción
en volumen. A menores fracciones en volumen nos encontramos con un ĺıquido muy diluido; las
part́ıculas no chocan entre ellas y por eso pareceŕıa no haber interacción, emulando al modelo de
gas ideal.

A.2. Modelo de esferas duras más Yukawa Atractiva

(HS+AY)

Para este caso, consideremos a un ĺıquido formado por N part́ıculas contenidas en un volumen V
interactuando por medio del potencial par:

uHSAY (r) = uHS(r) + uA(r), (A.6)

el cual consiste en un potencial de referencia, que es el de esfera dura descrito en la subsección
anterior, más una cola atractiva del tipo Yukawa. El potencial en concreto toma la forma:

βuHSAY (x) =

{
∞, si x < 1

−K1
exp[−Z1(x−1)]

x , si x > 1,
(A.7)

donde K1 es la profundidad del pozo atractivo en el contacto y Z1 es el inverso del rango de
interacción atractiva. Dados los parámetros σ, K1 y Z1, el espacio termodinámico estará descrito
por dos variables macroscópicas, estas son n y la temperatura absoluta T , que en su forma adi-
mensional reescribiremos como T ∗ ≡ kBT/K1. Siendo kB/K1 la unidad de temperatura en este
caso, nos redefiniremos nuestra notación como T = T ∗.
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A.2.1. Función de correlación directa

Una vez descrito el potencial de interacción, para obtener el factor de estructura de este sistema
necesitamos resolver la ecuación de Ornstein-Zernicke (2.14) con alguna cerradura. Para este tipo
de potencial hay distintas rutas que uno puede tomar y obtener la función de correlación directa
correspondiente, dos muy utilizadas en la literatura son la solución anaĺıtica encontrada por Høye
y Blum [55], aśı como el método anaĺıtico presentado por Hayter y Penfold [61]. Si bien ambas
metodoloǵıas son anaĺıticas, hay pequeños detalles que nos llevan a descartar utilizar sus resultados,
como el hecho de que la compresibilidad isotérmica está definida positiva y para poder estudiar al
sistema en regiones termodinámicamente inestables (es decir, donde la compresibilidad isotérmica
se vuelve negativa) se marca un punto final incluso antes de intentar explorar dichas regiones.

Dicho esto, la metodoloǵıa que se utilizará para este potencial es la propuesta por Sharma y
Sharma [56], donde el pozo atractivo es tomado como una perturbación al potencial de referencia,
proponiendo entonces que la función de correlación directa tome la forma:

c(k) = cHS(k)− βuA(k) (A.8)

siendo cHS(k) la TF de la función de correlación directa para esfera dura, y uA(k) la TF de (A.7):

βuA(k) = 4πβ

∫ ∞
1

sin kx

k
uHSAY (x)x dx

Entonces:

CHSAY (k) = CHS(k) +
24φ

T

[
Z1 sin k + k cos k

k(k2 + Z2
1 )

]
(A.9)

Nuevamente, utilizando (A.9) en (2.14), obtendremos el factor de estructura estático para el po-
tencial de esfera dura más Yukawa atractiva (HSAY). En la siguiente figura se muestran distintos
factores de estructura, fijando la temperatura en T = 0.85 y a Z1 = 2.0. Esta temperatura es
relevante pues es justo arriba de la espinodal para este parámetro Z1 (en la siguiente sección se
entrará en más detalles sobre el diagrama de fases).
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Figura A.2: Factor de estructura para el modelo HSAY con T = 0.85 y Z1 = 2.0 a distintas
fracciones en volumen.

Variando a la fracción en volumen, vemos que a bajas densidades hay un gran pico en vectores de
onda pequeños, avecinando la divergencia en k = 0 cuando se entra a la curva espinodal. En cambio,
en φ = 0.5 vemos que el pico principal crece en comparación a los demás, señal caracteŕıstica de
que el sistema ha vitrificado.

A.2.2. Diagrama de fases

El escenario termodinámico que surge con este modelo es mucho más complejo comparado con
lo obtenido utilizando puras esferas duras. Es interesante localizar las regiones de inestabilidad y
ver cómo cambia el comportamiento del factor de estructura dependiendo de la región en que nos
encontremos. Por la manera en que estamos calculando el factor de estructura, podemos encontrar
anaĺıticamente la expresión en la cual la compresibilidad isotérmica se vuelve cero al evaluar en
S(k) = 0. Evaluando (A.9) en k = 0:

C(0) = 24 [φV W cHS(0) + φcAY (0)] (A.10)

con

cHS(0) =
α

3
+
β

4
+
δ

6
(A.11)

cAY (0) = K1

(
Z1 + 1

Z2
1

)
(A.12)

A la ecuación de la compresibilidad (2.20) podemos redefinirla en términos de la compresibilidad
isotérmica del gas ideal como:

ĺım
k→0

S(k) =
χT

χTideal
(A.13)
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En términos de la función de correlación directa:

χT
χTideal

=
1

1− C(0)
=

1

1− 24 [φV W cHS(0) + φcAY (0)]

pero, veamos que
χTideal
χTHS

= 1− 24φV W

(
α

3
+
β

4
+
δ

6

)
(A.14)

entonces podemos escribir (
χTideal
χT

)
=

(
χTideal
χTHS

)
− 24φ

T

(
Z1 + 1

Z2
1

)
(A.15)

Cuando el inverso de la compresibilidad isotérmica es igual a cero, un valor que no tiene significado
f́ısico pues implica presiones negativas, es que en el espacio termodinámico nos encontramos dentro
de la curva espinodal. Igualando la ecuación anterior a cero y resolviendo para la temperatura,
tendremos la temperatura de la curva espinodal en función de la fracción en volumen:(

χTideal
χTHS

)
− 24φ

TS

(
Z1 + 1

Z2
1

)
= 0 (A.16)

TS(φ) =

(
χTHS

χTideal

)
24φ

(
Z1 + 1

Z2
1

)
(A.17)

A continuación se muestran las distintas curvas espinodales obtenidas a partir de la ecuación
(A.15):

Figura A.3: Curva espinodal para distintos valores de Z1.

Como podemos ver, la espinodal tiene un máximo en cierta fracción en volumen y temperatura
cŕıtica. Para encontrarlos, maximizamos la ecuación (A.17), esto es:

dTS
dφ

=
d

dφ

[(
χTHS

χTideal

)
24φ

(
Z1 + 1

Z2
1

)]
= 0 (A.18)
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Tras hacer este cálculo, encontramos que

TC ≈
3

2.65031

(Z1 + 1)

Z1
(A.19)

Una vez definida la región inestable del sistema, podemos comparar los factores de estructura
dentro y fuera de la espinodal para analizar la naturaleza de su divergencia, como se muestra en
la siguiente figura, donde graficamos S(k)−1:
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Figura A.4: Inverso del factor de estructura para el modelo HSAY con diferentes tempera-
turas, ilustrando la divergencia en el vector de onda k = 0.

Vemos que en la temperatura más alta T = 0.85 no muestra ningún cero en el factor de estructura,
aunque en la figura A.2 vemos que hay un gran pico en k-pequeñas. Bajando un poco más la
temperatura a T = 0.8, notamos un cero justo en k = 0, la divergencia en S(k) caracteŕıstica de que
ya nos encontramos en una región de inestabilidad termodinámica. Bajando más la temperatura,
hasta T = 0.6, esa divergencia se marca incluso más.

Se hace énfasis en que la divergencia en el factor de estructura cuando se entra a la espinodal
se encuentra en el vector de onda k = 0, ya que en el caso de interés (SALR), encontraremos
fenomenoloǵıa de novedad y que también incluye divergencias en S(k), pero en diferentes vectores
de onda.
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A.3. Modelo de esferas duras más Yukawa Repulsiva

(HS+RY)

Considerando ahora la versión repulsiva del potencial A.7, tendremos:

βuHSRY (x) =

{
∞, si x < 1

K2
exp[−Z2(x−1)]

x , si x > 1,
(A.20)

donde K2 es la altura de la barrera repulsiva en el contacto y Z2 es el inverso del rango de
interacción repulsiva. Teniendo definido el potencial ahora debemos encontrar una cerradura para
resolver 2.12.

A.3.1. Correspondencia entre MP y HS+RY

La estructura para el potencial de HS+RY puede calcularse siguiendo la sección III del art́ıculo
“Rescaled Mean Spherical Approximation for Colloidal Mixtures” [57]. Este art́ıculo establece una
relación entre el Modelo Primitivo, que es un sistema de mezcla de esferas duras cargadas, y el
potencial de Yukawa Repulsiva con núcleos duros. En este caso utilizaremos dos tipos de especies,
macroiones con radio finito y contraiones puntuales. Siguiendo la metodoloǵıa expuesta en dicho
art́ıculo, el modelo primitivo se utiliza como una herramienta numérica para poder obtener una
función de correlación directa efectiva que representa la función de correlación directa de un
potencial de Yukawa Repulsiva, esta es:

Ceff (k∗) = CMM (k∗) +
CMC(k∗)CMC(k∗)

1− CCC(k∗)
(A.21)

donde los sub́ındices indican el elemento de matriz que relaciona a macroiones con contraiones
respectivamente. Para esto, necesitamos calcular las funciones de correlación directa para el sistema
del Modelo Primitivo, como haremos a continuación.

A.4. Modelo Primitivo y Aproximación Esférica Me-

dia

El modelo primitivo consiste en un flúıdo de n-especies de esferas duras, con cargas y diáme-
tros asimétricos, inmersas en un medio uniforme de constante dieléctrica ε. La única restricción
impuesta sobre el sistema es que cumpla con la condición de electroneutralidad:

n∑
i=1

ρizi = 0, (A.22)

donde ρi es la concentración de la especie i y zi su carga en unidades de e. Dicha aproximación
tiene la forma:

hij(r) = −1 si r ≤ σij ,
cij(r) = −βuij(r) si r > σij ,

(A.23)
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donde

σij =
σi + σj

2
(A.24)

es la distancia de máxima aproximación entre el ión i y el ión j. Para el modelo primitivo, uij(r)
representa la interacción entre iones, dado por el potencial coulómbico:

uij(r) =

{
∞, si r ≤ σij
e2

ε
zizj
r , si r > σij .

(A.25)

Utilizando la cerradura de la aproximación esférica media (MSA) obtendremos una expresión para
las funciones de correlación directa en conjunto con la ecuación de OZ en su versión para mezclas.
En el caso de modelo primitivo, fue resuelta anaĺıticamente por Blum [55] e Hiroike para asimetŕıa
en diámetros y en carga [62]. La relación entre las propiedades termodinámicas quedan en términos
del parámetro Γ:

Γ2 =
πe2

εkBT
D(Γ), (A.26)

con kB la constante de Boltzmann, T la temperatura y D(Γ) definida por:

D(Γ) ≡
n∑
i=1

ρi(zi +Niσi)
2, (A.27)

donde las Ni se obtienen del sistema de ecuaciones lineales:

− (zi +Niσi)Γ = Ni + cσi

n∑
j=1

ρjσj(zj +Njσj) (A.28)

y c está dada por:

c ≡
(π

2

)[
1−

(π
6

) n∑
i=1

ρiσ
3
i

]−1

. (A.29)

Definimos la cantidad:
Xi ≡ zi +Niσi. (A.30)

Sustituyendo (A.30) en (A.27) y después en el sistema (A.28), se determina Xi y reescribimos
D(Γ) como:

D(Γ) =

n∑
i=1

ρiX
2
i (A.31)

y con ello:

Xi =
zi

1 + Γσi
− cσ2

i

1 + Γσi

∑n
j=1 ρjσjzi(1 + Γσj)

−1

1 + c
∑n

j=1 ρjσ
3
j (1 + Γσj)−1

. (A.32)

Usando A.30 y A.32 definimos la cantidad:

Ni + ΓXi

σi
= − cσ2

i

1 + Γσi

∑n
j=1 ρjσjzi(1 + Γσj)

−1

1 + c
∑n

j=1 ρjσ
3
j (1 + Γσj)−1

≡ −cA (A.33)
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entonces:
Ni + ΓXi = −cAσi (A.34)

Este cambio de variable nos permitirá admitir diámetros puntuales. Cuando σi < σj y 0 ≤ r ≤
(σj − σi)/2, las funciones de correlación directa son:

cij(r) = c
(0)
ij (r)− 2e2

εkBT

[
−ziNj − cAσiXi −

σ3
i

3
(cA)2

]
. (A.35)

Cuando σi < σj y (σj − σi)/2 ≤ r < σij , las funciones están dadas por:

rcij(r)− rc(0)
ij (r) =

e2

εkBT

[
(σi − σj)2

4

(
(Xi +Xj)cA−

1

4

(
(cA)2(σi + σj)

2 − 4NiNj

))
−
(

(Xi −Xj)(Ni −Nj) + (X2
i +X2

j )Γ + (σi + σj)NiNj −
1

3

(
(cA)2(σ3

i + σ3
j )
))

r

+

(
(−cA)(Xi +Xj) +NiNj −

1

2

(
(cA)2(σ2

i + σ2
j )
))

r2 +
1

3
(cA)2r4

]
,

(A.36)

donde c
(0)
ij (r) es la función de correlación directa para una mezcla de esferas duras neutras en la

aproximación de Percus-Yevick.

Las ecuaciones (A.35) y (A.36) nos proporcionan la matriz de funciones de correlación directa para
el modelo primitivo. Tomando la transformada de Fourier de cada elemento de matriz:

Cij(k) = 4π
√
ρiρj

∫ ∞
0

sin kr

kr
r2cij(r)dr. (A.37)

obtenemos la matriz total C(k), y sustituyendo en:

S(k) = [I − C(k)]−1 , (A.38)

obtenemos la matriz de factores de estructura.

A.5. HS+RY efectivo: Funcionamiento del programa

A continuación se enlistan los pasos que realiza el programa para calcular la estructura a la fecha:

a. Se ingresa amplitud y alcance de la Yukawa Repulsiva, la fracción en volumen de los macro-
iones, aśı como la temperatura reducida sabiendo que T ∗RY = 1

LBZ1
, donde LB es la Longitud

de Bjerrum. (Ojo: se hace la distinción entre la T ∗RY y T ∗AY pues están reducidas de diferente
manera, aún no llego a la parte donde tengo que usar las dos expresiones a la vez por lo que
no se ha concretado sobre cual temperatura se reducirá el sistema total).
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b. Se resuelve un sistema de ecuaciones que traduce los parámetros de la RY a las cargas
equivalentes en un modelo primitivo. Primero se obtiene la carga del contraion:

zC =
T ∗RY zMZ

2
2

24η

y después se tiene que cumplir la siguiente relación:

AeZ2 = LBz
2
M

(
cosh

1

2
Z2 + UM

(
1

2
Z2 cosh

1

2
Z2 − sinh

1

2
Z2

))2

donde UM = 3

∆( 1
2
Z2)

3

(
η + 1

1
2
Z2

(
Y (Γ)
zM
− 1
))

y ∆ y X(Γ) son funciones calculadas en el

modelo primitivo cuyas expresiones se encuentran en la sección 2 de [57]. Como se utiliza
al MP como una herramienta numérica las valencias obtenidas no siempre serán números
enteros.

c. Al tener las cargas de entrada, se calcula la matriz de correlaciones directas para el MP.

d. Utilizando (A.21), se calcula la función de correlación directa equivalente para la Yukawa
Repulsiva.

Lo siguiente es:

Reducir la temperatura del potencial total.

Añadir como perturbación la parte atractiva del potencial.
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Apéndice B

Segundo coeficiente del virial

Como se mencionó en la introducción, una de las motivaciones para incursionar en el estudio de
potenciales con competencia en interacciones es el comparar resultados con datos duros experi-
mentales y de simulación que ya se han reportado. En espećıfico, Platten et. al [8, 48] trabajaron
con un sistema de protéınas cargadas disueltas en un medio con sales, donde vaŕıan en cada me-
dición la cantidad de sales y el pH de la muestra. Midieron la ĺınea binodal y su respectiva curva
de arresto, aśı como el segundo coeficiente del virial b2 a diferentes concentraciones de sales.

Sabemos que el segundo coeficiente del virial se relaciona directamente con el potencial de inter-
acción, y si dicho potencial tiene simetŕıa esférica entonces podemos definirlo como:

B2 = −2π

∫ ∞
0

(e−βu(r) − 1)r2dr (B.1)

El coeficiente del virial normalizado b2 es:

b2 =
B2

BHS
2

, donde BHS
2 =

2πσ3

3

Dichas curvas pueden ser reproducidas utilizando cierto modelo de potencial que debe ser propuesto
considerando las condiciones del sistema experimental. Como primera aproximación, se propuso
utilizar un modelo de interacción donde se incluyen atracciones de corto alcance, tal es el caso de
una coraza dura más una cola atractiva, como un pozo cuadrado o una Yukawa. A continuación se
presentarán los cálculos realizados para obtener el segundo coeficiente del virial para un sistema
de esfera dura más Yukawa atractiva.

B.1. Modelo HS+AY

Consideremos el potencial par

u(r) = u0(r)− εexp[−z(r/σ − 1)]

(r/σ)
(B.2)
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donde el potencial de referencia u0(r) es el potencial de HS:

u0(r) =

{
∞, si r < σ
0, si r > σ.

(B.3)

B.1.1. Segundo coeficiente del virial

Calculando B2 para el potencial definido en la ecuación (B.2), tenemos que:

B2(T ) = 2π

∫ σ

0
r2dr − 2π

∫ ∞
σ

(exp

{(
βε

exp[−z(r/σ − 1)]

(r/σ)

)}
− 1)r2dr

Haciendo los siguientes cambios de variable:

x ≡ r

σ
T ∗ ≡ kBT

ε

Tenemos que:

B2(T ∗) =
2πσ3

3
− 2πσ3

∫ ∞
1

(exp

{(
1

T ∗
exp[−z(x− 1)]

x

)}
− 1)x2dx

Ahora, definiendo

B∗2(T ∗) =
B2(T ∗)

b0
, donde b0 =

2πσ3

3

tendremos finalmente

B∗2(T ∗) = 1− 3

∫ ∞
1

(exp

{(
1

T ∗
exp[−z(x− 1)]

x

)}
− 1)x2dx

Resolviendo la integral numéricamente se presenta en la figura B.1 al segundo coeficiente del virial
para el potencial HS+AY con distintos valores de z.

Figura B.1: B∗2(T ∗) de HS+AY para distintos valores de z.
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Sin embargo, una buena aproximación debe incluir interacciones atractivas de corto alcance y
repulsivas de largo alcance, dado que es un sistema que por la cantidad de sales se verá apantallada
su interacción coulómbica. Incluso al comparar con el B∗2(T ∗) experimental encontramos que no
se asemejan cualitativamente.

Por esta razón, se decidió utilizar como modelo de potencial uno del tipo SALR, pues es un po-
tencial de coraza dura y adicionalmente tiene dos tipos de Yukawa, una parte repulsiva y otra
atractiva. El poder caracterizar este tipo de sistema permitirá la comparación directa con resul-
tados experimentales.
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M. Chávez-Páez, and M. Medina-Noyola. Dynamic arrest within the self-consistent gene-
ralized langevin equation of colloid dynamics. Phys. Rev. E, 76:041504, Oct 2007.
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