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Resumen

En el presente trabajo de tesis doctoral se plante6 el problema de caracterizar, mediante la aproximacion
de cadena hipertejida/aproximacion esférica media (HNC/MSA, por sus siglas en inglés), la nube iénica
(o doble capa eléctrica) que rodea a una macroparticula central esférica inmersa en una solucién i6nica
compuesta por un nimero arbitrario de especies iénicas asimétricas en tamano y carga; tal descripciéon de
la atmosfera iénica incluye correlaciones iénicas y efectos de volumen excluido. Asimismo, se obtuvieron
los kerneles correspondientes a la doble capa eléctrica en presencia de un electrodo plano, infinito y
uniformemente cargado, al tomar el caso limite de una macroparticula central esférica de radio infinito.
Ambas formulaciones tedricas se resolvieron numéricamente mediante la aplicacién del Método de Elemento
Finito, en una formulaciéon general y computacionalmente eficiente, que esta limitada tinicamente por
el hardware disponible. Ademés, como parte de nuestra formulacién general, el software desarrollado
es capaz de recuperar resultados predichos por la teoria de Poisson-Boltzmann de iones puntuales con
diferentes distancias de maximo acercamiento. Los resultados obtenidos via nuestra implementacién, para
la aproximacién HNC/MSA, tanto para el caso esférico como el caso plano, muestran un muy buen acuerdo
comparados con datos obtenidos mediante simulaciones de dindmica molecular y de Monte Carlo para

sistemas multicomponentes, con alta asimetria en tamafo y carga.
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Abstract

In the present doctoral thesis, we posed the problem of characterizing, through the hypernetted-
chain/mean spherical approximation (HNC/MSA closure), the ionic cloud (or electrical double layer) that
surrounds a central spherical particle immersed in an ionic solution composed of an arbitrary number of
species, all of them asymmetric in size and charge; this description includes ionic correlations and excluded
volume effects. In addition, we obtained the kernels corresponding to the electrical double layer in the
presence of a flat, infinite, and uniformly charged electrode by taking the limit case of a central spherical
macroparticle of infinite radius. Both theoretical formulations were solved numerically by applying the
finite element method in a general and computationally efficient formulation, which is only limited by the
available hardware. Moreover, as a part of our general formulation, the developed software can recover
results predicted by the Poisson-Boltzmann theory of point ions with different distances of closest approach.
The results obtained by our implementation for the HNC/MSA approximation, both for the spherical and
the flat case, show a very good agreement compared to data obtained through molecular dynamics and

Monte Carlo simulations for multicomponent systems with high asymmetries in size and charge.
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1. Introduccion

1.1. Los sistemas coloidales

De forma simple y facil de entender, podemos definir a un coloide como cualquier particula material
cuyas dimensiones se encuentren dentro del rango de 1072 m (1 nm) a 107% m (1 gm) [1]. Dependiendo
del estado de la materia de la particula coloidal y del medio en que se dispersa, podemos distinguir una

amplia variedad de sistemas coloidales, los cuales se ejemplifican en la siguiente tabla.

Tabla 1.1: Clases y ejemplos de sistemas coloidales. Adaptado de [2]

. i . Ejemplos
Sistema Particula Medio
Tecnologia Biologia Naturaleza
sol sélido liquido pinturas rios, hielo, lodo
L ) niebla, rios
espuma gas liquido extintores .
contaminados
» o o medicamentos, membranas
emulsion liquido liquido .
leche, mayonesa biolégicas

L humo, spray L
aerosol liquido gas expectoracion nubes
para cabello

. inhaladores,
aerosol solido gas o polen humo
poliestireno
espuma . . . ,
. gas solido zeolitas piedra pémez
solida
materiales . L. depositos de
liquido sélido pasta dental perla .
porosos aceites
» materiales
suspension . .
(lid sélido sélido compuestos hueso madera
solida
(plasticos)

Con base en la tabla 1.1, resulta evidente la ubicuidad de los sistemas coloidales en nuestra vida diaria
[2], 1o cual justifica su enorme relevancia tanto cientifica como tecnolégica, principalmente en areas como la
fisica, la biologia o la ciencia de materiales [1]. No obstante, de entre todos los tipos de sistemas coloidales,
las emulsiones y los soles resultan de mayor interés desde el punto de vista humano, ya que que los sistemas
vivos estamos constituidos por proteinas, polielectrolitos y moléculas anfifilicas contenidas en un medio
liquido, las cuales por su tamano, poseen propiedades coloidales. Asimismo, en el drea médica, los sistemas
coloidales se ven involucrados en una amplia variedad de procesos, yendo desde el método de preparaciéon
hasta la mejora de la absorcién y biodisponibilidad de medicamentos, ya sea mediante su encapsulamiento
en liposomas o mediante la funcionalizacién superficial de nanoparticulas del agente activo [3].

De manera general, las suspensiones y soles pueden ser considerados fluidos Coulémbicos, los cuales se
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definen como una coleccién de particulas cargadas, ya sean éstas iones pequefios (como Na™), nanoparticulas
cargadas o macromoléculas (como proteinas o membranas), dispersas en un medio acuoso [4]. En este
contexto, una de las caracteristicas més notorias de las suspensiones coloidales es la dominante presencia
de fuerzas eléctricas entre los componentes de la fase dispersa [5]. Dichas fuerzas influyen enormemente en
las caracteristicas estructurales del sistema y, en consecuencia, desempenian un papel fundamental en el

comportamiento global de este tipo de sustancias.

1.2. ;Qué es la doble capa eléctrica?

Generalmente, cuando una particula coloidal entra en contacto con solvente polar, digase el agua,
por efecto de la adsorcién o desorcion de iones, el coloide adquiere una carga eléctrica en su superficie.
Dicha electrificaciéon impacta en la organizacion de los iones circundantes del medio polar, de modo que los
iones con carga opuesta (conocidos como contraiones) sufren una atraccién hacia la superficie del coloide
mientras que los iones con carga similar (conocidos como coiones) son repelidos y se alejan de la superficie.
Esta interaccién eléctrica, en conjunto con los efectos de agitacién térmica, producen la formacién de una
Doble Capa Eléctrica (DCE) [1].

Contra-ion positivo )
Co-ion negativo *] Q )
V -
\ -’
Qg 9
G2 o o @ e @
) o
ovy. Qg ¥ v
Yoo o
Coloide altamente Yo PN
negativo LSO Q
g ) vJ‘J o ‘Ju -
AYgEe . U
SEOAY) 95 ¥ Qo
Capa de Stern P, o
P ..;".‘_;‘-’ Qv
v v e ¥ 9
Capa Difusa & Y9

Tones en equilibrio = Q
con la solucion ]
e ©

Figura 1.1: Dos maneras de visualizar la doble capa eléctrica alrededor de una particula coloidal esférica inmsersa en

un medio idnico

La doble capa eléctrica estd compuesta por dos capas paralelas o adyacentes que envuelven la superficie
macroparticula coloidal. La capa més interna, llamada capa de Stern, estd formada principalmente por
contraiones que se adhieren a la superficie del coloide a través de interacciones electrostaticas. En contraste,
la capa externa, llamada capa difusa, estd compuesta por una nube de iones positivos y negativos que se
distribuyen en funciéon del movimiento asociado a la temperatura del sistema y de las fuerzas eléctricas

generadas por la capa de Stern y la superficie de la particula coloidal. La figura 1.1 ilustra la estructura de
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la doble capa eléctrica alrededor de una particula coloidal esférica cargada negativamente.

Dado que la teoria de la DCE es empleada en suspensiones coloidales para describir la estructura
de la atmosfera idnica alrededor de una superficie cargada, el formalismo ofrecido por esta teoria es
fundamental para el entendimiento de una amplia variedad de observaciones experimentales relacionadas
con propiedades de estabilidad y de electrocinética de sistemas coloidales.

Desde el siglo pasado el enfoque tradicional y mas simple para estudiar teéricamente la doble capa
eléctrica ha sido el ofrecido por la ecuacién no lineal de Poisson-Boltzmann (NLPB, por sus siglas en

inglés), la cual se muestra a continuacién

V%ZJ(T) _ _pc(T) (1.1)

E0Er

donde las constantes €, y €9 representan la constante dieléctrica del medio y la permitividad del vacio,
respectivamente, mientras que 9 (r) denota el potencial electrostatico medio y p.(r) la densidad de carga

total en el punto 7, la cual se define como
pe(r) = Zeozipﬁ?“lk exp [—Beozip(r)] . (1.2)
i

siendo eq la carga protoénica, pf“lk’ la densidad numérica de iones de la especie i en el bultoy S =1/(kgT)
la beta termodinamica, donde kg es la constante de Boltzmann y T la temperatura del solvente.

La teoria de Poisson-Boltzmann, al considerar las especies iénicas como objetos puntuales, ignora
diversas caracteristicas importantes de los fluidos coulémbicos, tales como las correlaciones iénicas o los
efectos de volumen excluido, lo cual resulta en una descripcién insuficiente de la doble capa eléctrica. Es
por ello que, en aras de ofrecer una descripcion adecuada de la doble capa eléctrica, recurrimos al uso de

herramientas mas competentes, como lo es la ecuaciéon de Ornstein-Zernike.

1.3. La funcién de distribucion radial g;;(r)

Una de las funciones méas importantes al momento de caracterizar la estructura de la doble capa
eléctrica es la funcién de distribucién radial g;;(r) (o funcién de correlacién a pares), la cual describe la
variacién relativa de la densidad de iones de especie j en funcién de la distancia r, medida desde una
particula de referencia i (ver Fig. 1.2). En este sentido, la densidad local p;j(r) de iones de especie j
alrededor de una particula de referencia M puede representarse por la expresion p;(r) = pg’-“““ g (7).

Una representacion esquematica de la vecindad iénica alrededor de una particula de referencia M
puede observarse en la Fig. 1.2a, donde se advierte la correlaciéon entre los picos de la funcién 9ij (r) vy la
localizacién de la corazas de coordinacién. Note que la primera coraza de coordinacién, también conocida
como la capa de primeros vecinos, restringe la presencia de demads iones circundantes alrededor de la
distancia r &~ (3/2) R debido a los efectos de volumen excluido, lo cual se corresponde con el valle mostrado
por la curva g,;(r) en r &~ (3/2) R. Por otra parte, el segundo pico observado en la Fig. 1.2b estd asociado
a la segunda coraza de coordinacion, la cual es la regién geométrica mas probable donde se pueden ubicar
los segundos vecinos més cercanos a la particula M [1].

Las oscilaciones exhibidas por la funcién I (r) en la Fig. 1.2b, ademas de exponer la naturaleza
no continua del sistema en cuestién, demuestran la importancia de la funcién de distribucién radial al

momento de cuantificar la estructura promedio del sistema en estudio [6], lo cual permite el calculo de una
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amplia variedad de propiedades termodindmicas, como la presién (p) o el potencial quimico (u). Igualmente,
propiedades microscépicas alrededor de la particula de referencia, como la densidad de carga local (o(r)),
el potencial electrostéatico medio (¢(r)) o el factor de estructura (iLMj (r)), pueden ser calculadas a partir

de la funcién gy;(r).

a) /‘zp\

Ubicacion mas probable
de la segunda coraza de
coordinacién

Ubicacion mas
probable de la primera
coraza de coordinacion

b)

gMJ“(V)

0

> 7

|
R 2R 3R

Primera coraza I | | | .,
., Segunda coraza de coordinacion
de coordinacion | [ |

Figura 1.2: Tlustracién de (a) la vecindad iénica de un fluido simple alrededor de una particula de referencia M y (b)

de su respectiva funcién de distribucién radial g, (r). Adaptado de [1].

Dada una funcién de energia potencial Upz;(r), la funcién de distribucién radial puede calcularse tanto
por técnicas de simulacién, por ejemplo, dindmica molecular o Monte Carlo, como tedricamente, mediante
la solucién de ecuaciones, tales como la ecuacién de Ornstein-Zernike o la ecuaciéon de Poisson-Boltzmann.
Asimismo, experimentalmente la funciéon de distribucién radial puede medirse empleando técnicas de

dispersién de luz o mediante microscopia tradicional o confocal [1, 6, 7].

1.4. La ecuacion de Ornstein-Zernike

En 1914 Leonard Ornstein y Frits Zernike [8] propusieron que la funcién de correlacién total, h;;(r),
entre dos particulas i y j, la cual mide el efecto total debido a la interaccién entre ese par de particulas,

podia separarse en dos partes: una parte directa, dada por la funcién de correlacién directa c;j(r), y otra



1.4. LA ECUACION DE ORNSTEIN-ZERNIKE )

parte indirecta que describe la influencia de la particula ¢ sobre una tercera particula ¢, la cual a su vez
actiia sobre la particula j de manera directa o indirecta a través de otras particulas.

La ecuacién, fruto de tal razonamiento, es conocida como la ecuacién de Ornstein-Zernike (OZ, Ec.
1.3) la cual describe, por medio de una ecuacién integral, la correlacién total entre dos particulas i y j
separadas a una distancia r. Las distancias r, t y s = |7 — f|, empleadas en la Fc. 1.3, se representan de
manera esquematica en la Fig. 1.3.

n

hij (r) = i (r) + 3 pbet® / hie(t) ce;(s) dV. (13)
/=1

Observe que la Ec. 1.3, al poseer dos funciones incégnitas, h;;(r) y c;;(r), necesita de una segunda ecuacién,
o cerradura, que relacione la funciéon de correlacién directa, ¢;;(r), con la funcién de correlacién total,

hi;(r); esto con el fin de poder resolver y asegurar una posible solucién a la ecuaciéon de OZ.

Figura 1.3: Bosquejo del modelo descrito por la ecuacion de Ornstein-Zernike, donde se muestra tanto la influencia
directa de la particula i sobre la particula j como su accién indirecta a través de una tercera particula £.

Dos de las cerraduras frecuentemente usadas en la Ec. 1.3 son la aproximacién de cadena hipertejida
(HNC, del inglés hypernetted-chain) y la aproximacién esférica media (MSA, del inglés mean spherical
approximation), las cuales se detallan mas adelante. Ambas cerraduras pueden ser aplicadas de manera
independiente tanto para c;j(r) como cg;(s), dando lugar a las ecuaciones HNC/HNC y MSA/MSA. No
obstante, diversos autores [9, 10, 11] han constatado que la ecuacion HNC/MSA (HNC para c;;(r) y
MSA para ¢s(s)) provee mejores resultados al tratar con un electrodo plano y/o electrolitos de baja
concentracién (< 0.5 [M]) [11]. Aunado a esto, la funcién cg;(s) para MSA se conoce analiticamente, por
lo que, incluso desde un punto de vista practico, supone una ventaja frente a la ecuacion HNC/HNC bajo

las condiciones previamente mencionadas.
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1.5. Cerraduras de la ecuacion de Ornstein-Zernike

Por definicién, la funcién de correlacién total h;j(r) estd intimamente relacionada con la funcién de

distribucién radial g;;(r) mediante la siguiente relacién

hij(r) = gij(r) — 1, (1.4)
donde g¢;;(), a su vez, esta dada por

0 para r < I;;
gij(r) = ; (1.5)
exp (—BWZ-J- (r)) para r > Ry;

siendo W;;(r) el potencial de fuerza media entre dos particulas i y j separadas por una distancia 7.

Con base en las definiciones anteriores, es plausible aproximar la funcién de correlacién directa c;;(r)

. . .. .z total . ./
como la diferencia entre la funcién de correlacion total h;j(r) = hy; (r) y una funcién de correlacién

indirecta

indirecta, digase h;; (r), tal que
total indirecta
cij(r) =hg; (r) —hy; (r) (1.6)
Ahora bien, de manera analoga a la funcién h;;-tal (r) = gij(r) — 1, la funcién h;;-dirma (r) puede ser
definida como
indirecta
hij — (r)=yii(r) -1, (1.7)

donde y;;(r) es meramente la funciéon de distribucién radial g;;(r) sin la contribucion del potencial de
interaccion a pares U;;(r), mediante el cual interacciona directamente la particula i con la particula j;

esto es,
Yij(r) = exp (5 [Wij(r) - Uz’j(T)D : (1.8)
De esta manera, sustituyendo las Ecs. 1.4 y 1.7 en la Ec. 1.6, obtenemos la siguiente relacién
cij(r) = gij(r) — yiz(r)
(1.9)
= exp (—BWij(r)) — exp <—ﬁ {Wij(r) — Uij(r)]) .

la cual es conocida como la cerradura de Percus-Yevick (PY) [8].
Si decidimos linealizar la funcién y;;(r) mediante el truncamiento de su expansion en series de Maclaurin,

obtenemos la cerradura de HNC, tal como se muestra a continuacion

V() = exp (~ 13 (1) = |18 (W)~ Uy ()]
= [exp (—BWis(r)) - 1] + BWi(r) = BU;(r) (1.10)

= hij(r) —In (gij(r)) — BU(r) -
Si, por el contrario, decidimos linealizar ambas funciones g;;(r) y vi;(r) en la Ec. 1.9, mediante el

truncamiento de su expansién en series de Maclaurin, obtenemos la cerradura de MSA
ey oA (r) = [1 — BWi; (7“)} - {1 -8 <Wij(7") - Uij(ﬂ)} :
para r > R;; ; (1.11)

= —BU4j(r) ,
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donde R;; = (Ri + Rj) /2, siendo R; y R; los didmetros de las particulas, tomadas como esféricas, de
especie ¢ y j, respectivamente.

La forma explicita de la funcién de correlacién directa C%SA(T), cuando r < R;j, puede ser calculada
analiticamente por medio de la ecuacion de OZ, en sintonia con la restriccion g;;(r) = 0 para r < R;;
(expuesta en la Ec. 1.5), tal como fue demostrado en 1977 por Kazuo Hiroike en [12].

MSA

Asimismo, si se ignora la restriccion ¢;; (r) = —=BU;j(r) para r > R;j, y en su lugar se considera que

CBH(T) = —BU;j(r) parar >0 ; (1.12)
entonces se obtiene la cerradura de Debye-Hiickel [13].

Introduciendo en la Ec. 1.3 las cerraduras HNC (Ec. 1.10) para c;;(r) y DH (Ec. 1.11) para cg;(s), se
obtiene la ecuacion HNC/DH, la cual es equivalente a la ecuacién no lineal de Poisson-Boltzmann para iones
puntuales con distintas distancias de maximo acercamiento, también conocida como la ecuacién modificada
de radios desiguales de Gouy Chapman (URMGC, del inglés unequal-radius modified Gouy-Chapman)
[13].

1.6. El Método de Elemento Finito

Debido a su naturaleza no lineal, hasta hoy en dia, la ecuaciéon de Ornstein-Zernike no posee una
solucién analitica general. Por tal motivo, el uso de técnicas numéricas, como el Método de Punto Fijo,
son la norma al momento de solucionar este tipo de ecuaciones complejas. No obstante, recientemente,
el Método de Elemento Finito (MEF) se ha posicionado como uno de los algoritmos mas eficientes para
resolver, de manera precisa, problemas muy demandantes en el area de la ingenieria y las ciencias.

Inicialmente, el MEF se desarrollé con el propdsito de analizar estructuras aeroespaciales [14]. No
obstante, su potencial no tardé en ser reconocido en otros campos de la ingenieria y las ciencias aplicadas,
como en el electromagnetismo, la termo-mecénica o los fluidos. Actualmente, el Método de Elemento
Finito es considerado uno de los procedimientos aproximativos mas efectivos para resolver una amplia
variedad de problemas préacticos. Asimismo, el MEF se ha convertido en una zona activa de investigacién
dentro de las matematicas aplicadas [14].

Aunque el nombre de Método de Elemento Finito fue acufiado hace poco, la base del método se remonta
varios siglos atras, cuando los antiguos matematicos encontraron que la circunferencia de un circulo podia
ser aproximada mediante el perimetro de un poligonos regulares circunscritos.

El Método de Elemento Finito se basa en la idea de proporcionar una solucién aproximada a un
problema, en principio complejo, sustituyéndolo por uno més simple [14]. La relevancia de este tipo de
métodos aproximativos surge debido a que, frecuentemente, las herramientas matematicas disponibles
resultan insuficientes al momento de encontrar soluciones exactas a una amplia variedad de problemas
practicos, como lo son la ecuacién integral de Ornstein-Zernike o algunos casos de la ecuaciéon no lineal
Poisson-Boltzmann; y es justo en este tipo de problemas donde el verdadero potencial del Método de
Elemento Finito se hace evidente [15]. Adicionalmente, el MEF ofrece la posibilidad de mejorar o refinar

la solucién aproximada, aunque esto implique un mayor consumo de recursos computacionales [14].



2. Teoria y modelo

El sistema modelo abordado en este trabajo considera una macroparticula esférica rigida M, uniforme-
mente cargada, de didmetro R, y valencia z,,, rodeada por n especies de esferas duras, cada una de las
cuales tiene un didmetro R; y una carga puntual zjep embebida en su centro, dispersas a una concentracion

molar p?“lk, donde j=1,...,n y eg es la carga proténica. El solvente del sistema se considera un medio

continuo, caracterizado inicamente por su constante dieléctrica e, y su temperatura 7'.
V_'QYY%” v

Figura 2.1: Representacién grafica de nuestro sistema modelo, donde se muestra un conjunto de 4 especies i6nicas
inmersas en un solvente continuo. Marcada con la letra M observamos la macroparticula de referencia, alrededor de
la cual sera posible calcular diversas propiedades locales del sistema, como lo son el potencial electrostatico medio

(1(r)), el potencial de fuerza media (WMj (r)) o la carga integrada (Q(r)).

. . .z h , . . . .z
El potencial de interacciéon U;;j ““(r) entre las particulas del sistema se describe a continuacién

R R;
’¢) sir< %
sphere _
U (r) = ) (2.1)
A s Bt B
dmege,T - 2

La ecuacién de Ornstein Zernike, que involucra la correlacién total entre una particula de referencia de
especie ibnica M y otra particula de especie idénica j, se escribe, precisamente, en términos de la funcion

de correlacién total fy;(r) (Ec. 2.2), donde dV es el diferencial de volumen y s = |7 — £

n
bulk
=1
N——
parte directa parte indirecta



Introduciendo las cerraduras HNC (Ec. 1.10) en ¢,;;(r) y MSA (Ec. 1.11) en ¢;;(s) obtenemos la

siguiente expresién

gy (r) = RO () +Zpb“lk [ i) (s) av (2.3)

:hMj(r)—ln(h]\,@-(r)Jrl) BU " (r +Zpb“”“ / hage(t) by 5™ (s) dV (2.4)

a partir de la cual, y al reacomodar algunos términos en la Ec. 2.4, obtenemos la siguiente ecuacion

hagi(r) +1=exp (2.5)

_BU].\S;;LETE + ZprZk/hMg c?]dSA )dV .

Ahora, por la Ec. 1.4, sabemos que g;; (r)= hag; (r)+ 1, por lo que podemos reescribir la Ec. 2.5 como

gagy () = oxp |~ AU (r +Zpbulk [ (oa) 1) @3 (5) av (2.6)
— exp Usphere +Zpbulk/gw C%ISA(S)dV_ZplZulk:/ MSA (5)dv (2.7)
I =1
[ sphere
— exp | UL (1) + Hy ) —KMj] (2.8)
donde
Zp’m”“ [ o ) av (29)

Resolviendo la Ec. 2.8 para cada una de las funciones de distribucién radial 9j (r), es posible calcular
varias propiedades macroscépicas del sistema alrededor de la particula M, tales como la carga integrada
Q(r), la densidad de carga local o(r), el potencial electrostatico medio ¥ (r) o el potencial de fuerza media

W, (r) entre dos particulas de especie M y j. La forma explicita de cada una de estas cantidades se

Mj
muestra a continuacién
R2 9
Q(r)=4r 1 004—26025% / gupe(r)t=dt| (2.11)
=1
Q(r)

o(r)=7—"73, (2.12)

t(r—t—|r—t
- — | dt 2.13
=2 Erézleozepe /W Inae(7) , ( B ) ) ( )

1

Wi (r)= —Eln (gMj (7")) , para 7 > Ryy; . (2.14)



3. Teoria HNC/MSA para varias especies

asimétricas en carga y valencia

1 2
Figura 3.1: Bosquejo de las tres diferentes zonas Z)Zj(s) (regién gris, incluyendo la macroesfera central verde), ZZ]. (s)

. . 3 ‘2 . . ‘2 5 7 . .z
(regi6n naranja) y Zéj (s) (regiom azul-gris), definidas en funcién de s = |7 — ¢ |, tal como se aprecia en la expresién
3.4.

En diciembre de 1969, Kazuo Hiroike [16] publica la expresién analitica de las funciones de correlacién
directa clg;‘(s) para una mezcla de n especies de esferas duras neutras y arbitrarias en tamano (Ec. 3.1),

empleando la aproximaciéon de Percus-Yevick,

0 para Ry; <s
h; _
AB3(s) = —pujst — sy — vigs—ws® para Ay <5< Ryj - (3.1)
—q para 0 <s <)y

Posteriormente, en 1977, Hiroike [12], de manera suplementaria a la teoria de Blum para electrolitos
asimétricos [17, 18], reporta la forma analitica de las funciones de correlacién directa para una mezcla de n
especies de esferas duras con carga y tamafio arbitrarios (es decir, completamente asimétricas). Esta nueva

contribucién electrostatica, adicional a la descripcién del mismo Hiroike de 1969, se muestra a continuacion

10
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en la ecuacién 3.2, donde A\p = Be3/ (4mepe,) representa la longitud de Bjerrum

—20%jAB st para Ry; <s
c@/}ec(s) = aps '+ a1 +ags+azs® para A <s< Ry - (3.2)
Bo para 0 <s <)y

De este modo, sumando las funciones 3.1 y 3.2 obtenemos la funcién de correlacion directa para una

mezcla de esferas duras completamente asimétricas tanto en tamafio como en valencia:
MSA _ hs elec
e (s) = g (s) + ¢ (s), (3.3)

que, de manera desarrollada, se expresa como se muestra a continuacion,

—2pzjAp s si se Z%j(s)
MSA 1 3 . 2
cy; o (s) = (Oéo —pej) s+ (al - %j) + (az - vzj) s+ (ag—w)s® sise Zej(s) . (3.4)
Bo — a si s€ Z)?j(s)
tal que
Z;](S):{S: F—E R£J§3<oo}
Z?J(s):{s: A /\gj§s<jo} . (3.5)
Z%.(S):{s: - ZO§S<)\gj}

Con base en la Ec. 3.4, definimos la matriz @9, COmo

| —Zng/\B 0 0 0 0 ]
@, = (Oéo —%) (al - CM]’) (042 - Wj) 0 (a3—w)|; (3.6)
0 Bo — qe 0 0 0

donde, la funcién ?9@. (u,v) puede definirse como

w(uzlyv) sif= (t,ea@) € Zl}J(S)

0
9, (u,v) =4 T2 s T = (1,0,0) € Z2.(s) (3.7)
gj 9 fj - ) 790 gj 9 .

u=3,v .7 3
w ) i T = (1.0,0) € (5)

(u,v)

.. U, v ;o 1s , c e 1s
para v=1,...,5. Note que en la notaciéon @ los superindices u y v dentro de los paréntesis indican las

posiciones de los elementos de la matriz o n siendo u el nimero de fila y v el nimero de columna.
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3.1. Desarrollo de las integrales en términos de 7 y ¢

Figura 3.2: Bosquejo de las diferentes regiones Q}f]‘?m(f) que componen el dominio de integraciéon Q. El valor u=1,2,3
alude al ntimero de zonas sz(s) (con i =1,2,3) que puede llegar a intersecar el anillo al que pertenece szf)m(f).

Por otro lado, el valor o =1,2,3 sehala en qué zona Z:ZJ(S) se encuentra el vector £ si variamos el valor del dngulo

0. Finalmente, el superindice m = A, B denota si la magnitud del vector ¢ es mayor o menor que la magnitud del
vector 7.

A pesar de la divisién existente del dominio de integracién Q(f) C R? en funcién de la distancia
s = ‘F -7

, tal como se puede apreciar en la Fig. 3.1, el mero uso de las zonas Z,;j(s), Z,Z.(s) y Z,?j(s)
resulta ineficiente al momento de desarrollar las integrales HMj(r) (Ec. 2.9) y KMj (Ec. 2.10) en términos

de r y t. Debido a esto, dividimos el dominio ) en regiones dependientes de ¢, justo como se muestra en la
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Fig. 3.2, donde cada regién QZ’;m(f) es una coleccién de puntos t = (t,6,¢), tales que

3 u

o =9,OHpv|iUJUU U Q;f]?m(f) , (3.8)

u=1 o=1 me{A,B}
siendo,
Q,, () ={f=(t0,¢) : 0<t<Rag, [r—t|<s<(r+t)},
O, (#) ={t=(t.0,¢) : Ryg<t<r—Ry, |r—t|<s<(r+b)},
21A 2 -
QXM @) ={T=(t,0,0) : r—Ry; <t <r—Xy, jogsg(r+t)},
QPN E) ={f=(t0,9) : r=Ryy<t<r—Xy, |r—t<s<Ry},

OpA D) ={T=(10,9) : r=dy<t<r, Ry<s<(r+1)},

QZ?’A(Z): t=(t0,p) : 1—Nj <t<r, |T—t|§8<)\gj} , (3.9)
QP @) ={T=(t.0,0) : r<t Nej, Ruj <s<(r+t
oT O ={T=(t0,0) s r<t<r+ry, Ry<s<(r+t)},

324 7 2

ng (t)z{tz(t,@,g@) =X St<, )\gj§3<jo} ,
Q?’?‘B(?):{f:(t,é?,ap) P <t <r+ Ay, )\gj§8<jo} ,
QPP () ={T=(t.0,) : r<t<rddy, |r—t|<s<iy},

o)y (Z):{Z:(t,e,ga) LAy <t <7+ Ry, jogsg(r—i-t)} ,
QPP () ={T=(t.0,0) : r+ Ay <t<r+Ry, |r—t|<s<Ry},

Q, () ={T=(t.0,¢) : r+Ry<t<oo, [r—t{<s<(r+t)}.

Note que, si bien, en coordenadas esféricas, la distancia s = | — £ | (donde # = (r,0,,¢,) v £ = (t,0,¢))

estd dada por

s= \/7’2 + 2 — 2rt (sin(6) sin(6) cos(pr — ) + cos(6;) cos(h)) , (3.10)

al ser la macroparticula central M una esfera uniformemente cargada, es posible elegir, convenientemente,

las coordenadas del vector 7 como 7 = (r,0,0), simplificando la expresién 3.10 a la forma

s= \/7“2+t2—27"t cos(0) ; (3.11)

obteniendo asi, para § =0y 0 =7, los valores s = |r —t| y s = (r + ), respectivamente.
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3.1.1. Integral de convolucion

La funcién de correlacién directa CMSA( ) (Eq. 3.4) representa una funcién polinomial a trozos, es
decir, estd compuesta por elementos del tipo ﬁgj(o,v) sY2, donde v, (0 v)eRywve{l,2,3,4,5} (note que
los subindices £ y j en 94 especifican su relacién con la funcién C?ASA( ) ).

Con lo anterior en mente, la integral H Mj (r) (Ec. 2.9) puede ser reescrita como una combinacion lineal

de funciones ﬁqﬁg(r), es decir,

Hy,.(r) ;1 pp TN %‘: By (), (3.12)

u=1l o=1 m ,B}

tal que
uom v—2
e r) Z /Q ot (1) d,,(0,0) 82V . (3.13)

Una vez definidas las integrales hve Mej (r), el siguiente paso es desarrollarlas; para ello, acorde a la
geometria de la macroparticula central M, el diferencial de volumen dV', expresado en coordenadas esféricas,
es

dV =t?sin(0) de df dt ; (3.14)

tal que, introduciendo las expresiones 3.11 y 3.14 en ﬁﬁgb(r) (Ec. 3.13) y respetando los limites de

integraciéon de los diferenciales dt, df y dyp, se obtiene la siguiente expresion

iy (r Z / o / e )/27r (1)1, (0:0) [r2 +2 20t cos(®)] T sin(0)dpdbt, (3.15)
0,0)|T Tt COS Sln .
ng mf(Quom) mf(Q?.om) 0 gMZ E SO

donde tmf(sz’m) y tsup(Qu](-) ) son, respectivamente, el infimo y el supremo valor de ¢ cuando f € Quom(t).
uom

Anélogamente, 0;,¢(Q 0
)

Ahora bien, para comenzar a simplificar la funcién ﬁlﬁg(r), integramos la ecuacién 3.15 respecto a ¢,

) ¥ Osup(Q jom) son, respectivamente, el infimo y el supremo valor de 0 cuando

obteniendo

e (r) _2wz/

1nf (Quorn)

tsup(Q Sup(QgJQm ) ) v;2
/ Iap(t) 79@(0,1)) [7’ +t5—2rt cos(@)} t?sin(f)dodt. (3.16)
mf(Quom)

Posteriormente, tomando ventaja de la definicién de s (Ec. 3.11), realizamos el cambio de variable

s =/r2+12 — 2rtcos(f) (con su respectivo diferencial ds = rts~'sin(6)d6 ), tal que la integral 3.16 queda

reescrita como

uom tsup (Quom SS“P(QELQW) v— st
R —27rz / - / Y 0, (00) [ 2 dsar, (3.17)
mf Smf(ng )

en donde smf(onm) y ssup(szom) son, respectivamente, el inﬁmo y el supremo valor de s cuando
te Quom( t). Afortunadamente, por definicién de las regiones Q " (Ec. 3.9), los valores Sinf(QZ;m) y

uO
Ssup (QQ ¢

Prosiguiendo con el desarrollo de la integral ﬁ;t/([)Z(T), al integrar la Ec. 3.17 respecto a s, obtenemos la

) estan bien establecidos para cada valor de u, o y m.

siguiente expresion

tsup Quo’m)

ﬁ“o’” ) =27 Z / () %(o,v)% l[ssup(gz‘]?m)]v — [smf(gjjm)} v} L. (3.18)

f(QuonL
tin



3.1. DESARROLLO DE LAS INTEGRALES EN TERMINOSDE 7 Y { 15

De esta manera, y reacomodando algunos términos en la integral 3.18, la expresion ﬁﬁg(r) puede ser

reformulada como

uom taup Q™ uom uom
ﬁMe] Z/mf(Qum (D) 19@(0,1)) J (’U,Sl’nf(er ) ssup(er )s 7 t) dt , (3.19)
donde
uom uom . 2rt uom v uom Y
J U,Sinf(er ),ssup(Qéj ),r,t ) = o ssup(Qéj )| — Sinf(er IE (3.20)

A partir de los diversos valores que adoptan Sinf(QZ;.)m) y ssup(QZ.om), es posible definir las matrices

Agj y Agj como

r=t 0 0 ] (r4t) 0 0]
Agi=| Ry |r—t] 0 y Ag=|(r+t) Ry 0. (3.21)
| Rej Ay =t ((r+1) Ry Agj)

tal que, dados dos valores u y o, se tiene que smf(Quom) Agj ) Y Ssup(Q)0 ) = /’ig.b’o), donde /v\gjuo) y

£
~ (u,0 ., . . oy
Agj ) son elementos de Agj y Agj, respectivamente. Observe que, en la notacién matricial, omitimos la

dependencia en m, ya que Sinf(QZjOA) = Sinf(QZjOB) y ssup(QZ.)A) = ssup(QZ.)B) para u 'y o fijos.
Asimismo, con base en los diversos valores que adoptan tfnf(QZy.om) y tsup(QZ;m), es posible definir las

matrices P oY Q gj COMO

A B A B
1| R T—l—jo 1 T‘—jo o0
P£j22 r—Ry rH+Nj| Y (er:2 r—MXg T4+ Ryl (3.22)
3_7“—/\[]' T | 3_ T T‘—l-)\gj_
de modo que, dados dos valores u y m, se tiene que tmf(onm) = Pg;’m) y tsup(Q uom) (Qg ; m) , donde
(. ) ( ™) son elementos de P , respectivamente. Ademads, adviértase que, en la notacién
0j ¢ ¥ Qg resp q
matr1c1al hemos omitido la dependencia sobre el indice o, ya que tanto tlnf(Qz(.)m) como tsup(QZ;.)m) son
independientes del valor de o.
Con base en lo anterior, la integral ﬁlﬁg(r) puede ser reescrita como
e (u0) (o)
uom ~ (u,0 ~(u,o
ﬁMe] Z/(u o Inpel )'19[ (o,v) I <v,A£j iy ,T,t) dt, (3.23)

tal que,

g [a) ] | 620
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3.1.2. Integral analitica

De manera analoga al desarrollo de la integral ﬁﬁg(r) (Ec. 2.9), la integral KMj (Ec. 2.10) puede

. . . uom .
expresarse como una suma de integrales definidas sobre cada una de las regiones QO ". Sin embargo, al ser

£j
KMj meramente una integral de volumen sin las restricciones impuestas por la funcién gy (t), es posible

elegir, convenientemente, las coordenadas del vector 7 como 7 = (0,0,0) = 0, tal que
s:‘()—t‘:t. (3.25)

Consecuentemente la particién del espacio Q(f; 7 = 0), al considerar 7 = (0,0,0), se reduce a las
regiones Q (t F=0)= sz(t) con u =1,2,3, es decir,
3
- = SU
o7 =)= JZ0 . (3.26)
u=1
siendo
—1 -
Zy,()={t=(t.0,¢) : Ryj<t<oo}
=9 —
Zo () ={T=(10,0) : Ay <1< Ry} (3.27)
—3 -
Zo()={T=(10.0) : 0<t <)y}

Con base en esto, la integral K, puede ser reescrita como una combinacién lineal de funciones ﬁgj,

tal como se muestra a contlnuamon

n 3
Ky = 0™ 3Ky, (3.28)
u=1

{=1

con
Z/ (u,0)t"=2dV . (3.29)
Z’g](t)

Ahora bien, al desarrollar el diferencial de volumen dV en coordenadas esféricas (Ec. 3.14) y, respetando

los limites de integracién de cada region ZZ. (), la Ec. 3.29 puede ser reescrita como

tsup ZZJ 2
Z / / / 0,;(u,v)t"sin(0) dpdo dt ; (3.30)
1nf(Z’ej

de manera que, al integrar cada funcién sz respecto a p, 0 y t, llegamos a

5
QZJ - Zﬁéj(u’”) F (v,tmf(ZZj)a tsup(Z’Z)) ; (3.31)
v=1

donde

F (v,tinf(z,gj), tsup(ZZj)> - Htmp (sz)]wrl B [tf“f@?ﬂ} b1 (3.32)
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Basdndonos en la definicién de las zonas ZZ(t) (Ec. 3.27), es posible generar los vectores Agj y /"\gj,

los cuales definimos, a su vez, como

Rej tmax
Agj = |\ y  Aegj=|Ry| - (3.33)
0 | A |

donde tynqaq, tedricamente, tiende a infinito. De esta manera, tomando ventaja de los vectores Ag; y Agj,

la expresion 3.32 puede ser reescrita como

F <v,tinf(zgj), tsup(zgj)) =F <v, A%, /"\%f)) . (3.34)
y, en consecuencia,
5
b= DU, (uv) F <v,A(e’J‘.),A§‘;)) . (3.35)
v=1

Note que /'\(g;) y A%L) son elementos de los vectores Agj y Agj, respectivamente, en donde el superindice u

indica el elemento del vector al que se hace referencia.

3.2. Restricciones sobre los limites de integracion

3.2.1. Zonas de exclusiéon

Una vez desarrolladas las integrales de convolucién ﬁﬁg(r), es necesario tomar en cuenta las diferentes
zonas de traslape generadas por los efectos de volumen excluido del sistema. Para ello, ajustaremos los
limites de integracién en t; ya que, dependiendo del valor de r, algunos de estos limites se encontraran
dentro de alguna zona de exclusién del sistema, truncando o anulando algunas integrales de ﬁﬁZ(T) Una
representacién de dicho truncamiento, cuando r es cercano al valor R, puede observarse en la Fig. 3.3.

A a) A b) A C)

r+Rt,j ]

r +j.g] b

“— Ry

region

Ay
& excluida

r—jo

Figura 3.3: Truncamiento de las regiones establecidas por la funcién de correlaciéon directa C%-ISA(S), debido a los
efectos de volumen excluido, cuando a) = Ry, b) r = Ry + Agj v €) v = Ry + Ry;.
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Con base en lo anterior, los limites de integracién en ﬁﬁg(r) (u ™) (QZ J’ , pasan a ser, respectiva-
mente
P (u m) (u m)
#(u,m) _ o (u,m) .
Qy; =max (Q,;" 7, Rwme ) ; (3.37)

tal que, la Ec. 3.23 se reescribe como

*(u m)

By (r) Z / o) (1) Vy;(0.0) J(v,f\g""), f\,g;."o),r,t)dt. (3.38)

*(u,m *(u,m . s ;. ,
Note que, cuando Péj(- ) (Q (m) o encuentran dentro de la zona de exclusion, ambos limites seran

iguales a Ry y, por con51gu1ente, ﬁ MZ (r) =0, lo cual anula la integral dentro de la zona de exclusion.

3.2.2. La region extendida

Ahora bien, en el lado opuesto del dominio (), lejos de la macroesfera central M, no existen zonas
de exclusiéon como las mostradas en la seccién anterior; sin embargo, para valores de r cercanos a 7yqz,
algunos limites de integracién en ﬁﬁZ(r), como 7+ Agj 0 1+ Ryj, serdn mayores a mqz; Por lo tanto, es
necesario extender el dominio de integraciéon () a un punto lo suficientemente lejano para que la integral
con el limite superior més grande, r 4 Ry;, pueda ser resuelta sin necesidad de ser truncada (ver Fig. 3.4).
La longitud minima para la regién extendida debe ser R, es decir, el didmetro de la especie iénica mas

grande del sistema.

A a) A b) A

region
extendida

rtRy “— Tux

I"+/1€j-

}"—igj 1

r—Rg/- E

Figura 3.4: Extension del dominio de integracién Q = [ryin, "maz) para el cdlculo de la funcién de distribucién radial
9o (r). En las imagenes se ilustran las situaciones cuando las diferentes regiones de integracién van entrando a la

zona extendida del dominio de integracién, cuando: a) 7 = rmae — Rej, b) 7 = "maz — Agj ¥ €) 7= Tmag-

Obsérvese que los valores dentro de la region extendida son inmutables para nuestro algoritmo; por lo

tanto, es necesario establecer, a priori, ciertos valores dentro de esta region.
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Ya que tlim ggj(t) =1, podemos establecer los valores de gzj(t), dentro de la region extendida, iguales a
—00

la unidad. No obstante, a fin de asegurar que, efectivamente, 9Ej(t) sea 1 dentro de la regién extendida,

ésta debe estar situada lo mas lejos posible de la macroesfera central M.



4. Solucion de la ecuacion HNC/MSA
empleando el MEF

En el capitulo anterior obtuvimos, de manera explicita, la ecuacién de HNC/MSA para una macroesfera
central M de carga (zpre0) y didmetro (Rjy) arbitrarios, inmersa en un electrolito compuesto por n
especies i6nicas totalmente asimétricas en tamano y valencia. Dicha ecuacién, de manera compacta, posee

la siguiente forma

9us5(r) = exp [_ B (1) + Hy (1) — K, (4.1)
donde
u o e (o) 7 (u0)
bulk ~ (u,0) =~ (u,0
H,y(r) Z Z > X Z/Mm) Inae(8) Up;(0,0) T (W, gy, Ay mt) dt (4.2)
=1 u=1 o=1 me{A,B}v=1
Zpbuu@zzﬂ (1,0 f( A(éj>’,g<£;>> , (4.3)
u=1lv=1
con
(u,o) (u,o) _27Tt _’\<u,o) ! (u70) !
j(v,A@ LAy ,,t)_W Ay, — | Ay (4.4)
W i) _ 47 [[iw]"™ _[iw]"™
f( o, A, A ) S {A@l —[Aej] . (4.5)

En este capitulo mostraremos como, mediante el Método de Elemento Finito, es posible transformar la
Ec. 4.1 en un sistema de ecuaciones algebraicas, el cual, finalmente, puede resolverse mediante el método
de Newton-Raphson.

Para comenzar con el Método de Elemento Finito, construiremos la funcién §M]. (r), que aproxima
a la funcién incognita 9 (r), mediante una combinacién lineal de funciones base, ¢;(r), linealmente
independientes, tal como se muestra a continuacién, en donde Vjz;; son coeficientes con valor, a priori,

indeterminado.
gMj( ) gM] Z’}/M]z ¢z . (4'6)

Advierta que cada suma tiene como valor ¢ méximo a N; ya que, al contemplar especies i6nicas de diferente
tamano sobre una misma malla, el nimero de nodos necesario, para cada funcién I (r), es diferente.

Sustituyendo Lan (r) en la Ec. 4.1 y gape(r) en la Ec. 4.2, obtenemos, respectivamente,

J ~ —
Z”)/Mji ¢i(r) ~ exp —ﬁUﬁ;ETE(T) + HMj(r; 7)) — Ky (4.7)
=1

20
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y
_ . n 3 u bl QZJ(U’WO Ny
Hy(7)=33> > > /*(u,m (ZVMM%@)) ¥,;(0,v) x
{=1u=1 o=1 me{A,B}v=1 Pyj d=1
(4.8)
T AL, AL dt] ,
donde el vector ¥ (ver Ec. 4.9) contiene todos los coeficientes indeterminados 7Vpz;, con j =1,...,n e
i=1,...,Nj
o= [VMH,...,leNl,...,...,anl,...,anNn] . (4.9)

Observe que, en la Ec. 4.7, al sustituir Inj (r) por §Mj (r), ya no se cumple la igualdad de términos
establecida en la Ec. 4.1; por lo tanto, cambiamos el signo = por el signo ~. Asimismo, si multiplicamos

por —1 la Ec. 4.7 y posteriormente sumamos gMj(r) a ambos lados de la aproximacién, obtenendremos

Rgj(r; V) = ZWMJ‘Z‘ 0i(r) — exp | ~BU (1) 4 iy (3 7) KMj] (4.10)

donde Rpz;(r; V) = 0 es la funcién residual, la cual buscamos minimizar. Para ello, recurrimos al Método

de Colocacién de Puntos, tal que

tmaz N =
/o Raj(r; V) o(r —ri) = Ragj(re; V) =0, (4.11)

donde 7 es el punto nodal k sobre el vector 7 y §(r —ry) la distribucién Delta de Dirac centrada en 7.
Empleando el resultado obtenido en la Ec. 4.11, la Ec. 4.10 puede ser reescrita como un sistema de
ecuaciones compuesto por N = Z;L:le ecuaciones linealmente independientes, donde cada una de éstas

depende de N variables diferentes, es decir,

N
Rogj(rs V) = Y Vg di(rye) — exp | =BU " (rie) + Hy o (ris V) = Ky | =0, (4.12)
i=1
donde j=1,...,ny k=1,...,N; . No obstante, en vista de la propiedad de las funciones base

Gi(rr) = 0¢i k) » (4.13)
siendo d(; 1) la Delta de Kronecker, la Ec. 4.12 es equivalente al siguiente sistema de ecuaciones
Roj(ri; V) = Ve — exp {—BU]Z]?”E(W) +Hyp (s V) = KM]} =0; (4.14)

el cual, al ser un sistema multivariable, optamos por resolverlo de manera numérica mediante el método

de Newton-Raphson en varias variables, obteniendo asi el siguiente sistema de ecuaciones

J(r; ﬁ[f]) (7[f+1] B 7[f])T _ _ﬁ(r; ﬁ[f])T (4.15)

donde J ('r; ﬁ[ﬂ) es la matriz jacobiana del sistema, ﬁ(r; ?[ﬂ) es el vector residual del sistema y Y es el

vector de todos los coeficientes indeterminados 7pz;. Note que el superindice [f] en los vectores 7 indica el
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ntmero de iteracién a la que pertenece ’7, mientras que el superindice 7" indica la traspuesta del vector al
que se le aplica.
>[f
La matriz jacobiana J (’7[ }) estd compuesta por las derivadas parciales de las funciones residuales

evaluadas en el vector ¥ para la iteracién [f], es decir,

i f f f f i
Ran(n) o PRanly) Ran(n) . PRan(n)
GVMH . 87M1N1 87]\/[”1 . 8'}/]\/{”]\[”
() Ranlw)  9Rn(w) 0% ()
07M11 a’VMlNI . 67Mn1 67MnNn
J(ﬁ[f]): (4.16)
MRora(n)  PRanln) MRura(n) P Ru(r)
BVMH . BVMlNl 87]\/[”1 . 8’7}\/{”]\[”
. - . f : . :
Rora(r)  PRunl)  Run() R (w)
L 9Tum MmN, O Tmna O TmnN,
dond
e [£] =[f] [f] sphere ~[f]
RMJ(TIC) = RMj(rk; v ) = ’}/M]k; — €Xp [_BUMJ (Tk) + HMJ(rk) - KM]:| ) (417)
con
rrlf] ~[f] G ° bulk @ (& [£]
Hypi(ry) = Hy (s V) = S0 o /*(u . <Z7Mzd¢d(t)> ¥,.(0,v) X
{=1u=1 o=1 me{A,B}v=1 Pyj =
(4.18)
T, K0 A0 dt]
Asimismo, el vector 7%(’?&]) es
= (] f f f f
R(T) = (R () R () R (1) R (1) (4.19)

Las derivadas que comprenden las entradas de la matriz jacobiana pueden realizarse de

- O Mab L
manera analitica, tal como se muestra a continuaciéon
IRy (1) . 1 0By
_ K] ere g
a,yMab = 5(Mjk:,Mab) —exp |:—,BU]\Z7 (T’k) + HM] (Tk) - KM] 87Mab (420)

O Hy (k)

4.21
O Mab (4.21)

= O(Mjk, Mab) T [Rg\f}](rk) - 71[\51]]4
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con

(4.22)

X (o) 2 (uo)
j(v,Aaj , Aaj Tk, 1) dt
Una vez desarrollado el método de Newton-Raphson en varias variables (Ec. 4.15), es necesario
establecer un criterio para detener las iteraciones del algoritmo. En este trabajo utilizamos dos criterios de
phere
paro: la norma entre soluciones consecutivas y el error entre valores 00
La norma entre soluciones consecutivas nos ayuda a observar la convergencia del algoritmo, es decir,

entre menor sea la norma entre dos soluciones consecutivas, mejor sera la convergencia del algoritmo. La

norma que usamos en este trabajo es la norma euclidiana || - ||2, la cual se define como
[f+1]  =If] n Y v
= = A _ 1)
v -7 My % M] k (4.23)

sphere . . . ,
Por otra parte, el error entre valores o nos ayuda a verificar si el algoritmo calculé correctamente
sphere

las funciones gMe(t) para las condiciones del problema; ya que, a partir de éstas, es posible calcular o,

mediante la siguiente ecuacién

sphere
o0 (9 ) 4eozzépb“lk/ 2 gM[ t)dt . (4.24)

sphere
Con base en esto y, sabiendo que a priori conocemos el valor de la densidad de carga superficial o, ,

es posible calcular el error relativo, E,, entre ambos valores, es decir

sphere sphere
UOP - UOp (gMg(t))‘

Er = sphere (425)
0
Ahora bien, si Jophere =0, entonces usamos el error absoluto Fj,, el cual se define como
sphere sphere
Eo= oy — oy (gMe(t)>‘ . (4.26)

Generalmente, el umbral usado en nuestros resultados es de 1078, es decir, el algoritmo se detiene si
S+ [f]
7

I 9 <107® ysi E, <1078 o si el ntimero de iteraciones llega a un valor maximo, el cual

usualmente establecemos entre 10 y 20 iteraciones.



5. Mas alla del caso esférico

5.1. Obtencion del caso plano a partir del limite del caso esférico

Figura 5.1: En la secuencia de imégenes a), b) y ¢) se muestra como al realizar el cambio de variables x =1 — Ry /2

y T=t— Ry/2, e incrementar el didmetro Rjy; de la macroesfera central M hasta llegar al limite cuando Rp; — oo,

notamos que, localmente, la superficie de la esfera asemeja la superficie de un plano.

En el capitulo anterior obtuvimos de manera explicita la ecuacién de HNC/MSA para una macroesfera

central M de carga (zpre9) y didmetro (Rjs) arbitrarios, inmersa en un electrolito compuesto por n

especies i6nicas totalmente asimétricas en tamano y valencia. Dicha ecuacién, de manera compacta, posee

la siguiente estructura

s (r) = exp |61y,

con
sphere
_/BWMJ( ) _/BUp ( )+HM]‘(T)_KMJ’

donde

G @ (w0) 7 (w0)

HMj = Zp Z Z Z Z/*(u m) ng(t) ﬂfj(o IU) j(U’Ae‘Y ? AEJ ’ ’t) dt
(=1 u=1 o=1 me {A,B}v=1
Zpbulk Z 219 wv f< A(g]‘),A(“)>
u=1lv=1

siendo

j(v,/v\g;’wo)j [A\gy,o)7r’t) _ % [ ngy,o)] B [ng)] ]

w4 [Tiw]T Tia]o
(et ) - ] )

(5.1)

(5.6)

Ahora bien, si tomamos el limite de la Ec. 5.1 cuando el didmetro (Rj;) de la macroesfera central M

tiende a infinito, notaremos que, localmente, la superficie de la esfera asemeja la superficie de un plano. Es

24
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decir, si consideramos nuestra macroesfera central M centrada en el punto (—Rjys/2,0,0) (en un sistema
cartesiano), al tomar el limite Ry; — 0o, para un observador situado cerca del origen, la superficie de la
esfera serd semejante al plano z = 0, tal como se ilustra en la Fig. 5.1.

Con base en la argumentacion previa, transformaremos la Ec. 5.1 en la ecuaciéon HNC/MSA para una
superficie plana, infinita y cargada, a una densidad de carga og, al tomar el limite cuando Rj; — oo.

Como primer paso, desacoplaremos la funcién HM.(T’) para cada término individual de o, es decir,

1 =3
Hy . (r) = Hy -~ (r) + Hy *(r r)+ Hy o (r), (5.7)
en donde
. 3 5.y < (wl) ~(wl)
) = Stk 3 Z/mm) e 9, (L0) T Ag A e (58)
=1 u=1 me{A,B} v=1
> 3 SR (12) R(»2)
o= bulk X (@, NGE
CEACED DS YD / oy 9P, 20) T AT AT ey (59)
(=1 u=2 me{A,B} v=1
3 @, (w8) 7 (w3)
0= bulk X\, NS
HY - (r) = Z u Z 3 Z/*(um) () U (3,0) T(w, A A rydt . (5.10)
=1 u=3 me{A,B} v=1

En la Ec. 5.8, al ser 0 =1, 0@.(1,1}) contempla sélo la primera fila de la matriz 3.6; no obstante, en

(1)

. . . . . - =1
dicha fila solo el elemento w,;" * es diferente de cero; razén por la cual es posible reescribir HJ\(/)IJ' (r) como

*(u m)

o=1 bulk K (w1) 2 (wl)
Hy o (r) = Z u Z 3 /*(u o Gl [ zeszB} TAAL Ay oyt (5.11)
=1 u=1 me {A,B}
Asi, con base en la Ec. 5.11, construiremos dos funciones similares, GA?I]:.Z(T) y G]\(j[]:.?’(r), las cuales
definimos como

—2 < (u,2 2
G =3 Ay Y Jrter ua® [03s] 70,859 RS a2
=1 u=2 me {A,B}
Go3 ) phulk @ A P A A3 g 1
€:1 u=3 me€{A,B}

Si sumamos y restamos las funciones GA(/)IJZ.2(7") y G]\Z]:.?)(’r‘) a la Ec. 5.7, tenemos

Hyy(r) = Hyy () + B0 By ) + (G 00+ 670 = 60 - 60

(5.14)
= Gy () + Hyp () + Hy () = Gy () = Go o (),
tal que
Gy, (r) = Hyp Y(r )+ Gy *(r )+GA‘Z3(T)
(5.15)

n . 00 t
:Zplé ”C/ gMK(t) |:_Z€Z]>\B:| 27’['|:(T+t)— ‘T—t| dt
—1 R r
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h , s .
Por otro lado, sabemos que el potencial de interaccion, ng ““(r), entre una particula esférica, con

sphere

carga zjeq, y la macroesfera central M, con carga T R? %0 , €S
—00 sir < Ry
sphere
_/BU]\/Z (r) = s R O_sphere (516)
degerr
donde O'Oph " es la densidad de carga superficial de la macroesfera central; la cual, en su forma integral, se
define como
sphere bulk
0T = henS ol / o g (e (5.17)
=1 R

. sphere 1. h . .z
Sustituyendo oy por la Ec. 5.17, podemos reescribir —f U;/Z. ““(r) como se muestra a continuacion,

siendo A\ = fBed/ (4mepe,) la longitud de Bjerrum

—00 sir < Ry

/;’USP””E( )={ . - . (5.18)
w t) |—zpziAg| 2 — | —=2¢t|dt sir > Ry
Z;pé /R]p ng( ) |: (2] B} ’I”[ } = Ltpgy

Ahora, al sumar la Ec. 5.15 mas la Ec. 5.18 (para r > Rjy;), obtenemos la siguiente integral

AU ) + Gy (r) = 3 /°° 9ae(®) [—22225] 2w:{(r—t)—|r—t@dt, (5.19)
/=1

Me

El siguiente paso, a fin de deducir la ecuacién HNC/MSA para un plano infinito uniformemente cargado,
es definir un nuevo par de variables, en este caso x y T, tales que, cuando r = Ry /2 y t =Ry /2, 2=0y

T =0, respectivamente. Para ello, simplemente definimos x y 7 como
x=r—Rp/2,
T=1t— R M / 2 N

de esta manera, al sustituir r =z + Ry /2 y t =7+ Ry /2 en la Ec. 5.19, obtenemos

n 00
sphere _ bulk wall T+ RM/2
_B UM] (:L‘) + GMJ([E> = l:E 1péu /éRZ ng (T) |:—Z£Z])\B:| 2 (,{MW (x — T) — ]x — 7" dr. (520)
Asi pues, a fin de obtener el limite del caso plano, calculamos el limite de la Ec. 5.20 cuando Rp; — 00;
tal que
. sphere bulk wall
Rilu—rioo —BUA;J. (z) + } E po / ZgMZ (1) {—Zng)\B} Zw{(x —7)—|z—7||dT (5.21)

Realizando el mismo cambio de variables, r =z + Rp;/2 y t = T+ Ry /2, sobre las integrales H, A(/)IJZQ(T)
(Ec. 5.9), HA(/)[]:?’(T) (Ec. 5.10), G]\OE?(T) (Ec. 5.12) y G]\Zg(r) (Ec. 5.13), y tomando el limite cuando
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Ry — oo en cada una de ellas, resulta que

n 3 5 @Z;"’m) ~(u,2) ~(u,2
BN CED Y D SHID DD O N G R NCROL YU i PO L)
M =1 u=2 me {A,B} v=1""0
: &, (u3) (u3)
, = J wall =\, =\,
RhglooH]S[j (x) = b“lkz Z Z/*(um) ﬁéj(S,v)H(v,agj By w,T)dr, (5.23)
M =1 u=3 me{A,B} v=1
s 0=2 - bulk 3 (_sz(uym) wall ,\_"(U,Q) ;(u72)
thg GMj (x):Zpé Z Z /_*(%m) Iape (T) [—ZZZj)\B]H(l,agj By Lw,m)dr, (5.24)
Moo =1 u=2 me{A,B} ¥
. 0=3 bulk @ZJ(W) o =(w3) g(us)
th—r:ooGMj (x) = Z Z Z B [—Zng)\B]H(l,dgj , By yw,m)dr,  (5.25)
M =1 u=3 me{A,B}
donde
< (u0) 2 (u0) 21 | [a(wo)|”  [2(uo)]”
’H(’U,déj , By s 7') = [agj ] - [aej ] ; (5.26)
siendo ) _ ) )
|x — 7] 0 0 (—x—7) 0 0
Egj = Ry; |z — 7| 0 y Egj= |[(—z—71) Ry 0 . (5.27)
i jo )\gj |$—7’|_ _(—:L‘—T) jo )\gj_
Asimismo, los limites de integracion Pe Q* (u,m) se definen como
By = méx (rag;W, R4/2> , (5.28)
Q™ = max (@é"m), Rg/z) : (5.29)
donde
A B A B
1| Re/2 x4+ Ry 1|z — Ry 00
‘ejzz T—Ryj w4+Nj| ¥ @@:2 x—N\j v+Ryj| . (5.30)
3 .Z‘—Agj X 3 T Ji—f‘)\gj

Noétese que las entradas de las matrices P TR (_Qe son, meramente, los valores infimo (para P Ej) y

uom uom ;- .
(7), donde dichas regiones Q) ¢ (7) son, a su vez, las regiones

QZ)m( 7) tras realizar los cambios de Varlable r=x+ Ry /2yt =74 Ry /2. A continuacién definimos

. uom
cada una de las regiones Q 0

supremo (para @ 0 ) de 7 cuando T € Q

(7') para cada valor de u, o y m, siendo 5 = \/xQ + 72 — 2z 7cos(h).
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QMz(?):{?:(Tﬁw) P 0<T<Ry/2, |z—7|<5< \/m} :

O, (M) ={F=(m¢) : R2<T<a—Ry, |o—7|<F<Va2+72}
Q?;A(?):{?‘:(T,G,go) tx— Ry <T<x— Mg, Ry <5< \/m} ’
Q??(?)Z{?Z(Tﬁ,w) D x— Ry <1< 7= \yj, \x—T\S§<R4j} :
QZ’]M(?')Z{?‘:(T,&@) a—XNj <T<®m, Ry <5< \/m} :
Q?;A(?):{?:(T,H,go) P r =My <T<T, Ay §§<jo} :
QZ’?A(?):{?:(T,Q,@ Ca— Ny <T<x, ]a:—ﬂ§§<)\éj} : (5.31)
Q?;B(?):{?:(T,G,gp) e <T<xz+4 Ny, Ryj<5< \/m} :
QZ‘B(?)Z{?:(T,G,@) s <T<TH+ N, )\£j§§<jo} 7
QZ’?B(?)Z{?:(T,G,@) Dz <T<TH+ A, |mf7‘§§<)\€j} ’
Q?}B(?):{?:(Tﬁa@) tx+ Ny ST<x+ Ry, Ryj <5< \/m} ’
Q?jB(?)Z{?Z(T,O,so) D x+ Ay ST< -+ Ry, \x—r\§§<jo} :

O (H) ={F=(r0,9) : s+ Ry<r<o0, |p—7|<F<Va2tr2} .

Para el caso de la funcién Kz (Ec. 5.4), al usar el cambio de variables, r =x+ Ry /2 y t =T+ Ry /2,

y tomar el limite cuando Rp; — 00, ésta no sufre modificacion alguna; es decir,

Ky = RiflglooKMj =Ky - (5.32)

No obstante, por motivos de consistencia, reexpresaremos el valor de ¢4, en Agj (Ec. 3.33), por el valor

de Tyaz, tal que

n 3 5
72 bulk =) &)
Ky, = S otk 3 Z%(u,v) F (u,H;; 25 ) , (5.33)
/=1 u=1lv=1
donde - ) )
jo Tmax
Eg] = )‘Zj y EgJ = Rg] (534)
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Por tanto, con ayuda de las Ecs. 5.21 a 5.25 y 5.33, es posible modelar tedricamente un sistema
compuesto por un electrodo plano, infinito y uniformemente cargado, inmerso en un electrolito compuesto
por iones esféricos totalmente asimétricos en carga y valencia. No obstante, debido a la solucién numérica
planteada en este trabajo de tesis, es necesario adicionar a priori un parametro inherente al sistema; por
ejemplo, la densidad de carga de la placa infinita; esto a fin de poder calcular ese mismo parametro a
posteriori, empleando las funciones de distribucién radial gMj(r) calculadas a partir del sistema inicial.

Para llevar a cabo lo sefialado en el parrafo anterior, considere la densidad de carga de la placa infinita
wa,ll wa
- Zeozgpbu K /1 grp (T)dT (5.35)
é

tal que, al sumar y restar Beozjaga”w/(eosr) a la Ec. 5.21, obtenemos

wall wall wall

ﬂeoz‘] UO /8602:]0'0 ’ |: sphere :| 6602‘] 0'0 _
tim_[-pup ()] = ez 7 |
€0Er c0er x+ plm B Ui (z) + Gyyj (x) o x+ Lagj(x), (5.36)
donde
EM({[)) = Mw + h’m |:_ﬁ US;D%Lere (ZL’) + G (x):|
! E0Er Rpr—o0 Mj Mj
(5.37)

_Zpbum/ Zg;\‘;;( )[—zeszB] 271{(—:17—7’)—‘1‘—7’|:|d7’.

Posteriormente, y de manera analoga a la Ec. 5.7, es posible descomponer el dominio de integracion de

Ly(z) en regiones QZ‘?m(i") como
= =o0=1 =0=2 =0=3
Lpgj(z) = L(])\/lj (z) +L?\/lj (@‘FL(J)\@' (z) ; (5.38)
tal que
! e (1), (1)
T 0= J wa ~ U, S\,
Ly (x) Z pulk Z > /_*w . ) ( )[—Zézj)\B} H(LEy "/, By e, 7)dT (5.39)
=1 u=1 me{A,B}
z 0" (:2) g(n2)
—o0= J wa ~\u, S\,
L3 (x) 3 ik Z > /P*(u G @ [Frez| HOES, B aydr, (5.40)
=1 u=2 me{A,B} " U
o QL - ~
—3 " J wa ~(u,3 o (u,3
L(])\/Ij (z)= Z Ui Z Z /*m m) M )[—zezj)\B} H(l,dgj ), :gj ),a?,T)dT. (5.41)
=1 u=3 me{A,B}

Con base en la ecuaciéon 5.2, sabemos que

—BW,;(r) = —BU;;’;.‘”C(r) +Hy ()~ Ky (5.42)

Asimismo, a partir de la Ec. 5.14, sabemos que HM]. (r) puede ser expresada como

Hyyo(r) = Gy (r) + Hyp 2 () + Hyp () = Gy (r) = Gy (r); (5.43)
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en donde,

—BWy (1) = =BUs " (1) + Gy (1) + HA‘E?(T) + H]\Z[]:.?’(r) - GA‘;J:?(T) - GA‘;J:.?’(T) — Ky - (5.44)

Realizando el cambio de variable r =x+ Ry;/2 y t =74 Rps/2 en la Ec. 5.44 y calculando el limite

cuando Rj; — oo, se obtiene

() = i (=AW,(@)) |

R]\{—)OO
(5.45)
s sphere F0=2 50=3 —,0=2 —,0=3 =
= R}wlgloo [—BUAZL (x)+ GMj(x)} —l—HAO@ () —{—HJC[j (x) — G})\/[j (x) — G?Mj (x) — Ky s
donde

70—=2 _ ; 0=2
Hy (x) = Rifu—r}ooHMj (x), (5.46)

70=3 . ; 0=3
. (x) = Riflgloo Hy (x), (5.47)

=0=2 . , 0=2

=0=3 Y 0=3
KMj = RAI;IEOOKMj . (5.50)

Ahora, si sumamos y restamos ,Beozjaow a”a:/ (e0er) a la Ec. 5.45, podemos escribir lo siguiente
_ 5602.0_wall _ o S oo —o=3 _
—fW,,(2) = #ﬁox + Lagj(a) +Hy, " (x) +Hy " (2) — Gy (x) = Ghyy (x) — Ky (5.51)
T
en donde EM]- (z), acorde con la Ec. 5.37, es
T /Beozjo-ga” ’ sphere
Lyj(x) = —Tx + RAII]gloo —BUy; (x)+ GMj(:c) ; (5.52)
r y

Sustituyendo en la Ec. 5.51 la funcién L () por su descomposicién en valores de o (Ec. 5.38), tenemos

- ﬁeoz-awa” —o=1 —0=2 —0=3
=Wy, () = T2 T (0) + LYy (@) + Ly (2)+
E0Er (5.53)

0=2 50=3 ~0=2 70=3
H]\Zj (x) +H;1j (x) — G?wj (x) — G?Mj (x) — Ky -

donde ffj\zl (), E?\ZQ(:I:) y ff]);j?)(x) estan descritas por las Ecs. 5.39, 5.40 y 5.41, respectivamente. Con
base en las Ecs. 5.24, 5.25, 5.40 y 5.41, se tiene que E(])\ZQ(IL‘) = C_??\Z-Z(x) y E%g(m) = @]O\ZS(:U); por lo tanto,
es posible simplificar la Ec. 5.53 como

/Be 5 wall
T 0%j%
— . x —_———
BWy;() o

—o=1 0=2 70=3
z+ Ly () +Hy (@) +Hy (@) — Ky (5.54)
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Posteriormente, si

—BWy (2) = =W, (@) | (5.55)
Hyp' () = Ly (@) +Hy, (2) +Hy () (5.56)
K;;;” =Ky s (5.57)

entonces, la Ec. 5.54 puede ser reescrita como

wall
wa Beoz U wa wa
—BWMj”(QS‘) %x + HM].”(;U) — KMJ.” . (5.58)

Adviértase que la forma de la funcién 5Wm”( ) es similar, en estructura, a la de la funcién — BWM].(T)
(Ec. 5.42), solo que la primera alude al caso plano mientras que la segunda lo hace al caso esférico. Por tal
motivo, la ecuacion HNC/MSA para un electrodo plano, infinito y uniformemente cargado, inmerso en un

electrolito compuesto por iones esféricos totalmente asimétricos en carga y valencia, es

g (@) = exp [_5Wﬁj”(x)} . (5.59)
con
wall ﬂeozjo-ga” wall wall
donde
v 5. @y (wo) 2 (uo)
wall bulk wall ~ (u, = (u,
2 (2) Y Z S Y Z/_Mm) (), 0.0) H(o, 2, BD amyar (5.61)
(=1 u=1 o=1 me{A,B}v=1
Ke Zpb“lk ZZ'& u,v) (v,E%?,S%?) , (5.62)
u=1v=1
siendo

(o2, 57.nr) -2 8] - 2] 569

- (u v+1 - (u v+1
[Egj>] Hj)} ] . (5.64)

Resolviendo la Ec. 5.59 para cada una de las funciones de distribucién radial g;‘";j”(x), es posible calcular

S(u) =) 4T

la densidad de carga local o (x), el potencial electrostético medio wwa” () y el potencial de fuerza media

1" . .2
W% (x), como se muestra a continuacién

Mj
awa”( )= oga” + Z e zgpo ¥ / g;‘\’;;(r) dr, (5.65)
=1 3R
wall 1 bulk/ wall i
x €0z T)| ———— | d7, 5.66
(0 ( ) EOETezl 0%¢p QRegMe ( ) 2 ( )
wall wall 1
Wi () = _Bl < 9nrj (m)) , para x > iRj' (5.67)
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Zona difusa

Zona difusa

Plano de Helmholtz externo ([R,+ R;]/2)

Figura 5.2: Bosquejo del modelo HNC/MSA considerando una macroparticula central M inmersa en un electrolito
binario. El panel (a) representa el modelo sin el potencial de nicleo repulsivo tipo LJ-TC, mientras que el panel (b)

si lo incluye a nivel de la macroesfera central M, donde el nuevo didmetro, R, se define como R, = Ry — 20y,

siendo o, el grosor del anillo donde habita el potencial de ntcleo repulsivo.

5.2. Adicién de un potencial de nicleo repulsivo

Ademas de las interacciones coulémbicas, en este trabajo decidimos incorporar, dentro de las simulaciones
de nuestros sistemas coloidales (a fin de comparar nuestros resultados teéricos con resultados encontrados
en la literatura), un potencial de niicleo repulsivo tipo Lennard-Jones truncado-desplazado, como el que se

muestra a continuaciéon

00 para 1 < Ay;
12 6
rec Orc Orc 1/6
BU, (r)=q 4 an ) T\ A +1 para Ay <r<Ay+27%0. . (5.68)
J J
0 para r > Ayj + 265,

donde Ay; = (R;/2) + (R;/2) — 0y, siendo oy el pardmetro de dureza de las particulas.
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No obstante, el hecho de incorporar un nuevo potencial de interaccién, bajo el formalismo de la
ecuacién HNC/MSA, implica la generacion de nuevos coeficientes de correlacién, como los mostrados en el
Apéndice A.1 para MSA. Debido a esto, en lugar de incluir el potencial de interaccién U, Zf(r) entre todas
las particulas del sistema, sélo lo incorporamos en el caso de la macroparticula central M, mientras que las
demés macroparticulas y iones dispersos siguen considerdndose esferas duras (ver Fig. 5.2.b). Ahora bien,
dado que la macroparticula M ejerce toda la interaccién de nicleo repulsivo, decidimos reducir su didmetro
por un factor de 20y, es decir, el nuevo didmetro de la macroesfera central serd R, = Ry — 204,
mientras que la valencia z); seguird siendo la misma, esto es, 2,/ = zp.

De esta manera, el potencial de nicleo repulsivo entre la macroesfera M’ y un ion de la especie j sera

00 para r < RM/].
12 6
o o
ﬁUAZc/j(r) =< 4 # — % +1 para RM/j <r< RM/]. +2Y64,. . (5.69)
0 para r > RM/]- +2Y64,,

Asimismo, al realizar el reescalamiento Ry, = R, — 20 e incorporar BUAZC/J. (r) dentro de la Ec. 4.1,

obtenemos
Ga (1) = exp | ~BULE" (1) = BULE () + H (1) — K o | (5.70)
donde
00 sir<RM/j
sphere _
Upp; (1) = B (5.71)
—_ ir> ’.
dmege,r SIT_RMJ
y
P ulk = R < (w0) 2 (u0)
Hypy() =S oS3 3 Z/P*(W gre9,(00) T, A AR rtyde . (5.72)

=1 u=1 o=1 me{A,Blv=1""4j



6. Desarrollo Computacional

6.1. Implementacion en Python usando NumPy y Numba

En anos recientes, Python, el lenguaje de programacion multiparadigma y de cédigo abierto, se ha
posicionado como uno de los més populares a nivel global segin rankings como PYPL [19] o TIOBE [20].
Dicha popularidad puede atribuirse a la sintaxis limpia y altamente expresiva de Python; asi como a su
gran red de foros de discusion y consulta a nivel global.

Asimismo, gracias a su propiedad multiplataforma y al gran nimero de librerias especializadas
disponibles, Python ha tenido una enorme aceptacién dentro de la comunidad cientifica, siendo SciPy
[21], NumPy [22] y Matplotlib [23] tres de las librerfas de Python mas usadas por cientificos e ingenieros
alrededor del mundo [24].

No obstante, por ser un lenguaje interpretado y de tipado dindmico, Python es mucho mas lento que
lenguajes compilados como C, C++ o Fortran, siendo estos los favoritos al momento de implementar
software de alto rendimiento [25] a pesar de su sintaxis engorrosa. Debido a esto, la comunidad de
desarrolladores de Python se ha dado a la tarea de impulsar nuevos proyectos que permiten acelerar el
rendimiento de Python [26]; tales como el lenguaje de programaciéon Cython o compiladores como PyPy,
Numba [27] o Nuitka.

En el desarrollo de este trabajo nosotros decidimos utilizar Numba, una libreria de cédigo abierto
diseniada para traducir segmentos de cdédigo de Python a cédigo maquina. Dicha traduccién se realiza
mediante la compilacién JIT (Just-In-Time, por sus siglas en inglés) de funciones especificadas por el
usuario mediante el uso de decoradores de Numba; de esta manera, Numba no reemplaza al intérprete de
Python ni requiere de compilar el cédigo por separado, sino que, con sélo aplicar decoradores sobre alguna
funcién especifica, Numba acelera el cédigo de Python a velocidades comparables con codigo escrito en C
o Fortran [28, 29]. A continuacién se muestra una funcion, adaptada de [29], donde se usan tanto funciones

de NumPy como decoradores de Numba.

Q@jit(nopython = True) # Decorador de Numba

def go_fast(a): # Funcidén a compilar a cédigo maquina al ser llamada por primera vez
trace = 0.0
# asumimos que la entrada es una matriz cuadrada
for i in range(a.shapel[0]): # Numba prefiere el uso de ciclos

trace += np.tanh(ali, i]) # Numba soporta funciones de NumPy

return a + trace # Numba soporta broadcasting de NumPy

Acorde a la pagina oficial de Numba [29], la funcién anterior, una vez compilada, es 20 veces mas
rapida que su versién pura de Python (esto es, sin el decorador de Numba). Con base en esto, en las
secciones subsecuentes de este capitulo se describiran las partes mas importantes del algoritmo utilizado

para la resolucién de la ecuaciéon HNC/MSA, finalizando con una comparacion entre el tiempo de ejecucién

34
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mejorado al utilizar Numba versus las versiones puras de C y Python. Asimismo, en el Apéndice A.6

mostramos la estructura del algoritmo utilizado para resolver la ecuacién HNC/MSA.

6.2. Archivo de entrada

En nuestro algoritmo, para resolver cualquier sistema coloidal compuesto por n especies idnicas
totalmente asimétricas, mediante el algoritmo HNC/MSA (previamente descrito), usamos un tinico archivo
de entrada, el cual consta de tres partes: las constantes universales y parametros del solvente, los pardmetros
de las particulas coloidales y de la macroesfera central, y los parametros de la malla. En la Fig. 6.1 se

puede apreciar un diagrama de las partes, previamente descritas, del archivo de entrada.

Archivo de entrada

Constantes universales y
parametros del solvente

Parametros de las particulas coloidales
vy la macroesfera central

Parametros de la malla

Figura 6.1: Estructura del archivo de entrada, usado por nuestro algoritmo, para la solucién un sistema coloidal

compuesto por n especies idnicas totalmente asimétricas empleando la ecuacién HNC/MSA.

Constantes universales y parametros del solvente

La primera parte del archivo de entrada incluye algunas constantes universales, tales como la carga
proténica, la constante de Boltzmann y la permitividad eléctrica del vacio. Asimismo, esta primera parte
también considera variables propias del solvente; por ejemplo, la temperatura y la constante dieléctrica del
medio.

Por ultimo, algunas variables ampliamente usadas en el algoritmo, como la beta termodindmica (BETA)
y la permitividad absoluta del medio (E), son declaradas a partir de las constantes universales y las
variables del solvente.

A continuacién se muestra cémo luce esta primera parte dentro del archivo de entrada
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# __________________________________________________________________

# Constantes universales y parametros del solvente

# __________________________________________________________________

e0 = 1.60217662 * le-19 #Carga del proton (Coulombs)

kB = 1.38064852 * 1e-23 #Constante de Boltzmann kg * m2/(K * s2) (J/K)
Av = 6.02214129 * 1e23 #Constante de Avogadro mol ~(-1)

EO = 8.8541878176 * le-12 #Permitividad del wvacio (C72/(J*m))

T = 298.0 #Temperatura (K)

Er = 78.5 #Constante dieléctrica del agua a 25 °C

BETA = 1.0 / (kB * T)
E = EO * Er

Parametros de las particulas coloidales y la macroesfera central

Prosiguiendo ahora con la segunda parte del archivo de entrada, encontramos a las variables referentes a
las especies i6nicas del sistema coloidal, siendo éstas el nimero de especies dispersas en el medio (nSpecies),
su valencia (valence), concentracién molar en el bulto (molarity) y radio iénico (radius). En este punto,
es importante mencionar que el orden de los vectores valence y molarity se rige por el ordenamiento del
vector radius, donde este ultimo debe estar ordenado, a priori, de menor a mayor, por parte del usuario.

Posteriormente, nos encontramos con las variables propias de la macroesfera central M, la cual se
encuentra definida por su radio sphereRadius y su valencia zM; si el usuario desea describir la carga de la
macroesfera en términos de su densidad de carga superficial (sigma0), éste debera establecer la variable
useSigma0 = True; ya que si useSigma0 = False, entonces se ignorara el valor en sigmaO y se usara la
valencia (zM) para generar la densidad de carga superficial de la macroesfera central M.

Finalizando esta segunda parte, tenemos al pardmetro sigma, el cual es el pardmetro de nicleo repulsivo
o de la Ec. 5.69. Si el usuario no desea usar el potencial de niicleo repulsivo dentro del calculo de las
funciones g;;(r), solo debe establecer sigma = 0.0 .

A continuacién, se muestra cémo se ve esta segunda parte dentro del archivo de entrada

# __________________________________________________________________

# Parametros de las particulas colotdales y la macroesfera central

B
nSpecies = 2 #Numero de especies i06mnicas

valence = [1, -20] #Valencia de las especies iénicas

molarity = [2.0e-3, 1.0e-4] #Concentracion molar de las especies t0nicas
radius = [2.0, 20.0] #Radio de las especies i6nicas en Angstroms

useSigmaO = True

sphereRadius = 40.0 #Radio de la macroesfera central en Angstroms
sigma0 = 0.100 #Densidad de carga de la macroesfera central (C/m~2)
zM = 5 #Valencia de la macroesfera central

sigma = 0.0 #Parametro para el nucleo repulsivo
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Parametros de la malla
Por ltimo, estd la tercera parte del archivo de entrada, la cual corresponde a la malla necesaria para
resolver la ecuacion HNC/MSA. Los vectores utilizados en esta tercera parte se discuten detalladamente

en la siguiente seccién.

# ____________________________________________________________

# Parametros de la malla

# ____________________________________________________________

headSegments = 2 #Debe ser igual al numero de especties io6nicas

tailSegments = 4 #Numero de segmentos adicionales a headSegments

explicitNodes = False #St1 True, usar nodesPerSegmentTail. St False usar nodesPerSegment
explicitBreaks = False #Si True, usar breakPointsTail. St False usar zTailMazx
nodesPerSegmentHead = [200, 200] #Vector de modos para cada segmento en Head
nodesPerSegmentTail = [90, 150, 250, 400] #Vector de nmodos para cada segmento en Tatl
nodesPerSegment = 500 #Numero de modos para cada segmento en Tail
breakPointsTail = [5., 20., 50., 120.] #Break points en Tail

xTailMax = 1000.0 #Distancia mazima de Tatl

xTailProportion = 2.0 #Proporcion entre segmentos de Tatl (st explicitBreaks = False)
extraNodes = 200 #Numero de modos de la Tegidén extendida

6.3. Generacion de la malla

Una de las caracteristicas més relevantes del Método de Elemento Finito (MEF) es su fuerte dependencia
sobre la malla construida para resolver alguna funcién incoégnita. Debido a esto, la eleccién y construccion
de un buen mallado favorecera la correcta convergencia del MEF.

En nuestro programa, dadas las altas variaciones locales de los perfiles g;;(r) cerca de las regiones de
maximo acercamiento, es necesario construir un mallado con zonas altamente densas cerca de los planos
de Helmholtz. Por otro lado, en zonas lejanas a la macroparticula central, las variaciones en los perfiles
gij(r) son relativamente menores, por lo que resulta conveniente que la densidad de nodos en esta zona
sea baja; ya que si, por el contrario, mantenemos una densidad de nodos alta, como en las zonas de alta
variacién, entonces los tiempos de ejecucion del algoritmo también seran grandes.

Con base en lo anterior, resulta pertinente generar un mallado no uniforme sobre el dominio de solucién
), que asegure un buen balance entre la precision del célculo de los perfiles g;;(r) y los tiempos de ejecucion

de nuestro algoritmo.

Generacion de un mallado no uniforme en 1D

De manera general, para la construccién de un mallado no uniforme, compuesto por subregiones

localmente uniformes, es necesario emplear dos vectores: el vector breakingPoints y el vector nodes; donde
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el primero contiene las cotas superior e inferior de cada segmento en (), mientras que el segundo contiene
el nimero de nodos dentro de cada uno de estos segmentos.

Para ejemplificar el uso los vectores breakingPoints y nodes, comenzaremos construyendo un segmento
de malla localmente uniforme. Considere el segmento (4p = [A, B] como un subconjunto del dominio Q,
acotado por los puntos A y B,y con un nimero de nodos igual a 6 (sin contar el nodo inicial) distribuidos
equiespaciadamente a lo largo de [A, B] (ver Fig. 6.2). Con base en la descripcién anterior, los vectores
breakingPoints y nodes referentes al segmento (4p son (en sintaxis de Python) breakPoints = [A, B] y

nodes = [6], respectivamente.

1 2 3
Q@@

[ I
® Ul

r >Q
[ ]
Nl Je)

A4

CaB

Figura 6.2: Segmento con distribucién uniforme entre los nodos A y B.

Ahora bien, para el caso de dos 0 més segmentos contiguos, la construccion de los vectores breakingPoints
y nodes es bastante similar a la descrita previamente. Por ejemplo, considere dos segmentos adyacentes
CaB =14, B] vy (pc = [B, C], subconjuntos del dominio 3, donde {4p posee un nimero de nodos igual a
6 y (o un numero de nodos igual a 2 (ver Fig. 6.3). En este caso, al ser segmentos contiguos, los vectores
breakingPoints y nodes, para describir ambos segmentos, son breakPoints = [A, B, C] y nodes = [6,

2], pudiendo generar con éstos el siguiente mallado.

1 2 3 4 5 6738
P

=@

v %
CAB CBC

Figura 6.3: Dos segmentos contiguos con distribucién localmente uniforme.

Realizando el mismo procedimiento descrito en el parrafo anterior, resulta sencillo construir el par de
vectores, breakingPoints y nodes, para un nimero indefinido de segmentos, que son subconjuntos de Q; los
cuales, al ser adyacentes uno del otro, definen una malla no uniforme en 1D sobre (). Sin embargo, antes
de establecer un niimero arbitrario de nodos sobre cada uno de los segmentos, es importante considerar el
tipo y grado de estas funciones base con las que estaremos trabajando, ya que éstas definiran la cantidad
de nodos que podremos declarar en cada segmento de Q).

Por ejemplo, considerando como funciones base las funciones interpolantes de Lagrange (FIL), notamos
que, si deseamos construir sobre un elemento finito X una familia de FIL de grado k, entonces el elemento
X debera contener (o abarcar) un ntimero k de subsegmentos de igual tamafio (ver Fig. 6.4). De esta
manera, si s6lo deseamos trabajar con FIL de grado k sobre todo el mallado en (), entonces todas las

entradas del vector nodes deberan ser multiplos positivos de k, por ejemplo, k, 2k, 3k, ...
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0 1 0 1 2
N \ =d ——— ——

« SS Q4 , « SS Q1 Sy
' '
elemento finito O, elemento finito Q,

Figura 6.4: [lustracion de dos elementos finitos (0 sobre los cuales se construyé una familia de funciones interpolantes
de Lagrange (FIL) de grado k. En el elemento finito Q1 (izquierda) se construyeron FIL de grado 1 mientras que
en el elemento finito Qg (derecha) se construyeron FIL de grado 2. Note que Q; estd compuesto por un tnico

subsegmento (ss) Q1.1 mientras que Qg se compone de dos subsegmentos: Q21 y Q2.0.

Por lo ya dicho, para la solucion de la ecuacion HNC/MSA nosotros utilizamos una malla no uniforme
la cual, por conveniencia, dividimos en dos sectores principales: el sector head y el sector tail; siendo ambos

sectores, a su vez, mallas no uniformes complementarias entre si, tal como se observa en la Fig. 6.5.

dominio de solucion Q

zona extendida
A\

4 ?
ZRw Ryin bpm bpm+3R,

head tail

Figura 6.5: Ilustraciéon del dominio de solucién Q de la ecuacion HNC/MSA dividido en elementos finitos. Se aprecian

los sectores head y tail que componen a ().

Para la construccion de las mallas no uniformes en head y tail, inicialmente consideramos que ambos
mallados son independientes; es decir, ambos comienzan en el origen. En consecuencia, al ser cero la
primera entrada de los vectores breakingPoints (para ambos sectores), es posible prescindir de esta primera
entrada a fin de que los vectores breakingPoints y nodes de ambos sectores posean el mismo niamero de
entradas. Aunado a esto, el hecho de construir ambos mallados independientemente evita la generacién
de errores por parte del usuario ya que no es necesario que el éste considere las distancias de méaximo
acercamiento al estar ingresando los valores del vector breakingPoints para el sector tail.

Tomando en cuenta el parrafo anterior, para el sector head, que abarca las zonas de maximo acercamiento
de cada especie i6nica, tomamos como vector breakingPoints al vector radius (de la segunda parte del
archivo de entrada), mientras que como vector nodes tomamos al vector nodesPerSegmentHead, cuyas
entradas son impuestas por el usuario.

De manera similar al sector head, para el sector tail tomamos como vector breakingPoints al vector
breakPointsTail y como vector nodes al vector nodesPerSegmentTail. Las entradas de ambos vectores

(breakPointsTail y nodesPerSegmentTail) son determinadas por el usuario y pueden contener desde 1
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hasta £ € NT entradas.

Una vez generados los vectores nodesPerSegmentHead, nodesPerSegmentTail y breakPointsTail,
sumaremos a breakPointsTail el valor del iltimo elemento del vector radius y, una vez realizado esto,
concatenamos ambos vectores (radius y breakPointsTail) en un solo vector llamado xBreakPoints.
Asimismo, concatenamos los vectores nodesPerSegmentHead y nodesPerSegmentTail en un solo vector
llamado xNodesPerSegment. Las operaciones descritas previamente se presentan a continuacién usando la

sintaxis de Python.

import numpy as np

xBreakPoints = np.append(radius, breakPointsTail + radius[-1])

xNodesPerSegment = np.append(nodeSegments, nodesPerSegmentTail)

Finalmente, para la zona extendida, agregamos una entrada més al final del vector xBreakPoints,
la que equivale a la suma de la ultima entrada de xBreakPoints mas la tltima entrada del vector
radius. Adicionalmente, por consistencia con xBreakPoints, agregamos una entrada extra al vector
xNodesPerSegment igual al valor declarado en la variable extraNodes (de la tercera parte del archivo
de entrada). Estas operaciones, previamente descritas, se muestran enseguida empleando la sintaxis de
Python.

import numpy as np

xBreakPoints = np.append(xBreakPoints, xBreakPoints[-1] + radius[-1])

xNodesPerSegment = np.append(xNodesPerSegment, extraNodes)

Una vez realizadas las operaciones previas, terminamos sélo con dos vectores, xBreakPoints y
xNodesPerSegment, andlogos a los vectores breakingPoints y nodes, los cuales serdn la base para construir

el mallado mostrado en la Fig. 6.5.

6.3.1. Generacion de una malla automatica

Si bien el hecho de poder ingresar manualmente las entradas de los vectores breakingPointsTail y
nodesPerSegmentTail es de gran ayuda al momento de asegurar la buena convergencia del algoritmo,
muchas veces, al comenzar a estudiar un nuevo sistema coloidal, no tenemos una idea clara de qué distancia
debe cubrir cada segmento o cudntos nodos debe contener. Es por ello que el algoritmo posee la cualidad de
generar de manera semi-automatica los vectores breakingPointsTail y nodesPerSegmentTail, cada uno
por separado; asi pues, para activar el modo automaético, es necesario declarar las variables explicitBreaks
= False y/o explicitNodes = False.

Para el vector nodesPerSegmentTail, si explicitNodes = True, el algoritmo simplemente tomara
como entrada el vector ingresado a priori por el usuario; pero, si explicitNodes = False, entonces
el algoritmo creard un vector llamado nodesPerSegmentTail compuesto por tailSegments entradas,
donde todas éstas seran iguales al valor de nodesPerSegment; es decir, el algoritmo generara un vector

nodesPerSegmentTail con valor constante de nodesPerSegment.
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En sintaxis de Python, la generacion automatica de nodesPerSegmentTail luce de la siguiente manera

import systemVariables as sysVar

import numpy as np

if (sysVar.explicitNodes):
nodesPerSegmentTail = sysVar.nodesPerSegmentTail
else:

nodesPerSegmentTail = np.full(sysVar.tailSegments, sysVar.nodesPerSegment, dtype=np.int32)

Por otra parte, si explicitBreaks = True, el algoritmo tomard como entrada el vector ingresado a
priori por el usuario; pero, si explicitBreaks = False entonces el algoritmo generard automéaticamente
un vector llamado breakingPointsTail compuesto por tailSegments entradas, donde cada entrada
de breakingPointsTail serd un miltiplo de su entrada predecesora. Para realizar esto utilizaremos la

siguiente regla

breakingPointsTail [k] = xTailIlncrement X XTailProportionk7

donde k=0, ..., (tailSegments — 1).

La tnica restriccién en esta receta, a fin de asegurar un comin acuerdo con xTailMax, es que

tailSegments—1

xTailIncrement X xTailProportion = xTailMax;

por lo tanto, el valor de xTailIncrement estd determinado por

xTailMax
xTailProportiontailSegments—1~

xTaillncrement =

De esta manera, cada entrada de breakingPointsTail, cuando explicitBreaks = False, serd (en

sintaxis Python)

import systemVariables as sysVar

import numpy as np

xTaillncrement = sysVar.xTailMax / np.power(sysVar.xTailProportion, sysVar.tailSegments-1)

breakPointsTail = np.zeros(tailSegments)

if (sysVar.explicitNodes):

breakPointsTail = sysVar.breakPointsTail
else:

for i in range(sysVar.tailSegments):

breakPointsTail[i] = xTaillncrement * ( sysVar.xTailProportion**(i) )

Al usar este sistema proporcional entre las entradas de breakingPointsTail (mientras mantenemos
constante el nimero de nodos de cada segmento en tail), aseguramos que, cerca del ultimo plano de
Helmbholtz, la densidad de nodos sea alta y, conforme nos alejamos de éste, la densidad de nodos vaya

decreciendo de manera gradual hasta llegar al inicio de la regién extendida.
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6.3.2. Alineacion del mallado

Hasta el momento, el mallado generado a partir de los vectores xBreakPoints y xNodesPerSegment,
al cual llamaremos xVector, parte desde el origen (ver Fig. 6.6); por lo tanto, a fin de que éste comience
desde la superficie de la macroparticula central M, debemos sumar %RM al vector xVector, obteniendo

asi la malla mostrada en la Fig. 6.7 .

XVector
zona extendida
M--- XXX -r-;ioooo’“-o-o-o-’-o-o-o-o#’-o-o-oooooo-o-o-’—o—o—o—o—o—o—,
0 7R, bpm bpm+3R,
head tail

Figura 6.6: Ilustracién del vector xVector, construido a partir de los vectores xBreakPoints y xNodesPerSegment.

Una vez hecho esto, obtenemos el vector x, el cual se define como x = xVector + %RM.

x (dominio de solucion Q)

zona extendida
A\

M xxXs w,—.—.—.—.—.—.—,—.—.-onno-o-o-’—o—o—o—o—o—o—’
%RM {%W” bpm bpm"'%Rn

head tail
Figura 6.7: Dominio de solucién Q de la ecuacién HNC/MSA dividido en elementos finitos. Se aprecian los sectores
head y tail que componen a Q.

El propésito de generar primero el vector xVector, y luego declarar el vector x como x = xVector+ %R M
es poder realizar cambios en el tamafio de la macroesfera central M sin la necesidad de generar de novo
un vector xVector, agilizando asi el algoritmo, mientras que, de manera sencilla, vamos variando el radio

Rjs segtn sea el caso.

6.4. Interpolacion de funciones

Como hemos podido observar hasta ahora, al generar un mallado sobre el dominio de solucién (),
limitamos la determinacién de nuestra funcién incégnita g(x) al conjunto {x,} de nodos en la malla, lo
cual permite, junto con el método de residuos ponderados, transformar la ecuacién integral HNC/MSA
en un sistema de ecuaciones algebraicas. No obstante, esta misma limitacién tiene ciertas desventajas,
principalmente en situaciones donde necesitamos conocer el valor de la funcién g(x) en un punto diferente

a los puntos nodales z,. Por ejemplo, considere la integral
y
Iy :/ F(z)dx (6.1)
Tq

donde alguno de los limites de integracién, z, o x}, no pertenece al conjunto de puntos nodales.
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Si bien la integral Iy no puede resolverse de manera directa, si es posible interpolar ambos limites
de integracién si conocemos de manera explicita las funciones con las que fue generado el mallado. Por
ejemplo, si el mallado estd compuesto por funciones interpolantes de Lagrange de grado dos, entonces sobre
cada elemento finito Q del mallado, estdn construidas tres funciones base: Uy, (), 1/3k+1(1:) y 7,/3k+2 (x);

como se muestra en la Fig. 6.8.

P(x) Pe1(X) Pra(X)
1.0F 1.0 ‘
0.8 0.8F
0.6F 0.6
0.4f 0.4-
0.2+ 0.2+
0.0F 0.0r
Q Q Q

Figura 6.8: Las tres funciones interpolantes de Lagrange de grado dos (¢y(t), ¥ps1(t) y Ppro(t)) definidas sobre el
elemento finito Qp = [zk, Tra].

Durante la resolucién de la integral 6.1 podemos, entonces, distinguir dos casos: uno donde ambos
limites de integracion Eertenecen al mismo elemento finito y otro donde no. Por ejemplo, si x4, xp € Qp,

b
entonces la integral / f(x)dx puede resolverse de manera sencilla mediante la siguiente equivalencia
Ta

k+2

/::b F(x)dz = Z /:b Yi 1[11(33) dt (6.2)

i=k

siendo ~y; los coeficientes indeterminados de las funciones 1@(1‘) Un bosquejo de este caso, donde zq4, zp € Qp,

se muestra en la Fig. 6.9.

0.8

0.4+

T

0.2

Xk Xk+2

Q

Figura 6.9: Ejemplificacién del proceso de interpolaciéon de los puntos x4 y xp cuando ambos puntos se encuentran

dentro del mismo elemento finito Q.
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Por otra parte, si x5 y o5 pertenecen a elementos finitos distintos, digase z, € Qf = [rg,Tr12] ¥y
T
xp € QO = [T, Tm2], siendo x4 < zp, tal como se muestra en la Fig. 6.10; entonces la integral / f(x)dx

Tq
debera realizarse por partes, es decir,

T
/ Flo)de =T+ I+ 13 , (6.3)

donde
k+2

Tk A
n= Z/'ﬂ 2)dz (6.4)

m—1 j+2 Tjio

= > Z/ Yihi(w)dz (6.5)

]k—}—lz]m

m-+2

L= / Y () da (6.6)

=m

Im

Figura 6.10: Ejemplificaciéon del proceso de interpolacién de los puntos x, y xp cuando cada uno de éstos pertenece a
dos elementos finitos distintos no adyacentes.

Note que si Qp y Q,, son contiguos (ver Fig. 6.11), entonces Iy =0, ya que

x
/bﬂ@mzh+m, (6.7)
Ta

donde

K2 s J

I = Z/ r)de (6.8)

m+2

Is= 3" [T idita)do (6.9)

i=m 7 &m

siendo xy, = Tp42.
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0.8—
0.6 i
04" !
02 I i
0.0" .
7‘(1( | X‘k+2 X;’Il+2

Q, Q.

Figura 6.11: Ejemplificacién del proceso de interpolacién de los puntos x, y x; cuando cada uno de éstos pertenece a

dos elementos finitos adyacentes.

6.5. Archivos de salida

Una vez que nuestro método iterativo ha cumplido con el umbral establecido o alcanzado el niimero
de iteraciones maximo, el algoritmo produce varios archivos de salida. Inicialmente, se genera el archivo
gFile.txt donde se escriben los valores de las funciones gMZ.(r) vy que puede ser usado como semilla para
corridas futuras.

De manera similar, en archivos independientes llamados gFunci.txt (con i = 1,2,...), se exportan
una a una las funciones gMZ.(r), tantas como especies i6nicas contenga el sistema coloidal. Estos archivos,
a diferencia del archivo semilla gFile.txt, contienen tanto las funciones g, .(r) como el vector z, el cual
puede estar normalizado respecto al didmetro de alguna especie idnica o respecto a algtin otro valor, segiin
los requerimientos del usuario.

Finalmente, empleando los perfiles de las funciones gMi(r), calculamos e imprimimos el potencial
electrostatico medio 1 (r) (Ec. 2.13), el potencial de fuerza media W;;(r) (Ec. 2.14), la densidad de carga
local o(r) (Ec. 2.12) y, a excepcién del caso plano, la carga integrada Q(r) (Ec. 2.11). A continuacién se

muestra un diagrama de flujo con las partes mas esenciales de nuestro algoritmo.

Consircsn ce 1 e s
de entrada
malla y del vector x HNCMSASolver()

I Impresion de las
@_ funciones g(r), ¥(r),
o(r), Q(r) y W(r)

Figura 6.12: Diagrama de flujo simplificado del algoritmo desarrollado para la resolucién de la ecuacion HNC/MSA

mediante el Método de Elemento Finito.
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6.6. Multiprocesamiento basado en decoradores de Numba

Ademas de acelerar los tiempos de ejecucién de Python mediante el mecanismo de compilacién JIT,
los decoradores de Numba también proveen la opciéon de multiprocesamiento de funciones, siendo mas
ventajoso en aquellas con ciclos for. Por ejemplo, considere la misma funcién go_fast mostrada en la
seccion 6.1; si deseamos activar la paralelizacion de go_fast sobre varios niicleos de nuestro CPU solamente
debemos anadir al decorador de Numba el argumento parallel = True, al mismo tiempo que cambiamos
la funcién range, del ciclo for, por la funcién de Numba prange, tal como se muestra en las siguientes

lineas de cédigo.

Q@jit (nopython = True, parallel = True) # Decorador de Numba

def go_fast(a): # Funcion a compilar a cédigo maquina al ser llamada por primera vez

trace = 0.0

# asumimos que la entrada es una matriz cuadrada

for i in nb.prange(a.shape[0]): # Numba prefiere el uso de ciclos
trace += np.tanh(ali, il) # Numba soporta funciones de NumPy
return a + trace # Numba soporta broadcasting de NumPy

De esta manera, Numba se encargara automaticamente de utilizar todos los nicleos disponibles en
nuestro CPU para agilizar el calculo de la funcién go_fast. Sin embargo, al hacer esto, Numba deniega al
usuario la posibilidad de limitar el cdlculo de go_fast a un niimero de nicleos especifico; siendo necesario
recurrir a otras librerias, como threadpoolctl, que permiten controlar el niimero de nicleos a utilizar, asi

como el especificar la arquitectura del procesador [30, 31].



7. Resultados y discusion

7.1. Validacion del algoritmo

Una vez finalizado el desarrollo de nuestro algoritmo para la resolucién el modelo primitivo en la
aproximacion HNC/MSA, es necesario validar sus resultados mediante la comparacién de éstos con datos

previamente reportados por otros autores.

7.1.1. Prueba #1

Figura 7.1: Sistema modelo estudiado en el articulo [32]. A la izquierda se exhibe una instantdnea de las simulaciones
por Monte Carlo realizadas por Guerrero-Garcia et al., mientras que a la derecha se muestra una representacion

esquemdtica de los planos de Helmholtz interno (IHP) y externo (OHP) alrededor de la macroparticula central M.

Nuestro primer proceso de validacion consistié en comparar nuestros resultados teéricos con los datos
publicados por Guerrero-Garcia, Gonzalez-Tovar y Olvera de la Cruz en 2010 [32]. En dicho trabajo, los
autores estudiaron los efectos de la asimetria en el tamano de los iones alrededor de una macroparticula
esférica de carga z,. La ilustracion de este modelo puede observarse en la Fig. 7.1.

El sistema estudiado en [32] considera una macroparticula esférica de radio 7, =15 A y valencia 2y,
inmersa en un medio continuo de constante dieléctrica e, = 78.5 y temperatura T = 298 K. Asimismo,
se consideran dos especies iénicas, (+ y —), dispersas en el medio, cuyas caracteristicas se describen a

continuacién, en donde [M] se refiere a concentracién molar

Tabla 7.1: Caracteristicas de las especies i6nicas consideradas en el modelo primitivo investigado en [32].

especie  z; T pi?“lk

+ 1 2125 A 1[M]

- -1 425X 1M

47
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Con base en los datos anteriores, construimos el archivo de entrada de nuestro algoritmo y lo ejecutamos
para tres valencias z,y, especificamente, para zp; = —12,0, 12. A continuacién se muestra la comparacion
entre los perfiles de las funciones de distribucién radial gMj(r) arrojados por nuestro algoritmo y los

reportados por Guerrero-Garcia et al. [32] .

5 1 T T T 7 T T T T 1T T T T T T T T T T 1 T T T T 17 T T T T 1
- a) — T -2125A T b) — T,-2125A T C) e — T,=2125A 1
4 — T=425A | — TL-425A — T-425A

Figura 7.2: Funciones de distribucién radial gaz;(r') como funcién de la distancia ' =r — FM, para una macroesfera
central de radio 7 =15 A y valencia a) zp; = —12, b) z); =0 y ¢) 237 = 12, inmersa en un electrolito binario 1: 1 a
una concentracion de 1 molar. Los rombos corresponden a los resultados HNC/MSA digitalizados de [32] mientras

que las lineas sélidas corresponden a los resultados arrojados por nuestro algoritmo HNCMSASolver.

Sin entrar en mayor detalle, en la Fig. 7.2 observamos como los resultados arrojados por nuestro
algoritmo (las lineas sélidas) empatan de manera casi idéntica con los resultados reportados por Guerrero-
Garcia et al. [32] bajo la misma aproximacién de la teoria HNC/MSA. De esta manera, el acuerdo mostrado
entre ambas soluciones nos da la confianza de que nuestra implementacién de la ecuacion HNC/MSA para

el caso particular de dos especies esté bien realizada.

7.1.2. Prueba #2

Como segundo proceso de verificacion, elegimos un articulo escrito por Gonzalez-Calderén, Chévez-Paez
y Gonzélez-Tovar [33], en donde los autores, mediante la aproximacién HNC/MSA, estudiaron un modelo
mas complicado de suspension de macroiones cargados a fracciones de volumen finitas.

Este modelo contempla una macroién central esférico de didmetro Ry; = 42.5 A y valencia 2,7, inmerso
en un electrolito ternario compuesto por iones positivos (4), iones negativos (—) y macroiones (M),
dispersos en un medio continuo con constante dieléctrica e, = 78.5 y temperatura T = 298 K. Asimismo,
los macroiones M son considerados como particulas esféricas positivas con las mismas caracteristicas que
el macroién central M, mientras que los iones + y — se consideran como particulas esféricas de diametro

R=R,=R_=425A. Un resumen de las caracteristicas de las especies iénicas consideradas en este
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modelo se presenta a continuacion, donde la fraccién de volumen coloidal ¢ se define como ¢ = %plj\}}lk Ry,

siendo p?\}lk el nimero de macroparticulas M por volumen.

Tabla 7.2: Caracteristicas de las especies i6nicas consideradas en el modelo primitivo estudiado en [33] para ¢ = 0.24.

oo = 0.01 C/m? oo = 0.05 C/m?
especie Zi R; pf“lk Zi R; pé’“lk
+ 1 4.25A 0.1 [M] 1 4258 0.1 [M]
- ~1  4.25A 0.13512 [M] ~1 4258 0.27558 [M]

M 354175 425K 0.00992 [M]  17.70873 42.5A  0.00992 [M]

Con base en los datos anteriores, calculamos las funciones de distribucién radial Insj (r) para ambos
valores de o y, posteriormente, calculamos la carga efectiva Q(r) normalizada respecto a la carga Qg
sobre la superficie del macroién central M. Los perfiles Q(r)/Qo obtenidos mediante nuestro algoritmo
(lineas solidas), asi como los reportados en [33] (rombos vacios) por Gonzalez-Calderén et al., se muestran

a continuacién

T T T T T T | T | T
| — 6.=0.01 C/m’ |
1_ GO— . m
| — 6,=0.05 C/m’
(=) -
o
~ O+ o
=~
N L
=
O L
_1 —
l | l | l | l | l | l | 1 | l

r/RM

Figura 7.3: Perfiles de la carga efectiva Q(r) normalizada respecto a la carga (g sobre la superficie del macroién
central M. Los rombos corresponden a los resultados HNC/MSA reportados por Gonzalez-Calderén et al. en [33]

mientras que las lineas sélidas pertenecen a los resultados arrojados por nuestro algoritmo HNCMSASolver.
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Como lo evidencia la Fig. 7.3, y al igual que en la prueba 1, los resultados arrojados por nuestro
algoritmo (las lineas s6lidas) coinciden de manera casi idéntica con los valores reportados por Gonzalez-
Calderén et al. [33] para la misma aproximacién tedrica HNC/MSA. De esta manera, el acuerdo mostrado
entre ambas soluciones nos da la confianza de que nuestra implementacién de la ecuaciéon HNC/MSA para

varias especies es correcta.

7.1.3. Prueba #3

Finalmente, como tercera y dltima prueba de validacion, elegimos un articulo escrito por Guerrero-
Garcia, Gonzalez-Mozuelos y Olvera de la Cruz [34], quienes en 2011 estudiaron, mediante la aproximacién
HNC/HNC, el potencial de fuerza media (Wjy;(r)) entre dos nanoparticulas esféricas cargadas idénticas,
inmersas en un electrolito binario 1: 1, asimétrico en tamano (es decir, con iones de tamatios diferentes),
con constante dieléctrica e, = 78.5 y temperatura T = 298 K. Un resumen de las caracteristicas de las
especies idénicas consideradas en este modelo se presenta a continuacién, en donde, para simular la presencia
de una segunda nanoparticula, ésta se incorpora como una especie adicional en el electrolito, pero con

concentracién igual a cero y valencia z,; igual a la de la macroparticula central M.

Tabla 7.3: Caracteristicas de las especies idnicas consideradas en el modelo analizado en [34].

especie  z; R; pf“l k

+ 1 425 A 1M
- -1 85A 1[M]

M oz 30A 0M]

El potencial de interaccién entre dos particulas cualesquiera del sistema estd gobernado por el potencial
coulémbico (UZ\SZW(T), ver Ec. 5.18), que hemos venido trabajando en las pruebas anteriores, més un
potencial de corto alcance, tipo Lennard-Jones truncado-desplazado (LJ-TD), tal como el mostrado en la
Ec. 5.68, en donde 0 = Ry =4.25 A.

Para las condiciones ya descritas, calculamos las funciones de distribucién radial I (r) y el potencial
de fuerza media Wys(r), entre las dos nanoparticulas del sistema, para tres valencias distintas, a saber,
zy = —9,0,9. Los perfiles del potencial de fuerza media, para las tres valencias zps, se muestran en la Fig.
7.4, en donde las lineas sélidas y las lineas discontinuas corresponden a los datos arrojados por nuestro
algoritmo con y sin el potencial de ntcleo repulsivo UZ] °(r) mientras que los rombos vacios corresponden a
los datos reportados por Guerrero-Garcia et al. en [34].

Como se advierte en la Fig. 7.4, la adicién del potencial de nicleo repulsivo contribuye enormemente a
la obtencién de resultados bastante similares a los reportados en [34]. No obstante, aunque los resultados
obtenidos por nuestro algoritmo, adicionando el potencial U Zj “(r) describen la tendencia de las curvas
Wi () reportadas en [34], existen diferencias cerca de la superficie de la macroparticula central, lo cual
puede deberse tanto a que la adicién del potencial de niicleo repulsivo no se hizo sobre todas las particulas
del sistema como a que estamos comparando resultados de dos aproximaciones diferentes, puesto que
nosotros utilizamos HNC/MSA y Guerrero-Garcia et al. emplearon HNC/HNC.
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T T T l T

—z,= 9 HNC/MSA+U;;(r) _
_ Ic i
— 2= -9, HNC/MSA + Uy, (1)

— z,,= 0. HNC/MSA + U;j(r)

= = z,,= 0, HNC/MSA z,= 0, HNC/HNC + LJ-TD
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Figura 7.4: Perfiles del potencial de fuerza media Wi () entre dos nanoparticulas esféricas cargadas con una valencia
de zpr =—9,0,9. Los rombos corresponden a los resultados HNC/HNC + LJ-TD reportados por Guerrero-Garcia et
al. en [34], mientras que las lineas sélidas y las lineas discontinuas pertenecen a los resultados arrojados por nuestro

algoritmo HNCMSASolver con y sin el potencial de nicleo repulsivo U ;jc(r).

7.2. Resultados originales empleando nuestro algoritmo

7.2.1. Resultados caso esférico

Uno de los aspectos mas relevantes de la solucién numérica de la ecuacién HNC/MSA desarrollada
en este trabajo es la posibilidad de resolver sistemas coloidales compuestos por una mezcla de n especies
i6nicas esféricas con tamano y carga arbitrarios. Debido a ello, y como prueba de concepto, propusimos
el estudio de la doble capa eléctrica alrededor de una macroesfera neutra M, inmersa en un electrolito
electroneutro compuesto por cuatro y seis especies idnicas, todas ellas asimétricas en carga y valencia y
disueltas en un solvente implicito y continuo con constante dieléctrica e, = 78.5 y temperatura T'= 298 K.

Cada una de las especies i6énicas consideradas en este estudio es modelada como una esfera dura con
una carga puntual, de valencia z;, embebida en su centro. Asimismo, el potencial de interaccién UZ;" " ()
entre dos especies ¢ y j cualesquiera se describe a continuacién, donde gg es la permitividad del vacio, eg

la carga proténica y r = |7 — 7]

. R; + R;
o0 sir< —
U (r) = (7.1)
zizj'e% > R, + Rj
dmege,r - 2

La valencia z;, el didAmetro R; y la concentracién en bulto pf“lk de cada una de las especies i6nicas

dispersas en el medio se muestra en la tabla 7.4, donde el caso sin sal (SS) considera cuatro especies iénicas
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mientras que el caso con sal (CS) considera las seis especies idnicas, siendo las especies 5 y 6 los iones de

la sal anadida.

Tabla 7.4: Caracteristicas de las especies i6nicas consideradas en los casos sin sal (SS) y con sal (CS).

Caso sin sal (SS) Caso con sal (CS)
especie  z; R; pg’“lk Zi R; ,oi-’“”“
1 10 1000 A 2x 1077 [M] 10 1000 A 2x 1077 [M]
2 -10 1000 A 2 x 1077 [M] -10 1000 A 2 x 1077 [M]
3 1 3A  2x107% M| 1 3A  2x107% [M]
4 -1 3A 0 2x107% M) -1 3A 0 2x107% M)
5 - - - 1 5A  2x107° [M]
6 - - - -1 5A 0 2x107° M)

Con base en lo anterior, calculamos, mediante la ecuacién HNC/MSA vy la ecuacién no lineal de
Poisson-Boltzmann (NLPB, por sus siglas en inglés), las funciones de distribucién radial, 9ij (r), tanto
para el caso SS como el caso CS. Note que la ecuacion NLPB es un caso limite de la ecuacion HNC/MSA
al ignorar las correlaciones iénicas y los efectos de volumen excluido entre las particulas dispersas.

Adicionalmente, con el fin de validar nuestros resultados tedricos, en las siguientes figuras proveemos
resultados obtenidos por nuestro grupo de investigacion, mediante simulaciones de dindmica molecular
(DM) en el ensamble NVT, utilizando un termostato Nosé-Hoover, para los mismos sistemas (SS y CS)
descritos en la tabla 7.4.

En la Fig. 7.5 se muestran los perfiles g, (r) y g,,(r) obtenidos mediante las teorfas HNC/MSA y NLPB
y via simulaciones de dindmica molecular, siendo la Fig. 7.5(a) la que presenta los resultados referentes
al caso SS mientras que la Fig. 7.5(b) contiene los resultados del caso CS. En ambas graficas se observa
que las funciones de distribucién radial obtenidas mediante la teoria HNC/MSA son no monoténicas y
concuerdan bien con las funciones de distribucién radial predichas por las simulaciones de DM.

En particular, se puede apreciar que los valores de contacto entre coloides opuestamente cargados
(91 (r = 1000 A)) disminuyen al agregar sal al sistema (caso CS, Fig. 7.5(b)), lo cual puede atribuirse a
un incremento en la neutralizacién de la carga de las particulas coloidales, producto del apantallamiento
electrostatico asociado a la sal agregada. De manera similar, dicho apantallamiento, en conjunto con los
efectos de volumen excluido, promueve una repulsion mas débil entre particulas coloidales de igual carga,
efecto que puede ser observado al comparar los valores de contacto gu(r = 1000 A) del caso SS (Fig.
7.5(a)) frente a los valores de contacto del caso CS (Fig. 7.5(b)).

Por otra parte, las funciones de distribucién radial, predichas por la teoria NLPB, muestran una
tendencia monotoénica en todo el espacio, difiriendo apreciablemente de los resultados predichos por la
teorfa HNC/MSA y las simulaciones de DM. No obstante, la teorfa NLPB si logra predecir la tendencia
de los valores de contacto de las funciones g, (r = 1000 Ay 9,5 (r = 1000 A), a incrementar y disminuir,

respectivamente, al anadir sal al sistema.



7.2. RESULTADOS ORIGINALES EMPLEANDO NUESTRO ALGORITMO 93

2.0 T T T T T T T T |
1.8_ s ll,DM (a) ]
A — — 12.DM i
Lé6—1 \ ~——— 11,NLPB m
R - — 12,NLPB T
& 14— ——— 11, HNC/MSA n
=Y i ——— 12, HNC/MSA 7
1.2+ _|

1.0~ Semanca

0.8+ —

| | | | | | | 1 |

1.8 — — 11,DM (b) -

— — [2,DM
1.6~ —— 11, NLPB B
. i — 12,NLPB 7
& 14— — 11, HNC/MSA n
&0 i —— 12, HNC/MSA 7
1.2+ —
1.0~ At it o 4
0.8 —
| | | | | | | | 1 |
1000 10000

Figura 7.5: Funciones de distribucién radial entre la macroparticula central M =1 y las particulas coloidales de las
especies 1y 2, acorde a la teorfa HNC/MSA, la teorfa NLPB y las simulaciones por dindmica molecular (DM). El

panel (a) corresponde al caso sin sal (SS) mientras que el panel (b) corresponde al caso con sal (CS).

Ahora bien, en el caso de las funciones de distribucién radial entre los iones del sistema y las macroesfera
central M =1 (Fig. 7.6), podemos notar que, en todos los casos, los perfiles obtenidos mediante la teoria
HNC/MSA exhiben un comportamiento no monoténico, concordando muy bien con los resultados obtenidos
mediante simulaciones de DM. No asf los perfiles iénicos obtenidos mediante la teoria NLPB, que muestran
una tendencia monoténica, difiriendo enormemente de los resultados obtenidos por DM.

Los valores de contacto g,,(r = 501.5 A), gy, (r =501.5 A), g,5(r = 502.5 Ay 9,4(r = 502.5 A),
muestran la misma tendencia observada en la Fig. 7.5 cuando sal es anadida al sistema. Especificamente,
en el caso CS, se muestra que los perfiles iénicos de las especies con 3 A de didmetro, las cuales son
contraiones de las especies de particulas coloidales 1 y 2, son muy similares a los perfiles i6nicos exhibidos
por las especies con 5 A de didmetro, esto es, la sal afiadida; lo cual puede deberse a la poca diferencia
en carga y tamano de las especies 3 y 4 frente a las especies 5 y 6 al compararlas con a las particulas

coloidales, que tienen un didmetro 300 a 200 veces més grande y una valencia 10 veces mayor.
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Figura 7.6: Funciones de distribucion radial entre la macroparticula central M =1 y las especies idnicas 3, 4, 5 y

6, acorde a la teorfa HNC/MSA, la teoria NLPB y las simulaciones por dindmica molecular (DM). El panel (a)

corresponde al caso sin sal (SS) mientras que los paneles (b) y (¢) corresponden al caso con sal (CS).
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7.2.2. Resultados caso plano

De manera similar al caso esférico, para el caso plano abordamos el estudio de la doble capa eléctrica
alrededor de dos electrodos planos M y W, infinitos y paralelos entre si, separados a una distancia Zmyqz v
%0 = " wo siendo %o
la densidad de carga superficial del electrodo M y oy, la densidad de carga superficial del electrodo W.

con una densidad de carga similar en magnitud pero opuesta en signo, es decir,

Ambos electrodos se encuentran inmersos en un electrolito cuaternario electroneutro con solvente implicito

y continuo con constante dieléctrica e, = 78.5 y temperatura T'= 298 K.

Cada una de las especies i6nicas del electrolito es modelada como esferas duras con una carga puntual,
sphere
J

ibnicas @ y j cualesquiera se describe a continuacién, donde gg es la permitividad del vacio, eg la carga

de valencia z;, embebida en su centro. Ademads, el potencial de interaccién U (r) entre dos especies

protonica y r = |75 — 7]

) R;+R;
o0 S1 7 < T
sphere
ijp (r)= ) (7.2)
zizjef sir> R; + R;
dmege,r - 2

Por otra parte, el potencial de interacciéon U;;a”(r) entre un plano infinito ¢ uniformemente cargado y un

ion de especie j es

00 sir< 73
ust(r) = (7.3)
K 2:€0050 R;
Y70 s> 2
EQEr 2

La valencia z;, el didmetro R; y la concentracién en bulto p?“lk de cada una de las especies idnicas dispersas
en el medio se muestra en la tabla 7.4 para tres casos A, B y C diferentes; manteniendo constante en éstos la

densidad de carga superficial de los electrodos M y W como o, ,, = 5x107° C/m? y Cwo = —5x107° C/m?2.

Tabla 7.5: Caracteristicas de las especies i6nicas consideradas en los casos A, By C.

Caso A Caso B Caso C

especie  z; R; phulk 2 R; phulk Z R; bulk

1 10 1000 A 2x1077 [M] 10 1000 A 1x1077 [M] - —~ -

2 -10 1000 A 2x1077 [M] -10 1000 A 3x1077 [M] -10 1000 A 4x1077 [M]
3 1 3A  2x1076 [M] 1 3A  3x1076 M) 1 3A  4x1076 [M]
4 -1 3A 0 2x1076 M) -1 3A 1x107% [M] - - -

Para tales condiciones, calculamos, mediante la ecuacion HNC/MSA y la ecuacién no lineal de Poisson-

Boltzmann (NLPB, por sus siglas en inglés), las funciones de distribucién radial, gij(m), la densidad i6nica

local pij(m) = pjb.um
casos A, B y C, descritos en la tabla 7.5. Adicionalmente, con el fin de verificar nuestros resultados tedricos,

gij(fc) y la densidad de carga o(x) (Ec. 5.65) en funcién de la distancia x, para los tres
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en las siguientes figuras proveemos los datos obtenidos por nuestro grupo de investigacién mediante

simulaciones de Monte Carlo (MC), en el ensamble NVT, para los mismos casos A, By C.
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Figura 7.7: Perfiles de densidad i6nica local Phij (x)y ij(x) obtenidos mediante simulaciones por Monte Carlo para
los tres casos A, B y C descritos en la tabla 7.5. El panel (a) corresponde al caso A, el panel (b) al caso B y el panel
(c) al caso C.
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Asi, en la Fig. 7.7 se muestran los perfiles de densidad iénica local Pij (x)y Py () obtenidos mediante
simulaciones de Monte Carlo para los tres casos A, B y C; siendo el caso A (Fig. 7.7(a)) un caso simétrico,
acorde a los pardmetros mostrados en la tabla 7.5 mientras que los casos B (Fig. 7.7(b)) y C (Fig. 7.7(c))
son asimétricos. Note que tanto la ecuacion HNC/MSA como la ecuaciéon NLPB, descritas en este trabajo,
permiten calcular las funciones gij(as), pMj(a:) y o(x) para un tnico electrodo plano; no obstante, debido a
que en los tres casos (A, B y C) se observa una concentracién de bulto alrededor del punto medio (zq2/2)
del eje z, es posible utilizar los resultados obtenidos mediante las teorias HNC/MSA y NLPB a fin de
aproximar los resultados obtenidos mediante Monte Carlo, donde se simularon ambos electrodos a la vez,

formando asi un capacitor de doble capa eléctrica.
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Figura 7.8: Funciones de distribucién radial Irsj (z)y ng(a:) obtenidas mediante las teorfas HNC/MSA y NLPB, asi
como por simulaciones por Monte Carlo (MC) para los tres casos A, B y C descritos en la tabla 7.5. Por cuestiones
de espacio, los resultados por HNC/MSA estan etiquetados como H/M. Los paneles de la izquierda corresponden al
electrodo M mientras que los paneles a la derecha corresponden al electrodo W. Asimismo, los paneles (a) y (b)

corresponden al caso A, los paneles (c) y (d) al caso B y los paneles (e) y (f) al caso C.

Una comparacién de las funciones 9 (z) obtenidas de manera tedrica mediante HNC/MSA y NLPB,

asi como por simulaciéon de Monte Carlo, se muestra en la Fig. 7.8 para los casos A, B y C, donde podemos
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apreciar que los resultados obtenidos mediante la teorfa HNC/MSA concuerdan bien con los resultados
por MC. Contrastantemente, los resultados obtenidos a través de la teoria NLPB difieren claramente de
los resultados por simulacién. Dicha disparidad, en los tres casos, es mas notoria para las funciones de
distribucion radial de las particulas coloidales (especies 1 y 2) en comparacién con lo observado para las

funciones de distribucién radial de los iones pequenos (especies 3 y 4).

Por otro lado, note que la teoria NLPB, al predecir un comportamiento monoténico en las funciones
g; (), es incapaz de describir el cambio de curvatura mostrado por las funciones de distribucién radial
obtenidas mediante HNC/MSA y MC, puesto que estas dos ultimas si incluyen efectos de correlaciéon y de

volumen excluido, a diferencia de la teoria NLPB, que no los considera.

Los perfiles de la densidad de carga local o(x) y del potencial electrostatico medio ¥ (x) como funcién de
la distancia = se muestran en la Fig. 7.9. En los dos casos A y B (Figs. 7.9(a) y 7.9(b), respectivamente) se
observa la existencia de regiones donde la neutralizacién de carga asociada a la teoria NLPB sobrestima la
predicha por simulacién por MC, esto es, o pp(2) > 0 (). Asimismo, en los recuadros de las subfiguras
Figs. 7.9(a) y 7.9(b), la teorfa NLPB, ademéas de sobrevalorar el potencial electrostatico medio (),

igualmente sobrestima el potencial electrostatico superficial sobre el electrodo M (localizado en x = 0).

Por otra parte, tanto la densidad de carga local o(z) como el potencial electrostatico medio v (x)
predichos por la teoria HNC/MSA corresponden muy bien con los resultados por las simulacién, tal como

se puede observar en las Figs. 7.9(a) y 7.9(b).
Ahora bien, para el caso C (Fig. 7.9(c)), los perfiles de la densidad de carga local predichos tanto por

la teoria HNC/MSA como por la teorfa NLPB, subestiman y sobrestiman, en cierta medida, los resultados
obtenidos por MC en diferentes regiones; siendo més evidente la diferencia en los resultados obtenidos
por NLPB, puesto que no predicen el cambio de curvatura presente en la regién 1000 A < z < 2000 A, a
diferencia de los resultados por HNC/MSA. No obstante, a nivel del potencial electrostatico medio (),
el acuerdo que existe entre los resultados por MC y los resultados por NLPB es sorprendente ya que, si
miramos las funciones de distribucién radial para el caso C en las Figs. 7.8(e) y 7.8(f), la diferencia entre
las funciones 9;; () obtenidas por NLPB y las obtenidas por MC es muy grande; sin embargo, al ser el
potencial electrostdatico medio un promedio de las funciones 9 (z), existe una cancelacién de errores por
subestimacion y sobrestimacién que resulta en el buen acuerdo de la teoria NLPB y la simulacién de MC
a nivel de ¥ (x).

Finalmente, adviértase que tanto la teoria HNC/MSA como la teoria NLPB son capaces de reproducir
el efecto de amplificacion de carga superficial predicho en las simulacién por MC cerca del electrodo M,
localizado en x = 0, para los casos B y C. Este fenémeno de amplificacién de carga, presente cuando
o(z) > og para ciertos valores de , se debe a la existencia de la regién 1.5 A < 2 < 500 A (acotada por los
planos de Helmholtz interno y externo del electrodo M), dentro de la cual sélo los iones de la especie 3
pueden residir, debido a su didmetro de 3 A. Para valores de z > 500 A, el fenémeno de amplificacién de
carga desaparece, ya que a esta distancia contamos con la presencia de particulas coloidales con carga
negativa capaces de neutralizar la carga del electrodo M, asi como la carga efectiva generada por los

cationes en la regién 1.5 A <z < 500 A, tal como se puede ver en las Figs. 7.9(b) y 7.9(c).

Ademads, adviértase que en el caso B, la amplificacién de carga es més débil que la mostrada en el caso
C, lo cual puede atribuirse al efecto combinado de los pequenos aniones que neutralizan la carga positiva

del electrodo M y de los pequeiios cationes dentro de la regién 1.5 A < z < 500 A.
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Figura 7.9: Perfiles de la densidad de carga local o(x) y del potencial electrostatico medio 9 (x), con respecto al
electrodo W, obtenidos mediante las teorias HNC/MSA y NLPB, asi como por simulaciones por Monte Carlo (MC)
para los tres casos A, B y C descritos en la tabla 7.5. El panel (a) corresponde al caso A, el panel (b) al caso B y el

panel (c) al caso C.
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7.3. Velocidad del algoritmo

Como ya lo mencionamos en el capitulo Desarrollo Computacional, en este trabajo empleamos el
lenguaje de programacién Python para implementar nuestro algoritmo referente a la ecuacion integral
HNC/MSA. No obstante, al ser un lenguaje interpretado y de tipado dindmico, Python resulta ser mucho
mas lento que lenguajes compilados como C, C++4 o Fortran, siendo éstos los favoritos al momento de
implementar software de alto rendimiento. Sin embargo, gracias a librerias como NumPy y Numba, es
posible acelerar el rendimiento de Python a velocidades comparables con codigo escrito en C o Fortran.

A continuacién, mostramos una comparacién entre diferentes versiones del algoritmo NLPB, que
durante el transcurso de los estudios de doctorado desarrollamos en C y posteriormente en Python, como
caso particular del algoritmo para HNC/MSA. El ntimero de nodos N en la Fig. 7.10 hace referencia al

tamafio de la matriz jacobiana N X N resuelta durante cada corrida.

150
125
100
75
50
25
0

T I [N T N T T '

tiempo (s)

LI I N R Y B B

- X @
X

150
120
90
60
30

(b) A C %»—x Python + numba (serial)

+—e Python e—e Python + numba (paralelo)

900 I T T T T T T T T

tiempo (s)

T T T T T T T T

675
450

tiempo (s)

225

796 1592 2388 3184 3980 4776
numero de nodos

Figura 7.10: Comparacion del tiempo de ejecucién versus ntimero de nodos de cuatro programas diferentes para
resolver la teoria URMGC para un electrolito binario. Los tridngulos negros corresponden al programa escrito en
C sin la ayuda de librerias de algebra lineal; los rombos rojos corresponden a un programa en Python empleando
NumPy; las cruces verdes corresponden al mismo programa en Python pero empleando NumPy + Numba en su
versién serial, mientras que los circulos azules corresponden a su versién en paralelo. El panel (a) muestra los tiempos
de ejecucion de una corrida (10 iteraciones), el panel (b) corresponde a 10 corridas y el panel (¢) a 100 corridas. En

los tiempos de ejecucién de C no se considero el tiempo de compilacion.



7.3. VELOCIDAD DEL ALGORITMO 61

En la Fig. 7.10(a) resulta evidente el poder de cémputo de C frente a Python, desde el niimero de
nodos mas bajo hasta el mas alto, demostrando asi el ya conocido bajo rendimiento de Python con respecto
a lenguajes compilados como C. No obstante, al comparar C frente a las versiones de Python+Numba,
observamos que para un nimero de nodos mayor o igual a 2388, Python+Numba (serial) es mucho més
rapido que C; asimismo, para un nimero de nodos mayor o igual a 3184, ambas versiones de Python+Numba
muestran tiempos de ejecuciéon menores que la version compilada de C. Este repunte de velocidad ofrecido
por Numba nos permite apreciar la fortaleza de la libreria al momento de acelerar procesos en Python; ya
que si bien, para un nimero de nodos bajo, Numba consume tiempo realizando la compilacién JIT, el
crecimiento del tiempo de ejecucién vs el ntimero de nodos mostrado por las curvas Python+Numba es
menos pronunciado que el mostrado por C o Python+NumPy; llegando a tal punto de superar los tiempos
de ejecucién de C para un nimero de nodos no tan grande, puesto que, regularmente, el nimero de nodos
que utilizamos en los cédlculos de las funciones 9;i (z), utilizando HNC/MSA o URMGC, es superior a los
3500.

A pesar de la evidente inferioridad de Python y de C frente a Python+Numba en lo que respecta a
este trabajo de tesis, es necesario mencionar que en las corridas de Python+Numba (serial) no se utiliza
un solo nicleo para llevar a cabo el proceso de célculo, sino que se utilizan tantos ntcleos disponibles
como tenga el CPU. Este comportamiento gloton de nuestro algoritmo no es consecuencia del uso de
Numba, sino de NumPy, ya que, como bien se explica en [30], las funciones de dlgebra lineal de NumPy,
como numpy.linalg.solve(a,b) (utilizada en la resolucién del sistema de ecuaciones 4.15), emplean
librerias altamente optimizadas que toman ventaja del funcionamiento del procesador y, de ser posible, se
ejecutan sobre varios nucleos del CPU. Debido a esto, en [30] se aconseja el uso de librerias externas, como
threadpoolctl, que permiten controlar el niimero de nuicleos a utilizar.

No obstante, NumPy por si mismo no es capaz de acelerar a Python tal como lo hace Numba, lo cual
podemos apreciar facilmente en la Fig. 7.10(a), ya que los rombos rojos corresponden a la implementacién
de la ecuacion HNC/MSA en Python empleando tinicamente NumPy como libreria externa.

Debido a las librerias altamente optimizadas de NumPy y al poder de multiprocesamiento que algunas
de sus subrutinas poseen, mas la compilacion JIT que realiza Numba, es comprensible que Python+Numba
sea mas rapido que la implementacién directa y sin ayuda de librerias externas que realizamos en C. No
obstante, lo que no resulta tan facil de comprender es el hecho de que Python+Numba (serial) sea mas
rapido que su version paralela, tal como se observa en todos los paneles de la Fig. 7.10.

Una de las razones por las que la versién paralela de Numba es mas lenta la mayoria de las veces en
comparacién con su version serial (hablando especificamente de nuestro algoritmo), es el multiprocesamiento
ya presente en las subrutinas de NumPy. En particular, uno de los procesos méas demandantes dentro
del algoritmo HNCMSASolver es la resolucién del sistema de ecuaciones 4.15; el cual, como mencionamos
previamente, se ejecuta sobre varios nicleos del CPU a través de la subrutina numpy.linalg.solve(a,b);
por lo tanto, no importa si Numba corre en versiéon serial o paralela, pues numpy.linalg.solve(a,b) se
ejecutara de igual manera en ambos escenarios.

Aunado a esto, en la Fig. 7.10(a) es evidente como el tiempo necesario para realizar la compilacién JIT,
cuando tenemos activada la opcion parallel = True en el argumento del decorador de Numba, es mayor
que cuando no tenemos esa opcién activada; razén por la cual, en nuestra implementaciéon, Numba serial
es mas rapido que Numba paralelo. No es hasta que alcanzamos un niimero de corridas significativo y

un nimero de nodos considerable que el tiempo de compilacion JIT, cuando parallel = True, se vuelve
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despreciable, tal como se aprecia en la Fig. 7.10(c) después de un ntimero de nodos mayor a 2388. No
obstante, en corridas como las mostradas en la seccién 7.2, el nimero de nodos promedio utilizado fue
considerablemente mayor a 2388; asimismo, el nimero de corridas que realizamos fue de aproximadamente
50 mil, por lo que la versién paralela de Python+Numba fue de gran utilidad, ahorrandonos cientos de
horas de computo y, por ende, de recursos computacionales y econémicos en la realizacién de este trabajo

de tesis.



8. Conclusiones y perspectivas

En esta tesis doctoral se abordé la descripcion de la doble capa eléctrica usando dos formalismos
tedricos. Inicialmente empleamos la teoria URMGC para iones semi-puntuales alrededor de un electrodo
con geometria plana, cilindrica o esférica. Las ecuaciones integrales obtenidas para estas tres geometrias
fueron resueltas numéricamente mediante el Método de Elemento Finito. Como fruto de este trabajo, fue
posible publicar un articulo en la revista Molecular Physics, el cual incluyé resultados tedricos referentes a
la no dominancia de los contraiones cerca de un electrodo plano inmerso en un electrolito binario 1 : z [35].

Posteriormente, y con base en los trabajos publicados por Kazuo Hiroike [16, 12] y por L. Blum [17, 18],
en los que se obtuvo la forma explicita de la funcién de correlaciéon directa C%[SA(S>, fue posible formular,
a partir de la ecuacién de Ornstein-Zernike, la ecuacion integral HNC/MSA alrededor de una macroesfera
central M de carga (zprep) y didmetro (Rps) arbitrarios, inmersa en un electrolito continuo compuesto por
n especies idénicas, modeladas como esferas duras con una carga puntual embebida en su centro, totalmente
asimétricas en tamafio y valencia.

La ecuacién HNC/MSA para geometria esférica, al ser una ecuacién integral no lineal, fue resuelta de
manera numérica mediante el Método de Elemento Finito (MEF) empleando el programa HNCMSASolver,
el cual desarrollamos desde cero en el lenguaje de programacién Python, utilizando las librerias NumPy y
Numba.

Una vez resuelta la ecuacion HNC/MSA, a partir de las funciones de distribuciéon radial 9;i (z), fue
posible calcular diversas propiedades de la doble capa eléctrica alrededor de la macroesfera central M, tales
como los perfiles de densidad iénica local pMj(a:) o la densidad de carga o(z) y el potencial electrostatico
medio ¢(x) en toda la extension de la doble capa eléctrica. A partir de estos resultados fue posible, mediante
comparacién con la literatura [32, 33, 34|, validar nuestro algoritmo satisfactoriamente y comprobar que
la ecuacién HNC/MSA fue solucionada de manera correcta. No obstante, en los resultados publicados
por Guerrero-Garcia et al. en [34], se considera un potencial de nicleo repulsivo tipo Lennard-Jones
truncado-desplazado (LJ-TD), con el cual nuestro algoritmo no contaba. Por ello, introdujimos el potencial
LJ-TD dentro de nuestro algoritmo, mas dada la complejidad de los coeficientes de MSA, y como una
aproximacion sencilla, incorporamos el potencial LJ-TD sélo en la macroesfera central M, obteniendo
buenos resultados a nivel semicuantitativo frente a los reportados en [34].

Posterior a la validacién de nuestro programa HNCMSASolver, decidimos extender nuestro tratamiento
tedrico a una segunda teoria de ecuaciones integrales, en este caso para un electrodo plano, infinito e
uniformemente cargado, inmerso en un electrolito continuo compuesto por n especies iénicas, modeladas
como esferas duras con una carga puntual embebida en su centro, totalmente asimétricas en tamano y
valencia. Dicha extension resulté ser bastante directa a partir de la formulacién inicial de la ecuacién
HNC/MSA para geometria esférica, al tomar el limite cuando el didmetro Rj; de la macroesfera central M
tiende a infinito. Este nuevo formalismo de ecuaciones integrales para el plano, el cual posee una estructura
bastante similar a la formulaciéon para la esfera, también fue resuelto mediante el Método de Elemento
Finito y afiadido al programa HNCMSASolver a fin de enriquecerlo.

Con nuestro programa de elemento finito validado y funcionando correctamente, calculamos las

propiedades de la doble capa eléctrica alrededor de una particula coloidal M inmersa en un electrolito
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compuesto por n = 4 especies i6nicas en presencia y ausencia de sal anadida, para una asimetria en
tamano entre las particulas iénicas del medio de hasta 1:333 y con una asimetria en valencia de 1:10.
Dichos resultados fueron comparados satisfactoriamente, de manera cruzada, con datos obtenidos mediante
simulaciones por dindmica molecular.

De manera similar a los resultados de esfera, calculamos las propiedades de la doble capa eléctrica en el
interior de un capacitor formados por dos electrodos planos, infinitos e uniformemente cargados, inmersos
en un electrolito compuesto por n =4 especies idnicas totalmente asimétricas en carga y valencia. Estos
resultados también fueron cotejados satisfactoriamente, y de manera cruzada, con datos provenientes de
simulaciones de Monte Carlo.

Finalmente, con la ayuda de algoritmos desarrollados previamente en el lenguaje de programacion C,
realizamos mediciones del tiempo de ejecucién de nuestro programa en funcién del nimero de nodos de
la malla utilizada en el MEF, comparando las implementaciones realizadas en C, en Python+NumPy y
Python+NumPy-+Numba (serial y paralelo). Los resultados arrojados por dichas mediciones mostraron que,
si bien Python+NumPy si es bastante lento en comparacién con C; al incorporar la libreria Numba y su
compilaciéon JIT, los tiempos de ejecucién alcanzados por Python+NumPy+Numba mejoraron con creces
los tiempos de ejecucion alcanzados por C. Esto no quiere decir que C sea mas lento que Python+Numba,
en general, pero si nos muestra que, utilizando un lenguaje de programacién de alto nivel, con una sintaxis
limpia y altamente expresiva, como lo es Python, se puede generar c6digo de alto rendimiento sin sacrificar
esas y otras de sus ventajas.

Quisiéramos resaltar que los tratamientos tedricos desarrollados en esta tesis, tanto para la esfera como
para el plano, en conjunto con el proceso de soluciéon mediante el Método de Elemento Finito, representan
la primera descripcién tedrico-computacional, en la aproximacién HNC/MSA, del modelo primitivo para
un sistema de doble capa eléctrica compuesto de n especies idnicas totalmente asimétricas en tamano
y carga. De esta manera, el trabajo expuesto en este documento de tesis, representa el primer estudio
amplio de los efectos de la asimetria ionica en tamano y carga, para la doble capa eléctrica plana y esférica,
formada por un electrolito compuesto por n especies ionicas. En particular, en esta tesis se reportaron
resultados originales para un electrolito con 4 y 6 componentes electroliticas, totalmente asimétricas, en la
aprozimacion HNC/MSA.

8.1. Perspectivas de trabajo futuro

En cuestion de perspectivas de trabajo futuro, estamos trabajando en la publicacién de los ultimos
resultados mostrados en el presente trabajo de tesis doctoral. Esto lo haremos en dos articulos distintos, el
primero destinado a la geometria esférica y el segundo al caso plano, tomando como base el desarrollo para
el caso esférico. Estas dos publicaciones, ademds de confirmar la relevancia del trabajo aqui desarrollado,
serviran de base para la publicaciéon de un tercer articulo en colaboracién con mi companera de grupo de
investigacion, la Mtra. Gloria Moraila, el cual estd en proceso de ser terminado.

Por otra lado, en un esfuerzo por difundir las herramientas computationales desarrolladas durante los
ultimos seis anos de posgrado, se planea continuar con el desarrollo de la interfaz grafica del programa

HNCMSASolver, la cual se muestra, en su estado actual, en la Fig. 8.1.
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® DESC: HNC/MSA solver

Pardmetros del sistema

Cargar datos
Numero de especies: |2

Radio de la esfera:

Densidad de carga:

15.0 armstrongs
0.06799848767447073  Coulomb per m*(-2)

Especies del sistema

Especie Valencia Molaridad Radio lénico (A)
[ [ [10 2125

2 [ [10 425

| Caleular | | Graficar

Status

import systemVariables

¢EL SISTEMA ES ELECTRONEUTRO? True

CALCULANDO EL VALCR DE GAMMA

gamma = 1007614807.5176744 m"™(-1)
gammaError = 2.8394014536835447e-15

CONSTRUYENDO MALLADO

Nimero total de nodos = 1801

CALCULANDO LOS VECTORES G(r)

NORMA = 15.361805177907618

NORMA = 18.752335965765415
NORMA = 12.173025879279665
NORMA = 5.913810994115833
NORMA = 0.7485672969876902
NORMA = 0.008340437420617446
NORMA = 9.&88597027068402e-07
INORMA = 1.1370854882897701le-11
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# DESC: HNC/MSA solver - O
e ;Graficar desde la superficie? Guardar
Datos

«

¢Normalizar respecto a la especie mas pequefia?

iﬁ|(*|'}||4'|0.|‘=_=|\
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3.5 -

3.0 -

2.5 -

g(r)
>

15-

1.0 -

0.5 -
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g(r) vectors
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Figura 8.1: Interfaz grafica del programa HNCMSASolver.



Apéndices

A.1. La funcion de correlacion directa MSA

En 1969 Kazuo Hiroike [16] public6 en el Journal of The Physical Society of Japan la forma explicita de
hi
i]'s
una mezcla de n especies de esferas duras de didmetro R; y densidad numérica pi-’“lk, donde i € {1,2,...,n}.

la funcién de correlacién directa (¢;%5(r)), en la aproximacién de Percus-Yevick, para un fluido compuesto por
Estos resultados fueron obtenidos bajo la suposiciéon de que cada funcién dentro de c?js (r) posee su propio
rango de interaccién; asimismo, Hiroike consideré que, dadas dos especies de esferas duras i y j, se debe

cumplir que R; < R;.

0 para R;; <
C?J»S(S) = —pijs t—qij—vijs—ws® para \; <s< Ry , (A1)
% para 0<s <)
donde
Ri+R
Hij = ’ (A2) Lo
2 1 \
Rj - R;
J 2 (A3) A—3 2 . (A10)
(1-73)
2
pom g (e rem) 40T 313 (A11)
(1-73)2 (1-13)°
qZJ = i —; q] (A5) - 3
1 6117 97,
=35 ;, 7t 1:)”2)3 q - )4] (A12)
vij = 0142-% (46) _ ) ) )
n
: . T = 2 B! Al3
q; —|—ARZ‘+BR?+70R? (A7) zk:% k ( )
1-73 3
1 9 M = prulk (AL4)
V=35 (A+28Ri+cRi) (A8) 6Pk

Posteriormente en 1977, de nueva cuenta Hiroike [12], en un articulo suplementario a la teoria de
Blum [17, 18] para electrolitos asimétricos, publicé la forma explicita de la funcién de correlacion directa
(C%[SA(S)) para el modelo primitivo de una mezcla iénica compuesta n especies de esferas duras con carga

(ziep) y tamano arbitrarios, esto para la aproximacién esférica media (MSA, por sus siglas en inglés),

66



A.1. LA FUNCION DE CORRELACION DIRECTA MSA 67

siendo la condicién de electroneutralidad (Ec. A15) la tnica restriccién impuesta al modelo, es decir,

N
> pptk iz =0. (A15)
k=1

En dicho articulo [12], Hiroike expresa la funcién de correlacién directa, C,%[SA(S), como la suma de la

contribucién de esfera dura (c?js(r), publicada en 1969 [16]) y de una contribucién electrostéatica (cf}ec(s),

Ec. A17), que surge al considerar a las especies i6nicas como esferas duras con una carga puntual z;eq
embebida en su centro.

De este modo, dadas dos especies de esferas duras cargadas 7 y j, tal que R; < R;, la funcién de

correlacion directa, C%ISA(S), para un sistema de esferas duras, completamente asimétricas en tamano y

valencia, puede expresarse de la manera siguiente

C%[SA(S) = C?f(s) + cf]l-ec(s) ; (A16)
siendo
—2i2jAp s para R;; <s
cf}ec(s) ={ aps T +ar+ags+ags® para \jj <s< Ry , (A17)
Bo para  0<s <A\

en donde \p = Be3/ (4mepe,) representa la longitud de Bjerrum y

R+ R;
Rjj=—-— A18 2
ij 5 (A18) al:w{é[R?JrRﬂ_
R~ R,
Nij =15 (A19) (Xi - Xj) (Ni _ Nj) _ (A23)
2
00 X2+ x? r2R~-N»N}
=5 A2 ) VEAY
4dmereg (A20) ( j) J J
R3 — . : N
60:20‘) lziNj_XiRiX+§X2] (A21) (6] w{(Xz—FX])X—FNlN] (A24)
2
X 2 2
= (R; + R; A25
aozw)\?j{(Xi-i-Xj)X— 2 ( i T J)} ( )
(A22) 2
2 —
{(Rijx) - NZ-NJ} } =Wy (A26)
Asimismo, los pardmetros X, y Ny (con £ =1,7) estdn dados por
zp+ R%X
Xp=——"—5— A27
‘T 1FTR, (A27)

1+TRy,
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donde .
—0 Y A" Ryzy (L4+TRy)
x=—"=1 (A29)
140 Z PPk RS (1 + TRk)
Y Y
=51~ T3t (A30)

aqui, I' es una constante de separaciéon desconocida, dada por la ecuacién

I'2 =7wD(T), (A31)
donde "
D)= pf"*X7. (A32)
/=1

Ya que la Ec. A31 es una ecuacién no lineal, ésta puede ser resuelta numéricamente mediante algoritmos
iterativos, como el método Newton-Raphson. Por otro lado, acorde con [12], el valor del parametro X, (Ec.

A27) se determina a partir del siguiente sistema de ecuaciones

n
(L+TRe) X¢+ 0RD Y. o™ Ry X, = 245 (A33)
k=1

no obstante, en [12] no se dan mayores detalles del método de solucién. Es por ello que, en el Apéndice A.5
de este trabajo, el lector puede observar de manera analitica cémo es posible resolver para X, el sistema
de ecuaciones A33.

Sustituyendo las funciones chs( )y cf]lec( ) de la Ec. A16 por las ecuaciones Al y A17, respectivamente,

MSA( )

obtenemos la forma desarrollada de la funcién de correlaciéon directa ¢ , tal como se muestra en

seguida

—ZiZjAB st para R;; <
%ISA(S) = (ao —pij) s (a1 - qij> + (ag - ’Uij) s+ (az—w)s® para \j <s<R; . (A34)

Bo—ai para 0<s <\

A.2. La funcion de correlacion directa MSA cuando R, = R

MSA
ij

variedad de términos; sin embargo, al tomar el limite donde Ry = R, con k € {1,...,n}, algunos de estos

Como observamos en el Apéndice A.1, la funcién de correlacién directa ¢;°**(s) contiene una amplia
términos se simplifican o anulan.

Inicialmente, podemos notar que en el limite Ry = R, los parametros R;; = R y A\;; = 0; por lo tanto,
acorde a la Ec. A34, si \;; = 0, los coeficientes 3y — ¢; no se consideran, por la restricciéon de los limites de
integracién.

Asimismo, el pardmetro 7, (Ec. A13), en el limite R = R, es

Y =RMn, (A35)
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donde . N
k k
y, los pardmetros A, By C, en términos de 13, son
-1
A_sg“;f, (A37)
— 43
i T R—2 12 Rp—2
[(1-73)"  (1-173)
i T2 R—3 12 Rp—3 T3 R-3
c—3| Bf . 63R3 93R4 ; (A39)
(1-T73)° (1-13)° (1-73)
y con ello,
272 373 (2+ 13)>
_(1“!‘ 3) ’ (A40) V= — 3( 3)4; (A41)
(1-13)* 2R(1-13)
tal que,
e 2
qi; = 4 (A43) w— T3 (1 + 2T3) (A45)
2R3 (1—173)?

Ahora, para el caso del pardmetro x (Ec. A29), al considerar el limite donde Ry = R, obtenemos

X= . ; (A46)
14 9R3 (1+TR)~ Z pulk

pero, por la condicién de electroneutralidad (Ec. A15), x =0, de manera que

24

X, = A47
‘T14TR (A47)
—zpl
Ny = =-TXy; A48
‘T1YTR ¢ (A48)
por lo tanto,
2
Z bulk Pk (A49)
(1+TR)*
De este modo, es posible resolver analiticamente la Ec. A31, obteniéndose

r— - (1+2Rkp) >~ 1] (A50)

2R ’
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donde kp (Ec. A51) es la longitud de Debye

n
9 bulk 2
B> i

PN = S (A51)
Er&Q

Finalmente, sustituyendo las expresiones A47-A50 en las Ecs. A22, A23, A25 y A26, los pardmetros

QQ, 1, (g y (3 son

FQ s
ap=0 (A52) - L EE (A54)
(1+TR)
_ 2wlzz;
ar=-—7 TR (A53) as =0 (A55)
tal que, la funcién de correlaciéon directa CMSA( ) (Ec. A34), queda reescrita como
—Z2iZj\B s—1 para R <s
MSA(5) = : (A56)
Cij
<a1 —qij) + (ag —vij> s—ws? para 0 <s< R
A.3. La funcién de correlacion directa MSA cuando R =0
Tomando ventaja de lo mostrado en el Apéndice A.2, al tomar el limite cuando Ry =0, con k € {1,...,n},
la funcién de correlacion directa cMSA( ) adquiere la siguiente forma
%[SA(S) =—zzjAgps ' para 0<s; (A5T)

ya que, al ser R = 0, tanto R;; = R = 0 como \;; = 0; por la cual, la Ec. A56 no presenta la regién
0 < s < R, adoptando asi la forma mostrada en la Ec. A57.

Por lo anterior, la ecuacién

gMj(r):exp {—,BU]\SZETE(T)—l-HMj(T)—KM]. , (A58)
donde
“ 5 eru m> ~\u,0 ~lu,o
THEES S L5 55 DD SIS Jrmr n® 9,000 TR R e (450
=1 u=1 o=1 me{A,B}v=1
-3 ulkzzﬁ () 7 (0. AR (AG6D)
(=1 u=1lv=1
con
x (u,0 ~(u,0 2mt _’\ u,0 ! ~ (u,0 Y
J(v,Agj >,A§j ),r,t):W[Agj )] —[Agj )] ] (A61)

. v+1 . v+1
]-'(v AR A(”)> A {A%)} = {A%)} ] (A62)



A.3. LA FUNCION DE CORRELACION DIRECTA MSA CUANDO Ry, =0

sera simplemente

gy (1) = exp | =BV (1) + Hyp )]

ya que
o 2mt
ngmOHMj( ) é:zlpg /RMz gMe(t) [—Zng/\B} (T_'_t_ |7’—t‘)
S butk [T ¢
= —2mzda oz [ g 0 (= Ir—t))
/=1 M
R=0
= HMj (T) )
y
n
lim K, = —2m2\p (¢ pptk
leril ™z B maa: ;
=0 (por electroneutralidad).

Asimismo, acorde a la Ec. 5.18, —3 U;Z.me (r) puede ser replanteado como

tm,aac

n
AU () = ~2mzan Yz [
R

(=1

oa0) - (~20) d
tal que,

[ sphere RZO
3 (r) = exp |~ BU; () + B0

[ n tmax t
= exp —QWZj)\BZngZUZk / gMe(t);(r—t— |r—1t]) dt]
=1 Roe

t
= exp —QFZ])\BZngbUZk (/ 9ol ) (0) dt +
/=1
tma:l:
/ Gyt ) (2r—21) dt
T

n tmaz t2
= exp [—47TZ]')\B E Z(,OZUHC / gMg(t) (t B T) dt]
r

(=1

Ahora bien, como Ag = Be% / (4mepe,), la ecuacién A70 puede ser reexpresada como

PB,sphere:|
)

3 (r) = e | <308 0(r)

71

(A63)

(A64)

(A65)

(A66)

(A67)

(A68)

(A69)

(A70)

(AT1)
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donde
PB, sphere n w 1 tmag t2
w2 Y ot [ g0 (t— ) dt | (A72)
60€rr r T

(=1

Asi, las ecuaciones A71 y A72 concuerdan, respectivamente, con las ecuaciones 4.19 y 4.101 de la
tesis de maestria Solucion de Ecuaciones Integrales para Fluidos Coulombicos mediante el Método de
FElemento Finito [36], del mismo autor de este trabajo; corroborando asi que, en el limite cuando Ry =0,
con k € {1,...,n}, la ecuaciéon HNC/MSA se reduce a la ecuacién no lineal de Poisson-Boltzmann (NLPB).
De esta manera, el algoritmo desarrollado en este trabajo de tesis permite obtener soluciones tanto para el
formalismo de HNC/MSA como para la teoria NLPB.

A.4. Ecuaciones explicitas de la ecuacion HNC/MSA para geometria esférica

Siendo

u 5

3
Zpbulk 3 3 /*(u v D) 9,(0,0) j(v,Ag;‘vo), Ag;%),r, t)dt (AT73)
A,B

u=1 o=1 me{A,B}v=1

= Z bulk Z 219 u,v) ( (g]),/.&(g;)) ; (A74)

/=1 u=1lv=1

a continuacion se muestran, de manera explicita, las integrales calculadas por nuestro algoritmo para la
solucién de la ecuacion HNC/MSA.

r—Ry;
i) = [ 30) [~zezia] T =l 1)) (AT5)
M
r—Xgj
B2 (r) = / ) [Frzhe] TRy (40,0 (AT6)

224 T At
Ay (r) = / o Inpe(t) [Oéo—pej} J(1,|r —t[, Ryj,r,t)dt +
Y

T—A¢j
/ gMg(t) [Oél _qﬁj} ‘-7(27|T _t| aRﬁjarvt) dt +
r—Ry;

(ATT)
r—MXgj
/ gMg(t) [OQ—Ugj] j(37|7‘_t‘7Rfj7T7t)dt +
T—sz

r—Agj
[ g ®las = w) TGulr —t], Regorit)de
T*jo

R (r) = / ; ae0) [~2e2i78] TRy (r 1) 1) (AT8)
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V™ = [ 000) 00 i) TN Ryt +

T - .
/ R () |1 —qej| T (2, Nej, Rejyrit) dt +
T— £ - -

T - .
/ R Gape(t) |2 —vej| T (3, Mg, Ryjyrit) dt +
r— 23 - -

T
/ gMg(t) [Oég - UJ] 7(57A€jaR€j7r7t) dt
T—)\gj

G500 = [ 30 00— ad T2l —t] Nty

J

T‘-l—)\gj
G500 = [ 00 [~z TRy () ity e

32B Ay
ﬁMﬁj( ) / gMg(t) [040 _pﬁj} j(lv)‘éijéjvrat) dt +

T-i-)\zj

/ Inpe(t) [041 - er} T (2, M5, Ryj,m,t) dt +
.
T‘-l—)\gj

/ Inpe(t) [042 - Wj] T (3, M5, Ryj,m,t) dt +
.

TJr)\g]
[ aal®) [0 = 0] TG00, Rejert) de

T—‘r-)\gj
ﬁ?\gg( ) /'r’ gMg(t) [BO_QA j(2,‘7’_t|,)\gj,7‘,t)dt

21B TRy
Mej (1) = /+>\ Ine(t) [—ZerAB] J (1, Rej, (r+1),r,t)dt
T L3

22B Ry
MZ](T) :/ gMg(t) {O‘O _péj] j(la |T‘ - t| ,jo,r,t) dt +
T-i-Agj

7'+RZ]
[ a®) [or —ai] T ol —t], Resorty e +
T+)\gj

T‘—}—Rg]
/ gMg(t) {CVQ_UEJ‘} T3, |r —t|,Rej,r,t)dt +
r4+MAgj

T—O—R@
[ gt las = w] 75l =t Res, ) de
’I’-‘r)\[j

11B tmae
Big5) = [ ay®) [=22i05] T =t (1))
r 25

(A79)

(A80)

(A81)

(A82)

(A83)

(A84)

(A85)

(A86)
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jo =[Bo — qe] F(2,0, ;) (A87)

0 = [0 = e | F(LAgj, Reg) +

a1 = qej) F(2, M5, Rej) + (A88)

a2 —vg | F(3, A5, Ryj) +

[ag — w] F (5, Agj, Rej)

1
6= [_ZerAB} F(1, Rej,tmax) (489)

A.5. Método de solucion para X,

El valor del pardametro Xy, el cual aparece en la Ec. A27, fue determinado a partir del sistema de

ecuaciones mostrado en la Ec. A90

(1+TRy) X¢+ oR? Z PPF Ry X = 2 (A90)
k=1
pbulk
Para comenzar a resolver el sistema de ecuaciones anterior, multiplicamos la Ec. A90 por - L TR, , tal
que
bulk n bulk
bulk Py bulk _ zepe"" Ry
R R Xp=—"——. A91
Pe +Q1+FR Z" 1+ TR, (A91)
De este modo, a partir de la Ec. A91, definimos los parametros
_ bulk R3 o, phulk B
X, =k p x _ P 1Yy _ by v A92
e=p T R Xy e RS T R (A92)
por lo que la Ec. A91, reescrita en términos de Xy, py v ke, s
o~ n o~
X[+MgZXkZHg . (A93)
k=1
En forma matricial, la Ec. A93 puede expresarse como
I+p)X =k (A94)
donde I es la matriz identidad, mientras que
p1 P e 1 X1 K1
M2 p2 .. 2 X2 K2
p=| . . . |, X=| | k=| (A95)
R R 1 Xn Kn

Ahora bien, en [37] Miller menciona el siguiente lema
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Lema. Dadas dos matrices cuadradas no-singulares G y G + H, donde H es una matriz de rango 1,

entonces la inversa de la suma G + H serd

1
(H+G)'=G'- mG—1HG—1 (A96)

donde g =tr <HG_1> #—1 es la traza de la matriz HG™!.

Regresando ahora a nuestro sistema de ecuaciones A94, si consideramos G =1y H = u, se cumple

que Iy I+ p son no-singulares, asi como rank (p) = 1; por lo tanto, con base en el lema anterior, la matriz

inversa (14 p) ™" es

(I+p) t=1""1- Hzl?izluk I~ It (A97)
pero, como I =171 e Iy = pl = p, se tiene que
) =T (A98)
L+ k=1 bk
Por lo tanto, la solucién a la Ec. A94 es
X=0+p 'k (A99)
= <]I — 1nu> K (A100)
L4251 ik
:Hm—;un ; (A101)
L4375
de modo que, si pasamos a la notacién por indices, la Ec. A101 puede reescribirse como
Kp=rp— — Zn: K | (A102)

donde, al sustituir las variables X, Wy ¥ K por las relaciones mostradas en Ec. A92, la ecuacién A102

puede reformularse como

, pbutk B3
Sl R, 2 pbulk R, - 1+TRy zn: 2o plUk Ry, ' (A103)
1+TRy itk g3 | i 14+TRy |’

1+Z

1+FRk

tal que, al dividir la Ec. A103 entre plZ“”“ Ry, se recupera la solucién mostrada por Hiroike en la Ec. 9 de
[12].
S -1
0 Z 2k pi“lk Ry (1+TRyg)
2 Ry k=1

1+TR, 1+TR n
7 f Z lkR3 1+FR]§)

Xy =

(A104)
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A.6. Estructura completa del algoritmo

A continuacién se presenta el diagrama de flujo del algoritmo desarrollado para la resolucién de la
ecuacién HNC/MSA empleando el Método de Elemento Finito.

Lectura de datos
de entrada

Guardar los
parametros del
sistema y del
mallado

El sistema NO
es electroneutro

Calcular la valencia
zy a partir de o¢

comprobar la
electroneutralidad
del sistema

¢El sistema es
electroneutro?

¢ Conocemos la
valencia zy?

()

El sistema Si es
electroneutro

\'/

Construir vector x con
el espaciado acorde a
los datos de entrada

Recalcular 6y a
partir de zy

Reducir el radio de

la macroesfera
central acorde a

Anadir la regién
extendida al vector x

—

Revisar que el
vector x esté bien
construido

Agregar la distancia de
maximo acercamiento
al vector x

Imprimir las
funciones g(r) en
gFuncfi}.txt

Generar las funciones g(r)
g(r) = HNCMSASolver()

Imprimir las
funciones g(r),
W), o(r) y Wy(r)

Figura A.6.2: Diagrama de flujo del algoritmo desarrollado para la resolucién de la ecuacién HNC/MSA mediante el
Método de Elemento Finito.

Asimismo, en la siguiente figura se muestra el diagrama de flujo de la funcion HNCMSASolver(), pieza

central del algoritmo previamente descrito en el diagrama de flujo A.6.2.
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HNCMSASolver()

Construir las
variables §;

Calcular I usando
Newton-Raphson

Construir la base
de integracién
Simpson 1/3

Construir funciones
g(r) semilla

¢Cargar funciones
g(r) semilla?

Cargar funciones
g(r) semilla

norm = 1.0
sigmaOError = 1.0
counter =0

Leer de memoria:
maxError = 1e-8
maxCounter = 10

(norm > maxError
OR
sigmaOError > maxError)
AND
counter < maxCounter

return
g (o)

Figura A.6.3: Diagrama de flujo de la funcion HNCMSASolver() mencionada en la Fig. A.6.2.

counter, norm, sigmaOError, oy, 6o°'°

Calcular residual
R(oy)

sigmaOError =

calc
|60 _60| ; calc
= sigmaOError = |o®@¢- g,

Calcular
Jacobiana J(o;)
analitica.

Reformar R(q;) de
su forma matricial
a forma vectorial

Resolver
I(oy) [Ag(oy)]1= -R(oy)

Calcular o,

/ g (o) = Ag(a,) + g"(a) /

Reformar Ag(«q;) de

Jrom = [ tar -

su forma vectorial
a forma matricial
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