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Resumen

En este trabajo se presentan los resultados del desarrollo de varios sistemas ópticos aplicando

la técnica de imagen de un solo píxel (single-pixel imaging, SPI, por sus siglas en inglés), holo-

grafía digital, microscopía, corrimiento de fase, compensación de aberración óptica, hologramas

generados por computadora, entre otros; con la capacidad de reconstruir imágenes de amplitud

y de fase de muestras milimétricas y microscópicas. Las muestras analizadas son de objetos

opacos, transparentes y semitransparentes. El área de visión en las muestras ronda desde los

3,5× 3,5 mm2 en la con�guración sin microscopía, hasta los 350× 350 µm2 en los sistemas con

microscopía. Se implementaron los interferómetros de Mach Zehnder y Michelson. La técnica

single pixel, se puede resumir de forma general como sigue. El objeto es muestreado con una base

de patrones ortogonales que son proyectados con un modulador de amplitud (dispositivo digital

de micro-espejos) y el frente de onda re�ejado o transmitido es registrado por un detector sin

resolución espacial. A partir del conocimiento de los patrones de muestreo y de los coe�cientes

de intensidad medidos, una imagen de la escena es reconstruida mediante el uso de un algoritmo

computacional. Para este trabajo se usaron las bases de patrones Hadamard, coseno y noiselet.

Para imágenes reconstruidas en amplitud, se utilizó el parámetro peak signal to noise ratio

(PSNR), y se encontró que las bases Hadamard y coseno obtienen mejores resultados respecto

a la base noiselet, con valores PSNR de una distribución de amplitud unidimensional de 7,57,

7,84 y 7,5 dB, respectivamente; y para 2D de 7,57, 7,84 y 7,5 dB, respectivamente. En el caso

de las reconstrucciones de fase, los resultados fueron comparados con los obtenidos con una cá-

mara CMOS, siendo la base Hadamrd y noiselet los que proporcionan mejores reconstrucciones

respecto a la base coseno.
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Abstract

This thesis the results of the development of several optical setups applying the single-

pixel imaging (SPI) technique, digital holography, microscopy, phase shifting, optical aberration

compensation, computer-generated holograms, among others are presented; with the capability

of reconstructed amplitude and phase images of millimeter and microscopic samples. The vision

area of the samples is between 3.5x3.5 mm2 in the setup without microscopy and 330x330

mm2 in the system with microscopy. The Mach Zehnder and Michelson interferometers are

implemented. The single-pixel technique can be summarized as follow. The object is sampled

with an orthogonal sampling basis projecting with an amplitude modulator (digital micromirror

device) and the re�ected or transmitted wavefront is registered by a detector without spatial

resolution. With the sampling patterns and the measured intensity coe�cients, an image of the

scene is reconstructed by a computational algorithm. For this thesis, the Hadamard, cosine, and

noiselet sampling basis are used. For the reconstruction of amplitude images, we used the peak

signal-to-noise ratio (PSNR) criteria, and we �nd that the Hadamard and cosine basis obtained

the best results with respect to noiselet basis, with PSNR values of a unidimensional amplitude

distribution of 7, 7, and 8 dB, respectively; and for the 2D case 7, 8, 9 dB, respectively. In phase

images, the results are compared with the obtained with a CMOS camera, being the Hadamard

and noiselet basis the best respect to cosine basis.
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1. Introducción

El registro y el almacenamiento de imágenes 3D fue y es un objetivo recurrente de la ciencia

e ingeniería desde que se hicieron las primeras fotografías. Para lograrlo toda la información

óptica que emana de una fuente necesita ser escrita, grabada o capturada por un dispositivo o

sensor para más tarde recrear o reconstruir el objeto original. Esta es la técnica que ahora se

conoce como holografía [1] y tiene sus inicios en 1948 como invención de Dennis Gabor.

La holografía es una técnica de imagen 3D que se divide en dos etapas, registro y reconstrucción.

En la etapa de registro un holograma se obtiene al interferir una onda objeto y una onda de

referencia. En la etapa de reconstrucción, el objeto complejo es obtenido cuando el holograma

se ilumina con una onda de referencia igual a la utilizada en el proceso de registro [1�3]. En

recientes décadas, con la llegada de computadoras y dispositivos de registro digital, tales como

CCD o CMOS, surge una nueva corriente llamada holografía digital (DH por sus siglas en in-

glés) [1�10]. El uso de esta técnica abre una ventana para muchas aplicaciones [3,6�9,11�14], sin

embargo, el costo de las cámaras utilizadas en esta técnica depende directamente de la longitud

de onda en que se trabaje, siendo muy costosas aquellas utilizadas en longitudes de onda fuera

del visible [15�19]. Una alternativa es utilizar la técnica single-pixel (SP), la cual es una técnica

de imagen a bajo costo y que puede trabajar en una gran banda espectral [16, 19�24], además,

en estudios recientes se ha comprobado que es capaz de trabajar en condiciones de baja ilumi-

nación [18, 25, 26], y que trabajando en conjunto con la técnica de sensado compresivo(CS por

sus siglas en inglés) [11,16,21,25,27], es posible reducir el número de mediciones y el tiempo en

la etapa de registro de imagen.

Diversas técnicas basadas en el sistema de imagen de un solo píxel (SPI por sus siglas en

inglés) están siendo desarrolladas para diferentes aplicaciones. Algunas de estas son hologra-

fía [4, 5, 8, 10, 11, 18], microscopía [10, 19, 23, 26�28], detección de bordes [29], imágenes a través

de medios dispersivos [4,7,25,30], imágenes computacionales en color [16,23,31], imágenes fan-

tasma computacionales [32], etc. A diferencia de una cámara convencional que mediante un

solo disparo captura una imagen, en el sistema SPI primero es necesario proyectar una grupo

de patrones de luz microestructurados en la muestra mientras un fotodetector sin resolución

espacial registra la respuesta de luz en intensidad de cada patrón. A partir de estas mediciones,

11
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se calcula numéricamente una imagen mediante un algoritmo computacional. Un dispositivo

digital de micro espejos (DMD por sus siglas en inglés, digital micromirror device) es utilizado

como modulador espacial de luz (SLM) en amplitud, el cual es usado para proyectar una base

de patrones ortogonales en el objeto de estudio.

El sistema de imagen single-pixel Hadamard (HSI) [4, 5, 8, 11, 15, 17, 19, 20, 25�27, 30] es una

técnica de imagen que usa un modelo determinista, usando una base de patrones Hadamard

para generar un frente de onda con luz microestructurada, con la que se ilumina la muestra.

Estudios recientes han utilizado funciones coseno y noiselet como una alternativa para generar

los patrones de muestreo [20, 28, 31, 33]. Además, debido a la característica sparse que poseen

las bases de funciones Hadamard y coseno, están siendo utilizadas para métodos de compresión

de imágenes [17,19,28,31] y sistemas de imágenes basados en CS [11,27].

La técnica SPI puede reconstruir no solo una imagen de intensidad, sino que al aplicarse en DH

puede también reconstruir una imagen de fase.

En este trabajo se presenta un sistema de DH con la técnica SPI, el cual tiene la capacidad de

recuperar información de amplitud y fase de un objeto. Un interferómetro de Mach Zehnder y un

interferómetro de Michelson se implementaron en el mismo sistema. Con ello se tiene la capaci-

dad de recuperar información compleja de un objeto en modo transmisión y re�exión. Además,

al incluir elementos de microscopía es posible analizar muestras a escalas microscópicas, ha-

ciendo al sistema muy versátil para el análisis de muestras en diferentes áreas de investigación.

Las bases de muestreo implementadas son la base Hadamard, coseno y noiselet. Los resultados

obtenidos son validados en calidad mediante el parámetro PSNR (de sus siglas en inglés, peak

signal-to-noise ratio).

El sistema que se reporta en este trabajo opera de dos maneras diferentes: en el primer mo-

do, tiene la capacidad de recuperar únicamente imágenes de amplitud, y la base de patrones

se muestrea directamente en el objeto. En el segundo modo de operación, el sistema tiene la

capacidad de recuperar hologramas y obtener de estos la fase y la amplitud del objeto de me-

dición. Para ello, la base de patrones se codi�ca en hologramas de Lee [34] antes de la etapa

de muestreo. En este modo de operación se utiliza la técnica de corrimiento de fase de cuatro

pasos para generar los hologramas por computadora.

Este trabajo está organizado como sigue. En el Capítulo 2 se muestra un resumen de la teoría

física y matemática necesaria para el desarrollo de este trabajo. En la Capítulo 3 se da una

introducción a los principios de las técnicas SPI. En la Capítulo 4 son mostrados los arreglos

experimentales. En la Capítulo 5, se muestran los resultados experimentales, así como la eva-

luación y comparativa de resultados. Finalmente, en la Capítulo 6 las conclusiones del trabajo

son resumidas.



2. Fundamentos teóricos y principios de

holografía

En este capítulo se revisaran los conceptos físicos y matemáticos detrás de la holografía;

comenzando con una revisión de óptica ondulatoria, donde se introducen las ecuaciones de

Maxwell, interferencia y la teoría de difracción; posteriormente, se introduce el principio de

holografía y temas relacionados, como son corrimiento de fase y desenvolvimiento de fase.

2.1. Óptica ondulatoria

La luz puede ser descrita como una onda electromagnética o como un �ujo de partículas

llamadas fotones, el modelo a tratar depende del experimento sobre el que se esta investigando.

Ambos modelos se contradicen el uno del otro, pero son necesarios para describir de manera

completa a la luz [2].

En este trabajo únicamente se abordará el modelo ondulatorio de la luz, el cual ofrece una

descripción de la luz para fenómenos tales como interferencia y difracción.

2.1.1. Las ecuaciones de Maxwell y la Ecuación de Onda

Todos los fenómenos electromagnéticos son gobernados por un grupo compacto de reglas

fundamentales conocidas como ecuaciones de Maxwell. Éstas cuatro ecuaciones diferenciales

parciales acopladas, fueron presentadas como una teoría completa clásica del electromagnetismo

por James Clerk Maxwell en una serie de artículos entre 1856 y 1865 [35].

Las ecuaciones de Maxwell son el punto de comienzo para la óptica ondulatoria, sus formas

diferenciales son [36]

∇ · ~D = ρv, (2.1)

∇ · ~B = 0, (2.2)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (2.3)
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∇× ~H = ~JC +
∂ ~D

∂t
, (2.4)

donde ~E (V/m) es el campo eléctrico, ~B (Wb/m2) el campo magnético, ~D (C/m2) la densidad de

�ujo eléctrico y ~H (A/m) la intensidad de campo magnético; éstas cuatro cantidades vectoriales

son llamadas campos electromagnéticos. Las cantidades ~JC (A/m2) y ρv (C/m2) son la densidad

de corriente y la densidad de carga eléctrica, respectivamente, y son las fuentes responsables para

la generación de campos electromagnéticos. Algunas relaciones entre los campos mencionados

son las siguientes

~D = ε~E, (2.5)

~B = µ~H, (2.6)

donde ε (F/m) y µ (H/m) son la permitividad y permeabilidad del medio, respectivamente.

Estos parámetros son constantes para materiales simples, los cuales son lineales, homogéneos,

invariantes en el tiempo e isotrópicos. Con las ecuaciones anteriores, es posible derivar la ecua-

ción de onda para ~E o ~B en el espacio libre, donde ~JC = 0 y ρv = 0. Por ejemplo, si se toma el

rotacional de ~E de la Ec. (2.3), se deriva la ecuación de onda para ~E

∇2~E =
1

v2
∂2~E

∂t2
, (2.7)

donde ∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z2 es el operador laplaciano en coordenadas cartesianas y

v = 1√
µε

la velocidad de onda en el medio. En general el campo ~E tiene tres componentes

~E = Exâx + Eyây + Ezâz, (2.8)

donde âx, ây y âz son los vectores unitarios en las direcciones x, y y z, respectivamente. Com-

binando las Ec. (2.7) y (2.8) obtenemos(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
(Exâx + Eyây + Ezâz) =

1

v2
∂2

∂t2
(Exâx + Eyây + Ezâz). (2.9)

Al aplicar el operador laplaciano a las componentes Ex, Ey y Ez del vector ~E, se derivan tres

ecuaciones, una para cada una de las componentes. Se puede escribir una ecuación compacta

para las tres componentes de ~E como

∇2ψ =
1

v2
∂2ψ

∂t2
, (2.10)

donde ψ representa una componente, Ex, Ey o Ez del campo eléctrico ~E. La Ec. (2.10) es

llamada ecuación de onda escalar en tres dimensiones.
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2.1.2. Ondas Planas y Ondas Esféricas

En esta sección se examinan las denominadas solución de onda plana y solución de onda

esférica, las cuales son las soluciones más simples de la ecuación de onda escalar en tres dimen-

siones.

La solución para una onda plana con oscilaciones armónicas simples, a una frecuencia angular

w0 (rad/s), en coordenadas cartesianas es

ψ(x, y, z, t) = Aej(w0t−~k0·~R), (2.11)

donde j =
√
−1, ~k0 = k0xâx + k0yây + k0zâz es el vector de propagación o vector de onda y

~R = xâx+yây+zâz el vector posición. Si el medio es el espacio libre, la velocidad de propagación

v es igual a la velocidad de la luz (v = c) y la Ec. (2.11) es una onda plana con amplitud A

viajando en dirección ~k0. Para �nes prácticos, la ecuación de onda escalar de tres dimensiones

se reduce a solo una dimensión
∂2ψ

∂z2
=

1

v2
∂2ψ

∂t2
; (2.12)

de manera que su solución de onda plana es

ψ(x, t) = Aej(w0t−k0z) (2.13)

la cual se propaga en dirección +z.

Debido a que los campos electromagnéticos son funciones reales en el espacio y tiempo, se toma

la parte real de sus representaciones complejas, obteniendo:

Re{ψ(x, t)} = Acos(w0t− k0z). (2.14)

El operador Laplaciano ∇2 en coordenadas esféricas es

∇2 =
∂2

∂R2
+

2

R

∂

∂R
+

1

R2sen2θ

∂2

∂ϕ2
+

1

R2

∂2

∂θ2
+
cotθ

R2

∂

∂θ
. (2.15)

Otra de las soluciones importantes de la Ec. (2.10) es la solución de onda esférica, cuya solución

es una función con simetría esférica; por lo que no depende de ϕ y θ en el sistema de coordenadas

mostrado en la Fig. 2.1; al aplicar el laplaciano en coordenadas esféricas (Ec. (2.15)) en la Ec.

(2.10), únicamente los términos que dependen de derivadas parciales respecto a R son diferentes

de cero
∂2ψ

∂R2
+

2

R

∂ψ

∂R
=

1

v2
∂2ψ

∂t2
. (2.16)

Si multiplicamos por R ambos lados de la Ec. (2.16), es posible reescribirla de la siguiente

manera
∂2(Rψ)

∂R2
=

1

v2
∂2(Rψ)

∂t2
, (2.17)

cuya solución es

ψ(R, t) =
A

R
ej(w0t−k0R), (2.18)

la cual es una onda esférica con amplitud A que decae con el inverso del radio R.
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Figura 2.1: Sistema de coordenadas esféricas.

2.1.3. Teoría escalar de difracción

Para de�nir el concepto de difracción, es necesario considerar una onda de luz incidiendo en

un obstáculo, el cual puede ser una pantalla opaca con algún ori�cio o un objeto opaco sobre

un medio transparente. De la óptica geométrica se puede deducir que, si detrás del obstáculo

se coloca una pantalla, en esta se verá la sombra del objeto en cuestión. Esta aproximación

describe bastante bien el comportamiento de la luz; pero, si las dimensiones del obstáculo son

del orden de la longitud de onda de la luz incidente, la distribución de luz en la pantalla no

está delimitada con bordes como fronteras y además está acompañada con patrones de regiones

obscuras e iluminadas. La Fig. 2.2 muestra este fenómeno de la luz conocido como difracción [1].

Para describir el comportamiento de una onda plana al difractarse cuando pasa por la apertura

como la mostrada en la Fig. 2.2, es necesario encontrar la distribución del campo detrás del

objeto resolviendo la ecuación de onda escalar sujeta condiciones iniciales.

Para comenzar, se asume que la apertura es representada por una función de amplitud compleja

Figura 2.2: Difracción de una onda plana incidiendo en un obstáculo. λ representa la longitud

de onda.

(FAC) t(x, y) que describe matemáticamente su geometría, la cual esta localizada en el plano



2.1. ÓPTICA ONDULATORIA 17

z = 0 como se muestra en la Fig. 2.3. En general, la función t(x, y) es compleja y modi�ca la

distribución del campo incidente.

Figura 2.3: Difracción de una onda plana al pasar por una

apertura con función de transferencia t(x, y).

Para una onda plana Aejw0t de amplitud A que incide en una apertura, la distribución de

campo inmediatamente después en z = 0 es

ψ(x, y, z = 0, t) = At(x, y)ejw0t = ψp0(x, y)ejw0t, (2.19)

donde ψp0(x, y) = At(x, y) es la condición inicial, también llamada amplitud compleja. De esta

manera el problema se resume a encontrar la distribución del campo a una distancia z después

de la apertura. La solución se modela en forma de

ψ(x, y, z, t) = ψp(x, y, z)ejw0t, (2.20)

donde ψp(x, y, z) es la cantidad desconocida por resolver sujeta a ψp0(x, y). Para encontrar

ψp(x, y, z), se sustituye la Ec. (2.20) en la ecuación de onda escalar de tres dimensiones para así

obtener la ecuación de Helmholtz para ψp(x, y, z) [36]

∂2ψp
∂x2

+
∂2ψp
∂y2

+
∂2ψp
∂z2

+ k20ψp = 0, (2.21)

con k0 = w0/v. La solución de la Ec. (2.21) puede ser encontrada usando la transformada de

Fourier (TF). La TF F{·} de una función f(x, y) y su inversa (TFI) F−1{·} en dos dimensiones

están de�nidas como

F{f(x, y)} = F(kx, ky) =

∞∫∫
−∞

f(x, y)ej(kxx+kyy)dxdy,

F−1{F(kx, ky)} = f(x, y) =
1

4π2

∞∫∫
−∞

F(kx, ky)e
−j(kxx+kyy)dkxdky,

(2.22)
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donde F(kx, ky) es la TF de f(x, y), kx y ky son las frecuencias en el espacio recíproco asociadas

a las coordenadas espaciales x y y, con dimensiones rad/m. En la Tabla 2 del Apéndice A.1 se

puede encontrar una lista de TF de funciones importantes. Aplicando la TF a la Ec. (2.21) se

obtiene

(−jkx)2Ψp(kx, ky, z) + (−jky)2Ψp(kx, ky, z) +
∂2

∂z2
Ψp(kx, ky, z) + k20Ψp(kx, ky, z) = 0, (2.23)

reordenando resulta en

∂2

∂z2
Ψp(kx, ky, z) = −k20

(
1− k2x

k20
−
k2y
k20

)
Ψp(kx, ky, z), (2.24)

donde Ψp = F{ψp} cuya solución es

Ψp(kx, ky, z) = Ψp0(kx, ky)e
−jk0

√
1− k

2
x
k20
− k

2
y

k20
z

. (2.25)

Finalmente, la amplitud compleja ψp se calcula tomando la TFI de la Ec. (2.25).

ψp(x, y, z) = F−1{Ψp(kx, ky, z)} =
1

4π2

∞∫∫
−∞

Ψp0(kx, ky)e
−jk0

√
1− k

2
x
k20
− k

2
y

k20
z

e−jkxx−jkyydkxdky,

(2.26)

donde Ψp0(kx, ky) = F{ψp0(x, y)}, es llamada espectro angular de onda plana. La Ec. (2.26), a

partir de una distribución de campo ψp0(x, y) en z = 0, nos permite encontrar la distribución de

campo resultante en el plano (x, y) propagado una distancia z. La cantidad Ψp0(kx, ky)e−jkxx−jkyy

es una componente de onda plana con amplitud Ψp0(kx, ky), de la cual se obtiene ψp0(x, y) en

z = 0 cuando se integra sobre las direcciones kx y ky.

Una alternativa a la Ec. (2.26) para encontrar la distribución de campo ψp(x, y) a una distancia

z, es simplemente tomar varias componentes de la onda plana propagadas a la distancia z, lo

que se traduce en un corrimiento de fase e−jkzz. De la Ec. (2.26), tomando en cuenta k0 =√
k2x + k2y + k2z , se obtiene

ψp(x, y, z) =
1

4π2

∞∫∫
−∞

Ψp0(kx, ky)e
−jkxx−jkyy−jkzzdkxdky

= F−1{Ψp0(kx, ky)e−jkzz}.

(2.27)

Difracción de Fresnel

La difracción de Fresnel o difracción de campo cercano es el resultado de la difracción de

una distribución de campo a una distancia cercana z del objeto causante de dicha difracción.

En este tipo de difracción, la onda de campo propagada forma ángulos pequeños respecto a
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la dirección de propagación. Con ello, es posible introducir aproximaciones en las ecuaciones

vistas en la Sección 2.1.3, con el �n de reducir la complejidad y el trabajo en cálculos de dichas

expresiones. Considerando k2x + k2y � k2z , el término de raíz cuadrada en la exponencial de la

Ec. (2.26) se expande en series de Taylor al primer grado acorde a√
1− k2x

k20
−
k2y
k20
≈ 1− k2x

2k20
−

k2y
2k20

. (2.28)

Con ello la Ec. (2.26) se reduce a

ψp(x, y, z) =
1

4π2

∞∫∫
−∞

Ψp0(kx, ky)e
−jk0z+j

k2x+k
2
y

2k0
z
e−jkxx−jkyydkxdky, (2.29)

la cual se puede escribir en forma compacta con notación de TF

ψp(x, y, z) = F−1{Ψp0(kx, ky)H(kx, ky, z)}, (2.30)

donde

H(kx, ky, z) = e
−jk0z+j

k2x+k
2
y

2k0
z
. (2.31)

El término H(kx, ky, z) y su TFI h(x, y, z) son llamadas función de transferencia de frecuencia

espacial y respuesta de impulso espacial en óptica de Fourier, respectivamente.

h(x, y, z) = F−1{H(kx, ky, z)} = e−jk0z
jk0
2πz

e
−jk0
2z

(x2+y2). (2.32)

La Ec. (2.30) se puede expresar en términos de la operación convolución, obteniendo de ello

ψp(x, y, z) = ψp0(x, y) ∗ h(x, y, z)

= e−jk0z
jk0
2πz

∞∫∫
−∞

ψp0(x
′, y′)e

−jk0
2z [(x−x′)2+(y−y′)2]dx′dy′,

(2.33)

la cual es conocida como fórmula de difracción de Fresnel y describe la difracción de un campo

ψp0(x, y) al propagarse después de la apertura que provoca dicha difracción. La Ec. (2.33) puede

ser simpli�cada al desarrollar los binomios al cuadrado del término exponencial, obteniendo así

ψp(x, y, z) = e−jk0z
jk0
2πz

e
−jk0
2z

(x2+y2)

∞∫∫
−∞

ψp0(x
′, y′)e

−jk0
2z [(x′)2+(y′)2]e

jk0
2z [(xx′)2+(yy′)2]dx′dy′. (2.34)

Finalmente, la fórmula de difracción de Fresnel se expresa en términos de TF acorde a

ψp(x, y, z) = e−jk0z
jk0
2πz

e
−jk0
2z

(x2+y2)F
{
ψp0(x, y)e

−jk0
2z

(x2+y2)
}
kx=

k0x
z
,ky=

k0y
z

. (2.35)
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Difracción de Fraunhofer

La difracción de Fraunhofer o difracción de campo lejano ocurre cuando el plano de observa-

ción se encuentra muy alejado de la apertura que provocó dicha difracción; es el caso límite de

la difracción de Fresnel y describe el comportamiento de un campo difractado cuando el factor
−jk0
2z

[(x′)2 + (y′)2] en la Ec. (2.34) cumple la siguiente condición

k0
2z

[
(x′)2 + (y′)2

]
max

=
π

λ0

[
(x′)2 + (y′)2

]
max
� z. (2.36)

De esta manera, el término e
−jk0
2z [(x′)2+(y′)2] dentro del integrando se pude considerar la unidad,

y la Ec. (2.34) se reduce a

ψp(x, y, z) = e−jk0z
jk0
2πz

e
−jk0
2z

(x2+y2)

∞∫∫
−∞

ψp0(x
′, y′)e

jk0
2z [(xx′)2+(yy′)2]dx′dy′, (2.37)

cuya forma simpli�cada se obtiene al expresarse en términos de TF

ψp(x, y, z) = e−jk0z
jk0
2πz

e
−jk0
2z

(x2+y2)F {ψp0(x, y)}
kx=

k0x
z
,ky=

k0y
z

. (2.38)

Las ecuaciones (2.35) y (2.38), al tener formas simples facilitan los cálculos en su resolución.

Además, se pueden implementar en algoritmos computacionales usando la transformada rápida

de Fourier (FFT), reduciendo tiempos y esfuerzos de cómputo.

Las ecuaciones (2.35) y (2.38) fueron implementadas en un algoritmo y resueltas numéricamente

a través de cómputo. La Fig. 2.4 muestra la difracción de Fresnel y Fraunhofer correspondientes

a dichos resultados numéricos. La transparencia utilizada en las simulaciones fue el logotipo del

Instituto de Investigación en Comunicación Óptica (IICO) utilizando una longitud de onda de

633 nm.

Figura 2.4: (a) Transparencia con logo del IICO. Difracción de (b) Fresnel y (c) Fraunhofer de

la transparencia.
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2.1.4. Lente delgada ideal como transformada de Fourier óptica

Cuando una onda Aej(w0t−kz) atraviesa un medio transparente su amplitud A no se ve alte-

rada; sin embargo, la fase w0t− kz puede variar fuertemente en función de la forma geométrica

de dicho elemento. En la Fig. 2.5 se muestra una placa transparente con espesor variable d(x, y)

en la que incide una onda plana por la izquierda en dirección +z. La función de fase de la onda

al atravesar dicha placa está dada por [37]

tp(x, y) = e−jk0d0e−j(n−1)k0d(x,y), (2.39)

donde d0 es el espesor ideal de la placa si no tuviera variaciones de espesor y n el índice de

refracción del objeto transparente, de�nido como la razón de la velocidad de la luz en el vacío

c entre la velocidad de la luz en el medio. En general, el cambio de fase introducido por un

elemento transparente depende directamente de la geometría de éste.

Siguiendo un procedimiento similar al descrito para la placa transparente, se encuentra que la

función de fase de una lente convergente con distancia focal f está dada por

tf (x, y) = e
jk0
2f (x2+y2). (2.40)

Empleando la fórmula de difracción de Fresnel, es posible calcular la distribución de campo de

Figura 2.5: Placa transparente de espesor variable. d0 es el máximo espesor de la placa. La

propagación de la luz es a lo largo del eje z.

una onda plana al propagarse una distancia z después de la lente; para ello la función de fase

de la lente juega el papel de la FAC t(x, y). De esta manera la distribución de campo ψp0(x, y)

en z = 0 está dada por

ψp0(x, y) = Ae
jk0
2f (x2+y2). (2.41)

Finalmente, usando la Ec. (2.41) en la fórmula de difracción de Fresnel y evaluando la distancia

de propagación para z = f se obtiene

ψp(x, y, f) = e−jk0f
jk0
2πf

e
−jk0
2f (x2+y2)F

{
e
jk0
2f (x2+y2)e

−jk0
2f (x2+y2)

}
kx=

k0x
f
,ky=

k0y
f

, (2.42)
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donde se puede ver que la función de fase de la lente se cancela con la función de fase de la

difracción de Fresnel, quedando únicamente un factor que multiplica a la TF de una constante.

Aplicando las propiedades de la Tabla 2 del Apéndice A.1, se obtiene que la distribución de

campo en el plano focal de la lente es proporcional a una función delta de Dirac

ψp(x, y, f) ∝ δ(kx, ky), (2.43)

cuyo resultado es consistente con la óptica geométrica, indicando que los haces paralelos en la

entrada de una lente convergen en el punto focal de la misma.

Las lentes tienen un papel muy importante en la óptica. Una de sus principales aplicaciones es

el procesamiento óptico de imágenes, en el cual se utiliza un sistema como el descrito en la Fig.

2.6. En la entrada de dicho sistema se tiene una onda plana incidiendo sobre un elemento con

FAC t(x, y), que se encuentra a una distancia z1 de la entrada de una lente con una función

de fase descrita por la Ec. (2.40). Para encontrar el campo difractado de la FAC a través de la

Figura 2.6: Lente como transformada de Fourier óptica. La propagación de la luz es a lo largo

del eje z.

lente se usa la fórmula de difracción de Fresnel en cada etapa del sistema. Para �nes prácticos el

análisis se realiza en una dimensión y posteriormente, los resultados obtenidos se generalizan a

dos dimensiones. Nótese que los planos Σi tienen un sistema de referencias propio (xi, yi, z), esto

con el �n de no perder generalidad en el proceso del cálculo. Primero se efectúa una propagación

de campo de la FAC situada en el plano Σ1 al plano Σ2, con una distancia de propagación z = z1,

dando:

ψ(x2, z
−
1 ) =

jk0
2πz1

e−jk0z1e
−jk0
2z1

x22

∞∫
−∞

t(x1)e
jk0
z1
x1x2e

−jk0
2z1

x21dx1, (2.44)

donde ψ(x2, z
−
1 ) indica el campo justo antes de incidir en la lente. Al atravesarla y tomando en

cuenta el factor de fase de ésta, el campo toma la forma de

ψ(x2, z
+
1 ) = ψ(x2, z

−
1 )e

jk0
2f
x22 . (2.45)
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El campo resultante se propaga de nuevo, esta vez del plano Σ2 al plano Σ3:

ψ(x3, z1 + z2) =
jk0

2πz2
e−jk0z2e

−jk0
2z2

x23

∞∫
−∞

 jk0
2πz1

e−jk0z1e
−jk0
2z1

x22

∞∫
−∞

t(x1)e
jk0
z1
x1x2e

−jk0
2z1

x21dx1


× e

jk0
2f
x22e

jk0
z2
x2x3e

−jk0
2z2

x22dx2.

(2.46)

Reordenando la Ec. (2.46) se obtiene

ψ(x3, z1 + z2) =

(
jk0
2π

)2
e−jk0(z1+z2)

z1z2
e
−jk0
2z2

x23

×
∞∫

−∞

∞∫
−∞

t(x1)e
− jk0

2

(
1
z1
− 1
f
+ 1
z2

)
x22e

jk0
(
x1
z1

+
x3
z2

)
x2e

−jk0
2z1

x21dx1dx2.

(2.47)

La integral respecto de dx2 se resuelve usando el resultado
∞∫

−∞

ej(ax
2−bx)dx =

√
π

a
e−j

π
4 e−j

b2

4a , (2.48)

tomando a = −k0
2

(
1
z1
− 1

f
+ 1

z2

)
y b = −k0

(
x1
z1

+ x3
z2

)
de la Ec. (2.47) se obtiene

ψ(x3, z1 + z2) =

(
jk0
2π

)2
e−jk0(z1+z2)

z1z2
e
−jk0
2z2

x23

×
∞∫

−∞

t(x1)e
−jk0
2z1

x21e−j
π
4

√
π

−k0
2

( 1
z1
− 1

f
+ 1

z2
)
e
−j

(−k0(x1z1 +
x3
z2

))
2

4(− k02 ( 1
z1
− 1
f
+ 1
z2

)) dx1,

(2.49)

cuyo resultado se simpli�ca al evaluar en z2 = f

ψ(x3, z1 + z2) =

(
jk0
2π

)2 je−j
π
4

√
2πz1
k0

z1f
e−jk0(z1+f)e

−jk0
2f

x23e
jk0
2f2

x23z1

∞∫
−∞

t(x1)e
j
k0x1x3

f dx1. (2.50)

Tomando en cuenta que kx = k0x3
f

y utilizando la de�nición de TF de la Ec. (2.22), el resultado

�nal en dos dimensiones es

ψ(x3, y3, z1 + z2) =
jk0
2πf

e−jk0(z1+f)e
jk0
2f (x23+y23)(1−

z1
f )F {t(x1, y1)} . (2.51)

El resultado anterior es la propagación del campo de entrada, del plano Σ1 al plano Σ3 pasando

a través de una lente; su forma es proporcional a la TF de la función t(x, y) de entrada multi-

plicada por un factor de fase cuadrático, el cual desaparece si z1 = f :

ψ(x3, y3, z1 + z2) =
jk0
2πf

e−j2k0fF{t(x1, y1)}. (2.52)

Se observa que el resultado anterior es justo la TF de la FAC de entrada, independientemente

de lo complicada que ésta sea. El arreglo de la Fig. 2.6 se utiliza en procesamiento óptico de

imágenes tomando como entrada una FAC t(x, y) y obteniendo a su salida su TF óptica.
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2.1.5. Sistema formador de imágenes 4f

En la Fig. 2.7 se muestra un sistema 4f. Éste, a diferencia del sistema visto en la sección

anterior, tiene dos lentes en vez de una. Agregando una segunda lente con longitud focal f en la

posición z = z1+z2+f , ésta toma el resultado de salida del primer sistema y lo procesa mediante

otra TF óptica. Finalmente, aplicando la propiedad de paridad 1 de la Tabla 2 en el Apéndice

A.1, la FAC t(x, y) es recuperada en un plano situado en z = z1 + z2 + 2f . El propósito de este

Figura 2.7: Sistema formador de imagenes 4f. La propagación de la luz es a lo largo del eje z.

sistema es obtener el objeto de entrada t(x, y) en un plano z diferente. Además, cambiando los

focos de las lentes utilizadas, es posible modi�car la magni�cación de la imagen de salida. Dicho

sistema también funciona como un procesador óptico de imágenes, �ltrándolas y limpiándolas

al seleccionar frecuencias especí�cas en el plano z = z1 + z2, el cual también es llamado plano

de Fourier. Más detalles del sistema 4f se explicarán a fondo en la Subsección 3.4 del siguiente

capítulo.

2.2. Fundamentos de Holografía

2.2.1. Holografía

Cuando un objeto es iluminado, al resultado de la luz dispersada se le llama onda objeto.

Un observador que se encuentre en las cercanías podrá observar la onda y distinguir dos can-

tidades que la caracterizan: la amplitud, que representa al brillo o intensidad y la fase, la cual

corresponde a la profundidad. Ambas cantidades físicas representan la amplitud compleja del

objeto ψp(x, y) y contienen la información completa del mismo.

Cuando una onda objeto es registrada mediante una película fotográ�ca o una cámara CCD,

se obtiene únicamente una distribución de intensidad proporcional al cuadrado de la amplitud

compleja del objeto I(x, y) ∝ |ψp(x, y)|2, perdiendo la información de fase en el proceso de

registro y destruyendo el carácter tridimensional del objeto en cuestión. Si el medio de registro
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se realiza empleando una película fotosensible, el dispositivo que se tiene después del revelado

es una transparencia. Ésta tendrá una amplitud de transmitancia proporcional a la intensidad

registrada, la cual estará dada por

t(x, y) = |ψp(x, y)|2. (2.53)

La holografía es un sistema de imagen que, al contrario de la fotografía no pierde la información

de fase, y se divide en dos etapas, registro y reconstrucción. En la etapa de registro, se obtiene un

holograma al interferir una onda objeto con una onda plana de referencia. En la reconstrucción,

la onda objeto es reconstruida cuando el holograma es iluminado con una onda de referencia igual

a la utilizada en el proceso de registro. La amplitud compleja guardada preserva la distribución

de intensidad e información de profundidad del objeto, permitiéndole a un observador interpretar

y obtener datos de manera más fácil y completa.

2.2.2. Hologramas como una colección de placas zonales de Fresnel

Debido a que un objeto puede ser representado como una colección de puntos, el principio

de holografía puede ser explicado al analizar el proceso de registro y reconstrucción de solo

uno de ellos [36]. En La Fig. 2.8 se muestra la etapa de registro de un arreglo convencional de

holografía; una fuente de luz coherente se divide en dos y se recombinada por medio de dos beam

splitter (BS) (BS1 y BS2) y dos espejos (M1 y M2). El primer haz forma la onda de referencia,

la cual incide en el espejo M2 y llega a la zona de interferencia sin ser modi�cada. El segundo

haz se re�eja en el espejo M1 e incide directamente en la apertura pinhole y el frente de onda

resultante al llevar información de la apertura se le conoce como onda objeto.

Para encontrar la distribución de intensidad en la zona de interferencia, es necesario conocer la

Figura 2.8: Sistema de holografía. BS1 y BS2 representan los divisores de haz y M1,M2 son

espejos.
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forma de las ondas que inter�eren. En el caso de la onda objeto, la apertura pinhole se modela

como una función delta δ(x, y) y por lo tanto, la distribución de campo de la onda después de

propagarse una distancia z = z0 acorde a la fórmula de difracción de Fresnel está dada por

ψo(x, y, z0) = δ(x, y) ∗ h(x, y, z0) =
jk0

2πz0
e−jk0z0

∞∫∫
−∞

δ(x′, y′)e
−j k0

2z0
[(x−x′)2+(y−y′)2]dx′dy′,

=
jk0

2πz0
e−jk0z0e

−j k0
2z0

(x2+y2)
.

(2.54)

Para la onda de referencia, se asume que la distribución de campo no sufre variaciones después

de propagarse la misma distancia z = z0, por lo que al llegar a la zona de interferencia tiene la

forma de

ψr(x, y, z0) = ae−jk0z0 . (2.55)

En la Fig. 2.9 (a) se muestra la etapa de registro del holograma. En ésta se puede apreciar la

forma de ambas ondas y el modo en el que inter�eren. La distribución de intensidad resultante

es capturada al colocar un medio de registro en la zona de interferencia. De acuerdo a la Ec.

(2.53) la amplitud de transmitancia registrada es

t(x, y) =

∣∣∣∣ae−jk0z0 +
jk0

2πz0
e−jk0z0e

−j k0
2z0

(x2+y2)
∣∣∣∣2 . (2.56)

Realizando las operaciones indicadas y usando la forma exponencial de la función seno, el

resultado se simpli�ca en

t(x, y) = a2 +

(
k0

2πz0

)2

+
ak0
πz0

sen

[
k0
2z0

(
x2 + y2

)]
. (2.57)

Ésta expresión a menudo es llamada placas zonales de Fresnel sinusoidales y representa el

holograma de una fuente puntual como objeto a una distancia z = z0 del medio de registro.

En el proceso de reconstrucción, una onda de referencia ψr(x, y), igual a la utilizada en el proceso

de registro, ilumina el holograma obteniendo como resultado una amplitud compleja ψrec(x, y, z)

a una distancia z de éste. Así mismo, acorde a la fórmula de difracción de Fresnel se obtiene

ψrec(x, y, z) = ψrt(x, y) ∗ h(x, y, z) = ψra
2 ∗ h(x, y, z)

+ ψr

(
k0

2πz0

)2

∗ h(x, y, z)

+ ψr

(
−ajk0
2πz0

)
e
j
k0
2z0

(x2+y2) ∗ h(x, y, z)

+ ψr

(
ajk0
2πz0

)
e
j
−k0
2z0

(x2+y2) ∗ h(x, y, z).

(2.58)

Para un mejor análisis e interpretación física cada sumando se resuelve de manera separada. El
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Figura 2.9: Etapa de (a) registro y (b) reconstrucción en holografía. ψo onda objeto virtual; ψ′o
onda objeto real; ψr onda de referencia.

primer y segundo término al ser constantes se pueden agrupar y analizar en la misma expresión,

el resultado de la operación convolución indicada se reduce a

ψrec1(x, y, z) = −a

(
a2 +

(
k0

2πz0

)2
)
e−jk0(z+z0), (2.59)

la cual representa una onda propagándose sin difracción. A menudo a ésta onda se le conoce

como haz de difracción de orden cero o término DC. Aplicando la operación convolución en el

tercer término de la Ec. (2.58) se obtiene

ψrec2(x, y, z) =
a2k0j

2π(z − z0)
e−jk0(z−z0)e

−j k0
2(z−z0)

(x2+y2)
. (2.60)

Para valores z < z0 dicha ecuación representa una onda convergente. Cuando z = z0 la onda

está focalizada y forma el objeto fuente puntual representado por la función delta. Además, al

focalizarse delante del holograma se le considera como real. Finalmente, cuando se evalúan para

valores z > z0 la onda es divergente. Por último, al evaluar las operaciones en el cuarto término

de la Ec. (2.58), se obtiene

ψrec3(x, y, z) =
a2k0j

2π(z + z0)
e−jk0(z+z0)e

−j k0
2(z+z0)

(x2+y2)
. (2.61)

Nótese que se obtuvo una forma parecida a la Ec. (2.60), salvo algunos signos introducidos en

la parte exponencial. Ésta onda se focaliza cuando z = −z0, y debido a que se forma detrás

del holograma, se le llama objeto virtual. La onda es convergente cuando se evalúan valores

z < −z0, y divergente para z > −z0.
En la Fig. 2.9 (b) se muestra la etapa de reconstrucción del objeto. En ésta se pueden ver dos

ondas difractadas a partir del holograma; la onda convergente ψ′o muestra el comportamiento

de la Ec. (2.60) y representa al objeto real; la onda divergente ψo se comporta como lo describe

la Ec. (2.61) y da lugar a un objeto virtual.
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2.2.3. Coherencia

En los análisis anteriores, en ningún momento se consideró la existencia de algún parámetro

que afectara la calidad de la interferencia entre las ondas y en todos los casos se consideró

de manera implícita que las fuentes podían interferir sin ningún problema. Sin embargo, en

la práctica esto no es estrictamente cierto ya que para generar interferencia, las fases de las

ondas involucradas deben estar correlacionadas de una manera en especial. Ésta propiedad de

correlación se conoce como coherencia y es investigada en este apartado. Existen dos tipos de

coherencia, espacial y temporal. En la coherencia temporal se analizará la habilidad de un campo

de luz para interferir con una versión de sí mismo retrasado en el tiempo. La coherencia espacial

es la habilidad de interferir con una versión del campo de sí mismo desplazado espacialmente.

Coherencia temporal

El interferograma de dos ondas de luz A(x, y, z, t) y B(x, y, z, t) está dado por

I(x, y, z) =
〈
|A(x, y, z, t) +B(x, y, z, t)|2

〉
, (2.62)

donde 〈 · 〉 indica la integral promedia en el tiempo acorde a [36]

〈 · 〉 = ĺım
T→∞

T/2∫
−T/2

· dt. (2.63)

La luz de las ondas consideradas se modela como luz cuasi monocromática con una frecuencia

especi�ca w0 y con variaciones de fase aleatorias θ(t). Fijando las coordenadas espaciales, las

ondas se expresan como

A(t) = A0e
j[w0t+θ(t)],

B(t) = B0e
j[w0(t+τ)+θ(t+τ)],

(2.64)

donde τ denota el retraso de tiempo debido a la diferencia de camino óptico entre las ondas.

Simpli�cando la Ec. (2.62) y sustituyendo las expresiones anteriores, se obtiene

I(τ) = A2
0 +B2

0 + 2A0B0 ×Re
{〈
ej[θ(t+τ)−θ(t)+w0τ ]

〉}
, (2.65)

donde

γ(τ) =
〈
ej[θ(t+τ)−θ(t)+w0τ ]

〉
, (2.66)

es llamado grado de coherencia compleja de la fuente de luz. La Ec. (2.65) al expresarse en

función del parámetro anterior adquiere la forma de [36]

I(τ) = A2
0 +B2

0 + 2A0B0 |γ(τ)| cos[arg{γ(τ)}], (2.67)
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donde arg{·} toma el argumento de la función evaluada. Uno de los parámetros importantes

de la interferencia es la visibilidad ν, el cual es una medida del contraste en un patrón de

interferencia y por lo tanto, la habilidad para que dos ondas inter�eran entre sí. Ésta cantidad

está de�nida como [36]

ν =
Imax − Imin
Imax + Imin

, (2.68)

donde Imax e Imin corresponden a la intensidad máxima y mínima de dos franjas vecinas en el

interferograma, las cuales se obtienen evaluando arg{γ(τ)} en 0 y π de la Ec. (2.67), respecti-

vamente. Con lo anterior, estas cantidades se expresan como

Imax = A2
0 +B2

0 + 2A0B0 |γ(τ)|,

Imin = A2
0 +B2

0 − 2A0B0 |γ(τ)|.
(2.69)

Finalmente, evaluando lo anterior en la Ec. (2.68), la visibilidad del interferograma puede ser

expresada como

ν =
2A0B0

A2
0 +B2

0

|γ(τ)|, (2.70)

cuyo valor depende linealmente del módulo del grado de coherencia compleja. El módulo del

grado de coherencia compleja puede adquirir tres valores: |γ(τ)| = 1 describe luz monocromática

completamente coherente, |γ(τ)| = 0 para luz completamente incoherente y �nalmente, cuando

0 < |γ(τ)| < 1 se dice que la luz es parcialmente coherente.

Otro parámetro importante es el tiempo de coherencia. Para de�nirlo es necesario modelar a

una fuente de luz ordinaria como luz cuasi monocromática oscilado a una frecuencia w0 y con

trenes de onda de tamaño �nito; además, su fase inicial θ(t) es aleatoriamente distribuida entre

0 y 2π, cuyos cambios ocurren cada intervalo de tiempo τ0. Otra forma de de�nir el grado de

coherencia complejo es [36]

γ(τ) = Λ

(
τ

τ0

)
ejw0τ , (2.71)

donde

Λ

(
τ

τ0

)
=


1−

∣∣∣ ττ0 ∣∣∣ para
∣∣∣ ττ0 ∣∣∣ ≤ 1,

0 otro.

(2.72)

De la Ec. (2.71) se puede ver que γ(τ) decrece con τ ; es decir, el grado de coherencia va

disminuyendo hasta volverse completamente incoherente a medida que el valor τ se acerca a τ0.

Cuando llega a este valor, el grado de coherencia es igual con cero y las franjas de interferencia

en el interferograma resultante son indistinguibles. A este tiempo transcurrido τ0 se le conoce

como tiempo de coherencia. Usando este concepto también es posible de�nir la longitud de

coherencia, lc, acorde a

lc = c τ0, (2.73)
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cuyo valor es la cantidad de camino óptico que atraviesa la luz al transcurrir un tiempo τ0.

Para asegurar que exista interferencia entre las dos ondas estudiadas, la diferencia de camino

óptico entre ellas debe ser más pequeña que la longitud de coherencia. Típicamente la longitud

de coherencia asociada a la luz de focos comerciales es del orden de micrómetros; es decir, para

que exista interferencia entre fuentes de luz de ese tipo, su diferencia de camino óptico debe

ser menor a ésta. Las fuentes de luz con alta longitud de coherencia se les conoce como fuentes

monocromáticas, las cuales incluyen a los láseres, cuyo valor de lc va desde los milímetros hasta

los cientos de kilómetros [2].

Coherencia espacial

La coherencia espacial describe la habilidad de una onda para interferir con una versión

de sí misma desplazada espacialmente. Ésta característica se mide con un interferómetro de

Young, el cual se muestra en la Fig. 2.10. A la izquierda del sistema, en z = 0 se puede ver

una fuente de luz extendida que emite luz desde diferentes puntos de su extensión. La luz pasa

a través de dos ori�cios en un obstáculo situado en z = R1 y �nalmente hace interferencia

en una pantalla a una distancia z = R1 + R2 de la fuente de luz. Las franjas de interferencia

observadas en la pantalla son el resultado de la interferencia de dos ondas de luz viajando por

diferentes caminos r1 y r2 hasta los agujeros. Además, si la distancia a entre estos supera el límite

crítico de distancia de coherencia ak, el patrón de interferencia desaparece. Este fenómeno está

relacionado a la siguiente causa: todas las ondas de luz emitidas por la fuente de luz extendida

pasan por los agujeros y se superponen en la pantalla. Puede existir un punto de la fuente que

genere un máximo de interferencia en un punto de la pantalla, mientras que otro punto de la

fuente haga un mínimo en el mismo lugar. Esto se debe a que la longitud de camino óptico

(LCO) es diferente para todos los puntos que salen de la fuente a la pantalla. En general, las

contribuciones de cada punto de la fuente se superponen en la pantalla y el contraste del patrón

de interferencia desaparece. Esto último se evita si cada punto de la fuente de luz cumple con

la siguiente condición [2]

r2 − r1 <
λ

2
, (2.74)

la cual se cumple si únicamente se consideran los bordes de la fuente de luz. Considerando estos

puntos en la fuente de la Fig. 2.10, se llega a las siguientes expresiones

r21 = R2
1 +

(
a− h

2

)2

,

r22 = R2
1 +

(
a+ h

2

)2

,

(2.75)
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Figura 2.10: Interferómetro de Young. (xi, yi) representan las coordenadas de una fuente puntual.

donde h es el ancho de la fuente de luz extendida. Considerando a << R1 y h << R1, se llega a

r2 − r1 ≈
ah

2R1

. (2.76)

Combinando las ecuaciones (2.74) y (2.76) se obtiene

ah

2R1

<
λ

2
. (2.77)

Finalmente, la distancia de coherencia es expresada como

akh

2R1

=
λ

2
. (2.78)

2.2.4. Holografía digital (DH)

El concepto de holografía explicado en la Subsección 2.2.1 es el mismo para el caso de DH;

sin embargo, en este último a diferencia de una placa de fotográ�ca se utiliza un arreglo de

píxeles para registrar el holograma. Éste arreglo de píxeles forma una cámara, algunas de las

más utilizadas son CCD (Charged Coupled Device) y CMOS (Complementary Metal Oxide

Semiconductor). En la Fig. 2.11 (a) se puede ver la etapa de registro del holograma, en donde

Figura 2.11: Holografía digital. (a) Registro y (b) reconstrucción.

una onda objeto proveniente de un objeto situado a una distancia z = −z0 del plano de regis-

tro inter�ere con una onda plana de referencia, La distribución de intensidades resultante es
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registrada por una cámara y guardada en una computadora. En la etapa de reconstrucción de

holografía convencional, una onda de referencia idéntica a la utilizada en el proceso de registro

ilumina el holograma. como resultado de esto dos imágenes se generan, una real y una virtual

situadas una distancia z = −z0 y z = z0 respecto plano de registro, respectivamente (véase Fig.

2.11 (b)). En DH, no es posible iluminar la cámara utilizada en el proceso de registro y recu-

perar ambas imágenes. En este caso se hace uso de técnicas numéricas de reconstrucción para

obtener imágenes del objeto en diferentes planos a distintas distancias de donde en teoría estaría

el holograma (arreglo de píxeles en DH). Las técnicas de reconstrucción más utilizadas son la

aproximación de Fresnel y el enfoque por convolución (véase Subsección 2.1.3). Ambos métodos

de reconstrucción permiten obtener la distribución de campo del objeto original ψo(x, y). Su

amplitud o intensidad Γ(x, y) se calcula numéricamente acorde a

Γ(x, y) = |ψo(x, y)|2 , (2.79)

y su fase

ϕ(x, y) = tan−1
{
Im [ψo(x, y)]

Re [ψo(x, y)]

}
, (2.80)

donde Re{·} denota la parte real de la onda objeto e Im{·} la parte imaginaria del mismo.

2.2.5. Técnica de corrimiento de fase

La distribución de intensidad dada por la interferencia de una onda objeto ψo(x, y) y una

onda de referencia ψr(x, y) está dada por

I(x, y) = |ψo(x, y) + ψr(x, y)|2 , (2.81)

donde

ψo(x, y) = aoe
−jϕo ,

ψr(x, y) = are
−jϕr .

(2.82)

Desarrollando las operaciones de la Ec. (2.81) se llega a

I(x, y) = A(x, y) +B(x, y) cos(∆ϕ), (2.83)

donde A(x, y) = a2o + a2r y B(x, y) = 2aoar son parámetros que dependen de las coordenadas

espaciales del interferograma. El término ∆ϕ = ϕo+ϕr es conocido como fase de interferencia y

una manera de obtenerlo es mediante la propagación de campo de un solo holograma, empleando

técnicas numéricas de reconstrucción como las mencionadas en la subsección anterior.

En general no es posible calcular la fase de interferencia sin efectos de ruido directamente de la

Ec. (2.83), debido a que los parámetros A(x, y) y B(x, y) no son conocidos. En la práctica estos

parámetros se ven afectados por [2]:
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Las partículas de polvo en el camino óptico dan lugar a patrones de difracción.

En la práctica de ha observado cierta inestabilidad en los láseres utilizados, variando en

el tiempo la amplitud del campo resultante.

Las re�exiones múltiples en los componentes ópticos del sistema generan re�ejos parásitos

no deseados.

El orden de difracción cero introduce ruido.

La grabación y transmisión electrónica en el registro de hologramas genera ruido adicional.

El método de corrimiento de fase es una herramienta que permite calcular la fase de inter-

ferencia de un holograma al eliminar e�cazmente efectos de ruido presentes en la propagación

de campo de un solo holograma. Esto se logra mediante el registro adicional de interferogramas

con corrimientos de fase mutuos. Existen métodos para dos, tres, cuatro y hasta N corrimientos

de fase. En este trabajo se analiza la técnica de corrimiento de fase de cuatro pasos. En la Fig.

2.12 se muestra un arreglo de DH con el método de corrimiento de fase. En este sistema, los

corrimientos de fase son introducidos mediante un espejo montado en un dispositivo transduc-

tor piezoeléctrico, el cual mueve la posición del espejo cuando a éste se le aplica un voltaje.

El resultado es una diferencia de camino óptico introducida en el haz de referencia. Para esta

Figura 2.12: Arreglo óptico de holografía con método de corrimiento de fase.

técnica, la distribución de intensidades en cada holograma está dada por

I(x, y)α =
∣∣ψo(x, y) + ψr(x, y) e−jα

∣∣2 . (2.84)

Registrando cuatro hologramas con α = 0, π/2, π, 3π/2 se obtiene

I(x, y)0 = |ψo|2 + |ψr|2 + ψoψ
∗
r + ψ∗oψr,

I(x, y)π/2 = |ψo|2 + |ψr|2 + jψoψ
∗
r − jψ∗oψr,

I(x, y)π = |ψo|2 + |ψr|2 − ψoψ∗r − ψ∗oψr,

I(x, y)3π/2 = |ψo|2 + |ψr|2 − jψoψ∗r + jψ∗oψr.

(2.85)
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Realizando las siguientes sustracciones se obtiene

I(x, y)0 − I(x, y)π = 2ψoψ
∗
r + 2ψ∗oψr,

I(x, y)π/2 − I(x, y)3π/2 = 2jψoψ
∗
r − 2jψ∗oψr,

(2.86)

de donde se puede notar que el término de difracción de orden cero, |ψo|2+|ψr|2, se ha eliminado.
Finalmente, la amplitud compleja de la onda objeto es obtenida por

ψo =
(I0 − Iπ)− j(Iπ/2 − I3π/2)

4ψ∗r
. (2.87)

Evaluando la onda objeto resultante en las ecuaciones (2.79) y (2.80) se encuentran la amplitud

y fase deseadas.

Γ(x, y) =

∣∣∣∣(I0 − Iπ)− j(Iπ/2 − I3π/2)
4ψ∗r

∣∣∣∣2 , (2.88)

ϕo(x, y) = tan−1
(
Iπ/2 − I3π/2
I0 − Iπ

)
. (2.89)

2.2.6. Desenvolvimiento de fase

El método explicado en la subsección anterior es una de las formas de determinar la fase de

interferencia de un holograma. Al calcular la fase de interferencia con la Ec. (2.89), el rango en el

mapa de fase de ψo está entre −π y π; es decir, contiene saltos 2π en algunos puntos de éste. Para

explicar este fenómeno es necesario analizar el comportamiento de las funciones trigonométricas

involucradas en dichos cálculos. En la Fig. 2.13 (a) se muestra un número complejo z presentado

en el plano complejo en la cual se puede apreciar la magnitud y el ángulo de dicho número. En

la Fig. 2.13 (b) se muestran las gra�cas de las funciones trigonométricas seno, coseno, tangente

y arcotangente. Si el ángulo θ que forma el vector z con respecto al eje real en la Fig. 2.13 (a)

Figura 2.13: (a) Representación de un vector en el plano complejo. (b) Comportamiento de las

funciones trigonometricas para diferentes valores de θ.

está entre 0 y π/2, el cálculo de la fase cae dentro de la rama central de la función tangente y
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arcotangente de la Fig. 2.13 (b). Cuando el ángulo tiende a π/2, la tangente tiende a in�nito

y la arcotangente alcanza la asíntota horizontal marcada con líneas punteadas. Lo anterior es

debido a que cuando θ = π/2 el coseno vale cero, mientras que el seno vale uno, obteniendo

una discontinuidad en la función tangente. Cuando el ángulo θ toma un ángulo mayor a π/2, el

cálculo de la fase cae en la segunda rama de la función tangente y arcotangente; es decir, ocurre

un salto en la discontinuidad resultando en la obtención de una fase ambigua. El cálculo de la

función arcotangente no distingue entre los cuadrantes 2-4 y 1-3. El problema aumenta cuando

el vector z completa más de un ciclo, pues además de existir ambigüedad en el cuadrante, se

debe resolver la rama en donde cae las funciones tangente y arcotangente.

Cuando un mapa de fase tiene saltos 2π se dice que está envuelto. Existen algoritmos compu-

tacionales que permiten el desenvolvimiento de fase que se basan en analizar píxeles contiguos

y determinar si existió un cambio de 2π en la fase. En la Fig. 2.14 se muestra el cálculo de un

per�l de fase. La línea azul es la representación de la fase envuelta que fue obtenida directamente

de la función arcotangente. Se puede notar que existen saltos 2π cuando la fase alcanza cierta

amplitud. La línea roja es el resultado del desenvolvimiento de fase y representa la fase correcta

que se está buscando. Ésta se obtuvo empleando el algoritmo descrito en las Ref. [38, 39]. En

éste trabajo, se emplearán estos algoritmos en los resultados relacionados con desenvolvimiento

de fase.

Figura 2.14: Per�l unidimensional de fase.

2.2.7. Hologramas de Lee

Los hologramas generados por computadora (CGH de sus siglas en inglés, computer-generated

holograms), como su nombre lo indica, son hologramas generados digitalmente en una compu-

tadora. El holograma �nal es desplegado en un dispositivo modulador de luz espacial (SLM)

para su reconstrucción holográ�ca. Una de las ventajas de estos es que el objeto tridimensional

con el que se trabaje puede ser �cticio, permitiendo generar frentes de onda complicados de
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construir en el laboratorio. Existen diferentes métodos para la construcción de CGH; algunos

de estos son los hologramas de desvío de fase o de detour-phase, hologramas de kinoform [36] y

hologramas de Lee [34].

En este apartado únicamente se analizará la generación de hologramas de Lee. Éste método

consiste en generar un holograma a partir de la interferencia de dos ondas, una onda de refe-

rencia plana R ejβ(x+y) y una onda con la información del objeto deseado A(x, y) e−jϕo(x,y). La

distribución de intensidades resultante de tal interferencia está dada por

t(x, y) = R2 + A2(x, y) + 2RA(x, y) cos[β(x+ y)− ϕo(x, y)], (2.90)

donde A(x, y) y R son las amplitudes de la onda objeto y referencia, respectivamente; ϕo(x, y) la

información de fase de la onda objeto y β una frecuencia portadora. De la Ec. (2.90), haciendo

A(x, y) y R la unidad, la distribución de intensidad resultante es

t(x, y) ∝ 1 + cos[β(x+ y)− ϕo(x, y)]. (2.91)

Posteriormente, para que la función t(x, y) pueda ser desplegada en el dispositivo SLM, se

obtiene su representación binarizada h(x, y) acorde a

h(x, y) =


1 si t(x, y) > 0,5,

0 si otro.

(2.92)

En este trabajo, los CGH mediante el método de Lee son utilizados para generar frentes de

onda con información de amplitud y fase utilizados en los procesos de holografía. El modo de

implementación y la información compleja codi�cada en los CGH se discute de manera más

detallada en la Subsección 3.4.



3. Sistemas de imagen de un solo píxel

(SPI)

3.1. Introducción

En este capítulo se plantearán los fundamentos teóricos de los sistemas SPI, así como la

forma en que fueron implementados para la obtención de amplitud y fase de objetos complejos.

3.1.1. Técnica de imagen de un solo píxel

Los sensores de imagen son arreglos de píxeles en los dispositivos con los cuales las personas

de manera implícita están muy familiarizadas y diariamente estos son usados en dispositivos ce-

lulares o sensores de cámaras profesionales. A menudo, el proceso de adquisición está relacionado

con el término megapíxel (Mpx), el cual es una medida de la cantidad de píxeles individuales

que componen dichos dispositivos. Una cámara de un Mpx es un dispositivo con un sensor de

imagen compuesto por 106 píxeles distribuidos en forma matricial. Comúnmente el número de

píxeles se suele utilizar como una métrica de rendimiento o elemento esencial en marketing, pues

el razonamiento más común es que mientras mayor sea la cantidad de megapíxeles, mejor es la

cámara.

Esto último no es estrictamente cierto cuando los sensores de imagen son utilizados en áreas

diferentes a fotografía profesional o entretenimiento. En las disciplinas cientí�cas, los sensores

de imagen más utilizados son las cámaras CCD y CMOS, las cuales están compuestas por arre-

glos de píxeles que permiten obtener imágenes en diferentes rangos espectrales, siendo las más

comunes aquellas que trabajan en el espectro visible. Cuando el fenómeno analizado requiere

el uso de longitudes de onda externas al visible, es necesario utilizar cámaras especializadas, lo

que se ve directamente re�ejado en el costo de estas [19, 40]. Algo interesante por preguntarse

en la obtención de una imagen es: ¾cuántos píxeles aportan información en una cámara?.

El mecanismo original del televisor de John Logie Baird usa un solo detector sensible a la luz y

emplea un disco giratorio con agujeros en espiral para escanear las intensidades de luz en escena,

37
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una posición a la vez. El escáner rasterizado es otro sistema de imagen el cual es comúnmente

utilizado en aplicaciones donde se requiere la obtención de imágenes en bandas espectrales don-

de los dispositivos CCD o CMOS resultan caros o imprácticos. El principio de funcionamiento

de esta técnica es escanear de manera secuencial una escena con un haz y registrar la respuesta

en intensidad de éste para un procesamiento posterior.

Por otro lado, la técnica SPI permite registrar y reproducir imágenes de una escena, la cual es

muestreada con una serie de patrones mientras un detector sin resolución espacial mide la res-

puesta de intensidad resultante, para posteriormente reconstruir la imagen mediante el cálculo

numérico de los datos registrados. A diferencia de los métodos anteriores, en ésta técnica el

frente de onda que incide en el objeto es una onda microestructurada formada con el patrón

proyectado por el DMD. La onda resultante lleva información espacial del objeto en escena.

Básicamente, el método consiste en hacer un barrido polimór�co al proyectar los patrones en

un objeto, y la intensidad registrada con un solo píxel es información resultante de muchos

lugares a la vez. Las principales diferencias entre los sensores de imagen y las técnicas SPI son:

el principio de operación, el tamaño de sensor y el costo. Los sensores de imagen contienen un

conjunto de píxeles distribuidos en forma matricial que obtienen imágenes en tiempo real al

hacer un mapeo uno a uno de las regiones en escena con los píxeles correspondientes en una

imagen. Por otro lado, los sistemas SPI están formados por un único sensor que obtiene imáge-

nes mediante dos procesos no simultáneos, registro y reconstrucción. En el proceso de registro,

la escena se muestrea con patrones conocidos y el sensor detecta las intensidades resultantes.

En el proceso de reconstrucción, mediante un algoritmo computacional, los patrones conocidos

y las intensidades antes registradas, se calcula numéricamente la imagen de la escena.

Los sistemas SPI surgen como una propuesta a bajo costo de los sensores píxelados que son

capaces de operar en un rango espectral más amplio que el de las cámaras CCD o CMOS,

siendo una buena alternativa de imagen donde las últimas resultan ser costosas o imprácticas.

En la Fig. 3.1 (i) se muestra una comparativa y varias aplicaciones de los sistemas de imagen

con sensores píxelados, escáneres rasterizados y los basados en SP; así como también la banda

espectral en la cual puede trabajar cada uno de ellos y el costo del Mpx. En la Fig. 3.1 (ii) se

muestra la banda espectral en la que trabaja el detector SP utilizado. Como puede observarse

es capaz de trabajar de 200 (ultravioleta medio) a 1000 (infrarrojo cercano) nm de longitud de

onda.

3.1.2. Arquitectura del DMD

El sistema SPI está compuesto por dos componentes principales: un dispositivo SLM y un

fotodetector. Los dispositivos SLM se pueden encontrar en proyectores digitales de luz, los cuales
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Figura 3.1: (i) Comparación entre costos aproximados por Mpx para diferentes sistemas de

imagen. (a) Apertura codi�cada en rayos X; (b) Cámara SP en visible; (c) imágenes en infrarrojo

con onda corta a través de humo; (d) microscopio en infrarrojo con onda corta; (e) imágenes de

metano utilizando escáner láser; (f) imágenes de metano utilizando cámaras SP;(g) imágenes

en metano utilizando oscilador paramétrico óptico de barrido; (h) imágenes SP en THz. Basado

en Ref. [40]. (ii) Banda espectral del detector utilizado en los experimentos.
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son comúnmente utilizados para desplegar películas o presentaciones. Estos proyectores son

usualmente basados en un DMD, el cual es un modulador de amplitud formado por un arreglo

espacial de micro-espejos. Cada uno de estos micro-espejos puede moverse en dos posiciones o

estados; +1 cuando se orienta a +12 grados respecto a la normal y 0 cuando se orienta a -12

grados respecto a la normal. En la Fig. 3.2 (b) se muestra un dispositivo DMD y los posibles

estados de cada uno de los micro-espejos que lo componen. Se puede apreciar que cuando un

micro-espejo individual está en estado +1 o 0, un haz de luz incidente se re�eja en una dirección

u otra, permitiendo modular en forma espacial el ancho de dicho haz. Los dispositivos DMD

Figura 3.2: (a) Diseño y (b) funcionamiento de un dispositivo DMD.

tienen la capacidad de desplegar un grupo de patrones binarios a una frecuencia de despliegue

elevada (hasta 22,7 kHz), permitiendo la modulación espacial de un haz a gran velocidad.

En las siguientes secciones se darán más detalles de la implementación de un DMD en la técnica

SPI.

3.2. Imágenes de amplitud de un solo píxel

El proceso de adquisición de una imagen con las técnicas SP es como sigue. Primero se supone

un objeto pixelado X ∈ RN×N ; después, el objeto es muestreado con un grupo de patrones o

máscaras con información espacial; �nalmente, cada proyección resultante es medida por un

fotodetector. Matemáticamente, dicho proceso puede expresarse como

y = SX̃, (3.1)
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donde y ∈ RN2×1 es un vector columna que contiene todas las mediciones de intensidad, X̃ ∈
RN2×1 el objeto representado en forma de vector columna y S ∈ RN2×N2

una matriz cuyas �las

contienen los patrones o máscaras desplegadas en el objeto.

La matriz S es el elemento que varía entre cada técnica SP. Por ejemplo, en el escaneo rasterizado

puede verse que esta matriz es igual a la matriz identidad I, esto último porque el objeto es

muestreado con las bases canónicas en el proceso de medición (un píxel a la vez). Es posible ir

más lejos y utilizar algún otro tipo de base ortonormal para la matriz de muestreo, permitiendo

recuperar información de más puntos al mismo tiempo. La base Hadamard, coseno, noiselet o

wavelet, pueden ser opciones para dicha matriz.

El sistema SPI presentado en este trabajo puede operar de dos maneras distintas, en el primer

modo, llamado de imágenes de amplitud de un solo píxel (SPA), como su nombre lo indica

permite recuperar únicamente imágenes de amplitud. Mientras que en el segundo modo, llamado

de imágenes holográ�cas de un solo píxel (SPH), mediante el empleo de holografía tiene la

capacidad de recuperar adicionalmente la fase. En la Fig. 3.3 se muestra la etapa de registro

de forma resumida de la técnica SPI. En ésta el sistema usa un DMD para proyectar sobre un

objeto O(x, y) un grupo de patrones mi(x, y) resueltos espacialmente, con i = 1, 2, . . . , N2, y

siendo N2 el número total de patrones y píxeles de la imagen. Cuando los patrones de muestreo

son proyectados por el DMD, estos son formados en el plano imagen del sistema 4f sin efectos

de difracción, con ello se asegura que un objeto situado en esa posición sea muestreado con los

patrones deseados. Las variaciones de intensidad Ii resultantes de la proyección de los patrones

de muestreo en el objeto de estudio son integradas por una lente y registradas por un fotodetector

sin resolución espacial. Matemáticamente, la intensidad integrada o coe�cientes medidos por el

Figura 3.3: Etapa de registro del sistema SPI.

fotodetector es expresada como [4]

Ii ∝
∫∫
|O(x, y)mi(x, y)|2dxdy. (3.2)
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La etapa de reconstrucción se lleva a cabo mediante un algoritmo computacional al calcular

numéricamente la distribución de intensidad del objeto, la es cual expresada como una super-

posición lineal de los patrones de muestreo mi(x, y) pesados por las mediciones de intensidad

Ii

|O(x, y)|2 =
N2∑
i=1

Iimi(x, y). (3.3)

En la Fig. 3.4 se muestra un arreglo experimental simpli�cado de los sistemas SPI de amplitud;

en éste el haz de referencia del interferómetro es bloqueado, habilitando únicamente el haz

objeto. El sistema formador de imágenes 4f permite muestrear al objeto (localizado en el plano

objeto) con los patrones que son proyectados por el DMD.

Figura 3.4: Sistema SPI. DMD dispositivo digital de micro-espejos; L lente; F �ltro espacial;

PO plano objeto; BM beam splitter; SPD detector de un solo píxel; f1 y f2 distancias focales.

3.3. Holografía con sistemas SPI

El procedimiento para registrar imágenes de amplitud puede ser extendido a DH, permitiendo

registrar toda la información contenida en un frente de onda y explotar todos los bene�cios que

brinda la técnica SPI. El sistema SPI para imágenes complejas tiene la capacidad de recuperar

las cantidades físicas de un frente de onda re�ejado o transmitido por un objeto, como son su

amplitud y fase. Para ello, es necesario el sistema de holografía que se obtiene habilitando el haz

de referencia de la Fig. 3.4. En este modo de operación se aplican las técnicas de hologramas

de Lee y de corrimiento de fase. La primera se emplea en la codi�cación de los patrones y la

segunda para medir la fase de forma más exacta. Ambas se describieron en el capítulo anterior.

Después de muestrear el objeto con uno de los patrones, el frente de onda resultante inter�ere

con el haz de referencia. La irradiancia integrada por la lente y registrada por el fotodetector



3.4. HOLOGRAMAS DE LEE EN SPI 43

puede ser escrita como sigue

yi,α ∝
∫∫
|O(x, y)mi(x, y)ejα +R|2dxdy, (3.4)

donde R es la amplitud constante del haz de referencia y α = 0, π/2, π, 3π/2 la constante de

fase introducida al aplicar la técnica corrimiento de fase. Para cada patrón i se obtienen cuatro

valores de intensidad. En la etapa de reconstrucción, los coe�cientes complejos del corrimiento

de fase asociados a cada patrón de muestreo mi(x, y) están dados por [4]

Yi =
1

4R
[(yi,0 − yi,π) + j(yi,3π/2 − yi,π/2)]. (3.5)

La amplitud compleja del objeto es reconstruida por la superposición lineal de los patrones de

muestreo utilizados, pesados por los coe�cientes complejos obtenidos de la Ec. 3.5

O(x, y) =
N2∑
i=1

Yimi(x, y). (3.6)

3.4. Hologramas de Lee en SPI

Para el muestreo de objetos complejos y su registro de amplitud compleja, se emplean los

hologramas de Lee. En estos se codi�ca el patrón i-ésimo de alguna de las bases y el corrimiento

de fase α de la técnica de corrimiento de fase vista en la Subsección 2.2.5. Mediante el DMD se

modula en amplitud el frente de onda con los hologramas generados, para luego llevarse a cabo

el proceso de registro. Hay dos maneras de codi�car los patrones de muestreo en los hologramas,

ya sea que se codi�quen en la amplitud o en la fase de la onda objeto de la Ec. 2.90. En las

siguientes secciones se presenta el desarrollo de ambos métodos.

3.4.1. Codi�cación de patrones de muestreo en amplitud

Los patrones de muestreo mi(x, y) son codi�cados en los hologramas de Lee como sigue: la

onda objeto A(x, y)e−jϕo(x,y) de la Ec. 2.90 toma la forma de mi(x, y)ejα, donde la fase α es

introducida por la técnica de corrimiento de fase; haciendo R = 1 en la onda de referencia de

la misma ecuación, se tiene

t(x, y) = 1 +mi(x, y)2 + 2mi(x, y) cos[β(x+ y) + α]. (3.7)

El holograma de amplitud generado por la Ec. 3.7 es binarizado mediante la función h(x,y)

descrita por la Ec. 2.92. Los hologramas resultantes son enviados al DMD para llevar a cabo el

proceso de registro.

Para entender la diferencia entre los patrones de muestreo utilizados en el sistema SPA y los
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hologramas utilizados en el procedimiento actual, se analiza de manera física lo que ocurre en

el sistema. En la Subsección 2.1.5 del capítulo anterior se vio un sistema formador de imágenes

4f, que permite formar una imagen en el plano objeto a la salida del sistema y la cual no es

afectada por el fenómeno de difracción.

Por otro lado, la Fig. 3.5 muestra un sistema formador de imágenes 4f cuya teoría fue descrita

Figura 3.5: Sistema formador de imágenes 4f. DMD dispositivo digital de micro-espejos; L1, L2

lente; F �ltro espacial; PI plano imagen.

en la Subsección 2.1.4, y que ahora se describe con hologramas. Cuando la función t(x, y) se

envía al DMD y se ilumina con un haz objeto como se muestra en la Fig. 3.5, el frente de onda

es modulado y se propaga por el sistema 4f. La lente L1 de entrada opera sobre el frente de

onda modulado t(x, y) obteniendo en el plano de Fourier su TF óptica

F{t(x, y)} = F{1}+ F{mi(x, y)2}+ F
{
mi(x, y)[ejβ(x+y)ejα + e−jβ(x+y)e−jα]

}
. (3.8)

Aplicando la propiedad de convolución 2 de la Tabla 2 en el Apéndice A.1 se obtiene

F{t(x, y)} = F{1}+ F{m2
i }+

1

(2π)2
F{mi(x, y)} ∗ F

{
[ejβ(x+y)ejα + e−jβ(x+y)e−jα]

}
,

= F{1}+ F{m2
i }+

e+jα

(2π)2
F{mi(x, y)} ∗ δ(kx − β)δ(ky − β)

+
e−jα

(2π)2
F{mi(x, y)} ∗ δ(kx + β)δ(ky + β).

(3.9)

La Fig. 3.5 muestra un �ltro espacial pasa bajos en el plano de Fourier del sistema, el cual �ltra

el orden de difracción +1 del campo resultante; matemáticamente esto es equivalente a tomar

el tercer o cuarto término de la ecuación anterior

t′(kx, ky) =
ejα

(2π)2
F{mi(x, y)} ∗ δ(kx − β)δ(ky − β). (3.10)
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El campo resultante se propaga hacia una segunda lente L2, obteniendo en el plano imagen del

sistema 4f la TF de la Ec. (3.10) (nuevo campo de entrada)

F{t′(kx, ky)} =
ejα

(2π)2
F {F{mi(x, y)} ∗ δ(kx − β)δ(ky − β)} ,

=
ejα

(2π)2
F{F{mi(x, y)}}F{δ(kx − β)δ(ky − β)}.

(3.11)

El segundo resultado es obtenido al aplicar la propiedad de convolución 1 de la Tabla 2 en el

Apéndice A.1. Finalmente, aplicando la propiedad de paridad 1 de la tabla anterior y desarro-

llando las transformadas indicadas, se obtiene la distribución de campo de salida en el plano

imagen del sistema

F{t′(kx, ky)} =
ejα

(2π)2
mi(−x,−y)e−jβ(x+y), (3.12)

la cual es proporcional a

F{t′(kx, ky)} ∝ ejαmi(−x,−y). (3.13)

Con este resultado, se puede ver que en el plano imagen del sistema 4f se reconstruye el patrón

modulado mi(x, y) (con simetría central) junto al corrimiento de fase ejα, lo cual permite mues-

trear a un objeto situado en esta posición y obtener su amplitud compleja con las técnicas de

holografía y el sistema SPI.

3.4.2. Codi�cación de patrones de muestreo en fase

Para modular en fase el frente de onda con los patronesmi(x, y), estos últimos son codi�cados

en los hologramas de Lee como sigue. La onda objeto A(x, y)e−jϕo(x,y) de la Ec. 2.90 toma la

forma de ej[α+mi(x,y)]. Haciendo R y A(x, y) igual a la unidad en dicha ecuación, ésta resulta en

t(x, y) = 2 + 2 cos[β(x+ y) + α +mi(x, y)]. (3.14)

Los hologramas resultantes de t(x, y) se envían al DMD, donde un frente de onda incidente

se modula espacialmente y re�eja hacia el sistema 4f; en el plano imagen de este, el campo

resultante de acuerdo a la Ec. (3.13) es

F{t′(kx, ky)} ∝ ejαemi(−x,−y). (3.15)

La diferencia más notoria entre las Ecs. (3.13) y (3.15), es que en la primera los patrones son de

amplitud y en la segunda de fase. En la Ec. (3.15) los patrones de muestreo mi(−x,−y) están

en el exponente de la exponencial; es decir, un término puramente de fase. La codi�cación de

un patrón en la fase de la Ec. (3.14) da como resultado la modulación de fase de dicho patrón

a la salida del sistema 4f. Para entender exactamente lo que ocurre en el plano objeto con el

campo resultante, es necesario el desarrollo de dicha función exponencial.
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3.4.3. Exponencial de una matriz

En general se tiene la exponencial de una matriz A, denotada por eA, cuyo desarrollo puede

ser obtenido de varias maneras; como por ejemplo mediante su expansión en serie de Taylor

o mediante la ayuda del teorema de Cayley Hamilton [41]. Para este trabajo, el resultado de

dicho cálculo se basa en el análisis de matrices diagonalizables, no diagonalizables y matrices

triangulares. Algunas de las propiedades y resultados utilizados a continuación, se muestran con

más detalle en el Apéndice A.2.1.

Matriz diagonalizable

Dada una matriz diagonalizable A, se sabe que existe una matriz diagonal D formada por

los eigenvalores de A y una matriz P formada por sus correspondientes eigenvectores; se cumple

la siguiente propiedad

A = PDA−1. (3.16)

Expandiendo la exponencial de la matriz A en una serie de Taylor se obtiene

etA =
∞∑
k=0

tk

k!
Ak. (3.17)

Aplicando la propiedad Ak = PDkP−1 del Apéndice A.2.1 resulta en

etA =
∞∑
k=0

tk

k!
Ak =

∞∑
k=0

tk

k!
(PDkP−1),

= PetDP−1.

(3.18)

En resumen, dicho cálculo puede ser realizado una vez que se tengan los eigenvalores de la matriz

A y sus correspondientes eigenvectores asociados.

Matriz no diagonalizable

Una matriz es no diagonalizable, cuando su matriz P posee eigenvectores repetidos. En

este caso primero se calcula su forma canónica Jordan [41], la cual es una matriz diagonal por

bloques; cada bloque k de tamaño l × l con eigenvalor λ tiene la forma

Jk =



λ 1 0 · · · 0 0

0 λ 1 · · · 0 0

0 0 λ · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

...

0 0 · · · 0 λ 1

0 0 · · · 0 0 λ


. (3.19)



3.4. HOLOGRAMAS DE LEE EN SPI 47

Por tanto, la matriz Jordan estará dada por

J = diag(J1, J2, ..., Jm), (3.20)

donde diag(·) indica una matriz diagonal, m la cantidad de eigenvalores distintos con multipli-

cidad mayor o igual a uno. Finalmente, una matriz A no diagonalizable es formada por

A = PJP−1. (3.21)

Al aplicar el método para la matriz diagonalizable se obtiene

etA = P diag
(
etJ1,tJ2,...,tJm

)
P−1. (3.22)

Matrices triangulares

Toda matriz triangular superior S puede ser escrita como la suma de una matriz diagonal

D y una matriz nilpotente N, de tal manera que se cumple

S = D + N. (3.23)

Además, para este caso DN = ND, por tanto la exponencial de S resulta en

etS = etD+tN = etDetN. (3.24)

El cálculo del exponencial de la matriz diagonal puede ser obtenido al usar el resultado del

Apéndice A.2.1. Por el contrario, para el caso del exponencial de la matriz nilpotente no se

puede aplicar dicho resultado; sin embargo, su serie de Taylor es �nita y fácil de evaluar. Se

sabe que existe un numero entero r llamado índice de nilpotencia, tal que Nr = 0. Este método

se puede generalizar para cualquier matriz A, de la cual se puede obtener una matriz triangular

al aplicar el teorema de triangularización de Schur [42]; es decir

A = USU−1, (3.25)

donde U es una matriz unitaria y S una matriz triangular superior. Calculando la exponencial

de A se obtiene

etA = UetSU−1,

= UetDetNU−1,
(3.26)

cuya forma es similar a la mostrada en las matrices diagonales.
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Cálculo de una matriz exponencial

Los resultados anteriores dan expresiones generales para el cálculo de la exponencial de una

matriz. Sin embargo, al no quedar en función de la matriz inicial es difícil imaginar el resultado

de tal operación. En el Apéndice A.2.2 se desarrolló una expresión cerrada para dicho cálculo

y su forma, a diferencia de las anteriormente descritas, queda en función de la matriz original.

A continuación, se muestra el desarrollo de la exponencial de algunas matrices utilizando los

métodos anteriores. En la Tabla 3.1 se muestra el cálculo de la exponencial de una matriz P para

tres matrices diferentes: Hadamard, coseno y el logotipo de la UASLP. En la primera columna

se muestra el patrón P; en la segunda y tercera la parte real e imaginaria del cálculo de ejP,

respectivamente. Para la matriz Hadamard y coseno, se puede ver que la parte real de ejP es

proporcional a la matriz identidad, mientras que la parte imaginaria de esta lo es con la matriz

P. En el caso del logotipo de la UASLP, a pesar de que la parte real e imaginaria del cálculo

tienen características de P, no se aplica la propiedad mostrada en las matrices Hadamard y

coseno, lo cual es debido a que este patrón no proviene de una base de matrices (véase Apéndice

A.2.2).

Cálculo de ejP

Matriz P Parte real Parte imaginaria

Matriz Hadamard

Matriz coseno

Logotipo UASLP

Tabla 3.1: Cálculo de la exponencial de una matriz.
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3.5. Patrones de muestreo

En este apartado se presenta la teoría matemática para generar las bases de patrones de

muestreo utilizadas en la técnica de SPI. En el Capítulo 5 se verá su aplicación.

En álgebra lineal, una base V es un conjunto de vectores v linealmente independientes que son

capaces de generar cualquier otro vector de dicho espacio vectorial B. Las condiciones que debe
cumplir este conjunto de vectores son:

Todos los elementos de V pertenecen al espacio vectorial de B.
Todo elemento de B se puede escribir como una combinación lineal de los elementos de la

base V .

Dentro del espacio vectorial, una base V es ortogonal cuando los s vectores v1, v2, . . . , vs son

perpendiculares en pares; es decir

〈vi, vj〉 = 0, si i 6= j, (3.27)

donde 〈 , 〉 es la operación producto escalar. Además, se dice que estos son ortonormales cuando
son una base ortogonal y además sus vectores son unitarios

‖vi‖ = 1, ∀i ∈ 1, 2, ..., s. (3.28)

Por ejemplo, los vectores

ê1 = (1, 0, ..., 0),

ê2 = (0, 1, ..., 0),

...

ês = (0, 0, ..., 1),

(3.29)

o base canónica, forman una base ortonormal en Rs.

En este trabajo, las bases utilizadas para el muestreo de objetos están representadas en forma

matricial; es decir, forman matrices ortogonales en las cuales cada vector �la (o columna) cumple

con las condiciones de ortogonalidad antes mencionadas. Otra propiedad de estas, es que son

matrices cuadradas cuya matriz inversa coincide con su transpuesta

A ·AT = I, (3.30)

donde AT representa la matriz transpuesta de A.

Los patrones de muestreo desarrollados en este trabajo se basan en las transformadas en dos

dimensiones utilizando las bases de matrices Hadamard, coseno y noiselet. A continuación, se

describe de manera más detallada la forma de obtener los patrones de muestreo a partir de estas

bases de transformación. Dichos métodos están implementados en un algoritmo computacional

desarrollado en Matlab y más detalles de éste se muestran en el Apéndice B.3.
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3.5.1. Base Hadamard

El sistema de imagen de un solo píxel Hadamard (HSI) se basa en el uso de patrones de

muestreo resultantes de la transformada Hadamard (TH). Una matriz Hadamard H es un

arreglo cuadrado N ×N de elementos +1 y −1, con N = 2n; sus �las y columnas cumplen las

condiciones de ortogonalidad y la característica mostrada en la Ec. (3.30), es decir

H ·HT = I. (3.31)

Además, debido a que H es una matriz simétrica, la ecuación anterior se reduce a

H ·H = I. (3.32)

Una matriz Hadamard Hn de orden N = 2n puede ser obtenida con un proceso iterativo acorde

a

Hn = H1 ⊗Hn−1, (3.33)

donde el símbolo ⊗ indica un producto Kronecker y H1 la matriz Hadamard de menor orden

dada por

H1 =
1√
2

[
1 1

1 −1

]
. (3.34)

Transformada Hadamard de una imagen

Si f(x, y) es una matriz de N2 elementos con valores de intensidad de una imagen original,

la TH H{·} y su inversa (THI) H−1{·} en dos dimensiones están de�nidas como [43]

F (u, v) = H(u, v) f(x, y) H(u, v),

f(x, y) = H(u, v) F (u, v) H(u, v),
(3.35)

donde F (u, v) es la TH de f(x, y), (x, y) y (u, v) son las coordenadas en el dominio espacial y

Hadamard, respectivamente.

En la Fig. 3.6 se muestra el par TH del logotipo de la Facultad de Ciencias de la UASLP. Como

puede verse en la Fig. 3.6 (b), las frecuencias más bajas en (u, v) concentran los coe�cientes

con mayor amplitud, mismos que van decayendo a medida que aumentan las frecuencias. Ésta

característica se analizará con más detalle en el Capítulo 5.

Generación de patrones

Para generar digitalmente la base de patrones de muestreo PH , se aplica la THI H−1{·} a
una función delta δH(u, v) en el dominio Hadamard

PH(x, y) = H−1{δH(u, v)}, (3.36)
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Figura 3.6: Par de transformadas Hadamard del logotipo de la Facultad de Ciencias, UASLP.

(a) Logotipo original y (b) logaritmo del valor absoluto de su TH.

donde

δH(u, v) =


1 si u = u0, v = v0,

0 si otro.

(3.37)

En la Fig. 3.7 se muestra como ejemplo un grupo de 16 matrices Hadamard, las cuales son

generadas al evaluar la Ec. (3.36) con 0 ≤ u, v ≤ 4, y u, v ∈ Z para N = 4. Por ejemplo, el

patrón mostrado en la esquina superior izquierda es generado al calcular la THI de una función

delta con u = v = 1 . Como puede verse las matrices generadas tienen valores +1 y −1, lo cual

resulta en un inconveniente al enviarlas directamente al DMD. Recordando que este únicamente

puede modular elementos binarios, es decir, valores +1 y 0. Para resolver el problema de los

elementos no binarios, la siguiente ecuación es considerada

Figura 3.7: Patrones Hadamard para N = 4.

PH = PH+ −PH− , (3.38)
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donde PH+ es una matriz generada al llevar a cero todos los elementos negativos de la matriz

PH y PH− = −(PH −PH+). En la Fig. 3.8 se muestra grá�camente la separación de la matriz

PH , obteniendo en PH+ y PH− únicamente valores +1 y 0, haciendo posible su implementación

directa en el DMD.

Figura 3.8: Descomposición de matriz PH .

3.5.2. Base coseno

El sistema de imagen de un solo píxel coseno (CSI) se basa en el uso de patrones de muestreo

resultantes de la transformada coseno discreta (TCD) en dos dimensiones. Una matriz coseno C

es un arreglo cuadrado de N×N elementos que, a diferencia deH, sus valores están distribuidos

entre −1 y +1. Esta matriz cumple con la condición mostrada en la Ec. (3.31)

C ·CT = I. (3.39)

Una matriz coseno de dimensión N está de�nida por

C(u, v) =


1√
M

si u = 0, 0 ≤ v ≤M − 1,

√
2
M
cos
[
(2v+1)uπ

2M

]
si 1 ≤ u ≤M − 1, 0 ≤ v ≤M − 1,

(3.40)

donde (u, v) son las coordenadas en el dominio coseno.

Transformada coseno de una imagen

La TCD C{·} y su inversa (TCDI) C−1{·} en dos dimensiones de una imagen f(x, y) con

tamaño N ×N está de�nida como

F (u, v) = C(u, v) f(x, y) CT (u, v),

f(x, y) = CT (u, v) F (u, v) C(u, v),
(3.41)
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donde F (u, v) es la TCD de f(x, y) y (u, v) son las coordenadas en el dominio coseno. En la Fig.

3.9 se muestra el par TCD del logotipo de la Facultad de Ciencias de la UASLP mostrado en la

Fig. 3.6 (a). Este logotipo de vuelve a mostrar únicamente para �nes ilustrativos. Como puede

verse, al igual que en la Fig. 3.6 (b) el espectro de la TCD concentra en sus menores frecuencias

los coe�cientes de mayor amplitud; dicho de otra forma, la mayor cantidad de energía de la

señal se concentra pocos coe�cientes, haciendo que el resto tienda a valores cercanos a cero.

Figura 3.9: Par de transformadas coseno discretas del logotipo de la Facultad de Ciencias,

UASLP. (a) Logotipo original y (b) logaritmo del valor absoluto de su TCD.

Generación de patrones

Un patrón PC puede ser generado aplicando la TCDI C−1{·} a una función delta δC(u, v)

en el dominio coseno, la cual está igualmente de�nida por la Ec. (3.37)

PC(x, y) = C−1{δC(u, v)}. (3.42)

En la Fig 3.10 se muestra un grupo de 16 matrices coseno con N = 4, las cuales fueron obtenidas

con un proceso igual al descrito en la base Hadamard. Como puede verse, los elementos de las

matrices generadas tienen valores entre −1 y +1, lo que agrega dos problemas al implementarlas

en el DMD. El proceso para codi�carlas en éste es el siguiente:

Primero se emplea un procedimiento similar a HSI con la separación de PC en dos matrices,

PC+ y PC− , en donde cada una posee valores entre 0 y +1. La matriz PC puede ser recuperada

de

PC = PC+ −PC− , (3.43)

donde los superíndices �+� y �−� indican las partes positivas y negativas de PC , respectiva-

mente. El segundo paso del método en CSI es discretizar cada matriz PC+ y PC− al binarizar
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Figura 3.10: Patrones coseno para N = 4.

por dithering los valores contenidos en estas con el algoritmo de difusión de error de Floyd-

Steinberg [44]. Con esta técnica se crea una ilusión de profundidad en los valores de la matriz

con una paleta de colores limitada, en este caso con valores de 0 y +1. Un ejemplo de esto es

visto al analizar una imagen impresa en escala de grises. La impresión �nal es una matriz con

puntos, los tonos obscuros y grises son representados con puntos a mayor o menor frecuencia

espacial, respectivamente.

La Fig. 3.11 muestra una matriz de la base coseno al ser binarizada por dithering. Esta matriz

PC se obtiene al evaluar u = 1 y v = 2 en la Ec. (3.42) con N = 256. Como puede verse en la

Fig. 3.11 (b), la matriz resultante del proceso anterior posee elementos binarios, por lo que su

implementación directa en el DMD es posible.

Figura 3.11: Discretización de la función coseno (dithering). (a) sin dithering y (b) con dithering.

3.5.3. Base noiselet

El sistema de imagen de un solo píxel noiselet (NSI) se basa en el uso de patrones de muestreo

basados en la transformada noiselet (TN) en dos dimensiones. Una matriz noiselet N cumple
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con las características de ortogonalidad mostradas en H y C, pero a diferencia de estas, no

cumple con las condiciones mostradas en las Ecuaciones (3.31) y (3.32). Una matriz noiselet

es generada a través de un proceso iterativo, comenzando con una matriz N1 = [1] de tamaño

1×1; posteriormente, las matrices noiselet N2, N4, . . . , N2r de tamaños 2×2, 4×4, . . . , 2r×2r

respectivamente, son generadas. El procedimiento iterativo para la generación de una matriz

noiselet de tamaño N ×N está dado por [45]

NN(l, ∗) =
1

2
(1− j , 1 + j)⊗NN/2

(
l

2
, ∗
)
,

l = 0, 2, 4, ..., N − 2,

NN(l, ∗) =
1

2
(1 + j , 1− j)⊗NN/2

(
l − 1

2
, ∗
)
,

l = 1, 3, 5, ..., N − 1,

(3.44)

donde (l, ∗) indica el l-ésimo vector columna de NN .

Transformada noiselet de una imagen

La TN N{·} en dos dimensiones de una matriz f(x, y) de tamaño N × N está de�nida

por [46]

F (u, v) = NN2(u, v) vec(f(x, y)), (3.45)

donde F (u, v) indica la TN de la matriz f(x, y); (u, v) son las coordenadas en el dominio noiselet

y vec(·) denota la vectorización de la matriz (·) obtenida al apilar todas las columnas de la matriz
en un solo vector columna. En la Fig. 3.12 se muestra el par TN del logotipo de la Facultad

de Ciencias de la UASLP mostrado en la Fig. 3.6 (a). Lo más notorio de la TN respecto a

TH y TCD, es que ésta contiene elementos complejos distribuidos entre −1 y +1, y −j y +j.

Otra característica es que los coe�cientes del espectro obtenido están distribuidos en todas las

frecuencias; es decir, su energía no se concentra en pocos elementos como en el caso de TH y

TCD.

Generación de patrones

Un patrón PN es generado al aplicar la TN N{·} a una función delta δN(x, y) en el dominio

espacial, la cual está de�nida como en la Ec. (3.37)

PN = NN2(u, v) vec(δN(x, y)). (3.46)

En la Fig. 3.13 se muestra la parte real e imaginaria de un grupo de 16 patrones noiselet para

N = 4, cuya obtención es mediante un proceso igual al utilizado en la base Hadamard y coseno.

Para poder implementar estos en el DMD, se aplica el siguiente proceso:
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Figura 3.12: Par TN de logotipo de la Facultad de Ciencias, UASLP. (a) Logotipo original y

(b) parte real e imaginaria de TN.

Figura 3.13: Patrones noiselet para N = 4. (a) Parte real y (b) parte imaginaria.
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Primero, un patrón PN es normalizado de tal manera que los elementos resultantes sean +1,

−1, +j y −j; después, la matriz resultante es dividida en PN Re y PN Im, las cuales contienen

las partes reales e imaginarias de PN, respectivamente. Finalmente, se implementa un proceso

de separación de partes positivas y negativas similar al utilizado en HSI y CSI, obteniendo así

cuatro matrices. PN puede ser recuperado de

PN = (PN Re+ −PN Re−) + j(PN Im+ −PN Im−), (3.47)

donde el superíndice �+� y �−� indican las partes positivas y negativas, respectivamente.

3.5.4. Otras bases de transformación

Además de las bases antes mencionadas, existen algunas otras que también podrían ser

una buena opción para la generación de patrones de muestreo; a continuación se muestran dos

ejemplos de bases conocidas, las cuales pueden ser propuestas de sistemas SPI no mostrados

aquí. En este apartado, al tratarse de métodos complementarios, no se describirán con tanto

detalle las propuestas, sino que se mostrarán únicamente como sugerencia.

Base Fourier

El sistema de imagen de un solo píxel Fourier (FSI) se basa en el uso de la transformada de

Fourier discreta (TFD) para la generación de patrones de muestreo. La transformada de Fourier

discreta F{·} y su inversa (TFDI) F−1{·} de una imagen f(x, y) de tamaño N×N está de�nida

como [24]

F (u, v) =
N−1∑
x=0

N−1∑
y=0

f(x, y)e−j2π(
xu
N

+ yv
N ),

f(x, y) =
1

N2

N−1∑
u=0

N−1∑
v=0

F (u, v)ej2π(
xu
N

+ yv
N ),

(3.48)

donde (u, v) son las coordenadas en el dominio Fourier. Nótese que esta de�nición es el caso

discreto de Ec. (2.22). En la Fig. 3.14 se muestra el par TFD para el logotipo de la Facultad de

Ciencias de la UASLP. En esta se puede apreciar que la mayor cantidad de energía se concentra

en las frecuencias centrales del espectro, característica que comparte con HSI y CSI.

Un patrón de la base Fourier PF puede ser obtenido al aplicar la TFDI a una función delta

δF (u, v) que esta igualmente de�nida con la Ec. (3.37)

PF = F−1{δF (u, v)}. (3.49)

En la Fig. 3.15 se muestra un grupo de 16 matrices Fourier con N = 4, su obtención sigue un

proceso igual al utilizado en la base Hadamard. Como puede verse, las matrices mostradas tienen
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Figura 3.14: Par TFD de logotipo de la Facultad de Ciencias, UASLP. (a) Logotipo original y

(b) logaritmo del valor absoluto de la parte real e imaginaria de TFD.

información compleja y sus elementos no son binarios, por lo que para su implementación en el

DMD requerirá de una separación de matrices reales (PF Re) e imaginarias (PF Im), positivas y

negativas; además de un procedimiento de binarización por dithering (como en CSI) para cada

matriz resultante. Un patrón PF podrá ser obtenido de

PF = (PF Re+ −PF Re−) + j(PF Im+ −PF Im−), (3.50)

donde los superíndices �+� y �−� indican las matrices positivas y negativas, respectivamente.

Figura 3.15: Patrones Fourier para N = 4. (a) Parte real y (b) parte imaginaria.

Base Haar

El sistema de imagen de un solo píxel Haar se basa en el uso de la transformada Haar

para la obtención de patrones de muestreo. Una matriz Haar es una matriz cuadrada real, cuya

construcción se basa en un proceso iterativo comenzando con una matriz H1 = [1] de tamaño

1 × 1. Para obtener una matriz Haar HN de tamaño N × N se sigue el proceso iterativo dado
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por [45]

HN =
1√
2

[
HN/2 ⊗ (1 1)

IN/2 ⊗ (1 − 1)

]
. (3.51)

Esta matriz cumple la condición mostrada en la Ec. (3.31), es decir

HT
N HN = I. (3.52)

La transformada Haar H {·} y su inversa H−1{·} de una imagen f(x, y) de tamaño N ×N está

de�nida como

F (u, v) = H(u, v) f(x, y) HT (u, v),

f(x, y) = HT (u, v) F (u, v) H(u, v),
(3.53)

donde (u, v) son las coordenadas en el dominio Haar. En la Fig. 3.16 se muestra el par trans-

formada Haar del logotipo de la Facultad de Ciencias de la UASLP. Como puede verse, ésta

transformada separa en componentes horizontales, verticales y diagonales a la función sobre la

que opera, lo cual es una herramienta de gran utilidad en la detección de objetos o compresión

de imágenes. Un patrón PH se obtiene al aplicar la transformada Haar inversa a una función

Figura 3.16: Par transformada Haar de logotipo de la Facultad de Ciencias, UASLP. (a) Logotipo

original y (b) logaritmo del valor absoluto de la transformada.

delta δH(u, v) en el dominio Haar que esta igualmente de�nida como en la Ec. (3.37)

PH = H−1{δH(u, v)}. (3.54)

En la Fig. 3.17 se muestra un grupo de 16 matrices Haar con N = 4. Como puede verse, las

matrices poseen elementos positivos y negativos con diferentes escalas individuales. Para su

implementación en DMD cada matriz original se separa en partes positivas y negativas, y a

cada una se aplica un proceso de binarización por dithering. De esta manera, un patrón PH

podrá ser reconstruido de

PH = PH+ −PH− , (3.55)

donde los superíndices �+� y �−� indican las matrices positivas y negativas, respectivamente.
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Figura 3.17: Patrones Haar para N = 4.

3.6. Sistema de imagen HSI, CSI y NSI

Los sistemas HSI, CSI y NSI se basan en los patrones de muestreo resultantes de las transfor-

madas Hadamard, coseno y noiselet, respectivamente; estos adquieren el espectro de un objeto

cuando es muestreado con un grupo de patrones de dicha base. Posteriormente, el resultado

de la proyección entre el patrón y el objeto es medido con un fotodetector y un proceso de

reconstrucción es llevado a cabo para la reconstrucción de una imagen �nal.

De la Ec. (3.38), (3.43) y (3.47), se observa que en el proceso de registro para obtener un co-

e�ciente del espectro en los sistemas SPI, son necesarias dos mediciones; estas se obtienen al

muestrear el objeto con los patrones PQ+ y PQ− , los cuales corresponden a los patrones po-

sitivos y negativos de cada base, respectivamente. De acuerdo con la Ec. (3.2), el coe�ciente

(intensidad) Ii en el proceso de registro estará dado por

Ii = (I+ + I0)− (I− + I0), (3.56)

donde I+ e I− son las respuestas en intensidad cuando el objeto es muestreado con los patrones

PQ+ y PQ− , respectivamente; I0 representa la respuesta del detector a la iluminación de fondo.

El proceso de medición de coe�cientes anterior es llamado medición diferencial. Este provee una

mejor calidad en las imágenes reconstruidas al reducir de manera efectiva la in�uencia del ruido

generado por la iluminación de fondo con la cancelación del término I0 en la Ec. (3.56). De esta

manera, el muestreo completo de una imagen de N ×N píxeles usando la medición diferencial

tomará 2×N2 mediciones para HSI y CSI, mientras que para NSI serán necesarias 2× 2×N2

mediciones.

En la Fig. 3.18 se muestra un diagrama de �ujo con los procesos involucrados en los sistemas SPI

y de los cuales se trató en las secciones anteriores: estos son la creación de patrones, muestreo

de objeto y su correspondiente reconstrucción en amplitud y fase. Este diagrama representa un
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resumen de los procesos vistos en este capítulo.

Figura 3.18: Diagrama de �ujo del de los procesos involucrados en los sistemas SPI.
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4. Arreglos experimentales

En el Capítulo 2 se describió a la holografía como una técnica de imagen con la capacidad

de recuperar la amplitud y fase de un objeto cualquiera (FAC), independientemente si estos

son únicamente de amplitud (opacos), de fase (transparentes) o en general una combinación de

estos (semitransparentes).

En la Fig. 4.1 (a) se muestra un interferómetro de Mach Zehnder, el cual es utilizado en hologra-

fía en modo transmisión para la medición de objetos semitransparentes. Con dicha con�guración,

la luz que incida en un objeto de este tipo podrá pasar a través de él y la onda resultante tendrá

información de su amplitud y fase.

Si en lugar de un objeto transparente se coloca uno opaco, la luz que incide sobre éste se re�e-

Figura 4.1: Con�guraciones en holografía. (a) Interferómetro de Mach Zehnder y (b) interferó-

metro de Michelson.

jara haciendo imposible el registro de un holograma y por ende su reconstrucción en amplitud y

fase. Para este tipo de objetos es necesario implementar una con�guración diferente que permita

medir el frente de onda re�ejado. En la Fig. 4.1 (b) se muestra un interferómetro de Michelson

que trabaja en modo re�exión, en éste un objeto opaco re�ejará la luz que le incida y el frente de

onda resultante se propagará hasta el BS1 donde �nalmente inter�ere con el haz de referencia.

A continuación, se describirán de manera detallada las con�guraciones experimentales que se

implementaron en este trabajo.

63
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4.1. Transmisión

En la Fig. 4.2 se muestra el sistema experimental utilizado, el cual esta basado en un interfe-

rómetro de Mach Zehnder. Con este sistema es posible el análisis de objetos complejos mediante

técnicas de holografía (con un interferómetro) y objetos de amplitud mediante las técnicas SPI

(sin el haz de referencia). El sistema tiene integrado un DMD (modulador de amplitud) que

modula el frente de onda re�ejado, generando un frente de onda microestructurado el cual es

proyectado en el objeto. Además, es posible modular el frente en fase, y así aplicar la técnica

de corrimiento de fase.

El sistema experimental esta formado por una fuente de luz coherente de un láser de He-Ne

Figura 4.2: Sistema experimental para la medición de objetos por transmisión. DMD dispositivo

digital de micro-espejos; L lente; BS beam splitter; E espejo; SPD detector single-pixel; PI plano

imagen; f longitud focal.

(JDSU model 1508-1) con longitud de onda de 633 nm, la cual es �ltrada y colimada al propa-

garse y pasar por el �ltraje espacial y la lente L1 (longitud focal=125 mm); el haz resultante es

dividido mediante el BS1 para formar un haz objeto y un haz de referencia. Cuando el usuario

envíe una máscara al DMD (DLP7000), los micro-espejos de este adquirirán cierta dirección

en función del patrón u holograma enviado a éste (véase Sección 3.1.2); el resultado será la

modulación espacial de un frente de onda incidente en su super�cie.

El frente de onda resultante se propaga hacia un sistema formador de imágenes 4f, el cual está

constituido por dos lentes (L2 de longitud focal=250 mm y L3 con longitud focal=125 mm)

y cuya descripción se abordó en la Sección 3.1.1 del Capítulo 3. Este sistema 4f contiene un

�ltraje espacial que se encuentra colocado en su plano de Fourier, posición en donde se �ltra el

orden de difracción +1 y discrimina el resto de información en frecuencias; operando como un

procesador óptico al recuperar la información desplegada por el DMD, lo que permite muestrear

al objeto de estudio (situado en el plano objeto) con el frente de onda modulado con los patrones
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de muestreo deseados: bases de matrices para el caso de objetos de amplitud en SPA, o bases

de matrices e información de fase codi�cadas en los CGH para el sistema de SPH. En el BS2

inter�eren el haz objeto con el haz de referencia y el campo resultante es dividido en dos. Por

un lado se tiene un haz que pasa a través de la lente L4 donde su intensidad es integrada y

focalizada en el foco de éste, cuya posición coincide con la región de detección del fotodetector

(Thorlabs APD410A2). Una tarjeta de adquisición de datos (DAQ) (NI USB-6210) conectada

a éste permite digitalizar la intensidad de fotocorrientes (también conocidos como pesos) y al-

macenarlas en una computadora para un procesamiento posterior. El segundo haz restante del

BS2 pasa por otro sistema formador de imágenes 4f, el cual forma el campo del plano objeto

del interferómetro en la super�cie de una cámara CMOS (UI-1482LE-M). La función de ésta es

monitorear lo que ocurre en el sistema interferométrico y la función del arreglo 4f es evitar una

imagen con efectos difracción. Si la medición del sistema es únicamente de amplitud, el haz de

referencia del interferómetro estará bloqueado; por el contrario, si se trata de una medición de

fase, el haz de referencia se encontrará habilitado y hará interferencia con el haz objeto en el

BS2. En ambos modos de medición, el campo resultante es dividido en dos haces por el BS2 y

focalizado en los dos planos imagen del interferómetro (véase Fig. 4.2).

4.1.1. Magni�cación

En un arreglo de lentes la magni�cación lateral total MT se de�ne como la razón en el

tamaño lateral de la imagen de salida y el correspondiente tamaño lateral del objeto de entrada;

es decir, es una relación que mide el aumento en dimensiones de un objeto al ser procesado por

un sistema óptico de lentes. La magni�cación lateral �nal de dicho sistema será el producto de

las magni�caciones laterales de las lentes individuales, esto es [47]

MT = −Si
So
, (4.1)

donde So y Si son las distancias de la lente al objeto e imagen, respectivamente. El sistema

formador de imágenes 4f está formado por dos lentes con distancias focales diferentes, lo cual

provoca que exista una magni�cación diferente a la unidad, haciendo que la imagen proyectada

por el DMD cambie de tamaño al muestrear el objeto de estudio. Las lentes involucradas en ese

arreglo óptico son las lentes L2 y L3, con distancias focales 250 mm y 125 mm, respectivamente.

Al evaluar So = 250 mm y Si = 125 mm en la Ec. (4.1), se obtiene una magni�cación de

MT = −1/2. El signo negativo del resultado indica una imagen invertida que, para �nes de

los experimentos desarrollados no tiene relevancia. Por otro lado, el coe�ciente 1/2 indica una

disminución del tamaño en esa cantidad del objeto de entrada.

Los patrones de muestreo P(x, y) y hologramas h(x, y), tienen un tamaño de 64 × 64 píxeles,
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mismos que son escalados en un factor de 8. Esto da como resultado un área de 512 × 512

micro-espejos o 7× 7 mm2 en el DMD (el tamaño de cada micro-espejo es de 13,7µm).

Finalmente, las máscaras proyectadas por el DMD a través del sistema 4f, serán procesadas y

magni�cadas. Estas tendrán un tamaño aproximado de 3,5 × 3,5 mm2 en el plano imagen, la

cual será el área efectiva en el sensado de objetos.

4.2. Re�exión

En la Fig. 4.3 se muestra el arreglo experimental para la medición de muestras en modo

re�exión. En la entrada del sistema se tiene un láser de He-Ne a 633 nm, mismo que es �ltrado

Figura 4.3: Sistema experimental para la medición de objetos por re�exión. DMD dispositivo

digital de micro-espejos; L lente; BS beam splitter; E espejo; SPD detector single-pixel.

y colimado cuando pasa por la zona de �ltraje espacial y una lente L1; posteriormente el haz

es dividido es dos al pasar por el BS1. El primer haz viaja hasta la super�cie del DMD y se

modula espacialmente con los patrones u hologramas proyectados por éste, después el sistema

formador de imágenes 4f (formado por la lente L2 y L3) proyecta los patrones de muestreo o

la información de amplitud y fase codi�cados en los hologramas de Lee en su plano imagen,

posición en donde se encuentra el objeto a analizar. A diferencia del método anterior, los objetos

opacos analizados en este sistema re�ejarán parte de la luz incidente en su super�cie, la cual es

dirigida hacia el BS2 situado frente al objeto (véase Fig. 4.3). El haz de referencia resultado de

BS1, viaja al espejo E1 y al re�ejarse incide en BS2, donde inter�ere con el haz objeto. El campo

resultante es dirigido al BS3 de donde se obtienen dos haces; el primero forma una imagen de

monitoreo para la cámara CMOS y el segundo una imagen que es integrada por la lente L4 y

registrada por medio del fotodetector.
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A diferencia del sistema mostrado en la Fig. 4.1 (b) que utiliza un solo BS para dividir un haz

de entrada y posteriormente hacer interferencia, en el sistema actual son necesarios dos BS para

dividir e interferir las ondas. Esto último debido a que el haz objeto necesita ser modulado y

�ltrado antes de incidir en el objeto y cuyo proceso no puede afectar al haz de referencia. El

BS3 únicamente funciona para �nes de monitoreo, sí se omite no permite de forma simultánea

registrar la intensidad en el fotodetector y en la cámara.

Las lentes descritas en este sistema son las mismas etiquetadas en el sistema de re�exión, por

lo que la magni�cación �nal de los patrones en el plano objeto del interferómetro es la misma

MT = −1/2.

En esta con�guración es posible llevar a cabo mediciones de amplitud con el sistema SPA y

mediciones de fase con el sistema SPH; si el tipo de medición es únicamente de amplitud, el haz

de referencia producido por el BS1 es bloqueado; si por el contrario, es una medición de fase, al

tener el haz de referencia activo hará interferencia con el haz objeto en BS2.

4.3. Microscopía

El sistema experimental de microscopía que se muestra en la Fig. 4.4 es una variante de los

sistemas anteriores, con este es posible la obtención de imágenes en amplitud y fase de muestras

microscópicas mediante un método no invasivo y no destructivo, lo que resulta de mucho inte-

rés en el estudio imágenes biológicas o médicas. Este arreglo combina los modos de medición

de los sistemas anteriores, un interferómetro de Mach Zehnder para objetos semitransparentes

(modo transmisión) y un interferómetro de Michelson para muestras opacas (modo re�exión).

El resultado es un sistema de imagen muy versátil para el manejo de muestras de casi cualquier

tipo.

A la entrada se tiene un láser de He-Ne a 633 nm el cual es �ltrado y colimado al pasar por

un �ltraje espacial y por la lente L1; después, el haz es dividido en dos por medio del BS1. El

primer haz resultante incide en la super�cie del DMD, el cual lo modula espacialmente con las

máscaras desplegadas; debido a que solo se tiene disponible un DMD, el haz re�ejado de este es

compartido por ambos interferómetros al estar acoplados por medio de dos sistemas de imagen

4f en el BS3. El primer sistema 4f es formado por la lente L2 y L3, y el segundo por L2 y L4.

El resultado es la formación de los patrones de muestreo en los planos objeto de ambos interfe-

rómetros, cuyo principio de operación y método de muestreo es el mismo que en los montajes

anteriores. El segundo haz (referencia) resultante del BS1 también es compartido para ambos in-

terferómetros al ser dividido mediante BS2. Los elementos que le dan el carácter de microscopía

al sistema son los objetivos de microscopio (OM) añadidos.
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Figura 4.4: Sistema experimental para la medición de objetos microscópicos. DMD dispositivo

digital de micro-espejos; L lente; BS beam splitter; E espejo; OM objetivo de microscopio; SPD

detector single-pixel.

Transmisión

En el interferómetro de Mach Zehnder se tienen dos OMs de 10X. El OM1 focaliza los patro-

nes de muestreo en el plano objeto del sistema justo donde se tiene a la muestra microscópica,

mientras que OM2 captura el campo resultante y corrige la curvatura del haz provocado por el

OM1. En la Fig. 4.5 (a) se muestra la con�guración de OM1 y OM2. El haz resultante hace in-

terferencia con el haz de referencia por medio del BS5, donde el campo �nal es monitoreado por

la cámara CMOS e integrado mediante la lente L6 para �nalmente ser registrado en intensidad

con el fotodetector (posición 1).

Figura 4.5: Con�guración de objetivos de microscopio en (a) inteferómetro de Mach Zehnder y

(b) Michelson. OM objetivo de microscopio.
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Re�exión

El interferómetro de Michelson toma el haz objeto proveniente del BS3, y en conjunto con

el sistema formador de imágenes 4f y el OM3 10X, focalizan los patrones de muestreo en el

objeto analizado. El OM3 concentra los patrones de muestreo y recoge el campo re�ejado por

el mismo camino óptico; en la Fig. 4.5 (b) se muestra la con�guración de OM3 y el objeto de

estudio. Finalmente, en el BS4 se da la interferencia entre el campo proveniente del objeto y el

haz de referencia resultante de BS2. La información de interferencia resultante es integrada por

la lente L5 y registrada por el fotodetector (posición 2).

Con esta con�guración es posible obtener mediciones de amplitud al inhabilitar el haz de

referencia producido por el BS1, y mediciones de fase al habilitar el mismo.

4.4. Cámara de monitoreo

Con los sistemas presentados es posible obtener la amplitud y fase de objetos mediante las

técnicas SPI; sin embargo, para que esto sea posible primero es necesario veri�car que todos

los parámetros para la interferencia sean los adecuados. Con el uso de la cámara CMOS es

posible monitorear el sistema de imagen de forma con�able, en tiempo real y controlar algunos

parámetros tales como:

- Visibilidad: parámetro que indica la calidad de la interferencia de dos ondas mediante el

contraste de sus franjas de interferencia en una imagen (véase Ec. (2.68)). Este parámetro se

modi�ca al cambiar el grado de las densidades ópticas (elementos que modi�can la amplitud de

una onda) en ambos haces. Para mayor información ver Subsección 2.2.3.

- Enfoque de objeto: cuando el objeto de estudio se encuentra en un plano diferente al plano

imagen del sistema 4f (plano objeto del interferómetro) o la cámara en una posición diferente

al plano imagen de éste, la imagen vista en ésta se encuentra fuera de foco y un registro en

esta posición resulta en una mala interpretación del objeto. Para corregir esto únicamente es

necesario mover el objeto de estudio al plano objeto del sistema (o la cámara al plano imagen),

justo donde los patrones de muestreo son desplegados sin efectos de difracción.

- Filtraje espacial: como ya se mencionó en los sistemas de medición, en el plano de Fourier

del sistema 4f de cada uno se encuentra un �ltro espacial, el cual consiste de un diafragma que

permite modi�car el área de �ltrado. Con este dispositivo, al ser un �ltro pasa bajos, es posible

discriminar frecuencias no deseadas en el espectro de Fourier. Para una correcta reconstrucción

de los patrones de muestreo en el plano objeto, es necesario modi�car el área de �ltrado hasta

obtener una sola imagen nítida en el plano imagen correspondiente a solo un orden de difracción

en el plano de Fourier.

- Frecuencia de franjas de interferencia: cuando dos haces inter�eren, el resultado en una
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pantalla es un patrón de interferencia formado por líneas paralelas. Si la inclinación de un haz

cambia respecto al otro, se observa que la frecuencia en dichas líneas se modi�ca, lo cual es

debido a que los frentes de onda están inter�riendo en una posición diferente. La frecuencia de

estos aumenta a medida que el ángulo formado entre ambos haces crece y disminuye cuando el

ángulo tiende a cero (haces paralelos).

En los experimentos desarrollados es necesario que los haces de objeto y referencia tengan un

ángulo cercano a cero. De esta manera si ambos frentes de onda son planos, la frecuencia en las

líneas de interferencia se va a cero y únicamente debería observarse una región clara u obscura;

es decir, máximo o mínimo de interferencia.

En condiciones ideales, la medida de la aberración en el sistema debería arrojar una fase cons-

tante en toda la región de muestreo. Si por el contrario existe alguna aberración óptica (caso

real), es posible observarla mediante el procedimiento anterior, permitiendo además medirla y

compensarla. En este trabajo se midió la aberración óptica y se compensó mediante el uso de

CGH.

4.4.1. Sensibilidad de la cámara

Uno de los cuidados para tener en cuenta en el manejo de la cámara de monitoreo es su

sensibilidad a la luz, ya que para trabajar en condiciones óptimas es necesario introducir �ltros

de densidad neutra en el sistema que atenúen la amplitud de los haces monitoreados, evitando

siempre la sobresaturación de la imagen en un monitor que podría provocar un daño irreversible

en el hardware de la cámara. En condiciones ideales, las imágenes visualizadas tendrán un buen

contraste y su interpretación será clara. Cuando los haces del sistema no están compensados,

pueden provocar una saturación en la imagen de la cámara y la obtención errónea de datos.

Para el manejo del sistema, es importante introducir los �ltros de mayor grado disponibles e

ir reduciéndolos hasta encontrar las condiciones óptimas para la cámara y para los parámetros

antes mencionados.



5. Desarrollo de experimentos y resultados

En este capítulo se presentan los resultados experimentales obtenidos de las técnicas SPI

con las tres bases de muestreo vistas en el Capítulo 3. Además, a manera de referencia con otro

sistema de imagen se muestran comparativas de los resultados obtenidos mediante la cámara

de monitoreo CMOS.

5.1. Modulación de amplitud y fase

Uno de los elementos principales en la técnica de SPI es el DMD, que modula la fase y la

amplitud como se verá a continuación en los resultados obtenidos. En ambos experimentos de

modulación se utiliza el sistema mostrado en la Fig. 4.2.

5.1.1. Modulación de amplitud

El DMD es un modulador de amplitud, con éste, el frente de onda que incide en su super�cie

y posteriormente es re�ejado, adquiere la forma micro-estructurada de la matriz binaria que

previamente le fue enviada, modulando así la amplitud espacial del haz. El campo resultante a

la salida del sistema formador de imágenes 4f y de acuerdo con la Ec. (3.13) es exactamente la

matriz binaria de entrada (información enviada al DMD).

En la Fig. 5.1 se muestran dos ejemplos de dicha modulación de amplitud. Como puede verse,

en la Fig. 5.1 (a.I) se tiene una matriz de dimensión 4 × 4 con elementos binarios, la cual es

visualizada en la Fig. 5.1 (a.II) como una imagen. Posteriormente, ésta es reescalada a un factor

de 128 y enviada al DMD, lo que asegura que la imagen cubra un área en el dispositivo de

512× 512 micro-espejos. En la Fig. 5.1 (a.III) se muestra una fotografía tomada a la super�cie

del DMD, en esta se pueden apreciar regiones blancas y obscuras que representan a los micro-

espejos en estados +1 y 0. Finalmente, en la Fig. 5.1 (a.IV) se muestra una fotografía tomada

con la cámara de monitoreo CMOS que corresponde al plano imagen del sistema 4f, es decir,

una imagen de la super�cie de DMD (plano objeto del sistema 4f). De esta manera se puede

ver que los elementos mostrados en la Fig. 5.1 (a.I) son exactamente los recuperados en la Fig.

5.1 (a.IV), demostrando así la capacidad de modulación en amplitud del DMD.

71
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En la Fig. 5.1 (b.I) se muestra una imagen de la Mona Lisa en formato RGB, la cual es una

imagen más compleja a comparación de la mostrada en la Fig. 5.1 (a). En la Fig. 5.1 (b.II)

se muestra su representación en escala de grises y binarizada antes de enviarse al DMD, dicha

representación tiene un tamaño de 512 × 512 píxeles, la cual cubre un área en el DMD de

512 × 512 micro-espejos (véase Fig. 5.1 (b.III)). Finalmente, en la Fig. 5.1 (b.IV) se muestra

una fotografía del campo proyectado en el plano imagen del sistema 4f, la cual coincide con la

matriz inicial en la Fig. 5.1 (b.II).

Figura 5.1: Modulación de amplitud en el DMD. (a) Matriz binaria y (b) Mona Lisa.

5.1.2. Modulación de amplitud y fase mediante hologramas de Lee

Como es bien conocido, un transductor piezoeléctrico introduce corrimientos de fase en un

haz respecto a otro. Sin embargo, este dispositivo no puede introducir tales corrimientos en

fase con un control espacial de ellos; más aún, mediante este dispositivo no es posible modular

simultáneamente la fase y amplitud de un haz.

En la Subsección 2.2.7 del capítulo 2 se describió la teoría fundamental de los hologramas de

Lee, con estos es posible codi�car cualquier información compleja de una onda en un holograma

y posteriormente decodi�carla mediante un sistema formador de imágenes 4f. Este método al

ser implementado en el sistema usa al DMD como un dispositivo modulador de amplitud para

modular información de amplitud (véase sección anterior), y adicionalmente información de fase

con control espacial.

Para introducir la información de fase en el haz se usa la Ec. (3.7); en ésta se introduce la

información deseada y se crean los CGH, los cuales se envían al DMD para ser modulados y
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procesados por el sistema 4f. El resultado es un control de la información de fase en el plano

imagen del sistema. Si el objeto a analizar se omite en este plano y se aplica la técnica de

corrimiento de fase a lo observado por la cámara de monitoreo, es posible medir la fase codi�cada

y registrarla para un procesamiento posterior. Esta técnica es necesaria para toda medición de

fase en el sistema; por lo tanto, para cada patrón proyectado por el DMD son necesarios cuatro

hologramas de Lee correspondientes a los cuatro corrimientos de fase.

CGH con técnica de corrimiento de fase

En la Fig. 5.2 se muestran cuatro CGH correspondientes a cuatro corrimientos de fase. En

estos se observa un corrimiento de α = π/2 en las franjas de interferencia de cada uno, lo que

se traduce directamente en un corrimiento de fase de la misma cantidad de un frente de onda

respecto al otro.

En la Fig. 5.3 se muestran dos ejemplos de modulación de fase vistos desde la cámara de

Figura 5.2: Hologramas de Lee con corrimiento de fase de cuatro pasos.

monitoreo y sus correspondientes fases obtenidas mediante la técnica de corrimiento de fase de

cuatro pasos. En ambos casos el sistema óptico utilizado es el que se muestra en la Fig. 4.2.

En la Fig. 5.3 (a.I) se muestra el patrón de fase que se codi�có en los CGH mediante hologramas

de Lee, se trata de dos regiones que forman un escalón de fase α = π/2. Para poder ser observado,

los CGH son enviados al DMD y procesados por el sistema 4f de la �gura antes mencionada.

En la Fig. 5.3 (a.II) se muestra el patrón de interferencia resultante de dicho sistema observado

mediante la cámara de monitoreo, del cual se pueden apreciar las franjas de interferencia de la

onda objeto y la onda de referencia, así como el corrimiento de fase mostrado en la Fig. 5.3

(a.I). Dicho corrimiento de fase resulta ser más evidente en la región central donde ocurren los

saltos abruptos en las franjas de interferencia, recordando que un cambio de blanco a obscuro

en éstas indica un cambio de fase entre las ondas de π/2. En la Fig. 5.3 (a.III) se muestra un

mapa 2D de la fase obtenida mediante el método de corrimiento de fase, en éste se muestran los
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corrimientos de fase de las ondas (líneas deformadas) y el escalón de fase introducido en Fig.

5.3 (a.I) (corte central y corrimiento en fase de π/2).

En la Fig. 5.3 (b.I) se muestra un segundo ejemplo de modulación de fase, para este caso se

Figura 5.3: Modulación de fase en el DMD. (a) Escalón de fase y (b) símbolo azteca.

tiene la �gura de un símbolo azteca cuyo mapa de intensidad unicamente pueden tomar dos

valores; la parte blanca de la �gura indica un valor de π en fase mientras que la parte obscura

una fase igual a cero. Para poder modularse en fase, esta �gura fue codi�cada en CGH mediante

hologramas de Lee, los cuales se proyectaron y decodi�caron en el DMD y en el sistema 4f de

la Fig. 4.2, respectivamente. En la Fig. 5.3 (b.II) se tiene el patrón de interferencia resultante

de la interferencia del haz objeto (modulado con la �gura del símbolo azteca en fase) y la onda

de referencia del interferómetro de la Fig. 4.2. De éste patrón se puede apreciar un cambio en

el contraste de interferencia que claramente indica un cambio en fase entre ambas ondas. En la

Fig. 5.3 (b.III) se presenta un mapa 2D de la fase obtenida mediante la técnica de corrimiento

de fase con los cuatro interferogramas registrados, se puede ver que la fase �nal coincide en

forma y valores a los mostrados en la Fig. 5.3 (b.I).

Para demostrar la capacidad de los métodos y el sistema, en el siguiente ejemplo se tiene la

modulación de información en amplitud y fase de manera simultánea.

En la Fig. 5.4 (a)-(b) se tiene el logotipo del IICO y de la UASLP para codi�carse en la

amplitud A(x, y) y en la fase ϕo(x, y) de la Ec. (2.90), respectivamente. Aplicando la técnica

de corrimiento de fase de cuatro pasos, se generan cuatro CGH mediante hologramas de Lee;

estos al ser enviados al DMD, son modulados en el plano imagen del sistema 4f de la Fig. 4.2.

Finalmente, registrando los cuatro interferogramas con la cámara de monitoreo y aplicando el

método de corrimiento de fase, se obtiene la amplitud compleja de la onda codi�cada. En la
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Fig. 5.4 (c)-(d), se tienen los mapas de información codi�cados en amplitud (Fig. 5.4 (a)) y fase

(Fig. 5.4 (b)).

En las Figs. 5.4 (e.I) a 5.4 (e.III) se muestran tres acercamientos de los mapas 2D de amplitud y

fase; (e.I) de la misma �gura corresponde a la zona dentro del recuadro rojo mostrado en la Fig.

5.4 (c), mientras que las Figs. 5.4 (e.II) y (e.III) representan las zonas dentro del recuadro rojo y

azul en la Fig. 5.4 (d), respectivamente. Para la información de fase recuperada se muestran dos

casos; en la Fig. 5.4 (e.II) se observa el mapa en fase correspondiente al logotipo de la UASLP

mostrado en la Fig. 5.4 (b), mientras que en la Fig. 5.4 (e.III), a pesar de ser una medición

de fase se tiene la silueta del logotipo del IICO en amplitud mostrado en la Fig. 5.4 (a), lo

cual se debe a que se está aplicando el método de corrimiento de fase a un objeto opaco; éste

al no tener partes semitransparentes que puedan modi�car la fase de la onda incidente, arroja

como resultado una fase completamente aleatoria. Finalmente, en la Fig. 5.4 (f) se muestra un

per�l de fase unidimensional que corresponde a la región marcada por la línea roja en la Fig.

5.4 (e.II), de este se puede ver que existe un cambio de fase de π entre las regiones blancas y

obscuras tal y como se codi�có en la Fig. 5.4 (b).

5.2. Compensación de aberración

Por aberración óptica del sistema se hace referencia a cualquier cambio en la fase de las

ondas a interferir. Dicha modi�cación en la fase es producto de los elementos ópticos del arreglo

experimental tales como lentes, divisores de haz y espejos.

Para medir la aberración del sistema experimental, se hizo una medición de fase sin el objeto

de estudio. Para el caso ideal, si se consideran que las dos ondas de interferencia son planas, se

tiene como resultado una fase constante. En el caso real y en los experimentos desarrollados, la

fase del sistema no es constante y existe cierta aberración introducida por el sistema tal y como

se observa en las Figs. 5.3 y 5.4.

Con el sistema implementado, además de modular la fase, es posible corregir el problema de

aberración en el sistema y obtener una fase constante a la salida. Gracias a la modulación de fase

introducida en el apartado anterior, es posible corregir el problema de aberración en el sistema y

obtener una fase constante en este; para ello es necesario medir la aberración óptica en ausencia

del objeto de estudio y posteriormente modularla en fase, tal y como se mostró en la Sección

5.1. Dicha aberración es introducida como una constante de fase en todos los hologramas de Lee

que se envíen al DMD, con ello la Ec. (3.7) toma la forma de

t(x, y) = 1 +mi(x, y)2 + 2mi(x, y) cos[β(x+ y) + α + ϕ0(x, y)], (5.1)
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Figura 5.4: Codi�cación y decodi�cación de amplitud y fase mediante hologramas de Lee.
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donde ϕ0(x, y) es la aberración óptica del sistema. De esta manera, los nuevos CGHs generados

tomarán en cuenta la aberración óptica y la compensaran en tiempo real al ser proyectados por

el DMD en el sistema.

En la Fig. 5.5 se muestra la compensación de aberración en el sistema; en la Fig. 5.5 (a) se

muestra la medición de la aberración del sistema y en la Fig. 5.4 (b) la fase constante de un

frete de onda, cuya aberración fue compensada y vista desde la cámara de monitoreo. En las Figs.

5.6 (a)-(c) se muestra la misma compensación de aberración reconstruida al aplicar la técnica

SPH para la base de muestreo Hadamard, coseno y noiselet, respectivamente. En éstas imágenes

se puede ver que la mayor parte de la zona analizada se ha compensado en fase correctamente,

así también existen regiones en donde la fase no es constante y no hay una buena compensación;

en los experimentos el objeto de análisis normalmente se encuentra centrado, por lo que éstas

regiones sin compensar no afectan la interpretación de datos en esas zonas de estudio.

Figura 5.5: Registro de fase con cámara CMOS. (a) Medición y (b) compensación de aberración

presente en el sistema.

Figura 5.6: Compensación de la aberración del sistema con la técnica SPH para la base (a)

Hadamard, (b) coseno y (c) noiselet.

5.3. Poder de resolución

El poder de resolución de un sistema de microscopía óptica es la capacidad que éste tiene

para diferenciar dos puntos muy próximos entre sí. Éste parámetro es un valor numérico que



78 5. DESARROLLO DE EXPERIMENTOS Y RESULTADOS

indica la mínima distancia a la que dos puntos pueden verse de manera individual en una imagen.

Una forma muy utilizada para encontrar el poder de resolución en un sistema es mediante su

caracterización con una tarjeta de prueba de resolución de la Fuerza Aérea de los Estados Unidos

(USAF). En la Fig. 5.7 (a) se muestra una tarjeta USAF que esta formada de un patrón de

líneas que se va repitiendo mientras se reduce en tamaño. La tarjeta cuenta con dos parámetros,

elemento (�echa roja) y grupo (�echa azul). Para caracterizar el sistema óptico, la tarjeta USAF

es colocada en el plano objeto de éste; posteriormente, se toma una fotografía y se busca el grupo

y elemento en el que dos puntos muy cercanos se pueden ver de manera individual. En la Fig.

5.7 (b) se muestra una tabla para la interpretación de datos obtenidos de la fotografía, en ésta

se busca el grupo y elemento obtenido de la fotografía y se encuentra el número de líneas pares

por milímetro (LP ) a la que corresponden. En las fotografías obtenidas se buscaron las líneas

que se podían ver de manera no distorsionada y se utilizó la siguiente ecuación para calcular el

espaciamiento entre éstas, el cual corresponde al poder de resolución buscado

Ancho de espacio (mm) =
1

2LP
. (5.2)

En la Fig. 5.8 se muestra la caracterización del sistema de microscopía, y con la cual se obtuvo

Figura 5.7: Tarjeta de prueba de resolución USAF.

el poder de resolución del sistema implementado. Como se puede ver en la Fig. 5.8 (a) para

el caso de la cámara, el sistema alcanza a resolver en el elemento 6 del grupo 5; mientras que

para el caso de la técnica SPA alcanza a resolver en el elemento 4 del grupo 4 (Fig. 5.8 (b)).

Haciendo uso de la Ec. (5.2) y la Tabla en la Fig. 5.7 (b) se tiene que el poder de resolución

de la cámara de monitoreo CMOS es de 8,8 µm y de la técnica SPA de 22 µm para el sistema

de microscopía; es decir, estas son las distancias mínimas con las que los sistemas de imagen

pueden resolver un elemento.

A pesar de ser el mismo sistema óptico (con la USAF como objeto), se tiene una diferencia

entre los poderes de resolución entre ambos métodos de imagen, esto es debido a que el poder

de resolución no solo mide la capacidad de detalles en un sistema óptico, sino que también el
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Figura 5.8: Caracterización del poder de resolución en los sistemas de imagen con (a) cámara

de monitoreo CMOS y (b) técnica HSI.

método empleado en la observación de éste, es decir, el tipo de sensor y la resolución de imagen

resultante. Estos resultados muestran una comparativa de los detalles que se pueden tener en

una imagen de 1400× 1400 píxeles obtenida mediante una cámara con tecnología CMOS y una

imagen de 64 × 64 píxeles obtenida con la técnica SPA utilizando un detector sin resolución

espacial.

5.4. Sistema de imagen de un solo píxel

En este apartado se muestran los resultados obtenidos con el sistema SPI utilizando las bases

de muestreo Hadamard, coseno y noiselet, ofreciendo en estos una comparativa con imágenes

obtenidas por la cámara de monitoreo CMOS. Los objetos de prueba fueron analizados en

amplitud y fase utilizando los sistemas con con y sin microscopía.

5.4.1. Amplitud

Para la medición de amplitud se utiliza el sistema de holografía de la Figs. 4.2-4.4. Para

ello, el objeto de prueba es colocado en el plano imagen del sistema 4f. El sistema seleccionado

dependerá del tipo de medición que se requiera, ya sea en modo transmisión o re�exión. El

procedimiento a seguir es el siguiente: primero se carga el total de patrones de muestreo en un

programa desarrollado en LabVIEW. Después, al ejecutar éste, se envían los patrones al DMD

a cierta frecuencia. Para las mediciones de amplitud, el DMD trabaja a una frecuencia de 2100

Hz para HSI y CSI, mientras que para NSI a 4200 Hz.

Para una resolución de imagen de 64 × 64 píxeles, en los sistemas HSI y CSI se requieren

64 × 64 × 2 patrones de muestreo, mientras que para NSI son necesarios 64 × 64 × 4 patrones

de muestreo. El tiempo de registro de coe�cientes para los tres métodos es de cuatro segundos.
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Cuando en el sistema óptico el muestreo del objeto es llevado a cabo, las intensidades resultantes

de las proyecciones son detectadas o registradas por el fotodetector, y mediante un convertidor

analógico a digital (tarjeta DAQ) son enviadas a la computadora. Más detalles del programa de

control en LabVIEW son mostrados en el Apéndice B.1.

Con los pesos registrados y los patrones de muestreo se calcula numéricamente la imagen de

64 × 64 píxeles en escala de grises a 8 bits. Éstas reconstrucciones son llevadas a cabo en un

programa desarrollado en Matlab, el cual permite reconstruir y analizar las imágenes en base

a las mediciones de amplitud y/o fase. Más detalles de esta aplicación son mostrados en el

Apéndice B.3.

Sistema en modo transmisión para objetos de amplitud

Para trabajar en el modo transmisión se utilizaron los sistemas ópticos de las Figs. 4.2 (sin

microscopía) y 4.4 (con microscopía), en las que el haz de referencia de los interferómetros se

encontraba obstruido. Con estos y utilizando el procedimiento descrito anteriormente es posible

obtener imágenes de amplitud. Las muestras analizas fueron variadas, sin embargo, en este

apartado únicamente se muestran las mejores reconstrucciones obtenidas con el sistema SPA.

En la Fig. 5.9 se muestran las reconstrucciones de amplitud de un ala de insecto. Para este

experimento se utilizó el sistema óptico sin microscopía. En la Fig. 5.9 (a) se puede ver una

imagen obtenida con la cámara de monitoreo CMOS y en las Figs. 5.9 (b)-(d) las imágenes

reconstruidas al aplicar la técnica SPA utilizando las bases de muestreo Hadamard, coseno y

noiselet, respectivamente. Como puede verse, la diferencia más notoria entre ambos sistemas de

imagen es la resolución, siendo la obtenida de la cámara CMOS de aproximadamente 1400 ×
1400 píxeles, mientras que las obtenidas con SPA de 64 × 64 píxeles. Aún con la reducción de

dimensiones entre ambos sistemas de imagen, las reconstrucciones del sistema SPA mostradas

en la Fig. 5.9 poseen la misma información cualitativa que la obtenida mediante la cámara de

monitoreo, teniendo la capacidad de visualizar en todas ellas las características del ala de insecto

analizada.

Para las mediciones de microscopía se emplea el sistema óptico de la Fig. 4.4 con el �n de

analizar detalles y elementos que a simple vista no se aprecian en el objeto de estudio. La Fig.

5.10 (a) muestra la imagen reconstruida del ala de insecto con la cámara CMOS, y las Figs. 5.10

(b)-(d) las reconstrucciones obtenidas al aplicar la técnica SPA utilizando las bases de muestreo

Hadamard, coseno y noiselet, respectivamente. En la Fig. 5.10 se pueden distinguir algunos

elementos rami�cados de la estructura central del ala del insecto, cualitativamente todas las

sub�guras contienen la misma información haciendo posible su caracterización. La imagen con

mayor resolución es la obtenida con la cámara CMOS en la Fig. 5.10 (a).

Para medir cuantitativamente el error de las imágenes reconstruidas de los sistemas SPA se
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Figura 5.9: Medición de amplitud de un ala de insecto mediante (a) cámara CMOS, (b) HSI,

(c) CSI y (d) NSI. El área analizada en las imágenes es de aproximadamente 3,5× 3,5 mm2.

Figura 5.10: Medición de amplitud de un ala de insecto con el sistema de microscopía usan-

do (a) cámara CMOS, (b) HSI, (c) CSI y (d) NSI. El área analizada en las imágenes es de

aproximadamente 880× 880 µm2.
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diseñó un experimento. La Fig. 5.11 (a) muestra el logotipo de la UASLP, el cual fue utilizado

como la imagen ideal del experimento. Éste logotipo fue diseñado en computadora, fue impreso

y fotogra�ado con una cámara de alta resolución, obteniendo de ello una transparencia reducida

en tamaño. La transparencia resultante se utilizó como objeto en el sistema de microscopía de

la Fig. 4.4 y se muestreo con los patrones del sistema SPA. En la Fig. 5.11 (b)-(d) se muestran

las imágenes reconstruidas al aplicar la técnica SPA con las bases de muestreo Hadamard,

coseno y noiselet, respectivamente. Los experimentos fueron llevados a cabo de tal manera que

Figura 5.11: Medición de amplitud del logotipo de la UASLP con el sistema de microscopía (Fig.

4.4). Imágenes recuperadas con (a) cámara CMOS, HSI, (c) CSI y (d) NSI. El área analizada

en las imágenes es de aproximadamente 880× 880 µm2.

se capturara una imagen lo más parecida posible a la original; es decir, una imagen que estuviera

centrada, con la orientación correcta e iluminación uniforme. De esta manera, al tener en las

reconstrucciones las mismas dimensiones que la imagen ideal, es posible hacer una comparación

y obtener una medida del error entre los sistemas SPI de amplitud; HSI, CSI y NSI.

Para medir cuantitativamente la calidad de las imágenes reconstruidas se aplicó el criterio PSNR,

el cual esta de�nido por

PSNR = 10log10
Max2

1
NM

∑M
i=0

∑N
j=0 [U0(i, j)− U(i, j)]2

, (5.3)

donde M y N son las dimensiones de las imágenes a comparar; U0 la imagen ideal; U la imagen

reconstruida con las diferentes bases de muestreo y Max= 28 − 1 es el valor máximo de los

píxeles en la imagen. En este caso, dicho coe�ciente es calculado a lo largo de una distribución

de amplitud unidimensional, tomando como imagen de referencia (la ideal) la mostrada en



5.4. SISTEMA DE IMAGEN DE UN SOLO PÍXEL 83

la Fig. 5.11 (a). En la Fig. 5.12 se muestran las distribuciones de amplitud unidimensionales

correspondientes a las bases de muestreo; la línea roja en la Fig. 5.11 (a) indica la zona de

interés de donde se obtuvieron cada uno de los per�les de las Figs. 5.11 (b)-(d).

El valor PSNR de los per�les unidimensionales mostrados en la Fig. 5.12 son 7,57, 7,84 y 7,5

Figura 5.12: Distribuciones de amplitud unidimensionales de las reconstrucciones obtenidas de

HSI, CSI y NSI. Los per�les de amplitud corresponden a la región marcada con la línea roja de

la Fig. 5.11 (a).

dB para las bases de muestreo Hadamard, coseno y noiselet, respectivamente. El valor más alto

de PSNR corresponde a la imagen reconstruida con mejor calidad. Para los valores PSNR 2D

los resultados encontrados fueron 7,61, 7,48 y 7,45 dB para las bases de muestreo Hadamard,

coseno y noiselet, respectivamente. Dicho comportamiento es similar al caso unidimensional.

Visualmente las tres reconstrucciones aportan la misma información cualitativa mostrada en

la imagen ideal, por lo que cualquier opción de base de muestreo funciona muy bien para el

sistema SPA.

Sistema en modo re�exión para objetos de amplitud

Para este modo de trabajo se emplean los sistemas interferométricos de las Figs. 4.3 (sin

microscopía) y 4.4 (con microscopía). Ambos sistemas usan un interferómetro de Michelsol con

el brazo de referencia bloqueado para obtener imágenes de amplitud. Las muestras analizadas

tienen la característica de que su super�cie es re�ejante, con el �n de capturar la mayor cantidad

de luz posible por la cámara o el sensor SP.

En la Fig. 5.13 (a) se muestra una antena dipolo vista con la cámara de monitoreo CMOS y en

las Figs. 5.13 (b)-(d) las imágenes reconstruidas con el sistema SPA usando las bases Hadamard,

coseno y noiselet, respectivamente.

Una de las diferencias entre los modos transmisión y re�exión en la reconstrucción de imágenes

aplicando la técnica SPA (sin microscopía), es que en re�exión la imagen reconstruida posee
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Figura 5.13: Medición de amplitud de antenas dipolo usando (a) cámara CMOS, (b) HSI, (c)

CSI y (d) NSI. El área analizada en las imágenes es de aproximadamente 3,5× 3,5 mm2.

menos detalles de la estructura de los objetos que las reconstruidas por transmisión. La razón

es que cuando los patrones de luz inciden en el objeto, éste al tener una super�cie no plana

(ideal) la luz es re�ejada en todas direcciones (difusión de luz). De la Fig. 4.3, se puede ver

que únicamente los rayos de luz que regresen del objeto por la dirección de entrada serán

capturados por el BS2 y llegarán hasta el sensor de la cámara o SP, perdiendo gran cantidad de

luz al no acoplarse a este elemento. Esta perdida en la iluminación arroja una menor cantidad

de información en las reconstrucciones, lo que se traduce en una disminución de los detalles

disponibles en cada imagen; dicho comportamiento únicamente se observa cuando se trabaja en

modo re�exión, siendo más efectivo el sistema por transmisión con la técnica SPA.

Para habilitar el sistema de microscopía por re�exión se utiliza el arreglo experimental mostrado

en la Fig. 4.4. La con�guración del objeto utilizada en este sistema se muestra en la Fig. 4.5

(b), de ésta se puede ver que al igual que sin microscopía, existirá perdida de información por

la cantidad de luz que se re�eje en todas direcciones; únicamente los rayos de luz que regresen

por el mismo camino de entrada y se acoplen al OM3 podrán ser capturados por el sensor de la

cámara y SP.

En la Fig. 5.14 se muestra la antena dipolo del experimento anterior vista desde el sistema de

microscopía (Fig. 4.4), el cual al tener un campo de visión muy cerrado imposibilita registrar

las geometrías de las antenas individuales que se muestran en la Fig. 5.13. En la Fig. 5.14 (a) se

puede ver una fotografía del objeto registrada por la cámara de monitoreo CMOS; mientras que

en las Figs. 5.14 (b)-(d) se muestran las imágenes reconstrucciones a partir de la técnica SPA
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con las bases de muestreo Hadamard, coseno y noiselet, respectivamente. De estas no se pueden

resolver algunas de las características mostradas en la Fig. 5.14 (a) debido a las pequeñas

dimensiones que tienen. Esto es un comportamiento esperado por la diferencia del poder de

resolución en ambos sistemas de imagen y por las re�exiones de luz en todas direcciones de

la super�cie del objeto de estudio. Aún con ello, es posible identi�car el objeto que se esta

estudiando de manera cualitativa.

Figura 5.14: Medición de amplitud de antenas dipolo con el sistema de microscopía usando (a)

cámara CMOS, (b) HSI, (c) CSI y (d) NSI. El área analizada en las imágenes es de aproxima-

damente 350× 350 µm2.

5.4.2. Fase

El registro de hologramas mediante los sistemas de DH ofrece la información completa de un

objeto, amplitud y fase; siendo ésta ultima la que proporciona una descripción tridimensional

del objeto. Para las mediciones de fase se utilizaron los sistemas ópticos de las Figs. 4.2-4.3

para el análisis de muestras milimétricas (sin microscopía) y el de la Fig. 4.4 para muestras

microscópicas (con microscopía). El sistema elegido depende de si el objeto a analizar es semi-

transparente u opaco.

El procedimiento para medir la fase es muy similar al utilizado previamente, con la diferencia

que que ahora el objeto es muestreado con la base de patrones codi�cados en hologramas, y

en los cuales se considera la técnica de corrimiento de fase de cuatro pasos y la aberración

del sistema. Por cada patrón (64 × 64 patrones de muestreo) se generaron cuatro hologramas

(64× 64× 4 CGH) con una diferencia de fase de π/2 entre ellos, compensados con la aberración
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del sistema que fue previamente medida (ver subsecciones 5.1.2 y 5.2). Los CGHs son cargados

en la aplicación de control de LabVIEW y enviados al DMD, mismo que los proyecta en su su-

per�cie a una frecuencia de 4200 Hz. La base de patrones con los corrimientos de fase muestrean

el objeto localizado en el plano objeto del sistema 4f y el haz resultante hace interferencia con

el haz de referencia del interferómetro utilizado. Finalmente, el campo de salida es registrado

en intensidad por el fotodetector y monitoreado por la cámara CMOS. El tiempo en que se pro-

yectan los patrones de muestreo en el objeto y en el que se registran los coe�cientes SP con la

tarjeta DAQ es determinado por la la frecuencia antes mencionada y la cantidad de hologramas

desplegados, este es de aproximadamente cuatro segundos para los tres sistemas SPH; HSI, CSI

y NSI.

Utilizando la aplicación de Matlab mostrada en el Apéndice B.3 y en base a los coe�cientes SP

obtenidos, un holograma de 64× 64 píxeles es reconstruido. La teoría de holografía y el registro

y reconstrucción en los sistemas SPH no distinguen entre las con�guraciones de los arreglos

ópticos, por lo tanto, el procedimiento para muestrear un objeto, la medición de coe�cientes y

su reconstrucción de la amplitud compleja son los mismos para los modos de re�exión, trans-

misión, con y sin microscopía.

En el Apéndice C se muestran algunas mediciones de fase obtenidas con el sistema de holografía

usando la cámara CMOS. Dichas mediciones no son mostradas en el cuerpo de este trabajo, sin

embargo, son de gran interés debido a que las muestras analizadas son variadas, lo que sugiere

que los sistemas de holografía pueden usarse en aplicaciones distintas para medir diferentes

parámetros (índice de refracción, LCO y deformación o strain). A continuación, se muestran

algunos de los resultados obtenidos con los sistemas SPH y su respectiva comparación con la

cámara de monitoreo CMOS.

Sistema en modo transmisión para objetos de fase o semitransparentes

Las muestras biológicas tales como tejidos de plantas o insectos son una buena opción para

el análisis y caracterización del alcance del sistema, de éstas se pueden analizar tejidos delgados

o membranas. Los cuales son objetos de fase (transparentes o semitransparentes) que cumplen

con la condición de permitir el paso de luz a través de ellos. Otra opción son las lentes, éstas al

ser elementos puramente de fase pueden ser medidas y caracterizadas con los sistemas SPH.

En la Fig. 5.15 se muestra una distribución de fase desenvuelta obtenida de una lente biconve-

xa, en las Figs. 5.15 (a), (c)-(e) se muestran los resultados obtenidos con técnicas de holografía

usando la cámara CMOS, HSI, CSI y NSI, respectivamente. Las fases están representadas en

forma desenvuelta usando el código y algoritmo mostrado en las Ref. [38,39]. La diferencia más

notoria entre éstas imágenes es el tamaño de resolución, con 1400 × 1400 píxeles en la cámara

de monitoreo y 64× 64 píxeles en las técnicas SPH.
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La fase de una muestra transparente se ve afectada por dos parámetros: por la geometría o por

el índice de refracción que varían espacialmente. En el caso de la lente analizada, el índice de

refracción es una constante, por lo que la forma de la fase se ve únicamente afectada y moldeada

por la geometría de ésta; en las regiones centrales al haber un mayor espesor en la lente, el frente

de onda se ve más afectado en fase que en las regiones de los bordes. El resultado es una fase

con forma de paraboloide mostrada en la Fig. 5.15 (b) con mínimo de amplitud en el centro.

La calidad de resultados obtenidos muestra que el sistema SPH con base de muestreo coseno

es el menos e�ciente, esto debido a que en la Fig. 5.15 (d) existen regiones con fase errónea

que pueden provocar un error en la lectura e interpretación de datos. Una posible razón de

éste comportamiento es el error introducido en la binarización de la base para la generación de

patrones, provocando que información importante se pierda en el proceso.

La Fig. 5.16 muestra los per�les de fase unidimensional obtenidos de las distribuciones de fase

Figura 5.15: Distribución de fase de una lente biconvexa obtenida mediante el sistema de holo-

grafía a partir de (a) cámara CMOS, (c) HSI, (d) CSI y (e) NSI. (b) Vista tridimensional de la

fase obtenida en (a). El área analizada en las imágenes es de aproximadamente 3,5× 3,5 mm2.

de la Fig. 5.15, la región de interés está marcada en la Fig. 5.15 (a) por la línea azul. El per�l

de fase de la cámara CMOS de tamaño 1×1400 píxeles fue reducido a 1×64 píxeles para poder

compararlo con los demás sistemas de imagen, esto únicamente con �nes ilustrativos. Como

puede observarse, la fase obtenida de los sistemas de holografía usando la cámara CMOS, HSI

y NSI tienen un comportamiento parecido a lo largo del per�l seleccionado, siendo CSI el que

a pesar de tener una misma tendencia de fase como en los demás sistemas de imagen, tiene

problemas de reconstrucción en algunas regiones del per�l seleccionado, siendo más evidente en
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los bordes de éste. Todas las reconstrucciones de los sistemas de imagen tienen un mínimo de 0

radianes de fase en el centro y un máximo de 17-18 radianes en los bordes.

El segundo objeto analizado se trata de una lente oftálmica progresiva, la cual es un anteojo

Figura 5.16: Distribuciones de fase unidimensionales de las reconstrucciones obtenidas con la

cámara CMOS, HSI, CSI y NSI. Los per�les de fase corresponden a la región comprendida por

la línea azul de la Fig. 5.15 (a).

diseñado para que un usuario pueda ver objetos a diferentes distancias. En la Fig. 5.17 (a),

(c)-(e) se muestran las distribuciones de fase obtenidas de los sistemas de holografía usando la

cámara CMOS, HSI, CSI y NSI, respectivamente; en la Fig. 5.17 (b) se puede ver una vista

tridimensional de la fase mostrada en la Fig. 5.17 (a), en esta se observa mejor como éste pará-

metro va cambiando según la geometría de la lente.

Las fases mostradas en las Fig. 5.17 (a)-(c) y (e) son obtenidas a partir del algoritmo de desen-

volvimiento de fase. A diferencia de éstas, la fase mostrada en la Fig. 5.17 (d) presenta problemas

de reconstrucción en algunas regiones, lo que imposibilita aplicar el algoritmo de desenvolvi-

miento de fase [38,39].

Debido a que la lente analizada no presenta cambios de espesor, la única manera de modi�car

la fase tal y como se observa en la Fig. 5.17 es con un cambio en el índice de refracción. Dichos

resultados describen un objeto de fase con un índice de refracción progresivo, resultando es una

lente capaz de enfocar objetos a diferentes distancias.

En la Fig. 5.18 se muestra la fase de una epidermis de cebolla obtenida con el sistema de

holografía usando la cámara CMOS, de ésta se pueden apreciar celdas individuales que corres-

ponden a las células. En la parte inferior izquierda de esta imagen, se pueden apreciar cambios

muy rápidos de la fase envuelta, lo que puede deberse a una concentración de aire o agua en la

región; debido a esto se seleccionó un área que únicamente contuviera los elementos de mayor

interés y con cambios de fase suaves.

En la Fig. 5.19 (a)-(b) se muestra el área delimitada por el rectángulo azul de la Fig. 5.18, en la

Fig. 5.19 (a) se muestra la fase obtenida a partir del sistema de holografía con la cámara CMOS
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Figura 5.17: Distribución de fase de una lente oftálmica progresiva obtenida mediante el sistema

de holografía a partir de (a) cámara CMOS, (c) HSI, (d) CSI y (e) NSI. (b) Vista tridimensional

de la fase obtenida en (a). El área analizada en las imágenes es de 3,5× 3,5 mm2.

Figura 5.18: Distribución de fase microscópica de epidermis de cebolla obtenida mediante el

sistema de holografía usando la cámara de CMOS. El área analizada en las imágenes es de

440× 440 µm2.
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y en la Fig. 5.19 (b) una reconstrucción del sistema SPH usando la base de muestreo Hadamard,

en ambos casos la fase se presenta desenvuelta y es posible distinguir las células individuales y su

tamaño aproximado en micrómetros. Los resultados obtenidos con los sistemas de imagen CSI

y NSI no se presentan porque la muestra analizada contiene geometrías complejas que se ven

directamente re�ejadas en los coe�cientes medidos en los sistemas SPH, provocando problemas

en la fase reconstruida y una interpretación errónea de datos.

La Fig. 5.19 (c) muestra una comparación entre la imágenes obtenidas con la cámara CMOS

(Fig. 5.19 (a)) y la técnica HSI (Fig. 5.19 (b)). En ésta se muestran dos per�les de LCO uni-

dimensionales de las líneas punteadas azules marcadas en las Figs. Fig. 5.19 (a)-(b). La LCO a

partir de una distribución de fase es obtenida por

LCO =
ϕoλ

2π
. (5.4)

La línea roja en la Fig. 5.19 (c) es la LCO marcada en la Fig. 5.19 (a), la cual fue reducida en

tamaño para poder ser comparada con la de la Fig. 5.19 (b). En ambos casos la tendencia y

valores de LCO coinciden entre sí, lo que indica una correspondencia entre ambos sistemas de

imagen.

En la Fig. 5.20 (a)-(d) se muestra la fase desenvuelta de una fotoresina depositada sobre un

Figura 5.19: Fase obtenida con el sistema de holografía y microscopía usando (a) cámara CMOS

y (b) HSI. (c) Distribuciones de LCO correspondientes a las regiones comprendidas en las líneas

punteadas azules de (a) y (b).

substrato (utilizada en procesos de fotolitografía) obtenida con los sistemas de holografía usando
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la cámara CMOS, HSI, CSI y NSI, respectivamente. La imagen de fase de la cámara CMOS

(Fig. 5.20 (a)) fue reducida a un tamaño de 64 × 64 píxeles para poder ser comparada con el

resto de las reconstrucciones. La región analizada se trata de un escalón de fotoresina que se

pudo generar durante la etapa de depósito.

De las reconstrucciones obtenidas, se puede ver que en la parte superior izquierda existen pro-

Figura 5.20: Distribución de fase microscópica de fotoresina obtenida mediante el sistema de

holografía usando (a) cámara CMOS, (b) HSI, (c) CSI y (d) NSI. El área analizada en las

imágenes es de 800× 800 µm2.

blemas de reconstrucción en todos los sistemas de imagen, esto es debido a que en esa región la

forma de la fotoresina es complicada y da como resultado un cálculo de fase desenvuelta errónea.

Con el �n de analizar los datos de fase obtenidos en la Fig. 5.20, se calcularon cuatro per�les

de LCO a partir de las regiones marcadas con la línea verde en 5.20 (a) para todos los sistemas

de holografía, las grá�cas encontradas se muestran en la Fig. 5.21. Los resultados muestran un

escalón en la fase localizado en la región central de la muestra cuyo salto de LCO es de apro-

ximadamente 0.6 µm; la muestra al ser del mismo material y no tener cambios en el índice de

refracción, indica que el cambio de fase se debe a un cambio en la geometría de ésta; situación

que representa el caso complementario de la lente oftálmica antes mencionada, donde un cambio

de fase se debía a un cambio en el índice de refracción de la muestra.
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Figura 5.21: Distribuciones de LCO de las reconstrucciones obtenidas con la cámara CMOS,

HSI, CSI y NSI. Los per�les de LCO corresponden a la región comprendida por la línea verde

de la Fig. 5.20 (a).

Sistema en modo re�exión para objetos de fase o semitransparentes

Para el análisis de fase en modo re�exión se emplean objetos opacos y con super�cies re�e-

jantes (de preferencia), esto último es con el �n de aprovechar la mayor cantidad de luz re�ejada

y registrar con buena calidad los coe�cientes por los sistemas SPH. Los sistemas que se utiliza-

ron se muestran en las Fig. 4.4 (con microscopía) y Fig. 4.3 (sin microscopía).

A diferencia del arreglo óptico usado en modo transmisión, la con�guración en modo re�exión

tiene ciertos inconvenientes en el proceso de registro de coe�cientes SP al muestrear un objeto

de estudio. En la Fig. 5.22 se muestra un acercamiento a la etapa de muestreo en el sistema

en modo re�exión, en particular este arreglo corresponde a la con�guración de microscopía (en

el arreglo sin microscopía ocurre lo mismo). En la �gura se pueden observar líneas de colores

en diferentes direcciones, las cuales indican la dirección de los haces de luz en el proceso de

muestreo de un objeto. Las �echas rojas dirigidas hacia la derecha indican el haz incidente en

la muestra, la cual al tener una super�cie porosa y rugosa (en general) re�eja haces de luz en

varias direcciones. Las �echas azules y verdes dirigidas hacia la izquierda representan los haces

de luz re�ejados de la muestra, las cuales forman a la onda objeto. Únicamente las �echas ver-

des re�ejadas en la misma dirección que los haces de entrada (�echas rojas), podrán acoplarse

al OM y propagarse hacia la zona de interferencia, cuya intensidad �nalmente es integrada y

registrada para formar los coe�cientes SP complejos.

En la Sección 2.2.3 de Coherencia del capítulo 2 se menciona el parámetro de visibilidad, el

cual es una medida de la calidad de interferencia entre dos ondas y es directamente afectado por

la amplitud de éstas. En el sistema por re�exión, la perdida de luz provocada por las re�exiones

en el objeto afecta la amplitud de la onda objeto y por tanto la visibilidad y calidad de interfe-
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Figura 5.22: Muestreo del objeto de estudio y formación de onda objeto para el sistema de

holografía en modo re�exión.

rencia, resultando en un mal registro de coe�cientes complejos SP. Debido a lo anterior, en los

experimentos realizados únicamente es posible obtener reconstrucciones de fase en el sistema de

microscopía, siendo el sistema sin microscopía incapaz de resolver objetos de fase.

En la Fig. 5.23 (a)-(d) se muestra una distribución fase envuelta obtenida con los sistemas de

holografía usando la cámara CMOS, HSI, CSI y NSI, respectivamente. Ésta distribución de fase

corresponde a la aberración óptica del sistema experimental en modo re�exión. En la Fig. 5.23

(a) se puede ver claramente que ésta tiene un per�l de fase con forma de paraboloide, y en las

Figs. 5.23 (b)-(d) se muestra la misma distribución de fase, pero con problemas de reconstruc-

ción y aberraciones añadidas. Para este experimento, no fue posible compensar la aberración

del sistema debido a los problemas de reconstrucción de fase. Éstos comportamientos se deben

a los problemas de visibilidad y calidad de interferencia, lo que se ve directamente re�ejado

en las reconstrucciones de fase. Los datos de las reconstrucciones obtenidas con los sistemas

SPH muestran una tendencia similar a la obtenida con la cámara CMOS, sin embargo, existen

diferencias notables entre estos: HSI es el sistema que ofrece una mejor reconstrucción y CSI el

que resulta ser el menos e�ciente.

5.5. Señales sparse

En la Sección 3.5 de Patrones de muestreo del Capítulo 3, se describió una característica entre

las bases de patrones utilizadas en los sistemas SPA. Las bases de las transformadas Hadamard

y coseno presentaron cierto comportamiento en sus coe�cientes al concentrar la mayor energía

en bajas frecuencias, haciendo que el resto de coe�cientes tengan valores cercanos a cero, y

cuya característica que no se observó en la base noiselet. Este comportamiento entre las señales

de HSI y CSI es llamado sparse, y básicamente es cuando una señal concentra una cantidad

signi�cativa de energía en pocos coe�cientes. En la Fig. 5.24 (a)-(b) se muestran los espectros
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Figura 5.23: Medición de aberración óptica del arreglo experimental en modo re�exión. Fases

obtenidas mediante el sistema de holografía a partir de (a) cámara CMOS, (b) HSI, (c) CSI y

(d) NSI. El área analizada en las imágenes es de 350× 350 µm2.

sparse correspondientes a HSI y CSI cuando el objeto de la Fig. 5.11 (a) es muestreado con las

bases Hadamard y coseno, respectivamente. Como comparación, en la Fig. 5.24 (c) se muestra

el espectro no sparse asociado a NSI en el mismo experimento. Los coe�cientes de cada espectro

fueron ordenados acorde al procedimiento de zig-zag descrito en la Ref. [17]. Como puede verse,

en los espectros de HSI y CSI los coe�cientes de mayor amplitud son concentrados al inicio de

la señal, mientras que en el espectro de NSI, la energía de los coe�cientes es distribuida a lo

largo de toda la señal. Éstas características entre HSI y CSI permiten reconstruir la imagen

de un objeto tomando solo una fracción del total de datos, manteniendo la misma cantidad de

información que una reconstrucción completa [17,19,28,31].

En la Fig. 5.25 se muestra el valor PSNR para diferentes radios de reconstrucción en HSI y

CSI. Estos valores se obtienen al ir reduciendo la cantidad de datos tomados en cuenta en la

reconstrucción del objeto mostrado en la Fig. 5.11, barriendo el espectro de la señal de inicio

a �n. Por ejemplo, para un radio de reconstrucción del 30 %, únicamente se toma un 30 % de

los 4096 coe�cientes de dicha señal, es decir, aproximadamente 1230 valores, comenzando con

el elemento 1 y terminando en el elemento 1230 en cada uno de los espectros de la Fig. 5.24.

Cuando el radio de reconstrucción excede el ∼ 55 %, el valor PSNR en ambas reconstrucciones

es mayor a 30 dB, lo cual indica una imagen de alta �delidad. Las ventajas de los espectros en

HSI y CSI sobre NSI es que estos pueden reconstruir imágenes de buena calidad sin tomar en

cuenta el total de datos, lo cual sugiere un menor tiempo y esfuerzo en computo para reconstruir
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Figura 5.24: Coe�cientes del espectro (b) HSI, (c) CSI y (d) NSI, cuando el objeto de la Fig.

5.11 (a) es muestreado con las bases de muestreo Hadamard, coseno y noiselet, respectivamente.

Figura 5.25: Valores PSNR para diferentes radios de reconstrucción de la Fig. 5.11 (a).
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imágenes con la misma información que en NSI. Además, gracias a la propiedad de esparcidad de

las bases Hadamard y coseno, resultan ser buenas opciones para bases de muestreo en sistemas

de imágenes basados en algoritmos de CS.



6. Conclusiones

En este trabajo se desarrollaron varios sistemas ópticos aplicando la técnica de SP con la

capacidad de reconstruir imágenes de amplitud y fase de muestras milimétricas y microscópicas.

Se trabajó con objetos semitransparentes analizados en un interferómetro de Mach Zehnder, y

con objetos opacos en un interferómetro de Michelson. El área de visión en las muestras ronda

desde los 3,5 × 3,5 mm2 en la con�guración sin microscopía, hasta los 350 × 350 µm2 en los

sistemas con microscopía.

Los resultados experimentales muestran una comparación entre las técnicas HSI, CSI y NSI con

respecto a la imagen registrada en una cámara CMOS. En general, debido a que no se tiene

control sobre los objetos analizados, no es posible obtener una medida cuantitativa del error en

los sistemas SPI. Por lo que la mayoría de los resultados son una comparación cualitativa entre

la técnica SP y la cámara de monitoreo. Tomando esto en cuenta, se diseñó un experimento

para el sistema SPA donde posible conocer el objeto analizado. Los resultados muestran una

medida del error cuyos los valores PSNR asociados a per�les unidimensionales de la Fig. 5.11

son 7,57, 7,84 y 7,5 dB para HSI, CSI y NSI, respectivamente. Mientras que para distribuciones

de intensidad 2D de la misma �gura son 7,61, 7,48 y 7,45 dB para HSI, CSI y NSI, respecti-

vamente. Estos resultados muestran que las técnicas CSI y HSI recuperan las distribuciones de

amplitud con mejor calidad respecto a NSI.

Por otro lado, en los sistemas de holografía para la obtención de imágenes de fase, las técnicas

HSI y NSI resultan ser más e�cientes respecto a CSI; éste último al tener problemas en las

reconstrucciones posiblemente asociados al error introducido en la binarización de los patrones

de muestreo.

La alta velocidad de trabajo del DMD y el elevado radio de muestreo de la tarjeta DAQ uti-

lizada, permite hacer el proceso de registro de coe�cientes SP en un tiempo aproximado de

cuatro segundos para imágenes de 64 × 64 píxeles; además, el proceso de medición diferencial

en los sistemas SPI permite contrarrestar efectivamente el ruido generado por la iluminación de

fondo y mejorar la calidad de las imágenes reconstruidas. La ventaja de utilizar un DMD en

el sistema de holografía, es que mediante los CGH es posible modular la amplitud de un haz

de forma espacial. Además, a pesar de que éste modulador de amplitud no puede modular fase
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directamente, mediante hologramas de Lee y un sistema 4f, es posible hacerlo. Gracias a esto

se puede implementar el método de corrimiento de fase para la reducción del ruido provocado

por el orden cero en los sistemas de holografía y la compensación de las distorsiones del haz

(aberración óptica) en tiempo real.

Las bases Hadamard y coseno al tener la propiedad de esparcidad, permiten aplicar los métodos

de compresión de imágenes basados en algoritmos de CS, siendo posible reconstruir imágenes

con buena calidad utilizando solo una fracción del total del espectro de coe�cientes.

Además de los sistemas SPI (HSI, CSI y NSI) presentados en este trabajo, se implementó el

sistema SPI basado en la transformada Haar en el laboratorio. Sin embargo, los resultados ob-

tenidos no fueron satisfactorios. El espectro del objeto que se obtiene en el proceso de registro

concentra la mayor cantidad de energía en muy pocas muestras, haciendo que el resto de los

coe�cientes tiendan a cero y provocando que la mayoría de ellos no se puedan medir. Si en un

futuro se quisiera utilizar esta base de muestreo, un proceso de medición diferente es necesario.

El poder de resolución es una de las diferencias entre los sistemas de imagen de la cámara de

monitoreo y SPI, siendo el de la cámara (8,8 µm) mejor respecto al de la técnica SPI (22,1

µm). Sin embargo, a pesar de tal diferencia el sistema SPI es capaz de resolver mucha de la

información cualitativa obtenida con la cámara de monitoreo, fallando únicamente ante ésta en

características de dimensiones reducidas y cambios abruptos de fase en objetos.

En conclusión, los sistemas SPI presentados ofrecen reconstrucciones de imágenes de alta �de-

lidad, a bajo costo y con la capacidad de mostrar todas las características cualitativas de un

sistema de imagen convencional basado en cámaras CCD o CMOS.

El sistema de holografía presentado ofrece una manera de obtener imágenes de amplitud y fase

en objetos de forma no invasiva y no destructiva, permitiendo el análisis de muestras médicas

o biológicas sin alterar la estructura de estas; con los resultados obtenidos es posible recuperar

parámetros tales como el índice de refracción o las dimensiones de las muestras, lo que resulta

de mucho interés para su caracterización completa.

Este trabajo puede proveer una guía para la elección de un sistema SPI de acuerdo a las nece-

sidades que se requieran en diferentes áreas de investigación.



Apéndice

A Desarrollos matemáticos

A.1 Transformadas de Fourier

Propiedad Función g(x, y) Transformada de Fourier F{g(x, y)}
Transformada f(x, y) F(kx, ky)

Corrimiento f(x− x0, y − y0) F(kx, ky)e
jkxx0+jkyy0

Dilatación f(ax, by) 1
|ab|f(kx

a
, ky
b

)

Diferenciación ∂f(x,y)
∂x

−jkxF(kx, ky)

Convolución 1 f1(x, y) ∗ f2(x, y) F1(kx, ky)F1(kx, ky)

Convolución 2 f1(x, y)f2(x, y) 1
(2π)2

F1(kx, ky) ∗ F1(kx, ky)

Constante A (2π)2Aδ(kx, ky)

Delta de Dirac δ(x, y) 1

Otras propiedades

Paridad 1 F{F{f(x, y)}} = (2π)2f(−x,−y)

Paridad 2 F−1{F−1{F(kx, ky)}} = 1
(2π)2

F(−kx,−ky)

Tabla 2: Transformadas de Fourier importantes.

A.2 Análisis de matrices

A.2.1 Propiedades de matrices diagonales

Propiedad 1

Se tienen tres matrices S, P y T tal que

S = PTP−1, (A.1)
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donde T una matriz diagonal formada por los eigenvalores de S y P una matriz invertible

cuyos vectores columna son los eigenvectores asociados a cada eigenvalor en S. Dichas matrices

cumplen la siguiente propiedad

Sk = PTkP−1, (A.2)

para k ∈ Z+.

Prueba: se considera el siguiente cálculo

S2 = SS =
(
PTP−1

) (
PTP−1

)
= PT

(
P−1P

)
TP−1 = PT2P−1,

S3 = S2S =
(
PT2P−1

) (
PTP−1

)
= PT2

(
P−1P

)
TP−1 = PT3P−1,

...

Sk = Sk−1S =
(
PTk−1P−1

) (
PTP−1

)
= PTk−1 (P−1P)TP−1 = PTkP−1.

(A.3)

Propiedad 2

Sea D una matriz diagonal n× n de la forma

D = diag(λ1, λ2, ..., λn), (A.4)

con la propiedad

Dk = diag(λk1, λ
k
2, ..., λ

k
n). (A.5)

La exponencial de esta matriz cumple con

eD = diag(eλ1 , eλ2 , ..., eλn). (A.6)

Prueba: considérese la expansión en serie de Taylor

eD = I + D +
D2

2!
+ ...+

Dk

k!
+ ...,

=


1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1

+


λ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · λn

+


λ21
2!
· · · 0

...
. . .

...

0 · · · λ2n
2!

+ ...+


λk1
k!
· · · 0

...
. . .

...

0 · · · λkn
k!

+ ...,

=


1 + λ1 +

λ21
2!

+ ...+
λk1
k!

+ ... · · · 0
...

. . .
...

0 · · · 1 + λn + λ2n
2!

+ ...+ λkn
k!

+ ...

 ,

=


eλ1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · eλn

 .

(A.7)
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A.2.2 Exponencial de una matriz base

Sea f(x, y) una matriz de proveniente de una base (Hadamard, coseno, noiselet, etc.) dada

por

f(x, y) = Hδ(u, v)H, (A.8)

donde

δ(u, v) =


1 si u = u0, v = v0,

0 si otro.

(A.9)

Considérese la exponencial de la función compleja f(x, y) (f(x, y) como función fase)

ejf(x,y) = I + jf(x, y) +
j2f(x, y)2

2!
+ ...+

jkf(x, y)k

k!
+ ... ,

= I + jHδ(u, v)H +
j2 (Hδ(u, v)H)2

2!
+ ...+

jk (Hδ(u, v)H)k

k!
+ ... ,

(A.10)

usando la propiedad

f(x, y)k = Hδ(u, v)kH, (A.11)

se obtiene

ejf(x,y) = I + jHδ(u, v)H +
j2Hδ(u, v)2H

2!
+ ...+

jkHδ(u, v)kH

k!
+ ... . (A.12)

Debido a que δ(u, v) es una matriz de ceros con un solo elementos +1 en la posición (u0, v0), su

producto matricial consigo misma genera dos posibles resultados

δ(u, v)k =


0I si u 6= v,

δ(u, v) si u = v,

(A.13)

para todo entero k > 2. Por tanto, para la condicion u 6= v se tiene que la serie en la Ec. (A.12)

resulta en

ejf(x,y) = I + jHδ(u, v)H,

= I + jf(x, y).
(A.14)

Para el caso donde u = v la serie de la Ec. (A.12) converge a

ejf(x,y) = I + jHδ(u, v)H +
j2Hδ(u, v)H

2!
+ ...+

jkHδ(u, v)H

k!
+ ... ,

= I + Hδ(u, v)H

(
∞∑
k=1

jk

k!
+
j0

0!
− j0

0!

)
,

= I + Hδ(u, v)H

(
∞∑
k=0

jk

k!
− 1

)
,

= I + f(x, y)
(
ej − 1

)
,

(A.15)
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B Aplicaciones de control desarrolladas

Los programas utilizados en este trabajo son tres: dos programas de control y uno de análisis.

El primer programa de control, responsable de la etapa del muestreo y registro de coe�cientes

SP está programado en LAbVIEW; el segundo programa de control se trata de la aplicación

comercial del DMD, AlpDemo, la cual es utilizada para la calibración del sistema; el programa

de análisis y reconstrucción se diseñó Matlab y es en donde se analizan e interpretan los datos

obtenidos de los sistemas SPA y SPH.

B.1 Programa de control 1 en LabVIEW

En la Fig. B.1 se muestra el panel frontal del programa de control en LabVIEW, este es

el responsable del muestro y registro de coe�cientes en los sistemas de imagen SP. Las partes

importantes de este son:

(a) Carga de patrones. En estos controles se elige la dirección de la carpeta contenedora de los

patrones de muestreo.

(b) Parámetros de entrada. Estas entradas numéricas controlan la cantidad de patrones que se

introducen en el programa y la frecuencia en la que se desplegaran en el DMD. También se

tienen los botones de ejecutar medición y el paro de programa.

(c) Parámetros de muestro. En estos controles se elige la tarjeta DAQ utilizada en el proceso

de medición, el voltaje mínimo y máximo detectado por la tarjeta, así como la cantidad de

muestras y la frecuencia de muestreo de las mismas.

(d) Trigger. En este apartado se escogen las con�guraciones del trigger.

(e) Resultados. En la gra�ca mostrada en este apartado se despliegan las mediciones obtenidas

del sistema, gra�cando los datos obtenidos en contra del voltaje de cada uno de ellos.

(f) Errores. Muestran los códigos de error asociados al mal funcionamiento de alguna parte del

programa en especí�co.

En la Fig. B.2 se muestra el diagrama de bloques del programa de control en LabVIEW, en

este se muestra el código responsable de su funcionamiento. En general se tiene una estructura

�at Sequance, el cual consiste de uno o mas subdiagramas que se ejecutan secuencialmente. Este

es constituido por los siguientes subdiagramas o frames:

(a) En este frame se tienen la mayoría de controles vistos en el panel frontal y la inicialización

del DMD.

(b) En esta parte del �at sequance se tiene la carga de los patrones de muestreo, la cual se hace a

partir de un ciclo for que recorre todos los elementos de la carpeta contenedora de patrones.
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Figura B.1: Panel frontal de de programa de control en LabVIEW. (a) Carga de patrones; (b)

parámetros de entrada; (c) parámetros de muestreo; (d) con�guraciones de trigger; (e) grá�co

de resultados; (f) errores.

(c) En este frame se tiene la etapa de registro y guardado de datos. Esta constituida por ciclo

while que se detiene cuando el usuario lo desea. Las partes de este son:

(c-1) En esta etapa se tiene el envío de patrones al DMD y la lectura de intensidad por la

tarjeta DAQ, ambos procesos son simultáneos y están sincronizados al iniciar.

(c-2) Guardado de datos en un archivo �.txt�.

(d) Finalizacion del DMD.
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Figura B.2: Diagrama de bloques de aplicación en LabVIEW. (a) Controles; (b) carga de patrones de muestreo; (c) etapa de muestreo,

registro y guardado de coe�cientes SP; (d) �nalización del DMD.
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B.2 Programa de control 2 AlpDemo

En la Fig. B.3 se muestra el segundo programa de control. Este es un programa comercial

utilizado para controlar las funciones básicas del DMD. Para �nes de este trabajo, el software

es utilizado para la calibración del sistema. Para poder enviar algún patrón o imagen en general

al DMD, es necesario que estos sean elementos binario con una resolución de 768×1024 píxeles.

En (a) se muestra la pantalla principal de la aplicación. Al seleccionar la pestaña �ALP� se

desglosa la pestaña �ALP device selection� mostrada en (b), la cual permite elegir el tipo de

dispositivo disponible para su inicialización. En (c) se muestra la pestaña �Abrir�, la cual se

encuentra en la ruta File>Abrir. Con esta pestaña el usuario puede seleccionar el o los patrones

que se desplegaran en el DMD. El último paso es indicarle al programa el orden en que los

patrones serán desplegados, para ello es necesario ir a la pestaña (d) �Sequence Control� en

la ruta ALP>Sequence Control e indicar el orden de los frames y la frecuencia con la que

desplegaran.

Figura B.3: Aplicación demo del DMD. (a) pantalla principal; (b) inicialización de DMD; (c)

selección de patrones a desplegar; (d) parámetros de despliegue de patrones.
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B.3 Programa de análisis y reconstrucción en Matlab

En la Fig. B.4 se muestran algunas capturas del programa diseñado en Matlab para el análisis

de datos. Este se divide en cinco paneles diseñados para tareas especi�cas en los sistemas SPI,

las cuales se enumeran como sigue:

(a) Panel 1 - Recuperación de imágenes de amplitud y fase SP. En este panel se lee un ar-

chivo �.txt� proveniente del programa de control 1 y el cual contiene los coe�cientes SP

registrados, posteriormente el usuario puede visualizar estos valores y obtener de ellos una

reconstrucción de amplitud o fase en función de la base de muestreo que escoja. Finalmente,

el usuario tiene la opción de guardar las reconstrucciones en archivos de datos �.mat� para

un análisis posterior.

(b) Panel 2 - Creación de patrones para los sistemas de imagen SP. Este apartado permite al

usuario la creación de los patrones de muestreo en amplitud y los hologramas de Lee para

los sistemas de holografía. Entre las opciones disponibles están el poder escoger la base de

muestreo, el tipo de sistema, y sí se desea compensar la aberración para los sistemas de

holografía. El resultado de este panel son los patrones de muestreo con las características

adecuadas para ser enviados al DMD.

(c) Panel 3 - Análisis de hologramas con cámara CMOS. En este apartado el usuario tiene la

capacidad de visualizar el plano objeto de los interferómetros en tiempo real, esto gracias

a una visualización de la cámara de monitoreo CMOS que permite registrar hologramas y

obtener de ellos su amplitud compleja. Las funciones de este apartado son utilizadas para

una calibración rápida del sistema o el monitoreo de una muestra. El usuario tiene la opción

de guardar la amplitud compleja calculada en un archivo de datos �.mat� para un análisis

posterior.

(d) Panel 4 - Creación y análisis de hologramas en el sistema de holografía con cámara CMOS.

Las funciones de este apartado permiten al usuario la creación de los hologramas de Lee

para el sistema de holografía usando la cámara de monitoreo CMOS; los hologramas creados

pueden contener alguna información de fase o la aberración del sistema para su compen-

sación. El resultado de este apartado son cuatro hologramas de Lee correspondientes al

método de corrimiento de fase de cuatro pasos, estos hologramas son los usados en el panel

3 para la reconstrucción de la amplitud compleja de un objeto.

(e) Panel 5 - Análisis de datos. Este apartado lee un archivo �.mat� con datos de amplitud o

fase proveniente del Panel 1 o 3, es decir, para los sistemas de imagen SP o para los datos

obtenidos con la cámara. Con los controles disponibles en este apartado es posible recortar

imágenes, desenvolver fase, agregar corrimientos en fase, calculo de LCO, aplicación de �l-

tros o la obtención de per�les unidimensionales de amplitud o fase. Este apartado provee al
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usuario de una herramienta de análisis e interpretación de datos para las imágenes obtenidas

de los sistemas SP
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Figura B.4: Programa de análisis. (a) Panel reconstrucción de amplitud y fase SP; (b) creación de patrones y hologramas SP; (c)

monitoreo del sistema y obtención de hologramas con cámara CMOS; (d) creación de hologramas para el sistema de holografía con

cámara CMOS; (e) panel de análisis e interpretación de resultados.
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C Mediciones con sistema de holografía

Las siguientes mediciones fueron obtenidas con el sistema de holografía microscópica en

modo transmisión usando la cámara de monitoreo CMOS. Estos resultados, no pudieron ser

analizados con la técnica SPH debido a la complejidad en su estructura.

En la Fig. C.1 se muestra la fase envuelta obtenida de la epidermis de apio. En esta se pueden

apreciar las células individuales con un tamaño aproximado de 50× 50 µm2.

Las Figs. C.2-C.6 son muestras facilitadas por la Unidad de Biología de la Universidad Autóno-

Figura C.1: Fase de epidermis de apio.

ma de Zacatecas (UAZ). En la Fig. C.2 se muestra la fase envuelta obtenida del objeto nombrado

como �muestra 11�, el cual se trata de un polímero en el que se pueden apreciar estructuras con

forma de montículos en diferentes tamaños; los mas pequeños alcanzan las decenas de micras,

mientras que las estructuras más grandes rondan las 150 µm.

En la Fig. C.3 se muestra la fase envuelta del objeto nombrado como �muestra 12�, cuyas

características son muy similares a las de la Fig. C.2.

En la Fig. C.4 se muestra la fase envuelta del objeto nombrado como �muestra 189�. Se trata

de un polímero con características diferentes a los mostrados en las Figs. C.2-C.3. En este se

tienen estructuras rami�cadas en todas direcciones las cuales se forman a medida que el material

liquido es evaporado.

En la Fig. C.5 se muestra la fase envuelta del objeto nombrado como �muestra 189�. Este objeto

es un polímero en cuya zona analizada se pueden observar elementos diferentes a las estructuras

formadas en las �guras C.3-C.4, los cuales tienen una forma parecida a una �cruz�. En la Fig.

C.6 se muestra un acercamiento a dichos elementos, se puede ver que la fase en la �cruz� es
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Figura C.2: Fase de polímero etiquetado como �muestra 11�.

Figura C.3: Fase de polímero etiquetado como �muestra 12�.

creciente hacia las regiones centrales de la misma; esto sugiere una estructura parecida a un

montículo con esa forma.

En la Fig. C.7 se muestra la fase envuelta de fotoresina utilizada en procesos de fotolitografía.

A partir de la fase obtenida se puede ver un aumento en el espesor de las regiones centrales.

Al tener un índice de refracción constante, es posible calcular su variación en altura de manera

espacial.

En la Fig. C.8 se muestra la fase envuelta de una placa de plástico. La zona analizada corres-
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Figura C.4: Fase de polímero etiquetado como �muestra 189�.

Figura C.5: Fase de polímero etiquetado como �muestra 101�.
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Figura C.6: Acercamiento a la región central de la fase mostrada en la Fig. C.5.

Figura C.7: Fase de fotoresina utilizada en procesos de fotolitografía.
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ponde a un defecto en el proceso de producción de la pieza, en donde una concentración del

material dio lugar a cambios en el índice de refracción. Al tener un espesor constante, es posible

calcular la variación de índice de refracción en la zona y relacionarlo con efectos de strain en la

muestra.

Figura C.8: Imagen de fase que muestra el defecto en una placa de plástico.

D Publicación cientí�ca

Articulo cientí�co Phase and amplitude reconstruction in single-pixel transmission micros-

copy: a comparison between Hadamard, cosine and noiselet basis aceptado para su publicación

en la revista Applied Optics.
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Figura C.9: Portada de articulo Phase and amplitude reconstruction in single-pixel transmission

microscopy: a comparison between Hadamard, cosine and noiselet basis.
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