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Resumen

En esta tesis, después de definir los objetos basicos de la dindmica simbdlica, enunciaremos
algunos resultados clasicos y recientes para Z—subshifts relacionados con medidas de en-
tropfa méxima. Expondremos el Teorema de Descomposicién de Climenhaga-Thompson [6]
y mostraremos unas aplicaciones a S-gap shifts y f—shifts. Ademés mostraremos resultados
y pruebas de la familia de los subshifts de densidad acotada introducidos en [23]. Algunas
propiedades de la familia de los subshifts de densidad acotada son similares a las propiedades
de los [-shifts. Sin embargo, el estudio de los subshifts de densidad acotada requieren dife-
rentes técnicas. En particular, establecemos condiciones para determinar cuando un subshift
de densidad acotada es de tipo finito, transitivo y un subshift con la propiedad de especifi-
cacion. Finalmente introducimos los subshifts de densidad acotada en dos dimensiones.
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Abstract

In this thesis, after defining the basic objects in symbolic dynamics, we review some classical
and recent results for Z-subshifts related to measures of maximal entropy. In particular,
we present the Climenhaga-Thompson Decomposition Theorem [6] and we show some of its
applications to S—gap shifts and S—shifts. We state and prove some results on the family of
bounded density shifts introduced in [23]. Certain propierties of the family of bounded density
shifts are similar to propierties of the so-called family of S—shifts. However, the study of
bounded density shifts requires different techniques. In particular, we establish conditions to
determine when a bounded density shift is a subshift of finite type, a topologically transitive
subshift and a subshift with the specification property. Finally, we define the family of
two-dimensional bounded density shifts.
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Introduccion

El estudio formal de los sistemas dinamicos simbdlicos inici6 al final de los 30 con Hedlund
y Morse [9], [T10]. Por su capacidad de modelar otros sistemas dindmicos y fenémenos fisicos,
ademas de su relacién con una amplia gama de temas matematicos, esta area sigue siendo
de relevancia e interés actual.

Uno de los invariantes mas usados en sistemas dinamicos es la entropia. El concepto de
entropia aparece en el trabajo de varios fisicos del siglo XX como Gibbs y Boltzmann en [4].
La primera definicién formal de entropia fue dada por Shannon en [22], en el contexto de
la teoria de la informacién. Finalmente Kolmogorov generalizé esta definicién en [15] para
poder abarcar todos los sistemas dindmicos medibles. Un sistema dindmico simbélico, en
general tiene muchas medidas invariantes; cada medida corresponde a un sistema dinamico
medible diferente. Para sistemas dinamicos simbdlicos siempre existe una medida con en-
tropia méaxima. De hecho algunos sistemas simbodlicos tienen una tnica medida de entropia
maxima. Decimos que un sistema dinamico simbélico es intrinsecamente ergodico si dicho
sistema admite una Unica medida de entropia maxima.

Es de interés matematico encontrar condiciones necesarias para garantizar que solo existe
una medida de entropia maxima. Determinar cuando un sistema dinamico es intrinsecamente
ergddico es uno de los problemas importantes en el estudio de la teoria ergédica y la dinamica
topoldgica [26]. En esta tesis, veremos los conceptos bésicos para entender los conceptos de
entropia topolégica y medible para subshifts. Veremos condiciones topoldgicas relacionadas
con el concepto de especificacion, que informalmente puede definirse como la capacidad de
conectar segmentos de érbitas con un segmento de 6rbita de tamano fijo, que implican ergodi-
cidad intrinseca. Por otro lado, definiremos y estudiaremos una familia de sistemas simbdlicos
donde atin no se sabe en generalidad si siempre tienen una inica medida de entropia maxima.

En el Capitulo 1 enunciamos algunas definiciones importantes en la dinamica simbdlica
para que los temas siguientes no sean abordados de forma tan repentina.

En el Capitulo 2 enunciamos resultados que aseguran la existencia de por lo menos una
medida de entropia maxima en subshifts, esto nos permite hablar de ergodicidad intrinseca.
Aunque Bowen ya sabia explicitamente la manera de aproximar la medida de entropia maxima
usando puntos periddicos [5], observaremos cémo la propiedad de especificacién de un sub-
conjunto del lenguaje, nos permite caracterizar la medida de entropia maxima para ciertos
tipos de subshifts. A priori, el resultado principal de [6] pudiera lucir un poco técnico, pero
se ilustran dos aplicaciones para dos clases conocidas de subshifts, hablamos de los -shifts
y S-gap shifts.

En el Capitulo 3 haremos un estudio detallado de los subshifts de densidad acotada [23].
Esta clase de subshifts tienen una conexién con la clase de los f—shifts. Aunque las técnicas



usadas para el estudio de los subshifts de densidad acotada difieren de las usadas habitual-
mente para el estudio de los -shifts, al final veremos que existe una conexion entre ambas
familias de subshifts al tener en ambos casos una sucesién que caracteriza al sistema, res-
petando el hecho de que se trata de dos érdenes diferentes. Dentro de las propiedades que
son posibles de caracterizar en la familia de subshifts de densidad acotada, mostraremos
condiciones suficientes y necesarias para garantizar propiedades tales como: transitividad
topoldgica, tipo finito y especificacién. Es importante senalar que existen algunas propiedades
topoldgicas que atin no se sabe si son posibles de caracterizar, tal es el caso de los subshifts
de densidad acotada sincronizados.

La relacién entre los capitulos 2 y 3 se establece al final del Capitulo 3 donde se enuncian
dos preguntas, relacionadas con la ergodicidad intrinseca para la familia de los subshifts de
densidad acotada. Ademads de estudiar la ergodicidad intrinseca en subshifts, el trabajo esta
orientado en encontrar un tema de investigacion.

Por ultimo, en el Capitulo 4 definiremos la nociéon de subshifts de densidad acotada en
dos dimensiones. Enunciamos algunos ejemplos, en particular el modelo de cuadrados duros.
Para establecer una conexion con el tema principal de la tesis y el modelo de cuadrados
duros, hay trabajos en la literatura donde se prueba que para el caso de dos dimensiones,
existe una unica medida de entropia maxima [24], [20].



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene como propdésito definir los conceptos necesarios para desarrollar este tra-
bajo.

1.1 Subshifts y lenguajes

Los subshifts también conocidos en la literatura como espacios shift son uno de los objetos
mas importantes en el estudio de la dinamica simbdlica.

Consideremos A un conjunto finito al que llamaremos alfabeto. El espacio A% es el con-
junto de todas las posibles sucesiones indexadas por Z de elementos tomados de A. Aunque
AZ es la notacién estdndar para el conjunto de funciones que van de Z a A, estas funciones
son justamente las sucesiones que usaremos en todo el texto. Cada sucesién z € A% es un
punto del espacio y como convencién escribimos x; = z(i). Para un punto x € AZ y enteros
1,7 con ¢ < 7, denotamos a las coordenadas de x desde la posicion i hasta la posicién j por
x[i,j] = TiTiq1 "+ Tj.

Considerando a A con la topologia discreta, entonces por el Teorema de Tychonoff [17,
Teorema 37.3] A% es un espacio topolégico compacto. La topologia producto en AZ es
equivalente a la topologia generada por la métrica

d( ) 0 siz=y (1.1)
T,Y) = 1 . )
g Stz Fyyk=max{rryy = yerh

Definicién 1.1. La transformacién shift o : AL — AZ, estd definida por o(z), = 2, para
toda n € Z.
La transformacion shift es continua con respecto a la métrica definida por la Ecuaciéon

()

Definicién 1.2. Un Z-subshift o espacio shift o simplemente subshift es un subconjunto
cerrado X C A” e invariante bajo el shift, es decir o(X) C X.

A lo largo del texto por subshift entenderemos un subconjunto cerrado e invariante de A%,
cuando sea necesario especificaremos que estamos hablando de N—subshifts que se definen
de manera andloga en el conjunto AN,



Una palabra w sobre A es una sucesion finita de simbolos wyws - - - w, tomados de A.
Denotamos por |w| la longitud de la palabra w como la cantidad de simbolos que la conforman.
Denotamos por € a la palabra vacia. Una subpalabra de w = wyws - - - w, es una palabra no
vacia de la forma w;w;q---w; = wy; donde 1 < 7 < j < n. La concatenacion de las
palabras v y v la denotamos por uv. La notacién w™ representa la concatenacion infinita
hacia la derecha de la palabra w, y ®w la concatenacién infinta hacia la izquierda. Una
palabra w ocurre en x € A% si existen i,j € Z con i < j tal que w = Tij)-

Sea B,(X) el conjunto de palabras de longitud n que ocurren en puntos de z. El lenguaje
de X esta dado por

LX) = B.(x). (1.2)

Observemos que para cualquier subshift X y para cualquier w € £(X) se cumple que

1. Toda subpalabra de w también pertenece a L(X).

2. Existen palabras no vacias u,v tales que uwv € L(X).

Para Z-subshifts y w una palabra de longitud finita en £(X), el cilindro [w]y es el conjunto

(W] = {x € X : Ty pppw)—1] = W} (1.3)

Para N-subshifts el cilindro [w] es el conjunto

w] ={zr € X :x; =w,; para 1 <i < |wl|}. (1.4)

La familia de cilindros forman una base para la topologia producto en A% y AN respecti-
vamente. Denotamos por

Per(n) = {x € X|o"(z) = 2 para alguna 1 < k < n}, (1.5)

como el conjunto de puntos con periodo a lo més n.

Definicién 1.3. Sean ox : X — X y oy : Y — Y las respectivas transformaciones shift en
los subshifts X y Y. Sea h : X — Y una transformacion continua. Si h es una transformacion
sobreyectiva que satisface ox oh = hooy, decimos que ox es topologicamente semiconjugada
a oy. Si ademads h es inyectiva, decimos que oy es topoldogicamente conjugada a oy .

Definicién 1.4. Sean X y Y subshifts. Decimos que X es un factor de Y si ox es
topologicamente semiconjugada a oy .

1.1.1 Shifts de tipo finito

Siempre se puede definir un subshift partiendo de un conjunto de palabras prohibidas. Esto
es equivalente a definirlos como un subconjunto compacto e invariante de A%. El resultado
puede ser revisado en [16, Teorema 6.1.21].



Definicién 1.5. Sea F un conjunto finito de palabras sobre el alfabeto A. Definimos

Xr={ve A" existen m,n € Z tal que zp,, ¢ F}. (1.6)
A X lo llamamos un shift de tipo finito .

Ejemplo 1.1. Si F = {11}, entonces a Xz se le conoce como el shift dureo. Los puntos
del shift dureo son sucesiones binarias que no contienen dos simbolos 1 consecutivos. Por
ejemplo *°0.01010010%°. Recibe el nombre de shift dureo porque su entropia topolégica (ver
Defincién es igual a log (¢) con ¢ el nimero dureo.

Ejemplo 1.2. Sea F = {000, 111}. Al subshift X se le conoce como el shift dureo simétrico.
Los puntos del shift dureo simétrico son sucesiones binarias que no contienen tres simbolos
1 y tres simbolos 0 de manera consecutiva. Por ejemplo *°(01).01100(10)>°. Su entropia
topoldgica es igual a log () con ¢ el nimero dureo.

Para shifts de tipo finito, las palabras prohibidas pueden tener tamanos diferentes, aunque
esto en principio no representa un problema grave. Basta asumir que todas las palabras tienen
la misma longitud. Sea N la longitud maxima de las palabras en el conjunto F y definimos
F de la siguiente forma

F ={w € By (A”) |u € F es una subpalabra de w}. (1.7)

Por definicién de F se cumple que X 5 = X+ . Lo anterior nos permite decir que un shift
de tipo finito tiene memoria-M si puede describirse por una coleccién de palabras prohibidas
donde todas las palabras tienen longitud M + 1. Entonces, una manera de determinar si una
palabra de longitud mucho mayor que M pertenece al lenguaje del subshift, es verificando
que todas las subpalabras de tamafio M + 1 estan en el lenguaje [16], Ejercicio 2.1.5].

Definicién 1.6. [Definicién alternativa de shift de tipo finito] Sea X un subshift. Decimos
que X es un shift de tipo finito si existe N € Ny B C By,1(A%) tal que, x € X si y sélo si
paratodai € Z, z;...x;41 € B .

La Definicién [1.5] y la Definicién [1.6] son equivalentes [16]. Para algunas pruebas dentro
de los siguientes capitulos del texto, nos convendrd usar la Definicién en lugar de la
Definicién [L5l

1.1.2 S-gap shifts

Los S-gap shifts son sistemas dinamicos simbdlicos que tienen una variedad de aplicaciones,
entre una de ellas la codificacién de datos [16]. También nos son ttiles para definir una gran
variedad de subshifts a partir de cualquier subconjunto de Nj.

Consideremos S C Ny. Sea

Xg={x €{0,1}*: si 0" ocurre en x, entonces n € S}. (1.8)



Si S es un conjunto finito, entonces Xg es un subshift [7]; en caso de que S sea infinito, Xg
no es un subshift, sin embargo se cumple que Xg = XgU{>0%} si lo es [7]. Notemos que si
S # 5" entonces Xg # Xg. Como existe una cantidad no numerable de subconjuntos de Ny,
podemos concluir que existe una cantidad no numerable de subshifts de {0, 1}Z. A la familia
de subshifts Xg los llamamos S—gap shifts.

Ejemplo 1.3. Sea S = {2n:n € Ng}. A X se le llama el shift par. Un elemento de Xg es
>(0.102™10%"10> con m,n € Ny.

Ejemplo 1.4. Sea S = {1,2,3}. Un ejemplo de un elemento en Xg es *° (10) . (10)™.

1.1.3 [—shifts

Una motivacién para estudiar los S—shifts es el hecho de que tienen relacién con dinamica
unidimensional y teoria de nimeros [2]. Ahora consideremos A = {0,1,...,n — 1} con su
orden parcial natural. Sean z,y € AYN. Decimos que z es lezicogrdficamente menor o igual
que y, denotado por x < y, si x; = y; para toda ¢ € N o existe k£ € N tal que x; = y; para
todai < ky Tpy1 < yYeq1. Una sucesion 8 € AN que no termina con una cantidad infinita de
simbolos 0 es una sucesion de Parry si o™(5) < [ para toda n € Ny. Dada 3, una sucesién
de Parry, definimos

Sg={z € AV :o"(x) < B para toda n € Ny}. (1.9)
Al subshift Ss lo llamamos un 5—shift.

Ejemplo 1.5. No es dificil convencerse que 8 = (10)™ es una sucesién de Parry. Entonces el
B —shift generado por esta sucesion son todos los puntos lexicograficamente menores o iguales
que B. No es dificil ver que estos puntos son justo las sucesiones binarias que no tienen dos
simbolos 1 consecutivos y por lo tanto Sz es el shift dureo (ver Ejemplo .

Ejemplo 1.6. No es dificil convencerse que § = (11010)* es una sucesién de Parry. Un
ejemplo de un punto en Ss es & = (10000)°.

Revisaremos otra manera de definir a los f—shifts para determinar mas adelante el valor
de la entropia topoldgica de estos sistemas simbdlicos. Denotamos por |z] la parte entera de
un ndimero real no negativo. Sea § > 1 un numero real y x € [0,1]. Una representacion de
x en base (3 es una sucesion infinita yp o tal que

r = i Z_ (1.10)
=1

Donde y; € Ny. Puede haber mas de una representacién para el mismo ntmero. Una
expansion en base [3 es una representacién en base 3 candnica definida por

yi = |BT5 ()], (1.11)

para cada i € N, donde Ts(z) = Sz — |Bz|. Sea Dg el conjunto de todas las expansiones
en base [ de los elementos de [0,1). El f—shift Sz es la cerradura de Dg. Los siguientes
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resultados son bastante conocidos en el estudio de los f—shifts y relacionan las expansiones
en base f con el orden lexicografico.

Teorema 1.7. [Blanchard [2]] Una sucesién s es una expansiéon en base # de 1 para alguna
B sty solo si 0™(s) < s para toda n € N.

Teorema 1.8. [Blanchard [2]] Sea 5 > 1. Sean s la expansién en base f de 1y y €
{0,...,[8 — 1]}N. Entonces y es una expansién en base 3 de algiin elemento de [0,1) sf y
sélo si, para cada n € Ny, se cumple que 0"(y) < s.

Las siguientes definiciones en términos de palabras son equivalentes a las nociones topolégicas
de transitividad y mezcla.

Definicién 1.9. Un subshift X es topoldgicamente transitivo si para cada par de palabras
u,w € L(X), existe v € L(X) tal que vow € L(X).

Definicién 1.10. Un subshift X es topolégicamente mezclante si para cada par de palabras
u,v € L(X), existe N € N tal que para cada n > N existe w € B,,(X) tal que uwv € L(X).

1.2 Entropia topolégica y medible para subshifts

La entropia topoldgica para subshifts mide el grado de crecimiento de las palabras en el
lenguaje.

Definicién 1.11. Sea X un espacio shift. La entropia topologica de X esta definida por la
cantidad

Biop(X) = lim ~log [B,(X)). (1.12)

n—oo N

La entropia topolégica de un subshift siempre existe y es una cantidad no negativa [16],
en el caso especial de los subshifts de tipo finito, se sabe que la entropia es igual al logaritmo
del valor propio més grande de la matriz de adyacencia correspondiente [16]. Para los S—gap
shifts con S un conjunto infinito, la entropia de Xg es igual a log(\), donde X es la tnica
solucién positiva a la ecuacién 1 = Y~ o2~ "*1 [I6]. Mientras tanto, para los S—shifts es
bien sabido que la entropfa topolégica es log () [18], [21].

Sea X un subshift. Dada una coleccién de palabras D C L£(X) y n € N, definimos
D,, = DN B,(X). Denotamos al grado de crecimiento del nimero de palabras de longitud n
en D por

1
h(D) = limsup — log |D,,|. (1.13)
n

n—oo

Se sigue entonces que h(L) = hyqp(X).

Sea 4 una medida de probabilidad de Borel en A%, decimos que j es o—invariante si
w(A) = p(o7'(A)) para cada conjunto de Borel A. Denotamos por M(X) al conjunto de
medidas de probabilidad de Borel, M (X, o) al conjunto de medidas de probabilidad de Borel
o—invariantes en el espacio X y C = {C4,...,C,} una particién medible de X.
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Definicién 1.12. Sea X un espacio métrico. La topologia débil* en M (X) es la topologia mas
pequetia que hace continua a cada una de las transformaciones p — [ x fdu, con f € C(X).

Definicién 1.13. Sea p, una sucesion de medidas de probabilidad de Borel en el espacio
métrico X En la topologia débil*, decimos que p, — p € M(X) si y sélo si para cada
feCX), [ fdun— [ fdp.

Por el resultado enunciado en |25, Teorema 6.5], cuando X es un subshift se cumple que
M(X) es compacto en la topologia débil*. Por el Teorema de Krylov-Bogoliubov [25] el
conjunto M (X, T) es no vacio.

La entropia de la particion C con respecto a la medida p estda dada por

Z“ ) log (1 (C)), (1.14)

con la convencion de que Olog0 = 0. El ensamble en tiempo n de C se define como

Ve (C)={C,no " (Cry) NN (Cy,)} (1.15)
=0
Notemos que Vi_,o~"(C) consiste de todos los conjuntos de la forma N?_,o~'C};,. La
entropia del shift con respecto a la particion C se define como

h,(X,C) = T}grgonH (\/0 ) (1.16)

Definicién 1.14. La entropia del shift con respecto a p o simplemente la entropia de p se
define como

hu (0) = Slép{hu (X, C)}

Donde C es una particién medible.

Aunque esta definicién es algo técnica, como estamos considerando tnicamente subshifts,
es suficiente elegir la particion dada por el alfabeto, es decir C = {[w] : w € A}. Desde el
punto de vista de le teoria ergddica la entropia del shift con respecto a una medida es una
medida de incertidumbre o aleatoriedad del shift actuando sobre el espacio medible (X, u)
[14]. Mientras que para el enfoque de la teorfa de la informacién podemos pensar en sefiales
que se reciben donde la probabilidad de recibir una palabra dada en cualquier instante de
tiempo es dada por la medida p [14]. Desde el punto de vista topolégico, se interpreta como
la medicién de la complejidad del lenguaje.

1.3 El principio variacional

Para finalizar este capitulo enunciamos el principio variacional, que como el lector podra
anticipar, serd aplicado directamente a los subshifts.
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Teorema 1.15. Principio variacional [Goodman 1971 [§]]. Sean X un subshift y 7" una
transformacioén continua. Entonces

htop(X) = sup{h,(T) | p € M(X,0)}. (1.17)

Una generalizacién para espacios métricos compactos junto con su respectiva demostracién
se puede consultar en [25].

Definicién 1.16. Una medida invariante que alcanza el supremo como en el Teorema la
llamamos medida de entropia maxima. Si tal medida existe y es inica decimos que el subshift
es intrinsecamente ergodico.

El principio variacional nos es util porque establece claramente la relacion entre la entropia
topoldgica y la entropia medible.



Capitulo 2

Ergodicidad intrinseca y especificacion

Resulta atractivo tanto para fisicos como para matematicos saber qué sistemas tienen o no
una unica medida de entropia maxima, al ser este un problema importante en el estudio
de la dindmica topoldgica y la teoria ergddica [26]. El objetivo de este capitulo es hablar
de condiciones suficientes para que un subshift sea intrinsecamente ergédico. En ese sen-
tido, la especificacion juega un papel importante. Veremos el resultado clésico de Bowen
que asegura la existencia de una medida de entropfa méxima [5] y una generalizacién de
Climenhaga-Thompson [6]. Finalizaremos este capitulo mostrando unas aplicaciones del cri-
terio de Climenhaga-Thompson.

Teorema 2.1. [Goodman 1972 [8]] Sea X un Z-subshift, entonces X tiene al menos una
medida de entropia maxima.

De hecho el Teorema [2.1| es mas general y se cumple para homeomorfismos expansivos
en espacios métricos compactos [§]. Para nuestros intereses en esta tesis, basta enunciarlo
para Z-subshifts y N—subshifts. Un par de anos después Bowen introdujo su nocién de
especificacion, que de manera informal la propiedad de especificacion puede pensarse como
la capacidad de conectar segmentos de orbitas de un sistema dindmico tomados de manera
arbitraria con un segmento de tamano fijo. Se sabe que la propiedad de especificacion im-
plica topolégicamente mezclante y a su vez, topolégicamente mezclante implica transitividad
topologica.

Definicién 2.2. Decimos que un Z-subshift X tiene espeficifacion si existe S € N tal que
para cualesquiera u,v € L(X) existe w € Bg(X) tal que uwwv € L£(X). Al nimero S lo
llamaremos el niumero de especificacion de X.

Ahora veremos como la propiedad de especificacion es una condicién suficiente para ase-
gurar la ergodicidad intrinseca.

Teorema 2.3. [Bowen 1974 [5]] Sea X un Z-subshift que tiene la propiedad de especificacién,
entonces existe una unica medida de entropia maxima.

Al igual que el Teorema [2.1] de Goodman, el Teorema [2.3] estd enunciado originalmente
para homeomorfismos expansivos en espacios métricos compactos. Anteriormente Parry
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probé en [19] que todo subshift de tipo finito es intrinsecamente ergédico. Un subshift
de tipo finito mezclante tiene la propiedad de especificacion.

2.1 Propiedades de especificacion

Definicién 2.4. Sean X un subshift con lenguaje £(X), G C L(X) yt € Ny. Decimos que G
cumple la propiedad de especificacion con un numero de especificacion t si, para cada m € N
ywl,. .. w™ e G, existen v, ... o™ € L tal que x := wlvl - o™ lw™ € Ly [vi| =t para
toda 1 < i < m — 1. Mas aun, decimos que G cumple con la propiedad de especificacion
periddica si G cumple con la propiedad de especificacién y ademas el cilindro [z]| contiene un

punto periédico de periodo exactamente |x| + .

Cuando G = L(X) recuperaremos la definicién de especificacion de Bowen. Nos interesan
los subshifts con lenguajes que admitan una descomposicion de la forma L£(X) = CPGC?, tal
que cada palabra en el lenguaje puede escribirse como una concatenacion de palabras, con
un prefijo en CP; una palabra en G (al cual llamaremos un buen nicleo) y un sufijo en C°.
Observamos que teniendo dicha descomposicion, para cada M € N definimos la coleccion de
palabras G (M) por

G(M)={uww|ueClveGweCl|u <M w <M}. (2.1)

Si z € L(X), 2z = uwvw para u € CP, v € Gy w € C°, podemos considerar M =
max{|ul,|v|}. Esto implica que z € G (M) para alguna M € N. De donde obtenemos
Recordemos que Per(n) es el conjunto de puntos con periodo a lo més n. El siguiente
resultado es vélido para Z—subshifts y N—subshifts y la prueba puede ser consultada en [6].

Teorema 2.5. [Climenhaga-Thompson 2012 [6, Teorema C]] Sea X un subshift cuyo lenguaje
admite una descomposicién L£(X) = CPGC® y supongamos que las siguientes condiciones se
satisfacen:

1. G tiene la propiedad de especificacion.
2. h(CPUC®) < h(L) = htop(X, o).

3. Para cada M € N, existe 7 tal que dado v € G(M) , existen palabras u,w con |u| < T,
lw| < 7 tal que vvw € G.

Entonces X es intrinsecamente ergédico. Ademas, si G tiene la propiedad de especificacion
periodica, entonces la sucesion de medidas de probabilidad

1
'un:ﬁPer(n) Z % (22)

xEPeI'(n)

converge a la Unica medida de entropia maxima.
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La primera condicién nos ayuda a entender la importancia de la propiedad de especifi-
cacion introducida en la Definicién La segunda condicién es importante porque establece
que el grado de crecimiento de las palabras de la unién de los prefijos y sufijos, tiene que ser
estrictamente menor que el grado de crecimiento de todo el lenguaje del subshift. Notemos
que esto nos permite tener una nocién del cémo la mayoria de las palabras se concentran en
el nicleo. La tercera condicién establece que cada palabra en el lenguaje (donde el tamano
del prefijo y el sufijo estdn controlados por una constante dada) puede ser extendida a una
palabra que se queda en el nicleo. La longitud de las palabras con las que se extienden queda
determinada por la palabra v € G (M).

Para resumir el comportamiento de la descomposicién de un lenguaje bajo la operacion
de tomar factores enunciamos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.6. Sea Y un subshift factor de X y £(Y), £(X) sus respectivos lenguajes.
Si £(X) admite una descomposicén del tipo L£(X) = CPGC?, entonces L(Y') también admite
una descomposicién L£(Y) =C'GC’ tal que:
1. Si G tiene la propiedad de especificacién, entonces G también tiene la propiedad de
especificacion.

2. Si G tiene la propiedad de especificacién periédica, entonces G también tiene la propiedad
de especificacién peridica.

3. h(C"UC’) < h(CPuUCH).

4. Si L(X) satisface la tercera condicién del Teorema [2.5, entonces £(Y) también la
satisface.

Combinando la Proposicién y el Teorema [2.5| obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7. [Climenhaga-Thompson 2012 [6, Teorema D]] Sea X un subshift cuyo lenguaje
admite una descomposicén L£(X) = CPGC* y que ademds se satisfacen las condiciones (1), (2)
del Teorema y h(CPUC®) = 0. Entonces todo subshift factor de X es intrinsecamente
ergédico. Ademas si G tiene la propiedad de especificacion periddica, entonces la sucesién de
medidas de probabilidad converge a la tinica medida de entropia maxima del factor de
X.

2.2 Aplicaciones a S—gap shifts y g—shifts

Enunciamos a continuacién dos aplicaciones del Teorema [2.5| al ver de manera explicita la
descomposcion del lenguaje para S—gap shifts y §—shifts.

Teorema 2.8. [Climenhaga-Thompson 2012 [6, Teorema A]] Todo subshift factor de un
S—gap shift es intrinsecamente ergédico. Mas aun, la tinica medida de entropia maxima se
caracteriza como el limite en la topologia débil* cuando n — oo de medidas caracteristicas
igualmente distribuidas en puntos periédicos de periodo a lo mas n, como en la Ecuacién

2.

El Teorema [2.8) es una consecuencia del Teorema que es considerado el resultado
principal de [6].
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Lema 2.9. [Descomposicién del lenguaje para S-gap shifts] Sea X g un S—gap shift. Donde
S es un conjunto infinito, el lenguaje de Xg estd dado por

L (Xs) ={0"10"10"1---10"10™|n,; € S para toda 1 <i < ky m,n € No} U{0"n € N}.
(2.3)

La descomposicién que se propone para £(Xg) es la siguiente:

¢’ = {0"ln ¢ S},
G = {0™10™1---10"1|n; € S para toda 1 <i <k},
c* = {0"|neN}.

Demostracion

Primero vamos a verificar que la igualdad de conjuntos (2.9) es cierta. Sea w in B,,(Xg).
Podemos asumir que w no es la palabra que consta de n simbolos cero, esto es, al menos
tenemos un simbolo 1 en w. Sin pérdida de generalidad, si w = 0"10"2 donde ny+ny =n—1,
se sigue que w pertenece al conjunto de la parte derecha de . Sucede lo mismo cuando
w tiene mas de un simbolo 1 por la definiciéon de S-gap shifts. La otra contenciéon se sigue
directamente de la definicién de S-gap shifts.

Sea w € L(Xg) con w = 0"10™1---10"10™, donde ni,...,n; € S, com m,n € N.
Supongamos que n ¢ S. Sean u) = 071, u® = 0m1...10™1 y u®® = 0™. Entonces
w = umu™u™, donde uV € C?, u® € Gy u® € C*. Por otro lado, dada w € CPGC®
donde w = vMWv@vy®) con v € P, v? € C y v® € C°. Se sigue por la igualdad que
w e ,C(YS)

O

Lema 2.10. La descomposicion del lenguaje dada en el Lema [2.9 satisface las condiciones
del Teorema 2.5

Demostracién

= 0. Sean w!,...,w™ € G para alguna m € N. Consideremos
m—1

v™ 1 = ¢, entonces z == wv'w? - ™ D™ = ww?- . w™ e G C L.
M4s atin, G tiene la propiedad de especificacién periédica porque el punto * (w!---w™)™ € [z]
es un punto periédico con periodo |z|.

1 2

1. Consideremos t

2. Como |C¢| <1y |CP| =1 para cada n € N, en consecuencia

0=h(CPUC") <log(A) = higp (Xs).

Donde A es la tnica solucién positiva a la ecuacién 1 =3 oz~ "+,
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3. Sean M e Nyve G (M) con

v=0™ 0™10™1---10™1 0™ .
—~— ~~ o~

1

i vl wl

Como my ¢ S, elegimos p = min{n € N:m; +p € S}.

(a) Simgy €S, 7 =pyaque 0PT™10"10"21 --- 10" 10™21 € G.

(b) Simg ¢ S, sea ¢ =min{n € N: (n+my) € S}, luego 7 = max{p, ¢} + 1 y de esta
forma 0P*™10™ 10721 - - - 10" 109721 € G.

Por lo tanto Xg es intrinsecmante ergédico y la sucesién de medidas de probabilidad
converge a la unica medida de entropia maxima.

O

Teorema 2.11. [Climenhaga-Thompson 2012 [0, Teorema A]] Todo subshift factor de un
B—shift es intrinsecamente ergédico. Mas atn, la tinica medida de entropia maxima se car-
acteriza como el limite en la topologia débil* cuando n — oo de medidas caracteristicas
igualmente distribuidas en puntos periddicos de periodo a lo méas n, como en la Ecuacion

£2.

Al igual que como en el Teorema [2.8] este resultado es consecuencia del Teorema, [2.5]

En cuanto a los S—shifts, la descripcién de la descomposicion del lenguaje se hara
apoyandose de la representacién de la gréfica con etiquetado de los S—shifts [3]. Los pa-
sos a seguir para la construccién de esta grafica a la que denotaremos I'g, se hacen pensando
que la sucesién de Parry que caracteriza al S—shift no es eventualmente periddica. Sea
{vi }ien una sucesién de vértices.

1. Para cada ¢ € N dibujar una arista que va de v; a v;11 y etiquetar la arista con el valor
B; de la sucesion de Parry.

2. Si f; > 1 para cada j € {0,...,i — 1}, dibujar una arista de v; a v; con el valor que
tome j.

Una sucesion x € Sg si y sélo si ¢ describe una trayectoria infinita de aristas en la grafica,
que siempre empieza en vy [I1]. La ventaja de usar la representacién grafica del f—shift es que
permite tener una buena descripcion del lenguaje y con esto determinar una descomposcion
util.
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Figura 2.1: Una representacién de un S—shift

Lema 2.12. Sea 3 una sucesién de Parry que no es eventualmente peridédica. El lenguaje
estd dado por todos los caminos de longitud finita en I'g que inician en v;. La descomposicion
para L£(S3) es la siguiente:

cr = 0.
G = {nelg:tinr)=un}
C° = {r=p1...00:n>1}

Demostracién

La prueba de la primera parte del lema se puede consultar en [II]. Vamos a proceder a
probar que la descomposicién del lenguaje es cierta. Sea w € L (Ss) una palabra finita.
Iniciamos asumiendo que w no es la palabra que consta sélo de simbolos 0, en este caso
se trata de un camino de longitud finita que tinicamente visita al vértice v;. Como a w le
corresponde un camino 7 € I'g, sea j = maX1§i§|w|{z’ cw; # 0}. Entonces los dos caminos
W =w ... w; €Gyaquet(n) =v y 1@ =w;y; .. W)y = B1 ... Ba—j € CP. Por otro lado,
sea w € CPGC’. Entones el camino que representa a la palabra w en la gréfica I'g, consta de
dos caminos, uno que termina en el vértice v; y otro que inicia en el vértice vy y no regresa
a v1. El camino que representa a w cumple con la condiciéon de iniciar en vy, por lo tanto

we L (Sg)
O

El ntcleo estd conformado por las palabras cuyo camino correspondiente en I'g terminan
en v1. El conjunto de prefijos es vacio y el conjunto de sufijos son todas las palabras cuyo
camino correspondiente en I's nunca regresan a v;. Con esta descomposicién, cualquier
camino puede descomponerse en dos partes, la primera parte del camino termina en vy
seguida de un camino que no regresa a v.
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Lema 2.13. La descomposicién del lenguaje dada en el Lema [2.12] satisface las condiciones
del Teorema [2.7]

Demostracién

1. Observemos que para cada m € Ny w', ..., w™ € G tenemos lo siguiente

= whlw?? ™ ™ € L(Sp) .

Donde = € £(Ss) porque para cada ¢ € {1,...,m} se cumple que w\iwil < b; . Notemos
que v° = ¢ para toda i € {1,...,m — 1}. Se sigue que G tiene la propiedad de
especificacion. De hecho G tiene la propiedad de especificacion periédica con ¢t = 0
porque todos los ciclos que inician en v; pueden ser concatenados de manera arbitraria
y estos ciclos describen una érbita periddica.

2. Notemos que |C}| = 1 para cada n € Ny con esto h(CP UC*) = 0.

3. Sean M € Ny u! € G(M). Donde

G(M)={vw|veGweCl, |w <M}

Elegimos 7 como la longitud de un camino menor o igual que M que empiza en vy y le
toma 7 pasos volver a vy, con esto v'ulw! € G.

Hemos verificado que la descomposicion del lenguaje satisface las condiciones del Teorema
y por lo tanto existe una tinica medida de entropia méxima.

0
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Capitulo 3

Subshifts de densidad acotada

Los subshifts de densidad acotada fueron introducidos por Stanley en [23]. En el presente
capitulo estudiaremos las caracterizaciones para la propiedad de transitividad, los subshifts
de tipo finito y la propiedad de especificacién en el contexto de los subshifts de densidad
acotada. Al final del capitulo enunciamos dos preguntas que relacionan a esta familia de
subshifts con la ergodicidad intrinseca.

Definicién 3.1. Sea f : Ny — [0,00) una funcién. Definimos

Uy = {xEN%:(VpGNO)(WEZ) i xrgf(p)}. (3.1)

Asumimos que A =By (Vy) ={n e Ny: (Vm e N)n < f(m)}.

Proposicién 3.2. Los subshifts de densidad acotada son subshifts.
Demostraciéon

Sean x € Uy, y = o(x). Fijemos i € Z y p € N. Tenemos que

i+p—1 i+p i+p—1
DI SEE SRR )
r=i r=i+1 s=1

Esto implica que Wy es o-invariante. Para verificar que U es cerrado sea x ¢ W;. Entonces
existen p € N e i € Z tales que Y77 "z, > f(p). Siw = wpp 1y, @ € W)y y [w]; Ny = 0.
Por lo tanto ¥y es cerrado.

O

Ejemplo 3.1. Considere Xz el shift aureo del Ejemplo Sean f = (n+1)/2 y ¥y gen-
erada por f. Vamos a probar que Xz = ¥¢. Sean v € X y w una palabra que ocurre en x
con |w| = p. Notemos que el simbolo 1 aparece a lo més (p+1)/2 veces en w. Lo que implica
que ngfl z, < (p+1)/2 = f(p) para toda i € Z. Por lo tanto Xz C U;. Por otro lado,
recordando que el shift dureo tiene memoria 1, se verifica que si € ¥y, para toda ¢ € Z
z;x;11 € B donde B = {00,01,10}. Por lo tanto ¥y C Xr.
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Ejemplo 3.2. Considere Xg el shift par del ejemplo . El subshift Xg¢ no puede verse
como un subshift de densidad acotada puesto que 110 € £(Xg), mientras que 101 ¢ L(Xg).

En el Ejemplo [3.1}1a funcién f(n) = (n+ 1)/2 da origen al shift dureo. No obstante, es
posible considerar otras funciones g # f tales que ¥; = ¥,. Para restringir nuestra atencion
a una unica funcién definimos la relacién sobre el conjunto de funciones |0, oo)NO por f~g
si y s6lo si Wy = ¥,. Es sencillo mostrar que es una relacién de equivalencia. El siguiente
enunciado nos permite hallar una funciéon cuya imagen sea la minima en cada punto y que
ademas pertenezca a la clase de equivalencia.

Lema 3.3. Considere la clase de equivalencia de las funciones que generan al subshift de
densidad acotada ¥;. Entonces la funcién g definida por

g(m) :=min{f;(m): f; ~ f}. (3.2)

Pertenece a la clase de equivalencia de las funciones que generan al subshift de densidad
acotada Wy.

Demostracién

Notemos que min{ f;(m) : f; ~ f} siempre existe, ya que el infimo siempre serd un entero no
negativo. Luego para toda f; en la clase de equivalencia tenemos que para cada z € ¥y, para
toda p € Ny para toda i € Z, .57 2, < f;(p) s y sélo si S0, < 9(p). Esto implica
que z € ¥,. Anédlogamente, sea xV,. Para toda p € Ny para toda i € Z Zi:f_l x, < g(p) s
y sélo si Z:,if.*l x, < fj(p). En consecuencia x € Wy, para toda f; en la clase de equivalencia

de funciones que generan a V.

0
Definicién 3.4. Sea f € [0,00)"°. Definimos f por

J(m) :==min{g(m) : g ~ f}. (3.3)

A la funcién f la llamamos la funcion candnica para el shift W;.

Observemos que para cada m € N, la funcién f definida en la Ecuacién (3.3) cumple con
lo siguiente

|wl

f(m) = max Zwr tw € By (Yy). o (3.4)

r=1
La Ecuaciéon , se verifica al tener en cuenta que f es la funcién en la clase de equiva-
lencia de funciones que generan al subshift ¥, que alcanza el minimo en cada punto. Puesto
que la suma de los elementos de las palabras de longitud m a lo mas alcanzan el valor de
f(m), se cumple la igualdad.

18



Definicién 3.5. Sean z,y € AY. Escribimos # < y si para toda i € N se cumple que

7 A
PIEED IS
r=1 r=1

Para palabras en A™, escribimos u < v si para toda i < m se cumple que
p )
i i
YIS i
r=1 r=1

Lema 3.6. Sea ¥y un subshift de densidad acotada.
1. Stubv e L(Vy) ya<bcona,be A, entonces uav € L (¥y).
2. Siuv € L (V) entonces ulv € L (¥y).

Demostracién

1. Se sigue directamente de la desigualdad

|ul |v] |ul

ZuT+a+ZUT<ZuT+b+ZvT<f|u]—|—|v]+1) (3.5)

2. También se sigue directamente de la desigualdad

Jul |v] Jul |v]

ZUT+O+ZUT Zur+zvr<f|lt\+|v|) (3.6)

O

Lema 3.7. Sea ¥, un subshift de densidad acotada. Entonces, los siguientes enunciados son
equivalentes.

l.wel (\I/f)
2. %0 .w0™ € V.
3. Para toda v subpalabra de w, Zlfil v, < f(|v]).

Demostracién

1 =2 Como w € L(¥) entonces 0w0 € L (V). En general para toda n € N "0 w0" €
,C(\I/f), i.e. *0 .w0* \I’f.
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2 = 3 Sea v una subpalabra de w. Existen k,I € N tales que 1 < k <[ < n = |w|y
V] = Wk, V2 = Wk, - - -, Vpy| = w;. Entonces

I—k+1 I—k+1 ]
fv)=fl-k+1)= max{ > upiu€ B (\pf)} > w=)Y v. (37
r=1 r=1

r=1

3 = 1 Como la hipdtesis es vélida para toda subpalabra de w, al ser w una subpalabra de si
misma, se tiene Z‘;ﬂl w, < f(lw]), ie. we L(Py).

OJ

Definicién 3.8. Sea ¥, un subshift de densidad acotaday u € £ (V). Definimos de manera
inductiva una sucesion infinita hacia la derecha por

Ui =max{a € A: uﬁ[u]a e L(Vy)} (3.8)

. . = , . y
Para toda ¢ € Ny, luego definimos u := u. De manera analoga definimos una sucesion
infinita hacia la izquierda por

Wiy =max{a e A: aﬁ[iy_l]u € L(Vy)}. (3.9)

Para toda i € —Ny, luego definimos U= u. Seacla palabra vacia del lenguaje del subshift
de densidad acotada. Denotamos por Z ala sucesion caracteristica derecha de \Il;[

El siguiente ejemplo describe como la palabra vacia genera a la sucesion caracteristica
derecha para un subshift en especifico.

Ejemplo 3.3. Sean f = (n+1)/2 y ¥y el shift dureo.

1. Parai =0
71 =max{a € A: 5?[1,0@ eL(VUy)}=1

2. Parai =1
7y =max{a € A: 6?[1,1@ € L(Vy)}=0.

En general, si ¢ es par ?Hl = 1y si ¢ es impar ?i—i-l = 0, esto es T=¢c7 = (10)*.
Observemos que la sucesién anterior es la sucesién de Parry del Ejemplo [1.5]

Lo que sigue es ver cémo esta sucesion caracteristica derecha es el elemento maximo de
\If}r que denota al N—subshift de densidad acotada generado por f, pero para esto usaremos
el orden introducido en la Definicién B.5

La demostracion del siguiente lema puede revisarse en [23].

Lema 3.9. Sea ¥, un subshift de densidad acotada. Sean m € Ny w,v € B, (¥f) con
u < v. Entonces

1. u71 j ’071.
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2. ud <V,

Lema 3.10. Sea U un subshift de densidad acotada y v € £ (V). Entonces U es el ele-
mento maximo de [u] restringido a \If}r con respecto a <.

Demostracién

Sea x € [u] N \I/}r Probaremos por induccién sobre i € N que xp = Z[l,i}' Para la base
inductiva es cierto porque r; =< il, de hecho se cumple que xp; =< up, para toda i < |uf
por la defincién de U. Suponemos cierto xp; = TZ[M] para i > |u|. Entonces por el Lema

B 1.

Observemos que

—
(:c[l,,;])l = max {a cA: x[w?[m]a el (\Iff)} = max{a ceA:zpgacl (\Iff)} > Tigq.

Ademas
= = =
<u[1,i]>1 = max{a e A:upga € E(\I/f)} = Ujt1.
Entonces
= = =
i) = T (xm)l = U (U[u])l = U[1,i+1]-

Por lo tanto z < 0.

Corolario 3.11. ? es el elemento méximo de \I/j[

Lema 3.12. Sea ¥, un subshift de densidad acotada. Para toda i € N tenemos

fy=> %

Demostracién

Sea i € N. Como € es el elemento méximo de klf;f

f(0) :maX{Zwr cw € B; (\I/f)} = Z?”‘

r=1 r=1
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O

Hasta ahora hemos visto que la funcion canoénica evaluada en un punto m es justamente
el maximo de las sumas de los simbolos que forman las palabras de tamano m. El siguiente
teorema nos da una equivalencia para las funciones candnicas y a partir de dicho teorema,
seran estas tres condiciones las que usaremos para verificar que una funcion f es canodnica.

Teorema 3.13. [Stanley 2013 [23], Teorema 2.9]] Una funcién f es una funcién canénica para
un subshift de densidad acotada W; si y sélo si

1. f(0)=0.
2. Vm e Ny f(m+1) € f(m) + No.
3. Vm,n e N f(m+n) < f(m) + f(n).

Demostracién
Sea f : Ny — la funcién candénica de Wy.

L. f(0) = min{g(0) : g ~ f} = 0.

2. Sea m € Ny. Entonces

m—+1 m
Sm+1) =) "2, = + i € f(m) + N, (3.10)
r=1 r=1

Fomen) =3 5 =3 54> Zer < f(m) + f(n). (3.11)

r=1 r=1 r=1

Por otro lado, supongamos que f satisface (1), (2) y (3). Queremos probar que f(m) =
g(m) para toda m € Ny y vamos a proceder con un argumento inductivo. Primero f(0) =
0 = ¢(0) por la definicién de funcién canénica. Sea m € N y supongamos que f(p) = g(p)
para toda p < m. Por (2) existe a € Ny tal que f(m + 1) = f(m) + a. Mostraremos
que ?[17m]a € L(¥y). Mostraremos que ?[ijm}a € L(Vy) para cada ¢ € {1,...,m}. Sea
i€ {l,...,m}. Tenemos que

Z?Hra = Z?Hra— €,
= g(m)+a—g(i-1)
= fm)+a—f(i-1)
= flm+1) = fi-1)
= fm+i—i+1+1-1)— f(i —1)
< fE-D+fm—i+2)—-fi-1)
= f(m—i+2)
( .

I
—



Como las subapalabras de la forma ?[i,m}a son las subpalabras que no son faciles de

verificar que se encuentran en £ (V). Concluimos que ?[l,m]a € L(¥y). Como € es el

;. . = =
elemento méaximo de \II;E se sigue que €[1,ma = € [1m+1] Y

m m-+1
i(m)—l—azzzgr—i—agzgr:i(m—i—l).

flm+1) = f(m) +

a
Como f es una funcién canénica f(m + 1) < f(m +1).

(3.12)

(3.13)

O

El siguiente resultado nos ayuda a establecer una conexion entre los S—shifts y los sub-

shifts de densidad acotada.

Teorema 3.14. [Stanley 2013 [23], Teorema 2.10]] Una sucesién infinita x es la sucesién carac-
teristica derecha de un subshift de densidad acotada si y sélo si, para todam € N ¢"(x) < x.

Demostracién

Sea x la secuencia caracteristica derecha del subshift de densidad acotada Wy.

m,i € N. Probaremos que ) _, o(z), = >_'_, z,. Tenemos entonces

A %
o = Yo
r=1 r=1

m—+1 m
= Z[L’r — s
r=1 r=1
= f(i+m)— f(m) Lema .12

VAN

f(@)
= E;a:

f(@)+ f(m) — f(m)  Teorema[3.13] 3.

Sean

Conversamente, supongamos que se cumple 0™ (x) < z para toda m € N. Sea f :=
> x,. Probaremos que f es una funcién canénica para el subshift de densidad acotada

U, con alfabeto A = {0,...,z1} usando el Teorema m
1. Primero, f(0) = 0 por definicién de f.

2. Sea m € N. Entonces

m+1

f(m+1):Zxrzzxr+xm+1:f(m)+xm+lEf(m)+N0-
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3. Sean m,p € N. Entonces

m-+p
flm+p) = >
r:l .
= Z X, + Z X,
r=1 r=m-+1

< f(m)+ Zxr va que o™(x) = x.

r=1
= f(m)+ f(p).
Por lo tanto f es una funcién canodnica. Luego, tenemos lo siguiente

%

Y oap=f)=f) =) %, (3.15)

r=1 r=1

Para cada ¢ € N. Por ultimo, por el Lema concluimos que x = ?T.
O

El siguiente lema establece una conexién entre los subshifts de densidad acotada con los
B—shifts. Porque se trata de una propiedad que poseen las sucesiones de Parry.

Lema 3.15. Para dos funciones canoénicas f y g, se cumple que g = ?g sty sélo si \If;{ C \I!; :
Demostracién

Sean x € ¥y, 2 € Z y p € N. Tenemos que

it+p-1

Do m S fW) =3 F <Y E = ol),

r=1 r=1

iS]
S|

. . =
es decir = € \I’;. Para probar el converso del teorema usamos el Corolario [3.11 Como €,

;. = .
es el elemento méaximo de \If;’, entonces para todo € ¥F, x < €,. En particular tenemos
= =
g2 ey

O
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Es posible construir dos subshifts de densidad acotada que no son comparables el uno con
el otro.

Ejemplo 3.4. Elegimos £ ; = (20)° y £, = (210)™. Es sencillo verificar que 2 ; y £, 10 son
comparables de acuerdo a la Definicién Entonces podemos concluir que los subshifts de
densidad acotada no son totalmente ordenados, a diferencia de los f—shifts que si lo son.

Definicién 3.16. Sea f un funcién candnica. El limite gradiente esta dado por

lim M

n—oo n

La condicién (3) del Teorema implica que el limite gradiente es una sucesién subaditiva.
Usando el Lema de Fekete [25], Teorema 4.9] se concluye que el limite gradiente siempre existe.

3.1 Caracterizacién de transitividad para subshifts de
densidad acotada

Se sabe que para los sistemas simbdlicos mezclante implica transitivo. Para los subshifts de
densidad acotada estos dos conceptos son equivalentes y se tienen otras dos equivalencias
para transitividad relacionadas con algunas propiedades que satisface la funcién canonica.
Todo esto serd probado en el Teorema . Llamamos subshift de densidad acotada trivial
al subshift generado por la funcién f =0, i.e. Uy = {*0.0>}.

Definicién 3.17. Decimos que un conjunto R C Ny es sindético con constante sindética k
si para cada ¢ € Nj.

{i,...;i+k—=1}NR#0.

Teorema 3.18. [Stanley 2013 [23]] Sea U, un subshift de densidad acotada no trivial y f
una funcion canénica. Entonces los siguientes enunciados son equivalentes.

1. Wy es transitivo.
2. ¥y es mezclante.
3. f no esta acotado por arriba por una constante.

4. f(Np) es un conjunto sindético con constante sindética f(1).
Demostraciéon

1 =2 Sean u,v € L (V). Por hipétesis existe w € L (V) tal que uwv € L (¥f). Usando
N = |w| y el segundo inciso del Lema obtenemos que uw0™ € L (V¥y), de modo
que [w0"| > N y uw0™ € L(¥y), i.e. Uy es mezclante.

2 = 1 Es inmediato de las definiciones de mezclante y transitivo.
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1=14

4=3

3=1

Sea W transitivo no trivial. Como f(0) = 0y para toda m € Ny f(m+1) € f(m)+Ny
se cumple que f(Ng) € Np. Dado que 1 € L(¥y), sean u = 1y v = 1. Como ¥,
es topolégicamente transitivo, entonces existe wt) € £ (V) tal que TwM1 € L(T).
Sea (M) = 1w™M10*°. Como U, es transitivo, entonces para cada n € N definimos
la sucesién infinita derecha z(™ = 1w®M1w®1 ... 1w™10°. Como U, es compacto se
tiene que la sucesion (™ tiene una subsucesién convergente en \II;E Al ser € el elemento
maximo de \If}r, concluimos que Z tiene una cantidad infinita de elementos distintos
de 0. Para cada m € N, existe una subpalabra inicial ?[Lp] tal que > F_, :&?T <my
S, > m. Ademas ¢, < f(1). Esto implica que S*_ 2, € {m,...,m + f(1)}.

Para concluir usamos el Lema para probar que f(Np) es un conjunto sindético con
constante sindética f(1).

Se cumple para toda i € Ny que {i,...,i+ f(1) =1} N f (Np), es decir no existe M € N
tal que f(m) < M para toda m € Ny.

Sean u,v € L (V). Como f no estd acotada por arriba por una constante, existe
m € N tal que

Jul ]

fm) =) "+ o (3.16)

Como f es no decreciente, a la Ecuacién (3.16) se le pueden sumar m ceros, de esto se
tiene que u0™w € L (Vy).

O

3.2 Caracterizacion de los subshifts de tipo finito de

densidad acotada

Como ya vimos en el Capitulo 1, los shifts de tipo finito fueron definidos en términos de
palabras prohibidas. En el caso de los subshifts de densidad acotada, vamos a estudiar
unas equivalencias de la propiedad de tipo finito en términos del limite gradiente y otras
caracteristicas de la funcién canodnica.

Definicién 3.19. Una funcién candnica f se dice mazimalmente extendida si existe una
q € Ny tal que para cada n > ¢

f(n)=min{f(k)+ f(n—Fk) : ke {l,...,n—1}}. (3.17)

Lema 3.20. Sea f una funcién canénica. Sean ¢ € N y ¢ definida por

f(m) si m<gq

g(m) =
min{f(k) + f(m—k): k€ {0,...,m}} si m>gq.
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Entonces g es una funcién canodnica.
Demostracion

Nos apoyaremos del Teorema [3.13| para probar que g es candnica.

L. g(0) = f(0) =0, ya que 0 < g.

2. Probaremos que para toda m € Ny, g(m + 1) € g(m) + Ny. Primero observemos que
g (Ng) € Ny porque para valores menores o iguales que ¢, g toma el valor de f y para
valores mayores que ¢ es el minimo de una suma de dos valores de f. Entonces vamos
a enfocarnos en probar que g(m) < g(m + 1) para m > ¢ y procedemos por casos.

Caso 1: Supongamos que m = q. Para cada k < ¢ dado que f es candnica, el Teorema
3.13[ (2)(3) implica que

fle) < flg+1)=flg+1—k+k) < f(k)+ flg—k+1). (3.18)

Si k = 1, del Teorema [3.13] (1)(2) tenemos que

flg) < flg+1)=flg+1)+0=f(k)+ flg—k+1). (3.19)

Tenemos entonces

f(@) <min{f(k)+ fl¢+1—k): ke {0,...,¢+1}}. (3.20)
En conclusion, g(q) < g(qg+1).

Caso 2: Supongamos que m = q.

min{ f(k) + f(m — k) : k € {0,...,m}}
min{f(k) + f(m+1—k): k€ {0,...,m}}
min{f(k) + f(m+1—k): ke€{0,....,m+1}}
g(m +1).

g(m)

IN

3. Para probar que g(m + p) < g(m) + g(p) para toda m,p € N también hacemos una
prueba por casos.

Caso 1: Supongamos que m + p < q. Es inmediato de

gm+p) = f(m+p) < f(m)+ f(p) =g(m) + g(p).

Caso 2: Supongamos que m + p > q. Vamos a considerar los siguientes subcasos
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Subcaso 1: Supongamos que m,p < q. Notemos que

gm+p) = min{f())+ f(m+p—1):1€{0,...,m+1}}
< f(m)+ f(p)
= g(m)+g(p).
Subcaso 2: Supongamos que m < gy p > ¢. Para toda k € {0,...,p} tenemos que

gim+p) = min{f()+ f(m+p—1):1€{0,...,m+ p}}
< fm)+ flp+ (k—k))
< flm)+ f(k)+ f(p— k)
< f(m)+min{f(k) + f(p— k) : k €{0,...,p}}

f(m) + g(p).

La demostracon es la misma cuando m > qy p <q.

Subcaso 3: Supongamos que m,p > ¢q. Sean j € {0,...,m} y k € {0,...,p}. Tenemos
entonces

gim+p) = min{f()+ f(m+p—1):1€{0,....,m+p}}
f(m) + f(p)

Flm+ (G — )+ fp+ (b= B))

1G) + Fon— )+ () + 1o — b)

min£(j) + f(m )+ j € {0,...,m}}
+min{f(k)+ f(p—k): k€ {0,...,p}}
g(m) + g(p).

IA

VANRVAN

O

El siguiente lema nos permite tener un criterio para determinar cuando dos conjuntos
de palabras de tamano n son iguales, para dos funciones candnicas de subshifts de densidad
acotada.

Lema 3.21. Sean n € Ny, f y g funciones candnicas. Entonces B, (V;) = B, (¥,) si y sélo
si f(m) = g(m) para toda m < n.

Demostracién

Sean n € Ny y w € B, (¥y). Entonces > "  w, < f(n) = g(n). En consecuencia w €
B, (¥,). Andlogamente si u € B,, (¥,) entonces y ._, u, < g(n) = f(n). Lo que implica que
u € B, (V). En conclusién B, (V) = B, (V,). Para probar el converso sea w € B, (Uy).
Por el Lema se cumple que para toda u subpalabra de w, ervz‘l u. < f(Jv|), i.e. para
toda m <n Y. u, < f(m). Por hipétesis w € B, (¥,), aplicando nuevamente el Lema
obtenemos Y ", u, < g(m). Como f y g son funciones canénicas g(m) = f(m).
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O

Teorema 3.22. [Stanley 2013 [23], Teorema 4.3]] Sean ¥, un subshift de densidad acotada
y f una funcién canoénica. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. Wy es de tipo finito.

2. f es una funcién maximalmente extendida.

3. min{f(m)/m : m € N} existe.

4. Existe p € N tal que para toda m € N, se cumple que f(mp) = mf(p).

5. Existen N € Ny y p € N tal que para toda n > N, se cumple que f(m + p) =
f(m+p+ N).

Demostracién

1 = 2 Supongamos que Wy un shift de tipo finito de memoria M — 1. Definimos g por

o f(m) sim<M
glm) = {min{f(k)—i—f(m—k):kE{O,...,m}} sim > M. (3:21)

Si k < m entonces f(m) < f(k)+ f(m — k), asi que la desigualdad

f(m) <min{f(k) + f(m —k) : k€ {0,...,m}} = g(m)

es valida para m > M. Por definicién de g, f(m) < g(m) para m < M. Esto implica
que f < g. La funcién g definida en la Ecuacién (3.21)) es una funcién canénica por
el Lema [3.20l Sea z € V.. Para toda i € Z la palabra xj;1y-1) € £(¥,). Por
el Lema [3.21] se tiene que By (Vy) = By (¥,), esto implica que para toda i € Z,

(Wy). Como Wy es un subshift de tipo finito, x € ¥y, i.e. ¥, C V. Por

Tliipnm—1) € L
el Lema ?g = ?f y del Lema m, para cada m € Ny

gm) =Y Z, <> F; = f(m). (3.22)

Por lo tanto f = m.

2 = 3 Como existe ¢ € Ny tal que para toda m > ¢

f(m) =min{f(k) + f(m —k) : ke {l,...,m—1}}. (3.23)

Elegimos p < ¢q tal que
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3=4

f) _ min{m < q}. (3.24)

Donde p no necesariamente es unica, ahora resta probar que para toda m € N

m
fe) _ fm) (3.25)

D m
Por la eleccién de p la Desigualdad (3.25) se cumple para m < ¢g. Supongamos que
se cumple para m > ¢q. Sea k € {1,...,m}. Como k,(m+1—k) € {1,...,m} las

desigualdades
k +1—k
f(p) Si( ) v I(p) gi( ) (3.26)
P k P m+1—k
se verifican por hipotesis de induccion. Entonces
kf(p) + (m+1—k)f(p) <pf(k)+pflm+1—k) (3.27)
y
(m+1)f(p) <pmin{f(p)+ f(m+1—k): ke{l,...m,}}. (3.28)
Ya que k fue elegida de manera arbitraria y por la Ecuacion [3.23
(m+1)f(p) < pf(m+1). (3.29)
Asi que
m+ 1
1) _ fm+ ) 530,
P m+1
Por lo tanto f(p)/p = min{f(m)/m : m € N}
Sea
m
_f_(p) = min {—f—( ) im € N} ) (3.31)
P m
Si m € N se cumple que % < igp), entonces mf(p) < f(mp). Para n = 2, del

Teorema [B3.13] tenemos

f@2p) = flp+p) <2f(p) (3.32)

Suponemos cierto f (3°1_; p) < nf(p). Entonces

! (Zp> =f (Zp+p) <f (Zp) +£(p) <nf(p)+[f(p) = (n+1)f(p). (3.33)

Hemos verificado que f(mp) < mf(p), lo cual completa la prueba para esta implicacion.
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4 = 5 Supongamos que para toda N € Ny y para toda p € N, existe m > N tal que f(m+p) #
f(m)+ f(p). Sea p € N. Por nuestra suposicién inicial el conjunto {m € N : f(m+p) #

f(m) + f(p)} es infinito, por lo cual existe i € {1,...,p} tal que el siguiente conjunto
es infinito

R={mepNo+i: f(m+p)#[f(m)+[(p)}

Como f es candnica y del Teorema m (3) tenemos lo siguiente

R = {mepNo+i: f(m+p) <
{mepNy+i: f(m+p) <

Posteriormente vamos a usar induccion sobre k € Ny para demostrar que
fU+kp) < f(@) +Ekf(p) —|RO{L,...,i+ kp—1}]. (3.34)
Para k=0, f(0) < f(0) — |[RN{1,...,i — 1} = f(0). Suponemos vélido

Jli+kp) < f(i) +kf(p) — [RN{L,....i+kp—1}],
para alguna k € Ny. Luego

f@)+k+1)f(p) —IRN{i,...,i+(k+1)p—1}]
= f@)+kf(p)—|R{1,....i+kp—1}+ f(p) — |[RO{i+kp,...,i+ (k+1)p— 1}
fli+kp)+ f(p) si i+kpé¢R

>
{i(i+kp)+i(p)1 si i+kpeR
> i(i+(k+1)p).

Para la tltima desigualdad se usa el Teorema [3.13] (3) o la definicién de R respectiva-

mente. Es asi como se concluye la prueba por induccion. Como R es infinito, existe
m € Ny tal que

IRO{L,....i+mp—1} =pf(1)+1 (3.35)
En consecuencia, por la Desigualdad (3.34])

fli+mp) < f(i) +mf(p) —pf(1). (3.36)

Entonces f(i) < pf(1), de donde obtenemos f(i +mp) < mf(p) — 1, lo que da como
resultado f(mp) < mf(p)—1. Por iltimo, dado que f es no decreciente f(mp) < mf(p).
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5 =1 Supongamos que existen N € Ny y p € N tal que para toda m > N, se satisface
f(m+p) = f(m)+ f(p). Sea X el shift de tipo finito que permite palabras de tamafo

(N +p). Sea z € ¥y, para toda ¢ € Z y para toda ¢ € N ng_lxr < f(q). Esto
implica que en particular, si ¢ = N 4 p entonces fo;‘fl z, < f(q) = f(N +p). Por lo
tanto r € X.

Para demostrar la otra contencién sean x € X, 7 € Z y q € N. Entonces Zi“_l T, <

f(q) para ¢ < N +p, ya que Tj;;14-1) es subpalabra de iy nyp-1) € BNH,_(\I!f). Si
q > N+p, q puede escribirse como g = ap+ N +b para algunaa € Ny b € {0,...,p—1}.
Entonces

i+q—1 a—1 [i+cp+p—1 i+q—1
g T, = E E T, | + E X,
r=1

Con esto x € ¥y, por lo tanto ¥, es un shift de tipo finito.

Lema 3.23. Todo subshift de densidad acotada de tipo finito es transitivo.
Demostracion

Empezamos asumiendo que el subshift de densidad acotada no es el trivial. Usando la
definicién alternativa de shifts de tipo finito 010" 7! € £ (¥;) para cada p > 1, se sigue
que (10"1)™ € £ (V) para cadam € N, i.e. f no estd acotada por arriba por una constante,
del Teorema, se sigue que ¥ es transitivo.

O

3.3 Caracterizacion de los subshifts de densidad aco-
tada con especificacion

Teorema 3.24. [Stanley 2013 [23], Teorema 5.1]] Sean ¥, un subshift de densidad acotada
y f una funcién canodnica, sea M € N. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. WUy tiene la propiedad de especificacién con constante de especificacion M.
2. Para cualesquiera m y p € Ny, se cumple que f(m +p) < f(m+p+ M).

3. OM es una palabra intrinsecamente sincronizada.
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Demostracién

1) = 3) Sean u,v € L (V) con u0M, 0Mv € L£(¥;). Por hipdtesis existe w € By (¥y) tal
que vwv € L(Vy). Por el Lema (2), u0Mv € L(Uy), i.e. 0M es una palabra
intrinsecamente sincronizada.

3) = 2) Sean m,p € N. Como §[_m,_1]OM, OM?[LP] € L(Uy), por lo que x := fg[_m,_l}OM?[I,p] €
L (V). Entonces tenemos

-1 D m+p+M
fm)+fo) =Y E 4> Er= Y w < flm+p+M).  (3.37)

2) = 1) Sean u,v € L (¥;) y z = u0Mv. Tenemos entonces

|ul+[v|+M |u v
< f(ul) + f(lu])
= [f(lul+ o] + M)
= f(=]).

Puesto que x € £ (), toda subpalabra de x también pertenece al lenguaje, de esto
U tiene la propiedad de especificacién con constante de especificacion M.

O

3.3.1 Preguntas

Puesto que no todos los subshifts de densidad acotada tienen especificacion. En el estudio
de la caracterizacion para la transitividad de los subshifts de densidad acotada, una cuestién
importante es la siguiente.

Pregunta 3.25. [Stanley 2012 [23]] ; Todos los subshifts de densidad acotada transitivos son
intrinsecamente ergodicos?

Pregunta 3.26. ;Es cierto que todo subshift de densidad acotada topolégicamente transi-
tivo satisface el criterio de Climenhaga-Thompson?

Por el momento no daremos respuesta a la Pregunta [3.25 Sin embargo, la relacién con
el tema principal de esta tesis supone un tema de investigacion para el futuro. Notemos que
si la respuesta a la Pregunta |3.26| es verdadera, esta implicaria una respuesta positiva a la
Pregunta [3.25]
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Capitulo 4

Subshifts de densidad acotada en dos
dimensiones

Hemos estudiado hasta ahora unas propiedades que ya estan caracterizadas para subshifts
de densidad acotada. Tales como transitividad topoldgica, tipo finito y especificacion. En
este tltimo capitulo abordaremos los subshifts de densidad acotada en dos dimensiones con
una perspectiva menos profunda que en el anterior, no sin antes ver algunas definiciones para
Z2-subshifts.

4.1 72 Subshifts

Consideramos nuevamente .4 un alfabeto finito. El Z? shift completo es el conjunto A% La
métrica para este espacio esta definida por

0 siz =y

d(z,y) =< 1 ) 2

5 six#yyk=max{a € [k k|" 2, =y,}

La idea detras de esta métrica no es muy diferente a la idea para el caso de Z—subshifts.

En el caso del Z?—shift completo estamos comparando cuadrados en ambas configuraciones
y viendo hasta dénde tienen los mismos simbolos.

Definimos dos transformaciones en A% de la siguiente forma:

(4.1)

o, AY — A%
Ty

Donde yj; ;) = 2[; j—1]- De manera andloga

2 2
ot AF — AZ

=Yy

Donde y[m} = x[i—l,j]'
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Ambas son continuas con respecto a la métrica definida en la Ecuacién (4.1) [I4]. Maés

atn, definir las dos funciones es equivalente a la definicién clésica de una accién de grupo de
2
Z* en A% [1).

Definicién 4.1. Un Z2—subshift sobre el alfabeto A es un conjunto X C A% que satisface
las siguientes propiedades:

1. X es invariante bajo o, y o, estoes 0, (X) C X y o, (X) C X.

2. X es cerrado en la topologia producto de A%

Una configuracion wu sobre el alfabeto A es cualquier funciéon de un subconjunto S no
vacio de Z? a A. Al conjunto S lo llamamos la forma de u. Para cualquier configuracién
u con forma Sy para algin T C S denotamos por u|r la restriccién de u a T, esto es una
subconfiguracion de u para el conjunto 7.

Definicién 4.2. Un Z? shift de tipo finito X es definido prohibiendo una coleccién finita de
configuraciones F. Entonces

X = <AZd>F = {[L‘ e A” : z|g ¢ F para todos los subconjuntos S C Z? finitos } . (4.2)

Naturalmente, los Z? shifts de tipo finito son Z2—subshifts, la prueba es bastante similar
al caso de una dimensién [12].

Ejemplo 4.1. El hard-square model o modelo de cuadrados duros, es el shift de tipo finito
que viene de prohibir la aparicion de dos simbolos 1 tanto de manera horizontal como vertical
ie. F = {[11] , H] } Un elemento tipico del modelo de cuadrados duros es el siguiente

001010
1 00100
010001
100100

El modelo de cuadrados duros es importante en fisica estadistica, como un modelo simple
de un gas cuyas particulas tienen un tamano no despreciable [24]. También aparece en
problemas de almacenamiento de datos [13].
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Ejemplo 4.2. El modelo Read/Write Isolated Memory estd dado por F = {11,1,, 1}

Un punto z € (AZQ> se ve de la siguiente forma
_F

010001
000100
010101
010000

A diferencia del Ejemplo [4.1) en este ejemplo si se admiten dos simbolos 1 de forma
vertical.

4.2 72 Subshifts de densidad acotada

Una motivacién para estudiar Z2—subshifts de densidad acotada, es saber si existe una carac-
terizacién para los Z2— subshifts de tipo finito, como en el caso de los subshifts de densidad
acotada unidimensionales. Aunque empezar con un ejemplo nos hara saber que esta clase de
subshifts es no vacia.

Definicién 4.3. Sea f : N2 — [0, 00), definimos

i+p—1j+q—1
2 ..
by = {a: ENY (VpgeN) (Vi j€Z) Y > < f(p,q)}.

r=t s=j
Estos son los subshifts de densidad acotada en dos dimensiones.
Ejemplo 4.3. El modelo de cuadrados duros puede verse como un subshift de densidad

acotada con la funcion f(m,n) = n(m +1)/2. Observemos de nuevo una configuracion para
este subshift.

—_ o = o -
O~ O -
cocoo -
—_ o = o -
o O = -
—_ o = o -

Para el caso de una dimensién no puede haber mas de (m + 1)/2 simbolos 1, por lo tanto
es natural pensar que el rectdngulo [m,n|? no puede tener més de n(m+ 1)/2 simbolos 1. Es
de esta forma como se respetan las restricciones dadas en el Ejemplo
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No se conoce el valor exacto para la entropia topoldgica del modelo de cuadrados duros, en
[20] se combinan técnicas de teoria ergédica y métodos de teoria de percolacién e interaccién
de particulas para hacer una aproximacién de este valor (mds que una aproximacién son
algoritmos efectivos), donde sacan ventaja de lo menos complicado que resulta calcular la
entropia topoldgica para una dimensién. Usando la teoria y los resultados de [24] se puede ver
que el modelo de cuadrados duros (en dos dimensiones) tiene una tinica de entropia maximal,
donde usan fuertemente conceptos de teoria de percolacién.
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