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INTRODUCCION

Los sistemas que presentan dinamica hipercaoética han atraido la atencion de
cientificos e ingenieros, debido a la variedad de aplicaciones en las cuales pueden
utilizarse [1], de hecho estos sistemas han sido de interés desde el origen del
sistema hipercaotico de Rossler [2]. Un sistema dinamico que presenta dinamica
caodtica no tiene mas de un exponente de Lyapunov positivo, sin embargo un
sistema hipercaotico posee al menos dos exponentes de Lyapunov positivos [2],
que se refleja en su dinamica mas compleja, y sus abundantes comportamientos
que hacen su implementacion sea util para diferentes aplicaciones incluyendo
algoritmos de cifrado [3], algoritmos de busqueda [4], comunicaciones seguras [5],
etc. Ademas, los sistemas hipercaéticos han sido utiles en aplicaciones de laseres
[6] y comunicaciones opticas [7] debido a sus altas caracteristicas de seguridad,
capacidad y eficiencia, entre otras.

La teoria del calculo diferencial fraccional tuvo sus inicios en el siglo XVII, pero
en los ultimos 10 anos se ha aplicado en problemas de fisica e ingenieria [8]. Se
encontré que en muchos sistemas interdisciplinarios podrian describirse mediante
las ecuaciones diferenciales fraccionarias, tales como los sistemas viscoelasticos
[9], polarizacion dieléctrica [10], polarizacion electrodo-electrolito [11], ondas
electromagnéticas [12], etc. Recientemente, la investigacion se ha centrado en la
dinamica y el control de los sistemas dinamicos de orden fraccional para ciertas
aplicaciones [13].

Existen diferencias esenciales entre los sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias (ODE) y los sistemas diferenciales de orden fraccional. La mayoria de
las propiedades de los sistemas ODE no pueden extenderse a los de los sistemas

diferenciales de orden fraccional. Aunado a lo anterior, los sistemas de orden
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fraccional han captado cada vez mas la atencion de las personas, debido a que
estos sistemas también pueden llegar a presentar dinamica caoética [14].

Por otra parte, con la finalidad de caracterizar tales sistemas se hace énfasis
en los estados de los sistemas dinamicos, los cuales se representan como series
temporales (ST), las cuales ofrecen informacion util para el analisis e interpretacion
del sistema que las generdo. A pesar de que existen una gran variedad de
herramientas matematicas para analizar las ST, la transformada wavelet (TW) ha
resultado ser una herramienta muy apropiada para analizarlas y procesarlas [15].

La TW se ha desarrollado para estudiar una clase mas grande de fenémenos
tales como procesado de imagenes, compresion de datos, caos, fractales, entre
otros. A diferencia de la transformada de Fourier, las funciones base de la TW
tienen la caracteristica de localizacion en el tiempo (o espacio) y en frecuencia. De
hecho, se puede decir que la TW trabaja como un microscopio matematico en partes
especificas de la senal para extraer escructuras locales y sigularidades [15], ademas
la TW se puede utilizar para auxiliar en la caracterizacion de sefales estacionarias
y/0 no-estacionarias. Debido a lo anterior, la TW resulta ser una herramienta
que puede ayudar en el analisis o a describir la dinamica que presentan las ST
provenientes de sistemas dinamicos que presentan dinamica caética o hipercactica.

El objetivo de esta tesis es el estudio y analisis de las series temporales que
provienen de sistemas que presentan dinamica caética o hipercaoética. En particular
se realizo el analisis de energia y el de escala en términos de la TW. El analisis de
energia auxilia en conocer la distribuciéon de la energia en los diferentes niveles
de descomposicion. El analisis de escala se fundamenta en el comportamiento
de la varianza de los coeficientes wavelet para senales de caracter auto-similar,
o bien de senales que presentan caracteristicas no-estacionarias. Con base a lo
anterior, se contempla establecer una caracterizacion de los sistemas analizados y
por ende auxiliar en la seleccion de tales sistemas para las respectivas aplicaciones.
Ademas, uno de los principales motivos para realizar este trabajo se debio a que
en [16] presentaron un comportamiento del tipo fractal en el cuarto estado del
sistema hipercaotico de Chen, tal situacion no se habia observado en sistemas
que presentan dinamica cadtica. Por lo que resulta de interés poder establecer que
tipo de sistemas con dinamica caética o hipercaética presentan comportamientos

similares, o bien difieren de ellos.

2 UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN LuIs PoTosi
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INTRODUCCION

La estructura del presente trabajo es la siguiente: en el capitulo 2 se presenta
un esquema de la transformada wavelet en su forma continua y version discreta
en funcion del analisis multi-resolucion. En el capitulo 3 se presentan y describen
los sistemas de Chen, Chua, Lorenz y Rdssler en sus versiones cadtica, caoética
fraccional e hipercadtica que se emplearon para su simulacion numeérica. Mientras
que en el capitulo 4 se muestra el analisis de energia para conocer la distribucion de
energia en los diferentes niveles de descomposicion, y por ende tener informacion
adicional de las series temporales a analizar. En el capitulo 5 se muestra el analisis
y su posterior caracterizacion de las ST generadas; en estos dos ultimos capitulos
se puede observar la flexibilidad y utilidad de la TW al realizar el analisis de
energia y de escala basado en wavelets. Tales analisis auxilian a diferenciar el
comportamiento que presentan las series temporales. Ademas, en el capitulo 6 se
presentan las diversas conclusiones a las cuales se llegaron a partir del analisis de
energia y de escala en funcion de la transformada wavelet. Finalmente, se tiene el
apéndice A que explica de una forma mas detallada la teoria del calculo fraccional
y el apéndice B explica la forma de calcular los exponentes de Lyapunov, y el
procedimiento para obtener la dimension fractal en funciéon de los exponentes de

Lyapunov.

3 UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN Luis PoTosi
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TRANSFORMADA WAVELET

En este capitulo se describe la notacion matematica y definiciones que
se requieren para representar la principal herramienta de este trabajo, la
Transformada wavelet (TW). La TW es una herramienta matematica que en los
ultimos anos ha tenido un gran auge e impacto en el area del procesamiento digital
de senales, ya que ha demostrado ser muy ttil y flexible en el analisis de senales

no lineales y no estacionarias.

2.1 Preliminares matematicos

Como es usual, denotaremos por R al conjunto de los numeros reales y por Z
al conjunto de los numeros enteros. Una senal f evaluada en el tiempo continuo
se denota como f(¢), donde ¢ es un numero real. De manera similar, para el
caso discreto, la funciéon f evaluada en un nuimero entero (n € Z), sera denotada
como f[n]. Por lo que llamaremos a f(¢) y a f[n] funciones continua y discreta,
respectivamente.

Por otro lado consideramos el espacio vectorial L?(R) formado por las funciones
f:R — R tales que f - |f(t)[2dt < oo, esto es, el espacio de las funciones reales, de
variable real, que son ;:oliadrado integrables. Estas funciones también son conocidas
como funciones de energia finita.

En L?(R) se puede definir un producto interior, en este caso consideramos el
producto de las funciones f,g € L?>(R) dado por (f,g) = [Oof(t)g(t)dt. De manera
natural, este producto interior induce una norma en el ooespacio L*(R) dada por
711 = 1£, M2

Al considerar el espacio L?(R) con la norma ||-||, vemos que L?(R) es un espacio
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de Hilbert. Al ser L?(R) un espacio vectorial, podemos hablar de una de sus bases,
esta puede ser ortogonal u ortonormal al considerar el producto interior definido.
Dado lo anterior, si tenemos que {¢;} es una base de L?(R), cualquier funcién

f € L*(R) se puede expresar como

f=> aper

para algunos coeficientes ay.

2.2 Transformada wavelet

En algunas ocasiones es necesario utilizar algunas transformaciones para
poder hacer un mejor analisis de informacion, en la actualidad existen varias
trasnformaciones de uso comun, por ejemplo, la transformada de Fourier, la
transformada de Laplace, la transformada wavelet. En este trabajo nos enfocamos
al uso de la ultima.

La transformada wavelet es muy usada en el anadlisis de senales al ser
consideradas como series de tiempo. A continuacion la describimos.

Consideremos una funcién fija (t) € L?(R). Una funcién ¢ (t) se dice que es una

o

funcion wavelet si su transformada de Fourier ¢ (w) = / Y(t)e ™' dt, satisface

0o |70 2
C’/’:fo WD 4, < oo, 2.1)

jwl

La ecuacion (2.1) es llamada condicion de admisibilidad, esto implica que la integral

de la funcién wavelet debe de ser igual a cero:

[ vt =50) = o, 2.2)

esto significa que la funcion wavelet ¢ (t) debe de ser de caracter oscilatorio, es
decir, la funcion ¢ (t) debe ser una especie de onda.
También es posible definir, mediante escalamientos y traslaciones, una familia

de funciones wavelet v, ;(t) dadas por:

1 t—-b
t)y=—uv|—]), 2.3
0 ﬁw( =) 2.3)
5 UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN Luis PoTosi

FACULTAD DE CIENCIAS-IICO



TRANSFORMADA WAVELET

donde b € R es un parametro de traslacion, mientras que a > 0 es un parametro de
escalamiento. El factor 1/\/a es la constante de normalizacion que se usa para que
la energia de la senal se preserve para cada uno de los valores de escala a.

Dada una funcién z(t) € L?(R) se define su transformada wavelet continua (TWC)

Ccomao.

Walab) = (o, as) = [ a(O)ap(t)dt, 2.4

donde (-,-) es el producto interior en L?(R).

En los estudios de muchos fenémenos se tiene que hacer una representacion de
ellos con s6lo un numero finito de valores, esto hace necesario tener una version
discreta de la TWC (2.4).

Para el estudio de algunos fenémenos se usa un conjunto de funciones wavelet
que foman una base ortogonal de L?(R). Por ejemplo, podemos considerar la base
ortonormal wavelet {t,, ,(t) = 2™/%(2™t - n)};m.n donde m y n son conocidos como
los indices de dilatacién y traslacion, respectivamente. Asi, cada sefal z(t) € L*(R),

de energia finita, se puede expresar, en términos de esta base, como
.’L’(t) = Z Z dm,nwa,b(t)a (25)
m n
donde los coeficientes estan dados por

i = f ()b (t)dt. 2.6)

Con el objetivo de poder calcular (2.5), Mallat [15], desarrollé un método basado
en el analisis multi-resolucion (AMR). Este provée un método general para la
construccion de la base ortogonal wavelet y da pauta para la implementacion de
la transformada rapida wavelet (TRW). Este algoritmo relaciona los coeficientes
wavelet y los bancos de filtros. En la descomposicion de una senal X se considera
una descomposicion sucesiva en series de aproximaciones y detalles, donde a
la funcion wavelet ¢(t) se le asocia una funciéon de escala ¢(t), asi como los
coeficientes de escala, a,,, [15]. Considerando lo anterior, lo coeficientes de escala
m pueden ser calculados a partir de los coeficientes de escala del nivel m + 1 usando

las expresiones

A = Z h[l = 2n]am+1,, 2.7
l

dm,l = Zg[l - 2n]am+1,l7 (28)
l

6 UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN Luis PoTosi
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TRANSFORMADA WAVELET

donde h[n] y g[n] son llamados filtros pasa-bajas y pasa-altas, respectivamente.
Las ecuaciones (2.7) y (2.8) representan la TWR para calcular (2.6). En si, los
coeficientes a,,, y dm, corresponden a la operacion de la convolucion de a1
con los filtros h[n]y g[n], siguiéndole la operacién de submuestreo por un factor de
2. De forma inversa, para la reconstruccion de los coeficientes de escala a;+1,,, S€

considera
Amsln = Z(h[2l — ]+ g[2l - nl]dm.i), (2.9)
l

es decir, una combinacion lineal de los coeficientes de escala y wavelet en el nivel
previo. Lo anterior se puede ver como el resultado de aplicar la operacion de
convolucion discreta en medio de sefiales no muestreadas a,,; y los filtros h[n] y
g[n].

En la figura 2.1, se muestra un banco de filtros en el que se ilustran tres niveles
de transformacion wavelet, los cuales corresponden al aplicar las ecuaciones (2.7)
y (2.8).

h (21—
a@_> +
— 82—

Y
=

X[N] O——=

— )

Figura 2.1: Estructura de tres niveles de la transformada wavelet como banco de filtros.

Cabe mencionar que el numero de niveles en el algoritmo multi-resolucion
depende de la longitud de la senal. Cualquier secuencia de energia finita con
2M muestras se puede descomponer en M + 1 niveles, donde al inicio se toma
la secuencia ay.1, = X = z[1],2[2],...,2[N], cuya longitud es N = 2. La primer

aplicacion de (2.7) y (2.8) definen el primer nivel de la TWR de X y en la

7 UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN Luis PoTosi
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TRANSFORMADA WAVELET

descomposicion se van considerando los coeficientes de escala en un nivel inferior.
Iterando M veces, las expresiones (2.8) y (2.7), la senal transformada consiste en
un conjunto de coeficientes wavelet para los valores de escalamiento m =1,..., M
y los coeficientes de escala en el nivel M. De manera general, los coeficientes de
escala capturan la tendencia, mientras que los coeficientes wavelet mantienen el
patron de las fluctuaciones de los datos.

Otra forma de bosquejar la descomposicion wavelet usando el AMR se puede
observar en la figura 2.2. En este caso se considera una secuencia de subespacios
cerrados anidados que satisfacen ciertas propiedades, en los cuales los espacios V}
permiten representar la informacion promedio de la senial (mediante la funcioén de
escala), mientras que en los espacios W; proporcionan el resto de la informacion

(los detalles, mediante la funcion wavelet).

x[N]

Ve
Vi) \ W
/ \

Figura 2.2: Representacion de la descomposicion de una secuencia z[n] € V; como una

version de promedios y detalles.

Una propiedad importante es que la energia total de la senal puede ser expresada
como una relacion de Parseval en términos de wavelets [17], es decir,
N , N , M N )
> l2[n]l? = Y laral? + 32 X ldmal?, (2.10)
n=1 n=1 m=1n=1

donde la energia de la senal puede ser calculada en términos de los diferentes
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niveles de resolucion correspondiente a la sefal transformada.

2.2.1 Analisis de escala

De acuerdo a [18], el espectro de potencia P(w) para procesos aleatorios
auto-similares, que corresponde a la transformada de Fourier de la funcién de

autocorrelacion, presenta el siguiente comportamiento:
P(w) ~w[7, (2.11)

donde w corresponde a la frecuencia angular y 5 es el parametro espectral. De
hecho, el exponente [ se relaciona con los procesos aleatorios auto-similares
estadisticamente denominados procesos 1/f mediante la expresion 5 = 2H +1, donde
H es denominado como parametro de auto-similaridad [18]. Aun mas importante,
la varianza de los coeficientes wavelet, var{d,, ,}, esta relacionado con los niveles

de descomposicion m a través de la siguiente ley de potencia [18, 19, 20]
var{d, } ~ (2™)7". (2.12)

Con la finalidad de estimar el exponente de escala  se utiliza el ajuste por

minimos cuadrados del siguiente modelo lineal
logy(var{dm, n}) = —-mpB + (K +vp,), (2.13)

donde K y v,, son constantes relacionadas al procedimiento lineal. Este resultado
ha sido usado para encontrar niveles dominantes asociado con la senal y por ende
tratar de caracterizarla. Por ejemplo, en [18, 20, 21] se realiz6 el estudio numeérico

y experimental de las series de tiempo con comportamiento cadtico.

(@) Si en la grafica del logaritmo de la varianza de los coeficientes wavelet
muestra un maximo en un nivel particular de transformacion, o bien en un
conjunto pequeno de niveles de transformacion, implica que tiene una alta
concentracion de energia, lo cual indica que se tienen estructuras coherentes
en tal escala o nivel de transformacion, o bien, que la senal se puede

reconstruir con solo estos niveles donde la senal este concentrada.

(b) Si en la grafica del logaritmo de de la varianza de los coeficientes presenta una
recta con pendiente negativa, indica un comportamiento del tipo fractal en la

serie temporal, y el exponente 5 (o H) caracteriza la senal [20].
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(c) Sien la grafica del logaritmo de la varianza de los coeficientes presenta una recta
con pendiente cero, se dice que la sefnial presenta un comportamiento tipo ruido
Gaussiano [18]. Lo anterior implica que la energia de la senal se distribuye
uniformemente en la mayoria de los niveles de transformacion wavelet, lo cual

es muy similar a las caracteristicas del ruido en el espectro de frecuencia.
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Desde la década de los noventa se ha incrementado el uso de osciladores
caoticos e hipercadticos en diferentes aplicaciones por ejemplo en los sistemas de
comunicacion, en sistemas de cifrado y otros [22].

En [2], Rossler definio el hipercaos como la dinamica de un atractor caodtico
que cuenta con mds de un exponente positivo de Lyapunov, indicando que en su
dinamica pueden exhibir una expansion multidimensional.

En este capitulo se presentan los sistemas dinamicos considerados a caracte-
rizar, simulaciones numeéricas, se calcularon sus exponentes de Lyapunov para
verificar el tipo de dinamica que presentaban, también se calcul6 la dimension de

Lyapunov respectiva.

3.1 Sistemas caodticos e hipercaoticos

En esta seccion se describen los sistemas dinamicos en sus tres versiones:

caéticos, caéticos fraccionales e hipercadticos.

3.1.1 Sistema dinamico de Chen

El sistema de Chen fue presentado en 1999 [23], bajo ciertas condiciones
presenta una dinamica caética. Posteriormente, se introdujo una nueva variable de
estado w, la cual se acoplo a la segunda ecuacion del sistema de Chen, y para ciertos
valores en sus parametros se logra que el nuevo sistema, de cuatro dimensiones,
fuera de caracter hipercaoético [24]; en [25] se presenta su version fraccional.

La dinamica del sistema fraccionario de Chen se describe mediante el siguiente

11
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conjunto de ecuaciones diferenciales [23, 25],

0 - atuv)-2()
dqcigt) = (c—a)z(t) - x(t)z(t) + cy(t), 3.1)
dqdz_tgt) =xz(t)y(t) - bz(t),

donde a, b y ¢ son parametros del sistema y ¢ (0 < ¢ < 1) representa el orden de la
derivada fraccional, la cual definimos en el apéndice A. Para el valor de ¢ = 1 se tiene
derivada usual.

En [23] se muestra que cuando ¢ =1y (a,b,c) = (36,3,28), el sistema (3.1) presenta
un comportamiento cadtico, resultando asi en la version caotica del sistema de
Chen. Por otro lado, en [25] se muestra que el sistema (3.1) se encuentra en régimen
caotico cuando ¢ = 0.9 y (a,b,c) = (35,3,28) que corresponde a la version caética
fraccionaria del sistema de Chen.

En [16] se presenta el sistema

dz_it) = 36(y(t) - 2(t)),

W) _a8y(t) - w(t) (1) - 16) - w(t),

dj(tt) (3.2)
el z(t)y(t) - 32(t),

dw(t)

0 C x(t) +0.5.

que corresponde a una version hipercaotica de (3.1).

3.1.2 Sistema dinamico de Chua

El sistema de Chua es probablemente el sistema mas conocido que presenta
una dinamica caodtica. Este sistema ha sido ampliamente investigado y ha sido
considerado como un sistema de ecuaciones lineales autonomas que presenta una
gran variedad de comportamientos dinamicos, incluyendo el de caos, resonancia
estocastica, etcétera [26].

En [26, 27] se presentan la version cadtica y fraccional del sistema de Chua
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mediante un conjunto de tres ecuaciones diferenciales descrito por

T2 —ay(t) - Fi(@)),
TUO a0) 1) +2(0), (3.3)
PO~ by(t) - 2(0)

donde «, 3, v son constantes del sistema. La funcion f;(z) es de caracter lineal a

trozos definida por
Fue) = maa(e) + 5 mo = mo)(Ja(8) + 1] (1) - 1),

para algunas constantes mg y m;.

Como se establece en [26], el sistema (3.3) presenté un comportamiento caotico
para los valores de ¢ =1y a =10, 8 = 15, v = 0.16, mo = 5/7, m; = 2/7. Por otro lado,
en [27] se logré que dicho sistema presente un comportamiento caético fraccional
para g =0.94 y los valores « = 10.19, 5 =10.30, v =0.16, mg = —-1.11, m; = -0.86.

Adicionalmente, una version hipercaotica del sistema (3.3), se describe mediante

las ecuaciones [28]

df;_(t’f) = 30(y(1) - fa(2)),
d%@ =z(t) —y(t) +2(1), (3.4)

=) _ _50y(t) - 0.32:(8) + w(t),
dt
duj‘l_it) = —0.52(t) + y(t)z(t),

donde w(t) es una nueva variable de estado y la funcién fo(z) = 0.03z(t) - 1.22(t)3 es

no lineal.

3.1.3 Sistema dinamico de Lorenz

En el ano de 1963, Lorenz encontré el primer atractor caético cuando
estudiaba la conveccién atmosférica [29]. El fue el primero que utilizé el termino
efecto mariposa, que en teoria del caos significa que el sistema es sensible a
las condiciones iniciales [30]. De manera similar al sistema Chua, la version

hipercaética de este sistema se obtiene al annadir una variable de estado.
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El sistema fraccionario de Lorenz se representa mediante el siguiente conjunto

de ecuaciones [29, 31]

diz(t)

0 o) (),
TV 1) =) (1), 3.5
T o) - a0,

donde 3, oy p son constantes. Los valores de o y p son llamados numeros de Prandtl
y Rayleigh, respectivamente [31].

En [29] se establece que para ¢ =1, 0 = 10, p = 28 y § = 8/3, el sistema (3.5) se
encuentra en régimen caético, resultando asi en la version caodtica del sistema de
Lorenz. Posteriormente, en [31] se establecié que si se consideraban los mismos
valores de o, py $ que en la version cadética, pero con ¢ = 0.993 el sistema fraccional
(3.5) presenta un comportamiento caético.

En [22] se presenta una version hipercaodtica del sistema de Lorenz, dada por:

dilit) = 10(y(t) - z(t)),

d?g_(t” = 28z(t) —y(t) - 2(t)z(t) + w(t), (3.6)
dzd(tt) =z(t)y(t) - (8/3)(1), |
d“;_it) - _5a(t).

3.1.4 Sistema dinamico de Rossler

El sistema de Rossler fue propuesto en el ano de 1976. Posteriormente,
este sistema fue util para modelar el equilibrio en reacciones quimicas [32].
Adicionalmente, en la referencia [2] se presenté la version hipercaética de
dicho sistema, en dicha version se le agregé una variable de estado, la cual
presenta contribucion explicita en la segunda ecuacion del sistema de Rossler.
Posteriormente, se presenté la version caodtica fraccional del sistema de Réssler,
tal version consistia en un conjunto de tres ecuaciones diferenciales de orden
fraccional [12].

El sistema fraccionario de Rossler esta descrito, [32, 12], por las ecuaciones
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diferenciales:
PO 1) =),
—dqfl’t(qt) — () + ay(t), (3.7)
A vty o)

donde a, by c son parametros del sistema.

En [12] se muestra que cuando ¢=0.9y (a,b,c) = (0.4,0.2,5.7) el sistema tiene un
comportamiento caoético fraccional mientras que en [32] se muestra que para g = 1
y (a,b,c¢) =(0.2,0.2,5.7) el sistema tiene un comportamiento caético.

En [2] se presenta una version hipercadtica del sistema de Rossler dado por las

ecuaciones:
da(t) _
T —y(t) - 2(1),
WD _ oy +0.259(1) + w(t),
dt (3.8)
dx(t)
s 3+x(t)z(1),
dw(t)
" -0.5z(t) + 0.05w(t).

3.2 Simulaciones numeéricas

En esta seccion se presentan las simulaciones numeéricas de los sistemas
presentados en la seccién anterior, asi como el calculo de los valores de los
exponentes de Lyapunov de las series temporales de los sistemas, y su respectiva
dimension de Lyapunov. En el apéndice B se describen los conceptos de los
exponente y dimension de Lyapunov, y como estos nos ayudan a caracterizar los
sistemas dinamicos.

Para la simulacion de los sistemas que presentan dinamica caética e hipercao-
tica, se considero el método de Runge-Kutta de cuarto orden. Mientras que, para
los sistemas cadticos fraccionales, utilizando la definicion de Grinwald-Letnikov
(ver apéndice A), se considero la implementacion numérica presentada en [30]. Los
valores de los exponentes de Lyapunov de los sistemas cadticos e hipercaoticos
se calcularon mediante la implementacion numérica de [33], y para los sistemas

caoticos fraccionales se utilizé el método numeérico presentado en [34].
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3.2.1 Sistema de Chen
Version cadtica

Se realizaron simulaciones del sistema de Chen (3.1) para los valores g = 1,
(a,b,c) = (36,3,28) y con las condiciones iniciales z(0) = 0.9134, y(0) =0.1, 2(0) = 0.1y
un paso de tiempo h = 0.001. En la figura 3.1 se muestran las series temporales
resultantes y algunas proyecciones, en ellas se puede observar que las series
temporales presentan un comportamiento no periddico y erratico, asi como la forma

de los atractores extranos en las respectivas proyecciones.
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Figura 3.1: Proyecciones del sistema cadtico de Chen (a) = -y, (¢) = — z. Series temporales
de los estados (b) z, (d) y y (e) =

Por otro lado, se calcularon los exponentes de Lyapunov del sistema (3.1) los
cuales fueron A\; ~ 2.46, Ay ~ 0 y A3 ~ -13.42 de donde concluimos, al ser uno
positivo, uno negativo y cero, que presenta una dinamica caética. Adicionalmente,
y en funcion de los exponentes de Lyapunov, se calculd la dimension de Lyapunov
del sistema: Dy, ~ 2.18.
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Version fraccional

Las simulaciones del sistema (3.1) se realizaron para los mismos valores a, b, ¢
de la version cadtica, pero con ¢ = 0.9 y condiciones iniciales z(0) = -9, y(0) = -5y
2(0) = 14 y un paso de tiempo de h = 0.001. En la figura 3.2 se presentan algunas
proyecciones del atractor, asi como las series temporales de cada uno de los estados

del sistema.
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Figura 3.2: Proyecciones del sistema fraccionario de Chen (a) -y, (c) z-z. Series temporales
de los estados (b) z, (d) y y (€) =z

Los exponentes de Lyapunov de este sistema fueron \; ~ 3.77, Ao » 0 y A3 » —20.63,
que implica una dinamica caética. La dimension de Lyapunov fue de Dy, ~ 2.18, que

es muy similar a la dimension obtenida en el caso caotico.

Version hipercadtica

De manera similar a los casos anteriores, en la figura 3.3 se muestran las
series temporales resultantes de los estados, y algunas proyecciones del atractor
correspondientes a las simulaciones del sistema (3.2). En este caso las condiciones
iniciales fueron z(0) = 1, y(0) = -1, 2(0) = 0, w(0) = -0.1, con un paso de tiempo de
h =0.001.
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Figura 3.3: Proyecciones del sistema hipercaético de Chen (a) z -y, (b) y — 2. Series
temporales de los estados (c) z, (d) y, (€) z y (f) w.

Bajo estas condiciones el sistema presenté un comportamiento hipercadético,
debido a que los exponentes de Lyapunov fueron (A1, A2, A3, Aq) ~ (1.39,1.43,0,-13.34),
y estan en concordancia en que los exponentes para este tipo de comportamiento
deben ser al menos dos positivos [2]. El valor de la dimension de Lyapunov del
sistema fue Dy, ~ 3.21.

3.2.2 Sistema de Chua
Version caodtica

Se realizaron simulaciones numeéricas del sistema de Chua (3.3) para los valores
qg=1, a=10, g = -15, v = 0.16, mo = 5/7, m; = 2/7 y con las condiciones iniciales
((0),4(0),2(0)) = (0.6324,0.0001,-0.0975) y un paso de tiempo h = 0.01. En la figura
3.4 se muestran las series temporales resultantes y algunas proyecciones del
sistema.

Los exponentes de Lyapunov de este sistema fueron \; ~ 0.13, Ao » 0y A3 » —10.88,
con lo cual es evidente que el sistema se encuentra en régimen cadtico. La

dimensién de Lyapunov del sistema fue de Dy, ~ 2.01.
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Figura 3.4: Proyecciones del sistema caético de Chua (a) z -y, (b) = — 2. Series temporales
de los estados (c) z, (d) y y (e) 2z

Version fraccional

Las simulaciones del sistema (3.3) se realizaron con los valores ¢ = 0.9, o = 10.3,
8 =10.7, v=0.2, mp = -0.8, m; = -1.7 y con las condiciones iniciales (z(0),y(0), 2(0)) =
(-0.1,0.1,0.6) y un paso de tiempo A = 0.005. En la figura 3.5 se observan algunas
proyecciones del sistema, asi como las series temporales de cada uno de los estados
del sistema.

Por otro lado, los exponentes de Lyapunov del sistema fueron (\j, A2, \3)
(1.18,0,-13.54), lo cual indica que el sistema presenta un comportamiento caético.
La dimension de Lyapunov fue de Dy, ~ 2.08, la cual es muy similar a la dimension

obtenida en el caso caético.

Version hipercadtica

Asimismo, en la figura 3.6 se muestran las series temporales resultantes de los
estados, y algunas proyecciones del sistema (3.4). En este caso las condiciones
iniciales fueron (z(0),y(0),z(0),w(0)) = (0,0.1,0.3,0.4) y h = 0.006 como paso de

tiempo.
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Figura 3.5: Proyecciones del sistema caético fraccional de Chua (a) =z -y, (b) = — 2. Series
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Bajo estas condiciones el sistema presenté un comportamiento caético, debido
a que los exponentes de Lyapunov son \; ~ 1.42, Ay » 1.11, A3 ~ 0, Ay ~ —4.14. El valor

de la dimension de Lyapunov para este sistema fue de Dy ~ 3.61.

3.2.3 Sistema de Lorenz
Version cadtica

Se realizaron simulaciones del sistema de Lorenz (3.5) para los valores
(o,p,8) = (16,50,4) y con las condiciones iniciales (x(0),y(0),z(0))
(0.8491,0.6123,0.6311) y un paso de tiempo h = 0.004. Las series temporales
resultantes, asi como algunas proyecciones del sistema se ilustran en la figura
3.7.
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Figura 3.7: Proyecciones del sistema caético de Lorenz (a) = -y, (b) = — z. Series temporales
de los estados (c) z, (d) y y () z

Los exponentes de Lyapunov de tal sistema fueron \; ~ 0.87, Ao ~ 0, \3 ~ —14.54,
con lo cual es evidente que el sistema es de caracter cadtico. La dimension de

Lyapunov correspondiente al sistema fue de Dy, ~ 2.05.
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Version fraccional

En la figura 3.8 se muestran algunas proyecciones del atractor, asi como las
series temporales resultantes del sistema (3.5) cuando ¢ = 0.995, (o, p, 8) = (10,28,8/3)
y con las condiciones iniciales (2(0),4(0),z(0)) = (0.1,0.1,0.1) y un paso de tiempo
h =0.005

(a) *n
20 3 (b)

Figura 3.8: Proyecciones del sistema caético fraccional de Lorenz (a) z -y, (b) = — z. Series

temporales de los estados (c) z, (d) y y (e) z.

Por otro lado, los exponentes de Lyapunov A\; »0.99, A2 » 0y A3 ~ —=15.70, con tales
valores se confirma que el sistema se encuentra en régimen caoético. La dimension

tuvo un valor de Dy, » 2.06, el cual es muy similar a la obtenida en la version caotica.

Version hipercadtica

De manera similar a los casos anteriores, en la figura 3.9 se muestran las series
temporales resultantes de los estados, y algunas proyecciones del sistema (3.6). En
este caso las condiciones iniciales fueron z(0) = 1, y(0) = -1, z(0) = 0.1 y w(0) = -0.1,
y un paso de tiempo h = 0.004.

Los exponentes de Lyapunov correspondientes al sistema son \; ~ 0.38, Ay ~ 0.41,

A3~ 0y A\~ -14.37. De acuerdo a los exponentes, €l sistema presenta una dinamica
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Figura 3.9: Proyecciones del sistema hipercacdtico de Lorenz (a) z -y, (b) = — z. Series
temporales de los estados (c) z, (d) y, (e) zy (f) w.

hipercaética. Asimismo, la dimension de Lyapunov fue de Dy, ~ 3.05.

3.2.4 Sistema de Rossler
Version cadtica

Las simulaciones del sistema de Roéssler (3.7) se realizaron para los valores ¢ =1,
(a,b,¢) = (0.2,0.2,5.7) y con las condiciones iniciales (z(0),y(0),z(0)) = (0.5,1.5,0.1)
y un paso de tiempo h = 0.01. En la figura 3.10 se muestran las series temporales
resultantes, asi como algunas proyecciones del sistema.

Por otro lado, los valores de los exponentes de Lyapunov de tal sistema son
A1~ 0.1, Ay » 0y A3 ~ -5.69, lo cual indica que el sistema se encuentra en régimen

caotico. La dimensién de Lyapunov de dicho sistema fue de Dy, ~ 2.01.

Version fraccional

De igual manera, las series temporales resultantes de cada uno de los estados,

asi como algunas proyecciones del sistema (3.7) para los valores ¢ = 0.9, (a,b,c) =
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Figura 3.10: Proyecciones del sistema cadtico de Réssler (a) z -y, (b) z—y. Series temporales

de los estados (c) z, (d) y y () 2z

(0.1,0.2,5.7) y con las condiciones iniciales (x(0),4(0),z(0)) = (0.5,1.5,0.1) y un paso
de tiempo h = 0.0001 se presentan en la figura 3.11.

[

~

0.05, Ay » 0y

-5.69, tales valores de los exponentes dejan evidencia del comportamiento

Los exponentes de Lyapunov de dicho sistema fueron \;
A3
caotico. Mientras que, la dimension de Lyapunov fue de Dy, » 2.08, la cual es muy

similar a la obtenida en la version caoética.

Version hipercadtica

Por ultimo, en la figura 3.12 se muestran algunas proyecciones del sistema, asi
como las series temporales resultantes de los estados del sistema (3.8). En este caso
las condiciones iniciales fueron (z(0),y(0),2(0),w(0)) = (-13,-3,0,15), con un paso
de tiempo A = 0.015.

Bajo estas condiciones el sistema presenté un comportamiento hipercadtico,
~ 0.10, Ay ~ 0.12, A3 »~ 0,

~ —17.26. El valor de la dimension de Lyapunov del atractor para este sistema

debido a que sus exponentes de Lyapunov fueron \;
A4
fue de Dy, ~ 3.01.
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Figura 3.11: Proyecciones del sistema caético fraccional de Réssler (a) z -y, (b) z —y. Series
temporales de los estados (c) z, (d) y y (€) z.
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Figura 3.12: Proyecciones del sistema hipercadtico de Rossler (a) y — z, (b) z — z. Series
temporales de los estados (c) z, (d) ¥, (€) zy (f) w.
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En este capitulo se presentan los resultados del analisis de energia que se aplica
a las series temporales de los sistemas descritos en el capitulo 3. Este analisis
nos auxiliara a conocer la distribucion de la energia en los diferentes niveles de
descomposicion, y por ende se tendra informacion adicional para el analisis.

De la ecuacion (2.10) se puede ver que la TWD es una transformacion que
preserva la energia. Asi, la contribucion de energia de una serie temporal puede

escribirse como
M

z[n]]* = Eq, + . Ea, .., (4.1)

1 m=1

M=

E, =

n

|dm.n|*. Para este calculo de energia se utilizé la

M=

N
dOl’lde Ean = Z |CLM,n|2 y Edmm =
n=1

3
—

funcion wavelet db2. En el analisis se consideraron series temporales numéricas de
65,536 y 131,072 muestras, con m = log,(65,536) = 16 y m = log,(131,032) = 17 niveles

de descomposicion wavelet, respectivamente.

4.1 Sistema de Chen

En la figura 4.1 se muestra la distribucion de energia de los tres estados del
sistema caotico (3.1) en sus 16 niveles de transformacion. Se puede visualizar que
la energia se concentra en un conjunto pequeno de niveles; en particular, para los
estados z, y y z los niveles con mayor energia ocurrieron en m =9, m =8y m = 8§,
respectivamente.

De manera analoga, en la figura 4.2 se presenta la distribucion de energia de

los estados para la version fraccional del sistema (3.1), se puede observar una
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Figura 4.1: Graficas de la distribucion de energia de los estados del sistema cadtico de
Chen.

distribucion de la energia similar al caso caodtico, con mayor energia en el nivel

m = 8 para los estados z y y, y en el nivel m =9 en el estado z.
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m

(a) Estado x. (b) Estado y. (c) Estado z.

Figura 4.2: Graficas de la distribucion de energia de los estados del sistema cadtico
fraccionario de Chen.

La distribucion de energia del sistema hipercaotico (3.2) se muestra en la
figura 4.3. En este caso, la distribuciéon de los estados z, y y z presentan un
comportamiento de tipo exponencial creciente seguido de un comportamiento
exponencial decreciente, donde el nivel de mayor energia ocurre para m = 9
para los tres estados. Por otra parte, el estado w presenta un comportamiento
un poco distinto, si descartamos el nivel de mayor energia m = 3, tenemos un

comportamiento de tipo exponencial decreciente.

27 UNIVERSIDAD AUTONOMA DE SAN Luis PoTosi
FACULTAD DE CIENCIAS-IICO



ANALISIS DE ENERGIA A LAS SERIES TEMPORALES

5
10 1
10~ T T T T T T T 10 10

Amplitud
Amplitud

(a) Estado z. (b) Estado y.

6
57 ; ; ; ; : ; . 610

©
T
L

Amplitud
Amplitud

(c) Estado z. (d) Estado w.

Figura 4.3: Graficas de la distribucién de energia de los estados del sistema hipercacético
de Chen.

4.2 Sistema de Chua

En la figura 4.4 se muestra la distribucion de energia del sistema caoético (3.3)
en los 16 niveles de transformacion. Se puede visualizar que en los estados = y z
se presenta una contribucion de energia en diferentes niveles de transformacion,
mientras que en el estado y la energia se concentra en un conjunto pequeno de
niveles; en particular el nivel con mayor energia ocurrio en m = 10.

De igual manera, en la figura 4.5 se presenta la distribucion de energia de los
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Figura 4.4: Graficas de la distribucion de energia de los estados del sistema cadtico de
Chua.

estados para la version fraccional del sistema (3.3). En este caso, los estados z y 2
presentan una distribucion de energia similar. Por otra parte, el estado y presenta

una distribucion de energia en un conjunto pequeno de niveles; en particular, para

los estados z, y, y z los niveles con mayor energia ocurrieron en m = 8.
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(a) Estado z. (b) Estado y. (c) Estado z.

Figura 4.5: Graficas de la distribucion de energia de los estados del sistema caético
fraccionario de Chua.

De manera analoga, en la figura 4.6 se presenta la distribucion de energia de
los estados para la version hipercaodtica del sistema (3.4). Se puede visualizar que

la energia se concentra en un conjunto de niveles; en particular, para los estados
x, y, 2 y w el nivel de mayor energia ocurri6 en m = 11.
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Figura 4.6: Graficas de la distribucién de energia de los estados del sistema hipercacético
de Chua.

4.3 Sistema de Lorenz

En la figura 4.7 se muestran la distribucion de los tres estados del sistema
caotico (3.5). Se puede visualizar que en los estados x y y presentan una
contribucion de energia en diferentes niveles. Por otra parte, el estado z presenta
una concentracion de energia en un conjunto pequeno de niveles; en particular,

para los estados z, y y z los niveles con mayor energia ocurrieron en m=8, m=9y
m =9, respectivamente.
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Figura 4.7: Graficas de la distribucion de energia de los estados del sistema caético de
Lorenz.

De manera analoga, en la figura 4.8 se presenta la distribucién de energia de
los estados para la version fraccional del sistema (3.6), se puede observar en la
distribucion de los estados z, y y z presentan un comportamiento similar al caso
cadtico, con mayor energia en el nivel m = 10 para los tres estados.
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(a) Estado =x. (b) Estado y. (c) Estado z.

Figura 4.8: Graficas de la distribucién de energia de los estados del sistema caético
fraccionario de Lorenz.

La distribucion de energia del sistema hipercadético (3.6) se muestra en la figura
4.9. En este caso, la distribucion de los estados z, y y z se concentra en un conjunto
pequeno de niveles. Por otra parte, el estado w presenta concentracion en diferentes
niveles; en particular, para los estados z, y, z y w los niveles con mayor energia

ocurrieron en m=9, m=9, m =10y m =7, respectivamente.
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Figura 4.9: Graficas de la distribucion de energia de los estados del sistema hipercaético
de Lorenz.

4.4 Sistema de Rossler

En la figura 4.10 se muestra la distribucion de energia de los tres estados del
sistema caético (3.7) en sus 16 niveles de transformacion. Se puede visualizar que
en los estados x y y la energia se concentra en diferentes niveles, mientras que, en el
estado z la energia se concentro en un conjunto pequeno de niveles; en particular,

para los estados z, y y z los niveles con mayor energia ocurrieron en m =8, m =8y
m = 10, respectivamente.
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Figura 4.10: Graficas de la distribucion de energia de los estados del sistema caético de
Rossler.

De igual manera, en la figura 4.11 se presenta la distribucion de energia de
los estados para la version fraccional del sistema (3.7), se puede observar en la
distribucion de los datos z, y y z presentan un comportamiento similar al caso

caotico, con mayor energia en el nivel m =8, m =7y m =8, respectivamente.
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(a) Estado z. (b) Estado y. (c) Estado z.

Figura 4.11: Graficas de la distribucién de energia de los
fraccionario de Rossler.

estados del sistema caodtico

Por ultimo, la distribucion de energia del sistema hipercaoético (3.8) se muestra
en la figura 4.12. En este caso, la distribucion de los estados z y y presentan
concentracion en un conjunto pequeno de niveles, donde el nivel de mayor energia
para ambos estados ocurre para m = 9. Por otra parte, la distribucion de los estados
z y w presentaron una distribucion en diferentes niveles; en particular para estos

dos estados los niveles ocurrieron en m = 11 y m = 4, respectivamente.
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Figura 4.12: Graficas de la distribucién de energia de los estados del sistema hipercaético

de Rossler.
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En este capitulo se presenta el analisis de escala basado en la TWD de las
series de tiempo con dinamica cadtica e hipercaética, las cuales provienen de los
sistemas descritos en el capitulo 3. En el analisis de escala la interpretacion de
los resultados se basa en el comportamiento de escala que presenta la varianza de
los coeficientes de la transformada wavelet obtenidos con respecto a los diferentes
niveles de descomposicion. El analisis de escala se ha usado para diferentes
series de tiempo obtenidas de senales, por ejemplo, en [21] se estudian las series
temporales provenientes de circuitos electronicos los cuales presentaron dinamica
cadtica, estos presentaron comportamiento de tipo ruido y algunos tenian una gran
concentracion de energia en ciertos niveles de la transformacion.

En este trabajo se utiliz6 la funciéon wavelet db2 para calcular la transformada
wavelet, esta misma funci'on fue la usada para calcular la energia en el capitulo
4. También, como en el capitulo 4, se consideraron series temporales numeéricas
de 65,536 y 131,072 muestras, correspondiendo a m = logy(65,536) = 16 y m =
log,(131,032) = 17 niveles de la TWD, respectivamente.

Para establecer el comportamiento que presentan las series temporales se
consideran las siguientes observaciones, las cuales se describieron anteriormente

(capitulo 2):

» Si en la grafica del logaritmo de la varianza de los coeficientes wavelet
muestra un maximo en un nivel particular de transformacion, o bien en un
conjunto pequeno de niveles de transformacion, implica que tiene una alta
concentracion de energia en ese nivel, o junto con sus niveles contiguos. Lo

anterior indica que la serie temporal tiene un comportamiento tipo frecuencia
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portadora [20].

» Si en la grafica del logaritmo de de la varianza de los coeficientes wavelet
presenta una recta con pendiente negativa, indica un comportamiento del tipo
Jractal en la serie temporal. Lo anterior es un indicativo de presencia de auto-
similaridad de tipo estadistico en la serie, es decir una serie temporal g(¢) es
auto-similar estadisticamente si para cualquier valor a > 0 sigue la relacion de

escala f(t) = a f f(at), donde H es el parametro de auto-similaridad [18].

» Si en la grafica del logaritmo de la varianza de los coeficientes wavelet
presenta un comportamiento de linea horizontal (gradiente cero), resulta que
la contribucion de la energia se encuentra en diferentes niveles resultando un

comportamiento correspondiente al tipo ruido Gaussiano [20].

Por otro lado, el procedimiento que se siguié para deducir el tipo de
comportamiento que presentan las series temporales se describe a continuacion:
Como primer paso, se calculo la transformada wavelet de la serie temporal original,
posteriormente se obtuvo la grafica del logaritmo de la varianza de los coeficientes
wavelet (ver ecuacion (2.13)), en esta grafica se puede observar cualquiera de los
tres casos que se describieron anteriormente, como siguiente paso, se obtuvo la
reconstruccion (ver ecuacion (2.9)) de la serie temporal considerando solamente
algunos de los niveles y por ultimo para verificar el error que se tenia en la
reconstruccion, se calculo el error punto a punto entre la serie temporal original

y su reconstruccion.

5.1 Sistema de Chen

En principio se analiz6 la serie temporal del estado x del sistema cadtico (3.1).
En la figura 5.1(a) se muestra la serie temporal original del estado z, mientras que
en la figura 5.1 (b) se ilustra el logaritmo de la varianza de los coeficientes wavelet
en funcion del nivel de transformaciéon m. Se puede observar que en el conjunto de
niveles m = 6 hasta m = 10 tiene una alta concentracion de energia, a partir de estos
niveles se realizo la reconstruccion de la serie, ver figura 5.1 (c). Con la finalidad
de verificar el error que se tiene entre la serie temporal y su reconstruccion, en la

figura 5.1 (d) se muestra la grafica de error entre la serie temporal y su respectiva
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reconstruccion. Con lo anterior se puede deducir que la serie temporal del estado =
de la version caotica del sistema (3.1) presenta un tipo de comportamiento del tipo

Jrecuencia portadora.

-20 = L L L L L L L n

log2 | var dm’n |

30 F T 7 (b)

25 .

20 -

Figura 5.1: Resultados del analisis de escala del sistema caético de Chen.

De forma analoga, en la figura 5.2 (a) se presenta la serie temporal correspon-
diente al estado y de la version fraccional del sistema (3.1), en la figura 5.2 (b) se
ilustra el logaritmo de la varianza de los coeficientes wavelet en funcion del nivel
de transformacion m, en esta figura se puede visualizar que la energia se concen-
tra dentro del conjunto de niveles m = 6,...,10. Mientras que en la figura 5.2 (c) se
presenta la reconstruccion del estado considerando los dichos niveles, por lo que
el estado presenta un comportamiento del tipo frecuencia portadora. Con el fin de
verificar el error que presenta la reconstruccion, en la figura 5.2 (d) se ilustra el
error entre la serie temporal y su reconstruccion.

La serie temporal del estado z del sistema hipercaédtico (3.2) se muestra en la
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Figura 5.2: Resultados del analisis de escala del sistema caoético fraccionario de Chen.

figura 5.3 (a), mientras que en la figura 5.3 (b) se muestra el logaritmo de la varianza
de los coeficientes wavelet con respecto al nivele de transformacion m, se puede
apreciar que en el intervalo de niveles desde m = 7 hasta m = 11 se presenta una
alta concentracion de energia. Debido a lo anterior, se muestra la reconstruccion
de la serie temporal a partir de dichos niveles en la figura 5.3 (c). Por lo que se pude
determinar que el estado presenta un comportamiento del tipo frecuencia portadora
ya que se necesitan pocos niveles de transformacion para poder tener una buena
reconstruccion. Con el fin de verificar lo anterior, en la figura 5.3 (d) se muestra el

error entre la serie de tiempo original y su reconstruccion.
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Figura 5.3: Resultados del analisis de escala del sistema hipercaético de Chen.

5.2 Sistema de Chua

La serie temporal del estado z de la version caodtica del sistema (3.3) es
presentada en la figura 5.4 (a), mientras que el logaritmo de la varianza de los
coeficientes wavelet en funcion del nivel de transformacion m se ilustra en la figura
5.4 (b), se puede visualizar que se presenta una alta concentracion de energia
dentro de los niveles m =5,...,11, por lo que al realizar la reconstruccion de la serie
temporal se logra una aproximacion representativa de la serie temporal original,
ver figura 5.4 (c). Sin embargo, el error que se obtuvo entre ambas series aun es
considerable, como se ilustra en la figura 5.4 (d). De hecho, al observar la figura 5.4
(b), se podria considerar que se presentan dos tipos de comportamientos, el de ruido
Gaussiano para los primeros niveles, mientras que el comportamiento fractal para

los ultimos niveles, pero con base al error obtenido predomina el comportamiento
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Figura 5.4: Resultados del analisis de escala del sistema caético de Chua.

En la figura 5.5 (a) se presenta la serie temporal correspondiente al estado y de
la version fraccional del sistema (3.3), el logaritmo de la varianza de los coeficientes
wavelet se ilustra en la figura 5.5 (b); en particular, se puede observar que la energia
presenta una concentracion dentro del conjunto de niveles m =6, ...,10. Se realizo la
reconstruccion de la serie temporal considerando solamente estos niveles, ver figura
5.5 (). El error que se tiene entre la serie temporal original y su reconstruccion se
ilustra en la figura 5.5 (d). Debido a este resultado, la serie temporal presenta un
comportamiento del tipo frecuencia portadora, ya que se necesitan pocos niveles de
transformacion para obtener una buena reconstruccion.

Al analizar el estado w de la version hipercaoética del sistema (3.4), se obtuvieron
resultados que no se presentaban en sistemas con dinamica caética de tres estados.

En la figura 5.6 se muestran los resultados obtenidos del estado w del sistema

hipercaético (3.4), en la figura 5.6 (a) se muestra la serie temporal del estado,
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Figura 5.5: Resultados del analisis de escala del sistema caético fraccionario de Chua.

mientras que en la figura 5.6 (b) se ilustra el logaritmo de la varianza de los
coeficientes en funcion del nivel de transformacion m. En esta grafica se puede
observar una linea con pendiente negativa, denotada por (, por lo que se puede
deducir que la serie temporal presenta un comportamiento del tipo fractal, donde
B ~ 2.26. Cabe mencionar que en este tipo de comportamiento no se puede llegar a

obtener una reconstruccion de la serie temporal.
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Figura 5.6: Resultados del analisis de escala del sistema hipercaético de Chua.

5.3 Sistema de Lorenz

La serie temporal del estado y de la version caotica del sistema (3.5) se muestra
en la figura 5.7 (a). En la figura 5.7 (b) se ilustra el logaritmo de la varianza de
los coeficientes wavelet con respecto a los niveles de transformacion, en la cual se
puede observar que dentro de los primero 10 niveles se tiene una contribucion
uniforme de energia; en particular dentro del conjunto de niveles m = 4,...,10
se presenta una mayor contribucion de energia. Al considerar estos siete niveles
se obtuvo la reconstruccién de la serie temporal mostrada en la figura 5.7 (c).
Asimismo, el error entre la serie temporal original y su reconstruccion se muestra
en la figura 5.7 (d). Con lo anterior, se deduce que la serie temporal presenta
un comportamiento del tipo ruido Gaussiano, ya que se necesitan una gran
cantidad de niveles de transformacion para poder llegar a tener una aproximacion

representativa de la serie temporal de inicio.
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Figura 5.7: Resultados del analisis de escala del sistema cadtico de Lorenz.

El analisis de la serie temporal correspondiente a z de la version fraccional del
sistema (3.5) se muestra en la figura 5.8. En la figura 5.8 (a) se muestra la serie
temporal original, mientras que en la figura 5.8 (b) se ilustra el logaritmo de la
varianza de los coeficientes wavelet en funcion del nivel m. Se puede visualizar que
en el conjunto de m =8,...,12 se tiene un alta concentracion de energia, por lo que
se realizo la reconstruccion de la serie usando esto niveles, dicha reconstruccion
se presenta en la figura 5.8 (c). Por ultimo, se calculo el error entre la serie
original y su reconstruccion. Con los resultados anteriores, se puede deducir que el
estado presenta un comportamiento del tipo _frecuencia portadora, ya que solamente
necesita de pocos niveles para su reconstruccion.

De igual manera, en la figura 5.9 (a) se ilustra la serie temporal del estado w del
sistema hipercaotico (3.6), en la figura 5.9 (b) se tiene el logaritmo de la varianza de

los coeficientes wavelet en funcion del nivel m. Para realizar la reconstruccion de la
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Figura 5.8: Resultados del analisis de escala del sistema cadético fraccionario de Lorenz.

serie temporal, se determino que el conjunto de niveles m = 4,...,10, presentaban
una alta contribucion de energia, por lo que en la figura 5.9 (¢) se ilustra la
reconstruccion resultante. Por ultimo, en la figura 5.9 (d) se ilustra el error entre la
serie original y su reconstruccion. Lo anterior ilustra que la energia se distribuye en
una gran cantidad de niveles, por lo que se puede determinar que el estado tiene un
comportamiento del tipo ruido Gaussiano, ya que se necesitan una gran cantidad

de niveles de transformacion para poder tener una buena reconstruccion.
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Figura 5.9: Resultados del analisis de escala del sistema hipercaético de Lorenz.

5.4 Sistema de Rossler

De forma analoga, en la figura 5.10 (a) se muestra la serie temporal del estado =
de la version caotica del sistema (3.7), mientras que en la figura 5.10 (b) se ilustra el
logaritmo de la varianza de los coeficientes en funcion del nivel de transformacion
m. Se puede observar que en el conjunto de niveles m = 7 hasta m = 10 se presenta
una alta contribucion de energia. Para la reconstruccion de la serie temporal se
tomaron unicamente los niveles m = 7,...,10, la cual se ilustra en la figura 5.10
(c). Lo anterior indica que la serie temporal presenta un comportamiento del tipo
Jrecuencia portadora. Con la finalidad de verificar lo anterior, la figura 5.10 (d)
muestra la grafica de error entre la serie original y su reconstruccion.

De igual manera, el analisis del estado z de la version fraccional del sistema

(3.7) se muestra en la figura 5.11 (a), en la figura 5.11 (b) se muestra la grafica
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Figura 5.10: Resultados del analisis de escala del sistema caético de Rossler.

del logaritmo de la varianza de los coeficientes con respecto a los niveles m. Se
puede pensar que en el conjunto de niveles de m = 6 hasta m = 10 se presenta una
alta contribucion de energia debido a que al realizar la reconstruccion con dichos
niveles se logra una aproximacion representativa de la serie temporal de inicio,
ver figura 5.11 (c). Sin embargo, el error que se obtuvo sigue siendo considerable
como se ilustra en la figura 5.11 (d). De hecho, se realiz6 la reconstruccion de la
serie temporal tomando mas niveles de transformacion, y a pesar de que el error
disminuia aun era significativo. Lo anterior indica que la serie temporal presenta
los comportamientos de frecuencia portadora y ruido Gaussiano. Sin embargo, la
serie temporal presenta un comportamiento mas apegado al tipo ruido Gaussiano.
Por ultimo, en la figura 5.12 (a) se muestra la serie temporal del estado y
del sistema hipercaoético (3.8). Por otra parte, en la figura 5.12 (b) se muestra la

grafica del logaritmo de la varianza de los coeficientes con respecto a los niveles
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Figura 5.11: Resultados del analisis de escala del sistema caético fraccionario de Réssler.

de transformaciéon m. Se observa que la energia esta distribuida dentro de un
pequeno conjunto de niveles. De hecho, en la reconstruccion del estado, mostrada
en la figura 5.12 (c¢), se consideraron cuatro niveles, de m = 7 hasta m = 10, por lo
que se puede determinar que en el estado predomina un comportamiento del tipo
Jrecuencia portadora. El error entre la serie original y su reconstruccion se ilustra
en la figura 5.12 (d), con lo cual se puede verificar el tipo de comportamiento que

presenta la serie temporal.
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Figura 5.12: Resultados del analisis de escala del sistema hipercaético de Réssler.
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CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo fue analizar y caracterizar las series de tiempo
provenientes de cuatro sistemas que presentan dinamica cadtica e hipercadtica,
estos sistemas son los de Chen, Chua, Lorenz y Rdssler. Para el analisis y la
caracterizacion se uso la transformada wavelet, que segun la revision bibliografica
ha resultado ser una herramienta muy util para el procesamiento y analisis de
series de tiempo.

Primero se llevo a cabo la implementacion numérica de los cuatros sistemas en
sus versiones caodtica, caética fraccional e hipercadtica, esto con el fin de generar
la base de datos de las series temporales correspondientes. Para la implementacion
de los sistemas caodticos e hipercadticos se utilizo el método de Runge-Kutta de
cuarto orden; para la simulacion de los sistemas cadticos fraccionales se uso la
definicion de derivada fraccional de Grinwald-Letnikov que fue la implementada.
Para verificar el tipo de comportamiento de los sistemas se implementé un algoritmo
numeérico para calcular los exponentes de Lyapunov respectivos, y a partir de estos
se obtuvo la dimension de Lyapunov de cada sistema.

Después de obtener las simulaciones numéricas, usando la TWD se procedio
a realizar un analisis de la distribucion de la energia en los diferentes niveles de
transformacion de las series temporales y el analis de escala correspondiente. Asi
se obtuvieron los siguientes tipos de comportamiento: (1) frecuencia portadora (FP),
(2) ruido Gaussiano (RG) y (3) fractal (F).

Los resultados obtenidos fueron:

Sistema de Chen presenta el comportamiento del tipo frecuencia portadora para
los estados z, y y z en los sistemas cadtico y caético fraccionario, mientras que

para el estado w de la version hipercaética se tuvo un comportamiento del tipo
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fractal.

Sistema de Chua presenta comportamiento del tipo ruido Gaussiano y frecuencia
portadora en los sistemas caético y caoético fraccionario. Por otra parte, en la
version hipercaotica predominé el comportamiento del tipo ruido Gaussiano,
sin embargo en el estado w de la version hipercadtica se presento el

comportamiento del tipo fractal. d

Sistema de Lorenz present6é los comportamiento del tipo frecuencia portadora y
ruido Gaussiano en las versiones caética y caética fraccional. En la version

hipercacética se tuvo el comportamiento ruido Gaussiano en los cuatro estados.

Sistema de Rodssler predomina el comportamiento del tipo frecuencia portadora
en las tres versiones del sistema, a excepcion del estado w de la version

hipercacética del sistema que presenta comportamiento del tipo fractal.

En la tabla 6.1 se muestra un resumen de los resultados obtenidos en cada uno

de los estados de los sistemas considerados.

Tabla 6.1

Sistemas dinamicos

Caéticos Fraccionarios Hipercaéticos
Sistema | =z Y z x Y z x Y z w
Chen Fp | FP | FP | FP | FP | FP | FP | FP | FP | F

Chua FP | FP | RG |RG | FP | RG | RG | FP | RG | F
Lorenz RG |RG | FP | RG | RG | FP | FP | FP | FP | RG
Rossler Fp | FP | FP | FP | FP | FP | FP | FP | FP | F

En algunos casos las series temporales presentaron combinacion de dos tipos
de comportamiento; empleando la distribucion de energia en los diferente niveles de
transformacion permitio establecer el tipo de comportamiento de la serie temporal.

En los resultados obtenidos se puede ver que el comportamiento fractal
aparecio en un solo estado de los sistemas hipercaédticos para tres de los sistemas
considerados, esto nos lleva a preguntarnos existen o no un comportamiento de

tipo fractal para sistemas de tipo caético o caético fraccional.
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Este trabajo esta basado en una aplicacion de la transformada wavelet para el
analisis de series de tiempo obtenidas de sistemas con diferente dinamica. Esto
muestra la utilidad de esta herramienta y no depende del comportamiento del
sistema. Existen otras herramientas para este analisis, sin embargo la aplicacion e
implementacion de la transfromada wavelet es sencilla y su uso no depende de la

serie de tiempo a analizar.
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CALCULO FRACCIONAL

El calculo fraccional es una generalizacion de la integracion y la diferenciacion
al operador fundamental de orden no entero ,D{*, donde a y t son los limites de
la integral involucrada y a € R. Antes de introducir la definicion del operador
fundamental veremos un par de funciones que son de utilidad en el calculo

fraccional [30].

A.1 Funciones especiales

Una de las funciones mas importante utiliza en el calculo fraccional es la funcién

Gamma (de Euler) que se define, para s € R, como
I'(s) = fom 5 Lo td, (A1)
En el caso particular cuando s toma sélo valores en los naturales, tenemos que
I'(n)=(n-1)L (A.2)
Dentro del calculo fraccional también se emplea la funcion de dos parametros,

a>0, 3>01[30],

00 Zk

E, = - - A.3
8= 2 7 an s B (A.3)

A.2 El operador integro-diferencial

La herramienta fundamental del calculo fraccional es el operador integro-

diferencial, en la literatura se pueden encontrar varias maneras de definir este
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operador, entre ellas se encuentran la de Griinwald-Letnikov , la de Riemann-
Liovullie, y la de Caputo; se puede ver que, bajo ciertas condiciones, estas tres
definiciones son equivalentes. En este trabajo nos orientamos a usar la definicion
de Grunwald-Letnikov dada por [30]

d(X
dtes

oDy =11, a=0, (A.4)

a >0,
[Hdr)®, a<o.

A.3 Definicion de la integral y derivada fraccional de
Griinwald-Letnikov

Para definir la forma de la integral y derivada fraccional de Griinwald-Letnikov,
se considera una funcioén continua f(t¢), tal que su primera derivada se expresa de
la forma [8]

d
/ - “ _ 14
J(®) = 2 f(t) = lim
de acuerdo con (A.5), se puede escribir una formula general para n-ésima derivada
de la funciéon f(t) de la forma

() = 4" e LG .
PO = g0 = lim s 1) - 5m) (8.6

donde n e N.
La relacion (A.6) expresa una combinacion lineal de valores de la funcion f(t).
En base a esto, el calculo para los coeficientes binomiales para n > 0 se obtienen de

la forma

(n) nn-1)(n-2)...(n-j+1)
J J! '
De acuerdo con la relacion (A.6), se puede definir la derivada de orden fraccional

(A.7)

de orden « (a € R) con respecto de ¢, de la forma
DY F(t) = 1im — i(—l)j(a)f(t —jh) (A.8)
. h=0 b 2 J T '
En base a (A.8), la definiciéon de derivada e integral fraccional de Grinwald-

Letnikov se puede obtener, si se hace un cambio de variable de n = 5% en el limite
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superior de la suma, dada por [§]

O
DEFO =i g 3 17 (5) e, (2.9
]:

donde a y t (a,t € R) son los limites de la operacion para , Dy f(t).
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B.1 Introduccion

Los exponentes de Lyapunov fueron definidos por el matematico ruso Alexander
Mijailovic Lyapunov a principios del siglo XX [35]. Los exponentes de Lyapunov
auxilian a caracterizar los sistemas que presentan diferente tipo de dinamica como
lo es: caotica, hipercaotica, entre otras [35].

Para este trabajo, se verificara el tipo de dinamica en la cual se encuentran los
sistemas presentados en la seccion 3.1. Para llevar a cabo lo anterior, es importante
mencionar que, si el sistema presenta una dinamica caética, los exponentes deben
ser: uno positivo, uno negativo y cero (+, -, 0). En el caso donde presente una
dinamica hipercadtica, los exponentes son: dos positivos, uno negativo y cero (+, +,
-, 0).

B.2 Calculo de exponentes de Lyapunov

De forma general, los exponentes miden la distancia que existe entre dos
trayectorias, las cuales divergen exponencialmente [35]. En la figura B.1 se ilustra
como la distancia entre dos trayectorias se incrementa conforme el sistema
evoluciona en el tiempo, ¢) es la separacion inicial entre dos puntos en diferentes
trayectorias y ¢; es la separacion final de las trayectorias después de un tiempo ¢

Debido a que la distancia entre las trayectorias tiene un comportamiento

exponencial, esta se puede modelar matematicamente como [35]:

et = gge™, (B.1)
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Figura B.1: Separacion entre dos trayectorias cercanas de un sistema dinamico.

donde ) es el exponente de Lyapunov.

Con el fin de estimar el valor de A en (B.1), se tiene que [35]

A= %m[i—;] (B.2)

El exponente de Lyapunov es calculado tantas veces sea necesario en diferentes

lugares de la trayectoria, tomandose el promedio de estos [35]
Z D |l (B.3)
ot 60(2)

donde N es el numero total de iteraciones en el cual se mide la separacion entre

las trayectorias. En la practica \ denota el promedio del exponente de Lyapunov,
esté por lo general se omite, y se utiliza solamente \ [35]. Cabe mencionar, que el
conjunto de exponentes de Lyapunov calculados se le conoce como el espectro de
Lyapunov [35].

De manera general el calculo de los exponentes de Lyapunov de forma analitica

resulta ser dificil, por lo que se tiene que recurrir a calcularlos numéricamente.

B.3 Dimension de Lyapunov

Los atractores de los sistemas dinamicos presentan tipicamente propiedades
geomeétricas propias de objetos fractales. Este resultado se sigue de la coexistencia
simultanea de los procesos de estirado y plegado. De hecho, los exponentes de
Lyapunov miden el estiramiento de las trayectorias y la dimension fractal las

propiedades geométricas resultantes de ambos procesos [36]. Debido a lo anterior,
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con el fin de conocer la dimension del atractor en términos de los exponentes de
Lyapunov se cuenta con la conjetura de Kaplan-Yorke o la dimension de Lyapunov
[35]. Dicha dimension se define como

J

Y
Dy =j+ =52 (B.4)
IAjl

J

donde j es el entero mayor tal que cumple con Z)‘i > 0, considerando que el
i=1

espectro de Lyapunov (A1, A2, \3,---,\,) se ordena de forma decreciente, esto es,

(A1 > A2 > A3 > > ).
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