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Resumen

En este trabajo se estudia, análisis y aplica de un método estocásticos de un solo
paso ó Stochastic One-Step (SOS), método no iterativo e instantáneo, para el entre-
namiento de redes neuronales artificiales de alimentación hacia adelante. El método
Stochastic One-Step hace uso de pesos estocásticos (valores aleatorios) durante la eta-
pa de entrenamiento. Un hallazgo interesante es cuando el método propuesto se aplica
a sistemas de múltiples entradas y múltiples salidas, mediante el uso de una matriz
amputada, garantizando que cada variable de salida obtenga su topología óptima, di-
cho efecto no se encuentra en los métodos de entrenamiento tradicionales. Para el
desarrollo de la metodología se hace uso de datos simulados (reconstrucción de tres
superficies), y datos de situaciones reales. Además, se prueba la factibilidad del méto-
do haciendo comparaciones rigurosas contra métodos tradicionales, donde el método
propuesto resultó superior hasta un 50 % bajo criterios estadísticos. En algunos ca-
sos el método propuesto logró ser hasta 100 veces más rápido que los métodos de
entrenamiento tradicionales y con calidades de predicción competentes a los métodos
de preferencia. Algunos trabajos presentados en la literatura mencionan que una red
neuronal artificial de una sola capa oculta con alimentación hacia adelante no cuen-
ta con la misma capacidad de abstracción que las redes neuronales profundas, por lo
tanto, se utilizó el conjunto de datos de MNIST, base de datos comúnmente utilizada
en técnicas de aprendizaje automático, para evidenciar que una SLFN puede ofrecer
resultados aceptables si es entrenada mediante el método SOS. Los resultados para el
MNIST fueron de 98.15 % de precisión, con un tiempo de entrenamiento de 1.27 horas,
donde se realizó un barrido desde 1 hasta 9’000 neuronas ocultas. Con el objetivo de
mejorar el método propuesto, se analizan distintos factores que influyen fuertemente
en su desempeño, como el rango en el que se inicializan los parámetros (pesos estocás-
ticos), que tienen gran impacto en el desempeño final. Como el método SOS entrena
redes neuronales de una forma rápida, fue posible realizar estudios más detallados.
Uno de estos estudios fue implementar técnicas de preprocesamiento como el análisis
de componentes principales, logrando reducir la dimensionalidad de bases de datos
sustancialmente grandes y a la par identificando la cantidad óptima de componentes
principales. Al final se plantea una metodología para desarrollar un entrenamiento rá-
pido y eficaz, donde el usuario no tenga que definir ningún parámetro de ajuste. La
metodología propuesta tiene como objetivo establecer reglas fijas sobre como entrenar
una red neuronal artificial.

Palabras clave: Red neuronal de alimentación hacia adelante, Redes constructivas,
Entrenamiento, Validación cruzada, Red neuronal de alimentación hacia adelante de
una sola capa oculta, Múltiples respuestas.
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Abstract

This work analyzes and applies a Stochastic One-Step (SOS) method, a non-
iterative and instantaneous method, for the training of feed-forward artificial neural
networks. The Stochastic One-Step method makes use of stochastic weights (random
values) during the training stage. An interesting finding is when the proposed method
is applied to multi-input, multi-output systems, by using an amputated matrix, gua-
ranteeing that each output variable obtains its optimal topology, such an effect is not
found in traditional training methods. For the development of the methodology, simu-
lated data (reconstruction of three surfaces) and data from real situations are used. In
addition, the feasibility of the method is tested by making rigorous comparisons against
traditional methods, where the proposed method was superior up to 50 % under sta-
tistical criteria. In some cases, the proposed method was able to be up to 100 times
faster than traditional training methods and with prediction qualities comparable to
the preferred methods. Some works presented in the literature mention that a neural
network artificial single layer concealed feedforward does not have the same abstraction
capacity as networks deep neural networks, therefore, the set of data from MNIST, a
database commonly used in techniques of machine learning, to show that an SLFN can
offer acceptable results if trained using the SOS method. The results for the MNIST
were 98.15 % accurate, with a time of training of 1.27 hours, where a sweep was made
from 1 up to 9’000 hidden neurons.

To improve the proposed method, different factors that strongly influence its per-
formance are analyzed, such as the range in which the parameters are initialized (sto-
chastic weights), which have a great impact on the final performance.

Since the SOS method trains neural networks quickly, it was more detailed stu-
dies possible. One of these studies was implementing preprocessing techniques such
as analysis of main components, managing to reduce the dimensionality of bases of
substantially large data, and at par by identifying the optimal number of principal
components. Finally, a methodology to develop fast and effective training, where the
user does not need to define any tuning parameters. The methodology proposal aims
to establish fixed rules on how to train an artificial neural network.

Keywords: Feedforward neural network, Constructive networks, Training, Cross-
validation, Single-hidden layer feedforward network, Multiple responses.
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Capítulo 1

Introducción

Con el fin de representar el comportamiento de un proceso y sus interrelaciones de
causa-efecto, es de vital importancia la implementació n adecuada de modelos, tanto
en la ingeniería de procesos como en otras áreas. Dentro de este marco existen varias
formas para desarrollar modelos que representen al sistema de interés y que a su vez
describan su comportamiento lo más real posible. Por un lado, los modelos teóricos se
plantean a través de la aplicación de leyes naturales y otros principios que gobiernan al
sistema. Por el otro lado, un modelo empírico, se desarrolla a partir de la información
obtenida experimentalmente del sistema para obtener una relación descriptiva mediante
una función matemática. El describir un sistema físico y posteriormente reducirlo a un
modelo, cualquiera que éste sea, es un procedimiento que consta de varias etapas: la
definición del problema, la formulación del modelo, la estimación de parámetros y la
validación del modelo.

La desventaja de los modelos teóricos radica en varios aspectos: 1) su descripción
se formula a partir de ecuaciones que son normalmente complejas y no lineales, éstas
pueden involucrar ecuaciones diferenciales parciales o ecuaciones integrales; 2) errores
en la formulación del modelo causadas por malas aproximaciones; 3) errores causados
por simplificaciones del modelo, esto con el fin de hacerlo numéricamente más dócil; 4)
errores en la estimación de parámetros causada por falta de información o una mala
experimentación. Cuando no es posible superar las desventajas de los modelos teóricos
es necesario implementar un método alternativo.

1.1. Antecedentes

El modelamiento empírico capta las características del sistema a partir de sus res-
puestas ante entradas de variables explicativas. La formulación de este modelo comienza
con un apropiado análisis de los datos de entrada/salida con el objetivo de elegir o des-

1



1. Introducción 2

cartar aquellas variables y respuestas que sean capaz de explicar el comportamiento
del sistema. La principal problemática de los modelos empíricos es elegir una función
capaz de proporcionar un resultado confiable [1].

Es en este punto, donde la implementación de técnicas de aprendizaje automático
(machine learning) son capaces de resanar los problemas que tienen los modelos empíri-
cos tradicionales. Esta rama de la inteligencia artificial tiene como objetivo desarrollar
modelos que permiten generalizar comportamientos a partir de los datos recibidos. El
aprendizaje automático nació en la década de los 60’s como una idea ambiciosa por
representar funciones del cerebro humano (neurona), con el objetivo de que las ma-
quinas aprendieran a realizar tareas de la misma forma que lo hace el ser humano, a
través de la experiencia. Es posible dicho aprendizaje debido a que se replican algunas
facultades cognitivas del cerebro, con el fin de estructurar modelos capaces de gene-
ralizar la información que se les presente para realizar una tarea determinada. Estas
técnicas han sido implementadas con gran éxito en procesos de ingeniería, medicina,
matemáticas, comunicación, computación, etc. Las técnicas de aprendizaje automático
se pueden clasificar en tres categorías según su aplicación.

1. Modelos de regresión, se utilizan para predecir el valor de una respuesta (valor
continuo).

2. Modelos de clasificación, se utilizan para predecir el resultado de un atributo con
valor discreto.

3. Modelos de agrupamiento, se utilizan para clasificar instancias de datos que tienen
características similares, sin tener presente algún valor de salida (etiqueta).

Las técnicas de aprendizaje automático tienen la capacidad de encontrar relaciones y
patrones entre la información que se les presenta (variables de entrada y salida) por
si solos mediante procesos de aprendizaje o entrenamiento. Existen tres categorías de
aprendizaje:

1. Aprendizaje supervisado, es aquel que para un conjunto de datos de entrada se
conoce de antemano los datos correctos de salida, el proceso de entrenamiento
se basa en comparar la salida del modelo y la respuesta deseada, generando un
error, el error se utiliza para actualizar los parámetros del modelo de modo que
el error llegue a un mínimo.

2. Aprendizaje no supervisado, consiste en que el modelo descubra por sí mismo a
identificar características, correlaciones o categorías en los datos de entrada y sin
tener presente datos correctos de salida con los cuales realizar alguna compara-
ción.



1. Introducción 3

Existen distintas técnicas de aprendizaje automático como redes neuronales artificia-
les, computo evolutivo, redes bayesianas, máquinas de soporte vectorial y métodos de
kernel solo por mencionar los más populares. Desde inicios de los años 90’s se han im-
plementado modelos de aprendizaje automático en diferentes áreas de la ciencia [2–12].
Dando como resultado que hoy en día, el implementar este tipo de técnicas, sea una
tarea común para resolver más problemas en diversas áreas. Su amplio uso se debe,
principalmente, a tres factores: 1) el uso de procesadores más potentes que los del siglo
pasado; 2) la facilidad de almacenar grandes cantidades de información, así como la
creación de grandes bases de datos y; 3) el continuo desarrollo de mejores técnicas de
aprendizaje.



Capítulo 2

Teoría general

2.1. Red neuronal artificial

Modelar el comportamiento de un sistema es de vital importancia para su estudio,
análisis, control y optimización. El principal objetivo del modelamiento es encontrar
una función capaz de predecir el comportamiento experimental del sistema real con una
alta precisión. Cuando se elabora un modelo a partir de datos experimentales también
se busca filtrar el ruido experimental de una manera eficiente. Dentro del campo de
la inteligencia artificial existe el área de aprendizaje automático donde se engloban
diferentes técnicas para modelar sistemas altamente complejos. Una de las principales
técnicas del aprendizaje automático son las redes neuronales artificiales (RNAs) Figura
2.1.

Inteligencia
artificial

Aprendize
automático

Aprendizaje
profundo

Red neuronal
artificial

Figura 2.1: Esquema de las áreas implicadas dentro de la inteligencia artificial.
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2. Teoría general 5

El primer modelo de una red neuronal artificial (RNA) fue desarrollado en 1943 por
los científicos Warren S. McCulloch & Walter Pitts [13], con el objetivo de representar
el funcionamiento neurofisiológico del cerebro, desarrollaron una representación lógica
de la parte más fundamental de este, la neurona. El estudio permitió diseñar modelos
abstractos de una neurona del cerebro humano, dando inicio a nuevas técnicas de
aprendizaje automático y una mejor comprensión del funcionamiento neuronal. En la
Figura 2.2 se puede observar la comparación entre una neurona biológica y la neurona
modelada por McCulloch & Pitts (MCP).

(a) Red neuronal biológica.

x1

x2

x3

xn

...

n∑
i=1

XiWi

W1W1

W2W2

W3W3

WnWn

g f

θ

Entrada

Pesos

Sumatorio

Umbral

Función de
activación

Salida

(b) Modelo MCP.

Figura 2.2: Esquema comparativo de una red neuronal biológica y el modelo propuesto
por McCulloch & Pitts.

La neurona biológica está formada por tres componentes principales: dendritas,
cuerpo (soma) y axón. Las dendritas son las conexiones por donde se reciben las señales
provenientes de otras neuronas. El cuerpo de la célula combina, integra y procesa la
información que reciben las miles de dendritas y posteriormente emite señales de salida.
El axón transporta la señal de salida a las terminales nerviosas, que luego la distribuye
a un nuevo conjunto de neuronas, a través de conexiones sinápticas.

La analogía de una neurona biológica con el modelo MCP se describe en seguida, en
la Figura 2.2b, las entradas X1, X2, . . . , Xn simulan las dendritas y la salida f la señal
que viaja a través del axón. La función de activación g puede ser lineal o no-lineal,
en la Figura 2.2b se presenta la version lineal, es decir, se genera un salida f = 1 si∑n

i=1XiWi > θ, en caso contrario f = 0. Donde W1,W2, . . . ,Wn se conocen como
pesos y θ como el umbral (threshold).

La representación matemática del modelo MCP es la siguiente:

f = 1, sı́

n∑
i=1

XiWi > θ (2.1)

Para poder determinar los valores de los pesos sinápticos de esta red se implementó
la regla delta desarrollada por B. Widrow and M. E. Hoff en 1962 [14]. El modelo
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MCP fue implementado para realizar clasificaciones lineales y operaciones lógicas, como
AND y OR. Posteriormente se detectó que este modelo no podía resolver problemas de
clasificación no lineales como el XOR, lo cual causó un desinterés por casi dos décadas.
Posteriormente en los años 60’s el científico F. Rosenblatt [15] desarrolló el perceptrón,
Figura 2.3, un modelo de red neuronal más general que el modelo MCP. La innovación
del modelo perceptrón fue la introducción de un peso numérico (offset o bias, θ) y la
introducción de una función de activación continua. Además, los pesos son adaptados
mediante un algoritmo numérico (optimización).

x1

x2

x3

xn

1

y

...

θ +
n∑

i=1
xiwi g(xi; θ, wi)

w1

w2

w3

wn

θ

Entradas

Pesos

Sumatorio

Funcion de
activación

Salida

Figura 2.3: Representación de una neurona de tipo perceptrón.

Desafortunadamente, el modelo perceptrón presentaba las mismas desventajas que
el modelo MCP, ya que no lograba realizar una clasificación no lineal. Para solucionar
dicho problema se propuso incrementar el número de neuronas y posicionarlas en capas,
obteniendo una red de perceptrón (red multicapa). Conforme la red incrementa en
profundidad el modelo se vuelve altamente no lineal, por lo tanto, se requiere hacer un
ajuste no lineal de sus parámetros, logrado mediante regresión no lineal y ejecutado
por métodos de optimización, que en ese momento no se contaba con las técnicas y
herramientas computacionales adecuadas para realizar dicho trabajo. Por lo tanto, las
investigaciones de estos temas se detuvieron por más de una década.

No fue sino hasta el año de 1986 que el psicólogo David Rumelhart [16] redescubrió
una forma para poder ajustar los parámetros de una red multicapa de una manera más
sencilla. Dando a conocer el entrenamiento por retropropagación (backpropagation).
Antes de entrar al tema del entrenamiento es necesario detallar la estructura de una
red neuronal multicapa (perceptrón multicapa).

En la Figura 2.4 se ilustra, de forma general, una red neuronal tipica unida por
interconexiones entre nodos (neuronas). Se tiene una capa de entrada, donde recibe la
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información (variables de entrada, xi = y1i ) que posteriormente es introducida a la red
para ser procesada. Después se encuentra una o varias capas ocultas, las cuales están
conformadas por neuronas (perceptrones simples) interconectadas a la siguiente capa,
asi sucesivamente hasta llegar a la capa de salida, donde se obtiene el resultado final
del procesamiento (yci ). El termino topologia de la red determina la forma en como
está estructurada una red neuronal multicapa, definiendo asi un número determinado
de neuronas a la entrada y salida de la red, además, el número de capas ocultas y la
cantidad de neuronas existentes en cada capa.

y11

y12

y1n1

...

y21

y22

y23

y2n2

...

y31

y32

y33

y3n3

...

y41

y42

y43

y4n4

...

yc1

yc2

ycnc

...

Capa de
entrada

Capas ocultas Capa de
salida

Figura 2.4: Esquema de una red neuronal multicapa de alimentación hacia adelante,
Feedforward Neural Network (FFNN).

Dentro del campo de las RNAs la topología de una red se clasifica de dos formas: 1)
las redes neuronales de una sola capa oculta (Single-hidden Layer Feedforward Neural
Network, SLFN), son redes que se caracteriza por tener una sola capa oculta con
muchas neuronas en ella; 2) las redes neuronales profundas (Deep Neural Network,
DNN) son aquellas que presentan múltiples capas ocultas. Desde el año 2006 [17] las
DNN han tenido un gran auge debido a su alta capacidad de abstracción, se han
utilizan para el reconocimiento de patrones en grandes cantidades de datos (Big Data).
Un ejemplo de ello son las plataformas de IBM Watson Developer Cloud, Amazon
Machine Learning o Azure Machine Learning. En mayo del año 2020 se presentó un
modelo llamado GPT-3 (Generative Pre-trained Transformer 3), el cual es un modelo
de lenguaje autorregresivo que emplea aprendizaje profundo para producir textos que
simulan la redacción humana, creado por OpenAI, un laboratorio de investigación de
inteligencia artificial con sede en San Francisco, CA, EEUU. Dicho modelo tiene una
capacidad de 175,000 millones de parámetros de aprendizaje automatizado, siendo es
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un claro ejemplo de lo poderosos que pueden ser los modelos de aprendizaje automático,
con el objetivo de simular y superar el comportamiento humano.

Las DNN se han hecho famosas por resolver problemas altamente complejos como la
conducción automática de un automóvil, reconocimiento facial, reconocimiento de voz,
entre otros. Por otro lado, se ha considerado que las SLFN no poseen la misma capaci-
dad de abstracción que las DNN [18], por lo que su uso ha sido relegado a problemas de
baja dimensión (pocas entradas y pocas salidas). A pesar de que las DNN se consideran
modelos altamente eficientes existen algunas esventajas en su entrenamiento.

Las RNAs ya sean profundas o superficiales se consideran modelos matemáticos
empíricos con parámetros (pesos sinápticos) que deben ser ajustados en base a datos
experimentales del problema a modelar. De forma análoga para una persona seria la ex-
periencia que acumula al desarrollar una actividad de forma continua. El procedimiento
donde se realiza el ajuste de los parámetros de una RNA es conocido como entrena-
miento, donde el objetivo es encontrar los valores apropiados de los pesos sinápticos
entre cada neurona, de modo que la RNA aprenda a realizar una tarea específica. De
esta manera, el entrenamiento de las RNAs se lleva a cabo formulando un problema
de regresión no-lineal, donde se minimiza una función de error (entre la predicción de
la RNA y el valor experimental), también conocido como aprendizaje supervisado.

2.2. Evaluación de una RNA

En una RNA la información se recibe en las neuronas de la capa de entrada, des-
pués es procesada en cada neurona, de las distintas capas ocultas y terminando en la
capa de salida. El procesamiento de información, en cada neurona, se llevando a cabo
mediante una combinación lineal con el vector de información de las neuronas de la
capa precedente y el vector de pesos sinápticos (denotados por las flechas de conexión
en la Figura 2.4) más un offset o bias y posteriormente se suaviza con una función de
activación. De esta manera la salida de la neurona j en la capa i es:

yi+1
j = g(θij +

ni∑
k=1

yik ·W i
k,j) ∀ i = 1, . . . , c− 1 j = 1, . . . , ni+1 (2.2)

donde W i
k,j es el peso que conecta la neurona k en la capa i con la neurona j en

la capa i+ 1, θij es el offset aplicado a la neurona j en la capa i+ 1, yi+1
j es la salida

(respuesta) de la neurona j en la capa i+ 1, c es el número de capas, ni es el número
de neuronas en la capa i y g(•) es la función de activación.

La expresión mostrada en la Ecuación 2.2, es la manera tradicional en que se trata la
teoría de las RNA. Sin embargo, la Ecuación 2.2 puede expresarse de manera matricial
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si se agrupan todos los pesos y offsets entre dos capas consecutivas en una sola matriz
de transformación de la capa i a la capa i+ 1, dando como resultado la expresión:

yi+1 = g
([

1 yi
]
·W i

)
∈ Rni+1 (2.3)

donde

yi = [y1, y2, . . . , yni ] ∈ Rni (2.4)

W i =



θi1 θi2 · · · θini+1

W i
1,1 W i

1,2 · · · W i
1,ni+1

W i
2,1 W i

2,2 · · · W i
2,ni+1

...
...

. . .
...

W i
ni,1

W i
ni,2

· · · W i
ni,ni+1


(2.5)

Se tiene que yi, para i = 1 es el vector de estímulos de entrada (x = [x1, x2, ...xn1 ]) y,
para i = c es el vector de respuestas arrojadas por la RNA. La función de activación g(•)
se aplica a cada uno de los elementos del vector resultante que hay en el argumento. La
función de activación puede ser de diferentes tipos: lineal, escalón, sigmoidal, gaussiana
o de algún otro tipo, mientras sea monotónica cresiente y acotada (Figura 2.5).
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Figura 2.5: Funciones de activación: a) función sigmoidal, b) función escalon, c) función
ReLu, d) función gaussiana.
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Conforme aumenta la profundidad de una RNA, tanto en capas ocultas como en
el número de neuronas por capa, su modelo matemático se vuelve más complejo, en la
Figura 2.6 se presenta un ejemplo de una red profunda cuya topología es: una neurona
de entrada, dos neuronas por cada capa oculta y una neurona de salida, la cual se
define como {1, 2, 2, 1}.
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·
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·
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 ·
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Figura 2.6: Red neuronal artificial multicapa con topología {1, 2, 2, 1}.

Desarrollando el modelo matemático de la Figura 2.6 se obtienen la siguiente ex-
presión:
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y21 = g
(
θ11 + y11 ·W 1

1,1

)
y22 = g

(
θ12 + y11 ·W 1

1,2

)
y31 = g

(
θ21 +

(
y21 ·W 2

1,1 + y22 ·W 2
2,1

))
y32 = g

(
θ22 +

(
y21 ·W 2

1,2 + y22 ·W 2
2,2

))
y41 = g

(
θ31 +

(
y31 ·W 3

1,1 + y32 ·W 3
2,1

))
(2.6)

Sustituyendo:

y41 = g
(
θ31 +

(
g
(
θ21 +

(
g
(
θ11 + y11 ·W 1

1,1

)
·W 2

1,1 + g
(
θ12 + y11 ·W 1

1,2

)
·W 2

2,1

))
·W 3

1,1+

g
(
θ22 +

(
g
(
θ11 + y11 ·W 1

1,1

)
·W 2

1,2 + g
(
θ12 + y11 ·W 1

1,2

)
·W 2

2,2

))
·W 3

2,1

))
(2.7)

La Ecuación 2.7 también se puede representar de forma matricial:

y4 = g
([

1 y3
]
·W 3

)
∈ R1 (2.8)

y3 = g
([

1 y2
]
·W 2

)
∈ R2

y2 = g
([

1 y1
]
·W 1

)
∈ R2

y de manera compacta como:

y4 = g
([

1 g
([

1 g
([

1 y1
]
·W 1

) ]
·W 2

) ]
·W 3

)
∈ R1 (2.9)

A pesar de que la red no es demasiado grande, se puede observar que, el modelo es
altamente no lineal, debido a las funciones de activación en cada una de las neuronas,
Ecuación 2.7. Por esta razón las reglas de aprendizaje implementadas por Rosenblatt
no eran adecuadas para ajustar los parámetros de una red multicapa. Es aquí donde
los estudios de Rumelhart tuvieron gran impacto al proponer un cambio de paradigma
en la regla de aprendizaje delta generalizada.

Distintas reglas de aprendizaje se basan en minimizar la diferencia que existe entre
ti y yi (valor real y valor calculado), por lo que el problema de ajustar los pesos
sinápticos y offsets de una red neuronal se convierte en un problema de optimización.
En los últimos años se ha propuesto el usa de algoritmos genéticos como una alternativa
a la solución de dicho problema.

2.3. Entrenamiento tradicional

Para lograr que una RNA realice una tarea específica, se debe conocer su arquitec-
tura (topología) y el valor de sus parámetros (pesos sinápticos y offsets). Parte de la
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arquitectura queda determinada por el problema a modelar, de donde se determina el
número de entradas (variables predictoras) y el número de salidas de la red (variables
de respuesta). El número de capas ocultas y el número de neuronas en cada capa oculta
se determina, hasta hoy en día, de manera tanto arbitraria y heurística, dependiendo
mucho de la experiencia y de la habilidad del investigador.

En el contexto de modelado, las RNAs son modelos matemáticos empíricos con
parámetros que deben ser ajustados en base a datos experimentales del problema a
modelar. El entrenamiento de una RNA, es el proceso por el cual los parámetros de
la red (modelo) son ajustados de manera apropiada, de modo que la RNA aprenda a
realizar una tarea específica. De esta manera, el entrenamiento se lleva a cabo formu-
lando un problema de regresión no-lineal, en el que se minimiza una función de error
(entre el valor experimental y la predicción de la red).

Partiendo de un conjunto de m datos experimentales en los que se estudian n1

variables predictoras (matriz de entradasX ∈ Rm×n1), una variable de respuesta co-
nocida (vector de targets T ∈ Rm×1) y tomando un modelo de SLFN de estructura
{n1,n2,1}, con función de activación sigmoidal en la capa oculta y función lineal en la
capa de salida, la función error a minimizar, puesta en forma matricial, es:

e(w) = SSE =
m∑
i=1

(ti − y3i )
2 = (T − y3)T · (T − y3) (2.10)

donde y3 es el vector de predicciones de la RNA que depende de los parámetros ajus-
tables w (vector que aglomera todos los parámetros ajustables, w = vec{W 1,W 2} ∈
Rp). De acuerdo con la Ecuación 2.3, y3 se obtiene al evaluar la SLFN.

y3 =
[
1 y2

]
·W 2 ∈ Rm×1 (2.11)

y2 = tanh
([
1 X

]
·W 1

)
∈ Rm×n2 (2.12)

donde W 1 ∈ R(n1+1)×n2 , W 2 ∈ Rn2+1 y 1 ∈ Rm, el vector 1 es un vector columna
de unos.

En el entrenamiento tradicional, w se obtiene por minimización (optimización no
restringida) de la Ecuación 2.10 a través de un procedimiento iterativo (p. ej. gradiente
conjugado,Levenberg-Marquardt u otra técnica) en que el vector de parámetros, w, se
actualiza de manera recursiva de la siguiente forma:

w(k+1) = wk + ηk (wk) ·Bk (wk, wk−1) (2.13)

donde k es la iteración actual, Bk indica la dirección en la cual se hace la búsqueda
y ηk es un parámetro que indica el tamaño del paso (rapidez de entrenamiento en la
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literatura de redes neuronales) en dicha dirección. Los elementos ηk y Bk dependen de
wk. Además, el valor de ηk puede obtenerse mediante algún método de optimización
unidimensional (como la sección dorada), o se puede fijar en un valor arbitrario. La
mayoría de los métodos de optimización que utilizan una ecuación de recurrencia, solo
difieren la manera de calcular el vector de direcciones Bk. En el caso del gradiente
conjugado Bk se calcula de la siguiente forma:

Bk = −∇ek(wk) + βk(wk, wk−1)Bk−1 (2.14)

Donde ∇ek es el vector de primeras derivadas de la función error, Ecuación 2.10,
con respecto a los parámetros w en la iteración k; βk es un parámetro que busca
garantizar que el vector de dirección actuales Bk sea conjugado al conjunto de vectores
de direcciones anteriores {Bk−1, Bk−2, ..., B1}. La mayoría de los métodos del gradiente
conjugado que existen actualmente difieren en la forma en que calculan el parámetro
β, la forma más utilizada es:

βk =
∇e T

k · ∇ek

∇e T
k−1 · ∇ek−1

=

∑p
i=1

(
∂e
∂wi

)2
k∑p

i=1

(
∂e
∂wi

)2
k−1

(2.15)

donde p es el número de parámetros contenidos en w, ∇ek y ∇ek−1 son vectores de
los respectivos jacobianos de la función error e(w) en la iteración k y k − 1.

En la iteración inicial (1), no se conoce la información de la iteración 0, por lo
tanto, B se calcula como B1 = −∇e1. El método se reinicia cada p iteraciones para
evitar el deterioro por errores de aproximación, cada vez que se reinicia el método se le
denomina época. El número de épocas queda definido por el investigador y es preciso
indicar que no existe un número de epocas fijo, además, si se utilizan pocas épocas
cabe la posibilidad de que el método no obtenga buenos resultados, por el contrario, al
utilizar muchas épocas el proceso de optimización se extendería a tiempos muy largos
y el coste computacional sería grande.

Determinar el vector ∇e(w) es difícil directamente desde la función error, Ecuación
2.10, para calcular dicho vector de derivadas se implementa la regla delta generalizada,
la cual determina de forma analítica las derivadas de la función error con respecto de
los pesos sinápticos y los offsets.

Todos los métodos de entrenamiento iterativo difieren en la manera en que se cal-
culan sus elementos [19,20] y, presentan el inconveniente de que para diferentes valores
iniciales de los parámetros de ajuste pueden dar, como resultado, diferentes soluciones
(se llega a distintos mínimos locales). Además, por ser iterativo, requiere de tiempos
muy extensos en el entrenamiento para alcanzar un mínimo, que no necesariamente es
global, lo que resulta en una de las causas que desalientan el uso de las RNA. En la
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siguiente sección se describe la forma en se obtiene desde la función error, y después se
describe la técnica de validación cruzada que sirve como criterio de paro en el proceso
de entrenamiento.

2.4. Backpropagation o Regla Delta

La mayoría de métodos de entrenamiento iterativo de RNA, que usan la Ecuación
2.13, suelen necesitar el cálculo del vector de derivadas ∇e(w) respecto de cada uno de
los parámetros ajustables de la red, para lograrlo se pueden calcular las derivadas de
forma numérica, pero para ello se requiere demasiado poder computacional. Rumelhart
redescubrió en la tesis de Werbos una forma creativa de calcular la derivada de la
función error de forma analítica [21, 22]. Dicho algoritmo, puesto de manera matricial
y de acuerdo con las Ecuaciones 2.10 a 2.12 es como sigue:

Primero se evalúa la red y se calcula la delta de la capa de salida

δ2 = T − y3 ∈ Rm×1 (2.16)

Después, se calculan las derivadas de la función error respecto de los parámetros
que conectan hacia la última capa

(
W 2
)
.

∂e

∂W 2 = −
[
1 y2

]T
· δ2 ∈ R(n2+1)×1 (2.17)

Posteriormente, se calcula la delta la penúltima capa

δ1 = g′
([[

1 X
]
·W 1

])
. ∗
[
δ2 ·

(
W (2)

)T]
∈ Rm×n2 (2.18)

Por último, se calculan las derivadas de la función error respecto de los parámetros
que conectan hacia la penúltima capa

(
W 1
)
.

∂e

∂W 1 = − [1 X]T · δ1 ∈ R(n1+1)×n2 (2.19)

donde g′(x) es la derivada de la función de activación, el operador .∗ representa
multiplicación elemento a elemento entre dos matrices y la matriz W (2) ∈ Rn2×1 es
una modificación de la matriz W 2 a la que se le ha eliminado el primer renglón (vector
renglón de los offsets θ2).

De acuerdo con las Ecuaciones 2.16 a 2.19, el error (el delta de la capa de salida) se
propaga hacia atrás, partiendo de la capa de salida hacia las neuronas que se encuentran
en las capas ocultas, y es la razón del nombre del método. Si la red tiene más capas
ocultas, se repiten los pasos de las Ecuaciones 2.18 y 2.19.
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La regla delta generalizada es un algoritmo eficiente para calcular el vector de
derivadas ∇e(w) que es necesario en algunos métodos de optimización, el cual trabaja
sobre dos fases

El método por el cual los parámetros son ajustados se puede resumir de la siguiente
forma. Cuando se introduce un conjunto de variables de entrada a la red (xi), éste
“estimulo” se propaga desde la primera capa oculta a la segunda capa oculta y así
sucesivamente, hasta llegar a la capa de salida (yc−1). La respuesta de la red se compara
con la salida deseada (ti) y se calcula el error para cada dato del conjunto, Ecuación
2.10.

El error calculado se propaga hacia atrás, partiendo de la capa de salida hacia las
neuronas que se encuentran en las capas ocultas, de tal forma que las neuronas de
cada capa oculta solo reciben una fracción del error total. Posteriormente, se calcula
la contribución relativa que haya aportado cada neurona al error, Ecuación 2.17 y
2.19, con el fin de actualizar el valor de los pesos sinápticos y offsets de la red en el
proceso de optimización, 2.13, para hacer que la función error converja a un mínimo.
Lo importante de este método es que conforme la red se entrene los pesos y offsets
se organizan a sí mismas en la magnitud en que influyen al error. Logrando así que
el proceso de entrenamiento trabaje sobre dos fases (propagación y adaptación). Es
interesante indicar que cada neurona logra reconocer distintas características de los
patrones de entrada/salida.

2.5. Validación cruzada

Los procesos iterativos por los cuales se efectúa el ajuste de un modelo, en ba-
se a datos experimentales, generalmente necesitan un criterio que les indique en qué
momento detenerse. El criterio que se elija para detener el proceso de ajuste o entre-
namiento debe tomar en cuenta algunas consideraciones, por ejemplo, la calidad de la
salida del modelo, la cantidad en que se filtra el ruido experimental, la presencia de un
sobreajuste de los datos, etc.

La validación cruzada es una técnica que indica el momento oportuno para detener
el entrenamiento de una RNA, de modo que indica la capacidad de generalización de
la RNA durante su proceso de entrenamiento.

La validación cruzada consiste en dividir los datos experimentales, datos de entrada
(xi) y datos de salida deseados (ti), en dos conjuntos. Uno de ellos es el conjunto de en-
trenamiento y el otro es llamado conjunto de validación. El conjunto de entrenamiento
es utilizado para ajustar los parámetros de la red durante el proceso de entrenamien-
to, a su vez, el conjunto de validación se utiliza para medir el rendimiento de la red
mientras es entrenada de forma iterativa.
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Cuando se construye una gráfica de la función error a partir del conjunto de vali-
dación respecto del número de iteraciones, Figura 2.7, se observa un comportamiento
irregular, es decir, el error presenta muchos picos. La evolución del error de valida-
ción, aunque irregular, empieza a disminuir hasta alcanzar un mínimo para después
aumentar. Por lo tanto, el error de validación funciona como criterio para determinar
el momento adecuado en que debe detenerse el proceso de entrenamiento.

Figura 2.7: Comportamiento de los errores del conjunto de entrenamiento y validación
durante el ajuste de parámetros de la RNA.

Durante el proceso de entrenamiento es posible identificar tres etapas: 1) la etapa de
sobreajuste (overfitting), Figura 2.8a, es decir, que la red no tiene la capacidad de distin-
guir entre la señal y el ruido que contienen los datos de entrada, el entrenamiento debe
detenerse antes de llegar a este punto; 2) la etapa de baja generalización(underfitting),
Figura 2.8c, se presenta cuando los parámetros no se ajustan adecuadamente y la red
no puede predecir el comportamiento real del sistema, generalmente ocurre cuando el
procedo de entrenamiento es detenido antes de tiempo; 3) resultado óptimo, Figura
2.8b, es donde la red presenta la mejor capacidad de generalización.

2.6. Análisis de componentes principales

Al implementar una RNA para un problema específico es necesario definir algunos
parámetros internos, por ejemplo: número de capas y neuronas ocultas (profundidad
de la red), funciones de activación, pesos sinápticos iniciales, método de entrenamiento,
tipo de validación, etc. Pero en pocas ocasiones se suele abarcar el tema del número
óptimo de variables de entrada.

Al intentar modelar sistemas con bastantes variables de entrada se suele cuestionar
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Figura 2.8: Distintos tipos de ajuste en el entrenamiento de una RNA: a) sobreajuste,
b) ajuste óptimo, c) bajo-ajuste.

cuál de estas son realmente significativas a la respuesta o respuestas. Cuando el sistema
posee bastantes variables de entrada existe la posibilidad de encontrar correlaciones
entre ellas, indicando que los vectores columna de la matriz de entrada son linealmente
dependientes. En algunos casos es posible utilizar diagramas de dispersión y encontrar
dichas correlaciones entre las variables de entrada, pero esto no suele ser práctico en la
mayoría de las veces. Una alternativa es utilizar el análisis de componentes principales
(ACP) [23].

La técnica de ACP tiene como objetivo reducir el número de variables que describen
el sistema estudiado, disminuyendo la dimensionalidad del problema y logrando que
toda la información quede contenida en unas cuentas variables (componentes principa-
les).

El objetivo del ACP es capturar la variación de un número n de variables originales,
x ∈ Rn, en un número reducido de q componentes (q ≤ n). Las variables de entrada
sufren una transformación lineal dando como resultado un conjunto de nuevas variables
(componentes principales, Z) que tienen la característica de ser ortogonales entre sí, lo
que significa que las nuevas variables no presentan alguna correlación entre ellas. Los
primeros q componentes principales (CPs) suelen explicar la mayor parte de variación
del sistema.

Asumiendo m observaciones, se tiene una matriz de datos originales X = [x(1),

x(2), . . . , x(m)]T ∈ Rm×n, donde X es una matriz de datos centrados, es decir, se le
ha restado el promedio a cada columna. La transformación lineal de la matriz X en
componentes principales se define como

Z = X · P ∈ Rm×n (2.20)

Donde P = [p
1
, . . . , p

n
] ∈ Rn×n es una matriz ortonormal en la que cada vector

columna
(
p
i

)
representa un eigenvector o vector de transformación que está asociado
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con cada eigenvalor de la matriz de covarianza
(
C
)

definida por:

C =
1

m− 1
XT ·X = P · Λ · P T ∈ Rn×n (2.21)

Donde Λ = diag (λ1, ..., λn) es una matriz diagonal que representa los eigenvalo-
res de C. Los eigenvalores están ordenados de manera decreciente de acuerdo con su
varianza explicativa (λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λq−1 ≥ λq ≥ λq+1 ≥ . . . ≥ λn ≥ 0). La tarea más
difícil es encontrar y seleccionar el número óptimo de CPs denotado por q. Seleccionar
un valor de q permite separar la matriz de eigenvectores en dos sub-matrices:

P =
[
P̂ P̌

]
(2.22)

Donde P̂ ∈ Rn×q y P̌ ∈ Rn×(n−q).
Los primeros q eigenvectores construyen el subespacio de componentes principales

(SCP, P̂ ) mientras que el resto de eigenvectores constituyen el complemento ortogonal
conocido como subespacio de residuales (SR, P̌ ). La correcta selección de CPs es de
vital importancia dentro del modelado de un sistema, es decir, si se eligen menos CPs
de los necesarios se obtiene un mal modelo resultado de la incompleta representación
del espacio de atributos, por el contrario, al seleccionar más CPs de los necesarios
el modelo estará sobre parametrizado e incluye factores que no son relevantes hacia
la respuesta. Para solucionar este problema se presentan distintas estrategias con el
objetivo de determinar el valor óptimo de q, en algunos casos este valor puede ser
obtenido a priori y posteriormente usarlo en la construcción de un modelo.

En la siguiente sección se describen y se detallan algunos criterios para identificar el
número óptimo de CPs. En general, los criterios tratan de concentrar la mayor cantidad
de información de un conjunto de variables explicativas.

2.6.1. Criterios de evaluación heurísticos

Estos criterios se basan en la experiencia y experimentación de algunos investi-
gadores, por lo tanto, carecen de sustento teórico, pero suelen ser utilizados en gran
medida en la práctica debido a su simplicidad y fácil entendimiento. En ocasiones, pro-
porcionan soluciones subóptimas dando un primer acercamiento hacia modelos ACP
factibles. Siendo criterios útiles si no se desea un modelo tan riguroso. Por lo general,
se evalúan de forma visual y quedan a interpretación de cada investigador, llegando a
ser de carácter subjetivo.

Criterio de Kaiser-Guttman

Es una técnica clásica donde se seleccionan aquellos CPs con eigenvalores mayores
a la unidad. Fue sugerida por Guttman (1954) y popularizada por Kaiser en 1960. Se
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basa en que la mayor información debe estar contenida por encima de la unidad [24,25].

λKG = λi > 1, ∀i = 1, . . . , n (2.23)

Broken-Stick (Palo roto)

Propuesto por Frontier en 1976 para identificar el número de CPs que se deben
conservar, definiendo un criterio de corte donde la varianza total, es decir, la suma de
los eigenvalores se divide aleatoriamente entre los distintos CPs, con lo que se espera que
la distribución de los valores propios siga una distribución de palo roto. Los eigenvalores
elegidos son aquellos que superen los eigenvalores críticos generados por el criterio de
palo roto. La distribución se calcula fácilmente como [25]:

BSk =
1

n

n∑
i=k

1

i
, ∀k = 1, . . . , n (2.24)

Donde n es el número de variables y BSk representa los eigenvalores críticos del
criterio de palo roto. Si la proporción de la varianza explicativa del k-ésimo CP es
mayor que BSk entonces esos CPs se mantienen.

λBS = λk > BSk, ∀k = 1, . . . , n (2.25)

Proporción de varianza total

Es un de los criterios más populares para determinar el número apropiado de CPs
para reducir la dimensionalidad de un espacio de factores. El criterio permite retener
aquellos CPs que contribuyen un porcentaje especifico de la varianza total acumulada,
seleccionando un límite de forma subjetiva, comúnmente se elige el 95 % de la varianza
total acumulada. El porcentaje específico de varianza se calcula de la siguiente forma:

Pvk =

∑k
i=1 λi∑n
j=1 λj

× 100, ∀k = 1, . . . , n (2.26)

λPv = λk > Pvk, ∀k = 1, . . . , n (2.27)

Aunque el método es usado con regularidad no se recomienda su aplicación por ser
poco fiable [25].

2.6.2. Criterios de evaluación estadísticos

En esta sección se presentan algunos criterios de selección de CPs que se basan en
fundamentos estadísticos.
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Prueba de esfericidad de Bartlett

La prueba evalúa si cada eigenvalor es significativamente diferente de los eigenva-
lores restantes [25]. La prueba intenta revelar el punto donde los CPs resumen una
distribución esférica de puntos, la cual se calcula de la siguiente manera:

m

[
(n− k) ln

(
n∑

i=k+1

λi

n− k

)
−

n∑
i=k+1

λi

]
∼ χ2

k ∀k = 1, ..., n (2.28)

Donde n es el número de variables, k representa k-ésimo CP, λi es el eigenvalor del
CPi, m es el número de observaciones y los grados de libertar (df) son calculados de
acuerdo a:

df =
(n− k − 1) (n− k + 2)

2
(2.29)

El criterio establece elegir aquellos CPs que cumplan la condición:

℘
(
χ2
k, df

)
> 0.05 (2.30)

Criterio de información de Akaike (AIC) y mínima descripción
de longitud (MDL)

Los criterios AIC y MDL son frecuentemente utilizados en el procesamiento de
señales, estos criterios trabajan bajo ciertas consideraciones: 1) trabajan sobre la matriz
de covarianza en el ACP; 2) las variaciones del ruido en cada medición se consideran
idénticas; 3) proporcionan un mínimo sobre el número de CPs.

AIC y MDL fueron propuestos por Akaike y Rissanen [26] para la selección de
modelos. Partiendo de la Ecuación 2.21, se asume que la matriz de covarianza, C, es
la contribución de la señal más el ruido experimental, representada como:

C = C̄ + σ2I (2.31)

Donde C tiene un rango q ≤ n adecuado. Por lo tanto, los k-ésimos eigenvalores
más pequeños (k ≤ n− q) son iguales a σ2 (desviación estándar):

λq+1 = λq+2 = . . . = λn = σ2 (2.32)

Y donde λ1, . . . , λq y p
1
, . . . , p

q
son los q más importantes eigenvalores y eigenvec-

tores de C. A partir de aquí se define el vector:

J =
[
λ1, . . . , λ1, σ

2, pT
1
, . . . , pT

q

]T
∈ R(n+1)q+1 (2.33)
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Como el vector de parámetros para el modelo de ACP. Originalmente estos cri-
terios se desarrollaron para identificar los parámetros óptimos dentro de un modelo.
Wax&Kailath [27] realizaron algunas modificaciones a los criterios AIC y MDL para
aplicarlos en la identificación de CPs óptimos dentro de un modelo basado en ACP.
Donde se considera que las m observaciones son independientes y tienen una distribu-
ción gaussiana de media cero, dando como resultado las siguientes ecuaciones.

AIC (k) = −2 ln

∏n
i=k+1 λ

( 1
n−k )

i
1

n−k

∑n
i=k+1 λi

(n−k)m

+ 2M (2.34)

MDL (k) = −2 ln

∏n
i=k+1 λ

( 1
n−k )

i
1

n−k

∑n
i=k+1 λi

(n−k)m

+M ln (m) (2.35)

∀k = 1, . . . , n

Donde M es el número de parámetros independientes en el vector de modelo J

definido por:

M =
k

2
(n− k + 1) (2.36)

Las Ecuaciones 2.34 y 2.35, teóricamente, contienen un mínimo, ya que al incre-
mentar el valor de k ∈ [1, n] los primeros términos del lado derecho decrecen y los
segundos términos aumentan. Wax&Kailath observaron que para bases de datos con
bastantes observaciones (m), MDL suele ser más consistente mientras que AIC tiende
a sobreestimar el número de CPs.

Varianza del error de reconstrucción (VRE)

Qin&Dunia [28] describieron un criterio para determinar el número de CPs, me-
diante la obtención de una función convexa. La VRE es separada en dos subespacios:
1) subespacio de componentes principales (SCP) y 2) subespacio de residuales (SR).
La proporción del SCP incrementa con el número de CPs, mientras que SR decrece,
resultando en un mínimo.

El criterio consiste en estimar una variable a partir de las demás en base a la redun-
dancia de algunas variables, lo que genera una mejor reconstrucción de un subespacio
libre de ruido e identifica variables redundantes.

Dado un vector de muestra x ∈ Rn corrompido con ruido a lo largo de una dirección
ξi ∈ Rn. Por ejemplo, asumiendo n = 5 e i = 2, el vector de dirección es ξT

2
=[

0 1 0 0 0
]

y el vector de muestra se expresa como:
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x = x̃+ rξ
i

(2.37)

Donde x̃ es un vector libre de ruido, r la magnitud del ruido y
∥∥∥ξ

i

∥∥∥ = 1. Para
remover el ruido en la i-ésima variable se calcula un vector de estimación.

x̂ = x− r̂iξi (2.38)

Donde r̂i es la magnitud estimada del ruido r en la i-ésima variable. La estimación
del ruido es óptima al minimizar el error cuadrado residual.

r̂i = argmı́n
r

∥x̃− x̂∥ = argmı́n
r

∥∥∥P̌ · P̌ T · x̂
∥∥∥2 = ξT

i
Š x

ξT
i
Š ξ

i

(2.39)

Donde Š ∈ R(n×n) es el espacio de proyección de P̌ ·P̌ T , donde P̌ es el complemento
ortogonal del subespacio de CPs. La diferencia x̃−x̂ es conocida como la reconstrucción
del error. Obsérvese que la reconstrucción del error puede ser representada como la
proyección del vector de estimación en el subespacio residual y depende del número de
CPs retenidos en el ACP. Qin&Dunia definen la varianza de la reconstrucción del error
como:

Ui ≡ var
{
ξTi (x− x̂)

}
= var {r̂i} =

ξT
i
Š C Š ξi(
ξT
i
Š ξ

i

)2 (2.40)

La varianza no reconstruida es la varianza de la magnitud estimada del ruido. La
reconstrucción del error utilizando cuidadosamente el número óptimo de CPs debería
proporcionar un mínimo. Por lo tanto, las n variables deben considerarse simultánea-
mente de la siguiente forma:

V RE (k) =
n∑

i=k

Ui

ξT
i
C ξ

i

=
n∑

i=k

ξT
i
Š C Š ξ

i(
ξT
i
Š ξ

i

)2
ξT
i
C ξ

i

(2.41)

Para evitar el problema de escala entre las variables individuales no reconstruidas,
se deben ponderar cada una de ellas por su varianza individual

(
ξT
i
C ξ

i

)
. Si los datos

están escalados a varianzas unitarias, entonces ξT
i
C ξ

i
= 1. La selección óptima de los

CPs utilizando el criterio de V RE se logra eligiendo aquellos CPs que minimicen la
Ecuación 2.41, es decir:

λV RE = argmı́n
k

V RE (k) (2.42)

Además, debe tenerse en cuenta que para un ruido en particular en la dirección ξ
i

es posible que Ui ≥ var
{
ξT
i
x
}

, lo cual indica que el criterio da una predicción peor
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que la media de los datos, resultando que la variable i-ésima tiene poca correlación con
otras variables y debe ser eliminada del criterio.

2.6.3. Criterios de evaluación para la selección óptima de CPs

Los criterios anteriores tratan de establecer el número óptimo de CPs que deben ser
utilizados para obtener una mejor calidad en la predicción mediante la eliminación de
variables redundantes o poco significativas, Con tales criterios se trata de obtener una
información a priori antes de ser introducidos a un modelo de regresión o clasificación.
Una clara desventaja de estos criterios es que no contemplan los datos de las respuestas(
T
)

para el análisis y selección de los CPs. Por tal razón es común encontrar casos de
aplicación donde no utilizan dichos criterios.

Por lo general, en la mayoría de los casos de aplicación [29–34] se suele evaluar el
modelo usando diferente número de CPs y de ellos se elige el que tiene mejor calidad de
predicción. La manera de evaluar las diferentes alternativas puede ser de forma crecien-
te, ir añadiendo de uno en uno los CPs al modelo o de forma decreciente, ir retirando
CPs del modelo y posteriormente bajo una búsqueda de mallado elegir el modelo más
adecuado según su calidad de predicción. El proceso de añadir o eliminar CPs puede ser
demandante computacionalmente hablando si la base de datos que se desea modelar
es considerablemente grande. En sentido contrario, cuando se tienen bases de datos
pequeñas es posible realizar la búsqueda de mallado a un costo menor. Pero aún sigue
siendo una forma muy habitual en la práctica. Además, se debe considerar el hecho de
que cada vez que se cambia el número de CPs para ser modelados es necesario cambiar
las características del modelo, ocasionando que se invierta más tiempo y trabajo.

2.7. Justificación

En la ingeniería química, así como en otras áreas de la ciencia e ingeniería, la
implementación de modelos es de gran importancia, ya que permiten representar el
comportamiento de un proceso y sus interrelaciones de causa y efecto. Siempre se
busca que los modelos implementados representen fielmente al sistema de interés y
que a su vez sean lo más reales posibles. La creación de modelos puede llevarse a
cabo por alguna de las siguientes formas: modelos teóricos o modelos empíricos. Los
modelos teóricos se plantean a través de la aplicación de leyes naturales y fenómenos
que gobiernan al sistema. Por otro lado, un modelo empírico, se desarrolla a partir
de la información obtenida experimentalmente con el fin de obtener una relación de
causa-efecto por alguna función matemática.

La desventaja de los modelos teóricos radica en varios aspectos: 1) su descripción
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se formula a partir de conocimientos científicos que resultan en ecuaciones que son
generalmente complejas y no lineales; 2) errores en la formulación del modelo causadas
por malas aproximaciones; 3) errores en las simplificaciones del modelo, al tratar de
hacerlo numéricamente más dócil; 4) errores en la estimación de parámetros causada
por falta de información o una mala experimentación.

Además, los métodos empíricos también presentan algunas desventajas, tales como:
1) requieren datos experimentales; 2) en primera instancia se desconoce la ecuación
fundamental del fenómeno, por lo que generalmente se proponen ecuaciones simples,
tales como polinomios; 3) los parámetros del modelo carecen de una representación
física del sistema.

Cuando no es posible crear o desarrollar modelos teóricos, es momento de enfocarse
en los modelos empíricos. El modelamiento empírico capta las características del siste-
ma a partir de sus respuestas ante entradas de variables explicativas. La formulación
del modelo comienza con un apropiado análisis de los datos de entrada/salida con el
objetivo de elegir o descartar aquellas variables y respuestas que sean capaces de expli-
car el comportamiento del sistema. La principal problemática de los modelos empíricos
es elegir una función capaz de proporcionar un resultado confiable.

Se ha demostrado que los modelos de redes neuronales artificiales (RNAs) tienen
capacidades de aproximadores universales [35], por lo que los modelos de RNA son
capaces de resanar los problemas que tienen los modelos empíricos. Las RNAs son
una rama de la inteligencia artificial o sistemas inteligentes que pretende estudiar el
reconocimiento de patrones y el aprendizaje realizado por las computadoras.

En la actualidad los modelos de RNAs son entrenados mediante técnicas iterativas
(descenso del gradiente, método de Newton y cuasi-Newton, Levenberg-Marquardt,
etc.), que resultan en una alta demanda computacional y en largos tiempos de entre-
namiento. Los largos tiempos de entrenamiento de las RNAs hacen que se desalienten
los estudios detallados en el propio funcionamiento de la RNA.

En los métodos de entrenamiento tradicionales, la minimización de la función error
se realiza mediante una optimización no restringida (p.e. descenso del gradiente), don-
de es necesario el cálculo de las derivadas parciales con respecto de los parámetros de
la red (regla delta), donde estas son propagadas desde la capa de salida hasta la capa
de entrada. En la década de los 90’s científicos como G. Cybenko y Hornik [35, 36] se
centraron en estudiar las ventajas que presentan las SLFN. Demostrando teóricamente
que una RNA de solo una capa oculta y con un número finito de neuronas tiene la ca-
pacidad de aproximar cualquier función no lineal, presentando una alta generalización.

Sin embargo, hay pocos estudios detallados sobre arquitecturas de RNAs, mejora-
miento en los tiempos del entrenamiento, el impacto que puede tener las funciones de
activación para tareas específicas, efectos de los pesos sinápticos con los que se inicia
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el proceso de entrenamiento, utilización de técnicas de análisis de componentes prin-
cipales y análisis de componentes principales no-lineales para mejorar la dependencia
lineal de los datos que recibe la RNA, efecto del número de variables de entrada y su
relación con los pesos sinápticos, etc.

2.8. Hipótesis

Es posible desarrollar una metodología para entrenar una RNA, de una forma rápida
y con capacidad de generalización, es decir, que capture la señal y filtre el ruido de los
datos experimentales. En base a los trabajos de Cybenko [35], Hornik [36], Schimitd [37]
y Huang [38] se puede inferir que mediante un ajuste lineal es posible entrenar una
RNA de forma rápida en comparación con las técnicas ya existentes. Además, existen
varios factores que están relacionados con la calidad de la predicción de la RNA de
forma directa. Por lo tanto, al entrenar de forma rápida una RNA, se puede analizar
de manera detallada distintos factores implicados durante el entrenamiento de la red.

2.9. Objetivos

2.9.1. Objetivo general

El objetivo general es desarrollar una metodología clara, precisa y sencilla de cómo
implementar una RNA de manera óptima, es decir, que el usuario no tenga que especifi-
car parámetros adicionales, como: estructura de la red, número de épocas o iteraciones,
rango de los pesos sinápticos, etc.

2.9.2. Objetivos particulares

1. Desarrollar un método de entrenamiento rápido.

2. Garantizar que la red entrenada tenga una alta capacidad de generalización, es
decir, que disponga de la habilidad de distinguir entre señal y ruido proveniente
de los datos a modelar.

3. Comparar el método propuesto contra métodos tradicionales.

4. Evaluar el efecto que tienen las neuronas ocultas hacia la calidad de la predicción.

5. Definir un criterio estadísticos para seleccionar la estructura óptima de la red.

6. Identificar los factores que llevan a la RNA hacia el underfitting y overfitting.

7. Identificar aquellos factores que optimicen la calidad de respuesta de la RNA.
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8. Evaluar el efecto que tiene el rango de los pesos estocásticos hacia la respuesta
de la RNA.

9. Extender la metodología propuesta a sistemas MIMO.

10. Mejorar la respuesta de la RNA mediante la técnica de Análisis de Componentes
Principales (ACP).

11. Evaluar el efecto sinérgico del número de variables de entrada y el rango de los
pesos estocásticos hacia la calidad de la respuesta de la RNA.

12. Definir una metodología clara y sencilla para entrenar una RNA mediante pesos
estocásticos.



Capítulo 3

Metodología

3.1. Método propuesto (Stochastic One Step, SOS)

El objetivo principal de la tesis es presentar y desarrollar un método de entrena-
miento rápido para RNAs con una sola capa oculta (SLFN). Se aplica la teoría para una
RNA con una capa oculta (c = 3), función de activación sigmoidal, g (x) = tanh(x),
en la capa oculta, función lineal (identidad) y una sola neurona, n3 = 1, en la capa
de salida. Sin embargo, el procedimiento puede ser aplicado a otras arquitecturas de
RNA de alimentación hacia delante. En la Sección 4.7 se presenta la expansión de esta
metodología aplicada a más de una neurona de salida, n3 > 1.

Partiendo de un conjunto de m datos experimentales en los que se estudian n1

variables predictoras (matriz de entradas X ∈ Rm×n1), una variable de respuesta (vec-
tor de observaciones T ∈ Rm×1) y tomando un modelo de SLFN con una estructura
{n1, n1, 1}. La función error a minimizar, tal como se presenta en la Ecuación 2.10 de
la Sección 2.3, puesta en forma matricial, es

e(w) = SSE =

m∑
i=1

(
ti − y3i

)2
=
(
T − y3

)T ·
(
T − y3

)
(3.1)

donde y3 es el vector de predicciones de la SLFN que depende de los parámetros
ajustables w (vector que aglomera todos los parámetros ajustables, w = vec

{
W 1,W 2

}
∈ Rp). De acuerdo con la Ecuación 2.3, y3 se obtiene al evaluar la SLFN de la siguiente
manera

y3 =
[
1 y2

]
·W 2 ∈ Rm×1 (3.2)

y2 = tanh
([
1 X

]
·W 1

)
∈ Rm×n2 (3.3)

donde W 1 ∈ R(n1+1)×n2 ,W 2 ∈ Rn2+1 y 1 ∈ Rm.
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Para el desarrollo de este trabajo se ha tomado las ideas propuesta en la literatura
[37–39] en donde se desarrolla el concepto de una RNA con pesos aleatorios (Neural
Network Random Weight, NNRW). Donde se propone ajustar solo la matriz de pesos
de la capa de salida W 2, manteniendo constante la matriz de pesos de la capa de
entrada W 1, donde se especifican los parámetros con valores de manera estocástica.
En trabajos semejantes se ha propuesto entrenar los parámetros de la última capa de
manera iterativa [40], que mejora la velocidad de entrenamiento, pero sigue siendo un
método iterativo y tardado. Otros autores han propuesto ajustar los parámetros de la
última capa haciendo uso de la matriz pseudoinversa [41]. El inconveniente en dichos
trabajos es que no proporcionan una metodología general para determinar el número
óptimo de neuronas en la capa oculta y en algunos casos el problema se soluciona a
prueba y error, dando como resultado RNAs deficientes.

A diferencia de algunos trabajos previos, aquí se propone ajustar los pesos hacia
la última capa en un solo paso, mediante regresión lineal, entre las salidas de la capa
oculta y la capa de salida, lo cual puede hacerse con o sin la pseudoinversa y se dan
las razones de hacerlo, además se plantea dar reglas claras de cómo hacerlo.

La salida de una SLFN es una relación lineal respecto de las salidas de la penúltima
capa y, además los parámetros de la SLFN quedan agrupados en matrices de parámetros
entre cada dos capas de neuronas consecutivas, Figura 3.1. Así que en una SLFN hay
una matriz de parámetros entre la capa de entrada y la capa oculta W 1 y una matriz (un
vector columna cuando se tiene una neurona de salida) de parámetros entre la capa
oculta y la capa de salida W 2. La estrategia presentada es, ajustar los parámetros
W 2 mediante regresión lineal, mientras que los parámetros W 1 se generan de forma
estocástica dentro de un rango especifico, ω = [−1,+1].

Para ajustar los parámetros W 2 se hace una minimización de la función error
(Ecuación 3.1) igualando a cero la Ecuación 2.17.

−
[
1 y2

]
· δ2 = 0

Sustituyendo la delta de salida (Ecuación 2.16) y despejando los parámetros opti-
mizados, W̃

2
, se obtiene

[
1 y2

]T
·
(
T −

[
1 y2

]
· W̃ 2

)
= 0 (3.4)[

1 y2
]T

·
[
1 y2

]
· W̃ 2

=
[
1 y2

]T
· T (3.5)

W̃
2

=

([
1 y2

]T
·
[
1 y2

])−1 [
1 y2

]T
· T (3.6)

que es la clave del método propuesto.
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Figura 3.1: Red neuronal de una sola capa oculta de alimentación hacia adelante
(SLFN).

Observaciones sobre la Ecuación 3.6.

1. La matriz
([

1 y2
]T

·
[
1 y2

])−1 [
1 y2

]T
es la inversa izquierda de

[
1 y2

]
y es

conocida como pseudoinversa. Es necesario que dicha matriz exista para poder
obtener W̃

2
.

2. La condición necesaria y suficiente para que la pseudoinversa exista es que exista

la inversa de la matriz cuadrada
[
1 y2

]T
·
[
1 y2

]
. Una manera de garantizarlo

es que los vectores columna de
[
1 y2

]
sean linealmente independiente. En un

problema práctico, se puede alejar de la dependencia lineal si el número de ren-
glones es mucho mayor que el número de columnas en y2, es decir, que el número
de observaciones experimentales sea mucho mayor que el número de neuronas
ocultas, m ≫ n2. Para entrenar una RNA, se requieren muchas observaciones
experimentales. En caso extremo de que

[
1 y2

]
tenga vectores columna lineal-

mente dependientes, la inverza izquierda se puede obtener por descomposición
en valores singulares como pseudoinversa.

3. La matriz y2 depende de los parámetros W 1, por lo tanto, también W̃
2

depende
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de W 1. Puesto que en cada ajuste de W̃
2

se tiene que W 1 es constante, entonces
el entrenamiento se hace en un solo paso y es instantáneo con la Ecuación 3.6.

4. El número de parámetros ajustables es n2 + 1, por lo que al menos se requieren
de m = n2 + 1 datos experimentales. En la práctica, para que la matriz inversa
izquierda se aleje de la singularidad, es necesario que m ≫ n2 + 1.

5. El cálculo de W̃
2
, es prácticamente instantáneo comparado con el tiempo reque-

rido en los métodos de entrenamiento iterativo. Así pues, aquí se propone llevar
a cabo varios ajustes de W̃

2
, haciendo un barrido en el número de neuronas de la

capa oculta, n2, desde 1 hasta m− 1. Conjeturamos que al aumentar n2, entre 1

hasta m−1, el valor de e(w) (Ecuación 3.1) disminuye hasta un mínimo en donde
existe una estructura de RNA óptima con capacidad de generalización. De esta
manera W̃

1
no se optimiza, más bien se asigna estocásticamente, en un rango ω,

en cada cálculo de W̃
2

y su número de columnas crece o disminuye con el número
de neuronas ocultas. El método lo hemos llamado SOS (Stochastic One Step)
debido a que la RNA se entrena en un solo paso con valores estocásticos de W 1

que se actualizan moviendo el número de neuronas ocultas.

6. En caso de querer optimizar por completo los parámetros hacia la capa oculta se
requiere resolver, para W̃

1
, la Ecuación 2.19 igualada a cero

−
[
1 X

]T · δ1 = 0 (3.7)

Pero esto resulta en un trabajo igual de desafiante que el proceso iterativo actual
de entrenamiento de RNA.

3.2. Validación del método SOS

Durante el entrenamiento, las RNAs pueden llegar a ajustar el ruido experimental,
confundiéndolo con la señal de interés. Es por lo que, en el entrenamiento de RNAs se
debe llevar un control de la calidad del ajuste, el cual se hace con validación cruzada.
La validación cruzada se realiza partiendo el conjunto de datos experimentales en dos,
el conjunto de entrenamiento, que consta de me elementos y el conjunto de validación,
que cuenta con mv elementos. Donde el conjunto de entrenamiento se utiliza para el
ajuste de los parámetros dentro de la red, mientras que el conjunto de validación se
usa para verificar la calidad del ajuste. La proporción en la cual se deben dividir estos
conjuntos es heurística, pero se recomienda una proporción del 80 % para el conjunto
de entrenamiento y 20 % para el de validación.
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En el presente trabajo, se propone seguir usando la validación cruzada para con-
trolar la calidad del ajuste. A diferencia de la mayoría de los trabajos en el campo de
las RNAs, aquí se usa el coeficiente de determinación para cada respuesta (Ecuación
3.8) como parámetro de control en el entrenamiento.

R2
i =

SSRi

SSTi
= 1− SSEi

SSTi
(3.8)

donde SSEi (Sum Square Error) depende de los parámetros de la RNA y se ob-
tiene de la Ecuación 3.1, SSTi (Sum Square Total) es una constante que representa la
variación total de los datos de respuesta

SSTi =

mi∑
j=1

t2j −
(∑mi

j=1
tj

)2
/mi, i = {e, v} (3.9)

Así pues, se tienen dos valores de R2: uno calculado con el conjunto de entrena-
miento

(
R2

e

)
y otro con el conjunto de validación

(
R2

v

)
.

Adicionalmente, para controlar la inclusión excesiva de parámetros al modelo, tal
como se hace en la regresión lineal, se usa el coeficiente de determinación ajustado,
R2

adj , que castiga la inclusión de parámetros

R2
adj,i = 1− τ ·

(
1−R2

i

)
(3.10)

donde τ es el control que castiga la inclusión de parámetros,por cuestiones prácticas,
aquí se toma como:

τ =
me − 1

me − n2 − 1
(3.11)

Por lo tanto, es posible obtener cuatro criterios para evaluar el desempeño de la
RNA durante su entrenamiento R2

e, R
2
v, R

2
adj.e, R

2
adj,v.

Se escogen estos parámetros debido a que representan medidas estandarizadas en
[0, 1]. El R2 es una medida relacionada con SSE y el R2

adj es una medida relacionada con
MSE (Mean Squared Error). Ahora la cuestión es ¿Cuál de todos estos parámetros sirve
como criterio para elegir el número de neuronas en la capa oculta, n2? La respuesta es
dada en la sección de resultados.

3.3. Datos de estudio

La mejor manera para evaluar el desempeño de un método de entrenamiento es
mediante datos simulados a los que se les añade una cantidad de ruido experimental
(p.e. 30 % de su amplitud en la región de trabajo). Con el objetivo de tener control
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sobre el estudio de la calidad de las aproximaciones, ya que se pueden comparar con
los datos reales. Se trabaja con las tres superficies que se presentan en la Figura 3.2.

Figura 3.2: Superficies usadas para obtener los datos simulados en el entrenamiento de
la red: a) superficie de la función gaussiana, b) superficie de la función conocida como
cartón de huevo, c) superficie de la función de Himmelblau.

En la Figura 3.2 se presentan las tres superficies que se desean reconstruir a partir
de datos simulados con el 30 % de ruido añadido (asteriscos en rojo).



Capítulo 4

Resultados y discusión

Los resultados presentados aquí tienen la intención de mostrar de forma experimen-
tal las ventajas que presenta el método propuesto SOS en comparación con distintos
algoritmos de entrenamiento, además, se presentan distintas estrategias para mejor la
eficiencia del método propuesto. En la Sección 4.1 se presenta la simulación de da-
tos sintéticos, reconstrucción de superficies, mediante el método SOS y se comparan
con distintos métodos de entrenamiento que se utilizan con regularidad para el en-
trenamiento de RNAs. En la Sección 4.2 se presenta el efecto que tiene el número de
neuronas ocultas en una RNA, en la Sección 4.3 se determina el criterio para seleccionar
la mejor topología de una RNA mediante el método SOS. Los efectos del underfitting
y overfitting son presentados en la Sección 4.4. En la Sección 4.5 se expande el método
SOS para múltiples respuestas (sistemas MIMO). Un estudio de ANOVA es presentado
en la sección 4.6, con el fin de identificar aquellos factores que influyen en la eficiencia
del método SOS. En la Sección 4.7 se implementa la técnica de reducción de dimen-
sión, análisis de componentes principales, para el preprocesamiento de datos antes de
ser introducida a una RNA, presentando ventajas y desventajas de su aplicación. Por
último, en la Sección 4.8 se presenta el efecto que tiene el rango de los pesos sinápticos
(ω) en el método SOS.

Todos los experimentos se llevaron a cabo en el entorno Matlab R2018a, que se
ejecuta en un ordenador portátil Surface Pro 3 con procesador Intel(R) Core(TM) i5-
4300U, CPU @ 2.50 GHz, 4 GB de RAM, y sistema operativo Windows 10 Pro a 64
bits.

4.1. Método SOS vs métodos iterativos

Para mostrar las ventajas del método SOS, se usaron datos sintéticos a partir de
las superficies de la Figura 3.2. Los datos para el entrenamiento consistieron de 800
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puntos muestreados aleatoriamente dentro de la misma región de variables indepen-
dientes (x1, x2) mostrada en la Figura 3.2. Con los datos de forma la matriz de entradas
X ∈ R800×2 necesaria en las Ecuaciones 3.3 y 3.6. El valor de la variable de respuesta
consistió en el valor de la función, t (x1, x2), más un ruido experimental de un 30 %
respecto de la amplitud de la superficie correspondiente. Los valores de la respuesta
simulada y con ruido forman el vector de target T ∈ R800×1 usado en la Ecuación 3.6.
El conjunto de los 800 puntos experimentales fue partido en dos grupos: uno de entre-
namiento y el otro de validación. El conjunto de entrenamiento consistió de me = 640

puntos experimentales (80 %) y el conjunto de validación consistió de mv = 160 puntos
experimentales. Para el entrenamiento de la SLFN, todos los datos experimentales,
tanto de variables de entrada como de respuesta, fueron escalados en el rango [−1,+1].

Para demostrar la rapidez, precisión y capacidad de generalización del método
SOS, se realizó una comparación contra distintos métodos de entrenamiento iterati-
vos incorporado en el ambiente de Matlab®: descenso del gradiente con momento
(traingdm), Levenberg-Marquardt (trainlm), máquina de soporte vectorial (Support
Vector Machine, SVM, fitrsvm) y máquina de aprendizaje extremo (Extreme Learning
Machine, ELM). Cabe mencionar que SVM es un algoritmo de aprendizaje automáti-
co que consiste en el uso de funciones de kernel y mediante procesos de optimización
(proceso iterativo) se calculan los parámetros internos del modelo, así como su estruc-
tura interna. ELM también es un modelo de aprendizaje automático que tiene varias
semejanzas con el método SOS, inicialmente hace uso de la pseudoinversa para calcular([

1 y2
]T

·
[
1 y2

])−1

en la Ecuación 3.6. Además, para utilizar SVM no es necesario

especificar alguna topología interna. En todos los casos, excepto para SVM, se eli-
gió una SLFN con estructura {2, 55, 1} y los parámetros ajustables para SOS fueron
inicializados aleatoriamente en el rango [−1,+1].

En la Tabla 4.1 se presenta un comparativo de los tiempos de entrenamiento, error
cuadrático medio (MSE) y el coeficiente de determinación

(
R2
)
. Los resultados repor-

tados son el promedio de diez corridas por cada método y función. Se observa que el
tiempo de procesamiento es de al menos unas 80 veces más corto para el entrenamiento
SOS en comparación con trainml (Levenberg-Marquardt), 70 veces más corto en com-
paración con traingdm (descenso del gradiente con momento), 13 veces más rápido que
SVM y 3 veces más para ELM. En general, los valores de MSE reportados por SOS
son menores en comparación con los métodos iterativos, indicando que el método SOS
genera una mejor aproximación a los datos, salvo en el caso de la función Cartón de
huevo el método trainlm reporta un valor menor de MSE, pero su tiempo de entre-
namiento es 115 veces mayor que el de SOS. Es posible apreciar que los coeficientes
de determinación del método propuesto son mejores que los reportados por los otros
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Tabla 4.1: Parámetros del desempeño de las RNAs en la reconstrucción de las superfi-
cies.

Función Tiempo (seg) MSE R2

SOS
Gaussiana 0.0056 0.0021 0.947

Cartón de huevo 0.0065 611.92 0.830
Himmelblau 0.0069 4.285×104 0.960

Matlab (trainlm)
Gaussiana 0.4944 0.0036 0.913

Cartón de huevo 0.7510 172.550 0.951
Himmelblau 0.4438 1.236×105 0.919

Matlab (traingdm)
Gaussiana 0.7023 1.5839 -38.1

Cartón de huevo 0.3289 4.974×105 -136.3
Himmelblau 0.2291 2.951×108 -191.1

Matlab (fitrsvm)
Gaussiana 0.0697 0.0041 0.905

Cartón de huevo 0.1288 219.849 0.938
Himmelblau 0.0714 2.551×105 0.840

ELM
Gaussiana 0.0169 0.0028 0.931

Cartón de huevo 0.0304 593.957 0.832
Himmelblau 0.0262 5.986×104 0.960

métodos. Cabe señalar que los códigos usados por Matlab son altamente optimizados,
mientras que los códigos usados en el método SOS fueron generados por nosotros mis-
mos y aún no han sido optimizados. En base a los resultados presentados, se puede
concluir que el método SOS, comparado con los métodos iterativos, es prácticamente
instantáneo. Además, arroja resultados de calidad muy aceptable, logrando en un solo
paso resultados con capacidades altas de generalización.

A continuación, en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3 se muestran la reconstrucción de las
superficies, donde se observa la calidad de reconstrucción de cada superficie proporcio-
nada por cada método.

Las superficies generadas por el método SOS (Figura 4.1a, Figura 4.2a y 4.3a)
presentan una mayor suavidad en comparación con las superficies que arroja los mé-
todos iterativos de Matlab (trainlm, traingdm y fitrsvm). En las gráficas se muestra
que el método de entrenamiento SOS proporciona resultados que pueden competir,
en calidad de la aproximación, con los métodos tradicionales. No obstante, las super-
ficies generadas con el método ELM compiten con las del método SOS, en cuestión
de suavidad, lo cual puede atribuirse a que ambos métodos tienen semejanza en su
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entrenamiento (regresión lineal). Observe que los resultados del método SOS no son
un golpe de suerte, ya que, en la reconstrucción de las superficies, se ha logrado filtrar
adecuadamente el error experimental. La evidencia de lo anterior se muestra en las
gráficas (esquina inferior derecha) de la respuesta predicha por la red contra la res-
puesta experimental, se observa que el ruido ha sido filtrado adecuadamente. Además,
las superficies en las Figuras 4.1b, 4.2b y 4.3b, reportan una mala predicción dando
como resultado superficies muy deformadas en comparación con los otros métodos. Los
métodos de Levenberg-Marquardt y SVM generan resultados más agradables, pero sin
ser los mejores.

4.2. Efecto de neuronas ocultas en SOS

Teniendo un método de entrenamiento prácticamente instantáneo, ahora se pueden
hacer estudios más detallados en los que se varíe el número de neuronas en la capa
oculta y se observe la calidad del desempeño de la red a través del coeficiente de
determinación

(
R2
)
. El número de neuronas ocultas puede variarse, desde 1 hasta

me − 1, ya sea por barrido secuencial o barrido esporádico. Realizar un estudio así
era difícil de llevar a cabo con el entrenamiento iterativo debido a su lentitud. En
la Figura 4.4 se muestra la evolución de los distintos coeficientes de determinación(
R2

e, R
2
v, R

2
adj.e, R

2
adj,v

)
en función del número de neuronas en la capa oculta. Se observa

la evolución solo hasta 200 neuronas, ya que, con un número muy grande de neuronas,
la calidad de la reconstrucción comienza a deteriorarse, tal como se aprecia en el lado
derecho de cada gráfica, Figura 4.4. De acuerdo a lo mostrado en la Figura 4.4, los
coeficientes de determinación sufren variaciones al aumentar el número de neuronas
ocultas, pero de manera general, se observa lo siguiente:

1. El coeficiente de determinación del conjunto de entrenamiento, R2
e, (curva de

puntos de color azul) siempre va en aumento y se acerca a 1 cuando el número de
neuronas ocultas tiende a me − 1. Por lo tanto, el R2

e no proporciona un criterio
válido para obtener la estructura óptima de la RNA.

2. El coeficiente de determinación ajustado del conjunto de entrenamiento, R2
adj.e,

(curva de puntos de color negro) comienza aumentando rápidamente hasta alcan-
zar un máximo y después de ahí disminuye suavemente, pero al final disminuye
rápidamente. Para los casos mostrado, los valores máximos son alcanzados en
84, 98 y 50 neuronas ocultas respectivamente, N∗

adj,e. El parámetro R2
adj.e podría

proporcionar un criterio válido para obtener la estructura óptima de la RNA,
pero se descarta debido a que son valores relativamente altos que se encuentran
en la zona de sobreajuste (overfitting).
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Figura 4.1: Reconstrucción de superficies por los distintos métodos. Superficie de la
función Gaussiana obtenida con: (a) SOS, (b) descenso del gradiente con momento, (c)
Levenberg-Marquardt, (d) Support Vector Machine, (e) Extreme Learning Machine y
en (f) se presenta la función original donde (*) en azul son los datos del conjunto de
entrenamiento y (*) en rojo corresponden a los datos de validación. Cada SLFN tiene
una topología {2,55,1}, excepto SVM.
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Figura 4.2: Reconstrucción de superficies por los distintos métodos. Superficie de la
función Cartón de huevo obtenida con: (a) SOS, (b) descenso del gradiente con mo-
mento, (c) Levenberg-Marquardt, (d) Support Vector Machine, (e) Extreme Learning
Machine y en (f) se presenta la función original donde (*) en azul son los datos del
conjunto de entrenamiento y (*) en rojo corresponden a los datos de validación. Cada
SLFN tiene una topología {2,55,1}, excepto SVM.
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Figura 4.3: Reconstrucción de superficies por los distintos métodos. Superficie de la
función Himmelblau obtenida con: (a) SOS, (b) descenso del gradiente con momento,
(c) Levenberg-Marquardt, (d) Support Vector Machine, (e) Extreme Learning Machine
y en (f) se presenta la función original donde (*) en azul son los datos del conjunto de
entrenamiento y (*) en rojo corresponden a los datos de validación. Cada SLFN tiene
una topología {2,55,1}, excepto SVM.
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Figura 4.4: Comportamiento del coeficiente de determinación R2 respecto del número
de neuronas en la capa oculta (n2) en una SLFN. Referente a: a) superficie Gaussiana,
c) superficie de Cartón de huevo y c) superficie de Himmelblau.

3. El coeficiente de determinación del conjunto de validación, R2
v, (curva de puntos

de color rojo) comienza aumentando rápidamente hasta alcanzar un máximo
y después de ahí disminuye suavemente, pero al final disminuye rápidamente
con un comportamiento un tanto errático. Para los casos mostrado, sus valores
máximos son alcanzados en 75, 124 y 17 neuronas ocultas respectivamente, N∗

v .
El parámetro R2

v podría proporcionar un criterio válido para obtener la estructura
óptima de la RNA.

4. El coeficiente de determinación ajustado del conjunto de validación, R2
adj,v, (cur-

va de puntos de color magenta) comienza aumentando rápidamente hasta alcan-
zar un máximo y después de ahí disminuye suavemente, pero al final disminuye
rápidamente de manera un tanto errática. Para los casos mostrado, sus valo-
res máximos son alcanzados en 45, 102 y 17 neuronas ocultas respectivamente,
N∗

adj,v. El parámetro R2
adj,v podría proporcionar un criterio válido para obtener

la estructura óptima de la RNA.



4. Resultados y discusión 41

5. El coeficiente de determinación de los datos reales, R2
real, (curva de puntos de

color verde), es un parámetro adicional que se ha usado aquí para comparar
la calidad de la predicción con los datos reales. Es obtenido de acuerdo con
la Ecuación 3.8, solo que el valor de la suma de cuadrados del error, SSE, es
calculado entre las diferencias del valor real sin ruido y el valor predicho por
la RNA. Cabe mencionar que, en un caso práctico, el valor real sin ruido es
desconocido. Sin embargo, en este estudio teórico, donde se usan datos simulados,
si se conoce y puede usarse para determinar el parámetro que mejor califique
la evolución de la red. El parámetro R2

real comienza aumentando rápidamente
hasta alcanzar un máximo y después de ahí disminuye suavemente, pero al final
disminuye rápidamente de manera un tanto errática. Cuando se tiene el valor
máximo en R2

real se alcanza la mejor estructura de la RNA, n∗
2 = N∗

real. Para los
casos mostrado, sus valores máximos son alcanzados en 65, 110 y 18 neuronas
ocultas respectivamente, N∗

real.

De manera general, se ha observado que los máximos están relacionados de la siguiente
manera: N∗

adj,e ≥ N∗
v ≥ N∗

adj,v. La cuestión aquí es: ¿cuál de los parámetros N∗
adj,e, N

∗
v o

N∗
adj,v es el que está más cercano a N∗

real y proporciona la estructura de la RNA óptima?
En la siguiente sección se presenta un estudio estadístico a detalle para contestar esta
pregunta.

4.3. Criterio para seleccionar la mejor RNA

Se sabe que el valor óptimo de neuronas en la capa oculta debe ser lo más próximo a
N∗

real ya que ahí es donde las predicciones de la red aproximan mejor a la superficie real
(desconocida). Desde los resultados obtenidos en la Figura 4.4, se observa que tanto
N∗

adj,v como N∗
v se encuentran cercanas a N∗

real, pero se encuentran o antes o después.
El N∗

adj,e no es una opción debido a que se encuentra muy por encima de N∗
real. La

cuestión es ¿Cuál de N∗
adj,v o N∗

v está más cercana a N∗
real y representa el mejor criterio

para escoger el número óptimo de neuronas en la capa oculta?
Con el fin de determinar el mejor criterio para obtener una estructura óptima de la

RNA se lleva a cabo una serie de 20 simulaciones a diferentes condiciones (modificando
el tipo de superficie, cantidad de datos, proporción usada para el conjunto de entrena-
miento, proporción de ruido respecto de la amplitud de la señal) y para cada uno de
ellos se determinaron los números de neuronas en donde se encuentra el máximo en los
coeficientes de determinación: de validación, N∗

v ; ajustado de validación, N∗
adj,v, y real,

N∗
real. Los resultados de las 20 simulaciones se presentan en la Tabla 4.2. Se tiene que

en promedio N∗
adj,v ≤ N∗

v ≤ N∗
real (52.30 < 55.10 < 58.25), sin embargo, estos datos
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tienen un cierto grado de dispersión y aunque parezcan diferentes, pueden ser esta-
dísticamente iguales. Para comprobar la similitud de esta información, se contrastan
los resultados deN∗

adj,v y N∗
v contra N∗

real con pruebas t-student para medias de dos
muestras emparejadas. Se encuentra que N∗

adj,v es estadísticamente diferente de N∗
real

(p = 0.0034) y que N∗
v es estadísticamente igual que N∗

real (p = 0.1019).

Tabla 4.2: Escenario experimental con 20 simulaciones a diferentes condiciones de en-
trenamiento de una SLFN.

Caso Función # Datos % Entr %Ruido N∗
v N∗

adj,v N∗
real

1 B 1000 90 5 56 56 52
2 A 200 50 30 34 34 58
3 B 1000 50 5 45 45 46
4 A 1000 90 5 89 89 90
5 A 1000 50 30 65 54 71
6 B 1000 70 17.5 55 55 57
7 B 600 70 30 48 35 41
8 A 600 50 5 85 80 83
9 B 400 70 17.5 50 50 57
10 A 600 70 23.75 69 69 69
11 B 200 50 30 46 46 46
12 A 200 90 30 56 29 46
13 B 600 70 17.5 60 60 60
14 A 600 70 17.5 57 57 67
15 B 600 70 17.5 35 35 34
16 B 600 70 17.5 59 59 54
17 A 600 70 17.5 59 59 63
18 A 200 90 30 21 21 38
19 A 600 50 5 82 82 90
20 B 200 90 30 31 31 43

De esta manera se concluye que, en la práctica, el número óptimo de neuronas en la
capa oculta es igual a aquel en donde se tiene un máximo en R2

v, es decir n∗
2 = N∗

real. En
general, se ha encontrado que cualquier número de neuronas ocultas, n2, entre N∗

adj,v

y N∗
adj,e da buenos resultados.
El método de aprendizaje SOS, por ser NO iterativo, requiere de tiempos muy cortos

en el entrenamiento y alcanza un mínimo global en donde la RNA tiene capacidad
de generalización. Así pues, se tiene una metodología general de entrenamiento con
criterios bien definidos para determinar el número óptimo de neuronas en la capa
oculta, que resuelve el inconveniente de los distintos mínimos locales y los tiempos
largos de entrenamiento, lo que resulta en un incentivo muy grande para el uso de las
RNAs.
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4.4. Efectos de underfitting y overfitting en SOS

Tomando como base el coeficiente de determinación del conjunto de validación de la
Figura 4.4 (curva de puntos rojos), se observa que hay valores muy malos de R2

v muchas
neuronas antes y después del valor óptimo, N∗

v . Esto es debido a que antes de alcanzar
N∗

v la SLFN no cuenta con suficientes neuronas en la capa oculta que logren capturar
la señal real de la respuesta, dando lugar a un efecto de underfitting. Por otro lado,
mucho después de alcanzar N∗

v la SLFN cuenta con un número sobrado de neuronas en
la capa oculta que son capaces de capturar la señal real de la respuesta junto con el error
experimental, dando lugar a un efecto de overfitting. En esta etapa la red no diferencia
entre el dato original y el ruido experimental. En las Figuras 4.5, 4.6 y 4.7 se muestra
el efecto que tiene el número de neuronas ocultas sobre la respuesta predicha. En las
Figuras 4.5a, b y c se presenta la reconstrucción de las superficies por la red entrenada
con un número óptimo de neuronas (75, 120 y 20 respectivamente por cada superficie),
un número de neuronas muy por debajo del óptimo (25 neuronas por cada superficie
en Figuras 4.6a y b, 10 neuronas para la Figura 4.6c), y un número de neuronas
muy por encima del óptimo (180 por cada superficie en Figura 4.7). En la Figura 4.5 se
observa que la reconstrucción es excelente debido a que se tiene un número de neuronas
óptimo en la capa oculta. En la Figura 4.6 se observa una mala reconstrucción de las
superficies debido a que no se tienen suficientes neuronas en la capa oculta de la SLFN,
sin embargo, aunque la estructura no es suficiente, trata de capturar la forma global
de la superficie. En la Figura 4.7 se observa una mala reconstrucción de las superficies
debido a que se tiene un número excesivo de neuronas en la capa oculta de la SLFN,
y su predicción ha capturado el error experimental involuntariamente. Esto último se
puede corroborar con las gráficas de predicciones contra reales, en donde los puntos
del entrenamiento (color azul) se encuentran muy bien acomodados sobre la línea de
45◦, pero los puntos de validación (color rojo) comienzan a salirse de la línea de 45◦.
Observe que, en todos los casos, el entrenamiento SOS filtra en primera instancia el
ruido de todos los datos.

Después de analizar el efecto del número excesivo de neuronas en la capa oculta,
se puede ver que en las Figuras 4.1c, 4.2c y 4.3c el corrugado que hay en la superficie
es debido más al exceso de neuronas usadas en ese entrenamiento que a un mal entre-
namiento por el método iterativo que usa Matlab. Así pues, este efecto de corrugado
es debido al exceso de neuronas en la capa oculta y es independiente del método de
entrenamiento. Este efecto de corrugado, por exceso de neuronas ocultas, no se había
mostrado en trabajos anteriores de RNA.



4. Resultados y discusión 44

Figura 4.5: Superficies reconstruidas que muestran el efecto que tiene el número óptimo
de neuronas ocultas sobre la calidad de predicción. Se usó una SLFN con topología
{2,n2,1} donde n2 es: a) 75, b) 120, c) 20.

4.5. Análisis de factores en el entrenamiento SOS

Hasta el momento se ha visto que el método SOS presenta ventajas con respecto
a los métodos de entrenamiento típicos, que se realizan de manera iterativa, además
se ha identificado el mejor criterio para determinar la estructura óptima de la SLFN,
con el fin de evitar los efectos de baja generalización (underfitting) y el sobreajuste
(overfitting). Dentro del desarrollo del método SOS existen algunos factores de interés
que tienen la posibilidad de influir fuertemente en el desempeño de la red neuronal
durante el entrenamiento. Algunos de estos factores se han analizado con anterioridad
en la literatura [42, 43], pero en vista de que el método SOS no se asemeja con el
entramiento tradicional (método iterativo) es necesario realizar un estudio enfocado
hacia el análisis de factores que pueden mejorar o perjudicar el desempeño de la RNA.
Los factores de interés que se analizan son:
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Figura 4.6: Superficies reconstruidas que muestran el efecto de underfitting sobre la
calidad de predicción con un número pequeño de neuronas ocultas. Se usó una SLFN
con topología {2,n2,1} donde n2 es: a) 25, b) 25, c) 10.

Porcentaje de entrenamiento. Durante el entrenamiento de una RNA es co-
mún utilizar la validación cruzada, con la finalidad de medir la calidad de la
predicción durante el ajuste de los parámetros implicados en la red. La valida-
ción cruzada implica dividir en dos subconjuntos el total de los datos con los que
se cuenta (conjunto de entrenamiento y conjunto de validación). En la literatura
existe un poco de ambigüedad sobre el porcentaje en el que debe ser dividido el
conjunto de datos, además, no se han presentado estudios donde involucren tal
parámetro. Por lo general, se deja a criterio del investigador o se utiliza la regla
80-20 %.

El número de datos para el entrenamiento. En la práctica nunca se suele
especificar la cantidad mínima de datos requeridos para obtener un desempeño
favorable. No hay reglas para determinar el número adecuado de datos para
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Figura 4.7: Superficies reconstruidas que muestran el efecto de overfitting sobre la
calidad de predicción con un número muy grande de neuronas ocultas. Se usó una
SLFN con topología {2,n2,1} donde n2 es: a) 180, b) 180, c) 180.

realizar el modelamiento de un sistema mediante una RNA. Los expertos en el
área solo suelen definir que entre más datos se tenga la RNA será capaz de realizar
una mejor predicción. En la mayoría de los casos no se menciona en que magnitud
puede influir el tamaño de la muestra sobre la calidad de la predicción.

El rango de inicialización de los pesos. Cuando se generan los pesos sináp-
ticos iniciales para un entrenamiento usualmente se hace entre ±1, ω = ±1. En
nuestros trabajos se ha observado que el valor de inicialización de los pesos pue-
de influir considerablemente en el rendimiento de la RNA. Por tal motivo, es de
interés analizar el impacto que puede ocasionar.

El porcentaje de ruido que poseen los datos. Al momento de modelar un
sistema a partir de datos experimentales, estos suelen contener un nivel de ruido
(error experimental). El ruido puede ser provocado por el mismo sistema o por un
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error humano durante su medición. Cuando se trabaja con datos reales el nivel
de ruido es desconocido para el investigador. Aquí se opta por trabajar con datos
sintéticos que permitan hacer una comparación directa entre las predicciones de la
RNA y los datos reales (sin ruido). Los datos sintéticos pueden ser manipulados
a conveniencia, es decir, a partir de una superficie ya conocida y definida es
posible crear un conjunto de datos a los cuales se les agrega un porcentaje de
ruido especifico, con el objetivo de observar si el método SOS es capaz de filtrar
el ruido experimental y capturar la señal.

Tipo de superficie. Implica analizar el desempeño de la red para diferentes
superficies, donde, cada superficie se considera un sistema diferente. Se desea
analizar si el rendimiento de la red es dependiente o independiente del sistema
que se esté analizando.

Matriz estocástica. Existen dos formas de generar la matriz estocástica W 1 ∈
R(n1+1)×n2 , 1) vector: conforme se incrementa el número de neuronas en la capa
oculta (p.e. una en una) es generado un vector W ∗ ∈ R(n1+1)×1 y se concatena
a la matriz W 1, W 1

new =
[
W 1 W ∗]; 2) matriz: ocurre al momento de cambiar en

número de neuronas ocultas n2 es posible generar la matriz W 1 cambiado todos
los pesos.

Para el análisis de los factores de interés se realizó un estudio de ANOVA con un
nivel de significancia del 5 %. En la Tabla 4.3 se presentan los distintos niveles de los 6
factores implicados. En el Apéndice A se presenta el plan experimental que se utilizó
para este análisis.

Tabla 4.3: Niveles de los distintos factores para el ANOVA.

Factores Niveles
Relación entre./valid. (RE/V ) 50/50 90/10

Número de datos (ND) 400 1000

Rango de los pesos (ω) ±0.1 ±10

Porcentaje de ruido (%R) 5% 30%

Tipo de superficie (Sup) Cartón de huevo Gaussiana
Matriz estocástica (GW ) Matriz Vector

Las variables de respuesta a analizar son: MSE entre las diferencias del valor real
sin ruido (Treal) y el valor predicho por la red

(
y3
)
, el número de neurona en que se

presenta la singularidad (Ns), para analizar dicha respuesta es necesario calcular la
diferencia entre (Ns −N∗

v ) = ∆N . A continuación, se explica a detalle el significado
de Ns y la singularidad en el método SOS. Se usa un plan experimental para superficie
de respuesta con modelo cuadrático en los factores.
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En la Sección 3.1 se describen varias observaciones con respecto a la Ecuación 3.6.
Durante el entrenamiento de la RNA se hace uso de la inversa izquierda de

[
1 y2

]
,

también denominada pseudoinversa. Para que la pseudoinversa exista, se debe cum-

plir: 1) debe existir la inversa de la matriz cuadrada
[
1 y2

]T
·
[
1 y2

]
; 2) los vectores

columna de
[
1 y2

]
sean linealmente independientes. Ambas condiciones implican que

tanh
([
1 X

]
·W 1

)
resulte en una matriz con vectores columna linealmente indepen-

dientes o al menos se aleje de la dependencia lineal. Lo último se puede lograr si el
número de observaciones experimentales es mucho mayor que el número de neuronas
ocultas, m ≫ n2. Se ha observado, que si a pesar de que la última condición se cumpla
y la matriz

[
1 y2

]
siga presentando dependencia lineal se puede cambiar el rango de

los pesos estocásticos (ω) de W 1 con el objetivo de que la singularidad de la matriz([
1 y2

]T
·
[
1 y2

])−1

se presente a un número grande de neuronas ocultas, esperando

que la singularidad se presente por encima de N∗
v . Es aquí donde el termino ∆N toma

relevancia, si el valor de ∆N es positivo significa que la singularidad se presentó por
encima de N∗

v (caso deseado), caso contrario, si ∆N es negativo significa que la singu-
laridad se presentó antes del número óptimo de neuronas (caso no deseado). A partir
del momento en que se presenta la singularidad, es imperante hacer uso del cálculo
de la pseudoinversa por el método de la descomposición en valores singulares, lo cual
es tardado y consume muchos recursos. Es por ello que para tener tiempos cortos, en
el entrenamiento SOS, es de vital importancia mandar la singularidad muy por enci-
ma de N∗

v . El calculo de la pseudoinversa conlleva a hacer uso de más requerimiento
computacional y mayor tiempo de procesamiento durante el entrenamiento, lo cual es
algo no deseado en el método propuesto.

Los resultados del ANOVA para la respuesta MSE se presenta en la Tabla 4.4.
Para la estabilización de la varianza, fue necesario una transformación logarítmica a la
respuesta. Los coeficientes en la Tabla 4.4 muestran los términos codificados.

En la Tabla 4.4, se observa que para el MSE, la probabilidad del término cons-
tante es < 0.05, lo que hace que el análisis general sea estadísticamente significativo,
es decir, los factores tienen cierta influencia sobre la respuesta (MSE). El coeficiente
de determinación estimado

(
R2
)

fue de 0.9898 para este análisis, lo que indica que
aproximadamente el 98 % de la variabilidad de los parámetros se contabilizan para el
modelo estadístico.

Además, el factor individual GW mostró efectos no significativos sobre la respuesta
(MSE), lo cual implica que la forma de generar la matriz estocástica no influye sobre
la calidad de la predicción de la RNA. En cambio, los términos individuales ND, ω,
%R y Sup mostraron efectos significativos, es decir, el número de datos, el porcentaje
de ruido y el tipo de superficie afectan de manera directa la calidad de la respuesta de
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Tabla 4.4: Coeficientes de regresión lineal y probabilidad "P" del modelo cuadrático
para MSE.

MSE
(
R2 = 0.9898

)
Término Coeficiente P-valor

Constante −0.100 < 0.0001

ND −0.40 < 0.0001

ω −1.27 < 0.0001

%R 0.59 < 0.0001

Sup 5.92 < 0.0001

GW −0.14 0.0989∗
ND,ω −0.31 0.0049

ND, %R 0.44 0.0001

ω, %R 0.35 0.0029

ω,GW −0.43 < 0.0001

%R,Sup −0.20 0.0475

ω2 1.29 < 0.0001

* factores no significativos p>0.05

la RNA.
Para el factor ω se observan efectos significativos tanto lineales como cuadráticos,

lo que denota su importancia en el modelo.
Los resultados del ANOVA para la respuesta ∆N se presentan en la Tabla 4.5.

Para este caso no fue necesario una transformación a la respuesta. Los coeficientes en
la Tabla 4.5 muestran los términos codificados.

Se observa que para ∆N , la probabilidad del término constante es < 0.05, lo que
hace que el análisis general sea estadísticamente significativo, es decir, los factores
tienen cierta influencia sobre la respuesta. El coeficiente de determinación estimado(
R2
)

fue 0.5861 para este análisis, a pesar de que su valor es bajo, no significa que el
análisis sea malo, el valor bajo de R2 indica un menor ajuste del modelo.

Además, factores individuales como ND, %R, Sup y GW mostraron efectos no
significativos sobre la respuesta (∆N), en cambio, el término individual ω mostró un
efecto muy significativo, tanto lineal como cuadrático. De modo que los resultados
nos llevan a determinar que el rango de inicialización de los pesos estocásticos influye
fuertemente sobre la singularidad de la matriz

[
1 y2

]
. Ahora debemos determinar

los valores más apropiados de los pesos estocásticos con los cuales se debe realizar el
entrenamiento de la RNA.
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Tabla 4.5: Coeficientes de regresión lineal y probabilidad "P" del modelo cuadrático
para ∆N .

∆N
(
R2 = 0.5861

)
Término Coeficiente P-valor

Constante −162.41 < 0.0001

ND −37.04 0.1090∗
ω 143.43 < 0.0001

%R −41.03 0.0815∗
Sup 29.14 0.1552∗
GW −19.80 0.3286∗

ND, %R −54.98 0.0341

ω, Sup −69.09 0.0049

Sup,GW −41.36 0.0456

ω2 174.90 0.0008

* factores no significativos p>0.05

4.6. Rango de inicialización de los pesos y su efecto de en
el método SOS

El ANOVA para ∆N proporciona información adicional sobre el rango (ω) de ini-
cialización de los pesos estocásticos y su afecto hacia la respuesta, es decir, la presencia
de singularidades en el entrenamiento de la RNA.

En la Figura 4.8 se presenta un análisis de superficie de respuesta, donde se gra-
fica el valor de ∆N en función de ω∗ y la relación entre el conjunto de entrenamien-
to/validación

(
RE/V

)
.

En la sección anterior se mencionó que existe una condición para que la matriz[
1 y2

]
sea linealmente independiente, consiste en que el número de observaciones ex-

perimentales es mucho mayor que el número de neuronas ocultas, m ≫ n2. Dicha
condición se cumple en el entrenamiento SOS, debido a que el número máximo de
neuronas ocultas (n2) que se puede alcanzar en la red es: me − 1.

En la Figura 4.8 a y b se presenta los valores de ∆N para la función Gaussiana
con m = 400 y m = 1000 respectivamente, en el plano ω∗, RE/V se muestra una línea
de contorno que divide los valores positivos y negativos de ∆N , se observa que ∆N es
positivo cuando el valor de ω∗ se encuentra cerca de 1.0. El valor de ω está codificado
de manera logarítmica

(
10ω

∗
= 101.0 = 10, ω = ±10

)
, en el caso opuesto, el valor de

∆N es negativo cuando ω∗ < 0.5, es decir,
(
100.5 = 3.16, ω = ±3.16

)
.

El mismo comportamiento se observa para la función de Cartón de huevo, Figura
4.8 c y d, con m = 400 y m = 1000 respectivamente, donde los valores más altos de
∆N se logran cuando el valor de ω∗ = 1.0. En la Figura 4.8 también se observa que el
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efecto del número de datos para entrenar la red no tiene un efecto significativo sobre
el valor de ∆N , lo cual se confirma con el estudio de ANOVA, Tabla 4.5.

El rango de inicialización de los pesos estocásticos (ω) tiene un efecto no lineal
sobre ∆N , es decir, que la singularidad que puede estar presente en el proceso de
entrenamiento SOS se puede desplazar si se elige de manera correcta el rango de ω.
Esto resulta ser contraintuitivo debido a que los métodos de entrenamiento tradicionales
que hacen uso de pesos estocásticos [19, 37, 44–51] sugieren usar pesos en un rango de
±1. Como se ha observado, el rango de ω apropiado para el entrenamiento SOS es de
±10.

Se ha visto cómo afecta ω en la singularidad dentro del entrenamiento SOS, ahora,
se describe el efecto que tiene el factor ω sobre la calidad de la respuesta, en la Figura
4.9 se presenta un análisis de superficie de respuesta donde se grafica el logaritmo de
MSE en función de ω∗ y el conjunto de entrenamiento/validación

(
RE/V

)
. Se puede

observar que ω∗ tiene un efecto no lineal sobre MSE. Cuando el número de datos
es menor, m = 400 Figura 4.9a y c, se observa que los valores más bajos de MSE se
presentan cuando ω∗, se encuentra en un rango de [−0.5, 0.5], es decir, cuando los pesos
estocásticos se generan en un rango de ±0.316 y ±3.16, de manera similar, cuando el
número de datos es mayor, m = 1000 Figura 4.9b y d, los valores más bajos de MSE
se presentan cuando los pesos estocásticos se generan en un rango de ±3.16.

4.7. Entrenamiento extendido a múltiples respuestas

Cuando hay varias respuestas de salida, el entrenamiento iterativo de una RNA que
utiliza la regla delta se logra al minimizar la función de error total (Ecuación 4.1) que
es la suma de los error de cada respuesta (Ecuación 3.1)

e(w) = SSE =

m∑
i=1

n3∑
j=1

(
ti,j − y3i,j

)2
= trace

((
T − y3

)T
·
(
T − y3

))
(4.1)

donde trace(•) es la función traza de la matriz (suma de los elementos de la diagonal
principal) y la Ecuación 2.11 es modificada a:

y3 =
[
1 y2

]
·W 2 ∈ Rm×n3 (4.2)

donde W 2 ∈ R(n2+1)×n3 es ahora una matriz de pesos sinápticos.
Todas las otras ecuaciones descritas en el Capitulo 3 permanecen iguales. La Ecua-

ción 4.1 plantea una función error total, que es la contribución de todas las respuestas,
al ser minimizada, asigna la misma importancia a cada respuesta. Lo cual puede ser
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Figura 4.8: Gráficos seleccionados del análisis de superficie de respuesta: (a) Respuesta
de ∆N en función de ω∗ y RE/V para la función Gaussiana con m = 400, (b) Respuesta
de ∆N en función de ω∗ y RE/V para la función Gaussiana con m = 1000, (c) Respuesta
de ∆N en función de ω∗ y RE/V para la función Cartón de huevo con m = 400,
(d) Respuesta de ∆N en función de ω∗ y RE/V para la función Cartón de huevo
con m = 1000. Todas las superficies de respuesta tienen las siguientes condiciones:
%R = 30 y GW= columna.
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Figura 4.9: Gráficos seleccionados del análisis de superficie de respuesta: (a) Respuesta
de ln(MSE) en función de ω∗ y RE/V para la función Gaussiana con m = 400, (b)
Respuesta de ln(MSE) en función de ω∗ y RE/V para la función Gaussiana con m =
1000, (c) Respuesta de ln(MSE) en función de ω∗ y RE/V para la función Cartón
de huevo con m = 400, (d) Respuesta de ln(MSE) en función de ω∗ y RE/V para la
función Cartón de huevo con m = 1000. Todas las superficies de respuesta tienen las
siguientes condiciones: %R = 30 y GW= columna.
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conciderado incorrecto, ya que no todas las respuestas tienen el mismo grado de com-
plejidad estructural. En la Sección 4.2 se demostró que cada respuesta necesita diferente
número de neuronas ocultas.

Una RNA entrenada con métodos tradicionales puede dar poca importancia a una
respuesta estructuralmente compleja y mucha importancia a una respuesta estructu-
ralmente sensilla, lo que resulta en una RNA deficiente.

En nuestros estudios hemos encontrado que cada respuesta tiene diferente grado
de importancia que depende principalmente de la complejidad de la respuesta y por lo
tanto necesita diferente número de neuronas ocultas.

Por ejemplo, una respuesta con varias crestas y valles requiere de una RNA con
mayor cantidad de neuronas ocultas que una respuesta suave con una sola cresta y/o
valle. Con esta idea presente, es posible entrenar una RNA por cada respuesta y medir
la calidad de la predicción de manera independiente.

Esto nunca antes se ha propuesto debido a que los métodos iterativos son muy
demandantes de tiempo, y sí se le agrega entrenar una RNA por cada respuesta, en-
tonces es una propuesta muy temeraria. Sin embargo, en el contexto de entrenamiento
SOS, es una propuesta muy adecuada y solo consume tiempo adicional para calcular
las R2

v por cada respuesta. De esta manera, la Ecuación 3.6, para múltiples respuestas,
se transforma en

W̃
2
=

([
1 y2

]T
·
[
1 y2

])−1 [
1 y2

]T
· T ∈ R(n2+1)×n3 (4.3)

donde cada vector columna de la matriz W̃
2

corresponde a los parámetros de cada
variable de salida como si se hubieran entrenado por separado.

Como puede verse en la Ecuación 4.3, para un número dado de neuronas ocultas,
el entrenamiento no ocupa más tiempo del que se usaría para una sola respuesta.

Para determinar el número de neuronas óptimas por cada respuesta se comienza con
una neurona en la capa oculta. Se asignan los parámetros W 1 de manera estocástica y
con la Ecuación 4.3 se obtienen los W̃

2
optimizados. Realizando un barrido, es decir,

moviendo las neuronas ocultas de manera secuencia de una en una (o con incrementos
más grandes) desde 1 hasta me − 1 neuronas. En cada paso se calcula el R2

v por cada
respuesta.

Con cada neurona que se agrega, también crece la matriz W 1 en una columna (este
proceso se discutió en la Sección 4.5, "forma de generar la matriz estocástica") y la
matriz W̃

2
en un renglón. Sin embargo, a la matriz W 1 se le agrega un vector columna

estocástico al final (se mantienen sin cambio las columnas precedentes), mientras que
la matriz W̃

2
se renueva por completo a partir de la Ecuación 4.3.

Al final, se encuentra el número de neurona ocultas en donde se tiene el valor
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máximo de R2
v para cada respuesta por separado. Esos valores de N∗

v representan las
neuronas necesarias para dicha respuesta y con esos valores se reconstruye la RNA
final.

Por ejemplo, si la primera respuesta requiere 30 neuronas y la segunda requiere 50
neuronas, entonces se asigna estocásticamente W 1 con 30 columnas y con la Ecuación
3.6 se calcula el vector columna W̃

2,1 ∈ R(31×1) con los datos de la primera respuesta
y luego se aumenta con 20 ceros al final para completar W̃

2,1 ∈ R(51×1).
Después se agregan 20 vectores columna estocásticos al final de la matriz W 1 y con

la Ecuación 3.6 se ajusta el vector columna W̃
2,2 ∈ R(51×1). Al final se reconstruye

la matriz W 2 =
[

W̃
2,1

W̃
2,2

]
∈ R(51×1) y junto con W 1 se tiene la estructura

optimizada de una RNA, esto se ilustra en la Figura 4.10.
Cuando se simulan múltiples respuestas con las superficies estudiadas aquí (Figura

3.2), se obtienen prácticamente los mismos resultados que se presentan en la Figura
4.5.

Hemos aplicado el procedimiento SOS a los 60000 datos de la base de datos MNIST
("Modified National Institute of Standards and Technology") [52] y se han obtenido
buenos resultados. Se usaron 36000 datos escogidos aleatoriamente para el conjunto
de entrenamiento y el resto para la validación y se obtuvo una SLFN {784,7451,10}
que falla solamente en el 2.72 % de los 10000 datos del conjunto test. Los resultados
principales del entrenamiento se presentan en la Tabla 4.6

Tabla 4.6: Resultados de una SLFN {784, 7451, 10} entrenada con el método SOS y
usando 36000 datos de la base MNIST.

Dígito 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
R2

e 0.950 0.957 0.910 0.893 0.911 0.892 0.945 0.902 0.878 0.846
R2

adj,e 0.936 0.943 0.887 0.864 0.882 0.862 0.928 0.879 0.844 0.812
R2

v 0.902 0.923 0.829 0.798 0.834 0.802 0.882 0.844 0.770 0.760
R2

adj,v 0.874 0.897 0.784 0.743 0.780 0.747 0.845 0.808 0.706 0.706
N∗

v 6801 7451 6301 6401 7301 6501 7201 5601 6601 5501
Fallas 8 10 40 26 26 24 20 44 31 43
Casos 980 1135 1032 1010 982 892 958 1028 974 1009

4.8. Selección del número de componentes principales y
entrenamiento SOS

Se aplican los distintos criterios a las bases de datos, estos criterios otorgan una
información a priori del número apropiado de CPs antes de introducirlos a un modelo,
aunque no aseguran tener la mejor calidad en la respuesta. Por lo tanto, se presentan
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Figura 4.10: Reconstrucción de una RNA mediante el método SOS con más de una
neurona en la capa de salida, mediante el uso de una matriz amputada. Donde la
primera respuesta solo necesita 30 neuronas ocultas y la segunda respuesta necesita las
50 neuronas ocultas.
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la información obtenida por estos criterios y es comparada con la búsqueda de mallado
proveniente de usar una RNA variando el número de CPs. El número de CPs que otorga
el mayor coeficiente de determinación se toma como el CP óptimo.

Se utilizan las siguientes bases de datos. La base de datos MNIST ("Modified Natio-
nal Institute of Standards and Technology") es una base de datos estándar que contiene
70´000 imágenes de dígitos escritos a mano, de los cuales 60’000 son utilizados para
entrenar y ajustar el modelo y 10’000 datos para prueba, esta base de datos es co-
múnmente usada en modelos de aprendizaje automático, además, se tiene un ranking
en [52] donde es posible ver los diferentes modelos que la han utilizado y sus respectivos
rendimientos en precisión.

Como observación en la mayoría de los modelos reportados que hacen uso de esta
base de datos utilizan las 784 variables de entrada, cada variable representa un píxel
de una imagen de 28× 28 pixeles.

La base de datos Candy-Process fue recolectada de un proceso de confitería donde
se reportan tanto variables de calidad de las materias primas como variables de proceso,
dando como resultado 20 variables de entrada y dos variables de salida que identifican
la calidad del producto final. La base se compone de datos historiográficos con 300
observaciones para entrenar y 100 para prueba.

En la Tabla 4.7 se presenta un resumen de las distintas bases de datos utilizadas,
donde se identifican el número de atributos (variables de entrada), la cantidad de datos,
tanto de entrenamiento, validación y prueba, y sus variables de respuesta.

Tabla 4.7: Base de datos para el análisis de componentes principales.

Nombre Datos de Variables Variables
Entrenamiento Validación Prueba de entrada de salida

MNIST* 24’000 8’000 10’000 784 10
Candy-Process 240 60 100 20 2

*Solo se utilizó la mitad de los datos de la cantidad original.

4.8.1. Criterios heurísticos y estadísticos

Se presentan los resultados de los distintos criterios, donde se determina el número
de componentes principales para la base de datos de MNIST en la Figura 4.11.

En la Figura 4.12 se presenta los resultados para la base de datos de Candy-Process.
Los distintos criterios tratan de reducir la dimensionalidad del espacio original

tomando solo la información del espacio de atributo (variables explicativas), se observa
que cada criterio proporciona distinta información.

Es interesante remarcar que ninguno de los criterios presentados toma en cuenta
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Figura 4.11: Criterios para determinar el número de componentes principales para
MNIST: a) criterio de Kaiser-Guttman, b) criterio de Broken-Stick, c) porcentaje de
varianza total acumulada, d) MDL, e) AIC, f) VRE.



4.8.1 Criterios heurísticos y estadísticos 59

Figura 4.12: Criterios para determinar el número de componentes principales para
Candy-Process: a) criterio de Kaiser-Guttman, b) criterio de Broken-Stick, c) porcen-
taje de varianza total acumulada, d) MDL, e) AIC, f) VRE.
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la proyección del espacio de las variables explicativas tiene hacia el espacio de las
respuesta. El implementar un modelo a partir de cada criterio puede llevar a distintos
resultados.

4.8.2. Método riguroso

El implementar una red neuronal con un número determinado de CPs bajo un en-
trenamiento tradicional puede llevar un tiempo considerable, ahora si se desea analizar
la calidad de la predicción de la red variando el número de variables de entrada puede
ser aún más tardado, una alternativa es utilizar un método de entrenamiento eficiente
que proporcione resultados confiables en un corto tiempo. Por tal razón se implementa
el método SOS para solucionar dicho problema.

En la Figura 4.13 se presenta el análisis de la variación de la calidad de predicción
en base al coeficiente de determinación variando el número de CPs, este proceso otorga
el número de CPs apropiados para obtener la mejor calidad proveniente de una red
neuronal.

Como se observa, al momento de variar el número de CPs, el coeficiente de deter-
minación

(
R2
)

alcanza un valor máximo, este valor indica el número óptimo de CPs
que garantiza la mejor calidad en la respuesta. Para la base de datos Candy-Process,
se tienen dos variables de respuesta (fracción de solidos disueltos y pH, respectivamen-
te). En la Figura 4.13a se observa que el R2

v alcanza un máximo en el décimo CP, así
mismo, en este CP se logra un mínimo en el MSE.

En la Figura 4.13b se observa que el máximo valor de R2
v se alcanza en el 14◦

CP, mientras que el MSE logra un mínimo en el décimo CP. En base a lo anterior, se
establece que el número óptimo de CPs para este caso en particular es de 10, aunque
para ambas respuestas el valor máximo de R2

v se encuentra en distintos puntos, lo mejor
es tomar solo los 10 primeros CPs.

Para la base de datos MNIST, Figura 4.13c, se presenta la calidad de la respuesta
contra el número de CPs. Este caso en particular es un problema de clasificación,
donde se tiene una imagen de 28× 28 pixeles, esto genera un vector de entrada de 784
variables. Cada imagen está asociada a un dígito entre el 0 y 9, el objetivo es clasificar
de forma correcta cada imagen con su respectiva categoria. Por lo tanto, la RNA debe
tener 10 neuronas en la capa de salida, cada una asociada a cada dígito (0 al 9).

Con cada CP que se retiene se entrena una RNA, en la Tabla 4.8 se reportan los R2

asociados a cada dígito (variable de salida), además, se presenta el valor de la precisión
que se obtiene al retener cierta cantidad de CPs.

Por lo tanto, al retener cada vez más CPs la precisión de la red cambia, el valor de
la precisión inicia en 76.39 % utilizando solo los primeros cinco CPs, este valor alcanza
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Figura 4.13: Análisis de la variación de la calidad de la respuesta en términos de (R2)
contra el número de componentes principales: a) Candy-Process respuesta 1, b) Candy-
Process respuesta 2 y c) MNIST.

Tabla 4.8: Coeficientes de determinación para cada dígito y su precisión en función de
los componentes principales retenidos.

CPs R2
v para cada dígito R2

v R2
v R2

v Precisión
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 max min prom %

1-5 0.82 0.86 0.55 0.56 0.44 0.53 0.50 0.66 0.49 0.40 0.86 0.4 0.58 76.3
1-10 0.84 0.92 0.81 0.74 0.72 0.72 0.85 0.83 0.69 0.61 0.92 0.61 0.77 92.3
1-20 0.91 0.93 0.84 0.81 0.83 0.79 0.87 0.86 0.79 0.77 0.93 0.77 0.84 96.7
1-21 0.89 0.94 0.83 0.82 0.85 0.79 0.87 0.87 0.81 0.78 0.94 0.78 0.84 96.8
1-23 0.91 0.93 0.80 0.83 0.83 0.79 0.88 0.84 0.78 0.74 0.93 0.74 0.83 97.1
1-30 0.90 0.92 0.80 0.82 0.80 0.77 0.88 0.83 0.75 0.75 0.92 0.75 0.82 96.8
1-100 0.76 0.79 0.66 0.60 0.62 0.52 0.75 0.70 0.59 0.53 0.79 0.52 0.65 92.7
1-200 0.68 0.72 0.57 0.52 0.56 0.43 0.68 0.61 0.48 0.43 0.72 0.43 0.57 87.2
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un máximo de 97.12 % cuando el número de CPs retenidos es de 23. Posteriormente, la
precisión decae conforme se retienen más CPs. La evolución de la precisión se aprecia
en la Figura 4.13c (línea naranja).

Es interesante observar que después de 200 CP valor de la precisión permanece
asintótico hasta llegar a los 784 CPs. La mayor variabilidad de la precisión ocurre en
los primeros 100 CPs, por lo tanto, es posible elegir desde el CP 20 hasta el CP 30,
para obtener el mayor porcentaje de precisión se opta por seleccionar el 23◦ CP.

En la Tabla 4.9 se resumen los criterios y su correspondiente número de componen-
tes principales.

Tabla 4.9: Criterios estadísticos y heurísticos para las distintas bases de datos.

Criterio Base de datos
MNIST Precisión ( %) Candy-Process MSE ×103

Kaiser-Guttman 12 93.97 2 4.1915
Broken-Stick 47 96.12 1 4.0061

PVTA 154 89.32 2 4.1915
Esferacidad de Bartlett 784 83.30 20 74.2638

MDL 774 83.67 10 1.2837
AIC 783 83.90 19 37.2446
VRE 264 86.19 14 13.0180

Riguroso (propuesto) 23 97.12 10 1.2837

Los criterios de evaluación muestran una discrepancia entre cada uno, si tomamos el
criterio basado en la búsqueda de mallado como el adecuado para obtener los mejores
resultados podemos apreciar que el criterio de Kaiser-Guttman está por debajo del
óptimo para ambas bases de datos, el criterio de Broken-Stick está por encima, casi
el doble para MNIST y muy por debajo para Candy-Process, el PVT sobre estima el
valor de los CPs para MNIST y para Candy-Process no proporciona valores adecuados,
encontrándose por debajo del óptimo.

La prueba de Bartlett nos indica que debemos retener todos los CPs dando una
mala estimación. Los criterios MDL, AIC y VRE para MNIST muestran que los CPs
no triviales son más del 774 dando una sobre estimación del valor óptimo.

El criterio que más se acerca al valor óptimo es el de Kaiser-Guttman, esto pude
deberse principalmente al gran número de variables de entrada. Por otro lado, el criterio
MDL y VRE también se aproximan al óptimo para Candy-Process, estos criterios
pueden ser utilizados como una primera aproximación al valor óptimo siempre y cuando
no se cuenten con bastantes variables de entrada. Además, el criterio de AIC sobre
estima el número de CPs no triviales para ambos casos.
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4.9. Pesos estocásticos vs variables de entrada

En la literatura [42, 53–55] se ha observado que el rango de los pesos estocásticos
(ω) se puede establecer de manera a priori antes de llevar a cabo el entrenamiento de la
red neuronal. Hemos observado que el número de variables de entrada n1 afecta manera
directa la capa oculta de la red. La función de activación sigmoidal (tanh(x)) que se ha
elegido presenta algunas peculiaridades. En cualquier neurona oculta se puede observar
lo siguiente:

y2 = tanh
([
1 X

]
·W 1

)
∈ Rm×n2 (4.4)

donde y2 representa la salida de la capa oculta, sí de esta matriz se elige un vector
renglón cualquiera entre [1,m], este vector se puede representar como:

y2
i

= tanh
([

1 y1 y2 ... yn1

]
·W 1

)
∈ Rn2 (4.5)

ỹ2
i

=
[

1 y1 y2 ... yn1

]
·W 1 ∈ Rn2 (4.6)

donde ỹ2
i

es el vector renglón antes de aplicar la función de activación.
Para analizar el efecto que tiene el número de variables de entrada n1 y el rango

de inicalización de los pesos estocásticos se presentan dos casos particulares, donde n1

tiene distintos valores (2 y 500) y para ambos casos se tienen el mismo número de
neuronas ocultas n2 = 50.

Para n1 = 2. La salida de la capa oculta es:

y2 = tanh
([

1 y1 y2

]
·W 1

)
∈ R50 (4.7)

donde W 1 ∈ R3×50. En la Figura 4.14 se grafica la salida de la capa oculta contra
los datos antes de aplicar la función de activación, también se varía el rango
en el que se genera la matriz W 1, es decir, cambiando el rango ω de los pesos
estocásticos.

Se observa que el rango ω = [−1, 1] presenta con mayor suavidad la función sig-
moidal (linea roja), en cambio, para valores grandes o pequeños de ω presentan com-
portamientos distintos a la función sigmoidal, en el caso de 4.14a se presenta un com-
portamiento lineal y para 4.14b se presenta un comportamiento de tipo escalón. Estos
comportamientos no son deseados dentro de una RNA. Una de las principales caracte-
rísticas de las RNAs es que describan comportamientos no lineales, esto no se presenta
cuando ω = [−0.1, 0.1] y ω = [−10, 10]. Posiblemente un rango más adecuado sería
entre ±1 y ±10, para n1 = 2.
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Figura 4.14: Comportamiento de las neuronas ocultas al modificar el rango ω: a) [±0.1],
b) [±1] y c) [±10] para n1 = 2 y n2 = 50.

Para n1 = 500. La salida de la capa oculta es:

y2 = tanh
([

1 y1 y2 . . . y500

]
·W 1

)
∈ R50 (4.8)

donde W 1 ∈ R501×50. En la Figura 4.15 se grafica la salida de la capa oculta
contra los datos antes de aplicar la función de activación, de la misma forma que
el caso anterior, se varía el rango en el que se genera la matriz W 1, es decir,
cambiando el rango ω de los pesos estocásticos.

se observa que el rango ω = [−0.1, 0.1] presenta con mayor suavidad la función
sigmoidal, en cambio para valores de ω = [−1, 1] y ω = [−10, 10] se observan com-
portamientos de tipo escalón, nuevamente, este tipo de comportamiento no se desea
dentro de la RNA.

Cuando el valor de n1 es pequeño, la red se comporta mejor con ω entre ±1 y ±10.
En cambio, cuando la cantidad de variables de entrada es grande, la red se comporta
mejor con ω entre ±0.1. Por lo tanto, se puede concluir que el número de variables
de entrada afecta de manera significativa el comportamiento no lineal de la red, en
consecuencia, es necesario establecer una regla o función empírica que nos indique el
rango apropiado de ω en función de n1.

Por el momento hemos encontrado la siguiente relación en función con el número
de variables de entrada.

rω =
12(ln(n1) + n1)

(n1)2
(4.9)
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Figura 4.15: Comportamiento de las neuronas ocultas al modificar el rango ω: a) [±0.1],
b) [±1] y c) [±10] para n1 = 500 y n2 = 50.

Se debe realizar más estudios referente a esta función con el objetivo de encontrar el
rango apropiado de ω = [−rω, rω] para un determinado número de variables de entrada.

4.10. Procedimiento final para el entrenamiento SOS

El procedimiento SOS propuesto para el entrenamiento y determinación de la ar-
quitectura óptima de una SLFN con estructura {n1, n2, n3}, es como sigue:

1. Se escalan las variables de los datos experimentales en el rango de [−1,+1].

2. Se asigna un número inicial de neuronas ocultas n2 ≥ 1.

3. Se inicializan los parámetros W 1 de manera aleatoria en un rango adecuado, de tal

manera que la matriz inversa izquierda de
[
1 y2

]
se aleje de contener columnas

linealmente independientes. De manera natural, los parámetros se inicializan en
un rango de [−1,+1], pero eso no garantiza lo anterior, por lo tanto se puede
elegir ω entre ±1 y ±10. Hemos encontrado que se logran buenos resultados en
la independencia de las columnas cuando la amplitud de los pesos se escoge en
un rango inversamente proporcional al número de entradas (n1), Ecuación 4.9,
pero esto es solo un resultado preliminar.

4. Se calculan las salidas de las neuronas de la capa oculta del conjunto de entre-
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namiento a partir de la Ecuación 3.3

y2 = tanh
([
1 X

]
·W 1

)
∈ Rm×n2

5. Se calculan los parámetros optimizados hacia la última capa del conjunto de
entrenamiento a partir de la Ecuación 4.3.

W̃
2
=

([
1 y2

]T
·
[
1 y2

])−1 [
1 y2

]T
· T ∈ R(n2+1)×n3

6. Se calcula el coeficiente de determinación del conjunto de validación para cada
respuesta a partir de la Ecuación 3.8.

R2
v = 1− SSEv

SSTv

La SSEv se obtiene, cuando se evalúa la RNA con el conjunto de validación,

sumando los elementos de la diagonal principal de
(
T
v
− y3

)T
·
(
T
v
− y3

)
7. Guardar los pares {n2, R

2
v} de cada una de las respuestas.

8. Cambiar el número de neuronas de la capa oculta, n2, y repetir el proceso desde
el paso 3. El número de neuronas ocultas se puede mover desde 1 hasta me − 1.
El cambio puede hacerse secuencialmente de uno en uno o por bloques o como
sea, pero es necesario ir aumentándolo.

9. Buscar el número de neuronas óptimo de la capa oculta, n2 = N∗
v , que corres-

ponda al valor más alto de R2
v para cada una de las respuestas.

10. Al terminar de hacer el barrido, si se tiene más de una respuesta, reconstruir la
matriz W̃

2
, de manera amputada, tal como se indicó en la sección 4.7.

Cuando se tienen varias capas ocultas, todos los parámetros entre ellas se asignan de
manera estocástica y solamente los pesos de la última capa se calculan con la Ecuación
4.3. Se pueden aplicar diferentes estrategias para mover el número de neuronas de cada
capa oculta, lo más común es moverlos de igual manera en cada capa.



Capítulo 5

Conclusiones

Finalmente, se ha presentado un algoritmo de entrenamiento con criterios bien de-
finidos para determinar el número óptimo de neuronas en la capa oculta, que resuelve
el inconveniente de los distintos mínimos locales y los tiempos largos de entrenamiento,
lo que resulta en un incentivo muy grande para el uso de las RNA. Para una gran can-
tidad de problemas, el método se puede implementar en cualquier ordenador personal,
mientras que cuente con la capacidad de procesamiento para evaluar la matriz inversa
que aparece en la Ecuación 4.3, la cual se vuelve tediosa cuando se tiene un conjunto
de datos muy grande.

El método SOS, comparado con varios métodos iterativos (Sección 4.1), es prácti-
camente instantáneo, arroja resultados de calidad muy aceptables, y en un solo paso se
logran resultados con capacidades de generalización. Se ha encontrado que el número
óptimo de neuronas en la capa oculta es igual a aquel en donde se tiene un máximo
en R2

v, para una respuesta de salida en particular (Sección 4.2). En general se ha en-
contrado que cualquier número de neuronas ocultas, entre N∗

adj,v y N∗
adj,e da buenos

resultados (Sección 4.3). Y aun cuando el número de neurona se encuentre por encima
o por debajo del número óptimo requerido, el método SOS siempre tiende a generalizar
(filtra el ruido).

El número de neuronas en la capa oculta puede buscarse haciendo un barrido desde
1 hasta el número de datos menos uno con incrementos de uno o mayores de uno
(Sección 4.4).

Se estudiaron los distintos factores que afectan el rendimiento del método SOS, se
encontró que el rango de los pesos estocásticos tiene un impacto directo al rendimiento
de la red, en cuestión de independencia lineal y calidad de la predicción (Sección 4.5).
Con el fin evitar la dependencia lineal de los vectores columna en la matriz respuesta
de la capa oculta, se recomienda asignar los pesos aleatorios hacia la capa oculta en
un rango de amplitud inversamente proporcional al número de entradas en la red,
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Ecuación 4.9, es importante mencionar que es necesario analizar a detalle la relación
que existe entre las variables de entrada (n1) y ω.

Para problemas con múltiples respuestas, el barrido va proporcionando el núme-
ro óptimo de neuronas requeridas por cada respuesta (de acuerdo con su complejidad
estructural), generando una matriz amputada de pesos hacia las respuestas, sin detri-
mento de la rapidez del método (Sección 4.7).

El método SOS arroja un número óptimo de neuronas, en la capa oculta, mayor
que aquel que se encontraría con un método iterativo tradicional. Sin embargo, con
el método iterativo no es práctico implementar una búsqueda por barrido. El número
excesivo de neuronas en la capa oculta provoca un corrugado en la calidad de la pre-
dicción y es independiente del método de entrenamiento. Este efecto de corrugado, por
exceso de neuronas ocultas, no se había mostrado en trabajos anteriores de RNA.

Como se demostró a lo largo de este trabajo, el método de entrenamiento SOS
es rápido en comparación con métodos de entrenamiento tradicionales (métodos ite-
rativos). A pesar de que hoy en día existan métodos semejantes de entrenamiento
(ELM, máquina de aprendizaje extremo), la propuesta de este trabajo intenta mejorar
y reconstruir el concepto de muchas de estas técnicas en especial cuando se modelan
sistemas MIMO. Como se observó en la sección de resultados es interesante observar
que cada respuesta necesita su propia topología, este enfoque no se ha presentado antes
debido a los conflictos durante el entrenamiento tradicional. A pesar de que ELM tiene
bastantes variantes no se ha reportado el monitoreo de cada respuesta y mucho menos
el uso de una matriz de parámetros amputada como se presenta en este trabajo.

Por lo tanto, utilizar el método SOS con una matriz amputada puede generar
resultados competentes con otras técnicas, además, se ha comprobado que es sin duda
un método de entrenamiento rápido y determina la mejor estructura de la RNA, esto
garantiza que el usuario no deba intervenir durante el entrenamiento de la red.

Además, la correcta selección de variables de entrada no es un tema que debe
tomarse a la ligera, en especial cuando la base de datos cuenta con bastantes variables,
hemos observado que el método riguroso proporciona un número adecuado de CPs
de tal forma que los resultados obtenidos de su modelación son los mejores. Podemos
observar que algunos criterios descritos en la literatura no proporcionan la correcta
información de cómo debemos elegir el número de CPs, aunque en el caso de Candy-
Process los criterios VRE y MDL presentaron valores cercanos al óptimo, en cambio
para la base de datos MNIST los criterios de Kaiser-Guttman y Broken-Stick estuvieron
más cerca que los demás, aunque para la base de datos Candy-Process esto no fue igual,
dando valores muy por debajo del óptimo. Esto nos indica que el número de variables
de entrada afecta directamente a estos criterios y su correcta selección.

En la practica el realizar una búsqueda de mallado suele ser agotador si no se cuenta
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con las herramientas adecuadas para este análisis, es por ello que la implementación
del método SOS favorece con creces este tipo de análisis. Por lo tanto, el realizar este
sondeo de CPs favorece significativamente hacia la obtención de un modelo eficiente
que proporcione resultados confiables.



Apéndice A

Diseño Experimental

Para observar el rendimiento del método SOS se implementó un diseño experimental
con el objetivo de analizar factores que pueden afectar o mejor el desempeño del método
propuesto.

Se obtuvo como resultado un diseño experimental que generó 67 puntos. La des-
cripción completa se muestra en la Tabla A.1.

Tabla A.1: Plan experimental para el método SOS.

RUN % Entre % Valid ND Rango pesos % Ruido Sup GW
1 70 30 200 1 5 Gauss Columna
2 70 30 200 1 30 Gauss Columna
3 70 30 200 -1 30 CH Matriz
4 50 50 1000 -1 17.5 Gauss Columna
5 90 10 200 -1 17.5 Gauss Matriz
6 50 50 1000 -1 30 CH Columna
7 90 10 1000 -1 5 CH Matriz
8 50 50 200 1 17.5 Gauss Columna
9 70 30 600 0.5 23.75 CH Columna
10 70 30 600 -1 30 CH Columna
11 90 10 1000 -1 5 Gauss Matriz
12 50 50 1000 -1 5 CH Matriz
13 70 30 200 0 30 Gauss Matriz
14 50 50 200 -1 30 Gauss Matriz
15 50 50 600 1 5 Gauss Matriz
16 60 40 1000 1 30 Gauss Columna
17 70 30 1000 1 30 CH Matriz

70
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18 90 10 600 1 5 CH Columna
19 90 10 200 -1 5 CH Matriz
20 90 10 600 -1 17.5 Gauss Columna
21 50 50 600 0 17.5 Gauss Columna
22 90 10 1000 1 5 CH Matriz
23 70 30 600 -1 5 Gauss Matriz
24 70 30 1000 -1 17.5 CH Matriz
25 50 50 600 1 17.5 CH Matriz
26 70 30 600 -1 5 Gauss Matriz
27 50 50 1000 -1 30 Gauss Matriz
28 50 50 800 0.5 11.25 Gauss Columna
29 90 10 1000 1 17.5 CH Columna
30 90 10 1000 0 30 Gauss Columna
31 90 10 1000 1 5 Gauss Columna
32 50 50 200 0 5 CH Matriz
33 50 50 200 -1 30 Gauss Matriz
34 70 30 200 -1 17.5 Gauss Matriz
35 50 50 200 -1 5 Gauss Columna
36 50 50 600 1 5 CH Columna
37 50 50 1000 1 30 Gauss Columna
38 50 50 600 1 30 Gauss Matriz
39 90 10 1000 -1 30 CH Columna
40 90 10 200 0 30 CH Columna
41 50 50 200 1 17.5 Gauss Columna
42 80 20 200 0 17.5 CH Matriz
43 70 30 200 1 30 Gauss Columna
44 90 10 200 1 5 Gauss Matriz
45 50 50 200 -1 5 Gauss Matriz
46 90 10 1000 1 30 CH Matriz
47 50 50 600 -1 17.5 CH Matriz
48 90 10 200 0 5 Gauss Columna
49 90 10 600 -1 30 CH Matriz
50 70 30 1000 1 5 CH Matriz
51 50 50 1000 1 30 Gauss Columna
52 90 10 200 -1 17.5 Gauss Columna
53 70 30 200 1 5 CH Matriz
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54 90 10 600 -0.5 11.25 CH Columna
55 50 50 400 0 17.5 CH Columna
56 90 10 200 1 17.5 CH Columna
57 90 10 200 1 30 CH Matriz
58 50 50 1000 0 17.5 CH Matriz
59 60 40 600 -1 30 Gauss Columna
60 60 40 800 -0.5 11.25 CH Columna
61 90 10 800 0.5 17.5 Gauss Matriz
62 70 30 200 -1 5 CH Columna
63 70 30 1000 0 30 CH Columna
64 70 30 1000 -1 5 Gauss Matriz
65 50 50 200 1 30 CH Matriz
66 90 10 600 1 30 CH Columna
67 80 20 1000 -1 30 Gauss Matriz
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