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Resumen

Los momentos cuadrupolares de los bariones del estado base son discutidos en la presente
tesis con auxilio del formalismo de la expansién 1/N, de la QCD, donde N, es el nimero de
carga de color. Primeramente, se obtuvieron expresiones teéricas asumiendo una simetria
exacta de sabor SU(3), y entonces los efectos de la ruptura de la simetria son tomados
en cuenta a primer orden. La muy poca disponibilidad de informaciéon experimental no
permite una comparacién entre teoria y experimento, donde los parametros libres de la
expansion estan indeterminados. No obstante, se dan nuevas relaciones muy ttiles para
los momentos cuadrupolares, validas incluso en la presencia de la ruptura de la simetria a
primer orden. Las predicciones generales de la expansién 1/N, son bastante esclarecedoras.
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Capitulo 1

Introduccion General

1.1 Preambulo

Desde la antigiiedad, la curiosidad ha llevado al hombre a indagar sobre qué constituye
la materia y cudles son sus constituyentes fundamentales segtin [1-4]. Para investigar
las propiedades de los constituyentes se estudian los fendmenos y/o propiedades fisicas
asociadas a dichos constituyentes, a través de la experimentacion o la formulacion de
modelos matematicos adecuados que representen de la mejor manera posible los resultados
de los experimentos ya realizados.

A partir de aqui, es imprescindible el conocer como se clasifican las particulas lo que
conduce a revisar y reformular los modelos sobre la composiciéon de las particulas, deno-
minando a los constituyentes fundamentales de la materia como Particulas Elementales.

En la busqueda de los constituyentes fundamentales, se tiene que investigar y determinar el
valor de sus propiedades fisicas inherentes como masa, carga eléctrica, momento magnético
entre otras.

Como consecuencia inmediata del estudio de las propiedades fisicas inherentes de los
constituyentes de la materia o incluso de las particulas compuestas a escala atomica o
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nuclear, se pueden observar y estudiar simetrias que estan intimamente asociadas con leyes
de conservacion, las cuales estan dadas por el Teorema de Noether [5-17], que a su vez
son vehiculos que permiten entender mejor dichas propiedades o realizarles correcciones
a los valores tedricos para que se ajusten mejor a la informacién experimental.

Esto permite estudiar profundamente las propiedades de las particulas compuestas tales
como los momentos cuadrupolares de los ntcleos de los atomos que adquieren un interés
especial en la fisica, ya que, a partir de sus magnitudes y signos, podemos describir
eficazmente la naturaleza de la interacciéon eléctrica entre los componentes de los nicleos
de los atomos como se ve en [18-27].

En cuanto al estudio de los momentos cuadrupolares de los bariones, primero, debemos
observar que éstos son de naturaleza eléctrica, por lo cual hay que realizar dicho estudio
en marcos de ambiente tedricos que permitan un ajuste adecuado de las estimaciones que
provienen de diferentes analisis tedricos a los experimentos. El objetivo de esta tesis es

abordar el problema de los momentos cuadrupolares de los bariones en el contexto de la
expansion 1/N, de la QCD.

Una buena prueba sobre la precisién de la Cromodindmica Cuantica (QCD) es el anélisis
de los momentos magnéticos, el cual se ha realizado en diversos trabajos y con diferentes
métodos de estudio, como el modelo de quarks (con sus variantes) [28-34], las reglas
de suma de la QCD [35-38], la expansién 1/N,., donde N, es el nimero de cargas de
color [39-43], la teorfa de perturbaciones quirales [44-54], asi como resultados previos del
formalismo combinado de la teoria de perturbaciones quirales y la expansién 1/N.. [55,56],
y la teorfa ‘lattice’ QCD [57]. Esta variedad de trabajos permite realizar comparaciones
con la informacién experimental disponible [58].

En contraposicion a los momentos magnéticos, la determinaciéon explicita de las expre-
siones de los momentos electromagnéticos (cuadrupolares y octupolares) a segundo orden
o superiores en presencia de la ruptura de la simetria SU(3) es escasa. Analisis acerca
de los momentos cuadrupolares ha sido también desarrollados con el modelo de quarks
(con sus variantes) [59-61], las reglas de suma de la QCD en el cono de luz [62,63], el
modelo Skyrme [64], un método de parametrizacién de la QCD [65, 66], la expansién
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1/N. [41,67,68], la teoria de perturbaciones quirales [54,69] y la teoria ‘lattice’ QCD
[70,71], ademas, los valores experimentales de los momentos cuadrupolares disponibles son
los reportados de las amplitudes de helicidad para el proceso AT — py [58]. Entonces, el
presente trabajo esta enfocado en el estudio y determinacion explicitas de las expresiones
para los momentos cuadrupolares de los bariones del estado base a orden O(m!/?) em-
pleando la expansiéon 1/N, de la QCD y comparando los resultados con los de los trabajos
citados anteriormente para los momentos cuadrupolares.

1.2 Contenido

La presente tesis esta estructurada de la siguiente manera:

En el Capitulo 2 se daran los antecedentes histéricos de la investigacion sobre las particulas
elementales, a partir de los primeros modelos atémicos existentes que aparecen en [1-
4,27], con el objeto de entender cémo se formularon los diferentes modelos e indicar los
aspectos de utilidad de dichos modelos para entender la fenomenologia, asi como presentar
y discutir los resultados del analisis de los momentos cuadrupolares de los bariones en el
formalismo de la expansién 1/N, de la QCD.

En el Capitulo 3 se dara una breve y sucinta revision de los fundamentos de la expansion
1/N,, partiendo del modelo de quarks y cémo evolucioné la forma de deducir las simetrias
de cada uno de estos modelos hasta llegar al Modelo Estandar de la fisica de particulas
[1,4-14]; se dard una descripcion breve del mismo y las caracteristicas de las interacciones
fundamentales. Ademas, se dara un repaso breve y conciso sobre la simetria quiral que
es clave para nuestro formalismo, la cual no se entiende sin el teorema de Noether y la
ecuacién de Dirac [15-17,72-81], cuyo estudio permite describir lo que sucede con las
particulas ante una transformacion de paridad, asi como un ejemplo para entender dicha
simetria. Se describirdn los fundamentos bésicos de la QCD [5-13,81], que es una teoria
de campo no abeliana, asi como el hecho de que es una teoria fuertemente acoplada,
ademas de exponer una breve introduccion a la teoria de perturbaciones quirales y la
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expansion 1/N,, lo cual nos permitird trabajar con naturalidad en el calculo explicito de
los momentos cuadrupolares de los bariones y hacer la comparacion entre los resultados
obtenidos en los diferentes formalismos empleados en los trabajos anteriores y el presente
trabajo.

En el Capitulo 4 se estudiara de forma especifica el problema de los momentos cuadru-
polares de los bariones y se presentaran los resultados de la investigacion de la presente
tesis, haciendo notar que en [82] por el empleo de la técnica de proyectores se reproducen
resultados de [83]. Ademads, se discutiran los resultados obtenidos en [83] los cuales se
compararan con los trabajos tedricos anteriores y con los resultados experimentales dis-
ponibles, teniendo en cuenta las limitaciones de la informacién experimental disponible.
Por tultimo, se daran algunas relaciones ttiles para diferentes momentos cuadrupolares.

En el Capitulo 5, se expondran las conclusiones del trabajo asi como las perspectivas con
la aplicacién de la técnica de proyectores para aplicar nuestro formalismo 1/N, al calculo
de los momentos cuadrupolares para los modelos tipo Elliott, donde aparece la ruptura
espontanea de la simetria la cual es asociada a la deformacion nuclear [84].

El trabajo cuenta con dos apéndices, el primero dedicado a los operadores de reduccion
de bariones, el segundo lista identidades que involucran las constantes del algebra de Lie

de SU(N).

El trabajo se complementa con la inclusién de los 2 articulos de investigacién derivados
del tema publicados en Physical Review D. Mi participacién fue en la discusién sobre
la construccion de los operadores de dos y tres cuerpos tanto para el limite de simetria
exacta como para el caso con ruptura de la simetria que incluye las representaciones
(2,1), (2,8), (2,27) v (2,10 + 10), el calculo y comprobacién de los elementos de matriz
de las transiciones octete-decuplete y en la comprobacion de la reduccion de los operadores
barionicos en el primer articulo y en la discusion sobre la construccion de los proyectores,
asi como los operadores de Casimir, los operadores GG involucrados en los Casimires y en la
comprobacion de los operadores de proyeccion, Casimires, Operadores GG y las identidades
que involucran las constantes de estructura del algebra de Lie de SU(N) en el proceso del
segundo articulo.




Capitulo 2

Sobre la estructura atémica, las
particulas subatémicas y el concepto
de simetria

2.1 Introducciéon

En este capitulo se dara un resumen sobre los fundamentos de los diferentes modelos
atoémicos, asi como de las investigaciones tedricas y experimentales que buscaron explicar
las propiedades e interacciones en los atomos, las cuales condujeron al descubrimiento de
diferentes particulas subatomicas, sus interacciones y la observacién explicita de algunas
simetrias, que indican la existencia de leyes de conservacion; entonces, se darda un concepto
general sobre simetria.

El manejo del concepto de simetria y la existencia de diferentes particulas subatémicas,
posibilitan el estudio del Modelo Estandar de la Fisica de Particulas Elementales, tanto en
su evolucién como en la descripcion de las diferentes interacciones, asi como del concepto
de la Simetria Quiral, la Electrodinamica Cuéntica, la Teoria de Unificacion Electrodébil
y la Cromodindmica Cuantica, que seran de utilidad en el desarrollo del presente trabajo.
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2.2 La estructura atémica y las particulas

2.2.1 Los primeros modelos atémicos

Desde la antigiiedad, el hombre se ha preguntado sobre cudles son los constituyentes
fundamentales de la materia segin [1-3]

El primero en postular la existencia del atomo no como particula compuesta sino co-
mo constituyente fundamental de la materia de manera especulativa, fue el filosofo de la
Grecia clasica, Democrito, como una serie de ideas que no podian comprobarse experi-
mentalmente en su época.

Transcurrié el tiempo sin que se formularan hipotesis serias sobre la constitucion de la
materia, hasta que en el siglo XIX John Dalton formulé que las sustancias quimicas
estan compuestas de atomos indivisibles, los cuales forman los compuestos quimicos. Es
evidente que esta teoria la formacion de los compuestos quimicos entraba en conflicto
con la indivisibilidad del atomo. Este conflicto se resolvié hasta que Avogadro propuso
que, para formar una molécula de agua, se requieren de 2 atomos de hidrégeno por 1 de
oxigeno, lo cual resolvid este dilema. Este modelo evolucion6 con la divisibilidad de los
atomos.

Dimitri Mendeléiev en 1866 descubrié que los elementos quimicos, con propiedades qui-
micas similares, forman familias. Esto se caracterizo al definir la propiedad denominada
numero atomico, dado por Z, asignando los niimeros atémicos Z = 1,2 al hidrégeno y al
helio, respectivamente.

Luego, Mendeléiev predijo la existencia de varios elementos quimicos, entre ellos el argon,
el cual fue descubierto por Ramsay y Rayleigh en 1894, lo que permitié anadir nuevas
columnas para predecir y descubrir mas elementos quimicos.




CAPITULO 2. SOBRE LA ESTRUCTURA ATOMICA, LAS PARTICULAS
SUBATOMICAS Y EL CONCEPTO DE SIMETRIA

2.2.2 Los detalles de la estructura atémica

Esta busqueda de definir la estructura interna de los atomos se remonta al siglo XIX,
cuando mediante el conocimiento de la interaccion electromagnética se describieron los
rayos catodicos, que se originan al aplicarsele una diferencia de potencial a una placa
metdlica y posteriormente la placa emite luz; luego se realizaron experimentos con este
tipo de radiacion en presencia de un campo magnético ante el cual se desviaban de su
trayectoria; lo que confirmé la unificacion entre electricidad y magnetismo formulada por
Maxwell, que se llama teoria electromagnética y se basa en el hecho de que los fenémenos
eléctricos y magnéticos estan intimamente ligados, es decir, la teoria electromagnética es
la primera teoria de unificaciéon que se formulé.

Luego, Thomson hizo un experimento con rayos catddicos, donde describié dicha forma
de radiacion como corrientes de electrones, permitiendo describir al &tomo como una nube
de carga positiva sobre la cual estd un mar de electrones, que tienen carga negativa. Dicho
modelo es conocido coloquialmente como modelo de budin de pasas. Actualmente, sabemos
que las cargas del proton y el electréon son iguales, pero de signo opuesto, sin embargo, el
protéon es dos mil veces mas masivo que el electrén.

Posteriormente, Rutherford efectiio un experimento donde bombarde6 una placa de oro
con particulas alfa provenientes de una fuente, las cuales desvian la radiacién emitida. La
seccion eficaz de la dispersiéon esta dada por

1,2
do < 1 ZZ'e 2.1)

1
dQ ~ \4re, E, )sin“(?)’

donde Ej es la energia inicial de la particula dispersada. A dicha relacién se le conoce
como seccion eficaz de dispersion de Rutherford.

Esta relacién se puede deducir mediante el formalismo de la Mecanica Clasica segin
[16,17,72] y con el formalismo de la Mecanica Cuéntica segun [4,85-91].
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Después Niels Bohr formulé un modelo donde el electrén orbita circularmente alrededor del
protén, con transiciones entre diferentes niveles discretos de energia, tal que a cada nivel
corresponda una orbita circular, de tal manera que el electrén no radiaba porque giraba
y tenia un valor de momento angular con unidades de h2, lo que impide que el electrén
llegase hasta el centro con el protén por el predominio de la interaccién electromagnética y
colapsara. Este esquema reproduce muy bien las lineas espectrales del adtomo de hidrégeno,
pero no reproduce los espectros de otros elementos quimicos y ademas no considera el espin
de cada particula al interior del atomo.

En 1932, Chadwick descubrié que el atomo no solo tiene carga positiva y negativa, sino
que existe el neutréon que como su nombre lo indica es de carga neutra, encontrandose en el
nucleo del 4tomo, siendo su existencia predicha por Rutherford debido a que el a&tomo no
se desintegraba, pero no fue suficiente para saber el por qué de la estabilidad del atomo.

2.2.3 Sobre las ecuaciones relativistas y las antiparticulas

Con la finalidad de describir las interacciones entre las particulas se parte del formalismo
de la Mecéanica Cuantica, el cual se completé entre 1923 y 1926. En ese momento Erwin
Schrodinger formuld su ecuacion en forma relativista con el objetivo de reproducir los
niveles de energia del atomo de hidrogeno, pero a no conseguirlo abandono la idea, lo que
le condujo a formular la ecuaciéon de onda no relativista, la cual se puede obtener a partir
del Hamiltoniano dado por [4,85-91]

~ P2 ~
H=_ 7)=F 2.2
—+ V(@) = F, (22)
donde hacemos
A 0
FE =ih— 2.3
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P =inV. (2.4)

Efectuando la sustitucion de las ecuaciones (2.3) y (2.4) en (2.2), obtenemos la ecuacion
de Schrodinger dada por

(4

LOU(, 1)

ooy o\
= (— B v -I—V(x))\I/(x,t). (2.5)

2m0

Si se sustituye el potencial de Coulomb en (2.5) se reproducen los niveles de energia del
atomo de hidrégeno, tal que la energia del estado base es —13.6 eV, confirmando el gran
acierto de Bohr, que afirma que la energia de un atomo hidrogenoide esta discretizada
como

2
E, = —;;LCQ(ZnO;) . (2.6)
Posteriormente Klein y Gordon intentaron describir las particulas con momento angular
intrinseco o espin 0, y lo consiguieron a través del empleo de la ecuacién de onda con la
que habia intentado Schrodinger reproducir los niveles de energia del atomo de hidrogeno
la cual considera efectos relativistas. Por ello a dicha ecuacién se le denomina ecuacion de
Klein-Gordon, la cual se puede deducir a partir del cuadrimomento relativista dado por

P'P, = — — P* =m}c? (2.7)

y sustituyendo las ecuaciones (2.3) y (2.4) en (2.7), tenemos la forma explicita de la
ecuacion de Klein-Gordon dada por

2 2 2 2 2
mge (1O gy mic B
<D + >\I/ = <02 ETe) V7 + 2 >\If = 0. (2.8)
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Las soluciones de (2.7) de la forma W) son funciones de onda que representan las
particulas y las soluciones de la forma ¥(~) son funciones de onda que representan las
antiparticulas. Por otro lado, las particulas para las cuales sus funciones de onda satisfacen
U = U* son particulas neutras de espin 0.

Cuando Dirac describio las interacciones de las particulas de espin %, parti6 de la ecuacion
de Schrodinger (2.2) y procedi6é de manera anéloga a la deduccién de la ecuacion de Klein-
Gordon con la salvedad de que la densidad de probabilidad es definida positiva, lo que
no ocurre con la ecuacién de Klein-Gordon y para ello introdujo el conjunto de matrices
dadas por & y B

Por consiguiente, la ecuaciéon de Dirac estda dada por [74,76-80]

oy Thef. @ 9 0\ . o -
hor = [z (O‘laxl gt 0‘3&53) +pme ]w = Hy. (29)

Las soluciones 1! y 1? estdn asociadas a la energfa positiva [74, 76], en cambio las
soluciones ¥® y 1* estdn asociadas a la energia negativa, de manera analoga a como se
identifican las soluciones de la ecuaciéon de Klein-Gordon. Inicialmente, este detalle fue un
contratiempo para Dirac, por lo que para resolverlo propuso la existencia de un conjunto
de particulas que se forman en el vacio, al cual se llamé mar de Dirac. Se comprobd mas
tarde que dicha posibilidad satisface la conservacion de energia-momento de la Relatividad
Especial, dando paso a la propuesta de las antiparticulas, que se confirmé en 1932 con el
descubrimiento del positron.

Una propiedad interesante de la ecuacién (2.9) es que en el limite no relativista se reduce
a la ecuacion de Schridinger-Pauli que aparece en [85-91].

Debemos recordar que los covariantes bilineales definidos en términos de las matrices de
Dirac v*, por lo cual enunciamos la definicién de dicho conjunto de matrices la cual estd
dada por
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Definicién 2.2.1 (Matrices de Dirac) Sean las matrices & y B provenientes de la
ecuacion de Dirac, tenemos que los elementos de la base propia de las matrices de Dirac
denotados por ¥* estan definidos como productos de matrices & y 3 por

V=8 4 =pBa, i=1,2,3 (2.10)

las cuales conforman una base linealmente independiente de matrices 4 X 4.

Definicién 2.2.2 (Covariantes bilineales de las matrices de Dirac) Sean las ma-
trices ¥° y v con i = 1,2,3, que representan a las partes temporal y espacial dadas por
(2.10), definimos las formas bilineales de las matrices de Dirac como

S _ vV _ T _
=1, Fu_%’ FW—UW,

I'? =ivomres =7 =" T4 =%, (2.11)
las cuales conforman un conjunto de 16 matrices linealmente independientes de 4 x 4.

Estas relaciones seran fundamentales para la comprension de la simetria quiral, tanto la
ecuacion de Dirac y la matriz v5, y de paso este tipo de simetria serd muy til para el
objetivo de calculo de este trabajo de tesis que trata sobre los momentos cuadrupolares
de los bariones.

2.2.4 Sobre el meson de Yukawa y los mesones

Con el conocimiento que se tenia en 1930 de la estructura interna de los a&tomos se formu-
laron diversas teorias que intentaron explicar el origen y la naturaleza de la interaccion
responsable de la cohesion de los neutrones y los protones en el nicleo atémico, lo que
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permitié deducir que la fuerza entre un par protéon-neutrén es mayor que la fuerza de
repulsion eléctrica. Esto permitié formular la existencia de la interaccion fuerte, la cual
como se vera en el proximo capitulo es responsable de la cohesién de los nucleones al
interior de los dtomos.

En 1935, Hideki Yukawa propuso la primera teoria que explica exitosamente la naturaleza
de las interacciones nucleares, afirmando que la naturaleza de la interacciéon nuclear se
debe a la existencia de una particula cuya masa debe tener un valor de masa entre la
masa del electréon y la del proton, la cual es intercambiada entre distintos nucleones en el
atomo, llamada meson de Yukawa [4].

Anderson junto a sus colaboradores descubren el mudn en 1935, siendo considerada en
principio dicha particula con propiedades muy similares al mesén de Yukawa. Posterior-
mente se demostré que dicha particula interviene en las interacciones electromagnética
y débil, en consecuencia, el muén no es portador de la interaccion fuerte. El muén tiene
carga eléctrica negativa, es una particula inestable y tiene una vida media de 2.2 x1078s.

Se descubri6 el pion en 1947 el cual segin la teoria de Yukawa era un portador de la
interaccién fuerte (nuclear en ese entonces), la cual es responsable de la cohesién al interior
de los nucleos atémicos [73,81].

Se encontraron posteriormente una familia de piones formada por las particulas 7+, 7% y

7T, con cargas positiva, neutra y negativa. Las particulas 7% tienen una masa de 139.6
MeV/c* y la masa del 7° vale 135.0 MeV/c?, que coincide con la afirmacién de Yukawa
de que la masa del mesén debe tener un valor entre la masa del electron y la masa del
protén. El tiempo de vida media para los 7% es de 2.6 x1078s, decayendo principalmente
en un muén (antimuén) y un neutrino mediante la interaccién débil. En cambio, el 7°
tiene un tiempo de vida media de 8.4 x107'7s y decae en dos fotones en virtud de la
interaccion electromagnética [58].

Esto ultimo nos dice que los piones son particulas inestables cuyos decaimientos ocurren
por interaccion electromagnética o débil inicamente, por lo tanto, al no ser los piones
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portadores de la interaccion fuerte no son responsables de la cohesién interna de los
nucleos atomicos.

Pese a que la teoria de Yukawa aporta mucha informacién y procesos correctamente
descritos, se tomaron en cuenta sus limitaciones para décadas después formular la QCD
[5-13], que es la teoria que describe la interaccion fuerte cuyos portadores de la interaccion
son los gluones, en lugar de los piones como postuld inicialmente Yukawa.

2.3 Simetrias

Las simetrias se representan matematicamente por el lenguaje y el formalismo de la Teoria
de Grupos como se aprecia en [92-98].

Usualmente se asocia la simetria con la invariancia de un objeto matematico, como fun-
ciones, puntos o ecuaciones bajo transformaciones de un grupo en particular, como se ve
en el siguiente ejemplo [92-98].

Ejemplo 2.3.1 (Rotacién de una esfera) Sea una esfera que sufre una rotacion sobre
cualquiera de sus ejes, en este caso elegimos uno en particular sobre el que se hace la
rotacion, y al terminar la rotacion la esfera preserva su forma, por lo cual es simétrica
ante una rotacion.

De ahora en adelante, diremos en fisica que la simetria es el criterio de invariancia de un
sistema fisico ante ciertas transformaciones de alguna de sus propiedades en particular
[13,97].

Para los sistemas fisicos puntuales, sus transformaciones conservan la geometria del sis-
tema, entonces, dichas transformaciones estan descritas por grupos discretos y en conse-
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cuencia decimos que dichos sistemas poseen simetria discreta [92-98].

También hay sistemas fisicos que son invariantes ante transformaciones de las expresiones
matematicas que los describen, como es el caso de las rotaciones que se pueden describir
en términos de operadores unitarios de grupos continuos o de Lie, los cuales tiene un
pardmetro libre; en consecuencia, dichos sistemas poseen simetria continua [97,98].

En adelante, sera de interés en la fisica de particulas elementales, la invariancia de las
funciones de onda de las particulas compuestas ante el intercambio de sus constituyentes
[14].

En el resto del trabajo se empleard el concepto de simetria en particular las simetrias aso-
ciadas al Modelo de Quarks, el Modelo Estandar, la Cromodindmica Cuéantica, la Teoria
de Perturbaciones Quirales y la Expansién 1/N,, asi como las simetrias del formalismo que
combina la Teoria de Perturbaciones Quirales y la Expansién Perturbativa sobre el para-
metro 1/N, las cuales seran de gran utilidad en el andlisis de los momentos cuadrupolares
de los bariones en el contexto de la expansion 1/N..
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Capitulo 3

Fundamentos del estudio de los
momentos cuadrupolares en
Particulas Elementales

3.1 Introducciéon

En este capitulo se estudiara el Modelo Estandar de la Fisica de Particulas, a partir de
sus antecedentes, para entender las simetrias que lo fundamentan y su evolucion, de tal
manera que se pueda hablar posteriormente sobre lo que son los quarks, los avances en la
descripcion de las interacciones fundamentales y las teorias de unificacion que han surgido,
segin [1,2,4-14,73].

Ademas, se profundizara en detalles mas avanzados de dichas interacciones y de los cam-
pos que intervienen, donde es importante la ecuacién de Dirac, junto con sus soluciones,
interacciones y covariantes bilineales, especialmente la matriz 5 que es clave en el desa-
rrollo que se hara en este capitulo de la simetria quiral, asi como se enunciaran algunos
aspectos de la Cromodindmica Cuantica y sus técnicas de trabajo a bajas energias a través
de expansiones como la 1/N. y la Teoria de Perturbaciones Quirales.
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3.2 Los antecedentes del Modelo Estandar

Posteriormente al desarrollo de la teoria de interaccion nuclear de Yukawa, los descubri-
mientos posteriores, condujeron a la formulacién del modelo de quarks [14,81].

3.2.1 EIl modelo de quarks y los mesones

En 1964 se propuso el modelo de quarks con la finalidad de explicar la estructura interna
de los hadrones, donde un hadrén se define de la siguiente manera:

Definicién 3.2.1 (Hadrén) Es una particula compuesta de quarks los cuales estan uni-
dos debido a la interaccion fuerte, sin estar aislados, sino rodeados por un mar de quarks.

El tamano de un quark es del orden 107 m (1 fm) [4,13].

Los mesones entonces conocidos fueron agrupados por Gell-Mann segin las propiedades
predichas por Yukawa, destacando que el nonete de mesones son particulas de espin S = 0
como aparece en la figura (3.1)

Se observa en dicha figura claramente como Gell-Mann agrup6 los mesones de espin S =
0 en un multiplete, observando que en los multipletes se pueden hacer lineas en tres
direcciones diferentes. Dichas direcciones son la horizontal a la derecha que representa el
isoespin, la diagonal a la derecha que representa el v-espin y la diagonal a la izquierda
u-espin, que también es aplicable al octete de mesones de espin 1, el octete de bariones
de espin % y el decuplete de bariones de %
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Q=-1 Q=0 Q=+1

Figura 3.1: Figura tomada del libro Fisica Nuclear y de Particulas [99]. El nonete de
mesones pseudoescalares.

Cuando se realiz6 la agrupaciéon es estos multipletes se tenia en consideracion la teoria de
Gell-Mann. En la década de los 60’s se descubrieron los primeros 3 quarks, a los cuales se

W

les denominan “up”, “down” y “strange”.

Se aprecia que las particulas que forman los multipletes de bariones y nonete de mesones
S =0, se colocan en diagramas esquematicos los cuales tienen dos ejes. En el eje vertical
aparece la hipercarga denotada por Y y en el eje horizontal el valor del tercer generador
de isoespin, relacionados a través de la férmula de Gell-Mann y Nishijima como [13,14]

Q:T3+}2/, (3.1)

con
Y=B+S (3.2)

donde el isoespin posee una simetria SU(2) con un élgebra su(2) muy semejante a la del
momento angular, la cual se expresa como

[T, T;] = ie; Ty, donde i,j,k=1,2,3. (3.3)
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Se concluyé que esta simetria es aproximada, porque (3.39) no satisface el hecho de que
el Hamiltoniano total conmute con 7; [13,85-91].

Es menester, senalar que los mesones son particulas que satisfacen la estadistica de Bose-
FEinstein, con valor de espin 0, por consiguiente, un mesén esta formado por un quark y un
antiquark, tal que no se encuentran solos sino rodeados de un mar de quarks cominmente
denominados quarks de valencia. Entonces, dicho nonete se descompone de la siguiente
manera |14, 73].

33=108 (3.4)

donde aparecen las representaciones 1y 8 de SU(3).

3.2.2 Los multipletes de bariones

Nuestro objeto de estudio son el octete de bariones con espin S = % y el decuplete con
’ _ 3
espin S = 3.

Los bariones al contrario de los mesones son fermiones y satisface la estadistica de Fermi-
Dirac [100-104].

Es importante entender cémo se comportan los fermiones y bosones, asi que enunciamos
el siguiente postulado que describe los sistemas de muchas particulas con simetria discreta
respecto a la operacién de intercambio de particulas y que establece que [85-91].

Postulado 3.2.1 1.- En sistemas de N particulas idénticas con valor de momento angu-

lar intrinseco (espin) semi entero (%, %, g), dichas particulas son descritas por funciones

de onda antisimétricas ante la operacion de intercambio de particulas.
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Figura 3.2: Figuras tomadas del libro Fisica Nuclear y de Particulas [99]. Los multipletes
de bariones

2.- En sistemas de N particulas idénticas con valor de momento angular intrinseco (espin)
entero (0,1,2...), dichas particulas son descritas por funciones de onda simétricas ante la
operacion de intercambio de particulas.

Como consecuencia del primer punto del postulado anterior, se infiere un criterio sobre
la imposibilidad de que dos fermiones estén simultaneamente en el mismo estado. A este
principio se le denomina Principio de Exclusion de Pauli, el cual esta formulado de la
siguiente manera [85-91].

Postulado 3.2.2 (Principio de Exclusién de Pauli) Dos fermiones idénticos no pue-
den ocupar el mismo estado.

De tal manera que dicho principio se puede extender sin dificultad a sistemas de N
particulas.

Como consecuencia de ambos postulados, los bariones al satisfacer simultaneamente la
estadistica de Fermi-Dirac v el Principio de Exclusion de Pauli podemos tener los multi-
pletes de bariones.

19



CAPITULO 3. FUNDAMENTOS DEL ESTUDIO DE LOS MOMENTOS
CUADRUPOLARES EN PARTICULAS ELEMENTALES

Los bariones ordinarios estan compuestos de los quarks u, d y s, donde los tres sabores
implican una simetria aproximada SU(3), la cual requiere que los bariones hechos de esos
tres quarks pertenezcan a los multipletes del lado derecho de

303R3=105®8) B8y D1y (3.5)

donde aparecen las representaciones 1, 8 y 10 de SU(3).

En la figura (3.2) observamos tanto el octete como el decuplete de bariones, los cuales
estan formados tinicamente por particulas de espin S = % yS= % respectivamente.

Como vimos anteriormente, Gell-Mall explicé la estructura interna de los hadrones y
formul6 el modelo de quarks a partir de organizar los bariones y mesones de acuerdo
con su carga y extraneza. Esto se confirmé con el descubrimiento de la particula 2~
que aparece en el decuplete de bariones referido en la figura 3.2. Para explicar dicho
descubrimiento Gell-Mann propuso que los hadrones estan compuestos de quarks, donde
los quarks de la primera generacion, u y d, tienen extrafieza S = 0 y el quark s tiene
extrafieza S = —1; en contraste, la carga eléctrica del quark u es igual a 2/3 y de los
quarks d y s es de —1/3 [14,99].

El modelo de quarks fue aceptado con entusiasmo inicialmente, pero la no observacion
experimental hasta el dia de hoy un quark libre y el hecho de que aparentemente violaba el
Principio de Fxclusion de Pauli, hizo que pese a existir evidencia experimental proveniente
de SLAC y CERN respecto a la estructura interna de que el protén posee estructura
interna, se propusiera que los constituyentes de la estructura interna de los protones
en ese entonces eran los partones. El modelo de quarks fue retomado a partir de 1974,
cuando se descubrié el mesén pesado eléctricamente neutro, J/W, cuyo tiempo de vida
puede explicarse con el modelo de quarks mediante la introduccién de un nuevo quark, el
“charm”, después se encontraron otras particulas con dicho quark [99].

Espin y sabor pueden ser englobados en una simetria aproximada espin-sabor SU(2Ny)
donde Ny es el nimero de sabores de quarks ligeros. Para Ny = 3,
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SU(2) ® SU(3) C SU(6). (3.6)

Es decir, que, para los bariones ordinarios, se pueden combinar espin y sabor en la simetria
aproximada espin-sabor SU(6). Los bariones pertenecen a las representaciones

6R6®6=>545® 70, & 70, B 204. (37)

Al trabajar las funciones de onda de los bariones bajo la simetria SU(6), se viola el
Principio de Exclusion de Pauli, 1o que se resolvio con la introduccion del nimero cuantico
de color. Este niimero cuantico se asocia a la parte antisimétrica de las funciones de onda
de los bariones, lo que incentiva las investigaciones en fisica con el objetivo de comprender
las interacciones fundamentales de la naturaleza, de la cuales se hablara a continuacion
prestando especial atenciéon a la interaccién fuerte descrita por la QCD.

3.2.3 Las interacciones fundamentales y teorias de unificacién

Revisemos brevemente las interacciones fundamentales de la naturaleza: la gravitacional,
la electromagnética, fuerte y débil.

La interacciéon gravitacional

De las cuatro interacciones fundamentales mencionadas anteriormente la mas débil es la
gravitacional. Esta interaccién es descrita de manera completamente satisfactoria por la
Teoria de la Relatividad General de Einstein. Es muy importante para investigaciones en
Cosmologia y Astronomia [26].
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Del éxito de la Teoria Cuantica de Campos, se han explorado formas de cuantizar la
gravedad, aunque dichos intentos teodricos de realizar dicha cuantizacién son infructuosos
debido a que dichas formulaciones tedricas para tratar la cuantizacion de la gravedad no
tienen predicciones que puedan comprobarse a través de observaciones y/o experimentos

126].

La interaccion electromagnética

La interaccién electromagnética es de largo alcance la cual escala como 1/7 y en consecuen-
cia al aumentar la distancia los efectos del potencial disminuyen y viceversa [15,18-26].

Es la interaccion responsable de la cohesion entre los electrones, neutrones y protones,
para formar atomos, que a su vez forman moléculas y en el caso del estado sélido, las
moléculas forman cristales. El portador de la interaccion es el fotén [11,12,18-26,102].

La teoria de campo que corresponde a esta interaccion es la Electrodinamica Cuantica
(QED), formulada por Feynman, siendo una teoria de norma abeliana [11-13].

Ademas, senialamos que la interacciéon electromagnética es de nuestro interés porque estu-
diamos fenomenos donde los bariones poseen una estructura la cual asociamos al predomi-
nio de dicha interaccion. El estudio de dichos fenémenos en el marco de la Electrodinamica
Cuéntica se realizé por medio de una serie perturbativa en potencias de «, que es la cons-
tante de estructura fina [11-13].

La interaccion débil

Esta interacciéon es efectiva a muy corto alcance y es la responsable de los procesos de
desintegracion de los nicleos atémicos, debido a que genera inestabilidad en los mismos
[4,73].
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En consecuencia, la interaccién débil gobierna la fisica de los procesos de desintegracion
radiactiva, los neutrinos y las supernovas. Los portadores de la interaccion son los bosones
de norma W+, W~y Z° [4,13].

Por consiguiente, la interaccion débil sélo es mas fuerte que la interaccién gravitacional,
porque sus portadores son muy masivos [4,73].

La interaccion fuerte

La interaccién fuerte se siente a una distancia de 1 fm, en consecuencia, en la vida cotidiana
es despreciable [4-13].

Los portadores de la interaccion fuerte son los gluones que no tienen carga eléctrica ni
masa, sin embargo, poseen carga de color, siendo 8 tipos diferentes, los cuales tienen
combinaciones de color-anticolor [4,13].

La Cromodinamica Cuantica es la teoria de campo que describe la interaccion fuerte,
que es invariante bajo transformaciones del dlgebra de SU(3)., la cual es no abeliana y
renormalizable, lo que le da un poder predictivo muy importante [5-13].

Teorias de unificacién

Maxwell unificé las teorias sobre electricidad y magnetismo en el siglo XIX al mostrar
que los fenémenos eléctricos y magnéticos estan relacionados, lo cual dio paso al electro-
magnetismo [15,18-26].

Weinberg, Glashow y Salam recibieron el Premio Nobel de Fisica en 1974 por la formu-
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lacion de la Teorfa de Unificacion Electrodébil que consiste que a energias muy altas se
manifiestan de manera simultanea en las particulas las interacciones débil y electromag-
nética, lo que nos dice que ambas son manifestaciones de una interacciéon débil unificada.
Esta teorfa de unificacién predice que las masas de los bosones Wy Z° son 82 GeV/c? y
93 GeV/c? respectivamente [4,14].

3.3 Introduccion al Modelo Estandar

El modelo estandar de la fisica de particulas elementales se representa en la figura (3.3)

. o

l

S

Forces

Léplons

Figura 3.3: Figura tomada del sitio web del CERN en inglés [105] : Modelo Esténdar de
la Fisica de Particulas Elementales.
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Observamos inmediatamente que dicho modelo tiene 6 quarks agrupados en tres genera-
ciones, donde la primera esta formada por los quarks “up” (u) y “down” (d), mientras la
segunda generacion estd formada por los quarks “charm” (c) y “strange” (s) y la tercera
generacion esta formada por los quarks “top” () y “bottom” (b), es decir, tenemos los
pares (u,d), (¢,s)y (t,b) [4,73].

Cada generacion de quarks tiene un leptén, donde el leptén de la primera generaciéon es
el electron e, mientras el leptéon de la segunda generacion es el muén p y el lepton de la
tercera generacion es el 7. Por otro lado, cada lepton tiene su correspondiente neutrino,
en consecuencia, al electron le corresponde el v, al muén le corresponde el p, y al 7 le
corresponde el v, [4-13,81].

Los portadores las interacciones fuertes, débil y electromagnética aparecen en el modelo
estandar, los cuales son los gluones g, los bosones W* y Z° y el fotén 7 respectivamente
[4,73].

En la figura (3.3) aparece el bosén de Higgs, que es un bosén de norma y no de materia
a diferencia de los bosones de Nambu-Goldstone que son particulas sin masa, asi este
concepto es clave para el estudio de la simetria quiral. Ademés del boson de Higgs, aparece
una constante de acoplamiento cudntica [12,73].

En el modelo estandar, también aparecen tres constantes de acoplamientos, 3 angulos de
mezcla, una fase compleja y el dngulo de vacio de la Cromodindmica Cudntica [4-13].
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3.4 Acerca de la simetria quiral

3.4.1 Introduccion

Una particula que puede tener un comportamiento simétrico en un sistema de referencia de
mano derecha o de mano izquierda, de tal manera que dicho comportamiento es invariante
ante una transformacién de paridad de un campo fermionico de Dirac, esto es lo que
conocemos como Simetria Quiral. Se puede ver dicha simetria a partir del teorema de
Noether, dado por [13].

Teorema 3.4.1 (Teorema de Noether) Si un lagrangiano tiene una simetria conti-
nua, entonces, exriste una corriente asociada con dicha simetria continua que es conser-
vada cuando las ecuaciones de movimiento son satisfechas. [12,15, 26]

El estudio de la simetria quiral lo realizamos a partir del dlgebra de las corrientes [13],
para lo cual proponemos que el Hamiltoniano del sistema se exprese como [74]

H =My + \H, (3.8)

donde Hg es el Hamiltoniano de la parte invariante ante una transformacion de paridad de
un campo fermionico de Dirac, A es el parametro perturbativo, donde H’ es la perturbacion
que no es invariante ante una transformacién de paridad de un campo fermiénico de Dirac.

Asociamos la conservaciéon del hamiltoniano H con la existencia de la corriente conservada
JH(x), en virtud del teorema de Noether,

Qulwo) = [ Jo(w)d’s. (3.9)
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Observando la ecuacién (3.9) aparecen dos casos, donde el primero es cuando A = 0,
donde inmediatamente se tiene que las cargas Q,(zo) en independientes del tiempo y por
consiguiente se conservan [10,13,75] y cuando A # 0 no hay conservacién de la carga.

Gell-Mann formulé la mas importante de las teorias sobre las simetrias aproximadas. Los
operadores, en dicha teoria, forman una representacion del grupo de simetria considerando
dos corrientes de la forma (3.9) [75]

[Qa(xo)v Qb(xO)] = Z.fabcCBC(xO)- (310)

Existen dos realizaciones de la simetria del Hamiltoniano Hy, las cuales son [13,75]

e La realizacion de Wigner-Weyl,

Qa(20)]0) =0 (3.11)

e La realizacion de Nambu-Goldstone,

Qa(20)]0) # 0. (3.12)

La simetria aparece en el espectro de Hy como una degeneracion de los multipletes en la
realizaciéon de Wigner-Weyl dada por (3.11) si A =0 [75].

La existencia de bosones sin masa si A = 0 es consecuencia de la realizacién de Nambu-
Goldstone dada por (3.12) tal que la estructura de multipletes no estéd degenerada. Este
tipo de realizaciéon se denomina ruptura espontdanea de la simetria, por lo tanto, los ope-
radores de carga ),(z,) no son renormalizables [11,12].
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También Gell-Mann postuld que los generadores de simetrias hadrénicas Q,(zg) coinciden
con las cargas, las cuales estan relacionadas tanto con las corrientes electromagnéticas
como las débiles. Ademads, las corrientes débiles cumplen las relaciones de conmutacién

dadas por [75]

5o — o) [J2(x), Jp(y)| = i6*(x = y) fure (), (3.13)

donde JO(z) son las corrientes débiles. Para obtener informacién sobre las simetrias y las
rupturas de las simetrias de las interacciones fuertes seran de mucha utilidad las corrientes
débiles, lo que dio origen al dlgebra de corrientes en la fisica de particulas elementales.

Se postulo la existencia de las corrientes vectoriales y axial vectoriales a partir del decai-
miento 3, debida a Feynmann, Gell-Mall, Marshak y Sudarshan [14,73,75].

Ademas, las corrientes vectoriales y axial vectoriales, satisfacen relaciones similares a
(3.11) que conforman el dlgebra dada por [5-12,75]

3(wo — o) V@), V()] = 6% — y) fareV (),
5o — o) [V (@), A(y)| = 6" (@ — y) faneAL(),
3o — yo) [AU@), A(y)| = 18" (x = y) e AN@). (3.14)

Podemos definir los nuevos operadores de carga, a partir de las corrientes vectoriales y
axial vectoriales que aparecen en (3.14), los cuales estdn dados por [13]

F(z) = / BV, (x),

F3(z) = / A (). (3.15)

Los operadores que aparecen en (3.15) generan el algebra de Lie de la simetria SU(3), ®
SU(3)r dada por
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[Fa(l'o), Fb(xO)] = ifachc(x())a
[Fulo), Fp(wo)| = i fare 2 (w0),
[FS(.%‘()), Fb5(x0)] - ifachc(xO)- (316)

Con la finalidad de comprender mejor el algebra de SU(3), ® SU(3)r dada por (3.16)
definimos los operadores F:¥(z() como

Ff(xo) = [Fa(% + Ff(ﬂfo))} ; (3.17)

N —

mediante sustitucién de (3.17) en las relaciones de conmutacién (3.16) obtenemos las
relaciones

{F::(.Z‘o),Fbi(l’o)} = l.fach(;:t(x(]),
[F (o), Fy (w0)] = 0, (3.18)

lo que implica que los generadores F,(zo) y F2 (o) generan el producto directo SU(3); ®
SU(3)g, por lo tanto, podemos hablar de simetrias quirales.

Ademés, la simetria SU(3) exige que todas las particulas de un mismo multiplete sean de
igual masa, sin embargo, en la simetria SU(3), ® SU(3)g no es necesaria la existencia de
multipletes de particulas, pero por el teorema de Goldstone posee ocho mesones pseudo-
escalares, que son tres piones (7=, 7° y 71), cuatro kaones (K—, K°, K°y K*) y 7, los
cuales conforman el octete de mesones pseudoescalares.

Ahora, suponemos que H es quiralmente invariante, lo que implica que F= () que aparece
en (3.18) satisface la relacién
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[F (o), H] = 0. (3.19)
También, suponemos que el operador de carga F,(xg) deja invariante el vacio, esto es
F,(z)|0) = 0. (3.20)

Es importante recordar que no podemos hacer la misma suposiciéon para las cargas axiales,
ya que en el espectro de los hadrones no se encuentran en el mismo multiplete con parti-
culas con diferente paridad. Ahora, suponemos que el vacio no es quiralmente invariante,
esto es [13,75]

F2(z)]0) # 0. (3.21)

Lo que implica que los mesones pseudoescalares tienen masa igual a cero en la simetria
quiral. Este es el conocido teorema de Goldstone, por consiguiente, la simetria quiral no
es exacta, la cual es indica por el producto directo dado por [13,15]

SU(3)L®SU<3)R®U(1)V (3.22)

3.4.2 Deduccion del Teorema de Goldstone

En esta subseccion se desarrolla la deduccién del teorema de Goldstone, el cual se enun-
ciard claramente y se obtendran algunas relaciones asociadas a dicho teorema de acuerdo
con [12].

Para deducir el teorema de Goldstone, partimos de que cualquier simetria continua del
Lagrangiano, en virtud del teorema de Noether implica la existencia de una corriente
conservada, dada por
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9,J"(x) =0 (3.23)

Esto es cierto tanto en la teoria clasica como cuantica. Del teorema de Noether, tene-
mos inmediatamente el hecho de que la carga es una costante de movimiento de dicho
lagrangiano, lo cual se expresa de acuerdo con la teorfa cudntica como [11-13]

dQ(t) oL S,

S0 donde Q= [ dady(a) = [da 24
p 0 donde zJo(z 36, da (3.24)
que es un operador, donde los campos ¢,, = ¢,,(Z) son operadores también.
Renombrando los campos canénicamente conjugados como
(i) = 25 (3.25)
Obm
y con ayuda de las relaciones de conmutacion canénicas dadas por
[60(2), T ()] = 10°(Z — §)Jm (3.26)
calculamos [@Q, ¢,,(¥)] como
_1 00 (%) 5%( J)
d*x = 2
Qon@] =3 [ & (.00 =, L (3.27)

para que () genere la transformacion de simetria. También, si la carga es conservada, debe
conmutar con el Hamiltoniano, lo que se expresa como

[H,Q] = i6,Q = 0. (3.28)
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El operador ) corresponde a la carga conservada sin importar si expandimos el vacio.
La ruptura espontanea de la simetria, ocurre, por definicién, si el vacio simétrico con
Q|Qsym) = 0y el vacio real (estable) esta cargado Q[€2sym,) # 0. Si el vacio tiene energia
FEy que es

H|w) = Ep|Q), (3.29)
entonces con ayuda de (3.28) y (3.29), tenemos
HQIQ) = [H,Q]|Q) + QH[Q) = EyQ<) (3.30)
y por lo tanto el estado Q|2) esta degenerado con el estado base.

Ahora, podemos siempre construir de estados de momento p’ del vacio como
— —21 3 . ipT
7 (7)) = ?/d 2P Jy(2)]Q) (3.31)

el cual tiene energia E(p) + Fy. Aqui, F' es una constante con dimensiéon de masa y el
factor —2¢ ha sido anadido por conveniencia. Ahora, si hacemos p'= 0 en la ecuacién
(3.31), tenemos

—2i
m(P)) = QI (3.32)
que tiene energia Fj, entonces, concluimos que

E(p) =0 cuando p—0 (3.33)

para dichos estados. Entonces, los estados |r) debe satisfacer una relaciéon de dispersién
para particulas sin masa. Este es el Teorema de Goldstone.
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Teorema 3.4.2 (Teorema de Goldstone) La ruptura espontanea de simetrias conti-
nuas globales implica la existencia de particulas sin masa.

Los estados |7(p)) son concidos como Bosones de Goldstone. El teorema de Goldstone es
muy general. Algunas veces es muy 1util para construir los bosones de Goldstone del vacio
utilizando corrientes de Noether. A veces es mas facil encontrar los bosones de Goldstone
en la fase de ruptura de la teoria a través de otras técnicas.

Multiplicando por (7| la ecuacién (3.31) e integrando sobre [ dgl)g e'P¥ tenemos que

(2r
(m(@)Jo(y)|Q) = iw, Fe'T? (3.34)

donde la normalizacién de estados de una sola particula
(m(D)7(B) = 2wp(27)°6° (7 — E) (3.35)
ha sido utilizada. La versién con invariancia de Lorentz de la ecuacién (3.34) dada por,
(m(@)]Tu(v) Q) = iq e, (3.36)
es una via muy util para identificar una particula en el espectro de los bosones de Golds-

tone.

3.4.3 El modelo lineal ¢ y la simetria quiral

En esta subseccién veremos un ejemplo tipico de la simetria quiral el cual es el modelo
sigma el cual posee una simetria quiral aproximada SU(2) ® SU(2) ® U(1) a diferencia
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de la simetria discutida en la secciéon 3.4.1, el cual es un ejemplo de la aparicion de los
bosones de Goldstone.

Para el desarrollo del modelo lineal o, trabajamos a partir del lagrangiano dado por
[11,13]

2

[(0um)? + (9,0)?] + Nin"9uN + gN (0 +i7 - F35)N + £-(0? + 7%)

A
—1(02 + 72)?, (3.37)

DO | —

donde el potencial tiene la forma

A
o +72) + 1(02 + 72)? (3.38)

N = (”) , (3.39)

el cudl es el vector columna para un campo de isoespin 1/2 del nucleén, asi como los
vectores T = (my, 7o, m3) v @ = (01,02, 03) representan los campos de isoespin de un pién
y el escalar de isoespin 0.

La simetria SU(2) del lagrangiano (3.37) es invariante bajo las transformaciones

/
o—0 =

g,
Fod = RLaAxT,
NN = N—z’d‘~%N, (3.40)
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para a; < 1 con la corriente conservada dada por [13]
Jy = NV”%N + 5“bc7rb(9u7rc, para a=1,2,3. (3.41)
Los generadores de la simetria SU(2) son

0" = / &BrJo(x). (3.42)

Este lagrangiano también es invariante bajo transformaciones axiales SU(2)

o—o0 = +B-7o,
7o = 7-fo,
N =N = Ntid- N, (3.43)

con las corrientes conservadas dadas por
a \/ 7 a a
Al = NV#%?N + (Opo)m® — (0,10 (3.44)
Q% — / B AL (2). (3.45)
Dichas cargas generan el adlgebra su(2); ® su(2)g

|:Qa7 Qb} — i€abCQC,
[Qa’ Q5b} — igachE’c,
{QBG, QSb} — gabCQC. (346)
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La ruptura espontdnea de la simetria ocurrird para el caso u? > 0 donde el minimo de
potencial esta en

o2+ 72 =12 con v=(u/N):z. (3.47)
Podemos elegir (0|7|) =0y

(0|o|0)y = v. (3.48)
Con el campo desplazado definido como

o=0c—-v (3.49)

tenemos de V(02 + m2) que los 7s son los bosones de Goldstones sin masa. Siguiendo un
proceso similar para el caso de los bosones de Goldstone para un grupo abeliano descrito
en [13], trabajamos conmutadores como el que sigue

{Qf)a’,/rb} — —igéab. (35())

Y la eleccién de la forma de (3.48) implica que la carga axial Q3 no se aniquila en el
vacio; en efecto

(0]A7;(0)[0) # 0. (3.51)

Entonces, la simetria SU(2), ® SU(2)r esta rota espontdneamente en la simetria SU(2)
generada por las cargas Q* de (3.42) porque

Q%0) =0 para a=1,2,3. (3.52)
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Observamos en el lagrangiano original (3.37) el término de masa del nucleén no existe
debido a que el término my NN no es invariante bajo la transformacién axial dada por
(3.43). Sin embargo, el acoplamiento quiralmente simétrico de Yukawa de gN (044775 ) N
genera un término de masa del nucleén después de la ruptura espontanea de la simetria

gN (o +i7 - Ty5)N — guNN + gN (o' +i7 - Tys) N (3.53)
y la masa de los nucleones del isodoblete es
my = gv (3.54)

Las masas de los mesones son (isoescalar) m, = /2u y (isotriplete) m, = 0. Entonces
la simetria del lagrangiano SU(2);, ® SU(2)g en el espectro de particulas el cual muestra
tinicamente la simetria SU(2) de isoespin. Si tenemos pu? < 0, entonces la simetria es
explicita, por lo cual los mesones o y 7 tendran la misma masa, es decir, son degenerados
y forma la representacion irreducible (2,2) del grupo SU(2), ® SU(2)g.

Finamente, la simetria global del modelo lineal sigma es quiral y de manera analoga a
(3.22) se expresa como

SU2); ® SU(2)g ® U(1). (3.55)
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3.5 Una introduccién concisa a la QCD y sus méto-
dos perturbativos

3.5.1 Una breve introducciéon a la QCD

La QCD es una teoria de norma no abeliana, la cual es la parte del modelo estandar y
estudia la interaccion entre quarks y gluones bajo una simetria SU(3)...

Ademas, las combinaciones de 3 quarks se llaman hadrones, las cuales tienen a su vez 3
colores diferentes, es decir, N, = 3 tal que ¢* donde o = 1, 2,3 (rojo, verde, azul).

Se desprende inmediatamente del parrafo anterior que los bariones y los mesones son
singuletes de color.

En cambio, los bariones estan compuestos de 3 quarks, mientras que los mesones de un
quark y un antiquark

1

ﬁéaﬁ\qaﬂqm. (3.56)

1
B=—""g)as)ar) y M

V6

El lagrangiano de la QCD estd dado por [13,75]

1 _
Laon = —3G, + 9(&) (i7" Dy, — ) (), (3.57)

donde el espinor v (z) es el conjugado del espinor 1(z) que aparece en (3.57) dado por
(56, 106]

(@) = (u(@), d(). s(a), c@), t). b)) (3.58)
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que es el campo de quarks con 6 sabores y 3 colores [56].

Ademds, expresamos la derivada covariante D), y el tensor de campo gludnico G, que
aparece en (3.57) en términos de los campos gludnicos de Yang-Mills A} como

GO, = 9uAL — 0,A% + g, [ A AL,
D, = 8, —igT*A, (3.59)

donde g, es la constante de acoplamiento de la interaccion fuerte y f%° es una constante
de estructura del dlgebra su(3). cualquiera y el término 7 que aparecen en (3.57) estd
dado por

m = diag(mqy, Mq, Me, Mg, My, My (3.60)
contiene en sus componentes diagonales las masas de los quarks.

Entre las teorias de norma abelianas y las no abelianas existen diferencias. Las particulas
portadoras de la interaccion solo propagan la interaccion en las teorias abelianas, en cam-
bio, las particulas portadoras de las teorias no abelianas no solo propagan la interaccion,
sino que participan simultaneamente de la interaccion, situaciéon que no sucede con las
particulas portadoras de las teorias de norma abelianas.

Al ser la QCD una teoria de norma no abeliana implica que los gluones son portadores de
la interaccion fuerte con carga de color y participan de la misma, tal que pueden acoplarse
entre ellos [56].

Ademas, notamos que la QCD es una teoria de norma no abeliana cuyo lagrangiano esta
escrito en términos de los campos gluénicos de Yang-Mills de acuerdo con (3.57) y (3.59),
por consiguiente, es una teoria de Yang-Mills, lo que implica que es renormalizable, asi
que podemos trabajar la QCD con tratamientos perturbativos, tal que se pueden absorber
los infinitos, para lograr resultados finitos, lo que explica su poder predictivo [107].
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La constante de acoplamiento g5 que aparece (3.59) tiene un comportamiento particular,
ya que es pequena a altas energias de tal manera que la QCD admite directamente un
tratamiento perturbativo ya que a energias grandes los quarks estdn muy proximos entre
si, por lo que se comportan como particulas libres; a dicho fendémeno se le conoce como
libertad asintotica. En otro lado, en el régimen de bajas energias dicha constante es muy
grande, por lo cual dicho método no es aplicable, lo que implica que se deben formular
otros formalismos que contienen fundamentos de la QCD, los cuales son descritos en
términos de otros campos, como la teoria de perturbaciones quirales y la expansion 1/,
entre otros.

3.5.2 Introduccién a la expansién 1/N,

La QCD no admite directamente un tratamiento perturbativo en el limite de bajas ener-
gias. Para calcular las propiedades estaticas de los bariones como las masas, las constantes
de acoplamiento vectoriales y axial vectoriales, momentos magnéticos. t” Hooft propuso
en 1974 un método de tratamiento perturbativo semejante a la expansiéon perturbativa
de la Electrodinamica Cuantica cuyo parametro es la constante de estructura fina. Para
la expansién 1/N, de la QCD |, el pardmetro es 1/N..

Si hacemos N, — oo en dicha expansion, podemos entender aspectos de la QCD al estudiar
una teoria de norma basada en el grupo SU(N,.). El sector bariénico en el limite N, grande
posee la simetria contraida espin-sabor SU(2N;), donde Ny es el nimero de quarks ligeros
[108,109].

Escribimos los generadores de SU(6)sr en términos de los J?, T* y G como
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_ (02@11)
(o)

Gie = (2 ® ) (3.61)

yw\y
s

o \

los cuales satisfacen el algebra

ESPA

[Ta’Tb} - EabcTc7

1] =0,

{Ji’Gja_ _ Z'Eijk:Gka’

[Ta’Gib- _ ieachic’

G, 67| = iaijf“bCTw2]@}05abeif’“J’“+;e”kd“”CG’“, (3.62)

donde §% y §%° son las funciones delta de Kronecker para SU(2) y SU(3), respectivamente,
€% es el simbolo de Levi-Civitad con 4,7,k = 1,2,3, f% es la constante de estructura
completamente antisimétrica y d es la constante de estructura completamente simétrica.

Las correcciones al limite N, grande estan dadas en términos de operadores suprimidos
por 1/N, con propiedades bien definidas bajo espin-sabor [109]. Cuando Ny = 3, los
bariones caen en representaciones del grupo SU(6). Para N. = 3, esto corresponde a la
representacion 56 de SU(6).

Ademas, es importante senalar que cualquier operador de la QCD que se transforme de
acuerdo con SU(2) ® SU(3), se puede expresar en términos de una serie de potencias de
1/N, como [108]
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N. 1
Oqcp = Z C(n)WO(”) (3.63)
n=1 c

de la cual podemos obtener resultados fisicamente admisibles al truncar en N, = 3, asi
como hacer predicciones que son muy precisas al aproximar los valores experimentales.
Los coeficientes ¢,y de dicha expansion son desconocidos y los operadores O™ se pueden
expresar en términos de J¢, T® y G dados por (3.61) y sus relaciones entre ellos dadas
por (3.62).

Propiedades estaticas de los bariones

En este apartado, describiremos de manera breve y concisa como se definen los operadores
que permiten estimar las propiedades estaticas de los bariones a través del formalismo de
la expansién 1/N, las cuales son:

1. Masa de los bariones.

Los bariones de J = 1/2,3/2,5/2... tienen una funcién de onda total antisimétrica la
cual es el producto de una funcién de onda simétrica que corresponde a los niimeros
cuanticos de espin, sabor, entre otros y una funciéon antisimétrica que corresponde
al nimero cudntico de color, con indices iN,. [106,108].

Dicha funcién se expresa

1 i i i i
g Chizis- i (q1)" (g2)"(g3)"--(an.) ™ (3.64)
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Consideramos que tanto el niimero quarks como la masa se incrementan conforme
crece N, ya que

Mbam'én ~ O(Nc>7 (365)

lo que nos dice que si N, — oo la masa del barién dada por (3.65) sera infinita, sin
embargo, el tamano del barién es fijo, porque esta regido por Agep,

Moarisn ~ NeAgep- (3.66)

Es pertinente senalar que Agcp es el tnico pardmetro dimensional de la QCD para
N, grande y establece el limite inferior absoluto de validez de la teoria de perturba-
ciones, que es aproximadamente el de una escala hadrénica tipica [110].

El operador de masa esté definido como un objeto de espin J = 0, lo que nos permite
expresar dicha expansion en la forma N,P(J2/N?2), lo cual se expresa de manera
explicita como

Nc.—1 1 .
M =moN.1 + ;3 My (3.67)

donde los coeficientes m,, son los pardametros adimensionales de O(1). El primer
término es el que da la misma masa a O(N,..) a todos los bariones en la representacién
de espin-sabor.

Esta ecuacion nos dice que las masas de los bariones de mismo multiplete son dege-
neradas [106]. Para ello veamos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.5.1 Considere las particulas N, A, ¥ y = del octete de bariones y las

R

particulas A, 3%, =% y Q del decuplete de bariones.

Para las particulas N, A, ¥ y = del octete de bariones, tenemos de (3.67)

(N|Mp|N) = (A[Mp|A) = (X[ Mp[X) = (Z[Mp|Z)
31 9 1

NC m0+1Nigm1+ENic4m2+ s (368)

mientras que para las particulas A, ¥*, =% y Q del decuplete de bariones, tenemos
de (3.67)

(A[Mp|A) = (X7|Mp[X7) = (Z7|Mp|Z") = (2| Mp[Q2)
15 1 225 1

NC mo—{—zﬁgml—{—ﬁ@mg—‘— y (369)

donde los coeficientes m; se determinan con la informacion experimental disponible.

Cuando se considera la ruptura de la simetria de sabor asociada al grupo SU(3);
debida a my, tenemos que el operador de masa de la expansién 1/N, dado por (3.67),
tiene la forma

Gia Ji Ta

M
N;_P<AQUWWW>' (3.70)

El operador de masa con ruptura de SU(3); (3.70) se expresa en términos de las
representaciones de sabor SU(3); como
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Mp = M* + M® + M?7 + M®*, (3.71)

donde el singulete, el octete, el 27 y el 64 corresponden a orden cero, uno, dos
y tres respectivamente de la ruptura de la simetria de sabor. Se puede expresar
cada multiplete que aparece en (3.71) en términos de una expansién de operadores
suprimidos por N, como [106,110]

1
M' = N+ —J?
oy

1 o 1
MS — T8 ) 18 2T8
+NC{J7G }—"_NCQ{J’ }7
1

N2 {T87 {J27 Gis}}a

1 ,
M= AT, T}

1 i
M64 - FCQ{T87{J27G8}}7 (372>
donde cada operador es multiplicado por un coeficiente desconocido.

. Acoplamiento axial.

El operador de acoplamiento azial de bariones A* se define como un objeto de espin
J =1 que se transforma como un octete bajo el dlgebra de SU(3);. Cuando N. = 3
dicho operador se expresa como

ia 1 ia 1 ia
D2 + bSFEDS + 03@03 s (373)

1

Aia = alGia + bQ Nc

donde los operadores Di*, Di* y O que aparecen (3.73) estdn definidos por [110]
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fD;a — JiTa,
D:i))a _ {JZ’ {JT‘,G’I’(I}}’
OF = (.G}~ (I TG (3.74)

3. Momento magnético.

En el limite N, grande, la descripcién de los momentos magnéticos nos permite
identificar que dichos momentos poseen las mismas propiedades cinematicas de los
acoplamientos axial vectoriales, de tal manera que podemos expresar los momentos
magnéticos en términos de los operadores que permiten describir los citados acopla-
mientos. Entonces, definimos que el operador de momento magnético M*¢ como un
objeto de espin J = 1 que se transforma como un octete bajo el algebra de SU(3);.
De manera andloga a como se expresa A dado por (3.73), expresamos M*¢ cuando
N. = 3 en términos de (3.74) como

1
Ne

1

Mkc = mleC + mo N2

1
DE¢ + my— D + m4ﬁ0§9 (3.75)

Podemos descomponer en las componentes isoescalares e isovectoriales M*3 y M*8
el operador M*® (3.75), en consecuencia, se tiene

1
MF = M@ = MRS+ ks, 3.76
73 (3.76)

De aqui en adelante, el indice de sabor @ representard Q = 3 + (11/3)8, asi que
cualquier operador de la forma X@ se debe entender como X? 4 (1/v/3)X®. Anélo-
gamente, Q representara @ =3—-(1/ \/3)8, asi cualquier operador de la forma X Q
se debe entender como X — (1/4/3)X® [106,110].
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Calculando los elementos de matriz correspondientes al operador M* dado por
(3.76) de los estados de SU(6) se obtienen los momentos magnéticos para los bario-
nes tanto del octete como del decuplete y las transiciones octete-decuplete.

3.5.3 La teoria de perturbaciones quirales

La teoria de perturbaciones quirales nos auxilia en la comprensién de aspectos no pertur-
bativos de la QCD, para lo cual empleamos la simetria quiral SU(3), ® SU(3)r ® U(1),
dada por (3.22) del lagrangiano (3.57) en la aproximacion cuando las masas de los
quarks u, d y s tienden a 0, lo que significa que las respectivas componentes de (3.60)
son nulas. Aparece el octete de bosones de Goldstone pseudoescalares cuando hay ruptura
de la simetria quiral bajo las transformaciones paridad. El estudio de las propiedades de
los hadrones se hace en términos de una expansion perturbativa en % donde A, es el

parametro de escala de la ruptura de la simetria quiral [106,107].

3.5.4 Teoria de perturbaciones quirales para 1/N,. grande

La Teoria de Perturbaciones Quirales para N. grande es un formalismo que junta la

expansion N% con la Teoria de Perturbaciones Quirales, de tal manera que el empleo del
formalismo combinado en mg y 1/N. es mas efectivo que el empleo de cualquiera de las

dos expansiones por separado [106].

En consecuencia, se genera una expansion simultaneamente en términos de Ni y %y
c X

considera el doble limite cuando m, — 0 y N. — oco. El lagrangiano de la teoria es [106]

1 21
Eba'ri(m = lDO - Mhiperfina + TT(Ak/\C)AkC + ﬁTT (Ak> Ak, (377)

AT
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con
DY = 0°1 + Tr(v°\)T*, (3.78)
donde ¢ =1, ..., 9.

Partiendo de la ecuacién (3.63), podemos comprender que es un operador de n-cuerpos,
lo cual es necesario para nuestro trabajo. De (3.63) tenemos inmediatamente

e El operador 1 es el tinico operador de cero cuerpos porque [107]

N0 =1 (3.79)

e Los operadores de un cuerpo son un conjunto de n operadores q y n operadores ¢'
que se pueden escribir como polinomios de J*, T* y G** de orden n.

e Los operadores de dos cuerpos pueden expresarse con el producto de los operado-
res de un cuerpo, una anticonmutaciéon de operadores de un cuerpo o una doble
conmutacion de operadores de un cuerpo.

Generalizando para los operadores de n cuerpos dados por (3.63), a partir de conmuta-
ciones y anticonmutaciones con la siguiente definicion.

Definicién 3.5.1 (Operador de n cuerpos.) Sean O™ y O™ operadores den ym cuer-
pos respectivamente, satisfacen las relaciones
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[On’ Om} ~ Onerfl’
{O", 0™} ~ O™, (3.80)

Podemos prever el orden de los operadores que aparecen en las relaciones de conmutacion
y anticonmutacion de J*, T* y G"*, asi como los operadores derivados de estos a partir de
estas relaciones.
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Capitulo 4

Los momentos cuadrupolares en la
expansion 1/N,

4.1 Introduccion

Como vimos en el capitulo 3 la comprension de las propiedades estaticas de los bariones
como las masas, los momentos magnéticos, los radios de carga entre otras, es una tarea
ardua de realizar en la QCD, pero, en el régimen no perturbativo de la QCD los calculos
analiticos de dichas propiedades no son posibles porque la teoria esta fuertemente acoplada
a bajas energias, sin un parametro pequeno de expansion.

Un area de investigacion muy activa tanto desde la perspectiva tedrica como la experi-
mental en la fisica de particulas elementales es el estudio de las propiedades electromagné-
ticas de los bariones. El analisis de los momentos magnéticos de los bariones presenta una
oportunidad de hacer un examen que arroje luz sobre la precision de la QCD, y existe
un importante nimero de trabajos al respecto que han sido desarrollados mediante; el
modelo de quarks (con sus variantes) [28-34], el empleo de las reglas de suma de la QCD
[35-38], la expansién 1/N,, donde N, es el nimero de carga de color [39-43], la teoria
de perturbaciones quirales [44-54], el formalismo combinado de la expansién 1/N, y la
teoria de perturbaciones quirales [55,56], y la teoria ‘lattice’ QCD [57], para nombrar solo
algunos. La informacién experimental disponible es robusta [58], lo que permite realizar
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comparaciones detalladas entre la teoria y el experimento.

Por otro lado, la informaciéon acerca de los momentos electromagnéticos de orden superior
(momentos cuadrupolares eléctrico y octupolar magnético) es muy escasa. Andlisis acerca
de los momentos cuadrupolares de los bariones han sido también desarrollados median-
te el modelo de quarks (y sus variantes) [59-61], las reglas de suma de la QCD en el
cono de luz [62,63], el modelo Skyrme [64], un método de parametrizacién de la QCD
(65, 66], la expansion 1/N. [41,67,68], la teorfa de perturbaciones quirales [54,69], y
la teoria ‘lattice” QCD [70,71]. Los calculos efectuados por medio de la teoria ‘lattice’
QCD corresponden tnicamente a la evaluacion de los factores de forma de la transicién
electromagnética del nucleén a A. En contraste, la informacion experimental acerca de los
momentos cuadrupolares de orden superior es muy escasa. Los tinicos valores experimen-
tales reportados son las amplitudes de helicidad para el proceso AT — py [58], los cuales
pueden ser empleados para extraer los valores de la razén entre el momento cuadrupolar
eléctrico (E2) y el momento magnético (M1), E2/M1.

El presente capitulo estd enfocado en el célculo de los momentos cuadrupolares de los
bariones del estado base con el formalismo de la expansién 1/N,, el cual ha demostrado
ser bastante efectiva en el cdlculo de las propiedades estaticas de los bariones. Como
ejemplos concretos encontramos las predicciones de las masas de los bariones [111,112],
los acoplamientos axial vectoriales [41,111,113] y los acoplamientos vectoriales [113,114].
En todos estos casos, la aproximacién da una buena descripcién de la estructura espin -
sabor de los bariones en la QCD con N, = 3.

4.2 El operdador de momento cuadruplar en el limite
de simetria exacta de sabor SU(3)

De acuerdo con [41] el operador de la corriente electromagnética puede ser expandido en
una serie de potencias del momento del fotén k., (la expansién multipolar), la cual tiene
la forma
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(Jom)™ o< @' + QWK + ., (4.1)

donde 1 es el operador de momento magnético [39] y Q) es el operador de momento
cuadrupolar. Q) un objeto de espin 2 y octete de sabor, que se transforma como (2, 8)
bajo SU(2) ® SU(3), siendo ademéds un tensor simétrico bajo el intercambio de los indices
de espin y de traza nula. Del hecho que la corriente electromagnética es impar bajo
inversion temporal, por consiguiente, Q)¢ es par bajo inversiéon temporal.

La interpretacién fisica de los operadores en la expansiéon multipolar (4.1) se puede ver
facilmente mediante los elementos de matriz de dichos operadores entre estados barionicos
simétricos en SU(6). Por ejemplo, el momento magnético para un barién de espin 1/2,
B, para un barién de espin 3/2, B/, o para las transiciones B, — B, y B, — By, pueden
ser denotadas genéricamente por

us = (Bl B), (4.2)

donde los indices de espin y sabor, i y a, han sido fijados a 3 y Q@ = 3 + (1/1/3)8,
respectivamente. En lo sucesivo, cualquier operador de la forma X% puede ser entendido
como X3+ (1/v/3)X®, donde X3 y X® denotan las componentes isovectorial e isoescalar
del operador X“, respectivamente.

Similarmente, el componente cero del tensor de rango 2 (en el espacio de espin) Q)7 o
equivalentemente, la componente £ = 2, my = 0 parat = 7 = 3 y a = (), es usualmente
referido como el momento cuadrupolar espectroscdpico para el barién By, el cual se lee
[65]

Qp, = (B)|Q®9|B)). (4.3)

Las reglas de seleccién del momento angular prohiben que un barién de espin 1/2 tenga
momento cuadrupolar espectroscépico. Definiciones similares pueden ser dadas para las
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Classical charge multipole moments
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In quantum mechanics only even charge multipoles e.g. C0,C2,... are allowed.

Figura 4.1: Momentos multipolares de carga clasicos y la forma espacial de las particulas.

transiciones B, — B,. Por ejemplo, para el decaimiento radiactivo AT — py, los tnicos
momentos que contribuyen son el momento magnético (M1) y el momento cuadrupolar
eléctrico (E2), los cuales estan definidos como [41]

M1 = ek (p|u*|A"), (4.4)

1
E2 = Eek§/2<p\u(33)Q|A+>. (4.5)
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Por otro lado, podemos extraer informacién acerca de la forma espacial de la particula a
través del momento cuadrupolar intrinseco Qg, dado por

Qp = /dgrp(F)(Szz — 7). (4.6)

Qp esta definido con respecto a un marco de referencia fijo. Para una densidad de carga
concentrada a lo largo de la direccion z (eje de simetria de la particula), domina el término
proporcional a 322 lo que implica que Qq es positivo y la particula es prolata (con forma
de cigarrillo). Para una densidad de carga concentrada en el plano = — y al eje z, domina
el término proporcional a r2 lo que implica que Qg es negativo y la particula es oblata
(con forma de panqueca) [65] como se observa en la figura 4.1.

El momento cuadrupolar intrinseco )y debe ser distinguido del momento cuadrupolar
espectroscopico () medido en el marco de referencia de laboratorio. Por las reglas de se-
leccién del momento angular, los bariones de espin 1/2 no tienen momento cuadrupolar
espectroscopico, pero pueden tener momento cuadrupolar intrinseco como se observé hace
mas de 71 afos atras [115,116]. Segiin [65] informacién sobre la forma de los nucleonoes
de algunos otros bariones de espin J = 1/2 pueden ser obtenidos por la excitacién electro-
magnética a estados de espin J = 3/2 o espines més altos. Ademads, con varios modelos, se
encuentra que el protén y AT poseen una deformacién oblata y prolata, respectivamente.

El analisis realizado en este capitulo se concentra el calculo de los momentos cuadru-
polares espectroscépicos de los bariones, que seran referidos de aqui en adelante como
momentos cuadrupolares. Para lograr nuestro cometido, el operador de momento cuadru-
polar QU9 es construido con el formalismo de la expansién 1/N,, lo cual requiere ver
todas las estructuras de operadores que se transforman como (2, 8) bajo SU(2) ® SU(3),
escritas como polinomios en términos de los generadores de espin-sabor J¢ T¢ y G
[111]. Las condiciones de simetria son empleadas para eliminar aquellas estructuras que
no garantizan que el operador de momento cuadrupolar sea par bajo inversiéon temporal
o simétrico o de traza nula bajo el intercambio de indices de espin. En este contexto, las
estructuras de operadores deben contener un niimero par de J, G o una combinaciéon de
ellos, o un nimero impar de J, G o una combinacién de ellas con el factor ife¢ o i7"
para dar operadores Hermitianos. Los indices de espin y sabor pueden ser propiamente
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acomodados para tener operadores resultantes de la representacién (2, 8). El operador de
un cuerpo i€/*G** es par bajo inversién temporal y de traza nula, pero antisimétrico bajo
el intercambio de los indices de espin i y j, por lo cual lo descartamos.

En el limite de simetria exacta de sabor SU(3), la expansién 1/N, de Q) inicia con el
operador de dos cuerpos

OF" = {(J1.GI} + {17, G} = SV {J*, GM). (4.7)
A nivel de operador de tres cuerpos, aparecen diversas posibilidades, por ejemplo

(T A7 P} AT {GE G, {6 (TG,
(G, (T, G9) Y, dovel Ji{T, G} ). (4.8)

El uso de las identidades de operadores que aparecen en [111] reduce el nimero de
operadores linealmente independientes. Se enumeran algunas reducciones de operadores
utiles, en el Apéndice A. En consecuencia, incluimos de manera conveniente el operador
de tres cuerpos

- S 2 ..
07" = {1 {J", Iy} = S0°{J% T (4.9)

en la serie de Q)% y el resto de los operadores de tres cuerpos son redundantes y pueden
ser ignorados.

Por otro lado, los operadores de cuatro cuerpos pueden ser construidos como productos
de cuatro G’s, dos J’s y dos T"s, dos J’s y dos G’s, tres G’s y una J, y tres J’s y una G,
con los indices de espin y sabor empleados apropiadamente. Entre estas estructuras, un
operador conveniente de cuatro cuerpos es
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De (L YL Ry — gaﬁ{ﬁ, (J*, Gra) Y, (4.10)

donde los otros operadores, de acuerdo con las relaciones de reduccion enlistadas en el
Apéndice A, pueden ser expresadas en términos de (4.10) y los operadores de orden
inferior (4.7) y (4.9), o en términos de (4.7) consigo mismo o de su anticonmutador con
J2. Por lo tanto, se puede obtener un segundo operador de cuatro cuerpos de la forma

O = {J?2, 059y, (4.11)

Ahora, los operadores de cinco cuerpos pueden ser construidos a partir de los productos de
los operadores de cuatro cuerpos enlistados anteriormente con 7%, con las contracciones
apropiadas de los indices de espin y sabor. A partir de las reducciones de operadores del
apéndice A concluimos que el inico operador de cinco cuerpos esta dado por

ol — {J2, 0§y, (4.12)

Entonces, sin pérdida de generalidad, partiendo de O,(ﬁbj)“ donde (m = 2,3,4), tenemos
que los operadores de orden superior pueden ser obtenidos como anticonmutadores de
dichos operadores con J2, i.e., Oﬁﬂ; = {J?, 0} para m > 3. Ademas, los operadores
adicionales de orden superior, pueden calcularse como O = {J2 OU)e} para n par,
donde n > 4.

Entonces, en el limite de simetria exacta de sabor SU(3) la expansién de Q)% se escribe
con ayuda de (4.7) y (4.9) como

N, Nc—1

ij)a - 1 ij)a N 1 a

QU = 3 ik, O+ Y k0D (419
m=23""¢c n=4,6 C
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donde k. k., son parametros desconocidos los cuales también tiene el término a orden cero
de la expansion 1/N,; dichos pardmetros estdn multiplicados por un cuadrupolo caracte-
ristico de tamafio hadrénico (en fm?). La condicién de traza nula puede ser facilmente
comprobada como

siiQlida — glia _ (4.14)

La expansion (4.13) puede ser truncada para un sabor arbitrario a después de los primeros

tres operadores O O v O o orden 1/N2. Para N, = 3, se conservan tinicamente
los operadores OV v O El truncamiento més alld de O7* est4 justificado para N,
a un orden de correccién relativa 1/N? tinicamente cuando los bariones fisicos estan bajo

consideracion. Entonces, para N, = 3, la serie toma la forma

Q(ij)a _ ]k\;? {{Ji7Gja} + {Jj7Gia} . g(sij{Jk,Gka}]

ks

+F62 [{Ta7 {Ji, J}} — z(gij{ﬁ,jﬂ}]‘ (4.15)

Los momentos cuadrupolares de los bariones en el limite de simetria exacta SU(3), Q%U(?’),
pueden ser obtenidos de los elementos de matriz de los operadores bariénicos que confor-
man Q)¢ dados por (4.15). Dichos elementos de matriz para N, = 3 estdn enlistados
en las Tablas 4.1, 4.2, 4.3, para el octete de bariones, el decuplete de bariones y las
transiciones bariénicas decuplete-octete. A pesar de que, dichos elementos de matriz estan
provistos para el caso especial N, = 3, podemos ver mejor la dependencia en N, de los
elementos de matriz de los operadores de un cuerpo 7% y G con a = 3y a = 8, lo
cual ocurre con bastante frecuencia en el analisis. Dichos operadores se pueden escribir
en términos del nimero de quarks y los operadores de espin [111],

T8 = L(NC —3N,), (4.16a)

2V/3
G = (i _s (4.16D)
2v/3 7 '
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T3 = ;(Nu — Ny), (4.16¢)
) 1 . )
G"® = §(J; —JY), (4.16d)

donde N, = N, + Ny+ N,y J' = J, + J,+ J.

n P - >0 ¥t S =Y A
A L
({o%JF, Gy -2 2 -1 0 1 : -3 0
A4l - 3 -1 1 b0
GUHRTY) S d S 0 3
L B B B B B S M
A A e T S S i Sl
A s I S B S S
O e S B sl

Cuadro 4.1: Elementos de matriz de los operadores bariénicos correspondientes a los
momentos cuadrupolares del octete de bariones para N, = 3: Caso de simetria SU(3)
exacta.

AT AT AT A » 0 3 = =0 O
e 1 1 7 1 1 0 1 7 1 0
(GG S R e T T
(NCATUNE I T T L B B B
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AT AT A0 A- SFF 30 ye = =0 ()
PR YT F % % 0 % % %
NGO S e i S R B Sl S
@G B B i 0 0 0 o ag
{2 25t 5 52 52 00 0 0 =% -0 93
<533{J2 T8}> 152/3 15i/§ 1511/5 15;/3 0 0 0 15{3_15;/3_15;&

Cuadro 4.2: Elementos de matriz de los operadores bariénicos correspondientes a los
momentos cuadrupolares del decuplete de bariones para N. = 3: Caso de simetria SU(3)

exacta.
Atp  An YOA YO0 vyt vy =00 =xE-
V2 V2 1 1 1 1 1
({7°.G*}) 5 3 w0 A R
({(533Jk Gk3}> 0 0 0 0 0 0 0 0
({ {J3 J3}}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(533{J2 T3}> 0 0 0 0 0 0 0 0
wresy 000 % %k k%
(33{J*, G} 0 0 0 0 0 0 0 0
({ {J3 J3}}> 0 0 0 0 0 0 0 0
((533{J2 T8}> 0 0 0 0 0 0 0 0

Cuadro 4.3: Elementos de matriz de los operadores barionicos correspondientes a los
momentos cuadrupolares de las transiciones para N. = 3: Caso de simetria SU(3) exacta.

El conteo de potencias de N, de los elementos de matriz de los operadores (4.16) es
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deducido como sigue; T8, G233 y {J*,G*®} son de orden O(N.); J3, T3, G*® y {J*, G*®}
son de orden O(N?). Por el uso de las reglas de conteo de potencias y renombrando los
coeficientes de los operadores k; son de orden uno, el término lider isovectorial en la serie
(4.15) es de orden O(N?) y el término sublider es de orden O(N.?). Los términos lider
y sublider isoescalares, por el contrario, son ambos de orden O(N; ). Los operadores de

orden superior estan suprimidos por un factor relativo de 1/N? con respecto de O,(ﬁ);.

Con todos los resultados parciales propiamente organizados, el calculo explicito de los mo-
mentos cuadrupolares puede ser realizado. Un resultado inmediato, es que para cualquier
barién del octete B,

0@ =0 (4.17)

el cudl es la suma de dos cantidades nulas (momentos cuadrupolares isovectoriales e
isoescalares) y no la cancelacion de dos cantidades de igual magnitud y signos opuestos.
Este es un resultado completamente esperado (y consistente).

Para el decuplete de bariones, los momentos cuadrupolares se leen

1
le(s) - §q35(k;2 + k3), (4.18)

lo cual es vélido para una correccién de orden 1/N3. Aqui, ¢i es la carga eléctrica del
barién del decuplete By, dada por

qp, = (By|T°|By). (4.19)

Hacemos unos breves comentarios. La ecuacién (4.18) ha sido escrita de manera tal que
se exhiban que los efectos de los operadores de orden superior pueden ser tomados en
cuenta sin alterar la estructura basica de la misma ecuacién. Esto permite reescribir la
ecuacién (4.18) en términos de un solo pardmetro k, como

4
%2](3) = §q35k (420)
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lo cual puede ser valido para todos los érdenes en la expansién 1/N..

Esta aproximacién dada por (4.20), sin embargo, no es del todo correcta. Las razones
se pueden ver mejor cuando calculamos los momentos cuadrupolares de las transiciones
Q BLB,- En este caso,

(3 _ 2V2

o)ty 5k (4.21a)
2v/2
QW = \g/_kig, (4.21D)
1 /2
SU(3)
QE*OA - 3\/;k2, (421C)
2
Qsh®) = \g_kz, (4.21d)
5 22
Q3D = \9fk2, (4.21¢)
ol o, (4.21f)
5 22
S = \gsz, (4.21g)
y
QU@ o, (4.21h)

que son validas hasta una correccién de orden 1/N2. Debido al hecho de que los coeficientes
de los operadores k; participan de diferentes maneras en ng(g) y Q%(Zéi), lo que implica
que no existe una sola manera de recombinar los coeficientes de los operadores para reducir
el nimero de parametros. En adelante, conservar los operadores de tres cuerpos implica

la existencia de dos pardmetros libres independientes, ko v ks.
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En el limite SU(3), tenemos dos relaciones evidentes a saber

1
SOAY = QU = — ¥ = Q¥ =~ = —0'® (1.22)
y
2
Qi[igf) = QY = 7Y, = Qzme = 20555 = =054 (4.23)

V3

Las ultimas relaciones han sido también encontradas en el analisis del modelo quiral de
quarks constituyentes de la referencia [61]. Como un comentario adicional, notemos que

Q;U,(SE), = Q;ij,(?, = 0, el cual es un resultado bien conocido derivado en el modelo
de quarks [61]. Dichas transiciones son prohibidas por la conservaciéon de U-espin si la
simetria es exacta.

Ahora, es sencillo probar las combinaciones susceptibles a los operadores para [ = 3 y
=2 [68]. Para el primer caso

Q1% _ 3051 4 3030 — 93U — (4.24a)

y para el segundo caso,

Q1Y — o31® — o™ + Q3" =, (4.24b)
QS _ 92050 + QST = (4.24c)
oW — X = (4.24d)

03/, — 20550 + 37 =o. (4.24¢)
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Expresiones adicionales validas en el limite de simetria exacta SU(3) pueden ser extraidas
de la referencia [65]. Ademas, de las relaciones de isoespin (4.24c), (4.24d),y (4.24e),

y o AO que es nula, las expresiones estan dadas por

Q™ L o7l — g, (4.25a)

2057 L Q3B — o, (4.25b)

3(Q3V) _ g3y _ (@3 _ U@y — ¢, (4.25¢)
QW — QX' 20578 = (4.25d)
o — ol + v2 Y - V2l = (4.25¢)
Q) — 792%‘30 + 795%? = (4.25f)
SU@) _ gSU@) _ jﬁggng _ jﬁggyc’g — 0 (4.25g)
Q5 + —Q_*o \[ Qyly = (4.25h)

las cuales se corroboran con las expresiones obtenidas con el formalismo presentado aqui.
Las relaciones (4.25a)y (4.25b) son facilmente explicadas como una de las consecuencias
de que Q B, es proporcional a la carga eléctrica del barién By,
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4.3 El operador de momento cuadrupolar 9/ con
ruptura de la simetria SU(3) a primer orden

Como vimos en el capitulo anterior, la ruptura de la simetria SU(3) en el modelo estdndar,
esta dada por el término de las masas de los quarks en el Lagrangiano QCD con m,,, mg <
ms v se transforma como un octete de sabor.

La correccién a QU)? es obtenida a primer orden en ruptura de simetria del producto ten-
sorial del operador de momento cuadrupolar y la perturbacion, el cual se transforma bajo
SU(2) ® SU(3) como (2,8) y (0,8), respectivamente. Dicho producto tensorial contiene
las representaciones (2,1), (2,8), (2,10 +10) y (2,27). En las siguientes subsecciones,
veremos c6mo se encuentran los operadores de la expansion 1/, para las representaciones
ya citadas.

4.3.1 Sobre la representacion (2, 1)

El tinico operador de cero cuerpos que se transforma como (2,1) bajo SU(2) ® SU(3) es
OF =691 (4.26)

y un solo operador de un cuerpo, dado por
OV = igik Jk (4.27)

que no contribuyen a Q;;), en virtud de las condiciones de simetria o traza discutidas
atras. Entonces, el tinico operador no trivial encontrado que contribuye a Q;;), a primer
orden en ruptura de simetria, es el operador de dos cuerpos
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O = {J, J7} - gaﬁﬁ (4.28)
porque el operador de tres cuerpos
{7 AT, G} (4.29)
también es redundante de acuerdo con la ecuacién (A.3) del Apéndice A.

Por lo tanto, la contribucién a Q)% a primer orden en ruptura de simetria de la repre-
sentacion (2,1) es !

- S 2 ..
O = a1 1) - s (4.30)

donde los operadores de orden superior para la representacién (2,1) se pueden obtener
como Ogﬁgﬁm ={J? Oéﬁj}i} para m > 1.

4.3.2 Sobre la representacion (2, 8)

Los operadores de la representacién (2,8) que contribuyen al operador QUide 5 primer
orden en ruptura de simetria pueden ser obtenidos de manera andloga a los operadores
de dos y tres cuerpos (4.7) y (4.9), respectivamente, que aparecen entre los corchetes de
(4.15), teniendo los operadores de dos y tres cuerpos,

!De aqui en adelante, para facilitar la notacién, expresamos los operadores de n cuerpos para cualquier
O(ij )a

representacién de sabor rep, como Oy, rep-
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O z])a — daeS({JZ G]e} + {JJ Gle}) _ §§ijdae8{Jk7 er} (431)

Oél’f;)“ — ST [ )} — §5zjdae8{J2’T€} (4.32)

Los operadores de orden superior para la representacion (2, 8) son obtenidos como On o8 =
{J?,0 n,s “1 para n > 2.

Los operadores adicionales de la representacion (2,8) son obtenidos por la introduccién
del simbolo d*?®, ya que la introduccién del simbolo 7 f2® produce que los operadores sean
impares bajo inversion temporal, lo cual estd prohibido por la invariancia bajo inversion
temporal.

4.3.3 Sobre la representaciéon (2,27)

El andlisis de los operadores de la representacién (2,27) es més complicado que las repre-
sentaciones (2,1) y (2, 8) discutidas previamente. En el presente caso, no solo la simetria
de los operadores bajo el intercambio de indices de espin debe ser manifiesta, también de-
be manifestarse la simetria bajo el intercambio de los indices de sabor, lo cual es requerido
para los operadores de la representacion de sabor 27. Sea S} Wb} o de los operadores

de la representacion (2, 27). Las componentes singulete y octete son sustraidas de ngj J{ab}
para obtener un operador genuino de la representacién de sabor 27 S} de acuerdo
con [111]

S(ij){ab} — S_(‘:]){ab} 60,(;51 i {cc}

Ny
N NZ -

4dab0dcd65(“ {de} (4.33)
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La contribucién de S@1ab}t 5 Qlid)e eg realmente obtenida cuando hacemos b = 8, asf la
contribucién es efectivamente S(){a8},

La expansion 1/N. para un operador de la representacién (2,27) que contribuye a QUig)a
empieza con un solo operador de dos cuerpos dado por,

. . . . 2 ..
{6, G} + (G, G} = 209G, G, (4.34)

el cual, después de sustraer a (4.34) las componentes singulete y octete de acuerdo con
(4.33), toma la forma

) ) ) ) 2N ) )
{C;vza7 G]b} + {C;rja7 sz} 5ab{Gzc G]c} . N f 4dabcdcde{sz7 G]e}
f f

61]5ab{ch ch} + Nf (51]dabcdcde{CTvkd7 er}. (435>

iJ ka kb
5{G G }+3 3N2

NQ

Después de una sencilla manipulacién algebraica, la correccion a primer orden en ruptura
de simetria a Q)% de este operador de dos cuerpos es

Obzr ={G™, G]8}+{G18 G} + 5”{T“ T8} + 523 foed piee{Td T}

1 N 1
. dacS Jz jS Jj Gzc . f 5zjda08 Jk ch
N+ (G + (7.6 = St ™ 6 = o
2 . N (N, + 2Ny) ..
_ S~ 5§98 g% — Z(N, 4 Np)§HdesTe — Zate T2 s g8 4.36
3 Nf +1 6( =) 6N, (4.36)
En cuanto a los operadores de tres cuerpos, tenemos uno solo dado por
ST AT GP) 4+ L7, GV} 4 (T (7, G2 + 19,6} — 9T, (¥, G}
+{T" {J*, G**}}). (4.37)
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que se convierte en

1 . . . . 1 . . . ) 1 . . . )
,{Ta’ {J’L7G]b} + {J]’sz}} + §{Tb’ {JZ7G]a} + {JJ’GZCL}} . ~ 15ab{Tc’ {JZ’GJC} + {JJ’GZC}}

N o o 1.
- S AT T G {9, G = 00 (T {4, G (T (%, GR )
2 N
ij cab c k kc f ij jabc jede d k ke
+3Nf_155{T {JG}}+3N2 513 obe gede (T4 { JE GReY Y. (4.38)

por la aplicacién de la ecuacién (4.33) a (4.37). Entonces, la correccién a primer orden
en ruptura de simetria a Q)2 del operador de tres cuerpos (4.37) estd dada por

O = (T (TGP} + {7, 6"8}}+ ST (TG 4 {9, G} — L0 {T, (¥, G

51]{T8 {Jk’ Gka}} dacS{TC {Jz J]}} 4+ = 2 5@]da08{J2 Tc}

Ny + 3Ny +2

N +Nfda08
Ny +2

2(N. + Ny)

Ny(Ny+1)

2N, + Ny
3 Ny+2
4 N_'_Nf 51]5a8j2
3NNy +1)

o ({JZ’ jS} 4 {Jj’ Gzc}) + 52]da08{Jk’ ch}

ST I} + = (4.39)

Se pueden trabajar los siguientes operadores de cuatro cuerpos. Dichos operadores pueden
ser convenientemente construidos como productos tensoriales de operadores de espin-0 y
espin-1, con operadores de dos cuerpos. Hay dos de estos operadores, a saber,

(L, P}, {GFe, Gy ) — gaﬂ{ﬂ, (G, GFYY, (4.40)

({5, Y, {T°, T ) — gaz‘f{ﬁ, (7", 7)Y, (4.41)

El proceso de sustraer las componentes singulete y octete da como resultado, para el
primer operador
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{{Jz J]} {Gka Gkb}} 5ab{{Jz J]} {ch ch}} Nf dabchde{{Ji,Jj},{de,er}}

61]6ab{J2 {ch ch}}
(4.42)

(SU{JZ {Gka Gkb}} 4 2 Nf 6z]dabcdcde{J2 {de er}} + 2

SN2 N2

y para el segundo operador

(I P AT T} = g 0 P (T ) = = () AT T

Nf 52]dabcdcde{J2 {Td Te}}

i 2 a b
5 {J°,{T*, T}}+3 N2

ij caby 72 c c
N2 OUIE AT, T}}+3

(4.43)

Finalmente, las contribuciones a primer orden en ruptura de los operadores de cuatro
cuerpos a Qe estan dadas por

1 Np+2 1N;+4
— T 7] ka k8 - f a8 2 T 7] / ac8 T 7] k kc
OF =" 4G G N gy U I o g g L )5, 6
N.+ Ny)N N, N 2N y
_§< c_|—2 f) fdac8{Tc {Jz J]}} 3 ( + f)éaS{Jz Jj} (SZ]{JQ,{Gka,GkS}}
_} Ny +2 ij sa8f 72 72 1Nf+413 ac8 [ 72 k ke
3Nf(NJ%—1)5 52 T N A O UANEs)
1(NC+Nf)Nf5ijda08{J27Tc}+1NC(NC+2Nf)

S L - 515 2 (4.44)
2 Ni—4 2 N7-1
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2N
G (LT AT T = 65 (P AT P = oS ) TGN
(NC+Nf)(N ) ac8 c i 7] (N +2Nf)(N ) a8 A ]
Nf—4 d {T {J, 7)) — Nf(N]%—l) a7}
4 N
1] 2 Ta TB ij sa8 2 72 f 1j jac8 2 k kc
5{J{ }}+3N2 55{J J}+3N2 §9de BT LT, GRYY
2(N6+Nf)(Nf_ ) ij jac8 { 12 e QNC(NC+2Nf)(Nf_ )) ij a8 72
3 NJ%—4 0”d {J,T}—i—3 Nf(Nf?—l) 076*°J
(4.45)
Hay un operador adicional de cuatro cuerpos construido como
1 . ) . )
5{{J’“,J’“},{G“,G3b} +{G7*, G*1}, (4.46)

pero que se puede reescribir en términos de {J?, Ogij )a}, por lo cual es redundante y se
puede descartar.

Para terminar esta subseccién, vemos que las componentes singulete y octete de sabor

son sustraidas de los operadores originales de la representamon 27, ya que pueden ser
d 1 dores O y 0%, 1,

contenidos respectivamente en los operadores 0,7 y O, a razén para mantener

dichas componentes en las expresiones originales es doble. Primero, la condicion de traza

nula es conservada en toda la expresion, y segundo, esto permite distinguir los efectos de

las diferentes representaciones, entonces los correspondientes coeficientes de los operadores

parametrizan los efectos de la representacién 27.
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4.3.4 Sobre la representacion (2,10 + 10)

La representaciéon (2,10 + 10) al contrario de las representaciones de sabor (2,1), (2, 8)
y (2,27) debe se antisimétrica bajo el intercambio de los indices de sabor, manteniendo
la simetria bajo el intercambio de los indices de espin.

Sea AUl operador antisimétrico bajo el intercambio de los indices de sabor y simétri-
co bajo el intercambio de los indices de espin. Entonces, en orden a encontrar un operador
genuino de la representacién de sabor (2,10 4 10) dado por A ]a componente de

sabor octete debe ser sustraida de A" de acuerdo con [111]

A(ij)[ab} _ Agj)[ab] _ ifabefgheAgj)[gh} (447)
Ny
donde, por construcciéon

fabcA(ij)[ab] = 0. (448)

Con las siguientes consideraciones, la serie de operadores a primer orden en ruptura de
simetria para la representaciéon de sabor (2,10 + 10) en realidad comienza con un solo
operador de tres cuerpos de la forma

1 ) . ) ) 1 ) ) ) )
S (T ATLGM) (76U = ST AT G+ (7,6

1 ...
_g(szj({Ta? {‘]Tv Grb}} - {Tb7 {‘]Tv Gm}} (449)
donde la componente octete puede ser sustraida de (4.49) como

1 . pabe i jc j ic
Ffsz (2 AT, G} + {7, G (4.50)

71



CAPITULO 4. LOS MOMENTOS CUADRUPOLARES EN LA EXPANSION 1/N¢

El término dado por (4.50) es particularmente interesante. Primero, observemos que es
impar bajo inversion temporal, lo cual en principio estd prohibido en la expansién 1/N, de
QU)e Y segundamente, se anula con la contraccién de los indices de espin. Sin embargo,
es necesario cumplir la condicién (4.47).

Entonces, la contribucién a primer orden en ruptura de simetria al momento cuadrupolar
Qe del operador de la representacién (2,10 + 10) es

O o =5 {T° T G} 4 P, GO} = LT (1. G7) + {79, G))

3,10+10 _2

1. 1.
- §5’U{TUL’ {Jka Gks}} + gd”{TS’ {Jka Gka}} (451>
donde la componente octete ha sido seguramente ignorada.

Los operadores de orden superior son obtenidos como Ogi);l 0410) = {J?, Of:jl)g +1—0)} para
n > 3. ’ ,

4.4 Una expresion completa para el momento cua-
drupolar

La expresién final para el operador de momento cuadrupolar a primer orden en ruptura
de simetria es

Qij)a + 5QUae (4.52)

donde Q;j), es el operador cuyos elementos de matriz que dan los valores para el caso de
simetria exacta SU(3) dado por (4.13). En cambio, §Q)* incluye todos los operadores
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debido a la ruptura de la simetria a primer orden y su expansién en el formalismo 1/N,
es

. Ne—1 1 (i)a Ne¢ 1 i if)a Nc—1
5Q(U)a = Z N” 1Cn,10n,]1 + Z N" 1Cn 80 J + Z N” 1Cn 27(9n]27 + Z 7671 27011 o7
n=2,4 n=2""c n= 46
+ Z Nn- Nn—1 n10+100n ,10+11 (4.53)
n= 55

Para el valor fisico N. = 3, la serie es truncada como

i7 1 17)a 1 17)a 1 1 1])a 1
5Q(U)a :ﬁCQ’loé’]l) CQ 80 (i7) —5C3 80 + —C9 27(95 ]27 + ﬁC;), 2703 37

N, N 2 Ne
1 (if)a
+ N? A2 6310+1 _003 10+1¢ (4.54)
donde los operadores (95”1 : Og% , Oé”s , o) o (93 s (93”1)0 ' 1o estan dados por las ecua-

ciones (4.30), (4.31), (4.32), (4.36), (4.39) y (4.51) respectivamente. Los coeficientes
de los operadores ¢, rep acompanan al frente a los operadores de n cuerpos de la represen-
tacion de sabor rep. Los elementos de matriz de los operadores en la expansién (4.54)
estan enlistados en las tablas 4.4, 4.5y 4.6 por completez.

n D > »0 )OS =" =0 A
(538{J3,J3}> 0 0 0 0 0 0 0 0
(533538J2> 0 0 0 0 0 0 0 0
<d3c8{J3’G36}> _1257\/§ 1257\/3 _% 0 ﬁ %\/3 _Ti/g 0
<533d3c8{Jk’ch}> _45W % _% 0 % ﬁ _ﬁ 0
L B S S
<533d308{J2’Tc}> _? ? _? 0 ? _? % 0
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n p > 2 »t = = A
e &) s R A A (s
(%472, T°) o S B S S
(533 p3ed picefd e}y _ ? ? 0 0 0 ? _ % 0
(5T T e T A
(6935%%) 0 0 0 0 0 0 0 0
A e T AU B S S
({18, {J%,G*}) -2 &5 0 0 0 -2 & 0
USGAC DA T S G . S
(BT LT GY) —2s 25 0 0 0 -8 B
(0%3{°, J°}) > 2 2 33333
(=) N R D T R
(@7, G} S A A e S S i 6
N T T T T T T B R
(T AT YY) =5 =5 0 0 0 > > 0
(033d33{J?, T°}) -4 -2 0 0 0 g g 0
(6™ I
(0%{T", T"}) > ; 0 0 0 > > 0
<533f8cdf8ce{Td Te}) % % % % % % % %
(033dB8T) -3 -3 0 0 0 3 5 0
(69355%) 1 1 1 1 1 1 1 1
{75, {7%, G*1}) i i 0 0 0 i 1 0
(633{T8, {JF, G}y 3 3 0 0 0 2 2 0
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n

p

DB

EO

E-l—

—_
—
—

—0
=

A

Cuadro 4.4: Elementos de matriz de los operadores barionicos correspondientes a los
momentos cuadrupolares del octete de bariones para N. = 3: Caso con ruptura de la

simetria SU(3).

A++ AJr AO A~ Z*Jr Z*O = k= E*O [V
(0B{J3, T3} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(633538 72) 0 0 0 o 0 0 0 0 0
Epey  f f f g 0 f fF
33 73¢8 § Tk (ke 5v3 5 5 5v/3 5 5 5 5
R AN ELS ) T s ns 1w V0 T3 s sV
RN TAPE DI S T s S VRGNS YRR S S
(5252, TY) S S e A S S
.oy f f o fo 0 0 F
(63313, T%Y) Wi B 3 359 0 0 ¥ ¥

2 2 2 2 2 2
EPperery) o f f o o o i af e
33 73c87c V3 1 1 V3 1 1 1 1
(0% d*5T) Y i Twns 2 w9 G Twaas O
(6335%) o o o0 0 0 0 0 0 0 0
SR DI S S S S A N S S
SSTATCGE DI S S i S S S S S
A A e B e e i s U U S
A T e e e i U AU S S
(0%, J%}) : 3 3 3 3 3 3 3 3 3
(570%5.7%) e S T S S S S S
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ATFATOAY AT w w0 w2 20 O
COCS I N T U T R
<533d8c8{Jk ch}> _% _% _% _g 0 0 0 % % g
(T {25y -3 -3 -3 -3 0 0 0 5 3 9
U I e e I U B BRI S
(6.6 T R R T
OGRS A
(Rpedfedrd ey 3¢ ¢+ § 66 6 F F 3
(53385 Te) _% _% _% —% 0 0 0 % % 1
(5335%3) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
{T1°{7°, G*}}) i 1 1 1 0 0 0o 3§ 9
T ety oo o o 000 R R 1

Cuadro 4.5: Elementos de matriz de los operadores bariénicos correspondientes a los
momentos cuadrupolares del decuplete de bariones para N. = 3: Caso con ruptura de la
simetria SU(3).

Atp  AVn  YOA 2OB0 eyt yren- 2020 =rEs
{5, ) 0 0 0 0 0 0 0 0
(533558 J2) 0 0 0 0 0 0 0 0
3c8 3 3c 1 2 1 2 1 1 1 1 1
(TG Wi osVi omE 0 5 TRE W T
(§BABSL Tk, GReY) 0 0 0 0 0 0 0 0
(dS{Te I3, 7)) 0 0 0 0 0 0 0 0
(§Bd3SL 2, T)) 0 0 0 0 0 0 0 0
33 38 1 1 1 1 2 1 2 1 1
<{G >G }> ﬁ % —37\/5 0 3V 3 31/ 3 ﬁ ﬁ
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*0=0

1
1]
[

IREPIEDIED VLD Vb Ve
0 0

>
+
3
>
o
3
t
=
=

[

T T)
<533f30df806{Td Te})
<533d308Tc>
<533538>

(T (.6
(T (.6
(T {5 G)
TS (8. G)
@)
<533588J2>
<d8c8{J3 G3c}>
(

(

(

(

(

(

(

(

(

(

o o o olul
o o o olul

0
0
0

o o o O O
o o o O O

w N

3

ol
W
S-Sl
=) (=)

o O O o O (@) o O O O
° ° o o gl

o o o O

533d808{Jk ch}>
d8c8{Tc {J3 J3}}>
533d808{J2 Tc}>
{G38 G38}>

633{T8 T8}>
533f80df806{Td Te})
533d808Tc>

533588>

(T {7%.6™)))
533{T8 {Jk GkS}}>

‘H
‘H
‘H

S
S
S

o O O o o o o o O O o o o o o o ) o o o O

|
‘H
|
‘H
|
‘H
|
‘H
|

S -

o O O O O O O O O o o o o o o
o O O O O O O O o o o o o o o

o O O O O O w
o O O O O O w
o O O O O O w

[aw]
[aw]

Cuadro 4.6: Elementos de matriz de los operadores barionicos correspondientes a los
momentos cuadrupolares de las transiciones para N, = 3: Caso con ruptura de la simetria

SU(3).
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CAPITULO 4. LOS MOMENTOS CUADRUPOLARES EN LA EXPANSION 1/N¢

En consecuencia, los momentos cuadrupolares completos del decuplete de bariones (valor
con simetria SU(3) mas los efectos a primer orden en ruptura de simetria) para N, = 3
estan dados por

4 2 4 3 4
= — ko + k3)+ ——=co1 + ——=(cag + ¢ +{c + —c ], 4.55a,
Oa+t QQA++( 92 + k3) 33 2.1 9\/3( 2.8+ C38) 10V3 227 + 30327 ( )
On: = Zqae (ks + ky) + ——cpy + — { 42 ] (4.55b)
= — ——c ——c —c , )
A+ QQA+ 2 3 3\/5 2,1 6\/3 2,27 3 3,27
2 4 1 4
= ——=C1— ——=(cg+c —{c + =c }, 4.55¢
N 33 2.1 9\/3( 28+ C38) 3073 227 + 5C327 ( )
4 2 8 1 4
- = —qa-(ka + k3) + —=ca1 — —=(cas + ¢ —{c + -c ], 4.55d
)N QQA (Ko 3) 33 2,1 9\/§( 28+ C38) 1073 221+ 5C3.27 ( )
4 2 4 11 4
ot = —Qvut (ko + k + + {c + —c }, 4.55¢e
Qs+ 9612 + (ko 3) + 3\/§ €21 9\/—( 28 + C38) — 30\/5 2,27+ 5C3.27 ( )
2 5 4
0=ty — —|yar + ~c } 4.55f
Osvo 33 2.1 30\@{ 227 + 30327 ( )
4 2 4 1 4
s = —qu+— (ke + k3) + —=co1 — —=(c2a8 + ¢ +{c + =c }, 4.55
Oy 992 ( 2 3) 3\/5 2,1 9\/3( 2,8 3,8) 30\/§ 2,27 3 3,27 ( g)
4 2 11 4
- = —Qz— (ko + k3) + —= { ] 4.55h
Q g (ko + ks3) 3\/302,1 30V3 Co.27 ~ 5C327|; ( )
2 4 1 4
=0 = ——=Co1 + ——=(Cag + ¢ [c + -c } 4.551
Q=0 33 2,1 9\/5( 28+ C38) — 10\/— 221+ 5C3.27 ( )

2 + A (cog + C38) + ) [ + i } (4.55j)
—c ——(c c —c —cC . .
3\/5 2,1 9\/3 2,8 3,8 30\/3 2,27 3 3,27 ]

O =~

Qa- = —qa- (k2 + k3) +
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CAPITULO 4. LOS MOMENTOS CUADRUPOLARES EN LA EXPANSION 1/N¢

Observamos que los efectos de la ruptura de la simetria involucran la aparicion de con-
tribuciones no nulas a los momentos cuadrupolares del decuplete de bariones neutros.
También vemos que no contribuye a los momentos cuadrupolares del decuplete de bario-
nes neutros la representacién de sabor (2,10 + 10).

22 2 /2 1 /2 1 1 /2
Optp = Tké + 9\/;02,8 + 15\/;[62,27 + 303,27} 3 563710“—0, (4.56a)
22 2 /2 1 /2 1 1 /2
Qnoy = Tl@ + 9\/;02,8 + 1\3 {62727 + 303727} 9 503710_,_1-0, (4.56b)
1 /2 V2 2v/2 1
Q-0 = :M; ks g2 = 5 0], (4.56c)

V2 1 /2 2 2 1
Qsox0 = ?k’z ) §02,8 + V3 {02727 + 303,27]7 (4.56d)
1

2v/2 1 /2 1 /2
Qs+ = ——ko + \/;[02,27 + 03,27} + \/;03,10+1_07 (4.56e)

9 3 3 9
2 |2 1 /2 1 1 /2
Osi-xp- = _9\/;02,8 - 15\/;[02,27 + 303,27} - 9\/;03,10+1‘07 (4.56f)
2v/2 1 /2 1 1 /2
Oz.oz0 = —ka — 3\'3 {02727 + 303,27] + 9\/;03710“—0, (4.56g)

9
2 (2 1 /2 1 1 /2
Qge-z- = _9\/;02,8 - 15\/;[02,27 + 303,27} - 9\/;03,10“‘07 (4.56h)

Observamos que la representacién de singulete de sabor no contribuye en este caso, pero
si contribuye la representacién de sabor (2,10 + 10).

Las relaciones de isoespin enumerados en la seccion 4.2, esta vez para las expresiones
completas para los momentos cuadrupolares son, para los operadores con I = 3,
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CAPITULO 4. LOS MOMENTOS CUADRUPOLARES EN LA EXPANSION 1/N¢

Opa++ — 39Qa+ +39p0 — Qa- =0, (4.57a)

y para los operadores con [ = 2

Qar+s — Qa+ — Qao — Qa- =0, (4.57b)
Qsot — 2050 + O = 0, (4.57¢)
Qurp — Qaon =0, (4.57d)
Qseix+ — 2Q5w0x0 + Qye-x- =0 (4.57e)

i.e., se cumplen en presencia de la ruptura de simetria a primer orden, lo cual es un
resultado completamente esperado.

Expresiones adicionales se satisfacen en la presencia de la ruptura de simetria a primer
orden son

(Qse- + Qe+) — (Qao + Q=) =0 (4.58a)
S(Qus — Qo) — (Qus — Q=) =0 (4.58D)
Qa+ —2Qn0 + Qa- =0 (4.58¢)
—2Qy+0 + Qpo + Q=0 =0 (4.58d)

OQsi- + Q- — 59z + Qo- =0 (4.58¢)
Osi-xn- — Qzv-z- =0 (4.58f)
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CAPITULO 4. LOS MOMENTOS CUADRUPOLARES EN LA EXPANSION 1/N¢

La ecuacion (4.58f) es notable porque en el limite de simetria excata SU(3), Q;g_(?’z)_ =

Q;ij,(?,, y todavia la degeneracion entre esas dos cantidades no es removida por los efectos
de la ruptura de la simetria a primer orden. En consecuencia, si € ~ m, es una (medi-
da adimensional) de la ruptura de la simetria SU(3), entonces, las correcciones a las
ecuaciones (4.58) deben ser de orden €.

La ruptura de la simetria es evaluada en la referencia [66] por el reemplazamiento de los
términos espin-espin en las expresiones para los momentos cuadrupolares con dependencia
cuadratica de las masas de los quarks que es obtenida de la interacciéon de intercambio de
un gluén entre quarks. La ruptura de la simetria es caracterizada por la razén r = m, /m
de las masas de los quarks u y s. Las contrapartes de las relaciones (4.25) que incluyen los
efectos de la ruptura de la simetria también se encuentran que son nulas en la referencia
[66]. Sin embargo, en el formalismo presentado aqui, ahora son dadas por

Qn +Qui = — : S st —mCrar + — (4.599)

- = Co1 — Cog — ——=C —c ——=C3.27, .59a
A A+ 3\/3 2,1 9\/3 2.8 9\/3 3,8 15\/§ 2,27 45\/§ 3,27

2 4 4 1 2

20A- +Q = ——Cg1 — ——=C38 — ——=C38 + —=Coo7 + —=C3.21, 4.59b

A A+t \/§ 2,1 3\/3 2,8 3\/3 3,8 10\/§ 2,27 15\/§ 3,27 ( )

3(Qz- — Qs+ ) — (Qs- —Qa-) =0, (4.59¢)

Qr — Qe — V205 = g — — o + (4.59d)

A- E— DI e 9\/§ 3,8 — 15\/— C3 27 \/— C3,10+10> .
QA+ - QZ*+ + \/§QA+p - \/EQE*+E+ = — 4 C38 -+ 8 C3 27 — iC?) 10+10> (4596)
9v3 77 153 7 9v3

1 1 2 2 13 14
Q0 — —=Qsos + —= Qseoy = ——=Cog + —Cog — —Cor — ———C37, (4.50f
$*0 \/§ »*030 \/6 $*OA 3\/§ 2,1 9\/3 2,8 30\/3 2,27 45\/3 3,27 ( )
1 1 4 2 2
Oye- — Qs ———=0zz- ——F=0Osy5_ = ——=C38— —=C327+ —=C 0, (4.59
> \/§ \/§ YE—Y 9\/§ 3,8 15\/3 3,27 9\/§ 3,104+10 ( g)
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13 23

Q=0+ ! Q \F Q 2 ot o _—

ze0+—=Qmoz0—1 [ = Oywopy = —=Cp1+—=Cog+—=C38— Co.07— c ——c -

- \/§ - 3 2A 3\/§ 1 9\/§ >8 9\/3 58 30\/§ 227 45\/3 372; 9\/§ 3,10+10
4.59h)

La ecuacion (4.59¢) es la tnica que concuerda entre el andlisis de la referencia [66] y
el presente analisis, en cuanto a los efectos de la ruptura de la simetria en los momentos
cuadrupolares nos ocupan. Una diferencia notable radica en que el valor de Qao se anula
en la presencia de la ruptura de la simetria a orden O(73) encontrada en dicha referencia,
que comparada con la ecuacién (4.55¢), que alcanza en principio un valor diferente de
cero debido a la ruptura de la simetria a primer orden.

En el contexto del andlisis de la expansion 1/N.. andlisis de la referencia [68], una relacion
adicional es provista con los coeficientes independientes de N. que es valida para todos
los valores de N, en todos los casos de ruptura de la simetria analizados aqui. La relacion,
correspondiente a la ecuaciéon (4.23) de la referencia [68], es

Q= — Qy- —V2Qz=z- =0 (4.60)

Con los resultados presentados aqui, la relaciéon anterior en realidad se expresa como

4 2 2
C38 — C + ——=c -
9\/5 3,8 15\/§ 3,27 9\/5 3,10+10

Q= — Qy —V2Qz = = — (4.61)

Por lo tanto, la ruptura de simetria afecta la relacion (4.61) tnicamente a nivel de
operador de tres cuerpos y superior. Deben ser removidos dichos operadores de la serie
(4.54), con lo cual se podria recuperar la prediccion del ‘ansatz’ del intercambio de un
solo fotén. Equivalentemente, la ecuacién (4.61) se anula cuando los términos de orden
cero y primer orden en 1/N, son conservados en la serie (4.54). Més alld de ese punto,
recibe modificaciones.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

El principal cometido de la presente tesis es la construccién de la expansién 1/N, del
operador bariénico cuyos elementos entre estados bariénicos de SU(6) produce los valores
actuales de los momentos cuadrupolares espectroscopicos. Este operador tiene propieda-
des bien definidas: es un objeto de espin 2 y un octete de sabor, lo que implica que se
transforma como (2, 8) bajo SU(2)®SU(3). Ademads, es un tensor simétrico de traza cero,
que es par bajo inversién temporal.

Dicho operador primero se construye bajo la hipétesis de simetria exacta SU(3), el cual es
denotado por QU9)e, Para el valor fisico N, = 3, QU9 esta dado por (4.15). Ademés, los
efectos de la ruptura de la simetria SU(3) a primer se incluyen en el operador 6 Q)¢ dado
por (4.54), que incluye todos los operadores de las representaciones de sabor permitidas
del producto del tensor de momento cuadrupolar y la perturbacion. Dichas representa-
ciones son (2,1), (2,8), (2,10 + 10) y (2,27). La expansiéon 1/N, de los operadores que
satisfacen las propiedades antes mencionadas estd dada detalladamente. Los elementos
de matriz del operador Q) + §Q()2 que arrojan los valores actuales de los momentos
cuadrupolares. Dichos operadores estan enlistados en las ecuaciones y para el decuplete
de bariones y las transiciones bariénicas decuplete-octete. Para el octete de bariones se
encontré que los valores son cero, lo cual es consistente con las reglas de seleccion del
momento angular. Dichas expresiones estan dadas en términos de pardmetros libres de
la teoria. Reteniendo los operadores de tres cuerpos, son dos parametros (ki y ko) para
el caso de simetria exacta de sabor y seis mas introducidos por la ruptura de la simetria
(c21, Co8, C38, Co27, C327 ¥ C310410), tal que son ocho pardmetros indeterminados en
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total. Desafortunadamente, la informacién experimental [58] es bastante escasa, por con-
siguiente, no es posible realizar un ajuste por minimos cuadrados para comparar la teoria
y el experimento, y extraer informacion de dichos parametros. Otros intentos de reducir el
numero de parametros son infructuosos. La tnica fuente de informacién experimental co-
nocida es hasta ahora la correspondiente a la transicion AT — p [58]. Las dificultades de
las mediciones de los momentos cuadrupolares dependen de varios factores. Por ejemplo,
excepto para la particula 2, todos los bariones del decuplete decaen fuertemente, con
acoplamientos de la forma decuplete-decuplete-y son disponibles iinicamente en procesos
virtuales, los cuales son dificiles de medir [67].

Para cubrir la falta de informacion experimental sobre los momentos cuadrupolares, se
proporcionan en su lugar algunas relaciones. Ademas de las relaciones de isoespin (4.57)
que deben ser satisfechas por los momentos cuadrupolares en el caso de la ruptura de la
simetria, también se proporcionan las relaciones dadas por (4.59), las cuales puede ser
muy utiles en el futuro, cuando experimentos adicionales sean previstos. Mientras tanto,
las predicciones de la expansién 1/N, estan en concordancia con las expectativas.

Por otro lado, se redacté un articulo de investigacion relativo a los operadores de pro-
yeccion de espin y sabor en el grupo SU(2Ny) de espin-sabor, a partir del empleo del
operador cuadratico de Casimir del grupo especial unitario SU(N) para su construccion,
los cuales a su vez pueden descomponerse en cualquiera de sus espacios de representacion
dimensional finita reducibles contenidos en el producto tensorial de dos o tres espacios
adjuntos en sus componentes irreducibles. Aunque el método es lo suficientemente gene-
ral, esta aplicado especialmente en el grupo de simetria SU(2Ny) — SU(2) ® SU(Ny), el
cual aparece en el sector bariénico de la Cromodinamica Cuéntica en limite . grande,
donde Ny y NN, son los nimeros de sabor de los quarks ligeros y de carga de color, respec-
tivamente. La aproximacion conduce a la construccion de los operadores de espin y sabor
que pueden ser implementados en el andlisis de la expansién 1/N, de los operadores. El
uso de los operadores de proyeccion permite una proyeccién exitosa de las componentes
deseadas de un operador dada y sustrae aquellas componentes que no son deseadas.

Se desarrollan algunos ejemplos en SU(2) y SU(3) como la ecuacién (77) de [82] que
es un objeto de espin y se transforma puramente como una representacion (2,27), por
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consiguiente las representaciones (2,1) y (2,8) han sido apropiadamente sustraidas por
el uso de los proyectores adecuado de espin y sabor. Operadores de este tipo aparecen en
el andlisis de los momentos cuadrupolares [83].

La aplicaciéon de la técnica de los proyectores desarrollada en [82] no esté limitada tnica-
mente a la expansién 1/N, de la QCD. La aplicacién presentada en [82] se puede extender
a modelos de cascarén de la fisica atémica y nuclear para construir operadores tensoriales
los cuales, con ayuda del Teorema de Wigner-Eckart, pueden ser usados para calcular las
amplitudes de transicion. Aplicaciones posteriores a las teorias de norma no Abelianas,
deben ser también seriamente considerados. En particular, para modelos que requieren
la construccién de un Hamiltoniano con una simetria SU(N), el método puede dar un
mecanismo para obtener las contribuciones de las diferentes representaciones irreducibles
de los operadores que aparecen en dicho Hamiltoniano. En esta via la importancia de
cada diferente contribucién al espectro puede ser estudiada. Un ejemplo claro puede ser
encontrado en el modelo de bosén interactuante de la fisica nuclear [117].

Como posible trabajo a futuro queda aplicacion de la técnica de proyectores para aplicar
nuestro formalismo 1/N. al célculo de los modelos cuadrupolares de los niicleos para
los modelos tipo Elliott, donde aparece la ruptura espontanea de la simetria la cual es
asociada a la deformacién nuclear [84].
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Apéndice A

Reduccion de operadores de bariones

En el capitulo tres de la tesis el cual aborda el problema central de la tesis, hemos visto
como diferentes operadores de n cuerpos que satisfacen las propiedades de la expansion

1/N, de Q) pueden ser construidos.

Operadores de dos cuerpos

) . 1 ... Nf —1 S 2 .. 9
ie jey _  St) re rey _ U R P Y7

dabc({Gz’b7 jS} + {Gjb, Gzc}) o ?)(Sijdabc{Grb7 Grc}
CONp—2
Ny

o o 9
G ) - S|
Operadores de tres cuerpos

(AT G N+ {9 (T, G = 200 (T, 67

2N+ Np)(Ny = 1) |, i v 25 10
— ) _ 25U
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{Ta’ {Gie’ Gje}} _ ;51‘]’{/1-«17 {Gre7Gre}} _ ]\;f]\;fl [{Ta7 {JZ7 J]}} . ;(Sij{JQ,Ta}‘| ’(A4)

{C:ia7 {Te’Gje}} + {Gja’ {Te,Gie}} o géij{Gra’ {Te’Gre}}

_ (Ne 4 Ny)(Ny — 1) [{Ji7Gja} +{J7, Gy — 2515{(]7” Gm], (A.5)
N; 3
{Gie’ {Ta,Gje}} + {Gje’ {Ta7Gie}} . ?)(Sij{Gre’ {Ta,Gre}}
CONg =1 g 2 i 12 a
_Nfl{T,{J,J}}—gé {J,T}], (A.6)
dabc({Ji, {Tb, jS}} + {Jj’ {Tb,Gic}}) _ ?)(Sijdabc{Jra {Tb, Grc}}
CONp =2 2 iir 12 qa
_Nf[{T AT ) — 30 {51 }]
L WNet N;\;(Nf —2) l{ﬂ, GIY} + {J, G} — gé”{f, GT“}] (A.7)
f

dde({Gm, {Gjb,{GTC,GTd}}} + {Gja, {Gz‘b7 {Grc’Grd}}}) o §5ijdb6d{Gma, {Gmb, {GTC,GM}}}

Ny — o o 2 .
_ Ny =2 [5N0(Nc + 2Ny) + 6N]% + 2Ny — 8] [{JZ’ G} +{J,G"} — géZ]{JT’ Gra}]

N 8Ny
(Nf +4)(i\7f —-2) l{‘]Q’ {Ji,Gj“}} + {JQ’ {Jj,Gia}} _ 25ij{J2’ {J",G™}}, (A.8)
AN? 3

dcbbc{{sz7 G]c}’ {Gre7 Gre}} o g5z]dabc{{Gmb7 Gmc}’ {Gre7 Gre}}

:§NC<N0+2Nf)(Nf_2) {Ji,Gja}—l—{Jj,Gm}—2(5ij{JT,Gra}
8 N, 3

N2 —4 o o 2

! 2 {JQ? {Jzu G]a}} + {‘]27 {Jju Gm}} - 75”{‘]27 {Jrv Gm}} )

AN? 3

(A.9)
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dabc{{Ji, Jj}7 {Tb,TC}} . :1))5ijdabc{{Jr’ Jr}7 {Tb,TC}}

= 2[{{Ji, JIY AT, Gy — zéij{ﬂ, {JT,GT“}}l

(N.+ Ny)(Ny —4)
+ ;Vf !

l{T“, {J5, 77} — gdij{JQ,T“}], (A.10)

S 2 ..
dabc{{Jz’ J]}7 {Grb’ Grc}} o §5zjdabc{J2’ {Grb’ Grc}}

N +4 i 77 T ra 2 i 2 T ra
— 2fo [{{J,J},{J,G U AR PN }}]
0k 8 [T () = ST, (A1)

{{Ji7 Gja}, {Gr67 Gre}} + {{Jj7 Gia}, {Gre’ Gre}} . g(sij{{(]m7 Gma}, {Gre’ Gre}}

4
Nf-|—2
2Nf

— §NC(NC +2Ny) l{J", G7Y +{J7,G"} — g(sif'{f", Gm}]

l{ﬂ, (T, GV + {2 {7, GV — gaﬂ{ﬁ, o, Gm}}], (A.12)

i j 1 i T ra me me
{{JraGm}v{Gze7Gje}}_géj{{‘]7G }7{G 7G }}
_Nj—1
2Ny

l{{Ji, T {7 G — gaij{ﬁ, o, G”“}}], (A.13)
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Operdaores de cinco cuerpos

dabc{{Ji, Jj}7 {JT, {Tb, Grc}}} o 26ijdabc{J2’ {JT, {Tb,Grc}}}
3
_ Nf —2 2 a i o7j _2 ij [ 72 2 a
n (Ne + Ny)(Ny — 2)
Ny

[{{J@‘, T Gy — gaz‘j{ﬁ, o, G”‘}}], (A.14)

{7, {{G", "} {G™,G™}}} - ;5”{T“, {{¢™, G} {G™, G )

LNy +2)(Ny = 1) 2 e [ Tj _gij 2 72 qa
SNUNeA 2NNy = D) [ s o 2o
8 N; : [{T’{J>J}}—35 {J,T}]- (A.15)
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Apéndice B

Identitdades del algebra de Lie de
SU(N)

En este apéndice, se enlistaran algunas relaciones entre constantes de estructura del al-
gebra de Lie de SU(N) que se han utilizado frecuentemente en la realizacién de la tesis,
lo cual no significa, que sea exhaustiva

Faasbiby | phaazby | pasbiaibs _ () (B.1)
aasbiby _ ;walbl(s@@ _ gubagabr) | pmbazke _ paibactr. (B.2)
poreie _ ygoa (B.3)

Farazeres pbrerbzes _ ];[Falagblbg’ (B.4)

porazeres pbierbaes _ gDadagble’ (B.5)
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1 1 N N? -8
Da161a262Fb161b262 — 5a1a2§blb2 o 75a1515a252 . 75a1b25a2b1 7Df11(12b1b2 FalblaQb2
2 2 * 4 * 4N
_]ZFalealea (B6)

FalelazezFb1€1b2€2 — 5(11&25171172 + 15(11515(1262 + }5011725&2171 + E(Da1a261b2 + Fala2b1b2>
2 2 4 ’
(B.7)

2
Fa1€1a262F6163€264F5163b2€4 — N5a1a25blb2 4 N (Da1a251b2 + Fa1a2b1b2) 4 }(FalblCLQbZ + Fa1b2a2b1)

8 2
(B.8)
Fale1b162Fa263b264F63€56466F61656266 N? + 65a1a25b162 + TN? + 45a1b1 5a2b2 + §5a1625a2b1
8 4
N(N? 42
+ ( 16+ )(Fa1a2b1b2 + Da1a2b1b2)
+];[<Da1b2a2bl o Fa1b2a2b1> (B9)
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The quadrupole moments of ground state baryons are discussed inn the framework of the 1/N.
expansion of QCD, where N, is the number of color charges. Theoretical expressions are first provided
assuming an exact SU(3) flavor symmetry, and then the effects of symmetry breaking are accounted for to
linear order. The rather scarce experimental information available does not allow a detailed comparison
between theory and experiment, so the free parameters in the approach are not determined. Instead, some
useful new relations among quadrupole moments, valid even in the presence of first-order symmetry
breaking, are provided. The overall predictions of the 1/N. expansion are quite enlightening.

DOI: 10.1103/PhysRevD.101.074018

L. INTRODUCTION

Understanding the structure of baryons is still a daunt-
ing task in quantum chromodynamics (QCD). The most
interesting static properties of baryons, e.g., masses,
magnetic moments, matter and charge radii, etc., fall in
the nonperturbative regime of QCD so analytic calculations
of these properties are not possible because the theory is
strongly coupled at low energies, with no small expansion
parameter.

The study of the electromagnetic properties of baryons is
an active research area of both the theoretical and exper-
imental bent. On the one hand, the analysis of the magnetic
moments of baryons presents an opportunity to shed light
on an accurate test of QCD, and there are an important
number of works on the subject; the approaches include,
among others, the quark model (and its variants) [1-7],
QCD sum rules [8-11], the 1/N, expansion, where N, is
the number of color charges [12—16], chiral perturbation
theory [17-27], the combined expansion in 1/N, and chiral
corrections [28,29], and lattice QCD [30], to name but a
few. The experimental information available is robust [31],
which allows detailed comparisons between theory and
experiment.
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On the other hand, the information about the higher-
order electromagnetic moments (electric quadrupole and
magnetic octupole moments) is less profuse. Analyses
about the quadrupole moments of baryons have also been
performed within the quark model (and its variants) [32—
34], light cone QCD sum rules [35,36], the Skyrme model
[37], a QCD parametrization method [38,39], the 1/N,
expansion [14,40,41], chiral perturbation theory [27,42],
and lattice QCD [43,44]. These lattice calculations are
confined to the evaluation of the electromagnetic nucleon to
A transition form factors. In contrast, the experimental data
about quadrupole moments are rather scarce. The only
experimental values reported are the helicity amplitudes for
the process AT — py [31], which can be used to extract the
value of the ratio between the electric quadrupole (E2) and
the magnetic moment (M1), E2/M]1.

The present paper is focused on the computation of
quadrupole moments of the ground state baryons in the
context of the 1/N, expansion, which has proven to be
quite effective in the calculation of static properties of
baryons. Concrete examples can be found in the predictions
for baryon masses [45,46], axial-vector [13,45,47] and
vector couplings [47,48]. In all these scenarios, the
approach gives a good description of the spin-flavor
structure of QCD baryons with N, = 3. For the purpose
of the present paper, in Sec. II a survey of the 1/N,
expansion is presented to set the notation and conventions.
In Sec. III the analysis starts with the construction of the
most general spin-2, flavor octet operator which describes
the baryon quadrupole moment. Next, the effects of
flavor SU(3) symmetry breaking (SB) to linear order are

Published by the American Physical Society
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accounted for in Sec. IV; the detailed construction of
baryon operators which make up the series is described
for each flavor representation present in the tensor product
of the quadrupole moment and the perturbation to identify
redundant operators. Once this task is completed, the full
series is provided in Sec. V. The lack of experimental
information does not allow us to determine the free
parameters of the theory so no attempt to predict any of
the quadrupole moments numerically is made. Instead,
various relations among them are provided. Some of them
are valid in the limit of exact flavor symmetry, and others
are valid even in the presence of SB. Some closing remarks
are provided in Sec. VI. The paper is complemented by the
Appendix, where some useful baryon operator reductions
are listed in order to discard redundant operators.

There are two papers that also address the evaluation of
quadrupole moments of baryons within the 1/N, expan-
sion [40,41]. In these papers, the minimal assumption of the
single photon exchange ansatz is used, which implies that
the photon probing these observables couples to only one
quark line inside the baryon. This reduces the number of
operators involved. This assumption is not used in the
present analysis; instead the full operator basis is used here.
Although this might be counterproductive due to the larger
number of free parameters introduced, in fact, it leads to
interesting relations among quadrupole moments which can
not be determined otherwise. Another noticeable difference
between the approach implemented in Ref. [41] and the one
used here concerns the way SB enters into play. In this
reference SB is accounted for by modifying the spin-spin
terms with ratios between the constituent quark masses. In
the present analysis, as it was pointed out above, SB enters
perturbatively. More details on the subject are provided in
the following sections.

II. A SURVEY OF THE 1/N, EXPANSION OF QCD

The present analysis builds on the seminal work on
large-N. baryons presented in Ref. [45], so only a few
prominent facts will be highlighted here.

In the large-N,. limit, the baryon sector exhibits a
contracted SU(2Ny) spin-flavor symmetry, where N is
the number of light quark flavors [49,50]. This baryon
representation decomposes under SU(2) x SU(N/) into a
tower of baryon states with spins J = 1/2,3/2,...,N./2.
The present analysis is done for the special case N, = 3.
Therefore, the ground state baryons transform as the
completely symmetric product of three 6’s of SU(6), which
is the 56 dimensional representation. Three spin 1/2’s
added together can yield spin 1/2 or spin 3/2, so the 56
representation contains spin-1/2 and spin-3/2 baryons.

Corrections to the large-N, limit are expressed in terms
of 1/N.-suppressed operators with well-defined spin-flavor
transformation properties [50]; this approach leads to the
1/N. expansion of QCD.

TABLE 1. SU(2N;) commutation relations.
Vi, 79 =0,

[JI’J ] lelijk, [Ta Tb} _ l'fabc Te,

[J Gja] l-eijk Gka [Ta sz] fabc Gzc

[

Gza G]b} — ZiéijfabL T¢ + zlféab ljk]k + ezjkdachkc.

Concretely, the 1/N_. expansion of a QCD operator at
leading order reads [45]

1
OQCD:ZCnWOnv (1)

where the sum is over all possible operators O,,
n=20,...,N., which are polynomials in the spin-flavor
generators of total order n. O, are thus referred to as n-body
operators. The spin-flavor generators can be written as 1-
body quark operators acting on the N .-quark baryon states,
namely,

k

N, pu
=Y (3 ® ﬂ)qm (2a)
N, ac
c _ T ~
T¢ = Z;q,,(ﬂ ® 2>qa, (2b)
O'k
Gk = Z qa< >qa, (2c)

where J* are the spin generators, 7¢ are the flavor
generators, and G*° are the spin-flavor generators. The
SU(2N/) spin-flavor generators satisfy the commutation
relations listed in Table I [45]. The operator coefficients c,,
also have power series expansions in 1/N_. beginning at
order unity. On the other hand, qj, and ¢, are operators that
create and annihilate states in the fundamental representa-
tion of SU(6) and ¢* and A° are the Pauli spin and Gell-
Mann flavor matrices, respectively. Because the baryon
matrix elements of the spin-flavor generators (2) can be
taken as the values in the nonrelativistic quark model, this
convention is usually referred to as the quark representa-
tion [45].

III. THE QUADRUPOLE MOMENT OPERATOR
IN THE LIMIT OF EXACT SU(3)
FLAVOR SYMMETRY

The electromagnetic current operator can be expanded in
a power series of the photon momentum k, (the multipole
expansion); the series can be expressed as [14]

(em ) o€ 4 4 QUK 4 ... ©
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where 4/ is the magnetic moment operator [12] and Qi)
is the quadrupole moment operator. Q)¢ is a spin-2
object and a flavor octet, so it transforms as (2, 8) under
SU(2) x SU(3). QU4 is a symmetric, traceless tensor in
the spin indices i and j. The electromagnetic current is
T-odd, so that Q)4 is T-even.

The physical interpretation of the operators in the
multipole expansion (3) can readily be seen through their
matrix elements between SU(6) symmetric baryon states.
For example, the magnetic moment for a spin-1/2 baryon
B, for a spin-3/2 baryon By, or for transitions B, — B,
and B/, — B,, can be generically denoted by

pp = (Blu*?|B), 4)

where the spin and flavor indices, i and a, have been set to 3
and Q =3 + (1/+/3)8, respectively. Hereafter, any oper-
ator of the form X¢ should be understood as X+
(1//3)X8, where X and X® denote the isovector and
isoscalar components of the operator X¢, respectively.

Similarly, the zero component of the rank-2 tensor (in
spin space) QU4 or equivalently, the # =2, m, =0
component for i = j =3 and a = Q, is usually referred
to as the spectroscopic quadrupole moment [38] for baryon
By, which reads

Qp, = (B,|Q™9|BY). (5)

Angular momentum selection rules forbid a spin-1/2
baryon from having a spectroscopic quadrupole moment.
Similar definitions can also be given for transitions
B;, — B,. For instance, for the radiative decay AT = py,
the only multipoles that contribute are the magnetic
moment (M1) and electric quadrupole (E2), which are
defined as [14]

M1 = eky* (plu*@|AT), (6)

and

1
E2 = eky*(p|Q0|A7). (7
On the other hand, to extract information about the shape
of a spatially extended particle, its intrinsic quadrupole
moment Q, given by

Q, = / Pro(n(32 - ). (8)

is generally used. Q, is defined with respect to the
body-fixed frame. For a charge density concentrated along
the z-direction, Q, is positive and the particle is prolate.
For a charge density concentrated in the equatorial plane

perpendicular to z, Q, is negative and the particle is
oblate [38].

The intrinsic quadrupole moment must be distinguished
from the spectroscopic one measured in the laboratory
frame. Although a spin-1/2 baryon does not have a
spectroscopic quadrupole moment, it may have an intrinsic
one. Indeed, within various models, the proton and A* are
found to possess a prolate and an oblate deformation,
respectively [38].

The present analysis is focused on the calculation of the
spectroscopic quadrupole moment of baryons; it will be
loosely referred to as the quadrupole moment hereafter. For
this task, the quadrupole moment operator Q)¢ is con-
structed in the framework of the 1/N_. expansion, which
requires to seek all the operator structures that transform as
(2,8) under SU(2) x SU(3), written as polynomials in the
spin-flavor generators Ji, T¢, and G [45]. Symmetry
requirements are used in order to eliminate those structures
which are not either T-even or symmetric or traceless in the
spin indices. In this regard, operator structures should
contain an even number of either J, G or a combination
of them, or an odd number of J, G or a combination of
them, along with a factor of i f**¢ or ie'/* to yield Hermitian
operators. Of course, spin and flavor indices must be
properly saturated to have (2,8) resultant operators. The
1-body operator ie/*G*¢, for instance, is T-even and
traceless but antisymmetric in i and j, so it is discarded.

In the limit of exact SU(3) flavor symmetry, the 1/N,
expansion of Q(1)¢ actually starts with the 2-body operator,

e i o 2
0y = {J1. G} +-{/.G"} = 367{J". G} (9)

At 3-body operator level, several possibilities emerge,
for instance,

{147 17} },
{Gie’ {Ta’ Gje}}’

{Ta’{Gie’Gje}}’ {Gia’{Te’Gje}}’
dbe L Ji (T, GIeV). (10)

The use of operator identities [45] restricts the number of
linearly independent operators. In the Appendix some
useful operator reductions are listed. Accordingly, a con-
venient 3-body operator to include in the series is

y . 2
Ogu)a _ {Ta, {Jl"]j}} —§5IJ{J2,TQ}, (11)

and all additional 3-body operators are redundant and can
be ignored.

On the other hand, 4-body operators can be constructed
as products of four G’s, two J’s and two T’s, two J’s and
two G’s, three G’s and one J, and three J’s and one G, with
the spin and flavor indices properly saturated. Among these
structures, a convenient 4-body operator is
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= {1 A6y - 5”{12 {761}, (12)

whereas the others, according to the operator reductions
listed in the Appendix, can be expressed in terms of either
(12) and the lower-order operators (9) and (11), or in terms
of (9) itself and its anticommutator with JZ. Hence, there is
a second 4-body operator obtained as

o = 12, 0y, (13)

Now, 5-body operators can be constructed out of the
tensor products of the 4-body operators listed above and
T¢, with the proper contraction of spin and flavor indices.
Following the operator reductions of the Appendix, it can
be concluded that there is a single 5-body operator given by

O ={J20 ” }. (14)

Therefore, without loss of generality, starting from Oﬁ,ij Ja
(m =2, 3, 4), higher-order operators can be obtained
as anticommutators of these operators with J?, ie.,
05,’1% ={J? 0 )a}, for m > 3. There are additional
higher-order operators computed as Onlfrz ={J)2C (i 1
for n even, n > 4.

Thus, in the limit of exact SU(3) flavor symmetry, the
1/N, expansion of QU/)¢ is written as

N, 1 Ne-1 1 ()
Z N— T+ Z N1 k"O”U a’ (15)
m=2,3 C n=4,6""¢

where k,,, k, are unknown parameters which also have a
1/N, expansion beginning at order unity; these parameters
are multiplied by a characteristic hadronic quadrupole size
(in fm?). The vanishing trace condition can be easily
verified as

siQlifa = glila — (), (16)

Expansion (15) can be truncated for arbitrary flavor a
after the first three operators 057, 0/, and 0{"* up to a
relative correction of order 1/N2. For N, = 3, only the two
operators 0&’7 ) and Ogij ) are kept. Truncation beyond

Ogij e s justified for arbitrary N, up to a relative correction
of order 1/N?2 only when the physical baryons are under
consideration. Thus, for N, = 3, the series reads

QUiNe = [{J‘ G/} +{J, G} - 5'1{1' G’“}]

s [y eera).an

c

up to corrections of order 1/N?.
The quadrupole moments of baryons in the limit of exact

SU(3) flavor symmetry, QiU(3), can be obtained from the
matrix elements of the baryon operators that make up
QUia_ Eq. (17). These matrix elements for N, = 3 are
listed in Tables II-1V, for octet baryons, decuplet baryons,
and decuplet-octet transitions. Although these matrix ele-
ments are provided for the special case N, = 3, its overall
dependence on N, can be better seen from the matrix
elements of the 1-body operators T¢ and G, a =3
and a = 8, which occur quite often in the analysis. They
can be rewritten in terms of the quark number and spin
operators [45],

1
T8 = —— (N, —3N,), 18a
2\/5( ) (18a)
G :L(Jf —3J0), (18b)
23
1
T3 =§(Nu - Ny), (18¢)

TABLE II. Matrix elements of baryon operators corresponding to quadrupole moments of octet baryons for N. = 3: SU(3) case.
n p D >0 ot =" =0
(17°.6¥) -3 s -3 0 3 v ~ 13 0
<533{Jr’Gr3}> _% % -1 0 1 i _411 0
{12 {2 ) - i - 0 | 4 | 0
(632, T3)) _3 3 _3 0 3 _3 3 0
Ry S A (R 1 5 s 1
’ 43 43 2V3 2V3 2V3 y y 2V3
0.6 A .
{18, {3, }}) N Nl 0 0 0 -3 -3 0
(83{J%, T8}) % % 0 0 0 _% _# 0
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TABLE IIl.  Matrix elements of baryon operators corresponding to quadrupole moments of decuplet baryons for N, = 3: SU(3) case.
A+t AT AC A~ St >0 TE— Skl =*0 Q-
({°.G¥}) 3 3 -3 -3 2 0 -3 =3 3 0
LU N S S S ST AL S S SR
{13 {2, 7P})) 2z 3 -3 -7 9 0 =9 -3 > 0
L S T R A T I S S
({J3,G**}) 33 33 33 3V3 0 0 0 _33 _3V3 _3v3
4 4 4 4 4 4 2
(63407, G 53 CNC R S 0 0 0 3 53 LB
4 ) ) g 4 ) 2
N N B N
(63{J2,T8}) 153 153 153 153 0 0 0 _15V3 _15V3 _15V3
4 4 4 4 4 4 2
i L, ; F 1 h 1
G — 5 (i, = Ji), (18d) or decuplet baryons the quadrupole moments read
suE) 4
Qqu( ) — 5@31,(’% + k3), (20)

where N, =N, + N, + Ny and J' = Ji, + Ji, + Ji.

The leading N, counting of the matrix elements of
operators (18) is deduced as follows: T8, G*3, and {J/, G**}
are order O(N,); J3, T3, G, and {J/,G®} are order
O(N?). By using these counting rules and recalling that the
operator coefficients k; are order unity, the isovector
leading term in the series (17) is order O(NY) and the
subleading one is order O(N;?). The isoscalar leading and
subleading terms, on the contrary, are both order O(N ).

Higher-order operators OS,ij % are suppressed by a relative

factor of 1/N? with respect to O'/%.
With all the partial results properly gathered, the explicit
computation of quadrupole moments can be carried out. An

immediate result is that, for any octet baryon B,

oy =0,

(19)

which is the sum of two null quantities (isovector and
isoscalar quadrupole moments) and not the cancellation of
two equal in magnitude but opposite in sign quantities. This
is a completely expected (and consistent) result.

which are valid up to a correction of order 1/N3. Here ¢ B, is
the electric charge of decuplet baryon Bj, given by

4z, = (B} T2|B). 1)

A few comments are in order here. Equation (20) has
been purposely written in a way to exhibit that the effects of
higher-body operators can readily be accounted for without
altering the basic structure of the equation itself. Thus one
would be prompted to express Eq. (20) in terms of a single
parameter, let us say k, so that

suE) _ 4
QB:] - 9 qB;k’ (22>
which would be valid to all orders in the 1/N, expansion.
This approach, however, is not entirely correct. The reasons
can be better seen when computing the transition quadru-

3 )
pole moments, Qf;}z(z ) In this case,
q=p

3
QY =222k,

p 5 (23a)

TABLE IV. Matrix elements of baryon operators corresponding to transition quadrupole moments for N. = 3: SU(3) case.

Atp A% TOA >0x0 THEt e e =050 EFES

3 33 1 1 1 1 1

{67 2 2 7 0 NG ~3 e Y
(B3I, G} 0 0 0 0 0 0 0 0
{13, {3, 1} 0 0 0 0 0 0 0 0
(83 {2, T%)) 0 0 0 0 0 0 0 0
3 38 1 1 1 1 1
{567 0 0 0 7 7 7 7 7
(83{Jr,G"%}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(T8, {3, *}}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(83{J2, T%}) 0 0 0 0 0 0 0 0

074018-5



VICTOR MIGUEL BANDA GUZMAN et al.

PHYS. REV. D 101, 074018 (2020)

2V2

Q) = —5 ke (23b)
sua) 1 2

QZ*OA § gkz, (230)
V2

Qg]ogo) = Tkz, (23d)
2v/2

oy =22k, 23

3

QY — o, (23f)
2v2

Qémgo = Tkz, (23g)

and
oV —o, (23h)

which are valid up to a correction of order 1/N2. Due to
the fact that the operator coefficients k; participate differ-
ently in Q;{qjm and QIS;,ZIE?’ there is not a unique way of
recombining these operator coefficients to reduce the
number of free parameters. Therefore, retaining up to 3-
body operators in the 1/N,. expansion of quadrupole
moments implies the existence of two free independent
parameters, k, and k5.

In the SU(3) limit, two relations become evident,
namely.

1
2 Q0 = Q0 — QY — o

and

o = ol = o)) = o)
2

V3

The last relations have also been noticed within the chiral
constituent quark model analysis of Ref. [34]. As a side
remark, notice that Q;Ufgz = Q;Uf(é)f = 0, which is a well-
known result derived in the quark model [34]. These
transitions are forbidden by U-spin conservation if flavor
symmetry is exact.

Now, it is straightforward to test the combinations
sensitive to / = 3 and I = 2 operators [41]. For the former
case,

= 20000 = = Q3. (25)

QY =30 305 - 0 —0,  (260)
and for the latter case,
Q! - ¥ — oV + P =0, (26b)
o' —203 + gf) = o, (26c)
QW — o =0, (26d)
Q') —20%0) + oY) =0, (26¢)

Additional expressions valid in the limit of exact SU(3)
symmetry can be extracted from Ref. [39]. Apart from the
isospin relations (26¢), (26d), and (26e), a and a vanishing

Qiﬁm), the expressions are given by
QU 4 g3 g, (27a)
2037 4+ 93U — o, (27b)
3 - ") — (P - Qi) =0, (27¢)
Q) _ g3 _ 20500 o, (27d)
QY - ol + V2l — V20l = 0. (27e)
Oy - SO + 2= 0 =0, @)
o - Q' - - o - o —0. (270)
o+ oy oo, am

which are also verified with the expressions obtained
within the formalism presented here. Relations (27a) and
(27b) are easily explained as a consequence of QB; being

proportional to the electric charge of baryon By,

IV. Q¢ WITH FIRST-ORDER SU(3)
SYMMETRY BREAKING

In the Standard Model, flavor SU(3) symmetry breaking
is given by the current quark mass term in the QCD
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Lagrangian with m,,, m; << m and transforms as a flavor
octet.

The correction to Q)4 is obtained to linear order in SB
from the tensor product of the quadrupole moment and the
perturbation, which transform under SU(2) x SU(3) as
(2,8) and (0,8), respectively. The representations con-
tained in this tensor product are (2,1), (2,8), (2,8),
(2,10 +10), and (2,27). The task of finding 1/N,
operator expansions for these representations is dealt with
in the following subsections.

A. (2.1)

There is only a 0-body operator transforming as (2,1)
under SU(2) x SU(3),

oy = 61, (28)
and a single 1-body operator,

0 = ielk J*, (29)
none of which contributes to QU/)¢ by virtue of the
symmetry or trace conditions discussed above. Thus, the
only nontrivial operator found is the 2-body operator,

0y = {J, I} - %51‘1‘12, (30)
because even the 3-body operator,
{71 AT, G}, (31)

is also redundant, according to Eq. (A3) of the Appendix.
Therefore, the SB contribution to Q)¢ from the (2, 1)
representation reads'

Iy o 2 ..
0<21,j1)a _ 5(18{]1’ J)} _ 55115118‘]27 (32)
whereas higher-order operators are consecutively obtained

as Ogﬁfz,l ={/% 0&’,%} for m > 1.

B. (2,8)

The (2,8) operators that generate SB corrections to
QUi can be obtained in a close analogy with expressions
(9) and (11) and read respectively for 2- and 3-body
operators,

i o o 2
Og{;) — d“eg({J’, G]e} + {J‘]’ Gte}) _ géz]daeS{Jr’ Gre}’

(33)

and

1Hereafter, for the ease of notation, 0,(1”2;;, will stand for an n-

body operator belonging to flavor representation rep.

iNa . 2 .
Ogé) _ daeS{Te’{Jl’Jj}}_gél]daeg{JZ’Te}' (34)

obtained as Oi@;s =

Higher-order
{J2, Ofg;)”} for n > 2.

Additional (2,8) operators obtained by replacing the
d®®® symbol with the if**® symbol turn out to be T-odd so

they are forbidden by time reversal invariance.

operators  are

C. (227

The analysis of (2,27) operators is more involved than
the ones previously discussed. In the present case, not only
the symmetry of operators under the exchange of spin
indices must be manifest, but also the symmetry of
operators under the exchange of flavor indices, which is

required for flavor-27 operators. Let Siﬁj 9P} pe one of such
operators. The singlet and octet components are subtracted

off ng 9P} {6 obtain a genuine flavor-27 operator S(/){ab}
according to [45]

stntany — gintan) __ 1 sap glintee

2
Ny —1
N iy
_ NZ i4dabedghesgil){gh}. (35)
!

The contribution of St/{e%} to Q)4 is actually obtained by
setting b = 8 so the contribution is effectively S(/){e3},

The 1/N, expansion for a (2,27) operator that contrib-
utes to Q) begins with a single 2-body operator,

o 2
(GG} +{G". G} =387{G™. G}, (36)

which, after subtracting singlet and octet components in
accordance with prescription (35), gets the form,

{Gia’ Gjb} + {Gja’ Gib} _

511!) Gie’Gje
w6 60)
_ 2Ny
2
Ny —4
e
3

. . 2 ..
dabedEQh{Glg, Gjh} _ gélj{Gm’ Grb}

5ij5ah Gre , Gre
Fr e
2 Ny

+332
3Nf—4

5ijdabedegh{Grg’ Grh}' (37)

After a straightforward algebraic manipulation, the SB
correction to Q(/)¢ from this 2-body operator becomes
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. . ) 1. 1. 1 o o
0&227 — {Gta 18}+{G18,Gja}+_5tj{Ta’T8}+§5ufagef8he{Tg’Th}_N daﬁg({Jl’GjB}_‘_{J]’Gle})

+2
1 N 1
— _7f§z]da68{‘]r Gre} -
3Ny + Ny(Ns+1)
N (N, +2Ny)
6N,

o 2 1 . 1 .
SBLJ LI} =S —— 5158 —— (N, + N;)57d*®T¢
UL 3N;+1 6 Ne T y)
5ij5a8' (38)
As for 3-body operators, there is a single one given by
1 S o 1 S o 1.
AT TGP} + {07, GP Y+ ST AT G+ {09, G} = 38T T, G+ AT 0. G, (39)

which turns into

1

1 o o 1 o o o o
T 0} 4 (01,67} 4 3 (T 0.6 + 01,6 = g (T (7.67) + (0.6}

Ny
N3 -
2 1
2 A2
3Nf—

AT (TG + {1 G} ——5’/{T“ {Jr.G"}) - 5’/{Tb {J7.G™}}

+

. 2 N y iy
151]5(1}){7’87 {Jr’ Gre}} +§N2 S 46!]dabedf!166l]{Tf’ {Jr’ G".(I}}7 (40)

by following the prescription (35). Therefore, the SB correction to Q)¢ from 3-body operators is then given by

i3 ——{T“ {716} +{J.G®}} + 5 {TS {1,674} + {0, G’”}}——&’{T“ {77.G"}} = 5”{T8 {J7.6"}}

2 . N.+ N o o
daeS Te Jl J/ = 5ljd(l€8 JZ’TE _Cifdaeéi JZ’GJE J]’Gle
T U P T 52 (10,67} + {7, G*))
2N.+N N.+N N.+N, .
f51]daeS{Jr Gre}_ ( f)5a8{J1 ])}‘F* S/ 51,]5118]2' (41)
3N, +2 NNy +1) 3NN, +1)

Next 4-body operators can be worked out. They can conveniently constructed as tensor products of a spin-0 and a spin-1,
2-body operators. There are two of such operators, namely,

{7} A{G™. G} ) - —5”{J2 {G, G}, (42)
and
{7 AT TP —5”{J2 {14, 7"}}. (43)

The procedure to subtract singlet and octet components yields, for the former,

{1} (G, !

N
Jj} {Gre Gre}} f dahedqhe{{]l J]} {Grq Grh}}
f

N
Ry 51]dabedghe{J2 {Grg Grh}} +

_51/{]2 {Gra Grb}}+
3NG -

3N2 51]5ab{]2 {Gre Gre}} (44)

and for the latter,
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HILIATO T = e P L AT T -

N o 2 ..
- f dabedghe{{‘]t’]j}’ {Tg’ Th}} __51]{‘]2’ {Ta,Tb}}
Ns—4 3

2 1 iy 2 N -

- 5!/5(11) ]2’ Te’Te = f 5tjdabedghe J2, Tg’ Th . 45
P T T (AT T (45)
Finally, the SB contributions from 4-body operators to Q)¢ are given by

: . Np+2 IN,+4 oo

(ij)a _ i ra r8 f a8 [ 12 i f ae8 i r re
o ={{J,J},{G", G 75 J2 AT T d JLI AT, G

R A T e L N R s L SR )

3(Ne+ N;)N; o 3N(N.+2N) 2

_ - daeS Te’ Jl’Jj _ - 5418 Jl’Jj 25l _]2, Gra’GrS
T R . e UL RS Rt
1 Ny+2 1N, +4 1 (N, +N;)N; .

_ - 51./5a8 _]2,_]2 f 51]dae8 J2 Jr G'e ¢ f félfd“eg J2,Te
3N(NF—1) 5= 3ING-4 A B3 N% -4 s T
IN.(N, +2N;) ..

LNc(Ne + 2N) : 1) i 2, (46)

2 Ny -1

and
2Nf 8
= {{s. AT, TS}}— — A g e L T G

f

(N + Ny (N, —4) o N.(N.+2Nf)(Nf—2) o2

_ ¢ . . daeS Te’ Jl’Jj __c ¢ . 5(18 Jl’Jj — 25 J2, Ta’TS
g R T = e U B LR G G

4 2(N.+N;)(N;—4) .

- 51]5a8 JZ ]2 51]dae8 ]2 J, G ¢ S f 5”dae8 JZ,Te

+3N}—1 { }+3Nf 4 oA B3 N2 —4 e T
IN.(N.+2N)(N,=2) ..

( + f)< S )5115118‘]2. (47)

3 N(NVG-1)

There is an additional 4-body operator constructed as

SUTHAGH G+ {6, GMY ) 4)

but it can be rewritten in terms of {J2, 037}, so it is
redundant and can be discarded.

To close this section, notice that the flavor singlet and
octet components subtracted off the original flavor 27
operators could have been respectively merged into the

already defined 02’;’1)" and 0%) “ operators. The reason to
keep these components in the original expression is twofold.
First, the vanishing trace condition is kept in the full
expression, and second, this allows us to disentangle the
effects of different representations, so the corresponding
operator coefficients parametrize pure 27 effects.

D. (2,10 +10)

Contrary to the previous case, (2,10 + ﬁ) operators
must be antisymmetric under the exchange of flavor indices,
retaining the symmetry under the exchange of spin indices.

Let AU7)1eb] be one of such operators. Thus, in order to get a
genuine flavor 10 + 10 operator A(/)[#], the flavor octet
component must be subtracted off according to [45]

. . 1 -
AlNlab] — AGf)lab] _ N fabe fahe AGDgh] (49)
f
where, by construction,
fuhcA(ij)[ab] =0 (50)

With the above considerations, the series for the (2, 10 +
10) SB operators actually begins with a single 3-body
operator,

AT GPY 4 (1.6}~ (T (. G)
5!/({Ta {Jr Grb}}

- {Tb’{f”G’“}})’

+ {4, Gia}} -
(51)

where the octet component to be subtracted off reads
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Lipaelp (1.GFY + (1.G7Y. (52)
Ny

This last term is particularly interesting. First, notice thatitis
T-odd, so in principle it is forbidden in the 1/N . expansion
of Q(U ) And secondly, it vanishes under contraction of spin
indices. It is necessary, though, to fulfill condition (50).

Thus, the SB contribution to Q') from (2,10 + 10)
operators is

(ij)a

1 o o
=T AT G} +{J,G®}}

where the octet component has been safely ignored.

Higher-order operators are obtained as ol =

- n+2.10+10
{J2 0(”)”

, n,10+ﬁ}’ for n > 3.

V. A FULL EXPRESSION FOR
QUADRUPOLE MOMENT

The final expression for the quadrupole moment operator
to linear order in SB is

Qlifla 4 sQlif)a,

3,10+10 (54)
1 o o
S ATS AT G+ (.G
where Q)@ ig the operator whose matrix elements yield
- géi-f{T“, {Jr,G"8}} + géij{TS, {J,G™}}, the SU(3) symmetric values; it is given in Eq. (15). In turn,
5QUi)e includes all the operators due to first-order SB and
(53) its 1/N_ expansion reads
TABLE V. Matrix elements of baryon operators corresponding to quadrupole moments of octet baryons for N, = 3: broken SU(3
y p p gloq p ry' ¢
case.
n p e >0 =+ O =0 A
(833, P} 0 0 0 0 0 0 0 0
<533538]2> 0 0 0 0 0 0 0 0
38173 (3¢ 5 5 1 1 1 1
gl B A N A o
({1, {1, J*})) - i -1 0 N . 1 0
<633d368{J2,Te}> _\/Tg \/T§ _\/Tg 0 \/Ti _\/Ti \/Ti 0
(1626 S T S T - T
(83{13,T8}) -3 N 0 0 0 5 -3 0
<5ﬂdzg re) ~3i Wi ~ 0 N ~3i Wi 0
(6335%) 0 0 0 0 0 0 0 0
(. (.6 - L B S N
8 (713 33 5 5 1 1
<{37; {3J .G }};) v W 0 0 0 ~a3 i 0
({17, {7, G} v be V3 0 V3 Ve N 0
(8318, {J",G}}) _%5 54ﬁ 0 0 0 _@ @ 0
L) e
(63652 3 2 2 3 3 3 3 )
s ) T : | :
a0 e I A : : ;
, 3 3 2 2 2 3 3 2
<d868{T€,{J3,.13}}> _% _% 0 0 0 % % 0
(SB3d3B{J2, T¢}) -3 -3 0 0 0 3 2 0
<{G38, G38}> 1 € 1 1 1 17 17 1
S/ M NS N S S S SR B
<5%3fsg;f T Z1 Z1 ; 2 : 41_‘ % i
(B3 a5 Te) -1 -1 0 0 0 > > 0
(5%35%) 1 1 1 1 1 1 1 1
({T18.{°.G*}}) i i 0 0 0 3 3 0
<533{T8,{Jr,Gr8}}> % % 0 0 0 % % 0
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TABLE VI. Matrix elements of baryon operators corresponding to quadrupole moments of decuplet baryons for N. = 3: broken
SU(3) case.

A+t AT A0 A~ T+ 30 - Sl =+0 Q-
(8333, 3} 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
(636%J2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
] I T T
<533d388{]r’Gre}> ﬂ 5 _ 5 _M 5 0 _ 5 _ 5 5 0
4 4v3 4v3 4 2V3 2V3 4v3 4v3
L .
SB3dER{J?, T¢ 15V3 5v3 _5V3 _15V3 5v3 0 _5V3 _5V3 5v3 0
( {2.1°})
4 4 4 4 2 2 4 4
G, G’ 3V3 V3 EVE] _3v3 0 0 0 V3 _Vv3 0
HG», 6™ A ¢ ¥ ¢ ¢
(83313, T8}) %? g _g _%3 0 0 0 @ _J; 0
g T e
33 13e87¢ 1 1 1 1 1 1
(07 dT) S B R R S B S N
(633538) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
({13, {],G**}}) ¥ %5 _%3 _%3 0 0 0 %? _%§ 0
({18, {J]3,G3}}) % % _¥ _94ﬁ 0 0 0 %5 _%5 0
(83{13,{J",G"8}}) % % _¥ _%ﬁ 0 0 0 # _¥ 0
(83{T8,{Jr.G"}}) 15V3 53 —3Y3 ~ 153 0 0 0 53 _5 0
<68§ J3 > 3 T’% T3 T’% T3 K K K ? ? ?
i I S R S S S L
(07 d*HJ", G™}) —3 —3 —3 —3 0 0 0 3 3 3
(d%3{T° {J3,°}}) -3 -3 -3 -2 0 0 0 : 2 9
o 58868 {%Jsz L _3% _314_5 _3% _%14_5 X X X 1?5 % 1%75
({G*.G*}) 8 8 8 8 0 0 0 g 8 3
(6318, T8Y) ] 3 3 3 3 0 0 0 2% 2% g
i et N A A R S -
(55T -4 -1 -3 0 0 0 : ; :
(6335%) 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
({18, {J)?,G*}}) 2 g 2 2 0 0 0 E 2 9
(8318, {J",G"8}}) 1 L 1 L 0 0 0 L L 15
N.-1 N, N, N.—1
5Qiia — L . plina 3 I . ptina 5~ o+ 3" Lo A
= N 1Yy N1 8 N Cn21%Y 27 N7 Cn21%, 27
n=24""¢ n=2""¢ n=2""¢ n=4,6""¢
N
| -
+ Nl Cn,10+EO,(;.]1)0a+ﬁ' (55)
n=35""¢ '
At the physical value N, = 3, the series is truncated as
sQUia — Lo e 1 pe 1 pna L e L e i 56
N, 2101 + N. c28Ug + N c3glzg + N. 2757 + i 3270337 + N2 €3,10410%3 104 10° (56)

where the operators 031, OY§, 1", OF}, OV}, and O\ - are given in Egs. (32), (33), (34), (38), (41), (53),

respectively. The operator coefficient c,, rp accompany the n-body operator belonging to the flavor representation rep. The
matrix elements of the operators in the expansion (56) are listed in Tables V-VII for the sake of completeness.

Thus, the complete quadrupole moments of decuplet baryons [SU(3) symmetric value plus first-order SB effects] for
N. =3 are given by
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TABLE VII. Matrix elements of baryon operators corresponding to transition quadrupole moments for N, = 3: broken SU(3) case.

A+p A% THOA #0350 Sty t+ yE-T— =070 TxET
(833, 7)) 0 0 0 0 0 0 0 0
(638%8J7) 0 0 0 0 0 0 0 0
<d368{J3’GSe}> %\/g %\/% 3IW 0 #@ _ﬁ 317 _ﬁ
(B3I, G™Y) 0 0 0 0 0 0 0 0
(dB3{Te, {3, }}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(B d¥{J?, T} 0 0 0 0 0 0 0 0
(16>.6*) R T T A
(83413, T8}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(833 f3ge p8he L9 ThY) 0 0 0 0 0 0 0 0
(8B3d38T¢) 0 0 0 0 0 0 0 0
(5%35%) 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 38 1 1
{1°,{J°,G*}}) 0 0 0 0 \/% _\/% 7 v
8 3 33 1 1
{1°,{J°,G"}}) \/% \/% 0 0 0 0 v NG
(83{T3,{J",G"8}}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(8318, {J",G}}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(88843, 7)) 0 0 0 0 0 0 0 0
(6335%8.7%) 0 0 0 0 0 0 0 0
8e8 1 13 3e
(d%3{J°,G*}) 0 0 0 _3\1_/5 _ﬁ _ﬁ _ﬁ _ﬁ
(B dB3{Jr, G™Y) 0 0 0 0 0 0 0 0
(dS{T, {J3, J*}}) 0 0 0 0 0 0 0 0
(8B3d33{J2, T} 0 0 0 0 0 0 0 0
((6*.6*) L R SR S-S R
(63{T8,T%}) 0 0 0 0 0 0 0 0
533 f8ge f8he Tg,Th 0 0 0 0 0 0 0 0
1Hef
(633d88T¢) 0 0 0 0 0 0 0 0
(5%35%) 0 0 0 0 0 0 0 0
({18 {°.G*}}) 0 0 0 0 0 0 - -
(8318, {J",G"8}}) 0 0 0 0 0 0 0 0
o) 4 (ky + k3) + 2 +——(cog+c38) +——= [ +4 ] (57a)
= = pt c c a
A 96]A 2 3 3\/— €21 9\f 28 TC38 10\/— €227 327
4 2 1 4
= +(ky + k — = , 57b
Qp+ = gda (ky + k3) + 3\/§02,1 +6\/§ [C2,27 +3C3,27} (57b)
2 4 1 4
Qo =——Cyy———(Crg+c +[c +-c } STc
A? 33 21 9\/§( 2.8 38) 30V3 227 T 36327 (57¢)
Q 4 (ky + k3) + 2 i (crg+c38) — [ +4 ] (57d)
- =g ——cCcy———=(c c c ,
A 9% 2 3 33 2.1 9v/3 2.8 38 10\/— €227 327
Q ! (ko + k3) + 2 +——=(cr8+ C38) — [ +4 ] (57e)
= — <+ C C €
o) 942 2 3 3\/— €21 9\/— C28 38 30\/— C227 327
2 5 4
Os0 = c [c —I— c ], 57f
x+0 33 21~ 30v3 227 327 (57f)
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4 2 4
Osi- ==qsi-(ky + k3) + ——=ca4 Crg+¢C [c + c ] 57
> 9612 (ky 3) W3 21 9\/—( 2.8 38) 30\/— 227 327 (57g2)
4 2 4
Oxi- = (ko + k 1+ c + c 57h
= 9q (2 3) 3\/— 2.1 30\/—[ 227 327] ( )
2 4 11 4
Qo =——=0Cr1 +——=(crg+ ¢ ——[c +=c ], 571
=+0 W3 21 9\/5( 2.8 38) 30v3 227 T 362 (571)
and
Q ! (ko + k3) + 2 +——=(crg+c38) + [ +4 ] (57j)
= — _ C C C
Q 9619 2 3 3\/— €21 9\/— 2.8 38 30\/— C227 327 ]

Notice that SB effects induce nonvanishing contributions to the quadrupole moments of neutral decuplet baryons. Notice

also that there is no contribution from the flavor 10 4 10 representation.
For the transition quadrupole moments the expressions are

2\f 1 /2
OQpip=—0ka+3 \/7 15 \/'[Cz 27 T3 363 27] ~ g \/363.10+10; (58a)
V2, 2 |2 1 2 1 12
Qpo, = 9 ky + 9 \/;Cz,s + 15 \/; [02,27 + 3 03,27] ~9\/3¢3.104+10: (58b)
V2 2V2 1
Qyop = 3 3k2 9 2875 [02 27t 3 363 27] (58¢)
V2. 12 2 2 1
Osoz0 = 9 ky — 9|/ 3628 + 15V3 [02,27 + 3 C3,27] ; (58d)
2[ 1 1 )2
Qsrigr = 9 ky + 3 \/; {02 27+ 363 27} + 9 \/;‘33,10“‘0’ (58e)
2 2 1 )2 1 1 2
Qpi-y- = — 9 \/;Cz,s 15 \/; [02.27 + 3 03.27] 9 \/;6’3.10“‘0, (58f)
22 1|2 1 12
Qguozo = 9 ky — 3 \/; [02,27 + 3 C3.z7] + 9 \/;03,10+107 (58¢g)
12
Qpr-z- = 28— 15 0227 + C% 271 Ty §C3,10+1'0- (58h)
I
Notice that the flavor singlet representation does not Oprt — O+ — Qpo + 9p- =0, (59b)
contribute in this case but the flavor 10 + 10 one does.
The isospin relations listed in Sec. III, this time for the Qs+ — 2050 + Qyi- =0, (59¢)
complete expressions for quadrupole moments are, for
I = 3 operators, Qa+p — Qaop =0, (59d)
Qui- =304 +3Qu -0y =0, (59) Quyr =2Qpope + Quoy- =0, (%)
i.e., they are fulfilled in the presence of first-order SB,
and for I = 2 operators, which is a completely expected result.
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Additional expressions fulfilled in the presence of first-
order SB are

Relation (60f) is remarkable because in the SU(3) limit,
Q;U_(g)_ = QéU_(;)_ =0, and still the degeneracy between
these two quantities is not lifted by first-order SB effects. In

(Qe- + Qx+) = (Qao + Qzo0) =0 (60a) consequence, if ¢ ~m, is a (dimensionless measure) of
’ SU(3) breaking, corrections to Egs. (60) should arise are
3 (Qpr+ — Qo) — (Qpr — Q=) = (60b) order €2.
Flavor SB is evaluated in Ref. [39] by replacing the spin-
_9 Y 60 spin terms in the expressions for the quadrupole moments
Qo Qa0 + Qa (60c) with a quadratic quark mass dependence as obtained from
-20... P 60d a one-gluon exchange interaction between the quarks. SB is
Qo + Qoo + Qo ’ (60d) then characterized by the ratio r = m, /m, of u and s quark
_z0. . masses. The counterparts of relations (27) with SB effects
Qp-+ Q=502 +3% =0, (60e) are also found to vanish in Ref. [39]. However, in the
o 0 —0 (60f) formalism presented here, they are now given by
-z — Ye-e- = U,
|
4 8 8 1 4
Oa- + Qp+ = c1— Crg— c3g+ Cra7 + 327, 6la
A A 3\/§ 21 9\/§ 2.8 9\/§ 3.8 15\/§ 2,27 45\/§ 3,27 ( )
2 4 4 1 2
204 + Ot =——=Cyq — Crg — Cig + Cra7 + C397, 61b
A N /3 2.1 W3 2.8 W3 3.8 10v3 2,27 15v3 327 (61b)
3(Qe- = Qp) = (Qo — Q) = (61c)
4 2 2
Qu = Qs = V2Qpy = = — =g = —=C3 27 T —=C3 10,70 61d
A o) O 9\/§ 3.8 15\/§ 3,27 9\/§ 3,10+10 ( )
4 8 4
Ops = Ot + V2054, — V2055t = ———Cag+———C397 ———c =, 6le
A Tt Atp D) 93 38 15v3 327 9y/3 310410 (61e)
2 2 13 14
Qs0 ——= Qseo50 + —= Qy- co1 + Crg— Cry — C327 61f
30 \/— $+050 \/— 0N = W3 2.1 903 2.8 30v3 227 4573 327 (61f)
1 1 4 2
Qp-— Qs ——=Qss ——=Qpy = ——=c + , 61
> S EET A S 9v3 38~ 15\/— €327 \/—310+10 (61g)
2 4 13 23
Oz + 5 Q= \[ Qs N e L i c +— 61h
0 0g0 TOA = 2,1 9\/§ 2.8 9\/§ 3.8 30\/§ 227 — 45\/§ €327 9\/- €310+10" ( )
Qz- - Qg —V2Qz = = (62)
Equation (61c) is the only agreement between the
agalyms.of ﬁef. [3?1] an(} the present one, as far a(sl Si With the results presented here, the above relation
effects in the quadrupole moments are concerned. actually reads
noticeable difference lies in the vanishing value of Q.o Y
in the presence of SB even to order O(r*) found in that Ou — O — V20
reference, compared to Eq. (57c¢), which attains in principle = o =rE
a nonzero value precisely due to first-order SB. _ 4 . 2 T (63)
In the context of the 1/N, expansion analysis of 9v3 15,37 \/_ 310410

Ref. [41], an additional relation is provided with N,.-
independent coefficients that holds for all values of N,
in all cases of SB analyzed there. The relation, correspond-
ing to Eq. (4.23) in that reference, reads

Hence, SB affects relation (63) only at 3-body operator
level and higher. Should these operators be removed
from the series (56), the single-photon exchange ansatz
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prediction would be recovered. Equivalently, relation (63)
vanishes when leading and subleading terms in 1/N, are
retained in the series (56). Beyond that point, it gets
modifications.

VI. CLOSING REMARKS

The main aim of the present paper is to construct the
1/N. expansion of the baryon operator whose matrix
elements between SU(6) baryon states yields the actual
values of the spectroscopic quadrupole moments. This
operator has well-defined properties: It is a spin-2 and a
flavor octet object, which means that it transforms as (2, 8)
under SU(2) x SU(3). It is a symmetric and traceless
tensor in the spin indices. And most importantly, it is even
under time reversal.

The operator is first constructed under the assumption of
an exact SU(3) flavor symmetry; it is denoted by Q). For
the physical value N, = 3, QU/) is given by Eq. (17). The
effects of SB are accounted for to linear order through the
operator Q)4 given by Eq. (56), which comprises all
the operators that fall into the flavor representations
allowed by the tensor product of the quadrupole moment
and the perturbation. These representations are (2,1),
(2.8), (2.8), (2,10 +10), and (2,27). The 1/N,. expan-
sions of the operators that satisfy the properties mentioned
above are given in detailed. The matrix elements of the
operator Q)@ + QU4 yield the actual values of the
quadrupole moments. They are listed in Egs. (57) and (58)
for baryon decuplet and baryon decuplet-octet transitions.
For baryon octet, the values are found to be zero, which is
consistent with angular momentum selection rules. These
expressions are given in terms of the free parameters of the
theory. Retaining up to 3-body operators, there are two
parameters (k, and k;) for the case of exact flavor
symmetry and six more introduced by SB (c3, ¢y,
€38, C227, C327, and C3.1040)- All in all, there are eight
undetermined parameters. Unfortunately, the experimental
information [31] is rather scarce, so at this time, it is not
possible to perform a least-squares fit to compare theory

and experiment and extract information on these parame-
ters. Any other attempts of reducing the number of free
parameters are fruitless. The only pieces of information
known up to now are those corresponding to the transition
A" — p [31]. The difficulties in measuring quadrupole
moments depend on many factors. For instance, except for
Q~, all of the decuplet baryons decay strongly, so couplings
of the form decuplet-decuplet-y are available only through
virtual processes, which are difficult to measure [40].

To overcome the lack of experimental information on
quadrupole moments, some relations among them are
provided instead. Apart from the isospin relations (59)
that must be satisfied by quadrupole moments in the
presence of SB, other relations are also provided, (60),
which can be quite useful in the future, when additional
experiments are envisaged. In the meantime, the predic-
tions of the 1/N. expansion are in accordance with
expectations.
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APPENDIX: REDUCTION OF BARYON
OPERATORS

Different n-body operators that satisfy the properties
imposed to make up the 1/N, expansion of Q)¢ can be
constructed. However, some of them are linearly dependent
and can be written in terms of the chosen linearly
independent ones by using operator identities [45]. In this
section a list of operator reductions, as complete as
possible, is presented to identify those operators which
are not eligible in the 1/N,. expansion of Q). Each one
of the relations provided contains, on the left-hand side, the
presumably dependent operator whereas, on the right-hand
side, its equivalence in terms of the chosen operator basis.

1. 2-body operators

NS Ny o2
Gze’G]e — 5 Gre’Gre __J - J’,JJ __51]]2 ,
R L e R e LA REL

. . . ) 2 ..
dabc({Glb, jS} + {G]b, Gtc}) _ g(sljdabc{Grb, Grc} —

! (A1)

N;-2

o o2
{{J’,G/“}+{JJ,G”’}——5”{J’,G’“} . (A2)
N, 3
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2. 3-body operators

2N, +Ny)(Ny— 1

(VAT .G+ {7 AT, G} - —5”{J’ {1.6"}} = N,

) |:{Ji’Jj} _25"1'12], (A3)

{Ta {Gle Gje}} _51]{Ta {Gre Gre}} _N

=g = Sarge). (A4)

(G (.G} + (67 (.G} = S7{G™ 1.6}

_ <N6+Nf)(Nf_
Ny

) [{Jf,G/a} +{JI, G} —géif{J’,Gm}], (AS)
{Gie, {Ta’Gje}} 4 {Gje’ {Ta’Gie}} —%(SU{GM, {Ta’Gre}} — NfN—;l |:{Ta, {Ji"]j}} _%5!']{‘]2’]"(1}] , (A6>

dabc({Jl {Tb G]c}} + {Jj {Th Gtc}}) %5ljdabC{Jr {Tb Grc}}
Nf (Ne + Ny)(Ny -
Ny

{T“ {JL,17}} - 5’J{J2 T} +

2) [{J’ GI*} + {W, G} — 26”{]’ G”‘}] (A7)

3. 4-body operators

dbcd({Gm {G]b {Grc Grd}}}+{G1a {sz {Grc Grd}}}) 251]dbcd{Gma {Gmb {Grc Grd}}}
N2 s (V. 2N, 4 6N 42N, — g [{J’ G} + {0, G}~ 25, G’“}}
8N,
Ny 4N, -2)
4N7

@%ﬂﬂﬁwwam—wﬂwmﬂ (A8)

dabc{{Gib jC} {Gre Gre}} 5l]dabc{{Gmb Gmc} {Gre Gre}}

o %NC(NC + ZNJ‘)( f—
8 N,
N2
4N2

2 {{J’ G} + {1, G} ~ 5”{1’ Gm}}

@%rwnﬂﬂwwm-&wwﬂmﬂ (A9)

dabc{{]i"]j}’ {Tb, Tc}} _l5ijdabc{{‘]r’]r}’ {Tb, Tc}}

(N, +N)(N;—4) o (i 2 )
fvf ! {{T,{J,J}}—?)&{JZ,T}}, (A10)

:4Hﬂﬂ}wwwn wwzuwwﬂ]

dabc{{_]i,]]} {Grb Gn}} 61]dahc{J2 {Grb Grc}}

N;+4
2N,

[WWHﬂmH Mﬂwmm]?wwﬂmwwn"MFm} (AlD)
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{{]i, Gja}, {Gre’ Gre}} + {{]j, Gi“}, {Gre’ Gre}} _ géz'j{{‘]m7 Gma}’ {Gre’ Gre}}

4
_Ny 2
2N

(.G}, (G, G#)) = 36 {I7, G (G, G} =

{{ﬂ, {JL, Gy Y + {J2, {0, G} — %51'1{12, {J, G’“}}} .

Ny-1
Ny

3 o o 2 ..
= ZN.(N, +2N;) {{J’, G} + {11, G} = 25, G’“}}

(A12)

[{{Ji,fj},{Jr,G’“}}—§5i’{12,{f’,Gm}} - (A13)

4. 5-body operators

dabc{{fi,Jj}’ {Jr’ {Tb, Grc}}} _ %tsijdabc{JZ’ {Jr’ {Tb, Grc}}}

Ny—

2 2 a (1i 7j _% ij{Jj2 {j2 Ta
_N—f[{J,{T,{J,J}}} 30 {J,{J,T}}}

| Wt NN, =2)

f igj ro(ra _% ijf 72 r ra
P2 o =S .o

(A14)

{T.{{G".¢"}.{G".G"}}} - %5ij{T”, {{¢". 6"} {6, G }}}

LN, 2N, - 1)

2

-1 AT ) - )

v
3NN, +2N))(N, — 1)
8 Ny

[{T“, (i) - %617{]2, T“}] .

(A15)
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The quadratic Casimir operator of the special unitary SU(N) group is used to construct projection
operators, which can decompose any of its reducible finite-dimensional representation spaces contained in
the tensor product of two and three adjoint spaces into irreducible components. Although the method is
general enough, it is specialized to the SU(2N;) — SU(2) ® SU(N) spin-flavor symmetry group, which
emerges in the baryon sector of QCD in the large-N,. limit, where N ; and N are the numbers of light quark
flavors and color charges, respectively. The approach leads to the construction of spin and flavor projection
operators that can be implemented in the analysis of the 1/N, operator expansion. The use of projection
operators allows one to successfully project out the desired components of a given operator and subtract off
those that are not needed. Some explicit examples in SU(2) and SU(3) are detailed.

DOI: 10.1103/PhysRevD.102.036010

L. INTRODUCTION

The concept of symmetry, and specially gauge sym-
metry, is crucial in elementary particle physics. Early
analyses of atomic spectra successfully implemented the
use of SU(2) representation theory to study the spin of
particles. Further analyses in nuclear physics struggled to
find out how protons and neutrons interact via a strong
force to bind together into nuclei. Promptly, it was
discovered that the strong force had an SU(2) invariance;
it was called isospin symmetry and its irreducible repre-
sentations (irreps) were labeled by isospin 1/2,1,...A
well-known example is the two-dimensional isospin-1/2
representation made up by the proton and neutron.

In the early decade of the 60s of the past century, a large
number of new strongly interacting particles were discov-
ered so it was imperative to classify them. Gell-Mann first
suggested that they could be accommodated into irreps of
SU(3), so he proposed an organizational scheme for
hadrons. It was called the eightfold way [1]; this peculiar
name, presumably, is closely related to the fact that Gell-
Mann mainly used the eight-dimensional adjoint represen-
tation of SU(3).
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Eventually, it was evident that the SU(3) symmetry found
by Gell-Mann was due to the existence of the three light
quarks, u, d, s, which fitted into the fundamental three-
dimensional representation of SU(3). This symmetry has
been since referred to as SU(3) flavor symmetry. Hadrons
were thus organized into SU(3) representation multiplets—
octets and decuplets—of roughly the same mass.

The special unitary group also plays a role in the local
SU3) ® SU(2) ® U(1) gauge symmetry, which defines
the modern standard model (SM) of particles and their
interactions. Roughly, the three factors of the gauge sym-
metry give rise to the three fundamental interactions.
Quantum chromodynamics (QCD), the theory of the strong
interactions, is the SU(3) component of the SM. It is a gauge
theory of fermions—the quarks—and gauge bosons—the
gluons—and stems from the fact that each quark comes in
three completely identical states called colors; the symmetry
is thus referred to as SU(3) color symmetry. Unlike flavor
symmetry, which is an approximate symmetry due to the
relatively small masses of the three light quarks and plays a
marginal role in the SM, color symmetry is exact and does
play a preponderant role. At low energies, the running
coupling constant of the theory is large, and the colored
quarks and gluons must clump together to form colorless
hadrons.

Various attempts have been made so far to construct
grand unified theories of the weak, strong, and electro-
magnetic interactions. These approaches mostly use Lie
groups. Common examples are SU(5) in the simplest grand
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unification theory, SO(10), and E6. Further applications of
SU(N) can also be found in shell models of nuclear and
atomic physics [2,3], the worldline approach to non-
Abelian gauge fields [4-6], to name but a few.

It should be stressed that, despite the tremendous
progress achieved in the understanding of the strong
interactions with QCD, the analytical calculation of the
structure and interactions of hadrons directly in terms of the
underlying quark-gluon dynamics is not possible because
the theory is strongly coupled at low energies. Soon after
the advent of QCD, ’t Hooft pointed out that gauge theories
based on the SU(N,.) group simplify in the limit N, — oo,
where N, is the number of color charges [7]. Baryons in
large-N . QCD were first studied by Witten [8]. Later, it was
shown that in the large-N . limit the baryon sector has an
exact contracted SU(2N ;) spin-flavor symmetry, where N,
is the number of light quark flavors [9-12]. Physical
quantities are then considered in this limit, where correc-
tions emerge at relative orders 1/N,, 1/N2, and so on; this
sequence originates the 1/N, expansion of QCD.

The 1/N, expansion turns out to be quite useful for
studying the interactions and properties of large-N,. color-
singlet baryons at low energies. The construction of the
1/N . expansion of any QCD operator transforming accord-
ing to a given spin ® flavor representation is expressed in
terms of n-body operators O,, which can be written as
polynomials of homogeneous degree n in the spin-flavor
generators. The operators O, make up a complete and
independent operator basis [13]. It should be emphasized
that for baryons at large finite N, the 1/N, operator
expansion only extends to N .-body operators in the baryon
spin-flavor generators. Although straightforward in princi-
ple, the reduction of higher-order operator structures to the
physical operator basis turns out to be quite tedious due to
the considerable amount of group theory involved. The fact
that the operator basis is complete and independent makes
those reductions possible.

Here is precisely where the aim of the present paper can
be delineated: to present a general procedure to construct
projection operators in SU(N) out of the corresponding
Casimir operators. The projection operators so obtained
act on tensor operators that belong to tensor products of
adjoint representation spaces, decomposing them into
different operators with specific quadratic Casimir eigen-
values. The applicability to the 1/N . operator expansion is
immediate. The cases of physical interest for Ny =2 and
N; =3 are worked out to show the usefulness of the
resultant projectors. In passing, it can be pointed out that
the method is not limited to the 1/N, expansion, but it can
also be used in shell models of atomic and nuclear physics;
in this case, the projector method allows one to construct
tensor operators which, with the aid of the Wigner-Eckart
theorem, can be used to calculate transition amplitudes. The
worldline approach to non-Abelian gauge fields is also
another area where the projector method can be adapted to

fit there. All in all, the method shows some potential
applicability in areas where the SU(N) group is involved.

The organization of the paper is as follows. In Sec. II,
some theoretical aspects of the SU(N) group are briefly
summarized, starting with some rather elementary concepts
and definitions, which are provided to set notation and
conventions. A key feature in the analysis is the definition of
the adjoint space and the tensor space formed by the product
of n adjoint spaces. The latter can always be decomposed
into subspaces labeled by a specific eigenvalue of the
quadratic Casimir operator of the algebra of SU(N). The
procedure to do so is discussed at the end of this section, and
the defining general expression of the projection operator is
provided. In Sec. III, the projection operators for the tensor
product space of two adjoint spaces are constructed explic-
itly. The properties that by definition projection operators
are demanded to fulfilled are rigorously verified. The
particular case N = 2 is also discussed at the end of this
section. In Sec. IV, the projection operators previously
defined are specialized to the SU(2N) spin-flavor sym-
metry group, which breaks to its spin and flavor groups
SU(2) ® SU(N;). Consequently, the spin and flavor pro-
jection operators are constructed and readily applied to the
1/N. operator expansion. In Sec. V, the method is outlined
for the tensor product space of three adjoint spaces. In this
case, the explicit construction of projection operators
becomes a rather involved task, so only a few examples
are detailed. Some closing remarks and conclusions are
provided in Sec. VI. The paper is complemented by
two appendices, where some supplemental information is
provided.

II. PROJECTOR TECHNIQUE FOR SU(N)
ADJOINT TENSOR OPERATORS

To start with, a salient definition is that of a Lie group.
It is defined as a group in which the elements are labeled by
a set of continuous parameters with a multiplication law
that depends smoothly on the parameters themselves [14].
A compact Lie group, on the other hand, is a Lie group in
which the parametrization consists of a finite number of
bounded parameter domains; otherwise, the group is
referred to as noncompact [15]. The SU(N) group of all
complex unitary matrices of order N with determinant 1
and the SO(N) group of all real orthogonal matrices of
order N with determinant 1 are two well-known examples
of connected compact Lie groups.

The elements of a Lie group can be written as

exp [i;ﬂ“X“} , (1)

where %, a = 1, ..., N are real numbers and X¢ are linearly
independent Hermitian operators. Hereafter, and unless
explicitly noticed otherwise, the sum over repeated indices
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will be implicit. The X“ are referred to as the generators of
the Lie group and they satisfy the commutation relations

[Xa,Xh] — l'flthXL" (2)

The ¢ are referred to as the structure constants of the Lie
group. The vector space f“X“, together with the commu-
tation relations (2), define the Lie algebra associated with
the Lie group.

The generators satisfy the Jacobi identity,

(X, [X?, X¢]] + cyclic permutations = 0, (3)
which in terms of the structure constants becomes
[fbee pacg 4 gabe peeg 4 fpeae pbeg — (), (4)
The quadratic Casimir operator is defined as
C=X°Xe, (5)
so that
[C,X“] =0. (6)

As for the SU(N) group, let T* be operators that generate
the Lie algebra of the group. There are N> —1 of such
operators, which serve as a basis for the set of traceless
Hermitian N x N matrices. The generators satisfy the
commutation relations

[Ta’ Tb} — ifabCTC, <7)

where a, b, ¢ run from 1 to the dimension of the Lie algebra
of SU(N), i.e., from 1 to N> — 1.

In the fundamental representation of SU(N), the nor-
malization convention usually adopted for the generators
reads

1
Tr(T*T?) = E5“”, (8)

so in this convention the £ are totally antisymmetric with
respect to the interchange of any two indices.
Let T4 define a set of operators such that

T3 = i, ©

i.e., the structure constants themselves constitute a matrix
representation of the operators. The representation gener-
ated by the structure constants is called the adjoint
representation.

An SU(N) adjoint operator Q“ can thus be defined, such
that

79, Q"] = if Q. (10)

The operators Q¢ can make up a basis for the carrier space
where the generators of the Lie algebra of SU(N) in the
adjoint representation act [15]. If 79 are taken as the
generators in the adjoint representation, relation (10) is
equivalent to

T40" = if*c Q. (11)

Hereafter, the carrier space generated by the operators Q¢
will be referred to as the adjoint space and will be denoted
by adj = {Q“}.

Another tensor space of interest is the one formed by the
product of the adjoint space with itself n times. It is denoted
by [, adj ®. This space can usually be decomposed into
subspaces labeled by a specific eigenvalue of the quadratic
Casimir operator C of the Lie algebra of SU(N). The
decomposition can be achieved by adapting the projector
technique for decomposing reducible representations intro-
duced in Ref. [16]. Following the lines of that reference, the
sought projection operators ") are thus constructed as

k C—
S

Cim = C,

where k labels the number of different possible eigenvalues
for the quadratic Casimir operator and c,, are its eigen-
values given by [17]

cm:é{nN—’;;JrZr?—Zc?], (13)

where 7 is the total number of boxes of the Young tableu for
a specific representation, r; is the number of boxes in the ith
row, and c; is the number of boxes in the ith column.

From the defining expression (12), it can be inferred that
if [[7_, Qi is an SU(N) tensor operator, where each Q'
satisfies the commutation relation (10), then

Pplm) H Q= Qun, (14)
i=1

where the tensor Q%% is an eigenstate for the quadratic
Casimir C with eigenvalue c,,,

CQal...an — CmQalma"- (15)

In the following sections, the decompositions of the
tensor spaces adj @ adj and adj @ adj ® adj will be
carried out by using the projector technique described
above.
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III. PROJECTION OPERATORS IN THE TENSOR SPACE adj ® adj

The Young tableau for the adjoint representation is given by

) 1] 2
adj =
2
N—1
The tensor space adj @ adj decomposes as
, _ 1] 2 1|23 123 12|34 1] 2
adj @adj =1 & 2 @ @ 53] 3]
2 2 2| 3|4 2 | 3 2 | 3
3 3|4 3| 4 3
N-2
N1 N—1| N N—1| N N—2

In the notation of Ref. [13], the above irreps are
designated by

adj @ adj=1@® 2adj @ as @ 5a ® 5s ® aa, (16)
so this convenient notation will also be used here.

The quadratic Casimir eigenvalues for each representa-
tion in the decomposition of adj ® adj are obtained from
Eq. (13) and are listed in the second column (from left to
right) of Table I.

Since five different eigenvalues are available, the pro-
jectors in Eq. (12) are computed as

ay — (11C+ (12C2 - (X3C3 -+ C4

plm) —
H?:l(cm - Cn,»)

. Cp FCyyn (17)

(18a)

Ay = Cn|cn2 Cn3 cn4’
QA = Cp,CpyCpy + Cp CpyCyy + Cp € Cy + CpyCp Coys (18b)

a = cnlcnz + cnlcn3 + Cnlcn4 + ancn3 + Cn20n4 + Cn3 Cn4’

(18¢c)
and

(18d)

A word of caution is in order here. The defining
expression of Pplm) Eq. (12), and its subsequent version

A3 = Cy + Cp, + Cpy +Cpy,.

for the tensor space adj ® adj, Eq. (17), impose the
condition ¢, # ¢, in order to avoid singularities.
Particularly, note that as and 5a are complex-conjugated
representations, so they share the same eigenvalue of the
Casimir operator, ¢, = 2N, according to Table I. For this
reason, it is not only convenient but also necessary to
construct a projection operator that comprises both repre-
sentations, as it is described below.

On the other hand, a complete determination of C
demands the evaluation of the generators 7%, that act in
the tensor space adj ® adj. In terms of T,, they are
given by

5, =T¢1+1QT4. (19)
Therefore,
C=T3,T3,
=TT @1+ 1QTT,+2T{®T4. (20)

Since T4T¢ is the quadratic Casimir operator for the
adjoint representation, then by Schur’s lemma

T9T4 = N1. (21)
Thus,
C=2(NT®@T1+T{®TY). (22)

The action of C on a tensor operator Qll71 gz yields,
according to Eq. (11),
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TABLE I. Quadratic Casimir eigenvalues and projectors cor-
responding to each representation in the decomposition of the
reducible tensor representation adj ® adj.

Rep Eigenvalue Representation
1 co=0 1
adj ¢, =N 1] e
2
3
N-1
as @ sa ¢y =2N 112l s 1] 2] 3
2]
2 2 3 4
3 4
N-2
N-1| N
ss c3=2(N+1) 1 lalsla
2 3
3 4
N-1| N
aa cy =2(N-1) 1] 9
2 3
3
N-2

CQ?I gz _ 2(N5b1a,5b2a2 _fb,aleszaze)Qtlll tzlz_ (23)
Therefore, in components, C reads

[C]a1a2b1b2 — 2(N5b1a15b2a2 _ FblaleaZ)

4 [N?

= — |—ghaighar _ ghbygaiar 1 ghiaz ghra
N|2
_ 2(Db1b201¢12 — Db1a2b2‘11)’ (24)

where the second equality follows from the identities listed
in Appendix A. For the ease of notation, the symbols
Faabibr and D@192b1b2 have also been introduced; they read

Fambiby — paiase fhibse, (25a)
Daazsbiby — garaze gbibre (25b)

where the fully symmetric coefficients d*1“2“ read
doraes — ;LTr({T“I Ty, (26)

Additionally, let us also define the operator G acting on

bi by
' Q5" with components,

[G]alazblbz = —Fabab; (27)

so that the quadratic Casimir C in Eq. (22) can be
rewritten as

C=2(N+0G), (28)
and powers of C are straightforwardly obtained as
C? = 4(N* +2NG + G?), (29)
C? = 8(N? +3N>G + 3NG? + G¥), (30)
C* = 16(N* +4N3G + 6N>G* + 4NG> + G*). (31)

By making use again of the identities listed in
Appendix A, the powers of the operator G required in
the analysis are explicitly given by

[GZ]a1a2b1b2 _ % (25d1025b1b2 + 5411 §a2br + 5(11172502171)
N ajarb,b ayabib
o (Fashit g pacshitn), (32a)
[G3]ﬂlazblb2 — _N5l11025b1b2 _ 1 (Ftl]b]llzbz + Ftlzb]ll]bz)
2
N2
_ = (Falazb]hz + Danazblbz), (32b)
and

1
[G4]a|a2b|b2:(N2_|_1)5a|a25b1h2 +§(5u]b|5a2b2 +5u2b|5u]b2)

N? 1
g PO N (N +4) Db (320)

All the necessary powers of C involved in Eq. (12) are
now explicitly determined, so the projection operator P,

corresponding to eigenvalue c,, of C, can be evaluated. For
instance, for ¢y = 0,
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ay — a1C + a2C2 - (X3C3 + C4

PO = 4,(0-¢)
_ _NG+2G° NG - 26" (33)
NAN? - 1)
where
a = SN2(N? — 1), (34a)
ay = 4N(SN2 = 3), (34b)
@ — 18N? — 4, (34c)
and
as = TN. (34d)
Thus,
[PO)]a1asbiby — s ghiba, (35)

N2 -1

The procedure can be repeated for the remaining four
eigenvalues, which yields the projection operators

N

(1)1ayarby by —

D@abiby lF”lazble (36)
N 9’

1 1
(2)1a1a201b, _— — 5a1b15a2b2 _ 5a2b]5a1b2 _ _Falazb]bz
[Pt = L ) - L pasn,
(37)
N+2
[73(3)}“1“2171172 —__ ~ (501b15azb2 + 5azb1501b2)
4N
_ N7—|_2501025b1b2 _ L—MDalaZblbz
2N(N+1) 4(N+2)
+%(Da1b,a2b2 +Da2b]alb2)’ (38)
N-=-2
[73(4)}(11(12171172 . = (5a1b15a2b2 + 5a2b15a1b2)
4N
N-2 N-4
" Ssmaghby " paiabib,
TN - TaN-2)
— % (DalblazbZ + Dazblalbz)' (39)

The above projection operators satisfy the properties
0, m#n
[’P(m)]a]azb]bz’ m=n,

(40)

[’P(m)]alazdldz [’P(n)]dldzblbz — {

which are demanded by definition.

Also, notice that
4
Z [P("’)]alazblbz — 5a1b1532bz’ (41)
m=0

so they constitute a complete set of operators.
Now, given two adjoints Qlf] and le’z, the action of

projectors P") on the adjoint tensor operator Qlf‘ le’z yields

QO = [POIQ, @,

8" 01 05, (42)

TN

[P = [P Q,0,)""
N ay nas 1 aa ay nas
:]\,2_4Dblhzulsz1 Q2 +NFb]b2 1 le 2

43)
QO = [PPIQ, @,

1 1
:E(Q}l]] 1272_ /172 gl)_NFblbzalazQélll gz,

(44)

Q)12 = [PRIQ,0,]""
N+2
= 10y + 010y
__N+2
IN(N + 1)
N4

_ Dﬂlazhlhz ap na
4(N +2) ore:

8" 0105

1
+Z(Db1a1b2a2 +Db1a2b2a1)Q¢111 ;12, (45)

[0W)7P2 = [P Q,0,)"

S+ orel)
+%6blwms

— (DPan . phesta 0o (46)

The operators on the left-hand sides in Egs. (42)—(46) are
labeled by an index that indicates the space representation
they belong to. Therefore, when projection operator P
acts on the tensor product of two adjoints, it projects out
precisely the component of the representation it belongs to.
Two simple examples for N =2 and N = 3 suffice to
illustrate the usefulness of the projection operators so far
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constructed. These examples are worked out in the follow-
ing sections.

A. Projection operators for N =2

SU(2) is the simplest non-Abelian Lie group. It appears
in two scenarios in physics. One is as the spin double cover
of the rotation SO(3) group, and the other is as an internal
symmetry relating types of particles. Explicit realizations of
them are spin and isotopic spin symmetries. The generators
Ji and I¢ correspond to spin and isospin, respectively, and
the corresponding conventional structure constants are €'/%
(i, j, k=1, 2, 3) and €’ (a, b, ¢ = 1, 2, 3), which are
totally antisymmetric.

To construct the projection operators for N =2, an
important issue to be kept in mind is the fact that SU(2)
does not admit representations for the eigenvalues ¢, = 2N
and ¢, = 2(N — 1) of the quadratic Casimir operator in the
space adj ® adj listed in Table I, so the procedure to
construct P must be adapted accordingly because, in
particular, P(!) of Eq. (36) as it stands is ill-defined for
N = 2. Therefore, the procedure must be repeated account-
ing for the eigenvalues ¢, ¢;, and c3 only.

While the projector P is easily obtained as

1
[7)(0)]11](12171172 — §5a1a25h'b2, (47)

P is constructed as

C? = (co + ¢3)C 4 coes

P —
(c1 = co)(cr =)

(48)

From C and C? given in Eqs. (28) and (29) for N = 2, it
follows that

P =—(6C - C?), (49)

0| =

so that

['p(l)]alﬂzblbz — (5alb,5a2b2 _ 5a2b|5a1b2). (5())

| =

Similarly,

[PR)|narbibe :%(5a1h| §4b2 - guabi guiba) _%5u1a25h1hz. (51)

Now, given two adjoints ll" and ng defined in spin

space, for instance, the projectors P©, P and PO,
given by Egs. (47), (50), and (51), acting on the adjoint
tensor operator Qll’l QZZ, project out the / =0, J =1, and
J = 2 spin components of that tensor product, respectively.
Similar conclusions can be reached for isospin space, of
course.

IV. PROJECTION OPERATORS IN SU(2N;) —
SU(2) ® SU(N;) SPIN-FLAVOR SYMMETRY

In the introductory section, it was pointed out that
the baryon sector of QCD has a contracted SU(2N)
symmetry, where N, is the number of light quark
flavors [9-12]. Under the decomposition SU(2N,) —
SU(2) ® SU(Ny), the spin-flavor representation yields a
tower of baryon flavor representations with spins J =
1/2,3/2,...,N./2 [11,13]. The spin-flavor generators of
SU(2N;) can be written as one-body quark operators
acting on the N -quark baryon states, namely,

Nl‘ k
Jk— ;ql; (% ® ﬂ)qa, (52a)
N, ﬂc
T¢ = H1®%=)q,. 52b
>ai(res)s (520)
Nc k C
ke [0 A
= =% )q,. 2
G (Zlq <2®2>qa (52¢)

Here g, and ¢, constitute a set of quark creation and
annihilation operators, where a = 1, ..., N denote the N
quark flavors with spinupanda = Ny + 1,...,2N, the N
quark flavors with spin down. Likewise, J* are the spin
generators, 7¢ are the flavor generators, and G*¢ are the
spin-flavor generators. The SU(2N,) spin-flavor genera-
tors satisfy the commutation relations listed in Table I1[13].

The approach to obtain projection operators discussed in
the previous sections can now be implemented to the
SU(2N;) spin-flavor symmetry to construct spin and
flavor projection operators, which will act on well-defined
n-body operators. For the ease of notation, throughout this
section, lowercase letters (i,j,...) will denote indices
transforming according to the vector representation
of spin and (a,b,...) will denote indices transforming
according to the adjoint representation of the SU(N)
flavor group.

Spin projection operators are easily adapted from
Egs. (47), (50), and (51) as

T
[Pilf)iHO)]Jlj_klk_ _ 5511125k1k29 (53)
TABLE II.  SU(2N;) commutation relations.
[Ji, T =0,
[Ji’Jj] = l'(-:ijk.]k, [Ta, Tb] _ ifabCTC,
[Ji7 Gja] - l'eijkaa7 [T“, Gib] _ l'fachic7
[Gi“, Gjb] _

i sij pabece _ i sab ijk 7k i qijk jabe (ke
707 f T+2Nf5€ JE +5e7tdeGre.
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[P(J:l)]jljlklkz _

spin

(5]1k15j2k2 - 5j2kl5jlk2)’ (54)

N =

[P(J:2)]j|j2k1k2

spin

= _(§/|k15/2k2 + 5/7k|5}1k2) __5k ky iz
2 3

(55)

As for flavor projection operators, the tensor product of
two adjoints can be separated into an antisymmetric and a
symmetric product, (adj ® adj), and (adj® adj)g,
respectively. In the notation of Ref. [13], these products
are written as

(adj ® adj), = adj & as @ Sa (56a)

and
(adj @ adj)s=1@® adj ® 5s ® aa.  (56b)

Thus, the explicit forms of flavor projection operators
read as

(1) qaraxbiby 1 ayay Shiby
Phavor] *Wfs 207172, (57)
(adj)qarazbyb 1 ayac ¢ Nf aa,c c
[Pﬂav{)r] ! IZZN—fflszlb2 +ﬁd12db1h2’
(58)
[P (as+5a ]alazblbz = _ (5alb15azb2 — 5azb1501b2)
flavor 2
_ = fajarc £bybyc 59
TRAGTALS (59)
; N, +2
(55) qaraxbiby / a,by sarb ayby sab
=L (§Nb1§%b2 O%b1 5102
[Pﬂavor] 4 Nf ( + )
_Nfi_'—zgalaggblbz
2N,(N; + 1)
— M dalazcdbleC
4N, +2)

1
+ Z (dalblcdazbzc + dazblcdalbzc)v (60)

Ny=2
in(éalluauzbz + §bigarbr)
Np=2
2Nf(Nf -1)
Nyp—4
4(N;—2)

(@a) yayaybyby
[Pﬂavor] -
5412 5b1b2
dalaszblsz

+

_%(dalblcdazbzc + dazblCdﬂlsz)' (61)

It should be remarked that the first and second summands
of Eq. (58) define the antisymmetric and symmetric
(adj)yayazbyby
components of [Py, '] , respectively.
Let us also notice that

5§ aa) qajab 1
[,Pglav)or + ,PE'IaVZ)r] il = E (5a1h|5a2h2 + 5a|h25a2h1)

_ ;501025171}72
NZ-1
Nf da,azcdb hzc (62)
N2
-

Implicit forms of the projectors (59) and (62) can be
inferred, respectively, from Eqs. (Al3) and (A17) of
Ref. [13]. Both approaches yield the same results.

A. Applications of spin and flavor projection
operators in the 1/N, operator expansion

The way spin and flavor projection operators work can
be better seen through a few examples. For definiteness, the
analysis can be confined to the physically interesting case
of N = 3 light quark flavors; thus, the lowest-lying baryon
states fall into a representation of the SU(6) spin-flavor
group, which decomposes as SU(2) ® SU(3).

For the SU(3) flavor group, the adj, as + Sa, and Ss
representations are the 8, 10 + 10, and 27, respectively,
while the representation aa does not exist. In consequence,
it can be shown that

P 0,0, =0 (63)

for SU(3). '
First, let us analyze the two-body operator J/1 J72, which
is a spin-2 object. It can be written as
T ...
JivJi2 25{111’_]/2} _|_§[]Jl’.]/2]' (64)
Projecting out the / =0, J = 1, and J = 2 components
of this product of operators is straightforwardly done with

the help of projection operators (53), (54), and (55). The
spin projections for the operator J/1J/> read

3 S 1
{Pilj)i,no)]klkzjljz (J]ljjz) — §5k1kz_]2’ (653.)
[ng;l)]klkzjljz (JJIJJZ) — %eklkziji’ (65b>
and
1 1
(PU=D ks g i) — b TRy —2ak 2 (650)
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whereas the nonzero spin projections of the anticommu-
tator and commutator in Eq. (64) read

[Pg;m]klkzm{ﬂl i) = %5/(1/(2]2’ (66a)
[PUDkeiiz i gin} = (g, Jlo) — 5" 2, (66D)
and

[Py 1R i g = dekkiigi, (66c)
where J? = J'J!. The consistency between these relations

can be checked by a simple inspection.

Less trivial examples are found when spin and flavor
are simultaneously involved so the corresponding projec-
tors can act in conjunction. For example, the operator
X Uib)(2b2) — {Gjlbl’ szbz} + {Gijl’ Gjlbz} is a spin-2
object and transforms as a flavor 27. Projecting out the
|

spin J =0, J = 1, and J = 2 components of this operator
yields

[P(J;O)]k1kzjljz ({Gj,bl , ngbz} + {Gjle’ GJah })

spin

2 : 4
— §5k1k2{sz1 , Glbz}’ (67)

[p(ffl)]klkZ-iljz({Gjlbl’szbz} + {Gjle’Gijl}) =0, (68)

spin

and

[P(J;Z)]klkzjljz ({Gj]bl , szbz} + {Gj]bz’ GJ2h })

spin

— {leb] , szbz} + {lebz’ szbl}

2 ) .
_ géklkz{Glb] , Glbz}‘ (69)

Now, the flavor 1, 8, 10 + 10, and 27 components of

XUib)(2b2) - for each spin, can be straightforwardly pro-
jected out. The J = 0 projections read

PRI B [P (G, G 4 (G, GR ) = 2 s gne (G, G}, (70)
PRI [P I ([GH, G} 4 (G, G }) = Shadnancahne (G, G}, (71)
Pl 1B P (G, GRY 4 {6, G ) =, (12)
(o1 [P&i&r]“‘“zblb2<{6-ﬁbl G} + {Gflhz G})
§[5k1k2{Gm1 Gia} — 5k kzéalaz{Gtc G} — 5k ky Jarase by bzc{thl Glbz}] (73)

the J = 1 projections vanish, and the J = 2 projections become

[Pl 1 Pl " (GI11, G2} {Gflbz G=})

spin

85a1a2[{Gk 1bs szb,} + {Gkoc lec}

5k kz{Gtc Gtc}] (74)

[P(J;Z)]k]kzjljz [ngai/or]aIHZb]bz({Gjlbl i szbz} + {Gjlbz, GJiah })

spin

3 2 o
— gdalazcdblbzc[{cklhl , szbz} + {lebz’ Gk2h| } _ g5k|k2{sz] , szz}]’ (75)
[Pl 1 Pl (G G} 4 (G2, G0 ) =, (76)

[,P(J_:2)]k1kzj'1/2 [Pgizl)or]mazb]bz({Gjlb, szbz} + {G.flhz, Gib })

spin

_ {Gk1a1 Gk2a2}+{Gk1a2 Gk2al}

3
Sda‘a’cdb chHGk 1by szbz} 4 {Gk 1by sz 1}

5k k2{Glal Glaz}

5a1a2 [{lec Gk2c} 51{ kz{Gzc Gtc}]

51( k7{G1b] szz }] (77)
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In particular, both sides of Eq. (77) are spin-2 objects and
transform purely as flavor 27 tensors, i.e., their spin 0 and 1
components and their flavor singlet and octet components
have been properly subtracted off by using the appropriate
spin and flavor projectors. Operators of this kind appear in
the analysis of baryon quadrupole moments [18].

V. PROJECTION OPERATORS EXTENDED
TO THE TENSOR SPACE adj ® adj ® adj:
A FEW EXAMPLES

Projection operators defined in the tensor space adj ®
adj @ adj can be obtained by extending the approach used
in the construction of the corresponding ones in the tensor
space adj @ adj. The starting point is the decomposition
of the tensor product adj ® adj into the irreps indicated in
Eq. (16), so the tensor product of the adjoint representation
and each of these irreps can be evaluated.

The simplest construction is the tensor product of the
adjoint and the singlet representation 1, ie., 1 ® adj =
adj. Therefore, the projector

[p(adj)]a1a2a3b1b2b3 = S Ma§bibyghsas (78)

N2 -1

acting on the tensor operator Qll71 QZZ Qé’3 yields

N2 _ léalazQi‘QE 23’ (79)

which transforms as an adjoint operator.
Increasing complexity can be found in the tensor product
5s @ adj, which can be represented by

1 2 3 4 . 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
® adj = &) &)
2 3 2 3 4 2 3 2 3 4 5
3 4 3 4 5
N—1| N |[N+1 N—-2|[N—1
N—1 N N—1 N—1 N [N+1
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 1 2 3 1 2
® 2 (&) ©® ©®
2 3 2 3 4 2 2 3 4 2
3 4 3 4
N—-1| N N—2 N—1
N—2|[N—1 N—-1| N
N—1

Let T4, denote the generators for the tensor product
space ss ® adj. These generators are given by

78, =POT, ® 1+ P8 @ T4, (80)

where T4, are defined in Eq. (19). Accordingly, the
quadratic Casimir operator reads

C=POT T, ®1+2PT4, T4 + P @ T4T4,
(81)

whose explicit form in components becomes

[
[C]a1a2a3b1b2b3 — (3N 4 2) [P(I%)}alazh,hzéa;h
_ 2{[’])(3)]a1a2b2€F€b1ﬂ3b3 4 (bl N bz)}’
(82)

which follows from the use of the identity
[P(3)]ala2d]d2Fdlbld2b2 _ _[7)(3)](1[“2})[[72’ (83)

along with Eqs. (21) and (24).

The eigenvalues of the quadratic Casimir operator for
each representation are displayed in Table III. Following
relation (12) and gathering together partial results, the
corresponding projection operators are
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TABLE II. Quadratic Casimir eigenvalues for the representations obtained in the tensor product 5s ® adj.
Eigenvalue Representation Eigenvalue Representation
co=3(N+2) L2l sl als 6 €3 =3N+2 1]2]3]4
2 3 4 2 3 4
3| 4
N—-1| N |[N+1
N—-2|N-1
N-1
e =3(N+1) 1]2(3|4]5 1123 5 ¢4 =2N 1213 1123
@ 2]
2 3 2 3 4 2 2 3 4
31415 3| 4
N—-2|N—-1 N-2
N-1 N—1| N |[N+1 N-1| N
e, =2(N+1) 112l s 4 cs=N 1| 2
213 2
N-1| N N-1

IE-1(en — ) -
i=1 m n;
where the coefficients &; read
Ay = Cp, CpyCpyCpy Cys (853)
A = Cpy CpyCpyCy + CnyCnyCny Cns + CnyCnyCny Cng

+ CnyCny CnyCns + CnyCny CnyCnso (SSb)
Ay = Cpy CpyCpy + Cn CnyCy + CnyCnyCny + CnyCnyCay

+ CnyCnyCs + CnyCnsyCns + CnyCny Cng

+ CnyCnyCns + CnyCnyCns + CnyCnyCnss (850)
A3 = Cp Cp, + Cpy Cny + CpyCny + CnyCny + CnyCny

+ CnyCny + Cny Cny + Cn,yCy + CnsyCns + CnyCns» (85d)

and

Gy = Cp, + Cpy + Cpy +Cyy + (85e)

The powers of C required in Eq. (84) are obtained as

C =aE,+2E,, (86a)
C? = a’Ey + 4aE, + 4E,, (86b)
C?® = &®Ey + 64*E, + 12aE, + 8Ej3, (86¢)
C* = a*Ey + 8a’E, + 244*E, + 32aE; + 16E,,  (86d)

and

C’ =a’Ey+ 10a*E,| +40a’E, + 80a’E; + 80aE, + 32Es,

(86e)

with a = 3N + 2 and
[Ed“lazaﬂ’lbzl” _ [P(3)]a1a2b1b25a3b3’ (873)
[E,]rashibabs — [PR)|araxdids [T]didsashibabs (87b)
[E,)1aaasbibaby — [Pl)|aardida 72 didsashibabs - (87c)
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[E3]a1a2a3b1b2b3 — [P(S)}alazdldz [T3]dld2a3b1b2b3’ (87(1)

[E4}a|a2a3h|b2h3 _ [73(3)]alazd1dz [T4]d1dz(l3b1h2b3’ (87¢)
and

[Es]a,a2a3b1b2b3 _ [7)(3)]ulazd|dz [Ts]d1d2a3b1b2b3' (87f)

Here E, represents the identity for the tensor product
space under consideration and the tensor [T]¢1%43b1b2bs jg
defined as

ayayazb byby _ [a alajayazbybybs
(7] [T5, ®T4]

— _Fa]b|a3b35a2bz — Fa2b2a3b35albl . (88)

The final expression for the projectors P can be cast
into the compact form

= 1 m m m m
P(m):h—[ é )Eo‘l‘eg )E1+€g )Ez‘l‘eg )E;

+e"E,+eMES), (89)

where the coefficients #,, and e are listed in Appendix B.
|

A long and tedious but otherwise standard calculation is
required to prove that

[’f)(m)]alazazdldzd3 [ﬁ(n)]d1d2d3b]b2b3

0, m+#n
- [75(’")]“1“2“3’711?2/73, m=n (90)
and
5
Z [’f)(m)]alaZa}bleb} _ E81ﬂ2a3b1b2b3. (91>

m=0

A. An example of projection operators in SU(2)
In this case, the projector P corresponds to the repre-
sentation with spin-2 givenin Eq. (51). Therefore, the projector

PO which, according to Table III, corresponds to an adjoint
representation (spin-1 with three indices) and is given by

73(5) _ €E)m)EO + €ES)E1 + 6%5)E2 + egS)E3 + 655)E4 + eéS)ES
hs

_ —4E, +4E; +9E; — E, — 2E;
a 210 '

(92)

Using the expressions for E; given in (87a)—(87f) for
N =2, PO in components can be rewritten as

3 1 3
[P adaasbibabs — Eaalazablbmw +55 {snagnbrghibs 1 smagabighbs 4 (a),by) < (ay,by)}

1
—E{5a3h25u1025h‘b3 4 S581bs §aacs gbiba 4 (017171) PN (az’ bz)} (93)

B. An example of projection operators in SU(3)

Formally, given three SU(3) adjoints Q7', 05, and O,
the tensor product between them, Qf' 05°05’, possesses all
flavor 1, 8, 10+ 10, 27, 35 + 35, and 64 components.
Operators transforming in the flavor 64 representation, for
instance, are relevant in the analysis of baryon mass
splittings of the spin-1/2 octet and spin-3/2 decuplet
baryons in the 1/N,. expansion combined with perturbative
flavor breaking at order O(e?), where € ~ m; is a (dimen-
sionless) measure of SU(3) breaking [19].

In order to subtract off all but the flavor 64 component,
the projection operator P, for m =0, is constructed
following the lines of Eq. (89); this procedure leads

to ﬁg,)or. The eigenvalue of the Casimir operator is

I
co =3(N;+2), and the corresponding Young tableau
can easily be obtained from the corresponding one depicted
in Table III for N, = 3.

Let Q(® be the operator that transforms as a genuine
flavor 64. It is thus given by

[Q(64)]a1a2a3 _ [Ifjg;iz)rQl 0, Q3]a|uza3 ) (94)

The projection operator 751(16;3” itself has a rather involved
form, containing several hundreds of terms. Because of the
length and unilluminating nature of the resultant expres-
sion, it iS more convenient to list a few components of
0% For instance,
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and

1
(O] = =5 13010301 — V3010303 - V30{030; - V3010305 - V3010101 + 300503

[Q(64))383

[QOH]333 =

(09333 =

+301030% + V300103 - V3010303 - V3010503 + V3010]03 + 3010503

+3010303 - V3010303 - V3010301 + V3010503 + V30[0]03 + 3010303

— V301,01 + V300305 - V3010301 - V3010501 - 9010501 - V3010501

+ V3010304 - 9010304 - V3070305 - V301030 - V3010301 - V3010507

— 9010303 - V3010503 - V3010105 - 9010303 - v3010,05 - V3010305

+V3080308 - V30[0305 - V3070308 + V3070505 - 9070508 - 9070508

~ V301005 + V3010305 + V30]030] + V3010301 - V30]030] + V301030
—9010]01 —90]0301 + 3010305 + 3010303 + 3010305 - 9010303

— 9070305 - 9070505 ~ 9010305 + 270103 03]. (95)

1
= 12g (010205 + 010305 + 010305 + 010303 + 010303 + 010305 + 3010503

~ 5010303 - 5070305 - 5010501 - 5010305 + 15010305 - 5010301

— 5010301 - 5V3010105 - 5V3010301 - 5010303 - 5010303 - 5V3010303
—5V3010303 - 5070308 - 5010508 + 5V3010305 + 53070508 - 5010307

- 501010} +5v30{0]0} + 5v30] 0§01 + 15070305 - 5v301030%

- 5V3010303 +5V301050% + 5300105 + 15010308, (96)

1
W[—MQ?Q;Q; +308040} +30]030} + 301050} +30]0]0} - 3v301 030}

- 3V3010303 - 30{010% + 3070303 + 3070503 - 3010103 - 3vV3010303
+7V3010305 - 7010303 - 7010303 + 7010303 + 70{0303 + TV3010303
+3070,01 - 301030 - 7010304 - 7010301 - 301030} + 30{ 050}
-3010;01 - V3010305 + 3010103 + 3070303 - 7070301 - 7010303

- V3010303 + 3010503 + 3010503 - V3070503 + 3010105 + 3070305
+7070308 +3010308 + 301030 + 7010505 - V3010305 - V3010508
+3010,0] - 3010301 +70{0;01 - 3010305 + 3010305 + 7010303

- V301010] - V30]030] - 3V30] 0,05 - 33070308 + 7V30] 0308

— V3010508 — V3070308 — V3080508 — v30]0]08% + 3v305 0504, (97)
1
T3¢ ["2501010} - 25010304 - 2501 030F - 2501 0303 — 2501 0303 — 2501 0303

+51010301 - 010303 - 010303 - 070305 - 010303 + 3010303 - 01030}

— 010305 - V3010501 - V3010305 - 0]0303 - 0]0303 - V3010303

~ V3010305 - 0710305 - 010508 + V3010508 + V3010508 - 0]030]

- 01030 + V301010 + V3010307 + 301030} - V3010303 - V3010304

+ V307080 + V3070108 + 301 030%]. (98)
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Note in expressions (95)—(98) the symmetry under inter-
change of any two flavor indices, as required for flavor-64
operators.

Returning to the issue of the analysis of baryon mass
splittings in the 1 /N . expansion combined with perturbative
flavor breaking at order O(e?) [19], relations (95)—~(98) can
be adapted and used in the evaluation of operator structures
such as the three-body operator {79, {T?, T¢}}, or even
higher-order operators such as {T% {T? {J),G"}}},
{1, {{J,G"*},{J/,G/*}}}, and so on. Therefore, the
method introduced here becomes a useful tool to effectively
project out spin and flavor representation components in the
analysis of large-N . baryons.

VI. CONCLUDING REMARKS

In this paper, the quadratic Casimir operator of the
SU(N) group is employed to construct projection operators
that can decompose any of its reducible finite-dimensional
representation spaces contained in the tensor product of two
and three adjoint spaces into irreducible components. The
method was first introduced for the Lorentz group in
Ref. [16] and has proven to be quite effective for SU(N).

The projection operators were computed first for the
tensor space adj ® adj. For N > 3, there are five irreduc-
ible representations contained in adj ® adj, with well-
defined eigenvalues of the Casimir operator C. This
information is summarized in Table I. The corresponding
projectors are explicitly given in Egs. (35)—(39). For the
tensor space adj ® adj @ adj, the complexity raises
considerably, so only the subspace 5s @ adj is studied
in detail. This information is summarized in Table III. The
corresponding projectors are provided in Eq. (89).

Although the method is general enough, it is specialized
to the SU(2N;) — SU(2) ® SU(N;) spin-flavor sym-
metry. The approach thus leads to the construction of spin
and flavor projection operators, which can be implemented
in the analysis of the 1/N,. operator expansion. The use of
projection operators allows one to successfully project out
the desired components of a given operator and subtract off
those that are not needed. To exemplify the method, the
projection operators are applied to adjoint tensor operators
with two and three flavor indices which, for SU(3), fall
into flavor-27 and flavor-64 representations, respectively.
The projectors effectively project out spin and flavor
representations of operator structures present in analyses
of baryon mass splittings or baryon quadrupole moments,
for instance.

The applicability of the approach is not limited to
large-N. QCD. The approach presented here paves the
way to potential applications in shell models of atomic and
nuclear physics to construct tensor operators which, with
the aid of the Wigner-Eckart theorem, can be used to
calculate transition amplitudes. Further applications to the
worldline approach to non-Abelian gauge fields should
also be seriously considered. In particular, for models that

require the construction of a Hamiltonian with an SU(N)
symmetry, the method can provide a mechanism to obtain
the different irreducible contributions of the operators that
appear in such a Hamiltonian. This way the relevance of
each different contribution to the spectra can be studied.
A clear example can be found in the interacting boson
model of nuclear physics [20].

A well-known procedure advocated in the literature to
deal with the direct products of irreps of SU(N) (mosty for
N = 2 and 3) is based on the derivation of Clebsh-Gordan
(CG) coefficients, either analytically [21,22] or numerically
[23]. CG coefficients arise in the decomposition of the
tensor product of the representation spaces of two irreps of
some group into a direct sum of irreducible representation
spaces. The utility of CG coefficients in characterizing
hadronic decays is irrefutable. States are usually labeled by
IN,Y,I,15), where Y and I stand for hypercharge and
isospin, respectively, and /5 represents the third component
of isospin. The method discussed here encodes the infor-
mation on these coefficients in the components of the
projectors, although there is neither an obvious nor a direct
relation between them. For example, for SU(2), in order to
find the relations that connect the CG coefficients with the
projectors, the first step would consist in changing, after
projection, the spin generators to a spherical tensor basis.
Afterward, the CG coefficients could be found. In appli-
cations where there are operators that satisfy Eq. (10), the
method presented here has the advantage of working
directly with these operators rather than the states men-
tioned above. In contrast, using CG coefficients requires to
change first to a basis where these coefficients are defined.
In addition, the projector method gives general expressions
in terms of the f*¢ and d“*° symbols, without having to
specify a value of N.

To close this paper, it should be pointed out that, for a
given representation, constructing the whole set of projec-
tion operators might seem uninviting for computational
difficulty; nonetheless, the technique represents a powerful
tool to project out flavor components rigorously.
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APPENDIX A: IDENTITIES INVOLVING
STRUCTURE CONSTANTS OF THE LIE
ALGEBRA OF SU(N)

In this section, some relations between the structure
constants of the Lie algebra of SU(N) used repeatedly in
the present analysis are provided. The list by no means is
exhaustive, but it ranges from the Jacobi identity up to the
product of 8 f’s. The relations read

Fa1a2b1b2 4 Fb1a1a2b2 4 Fa2b1a1b2 — 0’ (Al)
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) and
Fu|a2h|b2 — N (5a|h| 5112172 — 5‘111725‘12171)
+Da1b|azb2_Dalbzazb1’ (AZ) hs:N(N+1>(N—|—2)(N—|—3)(2N+3),
Faieiaer — N(Sa]az’ (AS)
N and the latter is given by
Faiweie; pbieibyey — —_ pajasbib, A4
5 : (A4)
Dalazglngb]e]bzez — EDalazble (AS) e(()o =0
2 : ’
1 1 e = _N(N + 1)(N +2).,
Darermes Fhieiber _ saray ghiby _ §5a|h|5uzhz _ 55%’?25&2’11 go 2N3 + N? — 6N — 4,
, ") = 2N(5N +6),
N biby, L N”—8 b 0
+— 1 D®abiby o T N Farbrazby 34(1 4(4N+ 3),
NF“ byarb A6 6(0 s
_Z k) ( ) e, 1 = s

= 16N(N? + 3N +2),

5
0
1 1
Faeiaes pbieibrer — saar gbiby | — saibygasby  _ saibs saby
2 2 e, =—8<N3 7N2—18N—8),
3
5

)
)
) _
) _
) _
)
)
) _
)
_l_g(Dalazblbz 4 Fala2blb2)’ (A7) D = —8<5N2 6N — 12),
4 el!) = —64N,
Fa|e,azezFe|e3eze4Fb|e3bze4 e 1) — _32’
N> e) =0
= N§hwghibr 4 ——_ (pDaraxbiby 4 pajabyby 0 ’
+5 * ) e’ = —8(N + 1)(N +2),
1 ) _ 2
+7(Falb|llzh2 +Falbzdzb|)’ (Ag) 622 (SN +9N+2),
2 Y = —4(2N? = 9N - 12),
FalelblezFa233bze4Fe3e5e4e()Fele5eze(, 6%2; = —8(3N - 1),
2
_N2+6 IN? + 4 3 es. =16,
+ 5a1a75b b, + 7+5a1b15a2b2 + Zﬁalbzaazb, (()3) - 2N(N2 L3N+ 2)
e = 3 2
N(N2+2) b b wabib 1 = —-5N° — 5N +10N+8,
g (Feh 4 Daehi) S = 2N3 — 19N — 30N — 4,
¥ = 2
+ ﬂ (Dalbzazbl _ Falbzazbl). (A9) 33 2(5N — 10N — 12)
8 el = 16N -4,
e?) =8,
APPENDIX B: DEFINING COEFFICIENTS e =0,
OF THE PROJECTORS P Y = 8N(N + 1),
The final form of the projection operators P, defined V) = —4(N = 1)(5N + 4),
in Eq. (89), is written in terms of a few coefficients #,, and g“) = 4(2N? — 13N - 6),
eﬁ,m). The former is explicitly given by 6514) =24(N - 1),
eg4> =16
hy = 6(N +3)(N +4)(N +6), e =0
hy =3(N+1)(N + 3)(2N + 3), e(15> NN +4),
hy =N(N +1)(N +2)(N +4), g5>_5N2+2N 8,
hy = 2N(N 4 1)(N +2). e = —2(N> =8N - 6)
5
hy = N(N +2)(N + 3)(N +6). e%si = —4(2N - 3),
es’ = -8
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