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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de la historia, los pensadores y cientificos han estado interesados en
la composicion de la materia. Han existido distintas teorias en diferentes momentos
y en diferentes culturas, sin embargo todo ha llegado al punto actual del conoci-
miento humano. En el cual se sabe que la materia estable esta formada por tres
particulas; el proton, el neutron y el electron. Las dos primeras siendo compuestas
de otras particulas mas pequenas llamadas quarks, y el electréon sigue creyéndose
elemental (sin composiciéon interna). También se conocen las interacciones funda-
mentales fisicas; la electromagnética, la débil, la gravitacional y la fuerte. La teoria
de campo dice que cada interaccion tiene una particula encargada de transferirla.
Para la electromagnética se tiene al foton, para la débil a los bosones W* y Z°, para
la gravitacional al graviton, el cual es s6lo una particula teérica ya que no ha sido
encontrada experimentalmente, y para la fuerte los gluones.

Las particulas elementales tienen distintas clasificaciones; los leptones, los quarks
y los bosones de norma.

Los leptones son particulas fermionicas con espin 1/2 y ademds no tienen carga
fuerte o “color” por lo que no interactiian fuertemente. Existen seis leptones y sus
correspondientes antiparticulas; el electron (e¢7) y el positron (et), el muon (p~) y el
antimuon (u"), el tau (77) y el antitau (77) y por tdltimo sus respectivos neutrinos
(Ve, vy, V7)) y antineutrinos (7,7, 7,).

Particula Carga eléctrica (e) | Masa (MeV/c?)
Electron (e™), Positron (e™) —1,+1 ~ 0.511
Muén (p~), Antimuén (™) —1,+1 ~ 105.66

Tau (77), Antitau (77) —1,+1 ~ 1776.86

Tabla 1.1: Leptones con carga eléctrica

Los quarks también son particulas fermionicas con espin 1/2; sin embargo éstos
son las tinicas particulas elementales que interacttian a través de las cuatro fuerzas
fundamentales. Por lo que los quarks si tienen carga fuerte o “color”, denominada
como 1 (red), g (green) y b (blue); y debido a esto forman otro tipo de particulas, los
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Capitulo 1. Introducciéon

hadrones, que se clasifican en dos grupos, los mesones (quark-antiquark) y los bario-
nes (tres quarks). Existen los siguientes tipos de quarks o “sabores™ u (up (arriba)),
d (down (abajo)), s (strange (extrano)), ¢ (charm (encanto)), t (top (cima)) y b
(bottom (fondo)).

Sabor | Namero cuantico | Carga eléctrica (e) Masa (MeV /c?)
u (up) I, =43 +2 ~ 2.2
d (down) I,=—3 —3 ~ 4.7
s (strange) Extraneza= —1 —3 ~ 96
¢ (charm) Encanto = +1 +32 ~ 1270
b (bottom) | Bottomness = —1 -3 4180-4660
t (top) Topness = +1 +2 160 x 10° — 174 x 10°

Tabla 1.2: Grados de libertad de la teoria de campo de norma, la Cromodinamica
Cuéntica (QCD). I, es la proyeccion del isoespin.

El proton, sujeto de estudio en la presente tesis, esta formado por dos quarks «
y un d, lo que lo hace un barién. Al igual que el neutrén, pero éste formado por un
quark u y dos d. Los quarks permanecen unidos gracias a la interaccion fuerte, de
hecho nunca se ha observado experimentalmente un quark libre asi como tampoco
un gluodn libre, este fenémeno es denominado confinamiento de color.

La Cromodindmica Cuéntica, QCD (Quantum Chromodynamics, en inglés) des-
cribe a las particulas que perciben la interaccion fuerte y sus propiedades. Esta se
disené en paralelo con la Electrodindmica Cuantica, QED (Quantum FElectrodyna-
mics, en inglés), aunque histéricamente QCD y QED se desarrollaron de maneras
opuestas. QED comenzo6 con el conocido desde tiempo atras potencial de Coulomb y
con la famosa ecuacion de Schrodinger para el &tomo de hidrogeno, que es el sistema
més simple ligado por la interaccion electromagnética; y con el éxito al calcular su
espectro, la mecanica cuantica se consolidoé.

Después de esto, la teoria de campo electromagnético de norma (la electrodina-
mica cuéntica) se empez6 a desarrollar a partir de la mecanica cuéntica del atomo de
hidrogeno; cuando se establecié QED, se comprendié que el potencial de Coulomb
no era nada mas que una imagen del propagador del foton, esto siendo matematica-
mente expresado como la transformada de Fourier del propagador instantaneo del
foton, es decir referido a procesos de dispersion elasticos (g = 0).

En comparacion con la interaccion electromagnética, el enlace de las particu-
las con interaccion fuerte es mucho mas intenso. Ademéas cuando QCD empez6 a
desarrollarse no se conocia ningiin potencial entre quarks, no habia un paralelo al de
Coulomb. Por esta razén y para describir los hadrones, se crearon modelos de quarks
describiendo sistemas de dos o tres cuerpos (quark-antiquark o quark-diquark) asu-
miendo como potencial promedio el del oscilador armoénico y basados en el modelo
de capas. Se suponia que éstos deberian de ser capaces de explicar y reproducir el
espectro de al menos los sistemas mas simples, ya sea el del quark y antiquark o el
del proton visto como, compuesto por un quark y un diquark, pero las expectativas
no se cumplieron. El hecho es que en este esquema ningin espectro bariénico es bien

12



Capitulo 1. Introducciéon

representado sin hacer uso de 20 o 30 parametros de ajuste.

Los problemas se agravaron debido a que no se han podido obsevar quarks libres,
un fenémeno denominado como confinamiento; todo sistema compuesto es neutro en
color. La pregunta, jcudl es el potencial que genera esta carga neutra de color?, no
fue planteada. En su lugar, se buscaron mejoras del oscilador armoénico en la forma
de potenciales de potencias y se encontroé el potencial de Cornell [1]

VCTnl = ar — g’ (11)

sin embargo éste resulté méas adecuado para mesones pesados.

Otra diferencia esencial de QCD con respecto a QED es que sus campos de nor-
ma, los transportadores de la interaccion fuerte, los gluones, poseen carga de color;
provocando que éstos interaccionen entre si. Mientras que en QED los fotones, los
encargados de transportar la interaccion electromagnética, no tienen carga eléctrica
provocando que no haya interaccién entre fotones.

Como ya se menciono, el aspecto menos satisfactorio de los modelos de quarks
es que ninguno es capaz de calcular las propiedades de los bariones o mesones sin
hacer uso de docenas de parametros de ajuste.

Nuestro grupo en estudios pasados se dio cuenta de que los espectros tanto de
los bariones como de los mesones son marcadamente estructurados, por lo que se
invento6 la siguiente formula de masa para bariones de tan solo tres parametros de

ajuste, A(R), B(R) y R,

B(R)

M — My = A(R)(K +1)* — e

(1.2)

donde R es un parametro de longitud.

Para mesones la férmula cambia como M — M?; se logré la clasificacion de
todos los estados observados haciendo uso de ésta y se observé una buena coinci-
dencia entre las predicciones y los datos experimentales [2]. Después se busco un
potencial que reprodujera dicha férmula de masa y satisfactoriamente se encontro
uno trigonomeétrico conocido bajo el nombre de Rosen-Morse [3].

Un aspecto intrigante de este potencial es que él describe espectros con patrones
de degeneracion tipicos para la simetria conforme. Ademas, al hacer un desarrollo
en series de éste, se encuentra que los primeros dos términos reproducen el potencial
de Cornell, mencionado arriba [4]. Se concluy6 que la estructura de los espectros se
puede explicar por una simetria conforme de la interaccion fuerte.

La simetria conforme en el régimen infrarrojo de QCD y para los quarks mas
ligeros v y d adquiri6 recientemente importancia de manera independiente a través
de la observacion del caminar de la constante de acoplamiento fuerte hacia un valor

13



Capitulo 1. Introducciéon

2
fijo [5] con el decremento del momento transferido, o T2 const (apertura de una
ventanilla conforme en el régimen infrarrojo).

Una parametrizacion del potencial trigonométrico de Rosen-Morse, aqui denota-
do por Vs (x) y en unidades de MeV?, apropiada para los espectros conformes de los
hadrones se present6 en [6], y ha sido averiguado en la base del ajuste de los datos
sobre las masas de 71 mesones medidas por una ecuaciéon de onda unidimensional
con este potencial

w —2B(R) cot x, x € [0, 7], (1.3)

Vor(x) = AGR) o

donde x es una variable angular, A(R) = h;—cf, B(R) = h;fb y b es un parametro

sin dimensiones. Mediante el cambio de variables x — x —7/2, Vss(x) se transforma
en una version equivalente,

Vgs(x) = A(R)——— + 2B(R) tanx, x € [-7/2, +7/2]. (1.4)

La ultima forma es notable ya que ‘733()() puede ser transformado en el término
centrifugo maés la solucion fundamental al operador Laplaciano sobre una geodésica
hiperbodlica abierta “time-like” Hi’ del espacio de de Sitter dS,. Bajo las complejifi-
caciones (i) x — ix — p, (ii) b — b, (iil) £({ 4+ 1) — il(il + i) = —(\* — 1/4), con
un subsecuente restablecimiento, A = (K + 1) con K =1,2,3, ..., llegando a

(K+1)2-1

Vs (x) = Viz = —A(R) L 1 2B(R)tanhp, p € [—00,+00].  (1.5)

cosh? p

El primer término de este potencial se conoce en la mecanica cuantica super-
simétrica [7] bajo el nombre de potencial hiperbolico de Poschl-Teller y Vi en su
totalidad es el potencial hiperboélico de Rosen-Morse. Finalmente, a través de la com-
plejificacion (K +1) en i(K +1), el potencial hiperbolico en (1.5) es transformado en
una barrera, cuyas resonancias transmitidas son caracterizadas por las partes reales
de sus energias complejas que llevan las mismas degeneraciones conformes que los
estados ligados a través del potencial en (1.4). De esta forma, una descripcion dual
de los mesones como niveles ligados en un potencial o resonancias transmitidas a
través de una barrera, pudo ser lograda (ver figura 1.1) (6], [8].

La imagen de estados ligados es més apropiada en el régimen infrarrojo cerca del
marco de reposo de QCD, mientras que alejado de éste, la imagen de resonancias
transmitidas por una barrera es mas adecuada.

Estrictamente dicho, las energias se comparan con los datos experimentales de
las masas invariantes de los hadrones. En el régimen infrarrojo, la masa invariante
se calcula cerca del marco de reposo, mientras que en el ultravioleta el marco de
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Capitulo 1. Introducciéon

reposo se mueve a una velocidad cercana a la velocidad de la luz. El valor de la
masa invariante, no depende del marco de referencia por lo que para tener una
descripcion consistente, ambas masas deben ser idénticas. El régimen ultravioleta se
caracteriza por la simetria conforme, la cual se debe reflejar también en las masas
hadroénicas, inevitablemente entonces la simetria conforme debe ser visible en el
régimen infrarrojo. Este es un argumento més en favor de la simetria conforme.

Los ntmeros cuanticos en el espectro de la figura 1.1, coinciden con los del
atomo de hidrégeno para el caso en el que se ignora el espin del electron. Los niveles
marcados por K se comportan como representaciones irreducibles del grupo SO(4),
y el espectro en su totalidad se puede mapear sobre una representacion irreducible
de dimensionalidad infinita del grupo conforme SO(2,4). Notese que el grupo SO(4)
es el grupo maximo compacto del grupo conforme.

La simetria conforme del atomo de hidrégeno se debe a la simetria conforme de
las ecuaciones de Maxwell, una propiedad que hereda la Electrodindamica Cuéantica.
En otras palabras, el potencial central de Coulomb, tiene una simetria mas grande
que la simetria rotacional, la cual lleva a la conservacion del momento angular, esto
implica una ley de conservacién mas allé de L2 enel problema cuantico de Coulomb.
Dicha ley de conservacion se ha averiguado histéricamente tomando en cuenta que
el atomo de hidrogeno es la version cuantica del problema de Kepler de movimientos
planetarios en el potencial gravitacional, igual (mo6dulo la constante de magnitud)
al potencial de Coulomb, inverso en la distancia. En el caso del problema de Kepler
se observa la conservacion del vector que conecta el foco de la 6rbita con el perihelio,
llamado vector de Laplace-Runge-Lenz (LRL).

Construyendo el vector de LRL en la teorfa clasica de gravitacion [9], se obtiene
el operador de LRL para el 4&tomo de hidrégeno haciendo uso de la cuantizacion de
los momentos. De esta manera, se encuentran en la teoria del a&tomo de hidrégeno
dos operadores de conservacion, el operador del cuadrado del momento angular y
el operador del cuadrado del vector de LRL (cada uno de los vectores tiene tres
componentes). Después se muestra que las seis componentes de los dos vectores
conmutan de tal manera que generan el algebra de SO(4), y de esta forma se explica
la degeneracion N? (ntimero cuéntico principal de los niveles del atomo de hidrégeno)
[10].

Este N corresponde en la figura 1.1 con K + 1, y K juega formalmente el papel
del valor del cuadrimomento angular en SO(4). Los detalles algebraicos de la cons-
truccion de arriba, se muestran en el apéndice. Los bariones y mesones se comportan
de la misma forma sin importar que el potencial no sea el potencial de Coulomb,
lo cual se nota por el hecho de que las separaciones de los niveles en los espectros
hadrénicos son distintas de los del atomo de hidrogeno.

Como se explicara mas adelante, desde el punto de vista de la teoria de potencia-
les [11] y su concepto de la geometrizacion de interacciones, los resultados anteriores
pueden ser interpretados como si los quarks virtuales constituyentes de hadrones
radican sobre un espacio tridimensional esférico, S3, para el caso de los estados li-
gados, o sobre el hiperboloide tridimensional de una capa H?, para el caso de las
resonancias transmitidas. Teniendo en cuenta que los grados de libertad virtuales
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Capitulo 1. Introducciéon

estén por fuera del cono de luz causal de la relatividad especial de Einstein, los
hallazgos de [6] sugieren la admision de una geometria de la region fuera del cono
de luz que sea lo suficientemente grande para permitir como subespacios a S% y H:f

Figura 1.1: Representacion esquematica de un espectro conforme bosénico como
agrupaciones de particulas en el plano del espin, ¢, contra la masa, M, [6]. El espin
entero de los bosones es denotado por ¢, mientras (K + 1) cuenta el numero de par-
ticulas en un grupo, marcado por una caja horizontal. Las paridades, no mostradas
aqui, pueden ser todas naturales, (—1)¢, o todas no naturales (—1)"!. El isoespin
I, y las paridades C'P son las mismas para todos los bosones constituyendo el es-
pectro, ya que la simetria conforme es una propiedad del espacio-tiempo externo
y se factoriza de los grados de libertad internos. Las lineas diagonales representan
las mismas particulas ordenadas de acuerdo con las trayectorias tipo Ragge, esto
es como resonancias transmitidas a través de una barrera (del potencial hiperbolico
de Rosen-Morse) con el ntumero nodal, n, contando las trayectorias de derecha a
izquierda como (n 4+ 1). Un espectro de este tipo codifica de manera universal la
informacion sobre las masas invariantes de los mesones obtenida tanto en el régimen
infrarrojo como en el ultravioleta.

Los hallazgos de arriba motivaron reemplazar el espacio fuera del cono de luz por
el subespacio (1+4) del espacio-tiempo conforme (2+44), el cual es suficientemente
grande para incorporar tanto S® como H?. En dimensiones (1+4) se puede ver a
S% y H? como geodésicas, la primera correspondiente a una geodésica “space-like”
cerrado, y la segunda a una geodésica hiperboloide “time-like” abierto, siendo ambas
partes de un espacio-tiempo de de Sitter cuatro-dimensional, dSy;, isomorfo a un
hiperboloide cuatro-dimensional de una capa, H‘ll.

En este escenario hay que asignar un cono de luz causal de Einstein a cada
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observador localmente y los espacio-tiempos de (1+3) dimensiones de Minkowski,
representados por los hiperboloides tridimensionales usuales de dos capas, H2 , ahora
aparecen como parches causales, esto es como intersecciones en dS; por planos para-
lelos al eje temporal. De esta manera la geometria de la region “time-like” continua
siendo definida localmente por el espacio-tiempo de Minkowski. La elegibilidad de
tal geometria de la region “space-like” ha sido recientemente introducida de manera
independiente en la llamada Relatividad Especial de de Sitter dSy [12]. Por lo tanto,
los hallazgos de [6] proveen un argumento mas en favor de la relatividad especial
dSy.

La ventaja principal del espacio de de Sitter es proveer un escenario adecuado
para la descripcién del confinamiento. El hecho es que este espacio contiene una
geodésica cerrada “space-like”, es la anteriormente mencionada S3. Como se vera
adelante, espacios cerrados no soportan cargas libres y los grados de libertad sobre
éstos son neutros de color, los minimos son dipolos de color (color-anticolor).

La identificaciéon de la carga genérica con el color no solo motiva la neutralidad
de color de los hadrones sino también permite expresar la magnitud, (—2b), del
potencial generado por el dipolo de color confinado en (1.3) (de aqui en adelante
denotado por Veoep(x)) como producto del acoplamiento fuerte a; en QCD, con el
numero de colores, N., dando la siguiente expresion, reportada en [8] en unidades
sin dimensién como

(1.6)

=1 )

VC’CD(X) = _achCOt X, X € [077-(]7 X =

En la ultima ecuacion se ha dado preferencia a la parametrizacion en (1.3) sobre
la de (1.4) debido a que la primera genera (en su desarrollo en series) la forma del
potencial de Cornell, predicha por QCD [1]. Para ver esto, por ejemplo para bariones,
uno tiene que volver a la dimensionalidad de Voeop(y) a MeV, multiplicandolo por
he/ R, y expandir la funcion cotangente en una serie de McLorain

he fic R 17
V. = ——OCSNC cot vy =~ —Oéch -+ ==
CCD(X) R X R < . 3R>
fic he ~
= —a,N.— N.—— 1.
g c? +as 03R2 r ( 7)

Encontrando que los primeros dos términos son inversos y lineales en el arco
geodésica, 7, lo cual se acerca a la distancia radial estandar para R grandes.

El potencial en (1.6), cuya fuente fue identificada como un dipolo de color, tal
como un “glueball” (¢ —g), puede ahora ser aplicado como una perturbacion externa
de cualquier dipolo quark-antiquark o quark-diquark, en balanceo centrifugo libre
alrededor del centro de su masa, un proceso gobernado por el término centrifugo,
~ csc? x. Ademas se desprecia la fuerza tensorial entre ambos dipolos, este proceso
es ilustrado en la figura 1.2. En 8], el valor de la constante de acoplamiento fuerte
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Capitulo 1. Introducciéon

Figura 1.2: La interaccion del dipolo de gluones (gg)(considerado estatico) con el
dipolo de quarks (¢g). El quark y antiquark se muestran en una geodésica y el
dipolo de gluones los perturba (ilustrado con flechas punteadas) moviéndolos a otra
geodésica (ilustrado con flechas solidas).

ay ha sido extraido por primera vez del espectro conforme de mesones sin sabor
en [6], esto es de los 71 miembros observados en las respectivas familias conformes
ag, fo, ™y m, y obtenida como ag/m € [0.58,0.8], en buen acuerdo con los datos
reportados en [5].

Como se menciona arriba, también los nimeros cuéanticos de las particulas po-
blando los espectros bariénicos sin sabor obedecen una simetria conforme. Sin embar-
go, en comparacion con los mesones, los niveles K = 2 y K = 4 fallan notoriamente
de los datos experimentales sobre los bariones, atin una pregunta abierta.

En esta tesis se va a aplicar el potencial en (1.3) con la parametrizacion en (1.6)
a propiedades locales como lo son los factores de forma eléctrico y magnético del
proton. Estas observables proveen valiosos vislumbramientos sobre las distribuciones
de las densidades de las cargas eléctricas y de las corrientes magnéticas dentro de
los hadrones y de este modo de sus estructuras internas. Por esto se considera la
ecuacion de Dirac con el mencionado potencial de confinamiento de dipolo de color,
y resolviéndola aproximadamente, se encuentran las funciones de onda espinoriales,
las cuales después se emplean en la evaluacion de los factores de forma de interés.

La tesis esta estructurada como sigue. Primero se darda una breve explicacion
del modelo de quarks tradicional y los problemas que presenta. En el capitulo 2
se muestra una breve introducciéon en la Relatividad Especial de de Sitter y en las
simetrias de QCD. Continuando con el desarrollo del célculo de la ecuacion de Dirac
con el potencial Voeop, llevando al siguiente capitulo el cual muestra los resultados de
los calculos de los factores de forma utilizando las componentes del espinor de Dirac
encontrado. Finalmente las conclusiones y la perspectiva de un posible mejoramiento
del célculo. También se presenta un apéndice sobre simetria so(4) y el vector de LRL.
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Capitulo 2

Modelo de quarks y el problema de
clasificacion de resonancias
bariénicas

Como se mencion6 previamente en la introduccion, los quarks son particulas ele-
mentales con espin 1/2 e interactian fuertemente, y ademés tienen paridad positiva.
También tienen un ntimero bariénico que para quarks es 1/3 y para antiquarks es
-1/3. Los nimeros cuanticos de los quarks se presentan en la tabla 1.2, y proveen la
base para la definicién de la hipercarga como

Y:B+S—g;§iz, (2.1)

donde B es el niimero bariénico, S es la estraneza, C es el encanto, B es bottom-
ness y T es topness. Los valores de la hipercarga para cada quark son mostrados en
la tabla 2.1.

Sabor
Hipercarga Y

s |e|b|t
010

ol

wiF

oIy

Tabla 2.1: Valores de la hipercarga para quarks.

2.1. Mesones

Son estados enlazados qq de quarks y antiquarks, su nimero bariénico es B = 0,
y si su momento angular es ¢ entonces su paridad es natural (—1)¢ o no natural
(—1)**1. El espin del meson esta dado por [/ —s| < J < |£+ s|. La conjugacion
de carga C = (—1)“"* est4 definida para estados hechos de quark (q) y su propio
antiquark (q)*.

1¢ — momento relativo entre § y ¢, s — suma de los espines de G v g¢.
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Capitulo 2. Modelo de quarks y el problema de clasificaciéon de resonancias
bariénicas

Los mesones se pueden clasificar en multipletes JZ. Si seguimos el grupo SU(3)
de sabor (F'), (SUp(3)), entonces con los tres quarks ligeros se forma un octete (8)
y un singlete (1)

303=8a1. (2.2)

Si se quiere incluir al quark charm, se debe aumentar el niimero de sabores de
tres a cuatro llevando a SUr(4), sin embargo la simetria no funciona bien del todo
va que el quark charm es mucho més pesado que los otros tres. Pero a pesar de esto,
se pueden agrupar en un quinceplete (15) y un singlete (1)

44=15 1. (2.3)

Se muestran en las figuras 2.1 y 2.2 los diagramas de peso para los estados base
de los mesones pseudoescalares (0~1) y los vectoriales (177) respectivamente.
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Figura 2.1: Mesones pseudoescalares del estado base (0~") para los quarks u, d, sy
c. El diagrama esta en funcion de la hipercarga x — Y, la proyeccion del isoespin
y — I y de charm z — C. El nonete del plano central representa a los estados
ligeros.

2.2. Bariones y estados excitados

Los bariones son estados compuestos de tres quarks, su ntimero bariénico es
B = 1. Tienen una parte de color en sus funciones de onda que es un singlete de
color (C) SUx(3), por lo que es un estado completamente antisimétrico de tres
colores. Los bariones de sabores ligeros estan compuestos de quarks u, d y s. Por lo
que hay una simetria aproximada de sabor SUg(3). El mecanismo es el mismo que
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bariénicas
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Figura 2.2: Mesones vectoriales del estado base (177) para los quarks u, d, sy c. El
diagrama presenta la misma estructura que el de los mesones pseudoescalares.

el de los mesones mencionado previamente, y de la misma forma el quark ¢ puede
ser agregado extendiendo la simetria de sabor a SUp(4) con la simetria rota debido
a la masa méas grande del quark charm. Sabor (F) y espin (S) se combinan para
formar una simetria SUgr(6) dando multipletes de la siguiente manera

60626 =565@ 70y D70, 204 (2.4)

Donde en (2.4), S etiqueta a los estados simétricos, M a los estados de simetria
mezclada y A a los antisimétricos.

Los multipletes se descomponen de la siguiente forma

56 =10 @ 8, (2.5)
70 =100 '8 ®» 8 @ 1, (2.6)
20 =28 @1, (2.7)

el indice alto (25 + 1) a la izquierda muestra el espin neto S para las particulas
en el multiplete.

El momento angular orbital total (L) de los tres quarks para los bariones mas
ligeros es cero, por lo que los estados con momento angular orbital diferente de cero
son denominados como supermultipletes SUgp(6) @ OL(3).
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Figura 2.3: Multiplete SUgr(4) de bariones, compuestos por los quarks u, d, s y c.
El octete J¥ = 1/2%, contiene al nucleén.

Para clasificar a los bariones en el modelo tradicional de quarks, se ordenan en
bandas que tienen el mismo niimero cuéntico de excitacién del oscilador armoénico
N, cada banda consiste en un nimero de multipletes, los cuales son clasificados por
(D, L), donde D es la dimensionalidad de la representacion SUgr(6), L el momento

angular total y P es la paridad total. Se puede observar esta clasificacion del nucleén
y sus excitaciones en la tabla 2.2.

N | Simetria | ¢ | S N

2 M 07|12 N(1710)

2 S 2+ | 1/2 N(1720) N(1680)

2 S 0+ | 1/2 N (1440)

1 M |1 [3/2] N(1650) N(1700) N(1675)
1 Mo 1|12 N(1535) N(1520)

0 S 07 [1/2 N(933)

Tabla 2.2: Estados excitados del nucledén. N representa el ntimero de excitacion
(nodos), LY denota el momento angular y la paridad, S el espin y la funcion de
onda espacial es simétrica (S), antisimétrica (A) o de simetria mixta (M). Notese
que un multiplete con N fijo contiene resonancias con A¢ = 2, es decir con ¢ =

N,N—2,..,1(0).

Sin embargo, el esquema mostrado en la tabla 2.2 no es satisfactorio, debido
a que los estados excitados del nucledn tienen separaciones significativas de masa
entre los miembros de cada banda, indicando rompimiento fuerte de la simetria
SUsr(6) ® Or(3). Ademas de que muchas de las excitaciones del nucledén en una

de las bandas se traslapan con las excitaciones en la otra. El problema se visualiza
graficamente en la figura 2.5.

La figura 2.5 muestra que una clasificaciéon de resonancias nucleénicas de acuerdo
con las lineas punteadas, que corresponden a la simetria SO(4) discutida en la
descripcion de la figura 1.1, son més exactas y més apropiadas.

Otra ventaja que presenta el esquema de clasificacion de las excitaciones nucleo-
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Figura 2.4: Multiplete SUgr(4) de bariones, compuestos por los quarks u, d, sy c.
El decuplete J¥ = 3/2%, contiene a A(1232).

nicas de acuerdo al modelo basado en la simetria conforme y presentado en esta
tesis, es que los estados en un nivel se distinguen por A¢ = 1 al igual que los niveles
del atomo de hidrogeno, a diferencia del modelo tradicional de quarks, es decir que

usa el potencial de oscilador armoénico en el cual Al = 2.
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Figura 2.5: Representacion grafica de la tabla 2.2. En el recuadro rojo, se encuentran
las excitaciones correspondientes a la banda con N =1y Al = 0, y en el recuadro
verde se encuentran los miembros de la banda con N = 2 y Al = 0, 2, en el esquema
del modelo tradicional de quarks. En acuerdo con el modelo presentado en la tesis,
se muestra el nivel K = 1 con las particulas representadas por diamantes rojos y con
¢ =10,1 junto con el nivel K = 2 con las particulas representadas por puntos azules
y con £ = 0,1, 2. El traslape fuerte entre las bandas N = 1 y N = 2 hace imposible
reconstruir el potencial de la interaccion fuerte en la base de las separaciones entre los
niveles, como se ha procedido en el caso del atomo de hidrégeno, donde el potencial
de Coulomb se consolid6 en base de las series de Balmer.
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Capitulo 3

Relatividad Especial de de Sitter dSy
y simetrias de QCD

El fenémeno del confinamiento de color y la simetria conforme en el régimen
infrarrojo de QCD discutidos arriba y en el método usado en esta tesis, se atribuyen
a las propiedades globales del espacio-tiempo cuatro-dimensional de la geometria
de de Sitter dSy, la cual de acuerdo con el principio de la relatividad especial de
de Sitter es posible fuera del cono causal de luz de Minkowski. Es esta region la
cual rige sobre las interacciones que involucran gluones y quarks virtuales, y genera
los potenciales. En efecto, la simetria conforme de QCD sea interpretada como una
consecuencia directa de la simetria conforme del espacio-tiempo dS;, mientras que el
confinamiento de color aparecera como consecuencia de la neutralidad de color innata
de la geodésica cerrada “space-like” de este espacio, la hiperesfera tridimensional
S3. Haciendo uso de la teorfa matematica de potenciales también conocida como
“geometria espectral” se postula que las interacciones fundamentales estdn definidas
por funciones de Green de operadores de Laplace en variedades, tomados aqui como
las geodésicas de dSj.

En otras palabras, se asume la validez de los dos siguientes principios fundamen-
tales:

1 El principio de la relatividad especial de de Sitter [12] fuera del cono causal de
luz en la relatividad especial de Einstein.

11 El principio de la geometria espectral 11|, de acuerdo a la cual interacciones
fundamentales estdn definidas por funciones de Green de operadores de Laplace
en variedades, en este caso tomados como geodésicas de dSy.

Gracias a estas dos suposiciones, se hace posible derivar de primeros principios
potenciales en sistemas de dos cuerpos con interacciones fuertes.

La extension del espacio-tiempo fuera del cono de luz en la relatividad especial
de de Sitter fue necesaria ya que si se aplica el concepto de la geometria espectral a
la region “space-like” de la relatividad especial de Einstein (véase figura 3.1), no se
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obtienen potenciales razonables. Esto debido a que los hiperboloides H}, que definen
la geometria aqui, tienen como geodésicas, planos o esferas de dos dimensiones; el
potencial de Coulomb en el plano es In p, el cual no es un buen potencial para la
descripcion del atomo de hidrogeno, mientras que el potencial de S? es In 29 ¢] cual

2
no es bueno para un sistema de dos cuerpos con interacciones fuertes.

3.1. Principio de la relatividad especial de de Sitter:
Incorporando el espacio-tiempo de Minkowski
en el espacio-tiempo de de Sitter

Las descripciones teodricas del mundo microscopico deben obedecer la teoria de
la relatividad especial la cual requiere que los valores de todas las observables fisicas
sean iguales en todos los marcos de referencia relacionadas entre si por las transfor-
maciones de Lorentz, las cuales conservan los intervalos s2, en el espacio-tiempo de
Minkowski (véase figura 3.1)

(ct?) —r* =5* s> 005> <0. (3.1)

La simetria conforme esta asociada con todas las transformaciones que dejan el
intervalo ds* = g, (x)dz"dz” invariante. Tales transformaciones preservan el angulo
pero no la distancia.

Se puede hacer la pregunta jqué tipo de fisica se podria encontrar interpretando
el cono de luz y los hiperboloides Hi del futuro y H® del pasado encerrados por éste
como inmersos en un hiperboloide de una pieza cuatro-dimensional Hi‘?, como se
muestra en la figura 3.2. En otras palabras, si se podria extender la region inaccesible
a mediciones directas del espacio-tiempo fuera del cono de luz, por una dimensiéon
“space-like” x4 més, y requiriendo la conservacion de los intervalos en el espacio-
tiempo cinco-dimensional, como

AP —r?— 2] =% s* <. (3.2)

Un espacio-tiempo definido de esta manera es conocido como ‘“espacio-tiempo
cuatro-dimensional de de Sitter”, dS,. Este tltimo se representa por un hiperboloide
cuatro-dimensional de una hoja, H}, con un eje de simetrfa “time-like”. En un escena-
rio asi, los hiperboloides causales en la relatividad especial de Einstein corresponden
a los llamados parches causales en dS; obtenidos a través de las intersecciones de
este espacio-tiempo por planos cuatro-dimensionales paralelos a los ejes de simetria
(véase figura 3.2).
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\\‘\ H i

FUTURQO

dSs

PASADO

Figura 3.1: Representacion esquematica del espacio-tiempo de Minkowski reducida
al plano. Sobre Hi estan todos los procesos reales, como dispersion de particulas.
La region “space-like” dS3, debe describir todos los procesos y particulas virtuales
(como potenciales y barreras).

3.2. Principios de la geometria espectral: Movimien-
tos cuanticos sobre las geodésicas de dS; y po-
tenciales

Los movimientos cuénticos libres en cualquier espacio-tiempo son descritos por
los eigenmodos del operador de energia cinética, dados por el respectivo Laplaciano.
En dS,, parametrizado en coordenadas globales como

2° = Rsinh p, p € [—o0, 0],

' = Rcosh psiny, x € [—g, g]a

o' = Rcosh pcosysinf, 6 € [—g, g],
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espacio plano

espacio abierto

cono de luz

Figura 3.2: El espacio-tiempo de de Sitter dS; es un hiperboloide cuatro-dimensional
sumergido en un espacio-tiempo cinco-dimensional de Minkowski. La figura es una
ilustracion de éste en términos de dimensiones reducidas a (142), es decir a un espa-
cio tridimensional y un hiperboloide bidimensional, H?. La figura muestra como un
hiperboloide de una pieza puede ser rebanado en espacios cerrados, planos o abiertos
(parches causales) como se muestra. En el espacio-tiempo cuatro-dimensional de de
Sitter las rebanadas cerradas son hiperesferas S® y los espacios abiertos son espacios
hiperbolicos tridimensionales como H? y H2 | ademas del plano E°. Las lineas en

color rojo, representan el cono de luz de un punto en el ecuador.
x* = Rcosh pcosycosfsing, ¢ € [0,27],

23 = Rcosh p cos x cos § cos ¢. (3.3)

Se puede mostrar que el Laplaciano es

19 0, K*(x.0.9)
A 0.6) = —— 9 ognd p L L W5 9) 4
as1(ps X, 0, 9) oo 509 O P, 7 cosh? o (3:4)

En la ecuacion (3.4) K2(x, 0, ¢) es el cuadrado del operador de momento angular
cuatro-dimensional, dado por
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K2(X797¢) = _R2A53(X707¢) = -

donde Ags(x, 0, ¢) es el operador de Laplace en la geodésica cerrada “space-like”
[13] en dS,, la cual es una hiperesfera tridimensional S® de hiperradio R.

Los eigenmodos del operador de Laplace en la hiperesfera tridimensional S3
resuelven la ecuacion

hQ 2
B Ags(x, 0, 0) Yicem (X, 0, 0) = R—ZK(K+2)YKM(X,9,¢), K=0,1,2,.., (3.6)
con
YKZm(X797¢) = Sn@(X)}/Zm<9>¢> (37)

Siendo Yiem(x, 0, ¢) los armonicos hiperesféricos cuatro-dimensionales, mientras
que Y,"(0, ¢) son los armonicos esféricos ordinarios. Finalmente, S,¢(x) se expresa
como

Sne(x) = cos’ xG- (siny), n = K — ¢, (3.8)

con G+ (sin ) siendo los polinomios de Gegenbauer.

Bajo el cambio de variable Y, (x, 0, ) = cos™ xUk (x)Yem (0, @), la ecuacion
(3.6) se transforma en la ecuacién unidimensional de Schrodinger con el pozo sec? x.
De esta manera se da un ejemplo de como movimientos libres sobre espacios cur-
vados se transforman en movimientos en potenciales unidimensionales. Notese que
movimientos sobre espacios cerrados se transforman en pozos infinitos. De mane-
ra similar se puede mostrar que movimientos libres en espacios abiertos como una
geodésica hiperbdlica llevan tanto a pozos finitos como a barreras. Siguiendo este
concepto, se establecié en [6] una dualidad entre el movimiento libre cuantico en
un espacio-tiempo H‘z’ “time-like” hiperbodlico abierto y un “space-like” hiperesférico
cerrado. Como representantes de los respectivos regimenes, ultravioleta (energias
altas) e infrarrojo (energias bajas) de QCD.
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Figura 3.3: La neutralidad de carga en una esfera.

3.3. Neutralidad de carga sobre S°, confinamien-
to de color y el potencial trigonométrico de
Rosen-Morse

Una gran ventaja del espacio de de Sitter, es que contiene la hiperesfera S2,
sobre la cual no se pueden definir de manera consistente! cargas sueltas [14]. El
hecho es que las lineas salientes de una carga localizada en un punto particular en
la esfera se intersecan en el punto opuesto, creando ahi una carga opuesta ficticia,
como se ilustra en la figura 3.3, siendo ésta la razon por la que la esfera necesaria e
inevitablemente debe ser neutra de carga. Esto permite definir el confinamiento de
color como quarks y gluones ubicados sobre S3.

Para satisfacer el teorema de Gauss, que predice una forma funcional sec? y
del campo eléctrico para x € [—7/2,7/2], y para poder garantizar la validez del
principio de superposicién en S3, el gradiente de la suma de los potenciales de las
cargas opuestas en la esfera tiene que ser proporcional a sec? y. Para poder construir
los potenciales generados por las dos cargas, uno debe construir las funciones de
Green correspondientes a cargas en el polo este o polo oeste respectivamente, que se
denotaran como G = (x) y Gyz(x), los resultados se encuentran entre otros en [15].
En efecto, el potencial Vz (x) en un punto con angulo polar igual a x producido por
una carga ubicada en el polo oeste, vale

V-0 = Q0500 =~ (v 5 ) (3.9

472 2

mientras que el potencial V+g(X) en el mismo lugar, pero producido por una

1 Consistente quiere decir, una definicion que respeta el teorema de Gauss y el principio de
superposicion.
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anticarga ubicada en el polo este vale

Viz(x) = —QG.z(x) = —Sg) (x - g) tany, x € [—g, g]. (3.10)

Asumiendo la validez del principio de superposicion, se encuentra el potencial de
dipolo de carga Vop(x) que emerge en un punto y en S* como

Q
Vep(x) = Vos () + Vg (x) = |~ tanx. (3.11)
El campo eléctrico de este dipolo se obtiene mediante la diferenciaciéon como

0 Q1 T
E(x) = _&VCD(X) = ooy Y€ (=53] (3.12)

lo cual cumple con el teorema de Gauss. Notese que () representa una carga sin
dimension. Esta se relaciona con cargas con dimension, ¢, como sigue

Q= (3.13)

S
Q.

Para quedar cerca al potencial de Cornell (1.7), se da preferencia a la parametri-
zacion x € [—75,5] — x € [0,7]. De esta manera, la energia potencial de una carga
@ asume en el potencial (3.11) la forma,?

2

q
Vep(x) = Irhe

cotx, x € [0, 7]. (3.14)

Esta es una funcién armonica porque soluciona la ecuacion de Laplace sobre
S3, Agscoty = 0. Como tal la fuerza relacionada, F = Vcot X, €s conservativa
ya que divF = 0. Un caso similar es el del potencial de Coulomb, que también
soluciona la ecuacion de Laplace, pero en el espacio tridimensional plano de acuerdo
con AEg% = 0. La diferencia con (3.14) es que el potencial de Coulomb se genera
por una carga suelta, mientras que Vep() se genera por dos cargas opuestas (por
un dipolo).

Ahora el potencial en (3.14) puede ser aplicado como una perturbaciéon de otro
dipolo de color, considerado como un rotador rigido, suspendiéndose libremente
alrededor de su centro de masa y descrito por (3.6). De esta manera emerge la
siguiente ecuacion de onda

2La energia potencial se va notar con el simbolo Vop () al igual que el potencial. La diferencia
en el significado se entiende en el concepto.
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Veo (X)

6 Q
Libertad Asintotica
V=0

Ny

Figura 3.4: Potencial de confinamiento de dipolo de color, Vop(x) en la ecuacion
(3.14).

h2c? d? . K22 2 -
(——RQ e +Vt(é’3w> U 0,6) = = () UV 0.0), (319)
donde
2 2 2 2 2
(b) hec 0(0+ 1) h*c q
= -2 20 = — 1
Ve () R s’y 7 beoty, x € [0,7], 20 i (3.16)

es una version del potencial trigonométrico de Rosen-Morse, el cual, como se
conoce bien de la mecanica cuantica supersimétrica, es exactamente soluble |7].

En resumen, el potencial trigonométrico de Rosen-Morse y con esto la formula de
masa en (1.2) pudo ser derivado desde primeros principios y se mostré la relevancia
de los grados de libertad neutros de color (dipolos de color) en interacciones fuertes.
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Ecuacion de Dirac con el potencial
de confinamiento producido por
dipolos de color

En esta capitulo se va a aplicar el potencial en (1.3) con la parametrizacion en
(1.6) a propiedades locales como lo son los factores de forma eléctrico y magnético del
proton. Estas observables proveen valiosos vislumbramientos sobre las distribuciones
de las densidades de las cargas eléctricas y de las corrientes magnéticas dentro de
los hadrones y de este modo de sus estructuras internas. Por esto se considera que la
ecuacion de Dirac con el mencionado potencial de confinamiento de dipolo de color,
y resolviéndola aproximadamente, se encuentran las funciones de onda espinoriales,
las cuales después se emplean en la evaluacion de los factores de forma de interés.

Esta meta es justificada por el hecho de que un diquark se transforme bajo
el grupo SU(3). de norma de color como un antiquark. Especificamente, se tiene
interés en la descripcion de los factores de forma electromagnéticos del protéon. Para
lograr esta meta se tiene que formular primero el problema relativista completo de
los cuatro cuerpos (¢ — (qq)) — (g9 — g) dados por los dos dipolos de color en el
formalismo de Dirac, luego encontrar la corriente electromagnética relativista del
sistema, y finalmente someterlo a la apropiada transformacion integral al espacio de
momento, un problema muy complejo de muchos cuerpos, el cual aqui se simplificara
con aproximaciones. Primero se aproximan (¢ — ¢q) y (¢ — g) como particulas casi
puntuales de espin 1/2 y espin 0, respectivamente, asumiendo la masa fermionica m
mucho mas ligera que la bosoénica. Esta estrategia permite reemplazar el sistema de
varios cuerpos por un cuerpo, y de esta manera describir bariones por la ecuacion
de Dirac con el potencial Voeop, en paralelo al problema de Dirac-Coulomb como,

hfd (=1)7H+172(541/2)
dx X

d, )G”<x> — (&7 4m—Veop())F7'(x), j = 1 £1/2],
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hfd (SO)MMPGHY2)N e, ji
i (a — N F7(x) = (=&" +mc” + Voep ()G (x),
R hecas N, cot
Voen(x) = 3-Veen(x) = —=—tX, (4.)

Las siguientes aproximaciones, 1/xy ~ 1/sin(y) ~ cot(y), permiten solucionar
(4.1) exactamente en analogia al problema de Dirac-Coulomb, ejecutando paso a
paso el método en [16]. De acuerdo con lo tltimo, las dos ecuaciones en (4.1) son
primero juntadas en una sola ecuacion matricial de 4 x 4 (denominada como ecuacion
de Dirac “cuasi-radial” con un potencial escalar de norma, la cotangente), a la cual
se le aplica una transformada de similitud por la siguiente matriz D,

k+a —asN,
D_ (—Oéch k—i—a)’ |(l|<|k|, (42>

k= (=172 +1/2), a = /k2 — a2N2. (4.3)

Al efectuar este célculo se obtienen las soluciones aproximadas para (4.1) como,

. GI! x) L égll//a/ (x)
W=y ) =0 | ] (4.4)
Rx Rx
_ 1 kE+a agN,
D™= —— AR 4.5
2a(a + k) <Oé5NC k’—i—a) (4:5)

Estas se expresan en términos de las soluciones del siguiente sistema de dos
ecuaciones lineales acopladas,

ATGL 00 = (Ssﬂ +mc2> FL (), (4.6
— 14l k il 2 | Al
AFl.(x)=1| — ESJ +mc® |G (X)), (4.7)
he d
AT =4+—— 4.
hea Ela N,
R - . 4,
W(x) 7 CotX - (4.9)
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Después, el espinor W/ (y) en (4.4), que se denomina ocasionalmente como “cuasi-
radial”, se descompone como

W(y) = (Zf ZJ Uy ()

1 agsN,
_7 - = bl 410
“ = 9% 2a(a + k) (4.10)
donde
Fla) oo 1
Jl _ Ry =n-—
U(n)(X) =N Gill/a/(X) ) CL, — a4+ 1’ (411)
Rx
Gil//a/(X)
gl _ R r_
Va0 =N ) =1 (4.12)
Rx

El factor de normalizacion N, de los espinores U(j?i)(x) es determinado por la
condicion,

[ ([Fo0] +[@eto] o= )

Para valores de j y a fijos, los espinores U y V' con ntimeros cuanticos n crecientes
proveen una base completa para la expansion de las funciones de onda fisicas. Es
ahora sencillo verificar que las ecuaciones (4.6)-(4.9) factorizan el siguiente par de
ecuaciones de Schrodinger supersimétricas unidimensionales [7],

aar@ o= (- v @
n'a’ (X) R2 dX2 + Vi (X) n'a’ (X)
k VIAY _
_ (% - m2c4> G2 (), (4.14)
. hQCQ d2 o
A A FL 00 = (= S 0 ) P
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VIAY: ~.
= (M - m204) Fil(x), n=0,1,2, .., (4.15)

a?

con los potenciales de pareja Vi(x) v Va(x) siendo

_ REd(d—-1) _h R*c* , o’N?

Vilx) = R sinly —2—]§5jlozchcotx— @t a;(&ﬂ'l)?, d = a+1, (4.16)
R2c? a(a —1) he h2c? a’N?
- \" T 9 mejl _ 2 stVc [ ojlN2

Va(x) = R sty 2R8 asNecot x — —a” + =5 (E7H2. (4.17)

La comparaciéon con (1.6) revela que el valor absoluto de la energia depende de
los parametros en los potenciales de pareja Vi (x) y Va(x), que son generados por el
superpotencial en (4.9), y coinciden en forma con la interaccion conforme Vg (x).
La energia se obtiene como la solucion de la siguiente ecuacion [7]:

(REVY g W QNKE | ANAEN W
o mc :?(a—l—n) T a+ny + 2 v (4.18)

Es importante notar la duplicaciéon de la magnitud del potencial cotangente
relativo a la version no relativista en (1.6). Notese ademés que V() se obtiene de
su pareja Va(x) por el reemplazo, a — o’ = a + 1 en todas partes excepto en las
constantes aditivas, en las cuales ésta, en combinaciéon con n’ = n — 1, asegura la
constancia de (a+n) = (a’+n') y por lo tanto garantiza isoespectralidad al nivel de
las ecuaciones cuadraticas. El estado base se define por las ecuaciones (4.6)-(4.7), ya

que la parte izquierda en (4.6) puede ser cero, esto por k = —1, ﬁ&{f’o(x) puede ser no

: ~1/2,1 =1/2,0 .
cero, mientras que G’_/1 we1(x) debe ser cero. De esta manera Foé " (x) se obtiene por

la condicién A‘ﬁ&{f’o(x) = 0 y el estado base se queda sin pareja supersimétrica.

. . , . ~',l gl =l+1
Todos los estados excitados por encima estan en pareja. El par (F 7w Gn1a +1)

n,a’

representa un espinor de mecanica cuantica stper simétrica.

Las (no normalizadas) funciones de onda solucionando (4.14)-(4.15) son cono-
cidas y disponibles en la literatura. De la forma particular formuladas por [3], y
revisadas en [17], y en la presente notacion, son dadas por

Qn

Fil(x) = sin™ e FXREm) (cot x), (4.19)

5 (n+a) 20, N. mc?a
n=— —\nNTa), &, = ITATRAS
n+a |k|hc

(4.20)
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éjl/ . _IBn’—l —a"éilxz]z(an/—hﬁn/fl) t
T (X) e/ =a+1,n/=n41 = sin Xe i (cot X)|w=at1,

Bn’—1|a’:a+17n’+n—1 = 5717 an’—1|a’:a+1,n’:n—1 = Qp, (421)

donde R (cot(x)) son los polinomios de Romanovski [17], obtenidos de la
formula de Rodrigues como

a ]' dn Qn,Pn n
R0 = Sy g T @A+,

y con la siguiente funciéon de peso

w(anﬂn)(:p) — (1 + xQ)ﬁne—an cot_1$7 xr = cot x. (422)

Las expresiones explicitas para los espinores definiendo el estado base (indice
bajo cero) ahora son,

Ny [FL/20 Ny [sin® ye—ox asN.amc*R
Y20,y — 20 (Log _ X h= ¢~ 4.23
0 O=7 % Rx 0 ’ Hhe > 4B
1/2,0 Ny 0 Ny 0
=2 ~ = — . 4.24
‘/(0) <X) RX <F010{270) RX <Sin“ Xe—gx ( )

Sustituyéndolas en (4.10)-(4.12), el espinor de Dirac del estado base, \IJ;Q 2(y),
se obtiene como

G/2:1(x) 71/2,0
2000 = 8 (o | = A0 (@, (0
PR | Ry \ag Byl (1)

Rx

= (a-Uiy (00 + 4+ Vi)™ (). (4.25)

donde N es un factor de normalizacion superior del Ny en (4.23) y es necesario
tomarlo en cuenta por ser la determinante de la matriz D en (4.2) diferente de uno.

En efecto, el espinor del primer estado radialmente excitado, [\111/ 2’0] (x), esta dado
por,

. GI/Q,O(X)* a a
T Ry - 1/2,0
[MWM@:M<W%W>:M(+ )qﬁ@% (4.26)

a_ a
Rx +
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donde
Ny (B2
U0 = =5 [ e, W) 427
(1) (x) Rx G(l)é?,l(x) ( )
~1/2,1
120, v (0 1\ 120, v N1 (G (X)
V0= (1 ) U0 = 3 (ﬁllf,o(x) . (4.28)

Las constantes de normalizacion Ny, N1, Ny y N; no pueden ser calculadas
analiticamente para cualquier valor del parametro a y tienen que ser evaluadas
numéricamente. Ademas,

E(y) = sin™! xe @R (cot x), (4.29)
Gon(x) = sin™ xe  @IREO™ (cot x), (4.30)

con
RE™™) (cotx) =1,

2, N.amc®* R

R(al’ﬁl) ty) = —2 1) cot _—
i (cot x) (a+1)cot x + helkl(a +1)

(4.31)

La base definida por los espinores U(lo/)Q’O(X), V(é;Q’O(X), U(ll/)Q’O(X), V(lf’o(x) dados
en (4.23),(4.24),(4.27),(4.28), es relevante por su propio mérito como un conjunto
completo en el cual expansiones de funciones de onda de bariones fisicos pueden
ser construidos para lograr un acercamiento mejor a una descripcién mas realista
de las observables, al mismo tiempo evitando las severas restricciones impuestas en
(4.10) en las constantes a, y a_ por la ecuacion de Dirac genuina. Una funcion de
onda posiblemente méas realista que la de [29] puede ser construida relajando las
restricciones en las constantes a., a_ y a y considerando en su lugar una expansion

en la base de los espinores en (4.23)-(4.24) y (4.27)-(4.28),
W (x) = BV 00 + VT = B (el 00 + VI—?U00),  (432)

donde las constantes o y § son tratadas como pardmetros libres fenomenologicos,
para ser ajustados a los datos.
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K=n+/
1 1
i i
#(1/2)0 =(1/2)1 '=(1/2)1 =(8/2)2 '5x(5/2)2 ~(5/2)3
Fna Gl aFnd 7T G na Gl1)al
! !
n=3 n=2 En:2 n=1 En:l n=0
e e i o e i o e
1 1
n=2 n=1 n=1 n=0n=0
® e | o e ! @ e
1 1
| S L
n=1 n=0 En:O E
e e | @ o i
i L
I I
[ ] o H
S L !
| | ()= 1/2)

1/2+ 1/2- 3/2- 3/2+ 5/2+ 5/2- 7/2-
—~N— V- v
t=0 (=1 (=2 (=3

Figura 4.1: Representacion esquematica de las soluciones éil,/a,(x) y ﬁﬂbé(x) de las
ecuaciones (4.14) y (4.15), las respectivas componentes grande (L) y pequena (S)
del espinor auxiliar intermediario Vdf y(x) en (4.12) en el esquema de SUSY-QM.
En la figura se separan los espinores de diferentes j por lineas punteadas. Para
ser especifico, la primera, segunda, tercera y las siguientes columnas ilustran los
respectivos espinores W(1/2:0() WG/21(\) W6/2)2(\) etcétera con n creciente. La
nomenclatura usada en las etiquetas de \T/jl(x) es tal que el indice ¢ pertenece al
momento angular. Los estados de mayor espin posible para dada K corresponden a
n =0, sus ¢'s son iguales al maximo valor ¢,,,x = K, y sus espines son j = (K + %)
Sus espinores todos tienen componentes pequenas. Las componentes grandes para
n = 0 estas ausentes (denotadas por puntos sin relleno) debido a que requeririan
de acuerdo con (4.4) un nimero de nodo menor por uno que n, esto es un valor
negativo prohibido. Estos espinores describen estados de las energias més bajas
(estados base) en una columna. En consecuencia, los espinores de Dirac genuinos
de estado base, U7'(R, x), en (4.4) (tomando en cuenta (4.10)), tienen componentes
grandes y pequenas de formas funcionales iguales, distintas por una constante. Los
arriba mencionados espinores estan asociados con soluciones a la ecuacién de Dirac
correspondientes a mayores energias, £ (ﬂ)z, y sus componentes grandes y pequenas
son de formas funcionales distintas.
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Los factores de forma de la carga
eléctrica y del dipolo magnético del
proton

Los factores de forma proveen informaciéon importante sobre la estructura del
nucleon. En particular el factor de forma de la carga eléctrica G,(Q?), y el del
dipolo magnético, G (Q?), del proton, el tema del actual capitulo, codifica hasta
cierto punto las distribuciones internas de la carga eléctrica, y de la corriente de
magnetizacion dentro de la particula. Esto es ya que en el marco de referencia
de Breit, definido en cero transferencia de energia, y con p = —p/, la corriente
electromagnética en el espacio de momentos puede ser vista de la forma

ephc

7h(Q%) = ("(Q),I(Q?)) = (GR(Q%), unid - aGh(Q%)) , v = (5.1)

- I
2m,,

donde el cuatrimomento transferido es “space-like”, —¢? = Q*? > 0.

Al considerar p?(Q?) y J?(Q?) como transformadas de Fourier de las correspon-
dientes densidades de la carga eléctrica y de la corriente de magnetizacion en el
espacio de posiciones, p?(r), y pb,,,(r), donde pb,  (r) = JY(r)un, los factores de
forma Gg(Q?) y G (Q?%) pueden ser expresados como las siguientes transformadas
integrales [18],

Q) = /OOO o (r)ei™dr, (5.2)

G (Q?) = /000 pfngn(r)eir'qdr. (5.3)

Dentro del formalismo de Dirac, las densidades de la carga eléctrica y de la
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Jn(X)
1.0}
0.8}
0.6/
0.4}
0.2}

0.2

Figura 5.1: Funciones esféricas de Bessel jo(x) y j1(x). Estas funciones son utilizadas
en el calculo integral de los factores de forma electromagnéticos del proton (5.6)-

(5.7).

corriente de magnetizacion estan expresadas en términos de las componentes grande,
G'/20(r), y pequeda, F*/2°(r), de un espinor radial de acuerdo con [19] como,

_ [Gl/z’O(THQ + [FI/Q,O(T)}Z, (54)

:

p(r) = [l

QMNG1/2’O(7‘)F1/2’O(T‘) o

S1/20  11/2,0
pfngn - ‘\Ilggt 75\I}g£t = Q E (55)
Con esto, las ecuaciones (5.2) y (5.3) se reducen a

D12\ _ > 1/2,0 2 1/2,0 AN

Gh@) = [ (16700 + [F200))") dn(@r)ar, (56)
0o 2G1/2,0 F1/2,0 »
G(@) =y [ gnyar, 5.7
0

donde jo(x) v ji(z) son funciones esféricas de Bessel representadas en la figura
o.1.

Hablando estrictamente, esta interpretacion de los factores de forma de la carga
eléctrica y del dipolo magnético esté limitada al marco de Breit, y esta condicionada
por Q?/(4M?) < 1. A transferencias mas grandes de momento los efectos del “boost”
en el marco de Breit adquieren importancia y correcciones relativistas mas sofistica-
das, calculadas via técnicas de teoria de campo, tienen que ser introducidas (ver [20]
para una revision reciente exhaustiva tedrica y experimental en los factores de forma
electromagnéticos del nucleén). A pesar de esto, algunos métodos fenomenologicos
como el presentado aqui, pueden contener parametros que pueden absorber parte de
los efectos relativistas y permitir alcanzar una descripcion satisfactoria a 5 GeV? y
mayores.
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A fin de tomar en cuenta la propiedad de la funcion de onda de ser definida en
un intervalo finito, la transformada de Fourier debe ser apropiadamente modificada.
Transformadas integrales de funciones definidas en intervalos finitos en la linea real
han sido estudiadas por ejemplo en [21], donde la modificacion de la onda plana ha
sido obtenida como

6iqrcosG N eiqucosG’ X € [0,77'}. (58)

Con esto, el calculo de los factores de forma en consideracién con el genuino
espinor de Dirac en (4.25) se reduce a la evaluacion de las siguientes dos integrales,

/ B2 00 [ i@, (5.9)
G2 (Q%) ~ / o P )2‘7—1(&?”@. (5.10)

El factor de forma G%,(Q?) es normalizado a @ = 0 al total de la carga eléctrica
del proton, esto es a e, = 1, mientras G4,;(Q?) es normalizado a p,, cuyo valor
experimental es p, = 2.792847uy, donde py es el magnetén nuclear, e,h/(2M,). En
términos de los espinores cuasiradiales de Dirac (4.25), yu, se expresa como [22]

2e T 2
P _—7/ [\If;éio(x)} Rydy. (5.11)
0

5.1. Calculo de los factores de forma del protéon

El calculo esta basado en (4.25), y usa parametros iguales para la descripcion de
los factores de forma, tanto eléctrico como magnético.

Con el fin de realizar los célculos de manera analitica, esto es mediante el uso
de célculo simbolico, se decidi6 utilizar el bastamente conocido Wolfram Mathema-
tica debido a que este programa tiene herramientas poderosas para esta clase de
desarrollos.

5.1.1. Calculo con espinores de Dirac aproximados por espi-
nores correspondientes a un potencial tipo Coulomb

Por medio de la aproximacion sin® y ~ x® correspondiente a angulos pequenos,
y para el conjunto de pardametros en (5.12) se pudo mostrar que las densidades de
las funciones de onda son practicamente coincidentes (véase la figura 5.2), haciendo
de ésta una buena aproximacion.
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Figura 5.2: La densidad de carga eléctrica ‘ﬁo(;/ 2 ‘ , con los parametros en (5.12) y

con la aproximacion sin® y &~ x*. Se observa que las densidades calculadas una con
el sin x (linea roja) y otra con x* (linea azul) son practicamente coincidentes, per-
mitiendo hacer uso de esta aproximacién, como una alternativa analitica al célculo
numérico.

Los resultados de los factores de forma eléctrico y magnético a este calculo apro-
ximado, con los siguientes pardmetros

a=08, b=1.9, R=1.3fm, (5.12)

y extendiendo los limites de integracion a infinito son presentados en las figuras
5.3 y 5.4 respectivamente.

Las soluciones normalizadas obtenidas son,

GD(Q?%) = 2 F1[1.3,1.8;3/2; —0.0749Q)], (5.13)

Gh(Q%) = o F1[1.8,2.3;5/2; —0.0749Q)], (5.14)

donde o F} (a, b; ¢; x) es la funcion hipergeométrica.

También se hizo la comparacion entre los factores de forma mediante la razon
1p,GE/GY mostrada en la figura 5.5.
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Figura 5.3: Factor de forma eléctrico del proton G%, calculado analiticamente (linea
solida) con los parametros en (5.12). Se observa que aproximadamente alrededor de
0.5GeV? pierde precision y el calculo queda por encima de los datos experimentales

(puntos) [23].
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Figura 5.4: Factor de forma magnético del proton G%,/u, (linea solida) calculado
analiticamente con los pardmetros en (5.12). Se observa una apegamiento excelente

a los datos experimentales (puntos) [23].
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Figura 5.5: Razon entre los factores de forma eléctrico y magnético del proton (li-
nea solida) mostrados en las figuras 5.3 y 5.4 respectivamente. Muestra la falta de
precision para altas energias, comparando con los datos experimentales (puntos)
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proton

A simple vista, los resultados para los factores de forma aparentan ser buenos,
el magnético mejor que el eléctrico; pero al observar la razéon entre ellos se pudo
concluir que hacia falta mas precisiéon para mayores energias.

5.1.2. Calculo numérico con los espinores de Dirac exactos
correspondientes al potencial cot y

Por lo que se decidié realizar un calculo numérico con la funciéon de onda (4.25)
sin la aproximacion sin® xy ~ x.

Los resultados bajo estas condiciones con los parametros

a=08 b=19, R=14fm, a;N.= 0.6, (5.15)

se muestran ilustradas en las figuras 5.6 y 5.7.

10, e, | gy 2
4 5 Q@ (GeV?)

Figura 5.6: El factor de forma eléctrico del proton G%, calculado con el espinor
genuino de Dirac en (4.25) (linea soélida) y para los valores del conjunto de parametros
en (5.15). Los datos fueron tomados de [23] y son marcados por puntos.

Ademas se calcularon los valores numéricos del radio de carga cuadratico pro-

T
medio, (rZ ), como el segundo momento con respecto a la distribucion [\Ifl/ 2’0()()}

gst
\I/;éf ’O(X), y del momento magnético, mu,, obteniendo <T3p) = 0.6793fm? y p, =

2.664y. Consideramos estos niimeros como razonables ya que el momento magné-
tico esta solo a un 5% por debajo del punto de los datos, sin embargo el radio de
carga cuadratico promedio es un 28 % menor que el valor experimental. Los céalcu-
los muestran que la caida exponencial de las funciones de onda con la coordenada
cuasiradial, Ry, es esencial para la correcta reproduccion del perfil del comporta-
miento de las observables bajo investigacion. En la figura 5.8 se muestra la razon
G (@) /G, (Q?). El analisis muestra que las predicciones permanecen congruen-
tes con los datos hasta 0.5GeV?, pero falla al reproducir la correcta desviacion desde
la ley de escalamiento [24]
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Figura 5.7: El factor de forma del dipolo magnético del proton G4, /pu, calculado con
el espinor genuino de Dirac en (4.25) (linea solida) y para los valores del conjunto de
parametros en (5.15). Los datos fueron tomados de 23] y son marcados por puntos.
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Figura 5.8: La razon p,G% /G%, de los factores de forma en las figuras 5.6 y 5.7. Los
datos son marcados por puntos, tomados de [23|, y la prediccion tedrica por la linea
solida.

, (5.16)

donde Gp(Q?) es la forma estandar del dipolo, llevando a un aumento en lugar
del observado decremento.

Se concluyd que el resultado obtenido por el calculo numérico fue bastante similar
al realizado con la aproximacion para angulos pequenos.
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5.1.3. Calculo con espinores correspondientes a un potencial
tipo Coulomb con el radio dependiente del momento
transferido

Para mejorar la descripcion de los factores de forma de la carga eléctrica y del
dipolo magnético es importante recordar que, el cuadrivector de corriente de Dirac
en el espacio de los momentos se puede escribir de la siguiente forma

7w, p") = w@ ) ulp) = u(p’) W* + pnic™™ (p" — p)] u(p), (5.17)

sin embargo esta ecuacion es valida sélo para particulas puntuales como el elec-
trom.

Para particulas compuestas, como el proton, el cuadrivector de la corriente de
Dirac esta dado por la siguiente ecuacion

K

oap (@) —P)u] u(p), (0 —pl =@, (5.18)

i, 0") = @) | Fi(q®) v +i

donde Fi(¢?) y Fy(¢?)* son los factores de forma de Dirac y k es el momento
magnético andémalo, con kK = 1, — 1.

Haciendo uso de los factores de forma de Dirac, se pueden definir los factores de
forma de Sachs, los cuales tienen la siguiente forma

2 2

Grl(d®) = Fi(¢®) + %Fz(cf), ﬁ <1, -¢ =@ (5.19)
y
Gu(e®) = Fi(¢*) + kFa(q?). (5.20)

La igualdad de los factores de forma de Sachs es una aproximacién, para cuando
las transferencias de momento son pequenas y kF3 es cero.

Sin embargo como se estéd buscando una descripcion de los factores de forma de
hasta momentos de ~ 5 GeV?, en esta secciéon se va a tomar en cuenta que el factor
de forma eléctrico posee una dependencia cinematica de ¢? a través del factor %,
adicional a la dependencia dindmica de ¢? producida por la transformada de Fourier

de la densidad de la carga eléctrica.

La manera en la que se tomaréd en cuenta lo anterior, serd implementando una
dependencia del radio del momento transferido

1q es el cuadrimomento transferido.
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R — R(1+0.1Q%). (5.21)

Tomando la ecuacion (5.9) y haciendo el radio dependiente del momento transfe-
rido (5.21), se puede hacer una expansion en series de Taylor de jo(QR(1+0.1Q%)),
y con esto es posible escribir (5.9) en la forma del factor de forma eléctrico de Sachs
en (5.19).

Haciendo uso de esta dependencia y de los parametros en (5.12), fue posible
mejorar el cidlculo mostrado en la figura 5.3 y se reprodujo el factor de forma eléctrico
en la figura 5.9.

1.04
0.8f%
0614
0.4

0.2}

N N Tt 2
1 2 3 4 5 Q (GeV?)

Figura 5.9: Factor de forma eléctrico del proton G4, calculado analiticamente (linea
solida) con los parametros en (5.12). Se observa que con la correccion en la depen-
dencia del radio al momento transferido, la precision mejora y el célculo pasa justo
por los datos experimentales (puntos) [23].

Obteniendo de esta forma una soluciéon normalizada distinta a (5.13),

Gh(Q*) = oF1[1.3,1.8;3/2; —1.1984 x 10 %¢(q + 250)?], (5.22)

donde 9 F}(a,b; c; x) es la funcion hipergeométrica.

La razon p,GY% /G, mejoréd de manera draméatica al hacer el ajuste mencionado
arriba en el calculo del factor de forma eléctrico, como se puede observar en la figura
5.10.
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Figura 5.10: Razén entre los factores de forma eléctrico y magnético del proton
(linea solida) mostrados en las figuras 5.9 y 5.4 respectivamente. Muestra una mejora

decisiva en la precision para altas energias, comparando con los datos experimentales
(puntos) [23].

Se puede concluir que al introducir R — R(1 + 0.1Q?)fm, la descripcién de los
factores de forma de la carga eléctrica y del dipolo magnético, al igual que la de su
razom, fue satisfactoria.
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Conclusiones

El modelo presentado en esta tesis propone que la estructura interna del protén
estd dominada por un dipolo de color (¢ — qq ~ ¢ — q), el cual es perturbado
por el potencial de rango finito de otro dipolo de color cuya fuente es pensada
como un dipolo de gluones (g — g). Dicho potencial, definido en (4.1) y denotado
como Veep(x), se ha empleado en la ecuacion de Dirac, la cual ha sido solucionada
mediante algunas aproximaciones. Encontrando las componentes grande y pequena
del espinor de Dirac del proton, se han calculado los factores de forma de la carga
eléctrica y del dipolo magnético del proton.

Se ha logrado una descripcion muy satisfactoria de estos dos factores de forma
y de su razon. Los resultados se mostraron en las figuras 5.7, 5.9 y 5.10.

Se concluy6 que la ecuacion de Dirac con el potencial Voop(x) describe de manera
adecuada la fisica del espin del proton. Este hallazgo provee un argumento sélido en
favor del modelo del confinamiento de color basado en la relatividad especial de de
Sitter en 6], [8].
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Apéndice A

La simetria so(4) y el vector de
Laplace-Runge-Lenz

Estados degenerados en espectros se describen mateméticamente en términos de
bases de representaciones irreducibles de grupos de simetrias. En este apéndice se
presentan los fundamentos de los grupos SO(4) y SO(4,2) de simetrias del atomo
de hidrogeno y los espectros hadronicos.

A.1. Vector de Laplace-Runge-Lenz

En problemas de dos cuerpos interactuando por una fuerza central se tienen
conservacion de energia, momento y momento angular. Cuando la fuerza es del tipo
1/r?, existe una cantidad conservada adicional a las anteriormente mencionadas. A
esta cantidad se le llama vector de Laplace-Runge-Lenz (LRL).

Para encontrar su formal, se comienza con la definicién del vector de posicion
relativa

r(t) = 11(t) — ra(t). (A1)

En la ecuacion (A.1), ri(t) y ra(t) son las posiciones de dos particulas como
funcién del tiempo.

El vector r(t) satisface la segunda ley de Newton

ui(t) = £r) . (A.2)

En la ecuacion (A.2), f(r) es la fuerza central en este caso y i es la masa reducida.

'El desarrollo de esta seccion, sigue la presentacion en [9]
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En este apéndice, se trabajara con una fuerza del tipo 1/72. Por lo que la ecuacion
(A.2) toma la forma

() = —k". (A.3)

r3

Ahora se define el vector de momento angular

L=ypurxr, (A.4)

y se toma en cuenta su conservacion,

L=0. (A.5)

Luego se toma el producto cruz de ambos lados de la ecuacion (A.3) con (A.4),
encontrando

Fx L=k (A.6)
T

Gracias a (A.5), la anterior ecuacion se puede escribir como

d r
—(rxL)=k- A7
equivalentemente
d r
—(rxL—-k-)=0. A.
S XL k) =0 (A8)

Esta ecuacién muestra que la cantidad dentro del paréntesis, es una constante
de movimiento © X L — k7 = constante.

El vector de LRL ahora se define como

— K-, (A.9)

con k = Ze? para el dtomo de hidrégeno.

Siendo obviamente una cantidad conservada

M = 0. (A.10)
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La conservacion del vector de LRL en la mecanica clasica se pasa a la mecénica
cuantica utilizando la prescripcion de la primera cuantizacion y se emplea

N
M= /—f-M. (A.11)

En la ecuacion anterior F es el eigenvalor del hamiltoniano y para estados ligados
tiene valores negativos. Debido a que el hamiltoniano y M son conservados entonces
M’ también lo es.

La conservacion de momento angular se interpreta como la simetria rotacional
SO(3) del espacio, la cual existe para cualquier fuerza central. Sin embargo, la ley
de fuerza del inverso al cuadrado tiene una simetria mas grande, SO(4) o SO(3,1).

El grupo SO(4) es el grupo rotacional en cuatro dimensiones y es localmente
isomorfo a SO(3,1), el grupo de Lorentz, con el cual se relaciona por medio de
una transformacion llamada rotacion de Wick, x4 = ict. Ambos grupos tienen seis
generadores, por lo que tienen 6 cantidades conservadas. Las tres componentes de
L y las tres componentes de M’ y se relacionan mediante los conmutadores

Estos junto con [L;, L;] = ihe;j;x L, forman el dlgebra so(4) del grupo.

A.2. El algebra so(4)

Los seis generadores en (A.12) y (A.13), constituyen un algebra cerrada. Para
ver mejor esto, se deben reetiquetar los indices de las componentes de L?. Primero
se escriben los respectivos vectores de posicion y de momento lineal

r = (7“1,7”2,7“3) Yyp= (p1,p2,p3>a (A-14)

con el conmutador

2El desarrollo de esta seccion, sigue la presentacion en [10]
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Al tomar en cuenta la definiciéon de L como L = r X p, se ve que las componentes
Ly, Ly, L3 de L se pueden expresar de la siguiente forma

Lij = Tipj — ijl'. <A16>

Por la antisimetria

Lij = _Ljia (Al?)

permite reducir (A.16) a tan solo tres componentes

L = (L1, L, L3) = (Las, La1, Li2). (A.18)

Ahora agregamos una cuarta componente ry — ict y py — % para extender
(A.15) y (A.16) a cuatro dimensiones con i, j = 1,2, 3, 4. Esto da la oportunidad de

definir un segundo trivector

M, = L1y, M, = Lyy, M = Lss. (A.19)

Los seis generadores L;; constituyen una generalizacion de los tres generadores
L de tres a cuatro dimensiones. Ahora (A.12) y (A.13) se juntan en

[Lij, L] = i(0arLiji + SuLnj + 50 Las + 0jiLig)- (A.20)

Por lo que el algebra so(4) genera el grupo ortogonal especial o grupo propio de
rotaciones en cuatro dimensiones, SO(4). Este consta de todas las matrices ortogo-
nales de 4 x 4 con determinante igual a uno.

A.3. Niveles de energia del atomo de hidrégeno

El algebra del grupo so(4) tiene dos operadores que conmutan con todos los
generadores, llamados operadores de Casimir (C}, Cy). Cuando el Hamiltoniano se
puede diagonalizar en la base de eigenfunciones de C; y uno de los generadores, se
habla de una simetria dinamica de Hamiltoniano SO(4).

Para construir los indices K, ¢, m y encontrar los eigenvalores del operador de
Casimir de SO(4), primero se definen un nuevo conjunto de generadores de SO(4)?

I:%(L+M’) yK:%(L—M’), (A.21)

3El desarrollo de esta seccion, sigue la presentacion en [10]
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que satisfacen

i, I;] = ihejpdy, (A.22)
(K, K] = iheiju Ky, (A.23)
[1i, K] = 0, (A.24)

L H] = [K, H] = 0. (A.25)

Los generadores I y K generan cada uno un élgebra so(3) y debido a que con-
mutan entre ellos, estas algebras estan desacopladas.

Los dos Casimires respectivos I? y K? tienen los eigenvalores tipicos para SU(2) =2

SO(3)
2 2 1
I = s(s+ 1)h%, 520,571,... , (A.26)
1
K? = k(k + 1)h?, k:o,§,1,... A (A.27)
Entonces éstos se pueden escribir como

I’ = ;l(L + M')? (A.28)

K2 — i(L _ M2 (A.29)

A partir de I’ y K? se construyen los dos operadores de Casimir del algebra so(4)
como

1
C,=T+K?*= 5(L2 + M) (A.30)

y

4En términos de s y k, el valor del cuadrimomento angular vale K = 2k, £ = 0,....k y m =
—4, .. L.
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C,=T-K*=L-M. (A.31)

El espectro de atomo de hidrogeno tan solo necesita representaciones de SO(4)
“diagonales”; es decir, con s = k y con esto los eigenvalores de C; son

1
Cy = 2k(k +1)R*, k=0, 3 1. (A.32)

Tomando en cuenta la ecuacion (A.11) y que M? = 2H/u(L? + h?) + k% a
consecuencia de (A.9), se puede mostrar que la ecuacion (A.30) se transforma en

1 2
Oy =-(12- w2y = -£5 g2,

2 2F AE 2 (A.33)

Ahora usando el eigenvalor de C}, se encontran finalmente los eigenvalores de
energia

fik”

B ="
T o2 (2k 4+ 1)

1
k=051 (A.34)

Identificando 2k + 1 = N, se puede ver que (A.34) es justo el valor de la energia
del atomo de hidrogeno, lo cual muestra que éste tiene una simetria SO(4).

Mientras que los niveles del atomo de hidrégeno se comportan como bases de
representaciones del grupo SO(4), el espectro en su totalidad se comporta como
base de una representacion unitaria de dimensionalidad infinita del grupo conforme
SO(4,2). Notese que SO(4) es el grupo compacto maximo del grupo conforme. En
el siguiente capitulo se esbozan los rasgos principales de so(4, 2).

A.4. Grupo conforme SO(4,?2)

En el texto se mencioné que el espectro del atomo de hidrogeno de niveles ligados
infinitos en su totalidad, se puede ver como base de una representaciéon unitaria e
infinita del grupo conforme SO(4,2). En lo siguiente se presenta una idea intuitiva
de como sucede esto, sin llegar a formalizar. Especificamente se mostrara que se
pueden definir operadores de escalera que conectan los niveles de SO(4). Como tales
operadores de escalera salen de SO(4), éstos indican una simetria méas grande.

Se elige la siguiente representacion de los generadores I; y K;°

1 1
I; = jaloay Ki = ;bloib, i =0,1,2,3, (A.35)

SEl desarrollo de esta seccion, sigue la presentacion en [25]
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donde a, b y af, b’ son los operadores de generacion y aniquilaciéon de bosones

[ai,a;r-] = (51']‘, |:bz7b;[i| = 5@‘, [az,bﬂ = [ai,bj} = [a;r,b]} = [az,bﬂ = 0
Los operadores L y M’ se expresan en términos de (A.35) como

1
1
M =1 - K, = §(aTaia —ble;b), i =1,2,3.

Recordando que

Lij = —Lji,

e introduciendo

1
Ly=1L;;= §(aTaka + bTakb), 1,7,k =1,2,3 y permutaciones ciclicas,

1
—M] =Ly = _§<3TUia - bTUib)?

se llega a la siguiente relacion de conmutacion

[Lijv Lkl] =1 (5z‘ijl + 5uij + 5jkLli + 5leik) .

Ahora se puede considerar el operador

1
L56 = §(aTa + bTb + 2),

con espin diferente de cero y o para ¢ = 1,2, 3 son las matrices de Pauli y para ¢ = 0
es la matriz unitaria de 2 x 2. Con las siguientes relaciones de conmutacion

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)

(A.43)

que conmuta con todos los operadores de SO(4). Sus eigenvalores son el niimero

cuéntico principal N. Ahora se consideran dos méas operadores escalares
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1
L45 = §(<'i]LC)'2bJr — aagb) (A44)

Ly = %(aT@bf + aosb), (A.45)
con la relaciéon de conmutacion

[Lus, Las] = iLse. (A.46)

A partir de estos se construyen

Ny = Lys F ilyg, (A.47)

y se puede mostrar que

[Lsg, N+] = £N-. (A.48)

Los operadores N, suben o bajan n por 1, o sea que Ly5 y Lyg
acttian como operadores escalera sobre n.

Para completar el algebra so(4,2), se deben construir los operadores L;5 y Lig,
llegando a un total de quince generadores (para ver un desarrollo mas exhaustivo,
véase [25]).
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