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Resumen

Este trabajo esta enfocado al estudio del fenémeno de mojado sobre superficies
con geometria esférica, en particular se estudia el efecto de la curvatura de la su-
perficie sélida sobre el dngulo de contacto que forma una microgota de liquido sobre
una superficie sélida esférica con geometria convexa. En el capitulo 1 se presenta
un panorama general en torno a los trabajos dedicados al fenémeno de mojado que
se han publicado a lo largo de los ultimos anos y también se presenta la deduccién
de la relacion de la dependencia de la tension superficial de una gota esférica con
respecto a su tamano. En el capitulo 2 se presenta la deduccion de un modelo tedrico
generalizado para la prediccion del angulo de contacto que forma una microgota de
liquido sobre una superficie sélida ideal, la cual puede tener forma esférica con geo-
metria convexa y céncava (el caso céncavo es presentado en el apéndice B); ademads
se retoma el caso de una superficie sélida ideal con geometria plana al tomar un caso
limite en el modelo presentado. En el capitulo 3 se expone la parte experimental
de este trabajo, la cual estd limitada a superficies sélidas esféricas con geometria
convexa. En este capitulo se expone desde la preparacion de la superficies sélidas,
la medicion del dngulo de contacto y la comparacion entre los datos obtenidos en
el experimento y la prediccién del modelo tedrico presentado en el capitulo 2. En el
capitulo 4 exponemos un panorama general sobre la pelicula precursora y las ecua-
ciones que gobiernan su dindmica y estructura; ademas en el apéndice A se presentan
mas detalles sobre el tratamiento matematico de la Teoria de lubricacion en torno a
la pelicula precursora. Finalmente, en el capitulo 5 se exponen las conclusiones que

se han considerado mas importantes del trabajo y algunas perspectivas.
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Capitulo 1

Introduccion.

Son muchos los trabajos dedicados al estudio del fenémeno de mojado sobre su-
perficies solidas planas, en particular, muchos de estos trabajos estudian el angulo de
contacto que forma una pequena gota de liquido sobre superficies sélidas planas idea-
les y/o rugosas, pero pocos se han preocupado por los efectos que tiene la geometria
de la superficie sélida en la que ocurre este fenémeno. El fenémeno de mojado sobre
superficies curvas ha tomado interés durante los 1ltimos anos para muchos campos
de la ciencia tales como ingenieria, biomedicina y ciencias naturales, entre otras.
Algunos de los estudios sobre este fenémeno han sido basados en el interés por el
desarrollo de nuevos materiales y la fabricacion de superficies curvas microestructu-
radas con caracteristicas particulares que puedan alterar las interacciones entre la
gota y la superficie [13], modificando asi la hidrofobicidad de esta, ademads, el anélisis
de la forma de la gota puede ser empleada en la caracterizacién de la sensibilidad y
especificidad de biomembranas [29], etc. Este fendmeno también puede ser observado
en situaciones cotidianas, en las hojas de algunas plantas y en las alas de algunos
insectos que son capaces de repeler el agua [29], por ejemplo, un efecto bien conocido
en la naturaleza es el efecto loto. A pesar de que existen diversos estudios sobre
estos fenémenos, no todos se han logrado entender perfectamente, lo que da lugar a
nuevas investigaciones en esta rama de la ciencia. El fenémeno de mojado surge al
considerar liquido en contacto con una superficie sélida, dicho liquido formara gotas
que se difundiran hasta llegar a un estado de equilibrio termodindmico con un cierto

angulo de contacto (definido como el dngulo entre las lineas tangentes a la superficie
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Figura 1.1: Se muestran algunos ejemplos del fenémeno de mojado sobre varias super-
ficies, en particular se muestran el efecto loto y el efecto pétalo, también es posible
notar como para cierto tamano de gota los efectos de la gravedad sobre la forma
esférica del liquido es despreciable.

y a la gota) o se esparcird hasta tomar la forma de una pelicula continua [21], de-
pendiendo de la magnitud del angulo de contacto se definen 2 regimenes, si el valor
del angulo de contacto es mayor a 0° pero menor a 90° se conoce como régimen de
mojado parcial y si es mayor a 90° pero menor a 180° se conoce como régimen de
desmojado parcial, en el dltimo caso, si el angulo de contacto es muy cercano a 180°
la gota queda sobrepuesta en la superficie tocdndola solo en su punto mas bajo y si
el angulo de contacto es muy cercano a 0° entonces se observa que la gota forma una
pelicula continua y se habla de un mojado total. Es importante mencionar que el
angulo de contacto es definido para una gota estatica y en equilibrio termodinamico.
Sin embargo, las gotas sobre una superficie solida suelen no estar bajo este equilibrio,
pero, por otro lado, el esparcimiento de liquidos viscosos puede llegar a ser relativa-
mente lento (lo que permite medir el dngulo de contacto en estados “metaestables”
e incluso puede que la gota alcance el equilibrio en tiempos experimentalmente no
accesibles (por ejemplo, del orden de meses para liquidos altamente viscosos). Para
superficies asperas, también deben considerarse las rugosidades, pues estas pueden
llegar a crear estados metaestables de la gota y/o modificar el dangulo de contacto
que tendra la gota de liquido. En ambos casos, estudiar y analizar la dinamica del

liquido puede aportar una idea de las propiedades termodindmicas de los liquidos en
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Desmajado parcial Mojado parcial Mojado total

Figura 1.2: Clasificacion del tipo de mojado segin la magnitud del angulo de con-
tacto.

las superficies [21]. Por otra parte, mientras se estd llevando a cabo el esparcimiento
de una gota macroscépica, es sabido que dicho esparcimiento ocurre acompanado (en
muchas ocasiones) por una pelicula delgada que se extiende de forma lateral, esta es
conocida como pelicula precursora o en inglés “film precursor”, como se muestra en
la figura 1.3. Por un lado, cuando la pelicula tiene un grosor de tamano mesoscopico
es bien conocida, pero, por otro lado, cuando el grosor de la pelicula es de orden
microscopico, es decir, molecularmente delgada es de actual interés y aunque mu-
chos de estos fenémenos de transporte han sido objeto de mediciones precisas y, se
cuenten con resultados experimentales y estudios mediante simulaciones atin no se

ha comprendido completamente [3], [5], [19] v [23].

1.1. Ecuacién de Young-Laplace.

En el ano de 1805, Thomas Young [30] y Pierre Simon Laplace [4] propusieron de
forma independiente una ecuacién que relaciona la diferencia de presiones que existe
a ambos lados de una interfaz y su forma geométrica, Young enuncié dicha ley sin
darle el formalismo matematico necesario pero Laplace formalizé mateméticamente
un poco después. Esta ley dice que si una interfaz entre dos fases se encuentra
en condiciones de equilibrio hidroestatico y la presion por ambos lados es la misma,
entonces la forma de la interfaz es plana y que en toda interfaz no plana en equilibrio
hidroestatico, la presion en la zona céncava de la interfaz serd mayor que en el lado

convexo. Matematicamente, la ley dice que la diferencia de presiones AP entre ambos
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Pelicula precursora

Figura 1.3: Se muestra un acercamiento al pie de la gota, donde ocurre la aparicion
de la pelicula precursora.

lados de un punto de una interfaz es proporcional a la curvatura media de la misma,
donde la constante de proporcionalidad es conocida como energia libre superficial

del liquido debida a la diferencia de presiones de Laplace, es decir
AP =2vH(z,y)

donde AP es la diferencia de presién, v es el exceso de energia libre del liquido y
H(x,y) es la curvatura media de la interfaz; en coordenadas cartesianas, la curvatura

media de alguna interfaz puede expresarse como

1/1 1
H =—(—=—4+ =
@ =37+ x)
donde R; y R, son los radios principales de curvatura de la interfaz, por lo que es

posible escribir una relacion para la ecuacion de Young en coordenadas cartesianas:

1 1
AP = — + — 1.1
7(R1+R2> (L1)
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notemos que si, Ry = Ry = r donde r es el radio de una esfera, es decir que la interfaz

tiene la forma geométrica de una esfera, entonces

ap—2 (1.2)

r
cabe mencionar que para una burbuja de jabdn, se consideran 2 interfaces con los
mismos radios principales, la primer interfaz es el aire externo con la pelicula de
jabon y la segunda interfaz es la pelicula de jabén con el aire del interior, esto se
ve reflejado matematicamente en un factor de 2 en la diferencia de presion de las

interfaces, es decir
4y
AP = — (1.3)

1.2. Tubo capilar.

Al considerar liquido en las proximidades de la pared de un recipiente, las molécu-

las del liquido sienten 3 fuerzas:
1. Su propio peso.
2. La fuerza de cohesién (por las demés moléculas del fluido).
3. La fuerza de adherencia (por las moléculas del sélido).

De estas fuerzas dependera la forma que adopte el menisco que formara el liquido
en las cercanias de la pared; por ejemplo, si el liquido moja, es decir, si la fuerza
de adhesion es mayor que la fuerza de cohesién entonces formara un menisco de
geometria concava y si el liquido no moja, es decir, la fuerza de cohesién es mayor
que la fuerza de adhesién entonces formara un menisco de geometria convexa, tal y
como se muestra en la figura 1.4.

Ahora, suponga que se tiene un tubo capilar de didmetro D en contacto con un
liquido, de forma que el liquido moja la superficie del tubo capilar, entonces segiun
la figura 1.4, el liquido formard un menisco de forma céncava pero ademaés el liquido
subira por el tubo capilar una altura h, tal y como se muestra en la figura 1.5; se
busca entonces la ecuacion que relaciona la altura del surgimiento capilar en términos

de las energias interfaciales del sistema.
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Figura 1.4: Menisco de forma céncava (izquierda) donde la fuerza de adhesién es
mayor que la fuerza de cohesién y menisco de forma convexa (derecha) donde la
fuerza de cohesién es mayor que la fuerza de adhesién.

Figura 1.5: Representacion grafica del fenémeno del tubo capilar.
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Para una elevacién capilar lenta, el balance de energias consiste en tres términos

[7):
1. El trabajo (W) realizado por el liquido al subir determinada altura h.
2. La disipacién viscosa (K).
3. La energia potencial (AU) almacenada en el liquido.

donde se cumple
W—-K=-AU (1.4)

Como se puede observar en la figura 1.5, la componente vertical de la tension
superficial del liquido es 7y cos 6, pero esta tension actia sobre toda la linea trifasica,
es decir, la linea que esta en contacto con las 3 fases (liquido, sélido y gas), por lo

que la fuerza capilar total que hace el trabajo W es:
fe=2mrycosf = wD~cost

por otro lado, el trabajo W realizado a medida que la tension superficial eleva el
liquido desde el inicio del tubo capilar hasta un altura h puede calcularse integrando

la fuerza capilar, de modo que

h h
w :/ fdz :/ m D~ cosOdz
0 0

al integrar y evaluar
W = D~ cos6h. (1.5)

Ademas es sabido que AP = gph, donde AP es la diferencia de presiones, g es la
gravedad, p es la densidad del liquido y A es la altura definida en la figura 1.5; por
otro lado, la energia perdida debida a la disipacion viscosa K para un flujo a través
de un tubo con seccién transversal constante [7] se puede calcular del volumen de la

columna de liquido V' y la diferencia de presiones AP en ella, de modo que:

dK = Vd(AP)
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ya que la diferencia de presiones solo depende de la altura h
dK = Vgpdh

ademds el volumen de la columna de liquido estd dado por V = 7r?h = %DQh, por

lo que
dK = %ng%dh
y entonces
P T
K :/0 ngDQh'dh' = gngzh2 (1.6)

la ecuacion 1.6 concuerda con lo expuesto en [1].

Por otro lado, el cambio en la energia potencial AU es posible de calcular por
medio de integracién de la fuerza hidrostatica h;, definida por el producto de la
diferencia de presiéon local AP y el area de la seccion transversal A, del tubo capilar,

de modo que como se tiene AP = gpz y A, = mr® = ZD?, entonces

m
. = —gpD?
fi=19rD7%

por lo que es posible escribir

h ho
—AU :/ fidz :/ —gpD?zdz
0 o 4

integrando y evaluando
AU = gng2h2 (1.7)

Ahora que se han obtenido las expresiones para cada uno de los 3 términos que
influyen en el balance de energias, es posible escribir una expresion para la relacién

buscada; sustituyendo 1.5, 1.6 y 1.7 en la ecuaciéon 1.4 se obtiene:

w D~ cos Oh — gngZh2 = gng2h2

reduciendo términos y despejando para h

4~ cos 0
b=
gpD
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esta ecuacion es cominmente conocida como Ley de Jurin.

Cabe mencionar que se ha demostrado experimentalmente que si el tubo capilar
es sumergido en el liquido, la altura h a la que se elevara el nivel del liquido no se
ve afectada [7] (el cambio en el drea interfacial liquido-solido no afecta), es decir que
esta altura h es debida tinicamente a las interacciones en la proximidad de la linea

trifasica (linea de contacto) 6 dentro del menisco en la interfaz liquido-gas.

1.3. Ecuacion de Young-Dupré y ecuacién de Young

modificada.

También por el ano 1805, Young [30] propone una ecuacién que relaciona el &ngulo
de contacto que forma una gota de liquido sobre una superficie solida plana ideal con
las energfas interfaciales de las tres fases (sélido, liquido y gas), sin darle el sustento
matemético necesario y por el ano 1869, por su parte, Dupre [6] da el formalismo

matematico a dicha relacion, la cual es:

YsG — VSL (1‘9>
YLG

cosf =

cabe mencionar que la ecuacion 1.9 puede ser obtenida mediante un simple balance
de fuerzas en la figura 1.6.

Notemos que esta ecuacion 1.9 es muy parecida a la relaciéon usada para la defi-
nicion de la mojabilidad, la cual es una medida de que tanto moja o no un liquido a

una determinada superficie, matematicamente se expresa como

= 156 sL (1.10)
TYLG

y cumple que cuando el parametro de mojabilidad p es negativo, entonces el liquido
no moja la superficie, cuando p es positivo, entonces se dice que el liquido moja la
superficie. En el caso de que el liquido sea agua y que una superficie sea mojada por
ella se conoce como una superficie hidréfila y cuando la superficie no es mojada por
ella entonces es conocida como una superficie hidréfoba.

Por otro lado, en 1928 Gibbs [12] introduce el concepto de tensién de linea, él
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Eje de simetria

Figura 1.6: Gota de liquido sobre una superficie plana ideal.

explico que las energias superficiales no contenian toda la energia libre del sistema,
si no que, existe un exceso de energia libre no considerada, la cual estd contenida
en la linea triple (linea de contacto entre las 3 fases) y que esta energia es similar
a las energias de la superficie, es decir, también contribuye en la forma de la gota.
También explicé que esta tensién de linea se opone a la difusion de la gota.

Fue hasta el ano 1977, cuando Pethica [22] definié la tensién de linea para una
gota de liquido sobre una superficie sélida plana ideal e incluyé el término de la
tension de linea en la condicion de equilibrio termodinamico, de modo que esto dio

lugar a la ecuacién de Young modificada:

G ZsL K 1
girel VLG a

cosf = (1.11)

donde k es la tensiéon de linea y a es el radio de contacto de la gota.

1.4. Trabajos posteriores.

Ademas de los trabajos hechos por Young, Dupré, Laplace, Gibbs y Pethica, se

han propuesto 2 modelos que consideran superficies planas no ideales, donde toman
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a) Régimen de Wenzel Régimen de Cassie-Baxter

b)

Figura 1.7: Representacion gréfica del régimen de Wenzel (izquierda) y el régimen
de Cassie-Baxter (derecha).

en cuenta la misma superficie plana y rigida, pero con rugosidades. El primer modelo
es conocido como “Régimen de Wenzel” en honor a R. N. Wenzel [28] donde se
introduce un factor de rugosidad r definido por la razon entre el drea superficial real
y el drea superficial plana de la interfaz solido-liquido proyectada sobre una superficie
plana, es decir
ar€Qreql

r= ——
arelproyectada
este régimen también es conocido como régimen de mojado homogéneo, pues se
supone que el liquido “llena” las rugosidades de la superficie mojando perfectamente,
tal y como se muestra en la figura a) de 1.7. Donde la relacién propuesta por Wenzel

es
TVSG — YSL

1.12
TLG ( )

cos by =

y la relaciéon entre el angulo de contacto de Wenzel y el angulo de contacto de Young
esta dada por

cos by = r cos by

donde Oy es el angulo de contacto definido por Wenzel y 6y es el angulo definido por
Young. El segundo modelo, conocido como “Régimen de Cassie-Baxter”, propuesto
por Cassie y Baxter [2] considera la misma superficie plana rugosa, pero a diferencia
del régimen de Wenzel, Cassie-Baxter considera el régimen de mojado no homogéneo,

es decir, considera que queda atrapado “aire” entre las rugosidades de la superficie
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y el liquido, tal y como se muestra en la figura b) de 1.7, la relacién propuesta en

este modelo es

coslop = f, 156~ T5L (1 ) (1.13)
YLG

donde f, es la fraccion del liquido que entra en contacto con el liquido, la relacién
entre el angulo de contacto propuesto por Cassie-Baxter y el angulo de contacto

propuesto por Young esta dada por

cosOcp = fscosBy — (1 — f)

ademas para este modelo existe la posibilidad de considerar superficies planas rugosas

y quimicamente heterogéneas.

Ademas, existen trabajos donde se han propuesto teorias de humedecimiento en
superficies solidas ideales con geometria esférica, algunos ejemplos de estos trabajos
son el hecho por Extrand y Moon [8] en 2008, quienes proponen una ecuacién que
relaciona el dngulo de contacto observado en una superficie sélida ideal esférica en
términos de los pardmetros definidos como dngulo de contacto intrinseco (sobre una
superficie plana ideal), el radio de contacto de la gota de liquido sobre la superficie
y el radio de la superficie esférica solida, Guilizzoni [13] en 2011, Goutham [27] en
2012 y Wu [29] en 2015, entre otros.

Por otro lado, el fenémeno denominado “film precursor”, ha motivado su estudio
tanto experimental como tedrico. Como ya se menciond, esta pelicula puede existir
con diferentes ordenes de espesor, por ejemplo, puede tener un grosor del orden de
moléculas o del orden mesoscopico. A escalas mesoscopicas, la primera observacién
de la pelicula precursora que se extiende por los bordes de una gota macroscopica fue
realizada por Hardy [14], quien estudié el comportamiento de gotas de agua, acido
acético, entre otros liquidos. Hardy encontré que la pelicula se extiende desde la gota
y que este proceso puede o no ser seguido por la misma gota. En un trabajo publi-
cado por Ghiradella [10], se logré detectar una pelicula precursora mesoscépica para
una soluciéon clorhidrica que se elevaba en un vaso de vidrio en una pared vertical,
esto se logro detectar al monitorear los cambios en la resistencia eléctrica a través
de la pared del vaso. Cabe mencionar que el estudio experimental de estas peliculas

con espesores de tan solo unos pocos didmetros moleculares fue posible gracias al
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desarrollo de técnicas experimentales avanzadas, tales como la elipsometria, el cual
es un método Optico que permite medir el grosor de estas peliculas muy delgadas
cuando son depositadas sobre sustratos cuyo indice de refraccion es particularmente
conveniente para poder obtener informacion 1til del mismo [23]. Ademés, desde fina-
les de la década de 1980, los avances tanto experimentales como tedricos han logrado
progresar en torno a la comprension de la dinamica de difusién de estas peliculas. Por
el lado experimental, el rapido desarrollo de la tecnologia ha mantenido el interés por
el comportamiento y dindmica de estas peliculas precursoras. En el lado tedrico, se
han propuesto modelos para explicar el comportamiento que ha sido observado en el
experimento, sin embargo, dichos resultados se encuentran dispersos por la literatura

y no se ha intentado presentar una revisiéon exhaustiva [23].

1.5. Dependencia de la energia superficial con el

tamano de la gota.

Se desea obtener una ecuacién que relacione la energia superficial de la interfaz
de la gota con el radio de la misma.

De acuerdo a la teoria de Gibbs [11] y por lo hecho por Tolman [25] para un
sistema de 2 fases (una interfaz), donde cada fase estd compuesta por una unica

substancia y que son mantenidas a temperatura constante, es posible escribir
do = —Tdu (1.14)

donde o es la energia superficial en la interfaz del liquido, I' es la densidad super-
ficial entre las 2 fases y u es el potencial de Gibbs para un fluido homogéneo de
cualquier fase. También de la teoria de Gibbs, la dependencia de la presién con la
parte homogénea del fluido es posible de representar, en este caso especial, para
alguna variacién isotérmica (la cual preserva el equilibrio entre las dos fases) como:

d / d /!
dp="2 -2 (1.15)

donde p’ y p” representan la presién en cada una de las fases (liquido y vapor) y +/



Capitulo 1. Introduccion. 14

y 7" representan sus densidades respectivamente. Sustituyendo (1.15) en (1.14) se

obtienen las siguientes ecuaciones:

r
do = —?dp' (1.16)

Y T
do = ——dp" (1.17)

ahora, sumando las ecuaciones (1.16) y (1.17) es posible obtener

1" ,y// ,}/
2o =~y (o~ Ty 4 T - )

pero de la ecuacién (1.15) es posible escribir 1—7 = Z’;l,l, por lo que se obtiene
F / /!

recordemos que la ecuacion de Young-Laplace para una interfaz esférica de radio r

fue escrita en (1.2), de modo que es posible escribir p’ — p” = 277 y sustituyendo en

do=——q(2
(v =2") \r

diferenciando y despejando se obtiene

la ecuacién (1.18) se obtiene

2 r
L do 2 (Y —")
Ldo _ 1.19)
2 I (
o dr 1 -+ ;—(7,_7,,)

note que aunque esta relacién fue obtenida pensando en gotas y vapor compuestos
de una tinica substancia pura, en [26] se presenta la discusién que avala el uso de esta
relacion para sistemas de liquido-vapor donde las componentes del sistema no estan
formadas por una unica substancia siempre y cuando las cantidades I', v/ y 4" sean
correctamente interpretadas. De acuerdo con [25], I" es definido como la diferencia

(por unidad de drea) entre la cantidad real de fluido en nuestro sistema de dos fases
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y la cantidad que contendrian las fases del sistema si tuvieran densidades uniformes
a la superficie de Gibbs (superficie de la interfaz). Ademas, definiendo la curvatura
media de la interfaz esférica ¢ = % y & como una variable que mide distancias radiales

desde la fase liquida a la gaseosa, es posible escribir
0 b
= / (v — ) (1 + cz)?dx + / (v — ") (1 + cz)*dx (1.20)
—a 0

donde los limites x = —a, b son tomados lo suficientemente lejanos al punto x=0, de
modo que el fluido alcance sustancialmente la mismas condiciones en esos puntos que
en la porcién homogénea del fluido (lejos de la interfaz). Ademés de la superficie de
Gibbs, resulta 1til considerar una superficie divisoria ubicada de modo que el valor
de la densidad superficial desaparezca cuando se calcula con respecto a la misma;
si la ubicacién de esta nueva superficie es medida en la direccion radial desde la

superficie en z = 0, entonces es posible escribir:

0= / (v — 7)1+ cx)de + /5 (v = 7")(a + cx)de = / (v — 7)1 + cx)da

a —a

5 b 5
+/0 (7—7’)(1+cx)2d:)3+/0 (7—7”)(1+cx)2d:)3—/0 (v — ") (1 + cz)?dx
(1.21)

al sustituir la ecuacién (1.20) en la ecuacién (1.21) se obtiene

5 5
0=T +/ (v — )1 + cz)*dw — / (v = ") (1 + cx)?dx
0 0
reordenando y despejando I’
5
= / (Y = ") (1 + cx)*dx
0

al integrar y evaluar

I'=(—7") ((5 + c6® + 30263)
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recordando que la curvatura media es ¢ = % y reordenando

r 52 14
=0+ — 4 —— 1.22
’Y/ _ ,y// + r —"_ 3 TQ ( )

al analizar esta ecuacion, es posible darse cuenta de que para gotas donde el radio r
es mucho mas grande que § entonces es posible despreciar los ultimos 2 términos, de

modo que para una interfaz plana (r — oo) se obtiene

r
7/ _ '7”

=4 (1.23)

es decir, que para una interfaz plana la cantidad # es constante. Pero para gotas

con radios relativamente pequenos, estos ultimos términos no son despreciables.
Por otro lado, si se sustituye la ecuacién (1.22) en la ecuacién (1.19) es posible
26 5, 82
do (1 tot 3—2>

— = d
R (R ET

obtener

al integrar desde un limite inferior referente a una interfaz plana hasta un limite

superior referente a una interfaz esférica de radio r:

dr

2
/Uda / %(1+§+§%>
T 25 5, o2
o 0 Jeo 142 (1424 55)
donde oy denota la energia superficial para una interfaz plana, note que la integral de

la derecha tiene solucién numérica, para obtener un resultado analitico es necesario

. , . 2 . . , . .
despreciar los términos g y 3%, de modo que al despreciar dichos términos se obtiene

[ ] e
oo O N o T2+ 207

o 1
—_ = 1.24
0o 1—{—22 ( )

al integrar y evaluar

por lo explicado anteriormente es de esperarse que esta relacién sea valida para un

gran rango de tamano de gota, menos cuando el radio de la gota sea muy pequeno.



Capitulo 1. Introduccion. 17

En [26] muestran una tabla con valores de las cantidades g, 1:2 5y Uio, donde es

muy sencillo observar que para decrementos en el radio de la gota existen también

decrementos en su energia superficial.






Capitulo 2

Modelo tedrico generalizado a

superficies esféricas y planas.

Este capitulo esta dedicado a la deduccion del modelo generalizado, dicho modelo
fue obtenido por Jasper [17] y sus resultados fueron verificados experimentalmente
para gotas de liquido con radio de contacto del orden de um - nm, lo que nos hace
preguntarnos si este modelo funciona para gotas con radio de contacto del orden de
mm; se busca obtener una ecuacién que relacione el dngulo de contacto aparente con
las energias interfaciales del sistema, el angulo de contacto intrinseco, la tension de
linea y el radio de la superficie sélida; primero se deducen las relaciones necesarias
para el caso de una superficie sélida esférica con geometria convexa, posteriormente
a modo de anexo, en el apéndice B se muestra la deduccién para el caso de una
superficie sélida esférica con geometria céncava, por ultimo se toma un caso limite
donde se obtiene la relacion para el caso de una superficie solida plana. Cabe men-
cionar que en todos los casos se consideran superficies solidas ideales, es decir que

son perfectamente lisas y quimicamente homogéneas.

Para el modelo generalizado del angulo de contacto sobre superficies con geo-
metria esférica o plana se considera una gota de liquido esférica de radio r difun-
diéndose justo en la cima de una superficie solida esférica de radio R, de modo que
existe simetria sobre el eje vertical y el angulo de contacto no depende de la direccién
hacia la que se mire el sistema, ademas, cuando R — oo se tiene el caso de una super-

ficie sélida plana; después de un tiempo ¢ (el cual puede ser relativamente pequeno

19
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Eje de simetria Eje de simetria

Superficie solida

Bje de simetria

Superficie solida

Figura 2.1: Representacion de las 3 diferentes geometrias a tratar: una superficie
esférica convexa y una concava y una superficie plana.

o grande dependiendo de la viscosidad del liquido del que esta formada la gota) la
gota de liquido alcanza su estado de equilibrio termodinamico y entonces forma un
determinado angulo de contacto en equilibrio, ademas, es necesario diferenciar entre
el llamado angulo de contacto aparente y el &ngulo de contacto intrinseco, el primero,
que se define como € es el angulo formado entre la linea tangente que surge de la
misma gota y el eje horizontal, el segundo, 0, es el angulo formado entre la tangente
a la gota y la tangente a la superficie sélida, éste ultimo coincide ser con el angulo
de contacto que la gota formaria sobre una superficie plana del mismo material y

composicion que la superficie esférica. Tal y cémo se muestra en la figura 2.1.

Ademas Asg, Arg v Agr son las dreas interfaciales entre las interfaces solido-
liquido, liquido-gas y solido-liquido respectivamente, a es el radio de contacto de la
gota sobre la superficie solida y « esta directamente relacionada con el radio R de la

esfera sélida.

Es importante recalcar que para este modelo se asumira lo siguiente:

1. El sistema se encuentra en un estado de equilibrio termodindmico.
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2. La gota es axisimétrica.

3. Los efectos de las fuerzas externas son despreciables.

Dichas asunciones implican que:

1. El volumen de la gota es constante (dV = 0).

2. La diferencia de presién de Laplace es constante en toda la interfaz liquido-gas.

3. La gota toma la forma de una capa esférica y entonces la curvatura media de

la misma es constante.

Por otro lado, en el proceso de esparcimiento de la gota, la variacién total en el

trabajo dw es:
dw = ")/LgdALG + 'YSLdASL + ’}/SgdASG — rdL — PdV —VdP (2.1)

donde L es la longitud de la linea trifasica, la cual como su nombre lo dice es la
circunferencia de contacto entre las 3 fases del sistema (liquido, gas y solido), x es
la tension de linea, V' es el volumen de la gota y P es la presion de Laplace.

Pero, dado que la gota se encuentra en un estado de equilibrio termodinamico,
entonces la variacién en el trabajo es nulo y también dV = 0, ademas es sencillo
observar que la ganancia del area interfacial sélido-liquido se vera reflejada en un
decremento del area interfacial sélido-gas, es decir dAs;, = —dAsg . De modo que

de la ecuacion (2.1) se obtiene:
YredArg + vspdAsy — vsadAsy — kdL — VAP =0

lo cual es posible reescribir como:

dA — dL V dP
LG | TsL — Vs K _ —0 (2.2)
dAsr, YLG TLG dAsr, YLv dAsr,

En este punto es necesario calcular las derivadas contenidas en la ecuacion (2.2), como
la geometria de la superficie solida céncava es distinta a la geometria de la superficie

solida convexa, se trataran por separado. Notemos que una diferencia importante
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entre las 2 geometrias es que en el caso convexo se cumple que 6y = 0 — «a y en el
caso concavo 6y = 0 + «, la importancia de estas relaciones se notard mas adelante,

cuando sean obtenidos los términos con derivadas en la ecuacién (2.2).

2.1. Superficie sélida con geometria esférica con-

vexa.

Consideremos el caso de una gota de liquido de radio r sobre una superficie sélida
esférica de radio R con geometria convexa, tal y como se muestra en la figura 2.2,

donde es sencillo notar que la geometria del sistema cumple la relacién
(90 =0—-« (23)

la cual serd de ayuda mas adelante.

2.1.1. Razon de variacién del area interfacial liquido-gas y
el area interfacial sélido-liquido.

dALG
dASL

gota representada en la figura 2.2. Sabemos que el volumen para una esfera de radio

r es §7r7’3, por lo que a dicho volumen se le restara el volumen que le falta a la

gota para ser una esfera completa. En la figura 2.3 se muestra un acercamiento a la

Para el calculo de es necesario obtener primero el volumen que tendra la

geometria de interés, el volumen rayado (diagonales en 1 sentido y diagonales en los
2 sentidos) es el volumen a restar del volumen de una esfera completa; de la misma
figura se observa que acomodando el sistema de coordenadas de modo conveniente, la
ecuacién que cumple el circulo que forma la gota es (x+r—h)?+1? = r?, despejando

para y se obtiene:

y = /2(xzh+rh —zr) — a2 — h? (2.4)

ahora, si se integra respecto a la variable x desde 0 hasta h el diferencial de volumen
de un disco de ancho dz, es decir, Volgisco = mr"?dz donde el radio 7’ de dicho disco
es exactamente la variable y en la ecuacién (2.4) se obtendra entonces el volumen de

la semiesfera que se representa rayada con diagonales en ambos sentidos en la figura
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Eje de simetria

Figura 2.2: Representacion de una microgota de liquido en equilibrio termodinamico
sobre una superficie sélida esférica con geometria convexa.

Superficie solida

Figura 2.3: Acercamiento a la geometria del sistema sobre una superficie convexa.
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2.3, de modo que:
h
Volsemiesfera = / T [Q(mh +rh—ar) —2? — hﬂ dx
0

integrando y evaluando

h2
VOlsemiesfera = 73(37“ — h) (25)
por otro lado, también de la figura 2.3 es sencillo notar que cos f = T;h7 despejando
para h:
h = (1—cosp)r
combinando este relacién con la ecuacién (2.5) se obtiene:
4 .2-3 3
VOlsemiesfera - _7””3 COSB s B (26)

3 4

de forma similar es posible obtener el volumen de la semiesfera que se representa en

la figura 2.3 rayada en diagonales en un sélo sentido, de modo que se obtiene:

4 2 — 3cosa + cos® o
VOlsemiesfer(LQ = _WR?)

3 4

(2.7)

Tal y como se menciono anteriormente, el volumen de la gota sera el de una
esfera completa de radio r menos el volumen calculado en las ecuaciones (2.6) y

(2.7), entonces:

(2.8)

VOlgota = %'/T (7"32 i 3(3085 — 60836 — R32 — BCOSZ + COSSCM)

Por otro lado, de la figura 2.2 se puede notar que a« = 0 — 60y y g = 7 — 0,

sustituyendo dichas relaciones en la ecuacién (2.8) se obtiene:

Volgota = %7‘(‘ (r3f(0) — R3f(a)) (2.9)

donde se definié
_ 2—3cosz+ cos® x

f(z) = 1 (2.10)
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De la figura 2.2 también es posible notar que sin 8 = ¢ y sina = %, combinando

estas relaciones se obtiene $28 — £ de modo que la ecuacién (2.9) puede reescribirse

sin «

COIMo.

Volya = 2 ( F(0) — S.mj i f(a)) (2.11)
3 sin”
O 4 . 3
SN~ &«
Vol gota = §7TR3 (Smgef(e) — f(a)) (2.12)

derivando la ecuacién (2.12) con respecto a « se obtiene

av. Ar BSinzacosaf(H)—l—sin?’af’(@)j—e 3sin3acosﬁf(9)j—9 .
o "3k * * = f(0)

sin® 6 sin* 0

despejando para

da
dg f(0) - 3Tl
do— snia gy 3080 f(g)]

al sustituir la ecuacion (2.10) y su derivada en esta relacion y reordenando términos

de forma conveniente es posible obtener

df  sina — (cosf +2)sin(d — o)
doa sin «v

(2.13)

Por otro lado, de la figura 2.2 es posible observar que el area interfacial en la interfaz

liquido-gas estéa dada por
g 2w
Arg = / / dpdfr?® sin = 27r*(1 — cos 0)
s Jo

ademds, también es posible notar que sina = % y sin 8 = sin(7 — ) = sinf = 2, de

modo que se tiene R? = 7’2% y entonces
,sin? o
A = 2rR*———(1 — cos9) (2.14)
sin” 6
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diferenciando se obtiene

2(1 — cosf) sinacos a sin? o sin 0
d de 2.15
sin? @ “r (14 cosf)? (2.15)

dA; o = 2m R? {

también de la figura 2.2 es posible observar que el area interfacial de la interfaz

solido-liquido estd dada por

a 2m
Agp = / / dpdfR*sin ) = 27 R*(1 — cos a)
o Jo

diferenciando se obtiene
dAgy, = 27 R*sin ada (2.16)

y ademas a = 0 — 6y, por lo que
Agr = 2nR*(1 — cos (6 — 6p)) (2.17)

entonces, al combinar las ecuaciones (2.15) y (2.16) se obtiene

dArg  2(1 —cosf)cosa N sinasing  df
dAsy, sin? (14 cosf)? do

(2.18)
la derivada % fue obtenida en la ecuacién (2.13), por lo que, sustituyendo dicha
relacion en la ecuacién (2.18) se obtiene

dAre  2(1 —cosf)cosa  sinasinf [sina — (cosf + 2)sin(f — a)
dAg; sin’ @ (14 cosf)? sin «v

al reducir y eliminar términos es posible mostrar que

A
ZA;? = cos(f — «)
recordando que a = 6 — 0y, se tiene
dA
dAgj = cos b (2.19)

notemos que este término corresponde a la ecuacién de Young, donde sélo se ve
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involucrado el angulo de contacto sobre una superficie plana, también llamado angulo

de contacto intrinseco.

2.1.2. Razoén de variacion entre la linea triple y el area in-

terfacial sélido-liquido.

Es muy sencillo observar de la figura 2.2 que la longitud de la circunferencia que
forma la linea de contacto trifasica es L. = 2mwa y por otro lado también es facil

observar que a = Rsin «, de estas 2 relaciones se obtiene:
L =2mRsin«

diferenciando respecto a dAg;, utilizando la regla de la cadena:

dL b
T~ B .
ademas L
o= 2R cos « (2.21)

Por otro lado, la razén de variacion del area interfacial solido-liquido con respecto

a « se puede obtener de la ecuacién (2.16), de modo que

dAsy,

= 27 R? sin (2.22)

al sustituir las ecuaciones (2.21) y (2.22) en la ecuacién (2.20) se obtiene:

dL _cosa
dAs; Rsina
pero Rsina = a, por lo que:
dL CoS (v
- 2.23
dASL a ( )

Este término corresponde al exceso de energia libre explicado por Gibbs y que se

encuentra presente en la linea de contacto trifasica.
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2.1.3. Razon de variacion entre la presion de Laplace y el

area interfacial sélido-liquido.

Para la deduccién de este modelo consideraremos que la interfaz de la gota liquida
es perfectamente esférica, de modo que es posible usar la diferencia de presiéon de

Laplace para una interfaz esférica de radio r, es decir:

2
AP =
,
: 1 _ sinf : .
de la figura 2.2 es posible notar que - = == de modo que se obtiene:
27y sinf
AP =
Rsin«

noétese que los efectos geométricos de la superficie sélida en esta expresion se ven

reflejados en los parametros a y R; diferenciando respecto a Ag;, por regla de la

cadena: P
dP T
= e 2.24)
24 (
pero
sin 6
d_P — Rsina
da da
por lo que se obtiene
d_P _ cos?% B sin 6).02804 (2.25)
da Rsin o Rsin“ o

de modo que, al sustituir las ecuaciones (2.25) y (2.22) en la ecuacién (2.24) se

obtiene:

dASL B s

= 2.2
R3sin® o (2.26)

dpP v (cos&sina% —sin@cosa)

sustituyendo la derivada 9 de la ecuacién (2.13) en la ecuacién (2.26)

A sin ar

dAs;, T R3sin® o

dP  ~ (cos 0 sin one—(cos0i2)sin0-0) _ i ) g a)
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multiplicando por la ecuacién (2.12) se obtiene

dASL N 7T37T

sin® 0 R3sin® o

dP v 4 R (sin3 Oéf(é’) B f(a)) (COS 0 sin asmo‘_(cossf:j) sin(0=0) _ gin @ cos a)

al reducir y eliminar términos es posible obtener

diiL = %sin(@ — a)(1 + cosf)? [

sina(cosa+2)  sinf(cosf + 2)

v (14 cosa)? (14 cosf)?

} (2.27)

este término corresponde a la diferencia de presion de Laplace en una interfaz esférica,
notemos que el parametro v es distinto a yrg, la primera como ya se menciono es
debida a la curvatura de la interfaz y se debe a la presién de Laplace, mientras que

la segunda relaciona el cambio en la energia libre de la interfaz liquido-gas.

2.1.4. Relacion entre el angulo de contacto intrinseco y el
angulo de contacto aparente para superficies solidas

con geometria convexa.

Ahora que se han calculado las derivadas de la ecuacién (2.2) correspondientes al
caso de una superficie sélida esférica con geometria convexa es posible escribir una
ecuaciéon que relacione el angulo de contacto intrinseco 6, el angulo de contacto apa-
rente 6 y el parametro de curvatura de la superficie sélida «; sustituyendo entonces

las ecuaciones (2.19), (2.23) y (2.27) en la ecuacién (2.2) y reordenando términos se

obtiene
i 2 inA(cos  + 2
cos By — sin(f — a)(1 + cos 9)2 sin ar(cos o + 2) _sin (cos @ + 2)
3YLG (1 + cosa)? (1 + cos0)2 (228)
ZWSG—WSL+ K cosa ’
YLG YL G

de esta relacién es posible notar que aparece la ecuacién de Young modificada (1.11)
con 2 variaciones, la primera es un factor de cosa en el término proveniente de
considerar la tensién de linea y el segundo es un sumando proveniente del término
que considera la diferencia de presién de Laplace, en este tltimo también se ve

inmerso el parametro o que nos da una medida del tamano de la superficie sélida.
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2.2. Superficie sélida con geometria plana.

Como se puede observar en las ecuaciones (2.28) y (B.21), la relacién para el
angulo de contacto aparente varia segin la geometria de la superficie solida con la
que se este tratando (céncava o convexa). Resulta natural pensar que un caso limite
para obtener una superficie sélida plana partiendo de las ecuaciones ya mencionadas
es haciendo R — oo, sin embargo en las ecuaciones (2.28) y (B.21) no aparece ” R”
de forma explicita, por lo que se debe analizar partiendo de una relaciéon para a.
Tanto de la figura 2.2 como de la figura B.1 es posible notar que para ambos caso se

cumple que

) a
sina = —
R
tomando el limite R — oo, entonces
sina =0

por lo que se concluye que el limite apropiado a tomar en las ecuaciones (2.28) y

(B.21) para obtener una superficie sélida plana es
a—0

aplicando dicho limite tanto en la ecuacion para el angulo de contacto sobre una
superficie sélida con geometria céncava como para el angulo de contacto sobre una

superficie solida con geometria convexa se obtiene

— 1
(24 cos — 2cos®f — cos® ) = Is¢ — sk RO (2.29)

YLG VLG YLG @

cos 6y +

resulta natural que tomando el limite & — 0 en la ecuacién (2.28) se llegue a una
misma relacién que tomando dicho limite en la ecuacién (B.21) ya que sélo debe
haber una ecuaciéon para el angulo de contacto sobre una superficie plana. Cabe
mencionar que de las ecuaciones (2.3) y (B.1) también es posible observar que el
limite & — 0 es el limite adecuado a tomar para una superficie plana, ya que, en
una superficie plana el angulo de contacto intrinseco 6, debe ser igual al angulo de

contacto aparente 6. Notemos ademads que la ecuacién (2.29) es la ecuacion de Young
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modificada (1.11) més el término que corresponde a considerar la diferencia en la
presion de Laplace.

Finalmente, se han obtenido las ecuaciones que relacionan el angulo de contacto
aparente (2.28) para una superficie sélida con geometria convexa, (B.21) para una
superficie sélida con geometria céncava y (2.29) para una superficie sélida plana.
Notese que en las ecuaciones mencionadas aparece el parametro v, este parametro
corresponde a la tension superficial de la interfaz del liquido, el cual fue denotado
en la subsecciéon 1.5 con el simbolo o, ademés la normalizacién hecha en 1.5 con el
parametro oy correspondiente a la interfaz del liquido con radio r — oo corresponde

al parametro y.¢ en las ecuaciones ya mencionadas.






Capitulo 3

Variacién del angulo de contacto
sobre superficies esféricas con

geometria convexa (experimentos).

Este capitulo esta dedicado a la comprobacién experimental del modelo genera-
lizado, en particular se busca el valor del angulo de contacto aparente predicho por
el modelo tedrico para una microgota sobre una superficie sélida con geometria con-
vexa para poderlo comparar con los resultados experimentales, también se analiza la
relacion (2.28) para la obtencién de una medida o un comportamiento de la variacién
en la tensién superficial debida a la diferencia de presiones de Laplace.

De forma sencilla, el trabajo experimental consiste en colocar microgotas de vo-
lumen constante (2ul) en superficies sélidas esféricas previamente cubiertas de poli-
estireno de diferentes tamanos pero todas con geometria convexa, medir el angulo de
contacto aparente que forman en su estado de equilibrio termodindmico y comparar

los resultados experimentales con la prediccion del modelo.

3.1. Preparaciéon de superficies sélidas.

Como una primera parte, se preparan las superficies sélidas, para las cuales fue-
ron usados balines de acero inoxidable de diferentes tamanos, donde los radios de los

mismos van desde los 1,58mm hasta los 7,925mm, dichos balines son primero cuida-

33
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dosamente limpiados con agua y detergente en polvo, posteriormente son sometidos
a un bano ultrasonico durante 30 minutos, finalmente también son sumergidos en
un recipiente con etanol durante un par de horas, retirando todo tipo de grasa o

suciedad que se encuentre sobre su superficie.

Por otro lado, fue hecha una solucién de poliestireno (PS) disuelto en tetrahi-
drofurano (THF) en una concentracion 2 % - 98 % en peso, dicha solucién se elaboré
colocando bolitas sélidas de poliestireno en un recipiente y agregando el tetrahidro-
furano en forma liquida y se dejé reposar durante 24 horas. Una vez que estuvo lista
la solucién de poliestireno y que los balines se secaran perfectamente, estos ultimos
fueron colocados sobre bases hechas de tefléon para evitar que rodaran hacia otro
lugar y con ayuda de una pipeta Pasteur fueron banados por la soluciéon de poliesti-
reno asegurando que toda la parte expuesta del balin fuera recubierta por el liquido.
Posteriormente, se dejé secar el recubrimiento de los balines por aproximadamente 5
horas en la campana de extraccion de aire. Ya que el recubrimiento se ha secado, los
balines son introducidos y calentados hasta la temperatura de transicion vitrea del
poliestireno en un horno, la temperatura vitrea del poliestireno es de aproximada-
mente 110°C', este proceso de calentamiento sirve como un proceso de aplanamiento
de peliculas hechas con polimeros, dicho proceso de aplanamiento fue basado del

trabajo hecho por Elias Pérez en [20].

Cabe mencionar que las superficies recubiertas de poliestireno fueron medidas en

el microscopio de fuerza atémico (AFM) antes y después de ser calentadas, midiéndo-

Area,eql

y la razon entre el drea real de
T€aproyectada

se el factor de rugosidad definido como & =
la muestra y el area proyectada al plano (area sin rugosidades); para las superficies
sin aplanar se midi6 un factor de rugosidad de ¢ = 1,1028 y para las superficies

aplanadas & = 1,0004, las imagenes obtenidas con AFM se muestran en la figura 3.1.

Adicionalmente, se prepararon superficies planas recubiertas de poliestireno, para
tener una medida del angulo de contacto sobre superficies planas, estas superficies

también fueron sometidas al proceso de aplanamiento.
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Figura 3.1: Imégenes obtenidas por AFM de las superficies recubiertas por poliesti-
reno, a) antes del proceso de aplanamiento, factor de drea de 1.1028 y b) después
del proceso de aplanamiento, factor de area de 1.0004.

3.2. Medicion del angulo de contacto aparente.

Una vez que se tuvieron preparadas las superficies, se procedié al acomodo del
arreglo experimental, el cual consiste en una base para colocar las superficies sélidas,
una micropipeta con puntas de baja retencién (para controlar de buena forma el
volumen de la gota), una fuente de luz fria (es importante que sea luz fria, ya que si
colocamos una fuente de luz caliente puede interferir en el experimento evaporando
parte de la gota) y una cdmara para la toma de fotografias de cada experimento.
Posteriormente, con ayuda de la micropipeta montada a una base fueron colocadas
microgotas con volumen constante de 2ul de mono etilenglicol sobre cada una de las
superficies, procurando que la gota quedara justo en la cima de la superficie sélida, de
modo que el sistema sea efectivamente axisimétrico, ademas, con ayuda de la caAmara
fotografica fueron capturadas imagenes de la gota montada sobre la superficie sélida,

el arreglo experimental se muestra en la figura 3.2.

Una vez que se obtuvieron las fotografias, fue medido el dngulo de contacto
aparente con ayuda del software ImageJ y su plugin ”Drop analysis LB-ADSA”[24],

tal como se muestra en el figura 3.3, obteniendo como resultado la tabla 3.1.

De la tabla 3.1 es posible graficar el angulo de contacto aparente medido experi-
mentalmente contra el radio de la superficie sélida, tal y como se observa en la figura

3.5, donde se muestra una tendencia a disminuir el angulo de contacto mientras el
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Figura 3.2: El arreglo experimental cuenta con 1) una cdmara fotografica con buena

resolucién, 2) una fuente de luz fria, 3) una micropipeta con puntas de baja retencién

y 4) una base para las superficies sélidas.
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Figura 3.3: Medicién del dangulo de contacto aparente con ayuda del programa Ima-

gel.
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| R (mm) | 6(°) [ a(®) |
1,580 | 98,04 + 1,88 | 35,66
1,975 | 92,75+ 1,14 | 30,69
2,385 | 89,12+ 0,60 | 26,42
2,770 | 83,25 + 1,89 | 23,62
3170 | 82,38+ 1,70 | 21,14
3,070 | 79,12+ 1,80 | 16,66
4765 | 74,88 £1,01 | 13,90
5,555 | 72,62 £ 1,64 | 12,06
6,335 | 71,62+ 0,63 | 10,63
7.925 | 70,00 £ 1,90 | 8,48

plana | 65,25 + 1,19 | 0,00

Cuadro 3.1: Resultados de medicion experimental del angulo de contacto aparente
f, también se muestran los radios de las superficies R y el angulo a.

a)

Figura 3.4: Se muestra la variacion del angulo de contacto para diferentes radios de
superficie sélida: a) 1.58 mm, b) 2.77 mm, ¢) 4.765 mm y d) 7.925 mm.
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Angulo de contacto aparente experimental vs R

100 I

70
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Figura 3.5: Angulo de contacto aparente experimental contra el radio de la superficie
solida.

radio de la superficie sélida aumenta. Dicha tendencia tiene logica desde la misma
definicién del angulo de contacto aparente, el cual por naturaleza es mayor que el
angulo de contacto intrinseco y ademéas cuando R — oo se espera que el angulo de
contacto aparente tienda al dngulo de contacto intrinseco (superficie sélida plana)
0 — 6y. También, de la misma tabla 3.1 es posible graficar la variacién del angulo de
contacto aparente medido de forma experimental con el parametro «, como se mues-
tra en la figura 3.6. La relacién entre el dngulo de contacto aparente experimental y
el pardmetro « parece ser lineal, a medida que o aumenta (es decir R pequena) el
angulo de contacto aparente también aumenta. Recordemos que « fue definida como

— ina
= arcsin R
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Angulo de contacto aparente experimental vs a
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Figura 3.6: Angulo de contacto aparente experimental contra el parametro a.

3.3. Comparacion del angulo de contacto aparente
para superficies aplanadas y superficies rugo-

Sas.

Existe evidencia de que el angulo de contacto varia con la rugosidad de la su-
perficie, por lo que se compararan los angulos de contacto aparentes medidos para
superficies sélidas esféricas con geometria convexa para el caso de una superficie ideal
y una superficie rugosa; dichas superficies rugosas son obtenidas al no ser sometidas
al proceso de aplanamiento expuesto en la seccion 3.1. Cabe mencionar que el proceso
de mediciéon es el mismo que en el caso de las superficies aplanadas; la comparacién
entre las mediciones es mostrada en la figura 3.7, los valores exactos pueden ser vistos
en la tabla 3.2, se observa que la rugosidad de las superficies produce un aumento
en el valor del angulo de contacto. Ademaés la rugosidad de las superficies sélidas fue
medida con el microscopio de fuerza atémica (AFM), obteniendo un factor de drea o

rugosidad del orden de 1.1028 para las no aplanadas y de 1.0004 para las superficies
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Angulo de contacto aparente a diferente rugosidad vs R
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Figura 3.7: Angulo de contacto aparente medido experimentalmente para superficies
esféricas aplanadas (factor de drea de 1.0004) y rugosas (factor de drea de 1.1028)
en relacién al radio de la superficie sélida.

sometidas al proceso de aplanamiento.

Es posible observar que la maxima variacién del angulo de contacto aparente 6
entre las superficies esféricas aplanadas y rugosas es del casi 8% del valor medido
en las superficies sometidas al proceso de aplanamiento, esto se ve reflejado en una
diferencia de alrededor de 6°; sin embargo para el caso de una superficie sélida plana
dicha variacién es de poco mas del 10 %, viéndose reflejado en una diferencia de
casi 7°, lo cual nos dice que la curvatura de las superficies sélidas esféricas afecta
en mayor cantidad al valor del angulo de contacto aparente que la rugosidad por si

misma.
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’ R(mm) ‘ eaplanadas(o) ‘ 6)7“ugosidad(o>

|

1,580 | 98,04+ 1,88 | 102,00 £ 0,66
1,975 | 92,75 £ 1,14 | 97,02 £ 0,88
2,385 | 89,12 & 0,60 | 93,25 % 0,50
2,770 | 83,25+ 1,89 | 89,42 % 0,29
3,170 | 82,38 £ 1,70 | 84,50 + 2,22
3,970 | 79,12+ 1,80 | 82,12 + 0,53
4765 | 74,88 £ 1,01 | 78,92 £ 0,63
5,555 | 72,62 & 1,64 | 78,25 + 2,00
6,335 | 71,62+ 0,63 | 73,92 & 0,38
7,925 | 70,00 £ 1,90 | 73,58 + 1,04
0o 65,25 + 1,19 | 72,08 £ 3,30

Cuadro 3.2: Angulo de contacto aparente medido experimentalmente para superfi-
cies esféricas con geometria convexa (aplanadas y rugosas), donde el dltimo renglén
corresponde al caso de una superficie con geometria plana.

3.4. Discusion y resultados.

En la ecuacién (2.12) se obtuvo el volumen de la gota de liquido sobre una
superficie sélida esférica con geometria convexa en términos del radio de la superficie
solida R, el angulo a y el angulo de contacto aparente 6, de modo que al igualar
dicha ecuacién a un volumen de 2 pul (el cual fue usado durante todo el experimento)
y tomando el valor de a medido para cada tamano de superficie y su radio R es
posible resolver de forma numérica y obtener una prediccion del angulo de contacto
aparente que cumple tener dicho volumen, de modo que ahora es posible mostrar
tanto los valores obtenidos para la prediccion del angulo de contacto aparente 6
como los valores medidos experimentalmente, los cuales son mostrados en la figura
3.8, donde es posible observar que el comportamiento de la variacién del angulo de
contacto aparente con el radio de la superficie sélida esta siendo predicho por nuestra
ecuacion, la diferencia entre el valor predicho y el valor medido experimentalmente
se atribuye a la no idealidad del experimento y errores en la medicién.

Nétese que la prediccion del angulo de contacto aparente 6 fue hecha de la ecua-
cion que fue obtenida al calcular el volumen de la gota y no desde la ecuacién obtenida

en (2.28). Ademas, los valores exactos para la prediccion de 6 pueden ser observados
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Angulo de contacto aparente experimental y prediccién vs R
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Figura 3.8: Angulo de contacto aparente experimental (en azul) y prediccién (en
rojo) contra el radio de la superficie sélida.

en la tabla 3.3.

Por otro lado, existe evidencia experimental [17] de que el dltimo término de
la ecuacién (2.28) correspondiente a la tension de linea es muy pequeno, ya que
se han hecho mediciones de la tensién de linea del orden x ~ 107'% — 107N,
ademds, para las microgotas empleadas en este trabajo a ~ 1073m, por otro lado,
YrG se estima en la literatura para mono etilenglicol de alrededor de 48 ™ [18] y

cosa ~ 0 — 1, de modo que todo el término WLLG%

~ 107% — 1078, por lo que
para el trabajo experimental hecho en esta tesis se despreciara este ultimo término.
Notemos que para gotas donde a ~ 107 — 107 el término de la tensién de linea no
puede ser despreciado, es decir que, para gotas con un radio de contacto del orden

de nanémetros el término correspondiente a la tension de linea se vuelve importante.

Definiendo f(6, «) como:

o [sina(cosa+2)  sinf(cosf +2)
(14 cosa)? (14 cosB)?

f(0,a) = Asin(f — a)(1 + cos ) + B — cos by
(3.1)

donde A = 37% y B= % son parametros a encontrar.
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’ R (mm) ‘ Qeacperimental(o) ‘ Qprediccion(o) ‘ a(o) ‘

1,580 | 98,94+ 1,88 | 103,73 35,66
1,975 | 92,75+ 1,14 | 95,00 30,69
2,385 | 89,12+£0,60 | 89,18 26,42
2,770 | 83,25+ 1,89 | 83,98 23,62
3170 | 82,38+ 1,70 | 80,18 21,14
3970 | 79,12+ 1,80 | 79,01 16,66
4765 | 74,88 +1,01 | 77,32 13,90
5555 | 72,62+ 1,64 | 75,14 12,06
6,335 | 71,62+£0,63 | 73,78 10,63
7925 | 70,00 £ 1,00 | 72,83 8,48

00 65,25+ 1,19 | 65,02 0,00

Cuadro 3.3: Angulo de contacto aparente (experimental y prediccién), también se
muestran los radios de las superficies R y el angulo «, donde el iltimo renglén
corresponde al caso de una superficie con geometria plana.

Se busca variar los parametros A y B graficando f(0,«) contra # para el valor
de a de cada superficie sélida, de modo que se obtenga una buena estimacion de los
mismos; en la figura 3.9 se muestran algunas graficas de f(#, a) donde o = 23,623°
para diferentes valores de los pardmetros. Es posible observar en la misma figura que
existen valores de A y B que no cumplen tener una raiz para la ecuacién f(6, ) = 0,
también hay pares de parametros que cumplen tener una tunica raiz y hay pares de
pardmetros que cumplen tener 2 raices a la ecuacién (cabe mencionar que para cada
tamano de superficie, es decir, para cada valor de « sucede lo mismo al variar los
pardmetros), todo esto al delimitar 6 de 0° a 180°.

Se buscan entonces los valores de los parametros A y B que cumplen tener al
menos 1 raiz a la ecuacién f(6, «), la cual deberd ser el § predicho por la ecuacién
(2.12); obteniendo varios pares de parametros que cumplen dicha condicién, tal y
como se observa en las figuras 3.10 y 3.11.

Es importante mencionar que la segunda raiz que aparece con los diferentes pares
de parametros no cumple la condicién de tener un volumen de 2ul, por lo que es
descartada sin mayor discusién; ademads fue posible notar que parece haber una
transicion en la solucion que cumple la condicién de volumen ya mencionada, es

decir, para tamanos de superficie sélida relativamente grandes la soluciéon que cumple
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Figura 3.9: Variacién de parametros en busca de una adecuada estimacién de los

mismos.
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Figura 3.10: Pares de pardmetros que cumplen tener 1 solucién a la ecuacién f(6, o)
para el valor de 0 predicho, a la izquierda se muestra el caso correspondiente a la
superficie sélida de radio R = 1,58mm y a la derecha el caso correspondiente a la
superficie solida de radio R = 2,77mm.
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Figura 3.11: Pares de parametros que cumplen tener 1 solucién a la ecuacién f(6, «)
para el valor de 6 predicho, a la izquierda se muestra el caso correspondiente a la
superficie solida de radio R = 4,765mm y a la derecha el caso correspondiente a la
superficie solida de radio R = 7,925mm.
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la condicién es la raiz izquierda en las figuras 3.10 y 3.11, pero llega un punto medio
entre las 2 superficies solidas mas pequenas en el cual pasa a ser la raiz derecha
la que cumple la condicién de volumen, sin embargo no ha sido posible notar algo

significativo que produzca esta transicion.

Por otro lado, de las mismas definiciones de A y B, es razonable pensar que el
parametro B debe tener un unico valor para cualquier tamano de esfera ya que esta
compuesto puramente de los valores de las energias interfaciales y no existen factores
geométricos en su definicién, al contrario del parametro A, el cual incluye la energia
superficial libre debida a la diferencia de presiones de Laplace, cuya relacion esta
dada en la ecuacién (1.2) y que si depende de valores geométricos tal y como se
observa en dicha ecuacion, el valor de v varia segin la curvatura media de la interfaz
del liquido, por lo que es légico concluir que el valor de A cambie para cada tamano

de esfera, pues el angulo de contacto y su interfaz cambian.

Ademas, suponiendo valida la ecuacién de Young (1.9) para superficies planas,
nos predice que el parametro B ~ 0,5 y tomando en cuenta que ya se ha argumentado
que el pardmetro A = MLLG varia para cada tamano de superficie gracias al factor
geométrico introducido por v, se busca obtener una medida de la variacién de esta
energia superficial libre debida a la diferencia de presion de Laplace con la proporcién
+; primero usando el dangulo de contacto aparente predicho por el modelo tedrico
Oprediccion de modo que nombramos a dicha prediccién como Yprediceion ¥ luego también
usando los datos obtenidos experimentalmente para el angulo de contacto aparente e
intrinseco y la definicién del parametro A = 37%, la cual serd llamada Yezperimentat, 12
comparacion entre el valor de Yprediccion Y Veaperimentat PU€AE ser observada en la figura
3.12 y la tabla 3.4; es posible observar que el valor de Yezperimentar €5 €n general un
poco mayor que el valor de Vprediccion PETO ambas tienen el mismo comportamiento
(disminuye para razones de & pequeiias e incrementa para razones de  grandes.
También se observa que a razones de  pequenas la energia superficial libre tiende
a disminuir (siendo minima para una superficie sélida plana, es decir R — o) y a
razones de 1 relativamente grandes la energia superficial libre tiende a aumentar.
Ademas para radios de gota o interfaz pequenos, el modelo presentado por Tolman
[26] coincide con el comportamiento lineal predicho por nuestros experimentos. Por

otro lado, al comparar los valores numéricos del coeficiente ?w% presentados por
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y Laplace vs r/R

e y prediccion e y experimental
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Figura 3.12: Variacion de Yprediccion Y Yewperimental CON T€Specto a la razon 5

’ % ‘ 7prediccion<%) ‘ ’Yexperimental(m_niv) ‘
0,000 | 5,587 2,836
0,156 | 6,437 6,621
0,187 | 6,592 6,735
0,221 | 6,715 6,385
0,245 | 6,879 7,042
0,280 | 7,040 7,034
0,379 | 7,821 7,646
0,412 | 7,856 7,911
0,421 | 7,957 7,960
0,518 | 8,312 8,406
0,610 | 8,824 8,888

Cuadro 3.4: Comparacion entre la energia superficial libre Yy ediccion Y Vewperimentals
la primer fila corresponde al caso de una superficie sélida con geometria plana.
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Jasper [17] los cuales estan en el rango de 0,176 — 0,190 para distintos liquidos sobre
una superficie plana y los valores numéricos presentados en este trabajo los cuales
estan en el rango de 0,039—0,0617 para distintos radios de superficie sélida, podemos
observar que los valores presentados por Jasper son considerablemente mayores que
los nuestros, esto lo podemos adjudicar a que los datos experimentales usados por
Jasper tienen un valor de angulo de contacto de alrededor de 10° a 30° y los datos
usados en este trabajo tienen angulos de contacto de alrededor de 65° a 98°, dicha
variacion en los angulo de contacto se ve reflejado en la interfaz del liquido, creando
una capa esférica de mayor radio para angulos de contacto pequenos y de menor

radio para angulo de contacto mayores, afectando entonces el valor del coeficiente

~y
3vLe”







Capitulo 4

Esparcimiento de peliculas

delgadas.

En la teoria del esparcimiento de fluidos existe un problema con respecto a la
condicion de no deslizamiento al aplicarla a la interfaz, ya que lejos de la linea de
contacto (macrdscopica) dicha condicién es valida, pero en la vecindad inmediata a
ella, el campo de velocidades se vuelve multivaluado ya que la condicién de superficie
libre cumple con la condicién de no deslizamiento en esta region y la fuerza viscosa
se vuelve ilimitada. Dicho problema elimina la condicién necesaria para resolver
el problema, por tanto, el problema es evitado al hacer suposiciones tal y como
la introducciéon de una velocidad de deslizamiento distinta de cero en la linea de
contacto mévil. En el esparcimiento de fluidos, la pelicula precursora surge en la parte
delantera de la linea de contacto, esta pelicula es significativa porque su grosor no va
a cero en la linea de contacto [15]. Por lo tanto, la pelicula precursora permite que
el campo de velocidad se convierta en univaluado y la fuerza viscosa se convierta en
finita. Los casos en los que se forma una pelicula precursora brindan la oportunidad
de resolver la dindamica de humedecimiento macroscopico sin tener que recurrir a
supuestas condiciones de frontera en la linea de contacto movil. Cabe mencionar que
las peliculas precursoras se forman cuando el grosor de la gota se aproxima a las

dimensiones submicronicas.

49
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4.1. Peliculas delgadas sobre un sustrato esférico.

El tratamiento matematico para analizar el perfil de una pelicula delgada di-
fundiéndose sobre una superficie sélida con geometria esférica es muy similar a la
mostrada en el apéndice A, surge de resolver las ecuaciones de Navier-Stokes en el
sistema de coordenadas m&s conveniente para el sustrato manejado, en este caso
coordenadas esféricas y de aplicar un método perturbativo; de acuerdo a [16], la
clave para dicho tratamiento consiste en la forma de reescalar las dimensiones para
el tratamiento particular de una pelicula delgada difundiéndose sobre una esfera, es

decir, se introducen las siguientes variables

H2
w=Ua=P""46  v=Us w=eUw
1
. - L. wlL - _ pUL
=H R=LR t=—t=——t = Pp =

donde se ha definido la variable n = r— R, ademas 6 es el angulo polar y ¢ es el angulo
azimutal, R es el radio de la esfera sélida, p es la densidad del fluido, i su viscosidad,
o su tensién superficial, (u,v,w) son los componentes del campo de velocidades
azimutal, polar y radial respectivamente, P es la presion a través de la pelicula, L
y H son la longitud y altura caracteristicas de la pelicula, g es la aceleracion de
gravedad, U y P son las escalas de Stokes estandar cuando los términos de gravedad
y presién son supuestos en equilibrio hidrodinamico con el término de viscosidad
en las ecuaciones de Navier-Stokes, también se ha introducido el pardametro e = %
donde por naturaleza, ya que la pelicula tiene una extension lateral macroscopica L
pero una altura microscopica o nanoscopica H entonces ¢ < 1 y las variables con
tilde son variables adimensionales; de modo que al introducir todas estas variables
en las ecuaciones de Navier-Stokes es coordenadas esféricas y considerar un liquido

Newtoniano incompresible se obtiene:

O*u  10P _ )
hos = Tag P9 sinf + O(e, €“Re) (4.1)
2 1 P
Ov_ L 9P o Re) (4.2)

Honz = Rsing 0¢
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or
= O(¢, €’ Re) (4.3)
L0 mpuy + — 909 g (4.4)

Rsin6 00 Rsin606 ' on
donde los términos O(e), O(e, e?Re) y O(e, €3 Re) son considerados términos de per-

., L , . . . ..
turbacién, Re = % es el nimero de Reynolds; al aplicar las siguientes condiciones

u=v=w=0 |-, p=—+ O(e) =0, pm— + O(€) |n=n
n n

donde la primera ecuacion representa la condicién de no deslizamiento y las siguientes
2 ecuaciones representan la condicion de estrés cortante en la superficie libre; también

se introducen las siguientes condiciones

—2+2h—i— 1 8h+182h+ 1 92h 109
R R? R2tanf 00  R200?  R2sin’6 0¢? €) Im=h

P =—0k+0(e) = —0o (

_Oh_ ulh v Oh
Ot ROH  Rsinfh 0o

donde la primer expresion representa la condicién de estrés normal y la segunda

w

+ O(€) |n=n

representa la condicion cinematica en la superficie libre alrededor de la esfera sélida,

las expresiones encontradas por Shuo [16] para el perfil de la pelicula precursora son

Ohy 1 O ngl (L1 gL O [P (L ]
ot Rsm6og T 3, \ Rag PP Rsinfd6 |3u \ Rsmf oo )|
(4.5)

o usando las variables adimensionales anteriormente definidas

heooo1 . ) 1 h* op,
a—lf + 9 {sin@h?’ (—aps —I—sin@)} + 0 < h 8p3> =0 (4.6)

of ' sinf o0 o0 sinfdg | sind ¢
donde py = —ﬁ (271 + tai ag—z + gigé + ﬁ%) es la diferencia de presion de Laplace
y Bo = % es el nimero de Bond. De acuerdo a [16] altos nimeros de Bond

representan peliculas muy delgadas sobre una superficie sélida muy grande y niimeros
pequenos de Bond representa una pelicula més gruesa en una superficie de menor

tamano.
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h(8, ¢.t)

Figura 4.1: Representacién esquematica de la pelicula precursora sobre una superficie
solida esférica con geometria convexa.

4.1.1. Flujo axisimétrico

Si la pelicula que se difunde no depende del angulo azimutal ¢ como es nuestro
caso al tratar una pelicula precursora difundiéndose en una superficie sélida esférica
después de haber colocado una gota de liquido justo en la cima de la superficie sélida,

entonces la ecuacién (4.5) se reduce a

oh 1 9 ,[10 10 oh\ .,
5 O o (2 g *a) Ty =0 6)

donde para nimeros “grandes” de Bond, el término ﬁ — 0 por lo que de la definicién
RS . . ’7 .z
Bo = P4 para radios de la superficie s6lida muy grandes en comparacién con la
altura caracteristica H de la pelicula precursora, la ecuacién (4.7) puede reescribirse
como oh L8
— 4+ ——— (sin®6n%) =0 4.8
ot  sinf 00 ( ) (48)

notese que en este andlisis no se ha incluido la presion disjunta, la cual debe anadirse

al hacer un andlisis mas exhaustivo y considerar los efectos de las fuerzas de Van der

Waals; similar a lo presentado en [9] para superficies sélidas con geometria plana.
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4.2. Pelicula precursora sobre un sustrato plano.

El flujo dentro de la pelicula precursora sobre un sustrato plano se considera
unidimensional y se puede describir mediante un anélisis de lubricacion, como el que
se presenta en A. La propagacion de la pelicula precursora estd dominada por las

fuerzas de Van der Waals y suele ser caracterizada en 2 tipos: adiabatica y difusiva.

1. Adiabatica: Pelicula formada en los estados “tempranos” y se mueve con velo-

cidad constante y relativamente baja con respecto a la superficie sélida.

2. Difusiva: Pelicula formada en los estados o tiempos posteriores y resulta del

balance entre las fuerzas de Van der Waals y la fuerza de interaccién viscosa.

Cabe mencionar que en [15] logran medir experimentalmente una pelicula precursora
usando microscopia fluorescente.

La mayoria del trabajo tedrico, ha sido propuesto por De Gennes, donde él asumi6
un enfoque continuo hasta los 3nm de altura, es decir, sus trabajos consideran la
region que va desde 1 um hasta los 3 nm, lo cual es denominado como la regién
mesoscopica. En esta region las fuerzas de largo alcance juegan un rol importante y

son tomadas en cuenta en el término de presion disjunta II.

4.2.1. Pelicula precursora adiabatica.

Se le llama pelicula precursora adiabatica a aquella que se forma delante de la
linea de contacto que se mueve lentamente con velocidad constante Ur¢, en el caso
de una interfaz maévil estacionaria, se asume que el tiempo en el que se asienta la
forma de la interfaz mévil es mucho menor que el tiempo en el que varia la velocidad
de la linea de contacto. Ademas, el perfil del pie macroscopico y el precursor se
vuelven independientes de la velocidad Ure. Cuando se supone un deslizamiento en

la superficie sélida, la ecuacién (A.15) se escribe como

— 3“_ULC = — h@_f__A @
h + 3L i or®  2mwh? Ox

la cual describe el balance de fuerzas en la pelicula precursora [9], donde Up¢ es la

velocidad de la linea de contacto macroscépica, Lg;, es la longitud desplazada por
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Z Linea de contacto

macroscopica
y
—=
ULc
region adiabatica
° 3 region difusiva
Uslip

Figura 4.2: Se muestran las diferentes partes de la pelicula precursora, también se
muestra el angulo de contacto y la linea de contacto.

la pelicula precursora debida a la velocidad de deslizamiento Ug;,, A es la constante

de Hamaker y h la altura de la pelicula.

4.2.2. Pelicula precursora difusiva.

Se le llama pelicula precursora difusiva a aquella que se forma debido a un gra-
diente de la presion disjunta a lo largo de la pelicula y por delante de la pelicula
adiabatica. Dicho gradiente es producido porque el grosor de la pelicula no es cons-
tante. Sin embargo, se requiere mucho tiempo para que la difusiéon desarrolle esta
pelicula. Al equilibrar las fuerzas viscosas contra las fuerzas de van der Waals y

despreciar la gravedad, la ecuacién (A.17) puede escribirse como

oh 0 oh
L D2
ot Ox [ (h) 8:6}
donde el coeficiente de difusién es definido como D(h) = —%g—l}} vyl =45 —Cle_c%,

donde A es la constante de Hamaker y C; y Cs son costantes; entonces la ecuacion

diferencial anterior describe el esparcimiento de la pelicula difusiva.



Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo se estudiaron los efectos que tiene la curvatura de la superficie
solida sobre la presién interna de una microgota y el angulo de contacto aparente
que forma sobre dicha superficie; en particular nos preguntamos sobre la validez
experimental del modelo tedrico presentado por Jasper [17] para la prediccién del
angulo de contacto aparente.

El modelo tedrico presentado en este trabajo predice de muy buena forma el
comportamiento del angulo de contacto aparente y su valor numérico medido experi-
mentalmente para las superficies sélidas que fueron sometidas al proceso de aplana-
miento. La diferencia entre la prediccion del modelo y los resultados experimentales
es de unos cuantos grados. Es importante mencionar que con el fin de obtener un
valor idéneo en la prediccion del modelo se ha usado la condicién de conservacion
de volumen, esta condiciéon nos ha permitido discernir la solucién correcta entre las
raices que son observadas con el modelo.

Cabe mencionar que si bien la relacién completa para el angulo de contacto apa-
rente contiene tanto el término proveniente de la tension de linea como el proveniente
de la diferencia de presion de Laplace, el primero ha podido ser despreciado gracias
al tamano de gota utilizado en el experimento.

De acuerdo a nuestras mediciones obtenidas para el angulo de contacto aparente
sobre superficies solidas esféricas con geometria convexa, el radio de dicha superficie
solida se ve reflejado en el angulo de contacto aparente, donde para radios de su-

perficie solida pequenos, el dangulo de contacto aparente tiende a aumentar y para
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radios de superficie sélida grandes, el angulo de contacto aparente tiende a disminuir
hasta converger al dngulo de contacto intrinseco (dngulo de contacto medido sobre

un sustrato plano) para radios suficientemente grandes.

La variacién causada por la rugosidad de las superficies sélidas esféricas en el
angulo de contacto aparente parece no ser tan importante, al menos para las con-
diciones bajo las cuales se han hecho los experimentos en este trabajo, ya que la
variacién observada entre las superficies rugosas y las superficies aplanadas ha sido
a lo mucho del 8 % mayor que el valor medido en las superficies aplanadas. La varia-
cion en el angulo de contacto parece ser dominada por la variacién del radio de la

superficie solida mas que por la rugosidad de la misma.

Dado que los resultados experimentales encontrados en la medicién del angulo de
contacto aparente concuerdan con lo predicho por el modelo tedrico generalizado es
posible concluir que la inclusién del término proveniente de la diferencia de presio-
nes de Laplace completa la teoria desarrollada por Young. De acuerdo a los valores
obtenidos para la tensién superficial debida a la diferencia de presion de Laplace
Vprediccion Y Yewperimental €S POsible concluir que los valores numéricos calculados de
forma tedrica para dicha tensién superficial se apegan bastante bien con los valores
calculados a partir de los valores medidos experimentalmente del angulo de contacto
aparente, lo cual es bastante logico ya que la variacion en el angulo de contacto apa-
rente predicho por el modelo es muy similar al medido experimentalmente. Ademés
es posible observar que al menos en el rango de tamanos para la gota y la superfi-
cie solida utilizadas en este trabajo, la tension superficial tiene un comportamiento
lineal, siendo menor para razones de & pequenas y siendo mayor para razones de %
grandes; lo cual concuerda con lo presentado en 1.5 para la dependencia de v con
el tamano de gota. También dichos resultados validan la expresion encontrada por
Jasper [17] para el dngulo de contacto aparente sobre superficies esféricas con geo-
metria convexa; sin embargo para las condiciones de nuestro experimento, de acuerdo
a lo mostrado para la dependencia de 7, el efecto debido a la diferencia de presién
de Laplace parece ser minima para una superficie sélida esférica con radio R — oo

(superficie sélida plana).

Finalmente, ain cuando este trabajo ha mostrado resultados importantes en la

parte macroscépica del fenémeno de mojado, nos queda pendiente el tratamiento
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matematico de la pelicula precursora sobre superficies sélidas esféricas, la cual esta
presente en escalas microscopicas a nanoscopicas. Para el estudio de la pelicula pre-
cursora sobre superficies esféricas es necesario incluir la llamada “disjoining pressure”
al andlisis de la difusion de peliculas delgadas sobre superficies esféricas, esta inclu-
sion sigue abierta a discusién y se ha dejado para trabajos posteriores ya que no es

el tema principal de esta tesis.






Apéndice A

Teoria de lubricacion.

La finalidad de este apéndice es mostrar la deduccién de la teoria de lubricacion
para flujos de peliculas delgadas, la cual fue obtenida en [9]. Dicha teorfa es obtenida
partiendo de las ecuaciones de Navier-Stokes bidimensionales, las cuales pueden ser
escritas de la siguiente forma:

dp

otV (pi) =0 (A1)

que es la ecuacion de conservacion de masa y

Du

Z = VP4V 7+ pf A2
P = VP +V T4 pg (A.2)

que es la ecuacion de conservacién de momento; donde p es la densidad del fluido,
i es su campo de velocidades, P es la presion a través de la pelicula, 7 es el estrés
de corte, g es la aceleracion de gravedad y % es la derivada material. Ademas, para
fluidos Newtonianos, el estrés cortante 7 es proporcional al divergente del campo de

velocidades 7= pV - 4, de modo que al sustituir en (A.2) se tiene

Du

e _yp : i 7
P Dy VP +V - (uVi) + pg
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al aplicar la derivada material DT(Q = 2(.)+ (@ V)(-) y reducir términos se obtiene
Oy 8uz Oy Oy ou, ou, »
k — —k —k| =
{at gr Tl gyt T T e N Ty, 1 a3
oP. OP. 0%y Py 0%y n 82uzk n 0%u, 2 i '
or' 0z R PR P PR B
donde por independencia lineal es posible escribir
Ou,, N ou,, N Ou, oP N 0%u, N 9%u, (A4)
P\ ot BE 0z or M\ 022 T 022
y
ou, N ou, N ou,\  OP N 0%u, N 0%u, (A5)
P\ "% r "9, ) T T TP\ a2 T 922 P ‘
ademas, considerando un flujo de Stokes con un numero de Reynolds muy bajo,
es decir, la aceleracion instantanea del fluido es despreciable g—f = 0 y también la

aceleracion convectiva Vi = 0, de modo que es posible obtener

oPr Pu,  O%u,
_8x+'u<(9x2+8z2)_0 (4.6)
Y oP Pu,  0%u,
‘&*M(azﬁazz)‘pgzo (A7)

por otro lado, ya que la aceleraciéon convectiva es nula, es posible escribir

Ouy n ou, 0
Ox 0z
haciendo = = 7, z = §, U4, = ¥ y U, = 3, donde L es la longitud lateral ca-

racteristica de la pelicula, H es la altura caracteristica y U y W son velocidades
caracteristicas, de modo que nuestras nuevas variables son adimensionales, al susti-

tuir y reducir términos se obtiene
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y definiendo e = £, de las ecuaciones (A.6) y (A.7) es posible obtener

OP U (,0u, P4,
or M (e 07 852) (4.8)
' oOP U (.00 &4
AL L L AL
R (6 giz ¢ azz> Py (4.9)

ahora que ya se ha definido € = %, es posible notar que dado que la altura carac-
teristica H de la pelicula es mucho menor que la longitud lateral caracteristica L
entonces se cumple que € < 1, tomando entonces los términos mas significativos de
las ecuaciones (A.8) y (A.9).

oP U 9%, 0%u,

o Mmam Mg (A.10)
' oP
5 = P9 (A.11)

Por otro lado, al integrar la ecuacién (A.11) es posible calcular la presion a través

de la pelicula, de modo que se obtiene

P(z,z) = - /pgdz = —pgz+C

donde C es una constante que toma en cuenta los efectos superficiales. Ya que en la
superficie de la interfaz liquido-gas (z = h) la presién hidrostatica se ve dominada
por la diferencia de presion de Laplace debida a la curvatura de la superficie, la cual
esta dada por 7% y ademas, cuando la altura de la pelicula se vuelve muy pequena,
del orden de algunos nanémetros, las fueras intermoleculares comienzan a tener un
efecto sobre el perfil de la pelicula precursora, dichos efectos (causados por las fuerzas
de Van der Waals) causan una atraccion del fluido hacia la superficie sélida, dicha
presion suele nombrarse en ingles “disjoining pressure” y se suele denotar como
II(h). Cabe mencionar que para fluidos de Van der Waals, dicha presién estd dada

por II(h) = 67;% donde A es la constante efectiva de Hamaker. Finalmente la presién



Apéndice A. Teoria de lubricacion. 62

a través de la pelicula puede escribirse como

0?h
P(z,z) = pg(h — z) — V92 I1(h) (A.12)
donde el primer término corresponde a la presién hidrostatica, el segin término
corresponde a la presion capilar y el dltimo término corresponde a la conocida “dis-

joining pressure”.

A.0.1. Flujo a través de la pelicula

Partiendo de la ecuacién (A.10), integrando en 2 ocasiones con respecto a la

variable z se obtiene

donde B y C son constantes de integracion; ahora, aplicando las condiciones de no
deslizamiento en la superficie solida y estrés cortante nulo en la interfaz, las cuales
son expresadas mateméticamente de la siguiente forma: si z = 0 entonces u = 0 y si
z = h entonces % = 0 se obtiene la siguiente expresion para el campo de velocidades

—

u

u(z) = —o— (%2 - hz) (A.13)

Por otro lado, una vez que se tiene el campo de velocidades es posible calcular el

flujo @ a través de la pelicula

al integrar y evaluar
=———h (A.14)

pero, en el caso de una linea de contacto moévil estacionaria en la direcciéon x con
velocidad —Upr¢ es conveniente usar un marco de referencia donde la superficie sea

la que se mueve con una velocidad Ur¢, de modo que el flujo () puede escribirse de
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la forma @) = hUp¢; sustituyendo esto en la ecuaciéon (A.14)

1 oP
Il X N )
3 Ox Le

lo que es posible de reescribir como

6_P . _3MULC
or h?

derivando la ecuacién para la presién (A.12) y combinando con la tltima relacién

mostrada es posible obtener

3uUsc oh  h A Oh

2 P "9s Tt

pero la altura h de la pelicula precursora es del orden de algunos nanémetros, por lo
que la gravedad es despreciable pues no afecta a la forma de la interfaz liquido-gas

y por tanto es posible obtener

Gl 0 Ao
hz 78$3 2wht Ox

(A.15)

la cual es una ecuacién diferencial para obtener el perfil de una pelicula estacionaria,

donde se ha definido T1(h) = &r% y A es la constante de Hamaker.

Ademas, de la figura A.1 es posible observar que se cumple la relacién

h
Q) — Q(x + dx) — aa—tdx =0
combinando esta relacién con la definicién de una derivada g—g = W, es
posible escribir
oh  0Q
—+—=0 A.16
ot " ox (A.16)

por otro lado, es posible combinar las ecuaciones (A.14) y (A.12), de modo que se

obtiene

Q=

L oh_ Oh A O,
3 pgax fyax?’ 2wh* Ox
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A gas
Fh
3t dx |
Q(x) Q(x+dx)
—— —T
liquido
::; X
solido

Figura A.1: Representacién grafica del flujo de la pelicula en un punto x y y el punto
x +dx.

a su vez, al combinar con la ecuacién (A.16)

oh a[hi*( oh  O3h A&h)]zo (A.17)

ot "oz [3u\ Mo 05 2nhion

la cual resulta ser una ecuacién diferencial para obtener el perfil de la pelicula pre-

cursora en términos del tiempo ¢ y la extensiéon lateral de la misma .



Apéndice B

Superficie sélida con geometria

esférica concava.

Consideremos el caso de una gota de liquido sobre una superficie solida esférica
con geometria concava, tal y como se muestra en la figura B.1; es sencillo observar

de la figura que se cumple la relacién

la cual sera de ayuda mas adelante.

B.0.1. Razon de variacion del area interfacial liquido-gas y

el area interfacial sélido-liquido.

Tal y como en la seccién para la superficie solida convexa es necesario primero
calcular el volumen que tiene la gota representada en la figura B.1, para esto se
obtendra primero el volumen de la gota representada con lineas diagonales en un

solo sentido y se le sumara el volumen representado con lineas diagonales en ambos

r—h:1_%>

sentidos en la figura B.2, de esta figura es sencillo observar que cos 3 = =

despejando para h se obtiene

h =r(1l—cosp) (B.2)
por otro lado, en la seccién anterior se obtuvo la ecuacién (2.5), la cual es la relacion

65



Apéndice B. Superficie sélida con geometria esférica concava. 66

Eje de simetria

Superficie solida

Figura B.1: Representacion de una microgota de liquido en equilibrio termodindmico
sobre una superficie sélida esférica con geometria céncava.

Figura B.2: Acercamiento a la geometria del sistema sobre una superficie concava.
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general para el volumen de una semiesfera o casquete esférico de altura h, combinando
dicha ecuacién con la obtenida en (B.2) obtenemos entonces el volumen buscado

(rayado con lineas diagonales en un sélo sentido):

4

<7 f(B) (B.3)

VOlsemiesfera = 3

donde f(z) fue definida en la ecuacién (2.10).

De la misma forma, es posible calcular el volumen representado con rayas diago-
nales en ambos sentidos en la figura B.2, de esta misma figura es posible observar

Y
Rh_l_

/ . .
que cos o = S = %, despejando para h' se obtiene

h' = R(1 — cos )
combinando esta relacién con la ecuacién (2.5) se obtiene el volumen buscado

4
VOlsemiesfeTaQ = gTngf(OZ) <B4>

donde f(z) es la misma que en la ecuacién (2.10).

Ahora es posible calcular el volumen de la gota, al sumar los volumenes calculados

de las semiesferas en las ecuaciones (B.3) y (B.4) se obtiene

Volyoa = 571 (5) + Bf (@) (5.5)

a

ademds, de la figura B.1 es posible observar que sina = % y que sinf§ = al

a
R
combinar estas relaciones

Rsina = rsin 3

pero de la misma figura es relativamente sencillo notar que g = 6, por lo que se

obtiene:
Rsina = rsinf (B.6)

combinando las ecuaciones (B.5) y (B.6)
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0
4 in® 0
V= ( £0) + 22 f(a)) (B.8)
3 sin” o
derivando la ecuacién (B.7) con respecto a a se obtiene
av _ éﬂ'R3 3sin? a cos af(.ﬁ)g—l— sin® ov f’ (o) 42 B 3sin2 a c.os49f(0)% | =0
doo 3 sin” 0 sin” 6
despejando para %
dg  3Emegma () 4 f(a)
do SRl 0) BRI 0)

sustituyendo la ecuacién (2.10) y su derivada y reordenando términos de forma con-

veniente es posible obtener

df _ sina+ (cosf +2)sin(f + a)
do sin av

(B.9)

Por otro lado, de la figura B.1 es posible observar que el area interfacial de la interfaz

liquido-gas estéa dada por

B 21
Apg = / / dpdfr? sin @ = 27r*(1 — cos 3)
o Jo
pero recordemos que 5 = 6, por lo que se obtiene
Apg = 2nr*(1 — cos )

recordemos también que Rsina = rsin 8 = rsin 6, entonces es posible expresar

sin? o

sin? 6

Arg =27 R*(1 — cos 6) (B.10)

diferenciando la ecuacién (B.10)

2(1 — 0) si 1 1— 0 0
A, — 2R ( COS' )281nacos @ o+ sin?a [ — - 2( 0953 ) cos a0
sin” ¢ 5in20 sin” 0
(B.11)

también de la figura B.1 se observa que el area interfacial de la interfaz solido-liquido
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esta dada por

a 27
Ag = / / dpdfR?sin ) = 27 R*(1 — cos a) (B.12)
o Jo
diferenciando la ecuacién (B.12)
dAg;, = 27w R? sin adov (B.13)

al combinar las ecuaciones (B.11) y (B.13) se obtiene

dArg  2(1 —cosf)cosa N sinasing  df
dAsp sin? @ (14 cosf)? do

sustituyendo la ecuacién (B.9)

dAre  2(1 —cost)cosa N sinasinf sina + (cos @ + 2)sin(f + «)
dAsy, sin? @ (1 + cosB)? sin v

al reducir términos es posible obtener

dArg
dAsr,

= cosfcosa — sinfsina = cos(f + «)

pero recordando que 6 + o = 6, entonces

dArc
dAsr,

= cos by (B.14)

notemos que este término correspondiente a la ecuacién de Young aparece tanto en

el caso de una superficie solida convexa como céncava de forma idéntica.

B.0.2. Razén de variacion entre la linea triple y el area in-

terfacial sélido-liquido.

De la figura B.1 es posible observar que la longitud de la circunferencia que forma

la linea trifdsica es L = 2ma, pero sina = 4, por lo que se obtiene

L =27rRsin«
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derivando con respecto a «

dL

o= 2R cos o (B.15)
por otro lado, por regla de la cadena se tiene

dL dr
= oo B.16)
aA (
dAgr, diL

al combinar las ecuaciones (B.15) y (B.13) y la ecuacién (B.16) se obtiene

dL  cosa
dAs;  Rsina
pero recordando que Rsina = a
dL cos &
= B.17
dASL a ( )

notemos que este término correspondiente a la tension de linea también aparece tanto

en el caso de una superficie sélida convexa como con una superficie sélida concava

de forma idéntica.

B.0.3. Razon de variacién entre la presion de Laplace y el
area interfacial sélido-liquido.

Tal y como se menciond en el caso de una superficie sélida convexa, para la deduc-
cién de este modelo se considera que la interfaz de la gota liquida es perfectamente

esférica, de modo que es posible usar la diferencia de presion de Laplace para una

interfaz esférica de radio r, es decir:

2
Ap=21
r
. 1 _ sinfB __  sinf .
de la figura B.1 es posible observar que - = p=2 = 2= de modo que se obtiene
_ 2ysind

AP

Rsina
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diferenciando respecto a Agy, por regla de la cadena:

dp ¢
dAs, e (1)

pero

do Rsina Rsin? o (B.19)

dP_2 (cos@% sin@cosa)

de modo que, al sustituir las ecuaciones (B.19) y (B.13) en la ecuacién (B.18) se
obtiene:

= 3

dP ~v { cos 0% cosasin @
dAg;, 7R3\ sin’a sin® o

sustituyendo la ecuacién (B.9)

__sina+(cos 0+2) sin(0+a) .
dpP v [ €08 0 ( sina cosasin 0
dAs;, TR3 sin? « sin® «v

multiplicando por la ecuacién (B.7)

sin a+(cos 0+2) sin(6+a)
v dP 4y [sin® af(e) o) cos § (_ sina ) cosasin )
= — _— (8% —_
dAgr, 3 |sin®6 sin? o sin® o

al sustituir la ecuacion (2.10) y reducir términos es posible escribir

1% ar__ —1(1+cosﬁ)2sin(9+a) {<COSH+2) sinf | (cosa+2)sina

= B.2
dAsy, 3 (14 cosB)? * (14 cosa)? } (B-20)

B.0.4. Relacion entre el angulo de contacto intrinseco y el

angulo de contacto aparente para superficies solidas

con geometria céncava.

Al igual que en el caso de una superficie sélida con geometria convexa, ahora que
hemos calculado las derivadas de la ecuacién (2.2) correspondientes a una superficie

solida esférica con geometria céncava es posible escribir una ecuacién que relacione
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el angulo de contacto intrinseco 6y, el angulo de contacto aparente 6 y el parametro
de curvatura de la superficie sélida «; sustituyendo entonces las ecuaciones (B.14),

(B.17) y (B.20) en la ecuacién (2.2) y reordenando términos se obtiene:

5 [sina(cosa+2)  sinf(cosf + 2)

0 in(0 1 0
cos By + o sin(f + a)(1 4 cos ) (1 + cos a)? (1 + cos 6)? (B.21)
_JsG = 7sL K cosa '
VLG YL 4

de esta ecuacién y de la ecuacion (2.28) es posible notar que invariablemente en ambos
casos (superficie sélida concava y convexa) aparece la ecuacién de Young modificada
con algunos factores extras. Ademads entre el caso céncavo y el caso convexo existen

diferencias tinicamente en algunos signos de la ecuacién.
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