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Introducción

La estructura de los subgrupos de grupos libres es un tema clásico que se
remonta a los orígenes de la teoría de grupos. El enfoque original desarrollado
por Nielsen era tratar este tema por medio de la combinatoria, principalmente
mediante la técnica de transformaciones Nielsen. De hecho, aún hoy en
día este método sigue siendo uno de los más poderosos para trabajar con
subgrupos de grupos libres. Un grupo libre F puede ser identi�cado con el
grupo fundamental de un grafo topológico (en el cual podemos pensar como
un 1-complejo). El punto de vista topológico fue estudiado a detalle por
J.Stallings y en sus trabajos introdujo la noción de empalme de grafos, la
cual utilizamos como una de las principales herramientas en nuestro trabajo.
La teoría de cancelación pequeña estudia a los grupos que tienen una

presentación la cual satisface ciertas condiciones conocidas como condiciones
de cancelación pequeña, esto es, las relaciones del grupo tienen �pequeñas
coincidencias� entre sí. Las condiciones dan al grupo ciertas propiedades
geométricas, algebraicas y algorítmicas.
Tartakovskii público un documento en 1949 con el cual se convertiría en el

precursor de la cancelación pequeña, en este se da una solución al problema de
la palabra para una clase de grupos que satisfacen un complicado conjunto
de condiciones combinatorias. La versión de la cancelación pequeña que
es utilizada actualmente fue desarrollada por Martin Greendlinger en una
serie de documentos en 1960. En particular Greendlinger demostró que el
problema de la palabra es soluble en grupos �nitamente presentados que
satisfacen la condición de cancelación C�(1/6).
La teoría fue re�nada y formalizada en un trabajo de Lyndon, Schupp y

Lyndon-Schupp, quienes estudiaron el caso de las condiciones de cancelación
pequeña no métricas y desarrollaron una versión de esta teoría para productos
libres amalgamados y extensiones HNN.
En este documento estudiamos los subgrupos �nitamente generados de
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CONTENIDO iii

grupos libres los cuales poseen ACEP (Almost Congruence Extension Prop-
erty), teniendo como objetivo formular criterios para determinar cuándo
poseen o no esta propiedad. Las principales herramientas utilizadas son la
teoría de cancelación pequeña y los grafos de Stallings.
En §1 vamos a trabajar con los grafos de Stalling�s, estos nos permitirán

estudiar los subgrupos libres mediante el uso de grafos. En §2 estudiaremos
la teoría de cancelación pequeña la cual nos será de utilidad para determinar
cuando una palabra pertenece a un subgrupo normal. En §3 vamos a exponer
algunos criterios para determinar si un subgrupo libre �nitamente generado
no tiene o no ACEP, esto en función de su grafo de Stalling�s asociado.
Además mostramos que cualquier subgrupo �nitamente generado de un grupo
libre satisface una generalización de ACEP.



Capitulo 1

Grafos de Stallings.

1.1 Grafos etiquetados y empalmes.

De�nición 1 Sea X = fx1; :::; xng un alfabeto �nito. Diremos que � es un
X-digrafo si cumple lo siguiente:
� es un grafo donde toda arista e tiene una �echa (dirección), cada arista
esta etiquetada por una letra de X, la cual denotaremos por l(e). (Nótese
que � puede ser �nito o in�nito.)
Para cada arista e de � denotamos el origen de e por o(e) y el �nal de e
por t(e). Si o(e) = t(e) entonces e es un lazo. Denotaremos por V:� a el
conjunto de vértices de � y E:� a el conjunto de aristas de �:

Existe una noción obvia de un mor�smo entre dos X-digrafos. Si � y
� son X-digrafos entonces una aplicación � : � �! � es llamado un mor-
�smo de X-digrafos si � manda vértices a vértices, aristas dirigidas a aristas
dirigidas, preserva etiquetas y tiene la propiedad de que

o(�(e)) = �(o(e))

t(�(e)) = �(t(e))

para cualquier arista e de �.
Un ejemplo de X-digrafo, con X = fa; b; cg es el siguiente

1



CAPITULO 1. GRAFOS DE STALLINGS. 2

Para el resto capítulo, a menos que se especi�que lo contrario, tendremos
que X = fx1; :::; xng.

Convención. Dado un X-digrafo �, podemos obtener a partir de � un
grafo orientado y etiquetado por el alfabeto � = X [X�1. Para cada arista
e de � introducimos el elemento inverso e�1 de e con etiqueta l(e)�1 y los
extremos de�nidos como o(e�1) = t(e), t(e�1) = o(e). Para las nuevas aristas
e�1 establecemos (e�1)�1 = e. El nuevo grafo dotado con esta estructura
adicional lo denotaremos por b�. De hecho, en muchas ocasiones no vamos a
distinguir el grafo � del grafo �̂: El conjunto de aristas de �̂ esta naturalmente
particionado en 2 conjuntos

E:�̂ = E:+� [ E:��:

Diremos que una arista e de � es positivamente orientada o positiva en �̂,
mientras que su inversa e�1 es negativamente orientada o negativa en �̂:
Denotaremos por E:+� = E:� y E:�� = (E:�)�1.
El uso de �̂ nos permite introducir la noción de camino en �. Un camino

p en � es una secuencia de aristas p = e1; :::; ek donde cada ei es una arista
de �̂ y el origen de cada ei (para i > 1) es el �nal de ei�1. Para un camino
p diremos que o(p) = o(e1) y t(p) = t(ek). La longitud del camino, denotado
por jpj ; será k, es decir, el número de aristas de p. También, para un camino
p podemos de�nir su etiqueta como l(p) = l(e1)l(e2) � � � l(ek). Así l(p) es una
palabra en el alfabeto � = X [X�1. Nótese que es posible que l(p) contenga
subpalabras de la forma aa�1 o a�1a para algún a 2 X:
Si v es un vértice de � vamos a considerar la secuencia p = v como un

camino tal que o(p) = t(p) = v, jpj = 0 y l(p) = 1, es decir, la palabra vacía.

De�nición 2 Sea � un X-digrafo. Decimos que � es empalmado si para
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cada vértice v de � y cada letra a 2 X existe a lo más una arista en � con
origen v y etiqueta a y existe a lo más una arista con �nal v y etiqueta a.

Supongamos que � es un X-digrafo y e1; e2 son aristas de � con origen
común y la misma etiqueta x 2 �. Entonces, hablando de manera informal,
empalmamos � en e1; e2 mediante la identi�cación de e1 y e2 en una nueva
arista etiquetada por x. El grafo resultante lleva una estructura natural de
un X-digrafo. Una de�nición más precisa se da a continuación.

Empalme de grafos. Sea � un X-digrafo. Suponga que v0 es un vértice
de � y f1, f2 son aristas distintas de �̂ con origen v0 tales que l(f1) = l(f2) =
x 2 �, es decir, � no es empalmado. Sea hi la correspondiente arista positiva
de � a la cual corresponde fi. Sea � un X-digrafo de�nido como sigue:
El conjunto de vértices de � es el conjunto de vértices de � sin los vértices

t(f1) y t(f2) y un nuevo vértice tf agregado (podemos pensar que el vértice
tf se obtiene al identi�carse los vértices t(f1) y t(f2)):

V:� = (V:�� ft(f1); t(f2)g) [ ftfg
El conjunto de aristas de � es el conjunto de aristas de � sin las aristas

h1; h2 y una nueva arista h agregada (podemos pensar que la arista h se
obtiene al identi�carse las aristas h1 y h2):

E:� = (E:�� fh1; h2g) [ fhg
Los puntos �nales y �echas de las aristas de � se de�nen de una manera

natural. Digamos, si e 2 E:� y e 6= h (esto es e 2 E:�, e 6= hi) entonces

1. o�(e) = o�(e) si o�(e) 6= t(fi) y o�(e) = tf si o�(e) = t(fi) para algún
i;

2. t�(e) = t�(e) si t�(e) 6= t(fi) y t�(e) = tf si t�(e) = t(fi) para algún i.

Para la arista h tenemos o�(h) = o�(h) si o�(h) 6= t(f1); t(f2) y o�(h) =
tf si o�(h) = t(fi) para algún i. Similarmente, t�(h) = t�(h) si t�(h) 6=
t(f1); t(f2) y t�(h) = tf si t�(h) = t(fi) para algún i.
De�nimos las etiquetas de las aristas de � como sigue: l�(e) = l�(e) si

e 6= h y l�(h) = l�(h1) = l�(h2).
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Entonces � es un X-digrafo. En esta situación decimos que � se obtiene
de � por un empalme (o de empalmar las aristas f1 y f2).
La noción de empalme se ilustra en la siguiente �gura.

La siguiente a�rmación obvia resume algunas de las propiedades básicas
del empalme.

Lema 1 Sea �1 un X-digrafo obtenido por un empalme de un grafo �. Sea
v un vértice de � y sea v1 el vértice correspondiente de �1.
Entonces se cumple lo siguiente:

1. Si � is conexo entonces �1 es conexo.

2. Sea p un camino de v a v en � con etiqueta w. Entonces la imagen
de p en �1 es un camino de v1 a v1 con etiqueta w.

3. Si un X-digrafo � es �nito, entonces un empalme siempre reduce el
número de aristas de � en uno.

Convención Una palabra w en el alfabeto � = X [X�1 es libremente
reducida si no contiene subpalabras de la forma aa�1 o a�1a para a 2 X.
Un camino p en un X-digrafo � se dice que es reducido si p no contiene
subcaminos de la forma e; e�1 para e 2 E:b�. En un alfabeto B denotaremos
por B� a el conjunto de todas las palabras (incluyendo la palabra vacía 1)
en el alfabeto B.
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De�nición 3 Sean � unX-digrafo y v un vértice de �. De�nimos el lenguaje
de � con respecto a v como:

L(�; v) = fl(p) j p es un camino reducido en � de v a vg:

Si una palabra w pertenece a L(�; v), decimos que w es aceptada por (�; v)
(o simplemente por � si la elección de v es �ja).
Así L(�; v) es un subconjunto de �� donde � = X [ X�1. Las palabras
en L(�; v) no son necesariamente libremente reducidas, pero si el grafo � es
empalmado entonces todas las palabras en L(�; v) son reducidas.

Formulamos esta obvia pero importante a�rmación como un Lema.

Lema 2 Sean � un X-digrafo empalmado y v un vértice de �. Entonces
todas las palabras en el lenguaje L(�; v) son reducidas.

1.2 Grafos etiquetados y subgrupos de un grupo
libre.

Ahora explicaremos como a todo subgrupo �nitamente generado de un grupo
libre puede asociarse un grafo etiquetado.
Sean X un alfabeto �nito y � = X [ X�1. Si w es una palabra en �,

denotaremos por w a la palabra reducida obtenida de w al realizar todas las
posibles reducciones (si las hay).
Recordemos que un grupo libre sobre X, denotado por F (X); es la colec-

ción de todas las palabras libres reducidas en � (incluyendo la palabra vacía
1). La multiplicación en F (X) se de�ne como

f � g := fg, para cualquier f; g 2 F (X)
(Se puede demostrar que esta multiplicación hace a F (X) un grupo).
El número de elementos en X es llamado el rango de F (X) y X es cono-

cida como una base libre de F (X).
Para cualquier elemento g 2 F (X) denotaremos por jgjX a la longitud

de la única �-palabra libremente reducida que representa a g. Si w es una
palabra en � (que puede o no puede ser libremente reducida), denotaremos
por jwj a la longitud de w.
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Proposición 1 Sean � un X-grafo y v un vértice de �, el cual llamaremos
vértice base. Entonces el conjunto

L = fwjw 2 L(�; v)g

es un subgrupo de F (X).

Demostración. Tomemos v1; v2 2 L. Entonces existen caminos reducidos
p1 y p2 de v a v en � tal que la etiqueta de pi es wi y �wi = vi.
La concatenación p1p2 es un camino en � que va v a v, el cual puede o no ser
un camino reducido. Sea p el camino reducido obtenido de p1p2 al realizar
todas las posibles reducciones de caminos. Esto signi�ca que la etiqueta
w = l(p) se obtiene de la palabra w1w2 al realizar varias reducciones libres.
Por lo tanto w = w1w2 = v1 � v2 2 F (X). Por otro lado w es la etiqueta de
un camino reducido de v a v y entonces w 2 L(�; v) = L (por de�nición).
Así v1 � v2 2 �L y �L es cerrado bajo multiplicación.
Es fácil ver que el camino inverso (p1)�1 de p1 tiene como etiqueta w�11 . Esto
implica que L es cerrado bajo inversos. También es obvio que 1 2 �L. Así �L
es un subgrupo de F (X).

Lema 3 Supongamos que � es unX-digrafo empalmado. Entonces L(�; v) =
L = L es un subgrupo de F (X).

Demostración. Por el Lema 2 las etiquetas de caminos reducidos en � ya
son reducidas. Luego por la Proposición 1 L(�; v) = L = L es un subgrupo
de F (X).

El siguiente Lema muestra que los subgrupos correspondientes a grafos
�nitos y etiquetados son �nitamente generados.

Lema 4 Sean � un X-digrafo conexo y v un vértice de �. Para cada vértice
u 6= v de � elegimos un camino reducido pu en � que va de v a u. Denotamos
por pv = v al camino de longitud cero que consiste solo del vértice v. Para
cada arista e de b� (sea positiva o negativa) tenemos que pe = po(e)e(pt(e))�1
es el camino en � que va de v a v. Denotemos por [e] = l(pe).
Entonces el subgrupo H = L(�; v) de F (X) es generado por el conjunto

S = f[e] j donde e es una arista positiva de �g

En particular, si � es �nito, el subgrupo H es �nitamente generado.
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Demostración. El camino pe (si no es reducido) puede transformarse en
una camino reducido p0e (de v a v) mediante una serie de reducciones. Clara-
mente l(p0e) 2 L(�; v); l(p0e) = l(pe) y por lo tanto [e] = l(pe) 2 L(�; v) = H.
Así, S � H y hSi � H.
Resta probar que cualquier elemento de H puede ser expresado como pro-
ducto de elementos de S y sus inversos. Nótese que por de�nición pe�1 =
(pe)

�1 y por lo tanto [e�1] = [e]�1. Así que es su�ciente probar que cualquier
elemento deH puede ser expresado como un producto de elementos [e], donde
e es una arista de b�.
Sea h 2 H, h 6= 1.Entonces existe un camino reducido p no trivial de v a v
con etiqueta w tal que w = h.
Sea p = e1; : : : ; ek, donde los ei son aristas de b�. Además, sean v1 = v,
vk+1 = v y sea vi el vértice inicial de ei (y por lo tanto el punto �nal de ei+1).
Considere ahora el camino

p0 = pe1 : : : pek = pv1e1p
�1
v2
pv2e2p

�1
v3
: : : pvkekp

�1
vk+1

Es obvio que el camino p0 puede ser transformado mediante reducciones a el
camino p. Más aun, l(p0) = l(p) = h. Por otro lado

l(p0) = pe1 : : : pek = [e1] : : : [ek] 2 hSi

Así H = hSi.

Lema 5 Sean � un X-digrafo y �0 un X-digrafo obtenido de � mediante un
empalme. Sean además v un vértice de � y v0 el vértice correspondiente en
�0. Entonces L(�; v) = L(�0; v0).

Demostración. Supongamos que �0 se obtiene de � mediante el empalme
de 2 aristas e1; e2 en b� con el mismo vértice inicial u y la misma etiqueta
x 2 X. Las aristas e1; e2 se empalman en una arista e de �0 etiquetada por
x y con origen u0.
Supongamos que p es un camino reducido en � que va de v a v, tal que
l(p) 2 L(�; v). La imagen de p en �0 es un camino p0 que va de v0 a v0 con
la misma etiqueta que p, esto es l(p) = l(p0). Sin embargo, p0 no tiene que
ser un camino reducido. Es decir, p0 es un camino reducido si y solo si p no
contiene subcaminos de la forma e�12 ; e1 o e

�1
1 ; e2. Sea p

00 el camino obtenido
de p0 por medio de todas las posibles reducciones de camino en �0. Entonces
l(p) = l(p0) = l(p00) y l(p00) 2 L(�; v0). Así tenemos que L(�; v) � L(�0; v0).
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Supongamos ahora que p0es un camino reducido arbitrario en �0 que va de
v0 a v0. Veremos que existe un camino reducido en � que va de v a v con
exactamente la misma etiqueta que p0. Vamos a construir explícitamente este
camino.
La aparición de e�1 (cualquiera) subdivide a p0 en una concatenación de la
forma:

p0 = p0f0p1f1 : : : fkpk+1

donde fi = e�1 y el camino pi no involucra a e�1.
Supongamos que para algún i tenemos que fi = e. Puesto que pi y pi+1 no
involucran a la arista e, pueden también ser considerados como caminos en �.
Más aun, por la de�nición de empalme, en � el vértice �nal de pi se une con
el vértice inicial de pi+1 ya sea por la arista e1 o la arista e2. Denotaremos
esta arista por di (así que di 2 fe1; e2g). Nótese ahora que pidipi+1 es un
camino reducido en � con la misma etiqueta que el camino pifipi+1 en �0.
De manera similar, si para algún i tenemos que fi = e�1, podemos encontrar
un di 2 fe�11 ; e�12 g tal que pidipi+1 es un camino reducido en � con la misma
etiqueta que el camino pifipi+1 en �0.
Entonces

p = p0d0p1 : : : dkpk+1

es un camino reducido en � de v a v con la misma etiqueta que p0. Así
l(p0) 2 L(�; v); l(p0) 2 L(�; v) y entonces L(�0; v0) � L(�; v).
Por lo tanto L(�0; v0) � L(�; v).
De�nición 4 Sean � un X-digrafo y v un vértice de �. Entonces el núcleo
de � en v se de�ne como:

Core(�; v) = [fp j donde p es un camino reducido en � de v a vg
Es fácil ver que Core(�; v) es un subgrafo conexo de � que contiene a v.

Si Core(�; v) = � decimos que � es un grafo núcleo con respecto a v.
En la siguiente �gura se muestra un ejemplo de un grafo que no es núcleo
con respecto al vértice v. Pero es un grafo núcleo con respecto al vértice �nal
de la arista c.
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El siguiente Lema enumera algunas propiedades obvias sobre grafos nú-
cleo.

Lema 6 Sea �0 =Core(�; v). Entonces:

1. El subgrafo �0 de � es conexo y contiene al vértice v.

2. El grafo �0 no tiene vértices de grado uno, excepto posiblemente el
vértice v.

3. Los lenguajes de � y �0 en v coinciden, es decir L(�; v) = L(�0; v).

Puesto que los lenguajes de grafos empalmados consisten de palabras
reducidas, el Lema 5 implica que para unX-digrafo empalmado � el lenguaje
L(�; v) es un subgrupo de F (X). De hecho, por las propiedades de grafos
núcleo, si �0 =Core(�; v) entonces L(�; v) = L(�0; v) es un subgrupo de
F (X).

Proposición 2 Sea H un subgrupo �nitamente generado de F (X). En-
tonces existe un X-digrafo �nito � y un vértice v de � tal que:

1. El grafo � es empalmado y conexo.

2. Todos los vértices de �, excepto posiblemente el vértice v, tienen grado
mayor que 1.

3. El grado de cada vértice en � es a lo más 2#(X).

4. El grafo � es un grafo núcleo con respecto a v.

5. El lenguaje de � es igual a H, esto es L(�; v) = H.

Demostración. Si H = 1 entonces el grafo consiste de un solo vértice que
obviamente satisface todos los requisitos de la proposición. Supongamos que
H es un subgrupo de F (X) no trivial �nitamente generado.
Sea H el grupo generado por los elementos h1; : : : ; hm (donde cada hi es una
palabra libremente reducida en � = X [X�1).
De�nimos un X-digrafo �1 como sigue. El grafo �1 es un ramillete de m
círculos unidos por un vértice llamado v1. El i-esimo circulo esta subdividido
en jhij aristas las cuales están orientadas y etiquetadas por X de modo que
la etiqueta del i-esimo circulo (leída de v1 a v1) es precisamente la palabra
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hi.
Entonces cualquier palaba reducida en h1; : : : ; hm es la etiqueta de un camino
reducido en �1 de v a v. El inverso es evidentemente cierto. Así L(�1; v1) =
hh1; : : : ; hmi = H. Nótese también que �1 es conexo por construcción y no
tiene vértices de grado 1.
De�nimos una secuencia de grafos �1;�2; : : : inductivamente como sigue.
Supongamos que �i ya esta construido. Si es empalmado, terminamos la
secuencia. Por otro lado, sea �i+1 lo obtenido de �i por un empalme.
Puesto que �1 es �nito y un empalme disminuye el número de aristas, esta
secuencia termina después de un número �nito de pasos con un grafo empal-
mado �k. Más aun, puesto que un empalme de un grafo conexo es conexo,
los grafos �1; : : : ;�k son conexos. Sea vi la imagen de v1 en el grafo �i. Por
el Lema 5 tenemos que H = L(�1; v1) = L(�k; vk) = L(�k; vk), la última
igualdad se da por el hecho de que �k es empalmado.
Denotemos por � = �k y v = vk. Ya hemos demostrado que L(�; v) = H y
que � es un grafo empalmado conexo y �nito. Puesto que � es empalmado, el
grado de sus vértices es a lo más 2#(X) = #(X). Veamos que � es de hecho
un grafo núcleo con respecto a v. Supongamos que no lo es y que existe un
vértice u de � de grado 1 el cual es diferente de v. Sea e la única arista deb� que termina en u y sea x 2 � la etiqueta de e. Existe una arista e1 del
grafo �1 tal que la imagen de e1 en � = �k es e (por lo tanto la etiqueta
de e1 es también x). Sea u1 el vértice �nal de e1. Dado que u 6= v = vk,
tenemos que u1 6= v1. Recordemos que la construcción explicita de �1 fue un
ramillete de círculos etiquetados h1; : : : ; hm. Se sigue de esta construcción
que hay un camino p1 en �1 de v1 a v1 que pasa a través de la arista e1 y
tiene una etiqueta reducida w (es decir, podemos tomar w = h�1i para algún
i). Sea p la imagen del camino p1 en �k después de realizar todos los k � 1
empalmes. Entonces p es un camino de v a v que pasa a través de e y con
una etiqueta reducida w. Sin embargo, el vértice u (diferente de v) es de
grado 1. Entonces, cualquier camino de v a v que pasa por e contiene un
subcamino e; e�1 y por lo tanto no puede tener una etiqueta reducida. Esto
nos da una contradicción. Así, Core(�; v) = � y el par (�; v) satisface todos
los requisitos de la Proposición.

En adelante denotaremos por �(H) a el X-digrafo asociado a el subgrupo
�nitamente generado H de F (X).

Lema 7 Sea � un X-digrafo empalmado y conexo el cual es un grafo núcleo
con respecto a algún vértice v. Sea H = L(�; v). Entonces:
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1. Para cualquier segmento inicial w de una palabra reducida h 2 H existe
un único camino reducido p en � con origen en v y etiqueta w.

2. Para cualquier camino reducido p en � con origen en v y etiqueta w,
la palabra w es una subpalabra de alguna palabra reducida h 2 H.

Demostración. (1) La unicidad de p se sigue por el hecho de que � es
empalmado. La existencia de p es también obvia. De hecho, podemos tomar
a p como el segmento inicial de longitud jwj del camino en � que va de v a
v con etiqueta h.
(2) Sea p un camino en � con origen en v y etiqueta w. Si el vértice �nal de
p es v entonces w 2 H y el enunciado del lema es obvio. Supongamos ahora
que el vértice �nal u de p es diferente de v. Puesto que � es una grafo núcleo
con respecto a v, el grado de u es al menos 2. Sea e una arista con origen en
u tal que e�1 es diferente a la última arista en p. Sea p0 un camino reducido
que va de t(e) a v en �. Entonces � = pep0 es un camino reducido que va de
v a v. Por lo tanto l(�) = h 2 H. Es claro por construcción que w es un
segmento inicial de h.
En la siguiente �gura se muestra la construcción del grafo asociado al

grupo H = ha2cb�1; ab2; b�1c2i � F (a; b). El vértice de color blanco repre-
senta la imagen del vértice base original v1 en los grafos.
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1.3 Propiedades algorítmicas de los grafos.

El Lema 4 nos proporciona un conjunto generador del subgrupo correspon-
diente al X-digrafo. Pero nos gustaría encontrar una base libre para este
subgrupo. Mostraremos que esto fácilmente se puede realizar utilizando el
X-digrafo correspondiente.
En un grafo conexo diremos que un subgrafo es un árbol generador si este

subgrafo es un árbol y además contiene todos los vértices del grafo original.
Si un grafo T es un árbol, entonces para cualesquiera dos vértices u y u0 de
T existe un único camino reducido en T de u a u0 el cual denotaremos por
[u; u0]T .

Lema 8 Sea � un X-digrafo empalmado y sea v un vértice de �. Sea T el
árbol generador de �. Sea T+ el conjunto de aristas positivas de � las cuales
no están en T . Para cada arista e 2 T+ sea pe = [v; o(e)]T e[t(e); v] (pe es
un camino reducido que va de v a v cuya etiqueta es una palabra reducida en
�). Para cada e 2 T+ denotamos por [e] = l(pe) = l(pe). Denotemos por

YT =
�
[e] j e 2 T+

	
:

Entonces YT es una base libre del subgrupo H = L(�; v) de F (X).

Demostración. Podemos extender la de�nición de pe y [e] para las aristas
de �̂ tomando pe = [v; o(e)]T e[t(e); v] y [e] = l(pe), por lo tanto pe�1 = (pe)�1

y [e�1] = [e]�1.
Es fácil ver que si e 2 E:+T entonces pe = [v; o(e)]T e[t(e); v] es un camino
el cual puede ser transformado mediante reducciones en un camino trivial y
entonces [e] = 1. Sabemos por el Lema 4 que el subgrupo H es generado por
el conjunto f[e] j e 2 E:+(�)g. Por lo tanto H es generado por el conjunto
YT = f[e] j e 2 E:+Tg, entonces solo falta mostrar que YT es una base libre
de H.
Para ver esto es su�ciente mostrar que cualquier palabra reducida no trivial
en Y �1T de�ne un elemento no trivial en F (X). Supóngase que h = [e1] � � � [ek]
con k � 1, ei 2 Y + [ (Y +)�1 = E:(�̂ � T ) y ei 6= e�1i+1. Debemos mostrar
que H 6= 1. Como T es un árbol, para cuales cualquiera vértices u; u0 de �
el camino reducido de [u; v]T [v; u0]T es el camino [u; u0]T . Por de�nición de h
y de [ei] tenemos que h = �p donde p es el siguiente camino de u a u en �:

p = [v; o(e1)]T e1[t(e1); v]T [v; o(e2)]T e2:::[v; o(ek)]T ek[t(ek); v]:
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También por la observación anterior p puede ser trasformado por reducciónes
en el camino

p0 = [v; o(e1)]T e1[t(e1); o(e2)]T e2:::ei[t(ei); o(ei+1)]T ei+1:::ek[t(ek); v]T :

Veamos que p0 ya es un camino reducido. Los segmentos[t(ei); o(ei+1)]T ,
[v; o(e1)]T y [t(ek); v]T están contenidos en el árbol T y las aristas ei estan
fuera de T . Si p0 no fuera reducido, entonces para algún i tendriamos que
t(ei) = o(ei+1) y ei = e�1i+1. Pero esto es imposible por la suposición que
hicimos de h.
Por lo tanto p0 es un camino reducido no trivial en �. Como � es empalmado,
esto implica que la etiqueta de p0 es una palabra reducida no trivial en X,
por lo cual representa un elemento no trivial de F (X). Pero

1 6= l(p0) = l(p0) = l(p) = h:

Luego h 6= 1.
En la siguiente �gura el árbol generador T aparece resaltado y una base li-

bre YT para el subgrupoH = L(�; v) es fa�1bab�1; ba�1b3ab�1; b2a2b�1; ab�2g:

En adelante denotaremos a el vértice base de un grafo asociado a un grupo
H por 1H .

Proposición 3 Existe un algoritmo en el que, dado un número �nito de
X-palabras reducidas h1; : : : ; hk, se construye el grafo �(H), donde H =
hh1; : : : ; hki.
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Demostración. Esto se sigue inmediatamente de la demostración de la
Proposición 2. De hecho, si tomamos un ramillete de k círculos con las
palabras h1; : : : ; hk escritas en ellos y luego realizamos todos los posibles
empalmes, el X-digrafo resultante será �(H). Nótese que el grafo original de
ramilletes de círculos tiene M = jh1jX + � � � + jhkjX aristas. Dado que todo
empalme reduce el número de aristas en uno, obtendremos el grafo �(H) en
a lo más M pasos.

Proposición 4 El grupo F (X) tiene solución al problema generalizado de
la palabra. Esto es, existe un algoritmo en el que dado un número �nito
de X-palabras reducidas h1; : : : ; hk y una X-palabra reducida g decide si g
pertenece o no al subgrupo H = hh1; : : : ; hni de F .

Demostración. Primero contruimos el grafo �(H) como se hace en la
Proposición 3. Recordemos que L(�(H); 1H) = H por de�nición de �(H).
Por lo tanto para decidir si g 2 H, tenemos que checar si el grafo �(H)
acepta o no la palabra g. Recuerde que �(H) es empalmado y que el lenguaje
L(�(H); 1H) consiste de todas las etiquetas de caminos reducidos en �(H)
que van de 1H a 1H . Dada una palabra reducida g = x1:::xm, con xi 2 �
podemos comprobar si g 2 L(�(H); 1H) como sigue.
En primer lugar, comprobaremos si existe una arista en b�(H) con origen en
1H y etiqueta x1 (puesto que � es un empalmado, dicha arista es única, si
es que existe). Si es así, nos movemos al vértice �nal de esta arista, que de-
notaremos por v1. De lo contrario, terminamos el proceso. Luego checamos
si existe una arista en b�(H) con origen en v1 y etiqueta x2. Si es así, nos
movemos al vértice �nal de esta arista, y lo denotamos por v2. De lo con-
trario, terminamos el proceso. Repitiendo este procedimiento a lo más k veces
terminaremos el proceso, en cuyo caso concluimos que g =2 L(�(H; 1H)), o
encontramos un vértice vk tal que la palabra g es la etiqueta de un camino
reducido en �(H) de 1H a vk. Si vk 6= 1H , concluimos que g =2 L(�(H); 1H),
y si vk = 1H , concluimos que g 2 L(�(H); 1H).

Lema 9 Sea � un grafo núcleo empalmado (con respecto de uno de sus vér-
tices). Sean v y u dos vértices de � y q un camino reducido en � que va de
v a u con etiqueta g 2 F (X). Sean también H = L(�; v) y K = L(�; u).
Entonces H = gKg�1.

Demostración. Sea p un camino reducido en � de u a u (por lo tanto
l(p) = k 2 K). Entonces el camino p0 = qpq�1 es un camino de v en v con
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etiqueta l(p0) = l(q)l(p)(l(q))�1. Por lo tanto, la forma reducida de l(p0) es
igual al elemento g � k � g�1 2 F (X). El camino p0 puede ser transformado
a un camino reducido p00 de v a v. Por lo tanto, l(p00) 2 L(�; v) = H. Por
otro lado l(p00) = l(p0) = g � k � g�1. Así, hemos mostrado que para cualquier
k 2 K tenemos que g � k � g�1 2 H de modo que gKg�1 � H. Un argumento
similar muestra que g�1Hg � K y por lo tantoH � gKg�1. Por consiguiente
H = gKg�1.

Lema 10 Sean H � F (X) y � = �(H). Sea g 2 F (X) una palabra reducida
no trivial en X. Sea g = yz donde z es el segmento �nal más grande de
la palabra g tal que existe un camino con etiqueta z�1 en � que comienza
en 1H (dicho camino es único ya que � es un empalmado). Denotemos el
vértice �nal de este camino por u. Sea �0 el grafo obtenido de � como sigue.
Adjuntamos a � en u el segmento que consiste de jyj aristas con etiqueta y�1
leyéndolo a partir de u. Sea u0 el otro extremo de este segmento. Denotemos
por �00 =Core(�0; u0).
Entonces (�00; u0) = (�(K); 1K) donde K = gHg�1.

Demostración. Sea � el grafo obtenido adjuntando a � en 1H un segmento
de jgjX aristas etiquetado por g, que tiene origen en v y �nal en 1H . Es
fácil ver que (L(�; v)) = gHg�1. Sin embargo, el grafo no es necesariamente
empalmado. Si empalmamos el segmento �nal z de g (como de�nimos en el
enunciado del lema) sobre el camino en � con origen 1H y etiqueta z�1, el
grafo resultante �0 es obviamente empalmado. Por lo tanto, L(�0; u0) = H
(donde u0 es la imagen de v en�0). Puede ocurrir que�0 no sea un grafo base
con respecto a u0. Sin embargo, el grafo �00 =Core(�0; u0) es empalmado, es
un grafo base con respecto a u0 y tiene la propiedad L(�00; u0) = K. Por lo
tanto (�00; u0) = (�(K); 1K).

Proposición 5 Sean H;K � F (X) y g 2 F (X). Sea g = yz donde z es el
segmento �nal más grande de g tal que z�1 es la etiqueta de un camino en
�(H) con origen en 1H . Sea y = y0y00 donde y0 es el segmento inicial más
grande de y que es la etiqueta de un camino en �(K) con origen en 1K.
Supongamos que la palabra y00 es no trivial. Entonces


gHg�1; K
�
= gHg�1 �K:

Demostración. Consideremos el grafo � obtenido de la siguiente manera.
Tomemos primero un camino pg de longitud jgjX con etiqueta g y unimos su
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origen a 1K y su vértice �nal a 1H . El camino pg es una concatenación de la
forma pg = p0p00q donde l(p0) = y0, l(p00) = y00 y l(q) = z.
Entonces empalmamos el segmento q de pg sobre el camino (que inicia en
1H) con etiqueta z�1 en �(H) y también el segmento y0 de pg sobre el camino
(que inicia en 1K) en �(K). Denotamos el grafo resultante por �.
Por lo tanto � consiste de los grafos �(H) y �(K) unidos por un segmento
con etiqueta y00 como se muestra en la siguiente �gura.

Abusando un poco de la notación, seguiremos llamando a este segmento p00

y también nos referiremos a las imágenes de �(H) y �(K) en � como �(H)
y �(K). La construcción de � implica que es un X-digrafo empalmado.
Demostraremos que L(�; 1K) = gHg�1 � K. Podemos elegir un árbol gen-
erador TH en �(H) y un árbol generador TK en �(K). Entonces T =
TH [ TK [ p00 es un árbol generador en �. Podemos usarlo para producir
las bases libres YT para L(�; 1K) como es descrito en el Lema 8. Entonces
YT es la unión disjunta de dos subconjuntos YT = YH [ YK donde YH son
los generadores correspondientes a las aristas en �(H) � TH y YK son los
generadores correspondientes a las aristas en �(K)� TK .
Cada f 2 YH es la etiqueta del camino

�f = [1K ; u]TKp
00[v; o(e)]THe[t(e); v]TH (p

00)� 1[u; 1K ]TK

donde e 2 E:+(�(H) � TH):El camino pf puede ser obtenido mediante re-
ducciones de

�0f = ([1K ; u]TK (p
0)�1)p0p00q(q�1[v; 1H ]TH )

[1H ; o(e)]THe[t(e); 1H ]T ([1H ; v]THq)q
�1(p00)�1(p0)�1(p0[u; 1K ]TK )

esto es

�0f = ([1K ; u]TK (p0)�1)pg(q�1[v; 1H ]TH )pe([1H ; v]THq)p�1
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donde pe = [1H ; o(e)]THe[t(e); 1H ]T es el camino que va de 1H a 1H en �(H)
de�niendo uno de los generadores libres de H con respecto del árbol TH .
Como [1K ; u]TK (p

0)�1 es un camino en �(K) de 1K a 1K , la etiqueta de este
camino determina un elemento k 2 K. De forma similar, como q�1[v; 1H ]TH =
([1H ; v]THq)

�1 es un camino en �(H) que va de 1H a 1H y que tiene como
etiqueta reducida un elemento h 2 H. Ya que el conjunto YTH = fl(pe)je 2
E:+(�(H)� TH)g es una base libre de H, el conjunto ZH = ghYTHh�1g�1 es
una base libre de gHg�1. Entonces YH = kZHk�1.
Por otro lado el conjunto YK es una base libre de K con respecto al árbol
generador TK de �(K).
Sabemos que YT = YH [ YK es una base libre del subgrupo L(�(K); 1K) y
F (YK) = K ya que (k�1YHk)[YT = ZH[YT es una base libre de L(�(K); 1K).
Por lo tanto

L(�(H); 1K) = F (ZH [ YK) = F (ZH) � F (YK) = gHg�1 �K

1.4 Subgrupos de índice �nito.

De�nición 5 Diremos que un X-digrafo es X-regular si para todo vértice
v de � y todo x 2 � existe exactamente una arista en �̂ con origen en v y
etiqueta x.

Proposición 6 Sea H un subgrupo de F (X). Entonces jF (X) : Hj < 1
si y solo si �(H) es un grafo X-regular �nito. En este caso jF (X) : Hj =
#V:�(H).

Demostración. Supongamos primero que jF (X) : Hj = s < 1. Entonces
H es �nitamente generado y por lo tanto �(H) es �nito. Supongamos que
�(H) no esX-regular. Entonces existe un vértice v de �(H) y una letra x 2 �
tal que no existe una arista con origen en v 2 �̂ y etiqueta x. Tomamos un
camino reducido p que va de 1H a v en �(H) y sea w = l(p). Entonces
la palabra wx es reducida y ninguna palabra con subpalabra inicial wx es
aceptada por �(H):
Luego para cualquier palabra reducida y que no comience con x�1 tenemos
que wxy =2 H.
Como jF (X) : Hj = s <1, existen s elementos g1; g2; :::; gs 2 F (X) tal que

F (X) = Hg1 [ ::: [Hgs
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Sea M = max fjgijX j i = 1; :::; sg y sea f = wxM+1. Entonces para algún gi
tenemos que f � g�1i 2 H. Por la elección deM la forma reducida z de f � g�1i
tiene como palabra inicial a wx y por lo tanto z =2 L(�(H); 1H) = H. Esto
contradice la hipótesis f � g�1i 2 H.
Supongamos ahora que �(H) es un grafoX-regular �nito. Queremos mostrar
que el índice de H en F (X) es �nito y es igual a el número de vértices de
�(H).
Para cada vértice v de �(H) elegimos un camino reducido pv que va de 1H a
v en �(H) y denotamos gv = l(pv). Veamos que

F (X) = [fH � gv j v 2 V:�(H)g :

Sea f 2 F (X) una palabra reducida. Como �(H) es X-regular, existe un
camino � en �(H) con origen 1H y etiqueta f . Sea u el vértice �nal de este
camino. Entonces �p�1u , con pu 6= �, es un camino en �(H) que va de 1H a
1H con etiqueta fg�1u . Por lo tanto la forma reducida de la palabra fg

�1
u es

aceptada por �(H) y entonces fg�1u 2 H, f 2 Hgu. Como f fue elegida de
forma arbitraria tenemos que F (X) = [fH � gv j v 2 V:�(H)g.
Lo anterior implica que H tiene índice �nito en F (X). Para demostrar la
proposición debemos veri�car que si v y u son vértices distintos de �(H)
entonces Hgv 6= Hgu . Suponga que esto no se cumple, por lo tanto para
algún u 6= v tenemos que Hgv = Hgu . Entonces gug�1v = h 2 H. El camino
p = pvp

�1
u tiene etiqueta gvg�1u y por lo tanto la forma reducida p0 del camino

p tiene etiqueta h. Como p0 es un camino reducido que comienza en 1H y
tiene etiqueta h entonces el vértice �nal de p0 es 1H . Como las reducciones
en un camino no cambian el vértice �nal, tenemos que el vértice �nal de p
es 1H , el cual también es su vértice inicial. Por lo tanto esto implica que los
caminos pv y pu tienen los mismos vértices �nales y u = v, lo cual es una
contradicción.

Corolario 1 Existe un algoritmo el cual, dado un conjunto �nito de palabras
reducidas h1; :::; hs 2 F (X), calcula el índice del subgrupo hh1; :::; hsi = H en
F (X).

Demostración. Primero construimos el grafo �nito �(H) y luego veri�-
camos si este es X-regular. Si no lo es, el subgrupo H tiene índice in�nito
en F (X) (por Proposición 6). Si lo es, entonces el índice de H en F (X) es
igual a el número de vértices de �(H) (por Proposición 6).
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Teorema 1 Sea H un subgrupo no trivial de F (H). Entonces H es normal
en F (X) si y solo si las siguientes condiciones se satisfacen:

1. El grafo �(H) es X-regular.

2. Para cualquier vértice v de �(H) los X-digrafos (�(H); 1H) y (�(H); v)
son isomorfos, es decir, L(�(H); v) = H.

Demostración. Supongamos primero que las condiciones (1) y (2) se sat-
isfacen. Sea g 2 F (X) una palabra reducida. Como �(H) es empalmado y
X-regular, existe un único camino p en �(H) con origen 1H y etiqueta g. Sea
v el vértice �nal de p. Por Lema 9 L(�(H); v) = gHg�1. Además por (2)
tenemos que L(�(H); v) = H. Entonces gHg�1 = H. Como g fue elegida de
forma arbitraria tenemos que H es normal en F (X).
Ahora supongamos que H 6= 1 es normal en F (X). Primero veamos que
el grado de 1H en �(H) es al menos 2. Supongamos que solo existe una
arista con origen en 1H y sea x la etiqueta de tal arista. Entonces cualquier
elemento de H tiene la forma xwx�1. Sea h = xwx�1 2 H un elemento no
trivial. La forma cíclica reducida q de h es conjugado a h y por lo tanto
pertenece a H (por ser H normal). Luego hay una palabra cíclicamente re-
ducida que no tiene la forma x � � �x�1, lo cual implica que 1H tienen al menos
grado 2.
Sea g 2 F (X) una palabra reducida. Veremos que existe un camino pg en
�(H) con vértice inicial 1H y etiqueta g. Si esto no ocurre entonces por
Lema 10 el grafo del subgrupo gHg�1 tiene el vértice 1gHg�1 de grado 1.
Pero H = gHg�1 por ser H un subgrupo normal, obteniendo así una con-
tradicción.
Por lo tanto el camino pg existe. Como g 2 F (X) a sido elegido de forma
arbitraria y el grafo �(H) es empalmado y conexo implica que �(H) es X-
regular. Más aun, si vg es el vértice �nal de pg entonces por el Lema 9
L(�(H); vg) = gHg�1 = H, entonces (�(H); vg) es isomorfo a (�(H); 1H).
Claramente cualquier vértice v de �(H) puede ser obtenido como vg para al-
gún g 2 F (X) y por lo tanto todas las condiciones del teorema se satisfacen.

1.5 Intersección de subgrupos.

Una de las aplicaciones más interesantes de los grafos empalmados es un
algoritmo para calcular la intersección de dos subgrupos de un grupo libre.
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De�nición 6 Sean � y � X-digrafos. De�nimos el producto de grafos ���
de la siguiente manera.
El conjunto de vértices de ��� es el conjunto V:�� V:�.
Para un par de vértices (u; v); (u0; v0) 2 V:(���) tendremos una arista con
origen en (u; v) y �nal en (u0; v0) con etiqueta x si hay una arista con etiqueta
x de u a u0 en � y una arista con etiqueta de v a v0 con etiqueta x en �.

Por lo tanto � �� es un X-digrafo. En algunas ocasiones denotaremos
el vértice (u; v) de ��� por u� v.

La siguiente observación se sigue inmediatamente de la de�nición.

Lema 11 Supongamos que � y � son X-digrafos empalmados. Entonces
��� también es un X-digrafo empalmado. Más aun, si v� u es un vértice
de � � �, entonces el grado de v � u es menor o igual que el mínimo del
grado de v en � o el grado de u en �.

Ahora estableceremos una importante relación entre el producto de grafos
y la intersección de subgrupos.

Lema 12 Supongamos que � y � son X-digrafos empalmados. Sea H =
L(�; v) y K = L(�; u) con v 2 V:�, u 2 V:�. Sea y = (v; u) 2 V:(���):
Entonces ��� es empalmado y L(���; y) = H \K.

Demostración. Sea w una palabra reducida de F (X).
Por de�nición de � � � existe un camino en � � � que va de y a y con
etiqueta w si y solo si existe un camino reducido en � que va de v a v con
etiqueta w y además existe un camino reducido en � que va de u a u con
etiqueta w. Esto implica que L(���; y) = L(�; v) \ L(�; u).
En la siguiente �gura se muestra el producto �(H) � �(K) donde H =

hab; b�1ai < F (a; b) y K = ha3; a�1bai < F (a; b).
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Proposición 7 Sean H,K < F (X). Sea g 2 F (X) tal que el doble cociente
KgH y KH son distintos. Supongamos que gHg�1 \K 6= 1.
Entonces existe un vértice v � u en �(H) � �(K) el cual no pertenece a la
componente conexa de 1H � 1K tal que el subgrupo L(�(H)��(K); v� v) es
conjugado a gHg�1 \K en F (X).

Demostración. Sea g = yz donde z es el segmento terminal más largo de g
tal que z�1 es la etiqueta de un camino en �(H) con origen 1H . Denotemos
a este camino por � y el vértice �nal de � por v. Si la palabra y no es la
etiqueta de un camino en �(H) con origen 1K , entonces por la Proposición 5
hgHg�1; Ki = gHg�1 �K. Esto implica que gHg�1 \K = 1, lo cual es una
contradicción.
Por lo tanto y es la etiqueta de un camino � en �(K) que va de 1K a algún
vértice u:
Por Lema 9 L(�(H); v) = zHz�1 y L(�(K); u) = yKy�1. Nótese también
que

y(zHz�1 \ y�1Ky)y�1 = yzHz�1y�1 \K = gHg�1 \K
y por lo tanto los subgrupos gHg�1 \K y zHz�1 \ y�1Ky son conjugados
en F (X).
Por Lema 12 tenemos

L(�(H)� �(K); v � u) = zHz�1 \ y�1Ky ' gHg�1 \K;

como es deseado.
Ahora veamos que v�u no pertenece a la componente conexa de 1H�1K en
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�(H) � �(K). Supongamos que esto no ocurre, entonces existe un camino
reducido pv en �(H) que va de 1H a v y un camino reducido pu en �(K) que
va de 1K a u tal que sus etiquetas son la misma, esto es l(pv) = l(pu) = �:
Nótese que pv��1 es un camino en �(H) que va de 1H a 1H y por lo tanto
l(pv�

�1) = �z = �z = h 2 H. De forma similar �p�1u es un camino en �(K)
que va de 1K a 1K y por lo tanto tenemos que

g = yz = y��1�z = kh 2 KH;

lo cual es una contradicción ya que KgH 6= KH.
Lo contrario de la a�rmación anterior también se lleva a cabo:

Proposición 8 Sean H;K < F (X). Sea v � u cualquier vértice de �(H)�
�(K) entonces el subgrupo L(�(H)��(K); v� u) es conjugado a algún sub-
grupo de la forma gHg�1 \K para algún g 2 F (X). Más aun, si v � u no
pertenece a la componente conexa de 1H � 1K, entonces el elemento g puede
ser elegido de tal forma tal que KgH 6= KH.

Demostración. Sea pv un camino reducido en �(H) el cual va de 1H a
v y tiene etiqueta �. Similarmente sea pu un camino reducido en �(K) el
cual va de 1K a u con etiqueta � . Por el Lema 9 L(�(H); v) = ��1H� y
L(�(K); u) = ��1K� . Por el Lema 12

L(�(H)� �(K); v � u) = ��1H� \ ��1K�

es conjugado a
���1H���1 \K,

luego g = ���1 satisface la propiedad requerida.
Supongamos ahora que v�u no pertenece a la componente conexa de 1H�1K
en �(H)� �(K), pero g = ���1 2 KH, pero ���1 = kh para algun k 2 K,
h 2 H y por lo tanto

k�1� = h�.

Sea � la forma reducida de la palabra k�1� = h�. Como k�1 2 K entonces
k�1 es la etiqueta de un camino reducido p1 en �(K) el cual va de 1K a 1K .
Luego p1pu es un camino en �(K) con etiqueta reducida �. Por lo tanto
también existe un camino reducido p01 en �(K) que va de 1K a u con etiqueta
�. Similarmente, como h 2 H, existe un camino p2 en �(H) que va de 1H
a 1H con etiqueta h. Entonces p2pv es un camino en �(H) el cual va de 1H
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a v con etiqueta �. Por de�nición de �(H) � �(K); existe un camino en
�(H)��(K) que va de 1H �1K a v�u con etiqueta �. Pero esto contradice
la suposición de que v� u no pertenece a la componente conexa de 1H � 1K ,
luego g =2 KH y KgH 6= KH.
Las proposiciones anteriores nos permiten utilizar el producto de grafos

para determinar cuando un subgrupo �nitamente generado de un grupo libre
es o no malnormal.

De�nición 7 Sean H un subgrupo de un grupo G. Decimos que H es mal-
normal en G si 8g 2 GnH

gHg�1 \H = 1:

Diremos que H es ciclo normal en G si 8g 2 GnH

gHg�1 \H es cíclico.

Proposición 9 Sea H < F (X). Entonces H es malnormal en F (X) si y
solo si toda componente de �(H) � �(H) que no contenga a 1H � 1H es un
árbol.

Demostración. Supongamos que H es malnormal en F (X). Supongamos
que existe una componente conexa C de �(H) � �(H) la cual no contiene
a 1H � 1H y no es un árbol. Sea v � u un vértice de C. Como C no es un
árbol, existe un camino reducido no trivial de v � u a v � u en C y por lo
tanto A = L(C; v � u) 6= 1. Por la Proposición 8 existe un g 2 F (X) tal
que HgH 6= HH = H (entonces g =2 H) y gHg�1 \ H es conjugado a A y
entonces gHg�1 \H 6= 1, lo cual es una contradicción ya que supusimos que
H es malnormal.
Ya que para cualquier árbol T y cualquier vértice v de T L(T; v) = 1, la
implicación opuesta del Teorema se sigue inmediatamente de la Proposición
7.

Proposición 10 Existe un algoritmo el cual, dado un conjunto �nito de
palabras reducidas h1; :::; hs en F (X) decide si el subgrupo H = hh1; :::; hsi
es malnormal o no en F (X). Si H no es malnormal, este algoritmo produce
un elemento no trivial g 2 F (X)nH tal que gHg�1 \H 6= 1.
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Demostración. Primero construimos el grafo �nito �(H) como se describe
en la Proposición 3, luego contruimos el grafo �(H)� �(H). Solo nos queda
revisar si las componentes conexas de �(H)��(H) que no contienen a 1H�1H
son árboles.
Si todas las componentes son árboles, entonces H es malnormal en F (X). Si
algúna componente 
 que no contiene a 1H � 1H no es un árbol, entonces
H no es malnormal en F (X). En este caso tomamos el vértice v � u 2 
 y
caminos con etiquetas �; � en �(H) los cuales van de 1H a v; u respectiva-
mente. Tomemos g = ���1. Luego por la demostración de la Proposición 8
tenemos que gHg�1 \H 6= 1 y HgH 6= HH, con lo cual g =2 H.

Proposición 11 Existe un algoritmo el cual, dado un conjunto �nito de
palabras reducidas

h1; :::; hs 2 F (X);
determina cuando el subgrupo H = hh1; :::; hsi � F (X) es o no ciclo normal.

Demostración. Por la Proposición 8 tenemos que si g =2 H entonces
gHg�1 \H es trivial o isomorfo a L(C; v � u) donde C es una componente
conexa de �(H)� �(H) la cual no contiene el vértice 1H � 1H y v � u es un
vértice de C.
Para veri�car si H es ciclo normal construimos �(H); �(H) � �(H) y para
toda componente conexa C de �(H) � �(H) que no contenga a 1H � 1H
encontramos su árbol generador TC en C y contamos el numero nC de aristas
en C�TC (este numero es igual al rango del grupo libre L(C; v�u)). Si para
cada C nC � 1, el subgrupo H es ciclo normal. Si para algún C tenemos que
nC � 2, el subgrupo H no es ciclo normal.



Capitulo 2

Cancelación Pequeña.

2.1 Diagramas.

Supóngase que un grupo G tiene presentación G = hX j Ri. Sea F un grupo
libre en X y sea N la cerradura normal de R en F . Entonces G = F=N . Un
elemento w de F representa la identidad en G si y solo si w 2 N . Ahora,
w 2 N si y solo si en el grupo libre F , w es el producto de conjugados de
elementos de R�1; diremos que w = c1 � � � cn donde ci = uiriu�1i con ri o r�1i
en R.
A cada producto c1 � � � cn vamos a asociar un diagrama en el plano euclid-

iano el cual contiene toda la información esencial del producto c1 � � � cn. Con
esto entonces veremos que los diagramas son una herramienta adecuada para
estudiar la pertenencia al subgrupo normal N de F , y por lo tanto, para
estudiar la igualdad en el grupo cociente G.
Sea E2 el plano euclidiano. Si S � E2, entonces �S denotara la frontera

de S, la cerradura topológica de S será denotada por �S y denotaremos a
E2�S por �S. Un vértice es un punto de E2. Una arista es un subconjunto
acotado de E2 homeomormo al intervalo unitario abierto. Una región es un
conjunto acotado homeomorfo al disco unitario abierto. Un mapa M es una
colección �nita de vértices, aristas y regiones las cuales son disjuntas a pares
y satisfacen lo siguiente:

1. Si e es una arista de M , existen vértices v1 y v2 (no necesariamente
distintos) en M tal que �e = e [ fv1g [ fv2g:

25



CAPITULO 2. CANCELACIÓN PEQUEÑA. 26

2. La frontera �D de cada región D en M es conexa y existe un conjunto
de aristas e1; :::; en en M tal que �D = �e1 [ ::: [ �en:

Denotaremos la frontera de M por �M . Si e es una arista donde �e =
e [ fv1g [ fv2g entonces a los vértices v1 y v2 los llamaremos puntos �nales
de e. Una arista cerrada es una arista e junto con sus puntos �nales.

Vamos a considerar mapas dirigidos. Si e es una arista dirigida que va del
punto v1 al punto v2, el vértice v1 lo llamaremos vértice inicial de e y a v2 lo
llamaremos vértice �nal de e. La arista dirigida de forma opuesta, o inversa
de e, será denotada por e�1 y va de v2 a v1. Un camino es una secuencia de
aristas dirigidas e1; :::; en tal que el vértice inicial de ei+1 es el vértice �nal de
ei, 1 � i � n� 1.
Los puntos �nales de un camino son el vértice inicial de e1 y el vértice

�nal de en. Un camino cerrado o ciclo es un camino en el cual el vértice
inicial de e1 es el vértice �nal de en. Un camino es reducido si no contiene
un par sucesivo de aristas de la forma ee�1. Un camino reducido e1; :::; en es
simple si, para i 6= j, ei y ej tienen diferentes puntos iniciales.
Como M pertenece al plano es posible orientar las regiones de M y las

componentes de �M , cada arista de M podrá ser recorrida de dos formas,
una por cada una de sus posibles orientaciones. Si D es una región de M
con orientación dada, cualquier ciclo de longitud minimal el cual incluya
todas las aristas de �D y en el cual las aristas estén orientadas de acuerdo
a la orientación de D será llamado ciclo frontera de D. Si M es conexo y
simplemente conexo, el ciclo frontera deM es un ciclo � de longitud minimal
el cual contiene todas las aristas de la frontera de M y que no se cortan
así mismos, en este sentido, si ei y ei+1 son aristas consecutivas de � con
v el vértice �nal de ei, entonces e�1i y ei+1 son adyacentes en el conjunto
cíclicamente ordenado de todas las aristas de M que comienzan en v.
Un diagrama sobre un grupo F es un mapa orientado M y una función

l que asigna a cada arista orientada e de M una etiqueta l(e) de F , tal
que si e es una arista orientada de M y e�1 es la arista orientada opuesta,
entonces l(e�1) = l(e)�1. Si � = e1 � � � ek es un camino en M , de�nimos
l(�) = l(e1) � � � l(ek). Si D es una región de M , la etiqueta de D es un
elemento l(�) con � el ciclo frontera de D.
Sea F un grupo libre con una base dada. A cada secuencia �nita (c1; :::; cn)

de elementos no triviales del grupo libre F , podemos asignar un diagrama
M(c1; :::; cn) el cual será un mapa orientado y etiquetado por la función l en
F la cual satisface las siguientes condiciones:
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1. Si e es una aristas de M , l(e1) 6= 1:

2. M es conexo y simplemente conexo con un vértice distinguible O en
la frontera de M . Entonces hay un ciclo frontera e1; :::; et de M que
comienza en O tal que el producto l(e1) � � � l(et) es reducido sin can-
celación y l(e1) � � � l(et) = c1 � � � cn.

3. Si D es cualquier región de M y e1; :::; ej es cualquier ciclo frontera
de D, entonces l(e1) � � � l(ej) es reducido sin cancelación, cíclicamente
reducido y conjugado de algún ci.

Teorema 2 Si F es un grupo libre y c1; :::; cn, n � 0, es una secuencia de
elementos no triviales de F , entonces existe un diagramaM(c1; :::; cn) el cual
satisface 1-3.

Demostración. Cada elemento c de un grupo libre puede ser escrito de
forma única como uru�1, donde uru�1 es reducido sin cancelación y r es
cíclicamente reducido. Entonces escribiremos cada ci de la forma uiriu�1i .
La demostración es por inducción sobre n. Si n = 0, M consiste de solo del
vértice O. Si n = 1, c1 = uru�1, tomemos el vértice v1 y un lazo e en v1 con
etiqueta r: Si u = 1, tomemos O = v1 y terminaríamos la construcción de
M . Si u 6= 1; tomemos el vértice O ajeno al lazo y formamos un arco que va
de O a v1 con etiqueta u.
Para n � 1 procederemos como sigue. FormamosM 0 tomando los diagramas
M1; :::;Mn; los cuales son los diagramas correspondientes a cada uno de los
elementos c1; :::; cn, luego los unimos todos en orden al rededor del punto
base O. Si el producto (u1r1u�11 ) � � � (unrnu�1n ) es reducido sin cancelación,
entonces M 0 satisface 1-3 y tendríamos el diagrama deseado. Supóngase
que M 0 no satisface 2, es decir, el producto no es reducido sin cancelación.
Si una arista e tiene etiqueta s = x1 � � �xj (cada xi es un generador o su
inversa), podemos subdividir e en e1; :::; ej donde cada ei tiene etiqueta xi.
Luego podemos suponer que cada arista tiene como etiqueta un generador o
el inverso de un generador.
La idea es identi�car aristas sucesivas que tengan etiquetas inversas. Sea
� el ciclo frontera de M 0 el cual comienza en O. Entonces l(�) = c1 � � � cn:
Por suposición � contiene dos aristas sucesivas e y f tal que l(e) y l(f)
son inversos. Sean v1 y v2 los vértices inicial y �nal de e, y sean v2 y v3 los
vértices inicial y �nal de f . Entonces podemos empalmar la arista e sobre la
arista f (aun cuando v2 = v3) sin alterar la estructura de M 0.
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Nótese que en M 00, �M 00 tiene menos aristas que �. Al repetir este proceso
un número �nito de veces nos lleva a obtener el diagrama M , el cual cumple
las propiedades 1-3.

Lema 13 Sea M un diagrama conexo y simplemente conexo con regiones
D1; :::; Dm. Sea � el ciclo frontera deM que comienza en un vértice v0 2 �M
y sea w = l(�): Entonces existen etiquetas ri de Di y elementos ui de F ,
1 � i � m tal que

w = (u1r1u
�1
1 ) � � � (umrmu�1m ):

Demostración. La demostración es por inducción sobre m. Si m = 0 no
hay nada que demostrar, pero nótese queM es un árbol y entonces l(�) = 1:
Ahora supongamos que el Teorema es cierto para mapas con k regiones, y
sea M un mapa con k + 1 regiones.
En M debe existir al menos una región D tal que �D \ �M contiene una
arista. Construimos el mapa M 0 a partir de M borrando una arista e en
�D \ �M , este nuevo mapa aun es conexo y simplemente conexo.

Sea � = �e
 y tomemos un ciclo frontera e� de D el cual comienza en e.
Sea l(�) = b, l(e) = z, l(
) = c y l(�) = d. Luego w = l(�) = bzc. El ciclo
frontera � de M 0 que comienza en v0 es ���1
 y por lo tanto l(�) = bd�1c.
Por hipótesis de inducción las regiones de M 0 (es decir, las regiones de M
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distintas a D) pueden ser numeradas de la forma D1; :::; Dk de tal manera
que bd�1c = (u1r1u

�1
1 ) � � � (ukrku�1k ), donde ri es la etiqueta de Di. Luego

w = bzc = (bd�1c)(c�1dzc) y dz es la etiqueta de D. Tomemos D como Dk+1,
dz como rk+1 y c�1 como uk+1.

De�nición 8 Un subconjunto R de un grupo libre F es simetrizado si todos
los elementos de R son cíclicamente reducidos y r 2 R implica que todos los
conjugados cíclicamente reducidos de r�1 también pertenecen a R:

De�nición 9 Sea R un subconjunto simetrizado de un grupo libre F . Un
R-diagrama es un diagrama M tal que si � es cualquier ciclo frontera de una
región D en M , entonces l(�) 2 R:

Sea R un subconjunto simetrizado de un grupo libre F y sea N el sub-
grupo normal generado por R. Como consecuencia del Teorema 2 y el Lema
13, tenemos lo siguiente. Para cualquier elemento w de F , w 2 N si y solo si
existe un R diagrama M el cual es conexo y simplemente conexo tal que la
etiqueta del ciclo frontera deM es w. Con esto, los diagramas conexos y sim-
plemente conexos son una herramienta adecuada para estudiar la pertenencia
a subgrupos normales.

2.2 La hipótesis de la cancelación pequeña.

Comencemos primero �jando la notación y terminología que se utilizara. Sea
F un grupo libre en un conjunto X de generadores, una letra es un elemento
del conjunto de generadores y los inversos de los generadores. Una palabra w
es una cadena �nita de letras, w = y1 � � � ym. Denotaremos la identidad en F
con 1. Cada elemento de F distinto de la identidad tiene una representación
única como palabra reducida w = y1 � � � ym en la cual ninguna pareja de
letras sucesivas yjyj+1 forman un par de inversos xix�1i o x�1i xi: El entero n
es la longitud de w el cual denotamos por jwj : A una palabra reducida w
la llamaremos cíclicamente reducida si yn no es el inverso de y1. Si no hay
cancelaciones al momento de formar el producto z = u1 � � �un, escribiremos
z � u1 � � �un:
Suponga que r1 y r2 son elementos distintos de R con r1 � bc1 y r2 �

bc2. Entonces diremos que b es una pieza. Como b se cancela al momento
de realizar el producto r�11 r2, y dado que R es simetrizado, una pieza es
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simplemente una subpalabra de un elemento de R la cual puede ser cancelada
por la multiplicación de dos elementos de R que no son mutuamente inversos.
La hipótesis de la cancelación pequeña asegura que las piezas son partes

relativamente pequeñas de los elementos de R. La condición más común es
conocida como C 0(�), donde � es un número real positivo.

Condición C 0(�) :
Si r 2 R, r � bc donde b es una pieza, entonces jbj < � jrj :

Una condición relacionada es C(p), donde p es un número natural.

Condición C(p) :
Ningún elemento de R es el producto de menos de p piezas.

Observe que C 0(�) implica C(p) para � � 1
p�1 :

En ocasiones utilizaremos la condición T (q), con q un número natural.

Condición T (q) : Sea 3 � h < q. Supóngase que r1; :::; rh son elementos
de R en el cual ninguna pareja de elementos sucesivos ri; ri+1 son inversos.
Entonces al menos uno de los productos r1r2; :::; rh�1rh; rhr1 es reducido sin
cancelación.

De�nición 10 Sea R un subconjunto simetrizado de un grupo libre F . Una
secuencia c1; :::; cn de elementos conjugados de R será llamada secuencia R-
minimal si el producto w = c1; :::; cn no puede ser escrito como el producto
de menos de n elementos conjugados con elementos de R.

De�nición 11 Sea M un diagrama arbitrario sobre F . Sean D1, D2, re-
giones arbitrarias de M con una arista e 2 �D1 \ �D2. Sean e�1 y e�2 los
ciclos frontera de D1 y D2 respectivamente. Sea l(�1) = f1, y l(�2) = f2.
Diremos que M es reducido si nunca ocurre f2 = f�11 :

Lema 14 Si M es un diagrama de una secuencia R-minimal entonces M es
reducido.

Demostración. Supóngase que w = c1 � � � cn donde c1 � � � cn es una secuen-
cia R-minimal, y seaM el diagrama para c1 � � � cn. Supongamos queM no es
reducido. Usando la notación de la de�nición anterior, supongamos que hay
2 regiones distintas D1 y D2 las cuales hacen queM no sea reducida. Si bor-
ramos el vértice e y combinamos D1 y D2 en una sola región, obtenemos una
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región D que tiene un ciclo frontera con etiqueta 1. Llamemos al diagrama
resultante M 0. Como D1 y D2 son distintas, M 0 es conexo y simplemente
conexo. Ahora, M 0 tiene le misma etiqueta w en su ciclo frontera, pero tiene
una región menos. Por el Lema 13 w es el producto de conjugados de las
etiquetas de las regiones de M 0, además dodas las regiones de M 0 excepto
D están etiquetadas por elementos de R. Sabemos que la etiqueta de D es
1 y por lo tanto puede ser borrada del producto. Asi w es el producto de
q1 � � � qn�2 elementos conjugados de R, lo cual contradice que la secuencia
original c1 � � � cn sea minimal.

Sea M un mapa. Un vértice frontera o una arista frontera de M es un
vértice o arista en �M . Una región frontera de M es una región D tal que
�D \ �M 6= ;. Entonces si D es una región frontera de M , �D \ �M no
necesariamente contiene una arista. Un vértice, arista o región de M que no
sea frontera, será llamada interior.
Si v es un vértice de un mapaM , d(v), el grado de v, denotara el número

de aristas dirigidas que tienen a v como vértice inicial. Entonces, si una arista
tiene ambos puntos �nales en v, se contara dos veces. Si D es una región de
M , d(D), el grado de D, es el número de aristas en el ciclo frontera de D. El
símbolo i(D) denotara el número de aristas interiores de �D.

Supongamos que en un R-diagrama tenemos dos aristas interiores e1 y e2
las cuales comparten un vértice v de grado dos. Entonces podemos eliminar
el vértice v y unir e1 y e2 para obtener una sola arista e con etiqueta l(e) =
l(e1)l(e2). Por lo tanto vamos a asumir que si M es un R-diagrama, todos
los vértices interiores de M tienen al menos grado 3.

Lema 15 Sea R un un conjunto de elementos simetrizados de un grupo libre
F y sea M un R-diagrama reducido.

1. Si R atisface C(k), entonces cada región D de M tal que �D\ �M no
contiene una arista, cumple d(D) � k:

2. Si R satisface T (m), entonces cada vértice interior v de M tiene
d(v) � m:

Demostración. Primero mostraremos que si e es una arista interior de M ,
entonces la etiqueta c = l(e) es una pieza. Como e es una arista interior, e
se encuentra tanto en el ciclo frontera de una región D1 y una región D2 de
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M . Entonces D1 y D2 tienen etiquetas r1 y r2 en R con r1 = ca y r2 = c�1b.
Como R es simetrizado, cb�1 2 R. Como M es reducido, a 6= b�1. Entonces,
por de�nición c es una pieza. Si D es una región de R y todas las aristas de
�D son interiores, digamos �D = e1 � � � ed(D) con l(ei) = ci, entonces D tiene
etiqueta r = c1 � � � cd(D) 2 R, y r es el producto de d(D) piezas. Por lo tanto
C(k) implica que d(D) � k para todas las regiones D deM tal que �D\ �M
no contiene una arista.
Esto muestra en particular que cada región interior de M tiene grado al
menos k. Sea v un vértice interior de grado h y sea e1; :::; eh las aristas
dirigidas incidentes a v. Entonces para cada i (modulo h), ei+1 y ei son
aristas consecutivas en la frontera de una región Di de M . Existe caminos
�i tal que la frontera de Di es se expresa como un ciclo en v de la forma
e�1i �iei+1. Si fi es la etiqueta de ei y ai es la etiqueta de �i, entonces Di

tiene etiqueta ri = f�1i aifi+1.
Como M es reducido, ningún ri = r�1i+1, y como fi 6= 1, hay cancelación
en cada uno de los productos r1r2; :::; rh�1rh; rhr1 y la condición T (m) falla
cuando m > h. Entonces la condición T (m) implica que d(v) � m para cada
vértice interior v de M .

2.3 Las formulas básicas.

Sea p y q número reales positivos tal que 1
p
+ 1

q
= 1

2
: Es bien conocido que

las únicas soluciones enteras positivas son (3; 6); (4; 4) y (6; 3). Con esto
consideraremos dos tipos de mapas. Si M es un mapa no vacío tal que cada
vértice interior deM tiene grado al menos p y todas las regiones deM tienen
grado al menos q, diremos que M es un [p; q] mapa. Si M es un mapa no
vacío tal que cada vértice interior deM tiene grado al menos p y cada región
interior de M tienen grado al menos q, diremos que M es un (p; q) mapa.
Los signos de sumatoria

X
denotaran sumatorias sobre vértices o regiones

de M . Entonces
X

d(v) será la suma de los grados de todos los vértices de

M y
X

d(D) será la suma de los grados de todas las regiones de M . La

notación
X�

denotara la la sumatoria restringida a los vértices o regiones

frontera, y
X�

será la sumatoria sobre vértices o regiones interiores de M .
Sea M un mapa arbitrario. Entonces V denotara el número de vértices

de M . E denotara el número de aristas de M y T el número de regiones
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de M . V � será el número de vértices frontera de M , T � será el número de
regiones frontera de M y E� será el número de aristas frontera de M .
Sean Q el número de componentes deM , h el número de hoyos, p y q dos

números enteros positivos tales que 1
p
+1
q
= 1

2
.

Teorema 3 Sea M un mapa arbitrario. Entonces

(1) p(Q� h) =
�X
(p� d(v)) +

�X
(p� d(v)) + p

q

X
(q � d(D))� p

q
E�:

(2) p(Q� h) =

�X
(
p

q
+ 2� d(v)) +

�X
(p� d(v)) + p

q

X
(q � d(D))

+
p

q
(V � � E�):

Demostración. La fórmula de Euler para un grafo conexo � es 1 =
V �E+T si no contamos la región no acotada. Ahora sea � el 1-esqueleto de
M . Sumando sobre cada componente de un posible grafo disconexo tenemos
Q = V �E+T . Debido a que estamos permitiendo hoyos en el mapa vamos
a restar uno por cada hoyo. Por lo tanto (Q� h) = V � E + T:
Tenemos las siguientes ecuaciones

1. (Q� h) = V � E + T:

2. 2E =
X

d(v):

3. 2E =
X

d(D) + E�:

Sea n un número real positivo. Eliminemos E de las ecuaciones ante-
riores para obtener

4. 2(n+ 1)(Q� h) = 2(n+ 1)V � 2(n+ 1)E + 2(n+ 1)T:

5. 2E =
X

d(v):

6. 2nE = n
X

d(D) + nE�:

Usando 5 y 6 en 4 tenemos
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7. 2(n+1)(Q�h) = 2(n+1)V �
X

d(v)+2(n+1)T �n
X

d(D)�nE�:
Como V es el número de vértices y T es el número de regiones,

8. 2(n+ 1)(Q� h) =
X
(2(n+ 1)� d(v)) + n

X
(2(n+1)

n
� d(D))� nE�:

Separando la primera suma sobre vértices interiores y frontera,

9. 2(n + 1)(Q � h) =
X�

(2(n + 1) � d(v)) +
X�

(2(n + 1) � d(v)) +
n
X
(2(n+1)

n
� d(D))� nE�:

Sea p = 2(n+1) y q = 2(n+1)
n
: Entonces n = p

q
, 1
p
+ 1
q
= 1

2
, y (p+2)

2
= p

q
+2:

Entonces podemos reescribir 9 de la forma

10. p(Q� h) =
X�

(p� d(v)) +
X�

(p� d(v)) + p
q

X
(q � d(D))� p

q
E�:

Esta es la fórmula (1). Ahora vamos a separar la primera sumatoria
de 10. Si sumamos n sobre los vértices frontera,

X�
n = nV � = p

q
V �:

Por lo tanto

11. p(Q � h) =
X�

(n + 2 � d(v)) +
X�

n +
X�

(p � d(v)) + p
q

X
(q �

d(D))� p
q
E�:

12. p(Q � h) =
X�

(p
q
+ 2 � d(v)) +

X�

(p � d(v)) + p
q

X
(q � d(D)) +

p
q
(V � � E�):

Y obtenemos la fórmula (2). �

Dado un mapa M , denotaremos por M� a el mapa dual de M . M� tiene
las siguientes propiedades.

1. Los vértices v� de M� están en correspondencia uno a uno con las
regiones D de M . Si v� corresponde a D, por la construcción del grafo
dualM� una arista es dibujada hacia v� por cada arista interior de �D,
luego tenemos que d(v�) = i(D).

2. Las aristas e� deM� están en correspondencia uno a uno con las aristas
interiores e de M .
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3. Las regiones D� de M� están en correspondencia uno a uno con los
vértices interiores v de M: Si v es un vértices interior de M , hay d(v)
aristas en v. Cada una de estas aristas es cortada por una arista de
M�, formando una región D� de M� con d(D�) = d(v).

4. Los vértices frontera v� deM� están en correspondencia uno a uno con
las regiones frontera D de M .

5. Si M tiene h hoyos, M� tiene h o menos hoyos.

6. Si M es (p; q), entonces M� es [q; p]:

Lema 16 Si M es un mapa sin vértice aislados, entonces V � � E�.

Corolario 2 SeaM un mapa [p; q] simplemente conexo el cual contiene más
de un vértice. Entonces

�X
M

(
p

q
+ 2� d(v)) � p:

Demostración. Supóngase primero queM no consiste solamente de vértices
aislados. Sea M1 el submapa obtenido de M al borrar todos los vértices
aislados. Sea Q1 el número de componentes deM1. Por Lema 16 V �M1

� E�M1
.

Como M es un [p; q] mapa y no tiene hoyos, de la fórmula (2) tenemos que
pQ1 �

X�

M1

(p
q
+ 2� d(v)), esto debido a que el primer término es el único

que puede ser positivo.
Si hay Q0 vértices aislados y M0 consiste de estos vértices,

X�

M0

(p
q
+ 2 �

d(v)) = Q0(
p
q
+ 2): Si M consiste solamente de vértices aislados, Q0 � 2. En

cualquier caso
X�

M
(p
q
+ 2� d(v)) � p:

Corolario 3 SeaM un mapa (q; p) simplemente conexo el cual contiene más
de una región. Entonces

�X
M

(
p

q
+ 2� i(D)) � p:

Demostración. SeaM� el mapa dual deM . EntoncesM� es un mapa [p; q]
que satisface la hipótesis del Corolario 2. Si v� es un vértice de M� corre-
spondiente a una región D de M , entonces d(v�) = i(D), luego la conclusión
se sigue del Corolario 2.
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2.4 Algoritmo de Dehn y Lema de Greendlinger.

Lema 17 SeaM un mapa (q; p) simplemente conexo, donde (q; p) es (3; 6); (4; 4)
o (6; 3). Supongamos que si D es una región de M tal que �D no contiene
una arista en �M , entonces d(D) � p. Por lo tanto la frontera de cualquier
región de M es un camino cerrado simple.

Demostración. Sea D una región de M y supóngase que hay un lazo � en
�D tal que � no es todo �D. Entonces � y todos los elementos deM interiores
a � forman un submapa K de M el cual es simplemente conexo. De todos
los lazos posibles �, tomemos uno en el cual K tenga un número mínimo de
regiones. Debido a la elección de �, existe a lo más un vértice, digamos v0,
contenido en � \ �M .
Con la excepción de v0, todos los vértices de K son vértices interiores de M
y por lo tanto tienen grado al menos q. Como � no contiene ninguna arista
frontera de M; ninguna región de K puede contener aristas frontera de M ,
por lo que todas las regiones de K tienen grado al menos p. Por lo tanto K
es un mapa [q; p]. Si K tiene solamente un vértice, entonces K debe consistir
de una o más regiones acotadas por lazos en v0, contradiciendo la hipótesis
de que M es un mapa (q; p). Por lo tanto podemos asumir que K tiene más
de un vértice.
Por Corolario 2,

�X
K

(
q

p
+ 2� d(v)) � q:

Pero como solo v0 puede hacer una contribución positiva a la suma,

�X
M

(
q

p
+ 2� d(v)) < q

p
+ 2 < q;

lo cual es una contradicción.

De�nición 12 Sea M un mapa. Un disco extremo de M es un submapa
K el cual es topológicamente un disco y además K tiene un ciclo frontera
e1; :::; en tal que las aristas e1; :::; en aparecen en ese mismo orden en el ciclo
frontera de M .

Lema 18 SeaM un mapa conexo y simplemente conexo sin vértices de grado
1. Si la frontera de M no es un camino cerrado simple, entonces M tiene al
menos dos discos extremos.
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Demostración. Vamos a proceder por inducción sobre el número de regiones
m de M . Si m = 1 entonces el ciclo frontera de M es un camino cerrado
simple. Supongamos que m > 1 y sea � = e1 � � � en un ciclo frontera de
M . Sea � = ei1 � � � eik el subcamino cerrado más pequeño de �. Como M
no contiene ningún vértice de grado 1, � no tiene aristas consecutivas de la
forma e, e�1. Entonces � es un camino cerrado simple el cual encierra un
disco extremo de M .
Sea J 0 el submapa de M el cual esta acotado por � � �. Como J 0 puede
tener vértices de grado 1, los eliminamos uno a uno junto con sus aristas
incidentes. Este proceso nos genera un submapa J de M al cual podemos
aplicar la hipótesis de inducción. Si �J es un camino cerrado simple, J es
un disco extremo de M . Si �J no es un camino cerrado simple, entonces J
contiene al menos dos discos extremos, y al menos uno de ellos es un disco
extremo de M .

De�nición 13 Sea D una región de un mapa M . Diremos que �D \ �M es
una parte consecutiva deM si �D\�M es la unión de una secuencia e1; :::; en
de aristas cerradas, y las aristas e1; :::; en aparecen consecutivamente en el
ciclo frontera de D y en algún ciclo frontera de M .

Si M es un mapa, usaremos la notación
�X
M

(p
q
+ 2 � i(D)) para denotar

la sumatoria solo sobre las regiones frontera D de M tales que �D \ �M es
una parte consecutiva de �M: Si 1

p
+ 1

q
= 1

2
, entonces p

q
+ 2 = p

2
+ 1:

Teorema 4 Sea M un (q; p) mapa conexo y simplemente conexo. Suponga
que M no contiene vértices de grado 1 y que M tiene más de una región:
Supóngase también que si D es una región de M , d(D) � p a menos que
�D \ �M contenga una arista. Entonces

�X
M

(
p

q
+ 2� i(D)) � p:

Demostración. Primero demostraremos el Teorema para los mapas M tal
que �M es un camino cerrado simple. La demostración es por inducción so-
bre el número m de regiones de M .
Supóngase que m = 2. La única posibilidad es queM conste de dos regiones,
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D1 yD2 las cuales solo tienen un vértice en común. Como i(Dj) = 1, j = 1; 2,
el Teorema se cumple.
Ahora supongamos que el Teorema es cierto para todos los mapas que sat-
isfacen la hipótesis y que tienen t regiones, 2 � t. Como las únicas regiones
de M con d(D) < p son las regiones D tal que �D \ �M contiene una arista,
estas regiones son las únicas que pueden hacer contribuciones positivas a la

suma
�X
M

(p
q
+ 2� i(D)). Por el Corolario 3 tenemos que

�X
M

(
p

2
+ 1� i(D)) � p:

Entonces, si todas las regiones D deM tales que �D\ �M contiene al menos
una arista y estas aristas aparecen como partes consecutivas de �M; entonces

p �
�X
M

(
p

2
+ 1� i(D)) =

�X
M

(
p

2
+ 1� i(D))

con lo cual hemos terminado.
Ahora, supóngase que M contiene una región E tal que �E \ �M contiene
una arista, pero �E\�M no es una parte consecutiva deM . EntoncesM� �E
tiene al menos dos componentes, digamos C1 y C2, cada una de las cuales
contiene una región. Sean M1 = C1 [ �E y M2 = C2 [ �E.
Si D es una región de Mj, j = 1; 2, entonces �D \ �Mj = �D \ �M a menos
que D = E. La única región común entre M1 y M2 es E, y i(E) es al menos
1 en M1 y M2.
Aplicando la hipótesis de inducción a M1 y M2 tenemos

�X
M1

(
p

2
+ 1� i(D)) +

�X
M2

(
p

2
+ 1� i(D)) � 2p;

en el peor caso E aparecería en ambas sumas con el valor de i(E) = 1.
Entonces

�X
M1

(
p

2
+ 1� i(D)) +

�X
M2

(
p

2
+ 1� i(D)) � p

con D 6= E en ambas sumatorias. Esto concluye la demostración en el caso
de que �M es un camino cerrado simple.
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Si la frontera de M no es un camino cerrado simple, entonces, por Lema 18,
M tiene al menos dos discos extremos, digamos K1 y K2. Si Ki consiste
de una sola región D0 entonces �D0 \ �M es una parte consecutiva de �M
y
P�

M2
(p
2
+ 1 � i(D)) = p

2
+ 1. Si Ki contiene más de una región entoncesP�

Ki
(p
2
+ 1 � i(D)) � p por la primera parte de la demostración. Como

un disco extremo esta conectado a M por solo un vértice, debemos tener
a lo más una región en Ki tal que �E \ �Ki es una parte consecutiva de
�Ki, pero �E \ �M no es una parte consecutiva de �M . Poniendo juntas las
contribuciones de K1 y K2 tenemos

P�
M(

p
q
+ 2� i(D)) � p:

De�nición 14 Una palabra s es llamada j-residuo si algún r 2 R tiene la
forma r � sb1 � � � bj donde b1; :::; bj son piezas.

Teorema 5 Sea F un grupo libre. Sea R un subconjunto simetrizado de F
con N la cerradura normal de R. Supongamos que R satisface la hipótesis
C(p) y T (q) donde (q; p) es uno de los pares (6; 3); (4; 4) o (3; 6).
Si w 2 N , w 6= 1, entonces para algún conjugado cíclicamente reducido w�
de w, w� 2 R o es de la forma w� � u1s1 � � �unsn donde cada sk es un
i(sk)-residuo. El número n de sk y los número i(sk) satisfacen la relación

nX
k=1

(
p

q
+ 2� i(sk)) � p:

En particular, si R satisface

1. C 0(�) para � � 1
6
, o

2. C 0(�) y T (4) para � � 1
4
,

Entonces todo elemento no trivial w 2 N contiene una subpalabra s de
algún r 2 R con

1. jsj > (1� 3�) jrj > 1
2
jrj o

2. jsj> (1 � 2�) jrj>1
2
jrj :

Demostración. Sea w un elemento no trivial de N con w0 un elemento
cíclicamente reducido conjugado de w. Sea M el diagrama de una secuencia
R-minimal de w0. Si M consiste solo de una sola región, entonces w0 2 R o
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M satisface la hipótesis del Teorema 4.
Si M tiene más de una región, sea D una región de M tal que � = �D \ �M
es una parte consecutiva de �M . Supóngase que � comienza en el vértice v1
y termina en el vértice v2. Como �D es un camino cerrado simple, por Lema
17 existe un ciclo frontera �� de D. Sea s = l(�) y t = l(t). Ahora st 2 R
ya que es la etiqueta de D. Por lo tanto s es una subpalabra de un elemento
de R.
Si � es cualquier ciclo frontera de M , entonces l(�) es cíclicamente reducido
conjugado w� de w0. Supóngase que � comienza en un vértice v0 el cual no
es interior en el camino �. Como � es una parte consecutiva de �M podemos
escribir � = �1��2: Entonces s es también una subpalabra de w�.
Sabemos que la etiqueta de una arista interior es una pieza. Si i(D) = j,
entonces t es el producto de j piezas y s es un j-residuo.
Tomemos un ciclo frontera � el cual no comience en un vértice interior de
algún camino de la forma �D \ �M . Entonces para todo D tal que �D \ �M
es una parte consecutiva de M , l(�D \ �M) es una subpalabra de w� = l(�)
y es un j-residuo donde j = i(D). La fórmula

P
M(

p
q
+2� i(sk)) � p nos da

la primera parte del Teorema.
En C 0(�), con � � 1

6
tenemos (q; p) = (6; 3) y la fórmula es

�X
M

(4� i(D)) � 6:

Para que la desigualdad se mantenga deben existir al menos dos regiones
Dk con i(Dk) � 3, con lo cual las correspondientes subpalabras sk tienen
longitud mayor que (1 � 3�) jrkj. En el caso C 0(4), � � 1

4
y T (4) tenemosP�

M(3� i(D)) � 4: Esto nos da al menos dos regiones con i(D) � 2:

Si s es una palabra de F , vamos a usar la notación s > cR, con c un
número racional, para referirnos a que existe r 2 R con r � st en su forma
reducida y jsj > c jrj :

Teorema 6 Sea R el cual satisface C 0(1
6
). Sea w 2 N un elemento no trivial,

cíclicamente reducido, entonces

1. w 2 R
o algún conjugado w� de w cíclicamente reducido contiene una de las
siguientes subpalabras:
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2. Dos subpalabras disjuntas, cada una > 5
6
R.

3. Tres subpalabras disjuntas, cada una > 4
6
R:

4. Cuatro subpalabras disjuntas, dos > 4
6
R y dos > 3

6
R.

5. Cinco palabras disjuntas, cuatro mayores que 3
6
R y una > 4

6
R

6. Seis palabras disjuntas, cada una > 3
6
R:

Demostración. Vamos a esquematizar la demostración. Sea w0 un conju-
gado cíclicamente reducido de w y sea M el diagrama de una R-secuencia
minimal de w0. Ahora, una subpalabra s de w0 con s > 1

6
R proviene de una

región D con i(D) = 6� j. El punto crucial es que siM no contiene ninguna
región de grado interior 0 o 1, el resultado se sigue del Teorema 5 mediante
conteo. Por ejemplo, si todas las regiones D las cuales hacen contribuciones
positivas a la suma

P�
M(4� i(D)) tienen grado interior 3, se deben tener al

menos seis de esas regiones.
Por lo tanto la concusión de este Teorema radica en pensar en cada una de
las posibilidades con las cuales las regiones hacen contribuciones positivas a
la suma

P�
M(4� i(D)).

Con esto entendido, vamos a demostrar por inducción sobre el número de
regiones m deM . Si m = 1 entonces w0 2 R. Si m = 2 entoncesM tiene dos
regiones, ambas de grado interior 0 o 1, con lo cual se cumple la condición
2. Ahora suponga que m � 3, como vimos anteriormente, si M no contiene
ninguna región con grado interior 0 o 1, la conclusión se sigue del Teorema
5. Supongamos que M contiene una región D1 con i(D1) = 1. Obtenemos el
mapa M 0 removiendo D1 y �D1 \ �M de M . Por la hipótesis de inducción
el Teorema se cumple para M 0. Luego es fácil ver que el mapa obtenido
agregando una región con la cual se tenga en común una arista, cumple las
condiciones 1-6.
Finalmente, suponga que M contiene una región de grado interior 0. En-
tonces �M no es un camino cerrado simple, entonces M tiene al menos dos
discos extremos. Por la hipótesis de inducción, cada uno de estos discos sat-
isface una de las conclusiones 1-6. Como un disco extremo esta unido al resto
de M mediante un vértice, es fácil ver que M satisface las condiciones 1-6.



Capitulo 3

ACEP en Grupos Libres.

3.1 Introduccion.

De�nición 15 Sea F un grupo, un subgrupo H de F tiene la Propiedad de
Extensión Congruente (CEP por sus siglas en ingles) si para todo subgrupo
normal N de H, N C H, tenemos que H \ hhNiiF = N , donde hhNiiF es la
cerradura normal de N en F .

La CEP se conoce también con otros nombres, Ol�shanskii [1] la llamo
propiedad F (n), B. H. Neumann [2] utilizo el nombre E-subgrupo, Stallings
[3] los llamo subgrupos normalmente convexos y �nalmente Osin [4] uso el
nombre CEP. Vale la pena mencionar que el termino CEP fue utilizado antes
para algebras y semigrupos. Una pregunta natural es, ¿Cuando un subgrupo
H de un grupo F tiene CEP? La pregunta resulta ser di�cil aun en el caso
de ser H un subgrupo �nitamente generado de un grupo libre F . Particu-
larmente, el algoritmo para decidirlo es, hasta donde sabemos, una pregunta
abierta. Un ejemplo obvio de un subgrupo con CEP es cualquier factor libre
de F , mientras que un ejemplo no trivial puede ser encontrado en [5]. En [4]
Osin introduce la siguiente de�nición

De�nición 16 Sea F un grupo, decimos que un subgrupo H de F casi tiene
CEP (ACEP) si existe un conjunto �nito de elementos no triviales z � H,
1 =2 z, tal que para cualquier N C H tenemos que H \ hhNiiF = N siempre
que N \z = ;.

Una de�nición equivalente de ACEP es:

42
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De�nición 17 Un subgrupo H de un grupo F tiene ACEP si existe un con-
junto �nito de elementos no triviales z 2 H, 1 =2 z, tal que para todo
epimor�smo � que va de H a cualquier grupo G puede ser extendido a un
epimor�smo �� : F �! G�, siempre que �(�) 6= 1, 8� 2 z, donde G� es un
grupo que contiene a G.

La ACEP es una propiedad natural e interesante, mas aun, es mas fácil
de trabajar al momento de intentar encontrar algun criterio para determinar
cuándo un subgrupo tiene ACEP. Nuestro punto de inicio es la siguiente
condición dada por D. Osin en [4].

De�nición 18 Sea H un subgrupo de un grupo F , Ha = faha�1 j h 2 Hg
con a 2 F . Decimos que H es un subgrupo malnormal de F si 8a 2 FnH

H \Ha = f1g:

Decimos que H es ciclonormal si 8a 2 FnH

H \Ha

es un subgrupo cíclico.

Teorema 7 Cualquier subgrupo malnormal H �nitamente generado de un
grupo libre F tiene ACEP.

Este Teorema aparece como Corolario 1.5 en [4] y es, de hecho, un coro-
lario del resultado principal en [4]. Los principales resultados de este trabajo
son:

� Proporcionar condiciones para determinar cuando un subgrupo de un
grupo libre no tiene ACEP. Esta condición junto con el Teorema ante-
rior nos permite "casi decidir" cuando un subgrupo �nitamente gener-
ado (s.f.g.) de un grupo libre tiene ACEP. Aunque, no podemos pro-
porcionar un algoritmo para determinar cuando un s.f.g. de un grupo
libre tiene ACEP.

� Proporcionar otra demostración de el Teorema 7, distinta a la dada en
[4]. Nuestra demostración utiliza la teoría de la cancelación pequeña,
la cual nos permite dar un resultado mas general, el Teorema 9. El
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Teorema 9 no es una consecuencia directa de los resultados mostrados
en [4] pero puede ser considerado como un caso particular del Teorema
7.15 en [6]. Aun así presentamos una demostración del Teorema 7
así como una estimación de 
H(N) (Esta estimación no se deduce del
Teorema 7.15 en [6]). También mostramos como el Teorema 7 se obtiene
de los resultados obtenidos en [6].

3.1.1 Subgrupos con y sin ACEP.

H pertenece a unas de las siguientes categorías:

1. H es malnormal.

2. H no es ciclonormal, es decir, 9 a 2 FnH tal que el rango de H \Ha

es mayor o igual a 2.

3. H es ciclonormal y 9 a 2 FnH tal que H\Ha es generado por u, donde
u no es una potencia propia en F .

4. H es ciclonormal, no es malnormal y 8 a 2 FnH, H \Ha es trivial o
generado por una potencia propia.

Teorema 8 En el primer caso, H tiene ACEP, en el segundo y tercer caso H
no tiene ACEP, en el cuarto caso existen subgrupos con ACEP y sin ACEP.

Nuestra demotración no es di�cil y utiliza el hecho de que en el segundo
y tercer caso H satisface la propiedad

(S) Existe w 2 H tal que wH 6= wF \ H. (Donde wX denota la clase de
conjugacion de w en X)

En secciones posteriores veremos que los subgrupos con la propiedad S no
tiene ACEP. En el cuarto casoH puede o no tener la propiedad S. Finalmente
daremos un algoritmo para decidir si un subgrupo tiene o no la propiedad S.

3.1.2 Teorema 7 y su generalización.

Para N C H sea 
(N) = minfjwj j w 2 Nnf1gg. Donde jwj denota la
longitud de la palabra reducida que representa w 2 F . Es claro que las
siguientes a�rmaciones son equivalentes:
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� H tiene ACEP.

� Existe CH > 0 tal que N = hhNiiF \H siempre que 
(N) > CH .

Ahora, vamos a de�nir otra función de longitud j�jH en un grupo libre F .
De�niremos 
H(N) y formularemos una generalización del Teorema 7.

De�nición 19 Sea F (X) un grupo libre sobre un conjunto X y 
 = fHi j
Hi < F , i = 1; :::; ng. Sea w 2 F , de�nimos jwj
 = minfk j w = w1w2 � � �wk,
wi 2 Hj o wi 2 X[X�1g, es decir, jwj
 es la métrica de palabras con respecto
a el conjunto generador 
 [X [X�1.

Vamos a asociar una función de longitud especial a un grupo �nitamente
generado H < F . De�nimos 
(H) � fHa \ Hb j Ha 6= Hbg, sea jwjH =
jwj
(H) y 
H(N) = min fjwjH j w 2 Nnf1gg. Por ahora pospondremos la
de�nición exacta de 
(H) pero mencionaremos dos importantes propiedades:

1. 
(H) es �nito.

2. Para cada conjunto no trivial X 2 fHa \ Hb j Ha 6= Hbg existe
Y 2 
(H) el cual es conjugado con X en F .

Teorema 9 Sea H un s.f.g de F . Entonces existe CH tal que N = hhNiiF \
H siempre que N C H y 
H(N) > CH .

Observación. Diremos que las funciones de longitud j�j1 y j�j2 son Lip-
schitz equivalentes (j�j1 � j�j2) si existen � y � > 0 tales que � jwj1 � jwj2 �
� jwj1 para cualquier w 2 F . Sean 
1 y 
2 conjuntos �nitos de subgrupos,
los cuales contienen los mismos grupos salvo conjugación. Es fácil veri�car
que j�j
1 � j�j
2 y que el Teorema 9 se cumple para cualquier función de
longitud equivalente a j�jH . Entonces para nuestro Teorema lo único que
importa son las propiedades 1) y 2), por lo cual no es necesaria la de�nición
exacta de 
(H). Aun así, 
(H) es importante si queremos encontrar CH .
Claramente, 
(H) = f1g cuando H es malnormal. Por lo tanto el Teorema
7 es un corolario del Teorema 9. Nótese que la condición "N = hhNiiF \H
cuando N C H y 
H(N) > CH" puede ser considerada como una general-
ización de ACEP. Vale la pena mencionar que si el normalizador de H no
es trivial (es decir Norm(H) 6= H ) entonces H 2 
(H). Por lo tanto el
Teorema 9 es inútil en este caso. Pero esta no es una debilidad del Teorema.
Ya que si N = hhNiiF \H entonces N C Norm(H).
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3.2 Grupos sin ACEP.

Lema 19 Sea F un grupo libre y u 2 F , u 6= 1. Entonces 
(hhuniiF ) �
(n� 1).

Demostración. Por Teorema 3 de [7] si w 2 hhuniiF entonces w contiene
una subpalabra la cual es idéntica a una subpalabra de un de longitud mayor
que (n�1)

n
veces la longitud de un. Entonces, 
(hhuniiF ) � (n� 1) ju�j donde

u� es la reducción cíclica de u.
Usaremos los siguientes resultados.

Teorema 10

1. Dos elementos u1 y u2 de un grupo libre F tienen la misma cerradura
normal en F si y solo si u1 es conjugado a u2 o a u�12 . (Magnus [8]).

2. En un grupo libre F , un conmutador no trivial no puede ser una po-
tencia propia. (Schutzenberge [9]).

3. Las soluciones de la ecuación xnxm = zp, n;m; p > 1 en F son poten-
cias del mismo elemento. ((Lyndon and Schutzenberger [10]).

Sea H un grupo, w; a 2 H. Usaremos la notación wH = fhwh�1 j h 2 Hg
en otras palabras, wH es la clase de conjugación de w en H.

De�nición 20 Sea H < F . Diremos que H es un S�subgrupo de F (H <S
F ) si 9 w 2 H tal que wH 6= wF \H.

Proposición 12 Sea F un grupo libre. Si H <S F entonces H no tiene
ACEP en F .

Observación. Como veremos en una sección posterior el reciproco de la
proposición anterior es falso.
Demostración. Sea w 2 H tal que wH 6= wF \ H. Esto implica que 9
a 2 FnH con u = awa�1 2 H tal que 8 b 2 H u 6= bwb�1. Veamos que
w no puede ser conjugado de w�1 en H. Supongamos que 9 b 2 H tal que
u = bw�1b�1, entonces tenemos

awa�1 = u = bw�1b�1

(a�1b)w�1(a�1b)�1 = w

w(a�1b)w�1(a�1b)�1 = w2

[w; a�1b] = w2
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lo cual no es posible por el Teorema 10 (2).
Por Lema 19 
(hhuniiH), 
(hhwniiF ) � n� 1. Ahora, como u = awa�1, por
el Teorema 10 (1) tenemos

hhuniiF = hhwniiF :

Además u 6= bwb�1 y u 6= bw�1b para cualquier b 2 H, entonces por ser F
libre tenemos

un 6= bwnb�1, un 6= bw�nb:
Usando de nuevo el Teorema 10 (1) tenemos

hhuniiH 6= hhwniiH :

Por lo tanto, fácilmente podemos deducir que H no tiene ACEP.

Lema 20 Sea a 2 FnH. Si 9 u = awa�1 2 H \ Ha tal que w no es una
potencia propia en F , entonces H <S F .

Demostración. Supongamos que 9 b 2 H tal que u = bwb�1, entonces

bwb�1 = u = awa�1

w = (b�1a)w(b�1a)�1

por lo tanto w conmuta con b�1a, pero como F es libre esto solo puede ocurrir
si w y b�1a son potencias propias de el mismo elemento; por hipótesis w no
es una potencia propia, entonces

b�1a = wn

a = bwn 2 H,

pero a =2 H, lo cual es una contradicción.
De lo anterior tenemos que no existe b 2 H tal que w = bwb�1. Por lo tanto
wH 6= wF \H, usando la Proposición 12 concluimos que H no tiene ACEP
en F .

Corolario 4 Si rank(H \Ha) � 2 para algún a 2 FnH entonces H <S F .

Demostración. Sean u; v elementos del conjunto de generadores libres de
H \Ha. En el conjunto fu; v; uvg al menos algún elemento no debe ser una
potencia propia en F luego la conclusión se sigue del Lema 20. En efecto si
tomamos xm = u, ym = v, zp = uv implica que hu; vi es cíclico por Teorema
10 (3).
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Corolario 5 SeaH un subgrupo de F tal queH contiene un subgrupo normal
de F , es decir, 9 N < H tal que N C F , entonces H <S F .

Demostración. Se sigue inmediatamente del corolario anterior.
Demostración del Teorema 8. El primer caso se sigue de el Teorema 7.

El segundo y tercer caso se sigue del Lema 20, Corolario 4 y Proposición 12.
El cuarto caso será estudiado en la siguiente sección.

3.3 El caso 4.

En esta sección daremos ejemplos de subgrupos ciclonormales H1;2 donde
H1;2\Ha

1;2, a =2 H, es trivial o generado por una potencia propia tales que H1
no tiene ACEP y H2 tiene ACEP. Después investigaremos los S�subgrupos
con mas detalle y daremos un ejemplo para demostrar que el reciproco de la
Proposición 12 es falso.

3.3.1 Ejemplos.

Usando la Proposición 11 podemos ver que los subgrupos H1 = hxn; yxny�1i,
H2 = hxn; yni son ciclonormales y 8 a 2 FnH, i = 1; 2, Hi \Ha

i es generado
por potencias propias. Mostraremos queH1 no tiene ACEP yH2 tiene ACEP.
Para demostrar que H2 = hxn; yni tiene ACEP, tomemos cualquier grupo

G y de�nimos un epimor�smo � : H2 �! G tal que �(xn) = c y �(yn) = d,
con c; d 2 G. Determinar si � se puede extender o no a un epimor�smo
�� : F �! G� se reduce a determinar si el sistema de ecuaciones xn = c,
yn = d tiene o no solución sobre G. Por un resultado de F. Levin [11] el
sistema de ecuaciones tiene solución. Por lo tanto podemos concluir que H2
tiene CEP (y en consecuencia tiene ACEP). Por otro lado es facil ver que H1
es un S�subgrupo, luego por la Proposición 12 H1no tiene ACEP.

3.3.2 S-Subgrupos.

De�nición 21 Sea H <S F . Llamaremos al par (w; a) S�testigo para H si
w;wa 2 H y 8 b 2 H wa 6= wb.

En esta subsección veremos que:

� Para cualquier H < F �nitamente generado podemos determinar si H
es o no es un S�subgrupo.
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� Daremos un ejemplo de un subgrupo �nitamente generado H tal que
no es un S�subgrupo y no tiene ACEP.

Proposición 13 Sea H < F y b 2 F: Entonces

� H tiene ACEP si y solo si Hb tiene ACEP.

� Si H <S F con (w; a) un S�testigo entonces Hb <S F con (wb; ab)
un S�testigo.

En la siguiente proposición utilizaremos los grafos empalmados de Stallings.
Si � es un X�digrafo, denotaremos por P (v1; v2; w) a el camino que va del
vértice v1 a v2 con etiqueta w. Recordemos algunas propiedades importantes
del grafo empalmado de Stallings.

1. H coincide con las etiquetas de los caminos reducidos que van de 1H
a 1H . Si ~P es una reducción de P entonces l( ~P ) es una reducción de
l(P ).

2. Para cualquier vértice v y cualquier palabra w 2 (X [ X�1)� puede
existir un único camino P (v; �; w). Si w es reducido, entonces P (v; �; w)
es reducido.

3. Sea ~w la reducción de una palabra w. Si existe un camino P (u; v; w)
entonces existe un camino P (u; v; ~w):

Proposición 14 Sea �(H) el grafo empalmado de Stalling correspondiente
a H. Entonces H <S F si y solo si existen caminos cíclicamente reduci-
dos P (v; v; w), P (v0v0; w) en �(H) tal que P (v; v; w) no es una permutación
cíclica de P (v0v0; w).

Demostración. Por la Proposición 13 podemos suponer que v0 = 1H .
Supondremos que todas las palabra utilizadas en la demostración son re-
ducidas, por lo tanto w1w2 denotara el producto en el grupo libre, o , mas
precisamente, la correspondiente palabra reducida.
(= Supongamos que existen caminos P2 = (v; v; w), P1 = (1H ; 1H ; w) en
�(H) tal que P2 no es una permutación cíclica de P1. Sea Q el camino re-
ducido en �(H) que va de 1H a v. Sea a = l(Q). Veamos que (w; a) es un
S�testigo para H. Antes que nada, a =2 H y la reducción de QP2Q�1 es
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P (1H ; 1H ; awa
�1). Por lo tanto w; awa�1 2 H. Procederemos por contradic-

ción, supongamos que (w; a) no es un S�testigo. Entonces existe b 2 H
tal que awa�1 = bwb�1. Por lo tanto existe un camino P (1H ; v; u) con
u = b�1a. Como [u;w] = 1 tenemos que w = yn y u = ym. Debido a
que w es cíclicamente reducido, y es cíclicamente reducido también. Por
lo tanto, el producto yy es solo una concatenación (sin cancelación). Por
la propiedad 2 del grafo de Stalling el camino P (1H ; v; u = ym) es un sub-
camino de P (1H ; 1H ; w = yn) o viceversa. En cualquier caso concluimos que
P (1H ; 1H ; w) = P (1H ; v; y

k)P (v; 1H ; y
n�k) y entonces P2 es una permutación

cíclica de P1.
=)Supongamos que H <S F y (w; a) es un S�testigo. Sin perdida de
generalidad podemos asumir que w es cíclicamente reducido. Esto implica
que aw o wa�1 es un producto sin cancelación, Cambiando, si es necesario,
w �! w�1 podemos suponer que aw es un producto sin cancelación. Además
podemos suponer que en wa�1 no todas las letras de w se cancelan, (Si no,
podemos cambiar a �! aw�1). Como awa�1 2 H y el producto de a con
wa�1 no tiene cancelación entonces existe un camino

P (1H ; 1H ; awa
�1) = P (1H ; v; a)P (v; 1H ; wa

�1):

Ademas existe el camino P (v; v; w) el cual es la reducción de

P (v; 1H ; wa
�1)P (1H ; v; a):

Por lo tanto existen P1 = P (1H ; 1H ; w) y P2 = P (v; v; w). Supongamos que
P2 es una permutación cíclica de P1. En otras palabras, P1 = P (1H ; v; y)P (v; 1H ; z)
y P2 = P (v; 1H ; z)P (1H ; v; y). Por lo tanto w = yz = zy. Esto implica que
y�1wy = w, b = ay�1 2 H y bwb�1 = awa�1, lo cual es una contradicción.

Proposición 15 SeaH = ha4; a2ba; aca2; bc�1i. EntoncesH no es un S�subgrupo
de F (a; b; c) y además no tiene ACEP.

Demostración. Utilizando el grafo de Stallings �(H) y el Lema 8 podemos
ver que H es libremente generado por

w1 = a
4, w2 = a2ba, w3 = aca2, w4 = bc�1:
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Sea N = hh[wn1 ; w2]; [wn1 ; w3]iiH , n 2 Z donde [�; �] denota el conmutador.
Podemos veri�car que 
(N) �

�
n�1
2

�
y [wn1 ; w4] =2 N . En efecto,

H=N = (hu;w2; w3 j [u;w2]; [u;w3]i �u=wn1 hw1i) � hw4i ;

por lo tanto es su�ciente considerar la imagen de hw1; w2; w3i en H=N . Tales
elementos tiene la siguiente forma normal:

wrn1 p1(w2; w3)w
�1
1 � � � ;

donde pi 2 hw2; w3i y �
�
n�1
2

�
� � �

�
n
2

�
, ver [12]. Entonces cualquier

palabra en w1; :::; w4 de longitud menor que
�
n�1
2

�
esta en su forma normal.

Además, es fácil ver que [wn1 ; w4] = wn1w4w
�1
1 w

�1
4 6= 1. Veamos ahora que

[wn1 ; w4] 2 hhNiiF . Esto se debe a que w4 = a�2w2aw�13 y [w1; a] = 1 en F .

�(H)

Usando el grafo �(H) podemos ver que no hay caminos cíclicamente reducidos
P (v; v; h), P (v0; v0; h) 2 �(H) tal que P (v; v; h) no es una permutación cíclica
de P (v0; v0; h). Luego por la Proposición 14 H no es un S�subgrupo.

3.4 Demostración del Teorema 9.

En esta sección demostraremos el Teorema 7 usando los conceptos de Teoría
de cancelación pequeña (ver [8]) en combinación con los grafos empalmados
de Stallings. Sean H un subgrupo �nitamente generado de un grupo libre F
y N C H. Comenzaremos con la construcción de diagramas de derivación
para u 2 hhNiiF .



CAPITULO 3. ACEP EN GRUPOS LIBRES. 52

3.4.1 Diagramas de derivación para u 2 hhNiiF :
De�nición 22 Un mor�smo de un grafo etiquetado �1 a un grafo etique-
tado �2 es una aplicación � que va de el conjunto de vértices y aristas de
�1 al conjunto de vértices y aristas de �2 enviando vértices a vértices, aris-
tas a aristas, preservando etiquetas (l(e) = l(�(e))) y extremos de aristas
(o(�(e)) = �(o(e)); t(�(e)) = �(t(e))).

De�nición 23 Sea E:� el conjunto de aristas de �. La estrella terminal de
un vértice v en un grafo � es el conjunto instar(v) = fe 2 E:� j v = t(e)g.
La estrella inicial de un vértice v en un grafo � es el conjunto outstar(v) =
fe 2 E:� j v = o(e)g.

De�nición 24 Un grafo �1 es un grafo cubierta de una grafo �2 si existe
una aplicación cubierta de �1 a �2. Una aplicación cubierta f : �1 �!
�2 es un epimor�smo de grafos etiquetados tal que la estrella terminal y
la estrella inicial de cada vértice v de �1 es enviado biyectivamente a la
respectiva estrella terminal y estrella inicial de su imagen f(v).

Proposición 16 SeanH < F , N C H y �(H), �(N) sus grafos empalmados
de Stalling correspondientes. Entonces �(N) es un grafo cubierta de �(H).

Demostración. Daremos una construcción de �(N). Para �(H) �jemos
un árbol generador T . Para v 2 V:�(H) sea P (v) un camino reducido en T
que va de 1H a v. Para cada arista e =2 E:T sea [e] la etiqueta del camino
P (o(e))eP�1(t(e)). Por Lema 8, el conjunto f[e] j e 2 E:�(H)nE:Tg generan
libremente a H. Sea G = HnN y �h la imagen de h 2 H en G mediante el
mor�smo H �! HnN . De�nimos a �(N) de la siguiente manera.

� V:�(N) = V:�(H)�G,

� E:�(N) = E:�(H)�G,

� l(e; g) = l(e), o(e; g) = (o(e); g), y t(e; g) =
�
(t(e); g) si e 2 T
(t(e; g); g[e] si e =2 T

Es fácil ver que N coincide con las etiquetas de los ciclos reducidos en
(1H ; 1) de �(N). Obviamente, la aplicación f : �(N) �! �(H), de�nida
como f(a; g) = a es un mapeo cubierta.
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Sea f : �1 �! �2 un mor�smo de grafos. De forma natural podemos
extender f a los inversos de las aristas, f(e�1) = (f(e))�1. Para cualquier
camino Q = e1; e2; : : : ; ek en �1 su imagen f(Q) = f(e1); f(e2); : : : ; f(ek) es
un camino en �2. Es claro por de�nición que l(Q) = l(f(Q)). Si P es un
camino en �2, un levantamiento de P es un caminoQ en �1 tal que f(Q) = P .

Lema 21 Sean �1;�2 grafos y f : �1 �! �2 una aplicación cubierta. Si
P es un camino en �2 entonces para todo v 2 f�1(o(P )), existe un único
levantamiento de P que comienza en v.

Lema 22 Sea N C H y f : �(N) �! �(H) una aplicación cubierta. En-
tonces 8v 2 V:�(H) y 8v1; v2 2 f�1(v) existe un automor�smo � : �(N) �!
�(N) tal que �(v1) = v2.

Demostración. Tomando a f como la proyección en el primer elemento,
es decir, f((a; h)) = a, tenemos que v1 = (v; h1), v2 = (v; h2) y �(a; h) =
(a; (h2h

�1
1 )h).

Una presentación hX j Ri es llamada simetrizada si R consiste de pal-
abras cíclicamente reducidas y para cualquier w 2 R entonces todas las
permutaciones de w asi como de w�1 pertenecen a R. Un diagrama M so-
bre la presentación simetrizada hX j Ri es un complejo celular planar �nito
(que denotaremos, abusando de la notación, porM) que además satisface las
siguientes propiedades:

1. El complejo M es conexo y simplemente conexo.

2. Toda arista (1-celda) de M es etiquetada por una �echa y una letra
x 2 X.

3. Algun vértice(0-celdas) que pertenecen a la frontera topológica �M de
M � R2 se llamara vértice base.

4. Para cada región (2-celdas) D de M la etiqueta del ciclo frontera esta
en R, (en nuestra notación l(�(D)) 2 R). (Notese que l(�(D)) de�ne
una permutación cíclica, si no especi�camos un vértice base de �(D)).

Entonces el 1-esqueleto deM es un grafo planar conexo y �nitoM1 enca-
jado en R2 y las 2-celdas deM son precisamente las regiones complementarias
delimitadas por este grafo.
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El Lema de Van Kampen nos dice que w 2 hhRiiF si y solo si existe un
diagrama de derivación para w. Ya que estamos interesados en hhNiiF para
N C H < F elegimos a R como el conjunto de etiquetas de todos los cic-
los cíclicamente reducidos en �(N). Esto implica que para cualquier región
D 2 M existe un ciclo CD = P (v; v; w) en �(N) con w = l(�(D)). Una
región D puede tener frontera consigo misma. En este caso existen aristas y
vértices que aparecen dos veces en �(D), a estos los llamaremos aristas y vér-
tices dobles. Sea �(D) = e1v2e2v2; :::; ekvk con ei aristas y vi vértices. Cam-
biando �(D) por �0(D) = (1; e1)(1; v1)(2; e2)(2; v2); :::; (k; ek)(k; vk), de�nimos
un mor�smo de grafos etiquetados �D : �

0(D) �! �(N).

De�nición 25 Sea w 2 hhNiiF . Un N-diagrama de derivación para w es
un diagrama M con las siguientes propiedades:

� l(�(M)) = w, donde �(M) denota la frontera de M .

� Para cada región D de M asociamos un mor�smo de grafos etiquetados
�D : �

0(D) �! �(N).

La discusión anterior muestra que w 2 hhNiiF si y solo si existe un N -
diagrama de derivación para w. Sean D y E regiones de un N -diagrama M
con �(D)\�(E) 6= ;. Sea el camino P una componente conexa de �(D)\�(E).
Decimos que P es una pieza no esencial si existen mor�smos �D : �

0(D) �!
�(N) y �E : �

0(E) �! �(N) tales que f(�D(P )) = f(�E(P )) (Recuerde que
f : �(N) �! �(H) es una aplicación cubierta). Diremos que P es una pieza
esencial si no es no esencial. Para un N -diagrama M sea r(M) el numero
de regiones. Si u 2 hhNiiF sea r(u) = minfr(M) j M es un N -diagrama
de derivación para ug. Un N�diagrama de derivación M para u es llamado
óptimo si r(M) = r(u).

La pieza P en las regiones D y E
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Lema 23 Sea M un N-diagrama óptimo y P una pieza de M . Si P es
una pieza no esencial entonces P es un camino en una region D que tiene
frontera consigo misma.

Demostración. SeaM unN -diagrama óptimo de derivación para u. Supón-
gase que una pieza P de �(D)\�(E) no es esencial,D 6= E. Entonces tenemos
que �(D) = Q1P y �(E) = P�1Q2. Sea D0 la región obtenida pegando D y E
a lo largo de P . Construimos M 0 eliminando D [E y pegando D0 a lo largo
de Q1Q2. Si Q1Q2 no es cíclicamente reducido podemos aplicar empalmes
a M 0. Claramente el diagrama resultante tiene r(M) � 1 regiones. Para
obtener una contradiccion es su�ciente mostrar que el diagrama resultante
es un N -diagrama. Para esto es su�ciente checar que en �(N) existe un ciclo
con etiqueta l(Q1Q2). Pero f(�D(PDE)) = f(�E(PDE)). Por Lema 22 existe
un automor�smo � : �(N) �! �(N) tal que �(�D(PDE)) = �E(PDE). Así
�(�D(Q1))�E(Q2) es el ciclo deseado.
Considere ahora el caso D = E, es decir, una región que tiene fron-

tera consigo misma. Sea P una pieza no esencial en D, es decir �(D) =
Q1PQ2P

�1. P aparece dos veces en �0(D), digamos P1 y P2. Puede suceder
que �D(P1) 6= �D(P2) con �D : �0(D) �! �(N). Por la de�nición de pieza no
esencial tenemos que f(�D(P1)) = f(�D(P2)). (Particularmente esto implica
que f(�D(Qi)) son ciclos en �(H)).

3.4.2 Funciones de longitud.

En esta sección daremos una de�nición detallada de j�jH . Recuérdese la
de�nición de j�j
 en la sección 3.1.2. Recuérdese también que j�jH = j�j
(H).
Por lo tanto lo único que necesitamos es dar una de�nición detallada de

(H). Comenzaremos con algunas propiedades de �(H). Sean vi 2 �(H) y
P (1H ; vi; wi) caminos reducidos en �(H) con wi 2 F , i = 1; 2.

Proposición 17 Sean v1; v2 2 �(H) y P (1H ; v1; w1); P (1H ; v2; w2) caminos
reducidos en �(H) con w1; w2 2 F . Entonces w1w�22 2 H si y solo si v1 = v2.

Demostración. La demostración utiliza la unicidad de caminos en �(H)
dado un origen y una etiqueta.
=) Sea w1 = w01� y w2 = w

0
2� tales que w

0
1(w

0
2)
�1 y w0i� son productos sin

cancelación. Comow01(w
0
2)
�1 = w1w

�2
2 2 H, existe un ciclo P (1H ; 1H ; w01(w02)�1) =
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P (1H ; v
0; w01)P (v

0; 1H ; (w
0
2)
�1). Luego

P (1H ; v1; w1) = P (1H ; v
0; w01)P (v

0; v1; �) y

P (1H ; v2; w2) = P (1H ; v
0; w02)P (v

0; v2; �):

Entonces, v1 = v2 por la unicidad de caminos.
(= Similar.
Considere el camino P (1H ; v; w) en �(H). Por la Proposición 17 Hw

depende solamente de v. Entonces, para v 2 V:�(H) de�nimos Hv = Hw

para algun w 2 F con P (1H ; v; w). Actualmente, Hv consiste de las eti-
quetas de los ciclos reducidos que van de v a v en �(H). Sea 
(H) =�
Ha \Hb j a; b 2 V:�(H) ^ a 6= b

	
. De�nimos j�jH = j�j
(H).

De�nición 26 De�nimos diam(�) = maxfd(u; v) j u; v 2 V:�g, donde
d(u; v) es la distancia en grafos, esto es, la longitud de el camino mas corto
entre u y v. Si P es un camino en �, denotaremos por jP j a la longitud de
P .

Proposición 18 Supongamos que existe una arista en �(H)� �(H) que va
de (u; v) a (u0; v0). Entonces u = v si y solo si u0 = v0.

�(H) � �(H) contiene una componente diagonal la cual es isomorfa a
�(H). Sea �(H) _��(H) el grafo �(H) � �(H) eliminando la componente
diagonal y sea C = diam(�(H) _��(H)) + 1.

Lema 24 Sea w 2 F y supongamos que existe un camino P (v1; v2; w) en
�(H) _��(H). Entonces jwjH � C.

Demostración. Tomemos a 2 F , jaj < C, tal que existe un camino
P (v2; v1; a) en �(H) _��(H). Por lo tanto tenemos que existe el ciclo P (v1; v1; wa).
Es decir, wa 2 Hv1 \ Hv2 2 
(H) con v(v1; v2), v1 6= v2. Luego jwjH =
jwaa�1jH � 1 + a � C.

Corolario 6 Sea w 2 F tal que jwjH > C. Entonces existe a lo mas un
camino con etiqueta w en �(H).

Corolario 7 Sea N C H y M un N�diagrama de derivación óptimo. Sean
D;E regiones diferentes en M . Sea PDE una pieza en la intersección �(D)\
�(E). Entonces jl(PDE)jH � C.
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Lema 25 Sea H un s.f.g. de F y N C H. Si Pw = P (v; v; w) 2 �(N) es
cíclicamente reducido, entonces jwjH � 
H(N)� 2diam(�(H)).

Demostración. Sea f : �(N) �! �(H) una aplicación cubierta, u =
f(v). Existe un camino P (1H ; u; b) en �(H) con jbjH � diam(�(H)). Sea
Q un levantamiento de P (1H ; u; b) con t(Q) = v. El ciclo QPwQ�1 =
P (1N ; 1N ; bwb

�1), por lo tanto bwb�1 2 N , pero 
H(N) � jbwb�1jH �
jwjH + 2 jbj.

3.4.3 Demostración de Teorema 9.

Teorema. Sea H un s.f.g. de F , N C H, C = diam(�(H) _��(H)) + 1 y

H(N) > 6C + 2diam(�(H)). Entonces N = hhNiiF \H.
Sea � = (hhNiiF \H)nN . Con el �n de demostrar el teorema es su�ciente

mostrar que � = ;.

Lema 26 Sea N C H y � = (hhNiiF \H)nN . Si w 2 �, � 2 N y h 2 H
entonces �w 2 � y wh 2 �.

Demostración. Como N < hhNiiF y N C H, �w 2 hhNiiF y �w 2
H. Supongamos que �w 2 N , entonces w 2 ��1N = N , pero w =2 N ,
entonces tenemos una contradicción. Para la segunda parte es claro que
wh 2 hhNiiF \ H. Supongamos que wh 2 N , entonces w 2 h�1Nh = N ,
pero w =2 N y tenemos una contradicción.

Lema 27 Sea aw�a�1 2 H con w� cíclicamente reducido. Entonces existe
un camino P (1H ; v; a) y un ciclo P (v; v; w�) en �(H).

Demostración. Si el producto aw�a�1 no se tienen cancelaciones entonces
la conclusión del lema es válida por la de�nición de �(H). En caso de que
no sea así, existe una presentación w� = �1�2 y aw�a�1 = a0�2�1a0�1 tal que
no hay cancelación en los productos �1�2 y a0�2�1a0�1. Luego existen los
siguientes caminos en �(H):

P (1H ; 1H ; a
0�2�1a

0�1) = P (1H ; v
0; a0)P (v0; v; �2)P (v; v

0; �1)P
�1(1H ; v

0; a0)

Entonces el camino P (1H ; v; a) es una reducción de P (1H ; v0; a0)P�1(v; v0; �1)
y P (v; v; w�) = P (v; v0; �1)P (v0; v; �2).
Supongamos que � 6= ;. Tomemos u 2 � tal que M es un N -diagrama

de derivación óptimo para u y r(u) = minfr(w) j w 2 �g. Si r(u) = 1
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tenemos que u = awa�1 2 H, con u 2 H, w 2 N y a 2 FnH. Podemos
escribir w = xw�x�1 y u = yw�y�1 donde w� es cíclicamente reducido. Por
Lema 27 , existen caminos P (1H ; vx; x), P (1H ; vy; y) y ciclos P (vx; vx; w�),
P (vy; vy; w

�). Mas aun, vx 6= vy por la Proposición 17. Luego tendríamos que
w� 2 Hvx\Hvy y jw�jH = 1. Sea z 2 F , con jzj � diam(�(H)) tal que existe
un camino P (1H ; vx; z) en �(H). Entonces zx�1 2 H y w0 = zw�z�1 2 N .
Pero jw0jH � 1 + 2 jzj < 
(N), esto es una contradicción.
Supongamos pues que r(u) � 2, es decir, M tiene mas de una región.

Tenemos dos posibilidades:

1. Todas las piezas son esenciales.

2. Existe una pieza no esencial.

En el primer caso, por Lema 25 y Corolario 7 el grado de cualquier región
D es al menos 6 si �(D) \ �(M) no contiene una arista. Asi que M es un
(3; 6)�diagrama. Entonces podemos aplicar el Teorema 5. Esto implica que
existe una región D de M tal que �(D)\ �(M) contiene un subcamino Q de
�(D) tal que

jl(Q)jH � 3C � C:
Sea v0 2 �(M) un vértice base de �(M) para u. Sean v1 = o(Q), v2 = t(Q).
Sea PD un camino en �(D), tal que QPD es el ciclo �(D). Sean P1 y P2
caminos en �(M) tales que o(P1) = v0; t(P1) = v1; o(P2) = v2; t(P2) = v0
y u = l(P1)l(Q)l(P2). Denotemos por l(P1) = x1; l(P2) = x2; l(Q) = y;
l(PD) = z. En �(N) existe un ciclo A con etiqueta yz, su imagen f(A) es
un ciclo en �(H) con la misma etiqueta. Además en �(H) existen caminos
P (1H ; ~v1; x1), P (~v1; ~v2; y) y P (~v2; 1H ; x2), véase Figura 3.1.
Un camino en �(H) con etiqueta y es único por el Corolario 6. Entonces,

P (~v1; ~v2; y) es un subcamino de f(A). Se sigue que el camino P (1H ; ~v1; x1)
tiene un levantamiento B en �(N) tal que BAB�1 es un ciclo en �(N). Se
sigue de la Proposicion 16 que x1yzx�11 2 N y u0 = x1z�1x2 = (x1z�1y�1x�11 )(x1yx2) 2
� por el Lema 26. Pero u0 tiene un N�diagrama de derivación con r(u)� 1
regiones. Esto es una contradicción con la minimalidad de r(u).
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Figura 3.1: M y �(H)

Consideremos el segundo caso. Por Lema 23 una pieza no esencial P
es un camino en una region D que tiene frontera consigo misma. Entonces
�(D) = Q1PQ2P

�1, donde Q1 y Q2 de�nen curvas cerradas enM . Sean R1 y
R2 subconjuntos compactos del plano, acotados porQ1 yQ2 respectivamente.
Podemos tener que R1 � R2 o R2 � R1. Sin pérdida de generalidad sea R1 �
R2, ver Figura 3.2. Sea M1 = R1 \M . Nótese que M1 es un N�diagrama
de derivación para l(Q1). Consideremos el mor�smo �D : �

0(D) �! �(N)
de la De�nición 25. La pieza P se divide en P1 y P2 en �

0(D), ver Figura
3.2. f(�D(P1)) = f(�D(P2)) por ser P no esencial. Sea v = f(�D(o(P ))) 2
V:�(H). Tomemos un camino � que va de 1H a v en �(H). Agreguemos
un camino T con l(T ) = l(�) a el diagrama M1. El diagrama resultante M 0

1

es un N -diagrama de derivación para l(TQ1T�1) = u0 2 H. Tenemos dos
posibilidades:

1. u0 2 �

2. u0 =2 �

En el caso 1 r(u0) < r(u) y tendríamos una contradicción con la minimal-
idad de r(u). considere el caso 2. Note que l(TQ1PQ2P�1T�1) 2 N y en
consecuencia l(TPQ2P�1T�1) 2 N . Por lo tanto existe un ciclo en �(N) con
etiqueta l(Q2). Por lo tanto podemos remover D y R1, pegando una región
D0 a lo largo de Q2. El nuevo diagrama M 0 es un N -diagrama para u con
r(M 0) � r(M)� 1, lo cual es una contradiccion.
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Figura 3.2: Region con autofrontera
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