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Abstract

En esta tesis se construye un marco teórico de correlaciones que permite exponer y cuanti-

ficar el grado de no-localidad inherente a un escenario correlacional cuántico finito por medio

de su conjunto completo de correlaciones causales elementales. Dicho conjunto se obtiene

mediante el uso de un algoritmo de conversión que nos permite resolver la descripción de no-

señalización de entrada al lidiar de manera eficiente con su alta degeneración. Los resultados

obtenidos nos permiten reproducir las correlaciones producidas por el estado singlete en un

escenario de Bell particular usando únicamente instancias ordinarias (no-cuánticas).
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2.3. Ensamblando el grafo esquelético . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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Introducción

Las correlaciones de pares medidas en un experimento bipartita del tipo descrito en [1],

donde dos partes distantes comparten un par de part́ıculas de spin-1/2 en estado singlete,

violan las desigualdades de Clauser, Horne, Shimony y Holt (CHSH) [1], que son condiciones

necesarias y suficientes para que las correlaciones permitan un modelo realista local [2, 3].

Aunque las correlaciones observadas en este escenario son no-locales, estas no violan las de-

sigualdades CHSH lo máximo permitido algebraicamente, lo que significa que la hipótesis de

causalidad local en el Teorema de Bell es más fuerte que lo f́ısicamente necesaria [4]. La vio-

lación máxima es producida por las llamadas correlaciones Popescu-Rohrlich (PR) [5], cuyo

grado de no-localidad es el máximo admitido por las correlaciones causales para este escenario

(Bell).

Dada la existencia de correlaciones causales con un mayor contenido no-local que el admi-

tido por las correlaciones cuánticas, surge la pregunta de por qué ni la Naturaleza ni la teoŕıa

cuántica exhiben ese grado de no-localidad [5]. De igual forma, aunque la no-localidad causal

aparece como una caracteŕıstica esencial de los fenómenos cuánticos, la teoŕıa cuántica por śı

misma no proporciona una comprensión f́ısica sobre las correlaciones no-locales observadas [5].

Para ello requerimos de un marco teórico más amplio que nos brinde una mejor comprensión

y perpsectiva sobre las correlaciones cuánticas observadas.

Un enfoque que se presenta como una forma de localidad más débil y que resulta ser el
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marco teórico más simple a partir del cual se pueden reproducir todos los resultados medidos

es el de la no-señalización. Dicho brevemente, la no-señalización es la imposibilidad de usar

correlaciones para intercambiar mensajes entre dos partes distantes separadas espacialmente,

de modo que los resultados obtenidos por una de las partes no permitan inferir algo sobre las

salidas de la otra parte. El principio de la no-señalización impone restricciones sobre las proba-

bilidades adjuntas a las salidas f́ısicas en sistemas multipartitos de modo que las probabilidades

de las salidas en una región de espacio-tiempo A queden inalteradas por las interacciones loca-

les llevadas a cabo sobre otra parte del sistema localizada en una región separada espacialmente

B, y viceversa. De este modo, el marco teórico de la no-señalización admite solamente corre-

laciones no-locales que no implican comunicación entre las partes. Estas correlaciones pueden

ser tanto locales (separables) como no-locales (no-separables), permitiéndonos trabajar en un

solo marco teórico todas aquellas correlaciones que preservan la causalidad, entre ellas las

correlaciones cuánticas.

Una motivación para usar el enfoque de la no-señalización es que este nos permite modelar

escenarios correlacionales como el de Bell por medio de hipotéticas cajas negras (o simple-

mente cajas) con múltiples entradas-salidas aleatorias sin comunicación entre ellas [6]. En esta

descripción, las partes ajustan individualmente sus propios valores de entrada mediante las

perillas (opciones de medición) del aparato. El rol de las mediciones de salida es jugado por las

salidas aleatorias, producidas de acuerdo a la probabilidad adjunta que se distribuye sobre el

conjunto de valores de entrada/salida combinados. En este formalismo las nociones de causa

y efecto se reducen a las nociones precisas de ”entradas” y ”salidas”, las cuales no pueden

ser usadas por las partes para ejercer acción a distancia. La colección de salidas de todas las

partes constituye los datos para construir e identificar la cantidad y tipos de correlaciones.

Otro atractivo del enfoque de la no-señalización es que este determina un conjunto comple-

to de correlaciones causales elementales que permite reproducir las correlaciones de cualquier
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escenario causal particular con un número finito de entradas y salidas por parte, entre ellos

los escenarios correlacionales cuánticos finitos. Un hecho particularmente importante es que

cada una de estas unidades o instancias de correlación elementales constituye una caja de

no-señalización pura. Estas cajas permiten (i) medir y caracterizar el grado de no-localidad

presente en las correlaciones cuánticas en escenarios del tipo Bell; (ii) comparar este grado

de no-localidad con el de otras teoŕıas causales; y (iii) concretizar modelos para llevar a cabo

las simulaciones cuánticas para el escenario de Bell. Los componentes de estos modelos serán

precisamente estas unidades elementales de correlación (cajas). Aśı, el enfoque de la no-señali-

zación se presenta como el escenario adecuado para desarrollar un entendimiento más agudo

y profundo sobre la no-localidad cuántica [7].

El enfoque de la no-señalización a escenarios correlacionales multipartitas ha sido estudiado

en múltiples referencias [6, 8, 9, 10]. Aspectos importantes sobre la estructura de los estados

de probabilidad de los escenarios de Bell con cualquier número de partes y dos observables

binarias por parte son conocidos [11, 12]. En [11] se probó por medio de una biyección lineal

que en este escenario el politopo de estados de no-señalización corresponde al poliedro dual de

el politopo de Bell de correlaciones locales. También se han estudiado desigualdades de Bell

distintas a las CHSH en las referencias [13, 14, 15, 16, 17], mientras que en [18, 6, 19] se han

estudiado algunos intereses aplicados. Sin embargo, a pesar de todos estos avances se requiere

aún de un mejor entendimiento de la estructura de los conjuntos de estados de probabilidad

sin señalización.

Aśı, el primer objetivo de este trabajo consiste en obtener y estudiar el conjunto de corre-

laciones elementales que proporciona el marco teórico de la no-señalización.

El conjunto de correlaciones elementales para un escenario de Bell dado corresponde al

conjunto de vértices que describen el politopo P de estados de no-señalización definido por el

sistema de desigualdades lineales que resulta de combinar la condición de no-señalización sobre

8



las probabilidades adjuntas a las salidas (marginales) para ese escenario con las restricciones

que siguen de la interpretación de probabilidad (normalización y no-negatividad). Este politopo

P ocupa en el espacio de probabilidad la región correspondiente al conjunto P de distribuciones

de probabilidad sin-señalización. Todo punto en P corresponde a la distribución de probabilidad

de una caja de correlaciones causales sin-señalización. Como la descripción de entrada de este

politopo resulta altamente degenerada, requerimos de una herramienta de conversión que no

solo nos proporcione el conjunto de vértices a partir del sistema de desigualdades lineales,

sino que además nos permita lidiar con la degeneración presente en el sistema de entrada.

Este problema de transformación fue considerado en el marco teórico limitado de correlaciones

separables [20, 21].

La literatura sobre politopos contiene varios métodos de conversión, divididos en dos gran-

des grupos. Los primeros son los basados en el método śımplex de Dantzig [22] y Balinski

[23]. Estas implementaciones resultan muy efectivas en sistemas de desigualdades lineales no-

degenerados y para resolver problemas en el área de programación lineal y optimización [24].

Sin embargo, resultan poco eficientes cuando la descripción de entrada es degenerada, pues la

explosión combinatorial que se produce al aumentar el número de bases para un punto vuelve

larga y dif́ıcil la enumeración de los vértices vecinos mediante sólo operaciones de pivoteo

[25, 26]. Además, estos métodos suelen quedar atrapados en ciclos sin fin o simplemente atas-

carse [26]. El segundo grupo lo conforman los llamados algoritmos incrementales, basados en

el método de la doble descripción propuesto por Motzkin [27] y desarrollado posteriormente

por Fukuda [28]. Estos métodos consisten en ir rebanando el politopo, empezando con un

politopo más amplio (un śımplex) que el politopo objetivo. Los semi-espacios que no son parte

de el conjunto base se insertan uno por uno, quitando y añadiendo vértices en cada corte hasta

que los semi-espacios por insertar se han agotado y el politopo objetivo ha sido modelado.

Aunque este procedimiento ha probado tener un manejo eficiente de la degeneración, la falta
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de un orden de inserción adecuado de los semi-espacios puede llevar a un mal rendimiento en la

construcción de esqueletos de politopos de gran tamaño, principalmente debido al gran núme-

ro de puntos (vértices) tentativos que se producen en etapas intermedias del procedimiento,

la mayoŕıa de los cuales son descartados al final. Lo que requerimos entonces es una herra-

mienta computacional que nos permita lidiar con el problema de conversión de descripciones

degeneradas en tiempos accesibles.

Para sobreponernos a esta situación, hemos desarrollado un nuevo método para construir el

esqueleto de descripciones sin-señalización altamente degeneradas. Nuestra propuesta es una

estrategia combinada que reúne lo mejor de ambos métodos. Por un lado, hemos adaptado

el método de la doble descripción para enumeración de rayos extremos [28] para vencer la

degeneración y generar los rayos extremos de el cono poliédrico más pequeño que soporta a

P desde un vértice. Estos rayos soportan las aristas de P que parten de este vértice, propor-

cionándonos las direcciones de exploración para encontrar los puntos vecinos de este vértice.

Estas direcciones son utilizadas por una estrategia de pivoteo para obtener estos puntos veci-

nos y llevar a cabo el recorrido por el esqueleto de P . Como este recorrido se lleva a cabo a

través de aristas reales únicamanete, el procedimiento resulta muy efectivo tanto para resolver

la degeneración de los vértices como para completar el recorrido por el grafo.

Usando esta herramienta de conversión, hemos caracterizado los politopos de no-señaliza-

ción de un gran número de escenarios de Bell bipartitas (e incluso el escenario tripartita más

simple [9]) por el tamaño de su entrada y la conectividad de su grafo de salida. Estos atributos

son mostrados como funciones de los parámetros de los escenarios de Bell. Como caracteŕıstica

sobresaliente, nuestro estudio revela que las descripciones de no-señalización bipartitas pueden

constituir una nueva clase de complejidad para la degeneración.

Un punto a remarcar es que nuestra implementación para la enumeración de vértices resulta

útil no sólo en el campo de la cuántica y la no-señalización, sino también en otras áreas como
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la bioloǵıa [29, 30, 31], donde recientemente han aparecido modelos sobre redes regulatorias

genéticas [32] y la dinámica de poblaciones y mecanismos de evolución [33] que involucran

sistemas de desigualdades lineales. Una implementación como la nuestra permitiŕıa obtener

información adicional sobre las predicciones cuantitativas de dichos modelos que no se tienen

con la pura descripción-H.

Como resultado de la implementación de este programa, se publicó el art́ıculo On the

no-signaling approach to quantum-nonlocality [34], donde se detalla el estudio de las corre-

laciones causales sin-señalización y se presenta de manera rigurosa nuestra implementación

como una herramienta computacional adecuada para construir el esqueleto de descripciones

sin-señalización altamente degeneradas. A su vez, se envió a publicación en el International

Journal of Modern Physics C el art́ıculo An algorithm for the skeleton of the extreme points of

degenerate systems of linear inequalities [35], el cual detalla el funcionamiento del algoritmo,

presentando una caracterización del programa usando distintas clases de politopos.

Nuestro algoritmo permitirá explotar las potencialidades de el marco teórico de la no-

señalización. Nombraremos dos de ellas.

(i) El disponer de el conjunto de vértices de un politopo de no-señalización permite iden-

tificar nuevas formas de correlación no-locales junto con su grado de no-localidad aśı como

obtener desigualdades del tipo Bell-CHSH generalizadas junto otros criterios que establezcan

los ĺımites entre las distintas formas de correlación. En la literatura se tienen reportes de este

tipo de estudios [16, 7], pero en ellos se remarca la limitación que se tiene en el poder de

cómputo para resolver sistemas de mayor tamaño (el politopo de correlaciones causales más

grande reportado es el del caso tripartita más simple, estudiado en [9]). Dada su capacidad

para resolver descripciones altamente degeneradas, una implementación como la nuestra per-

mitirá llevar a cabo esta clase de estudios en escenarios diferentes y de mayor tamaño a los

de Bell, como lo es el caso tripartita [9]. Esta clase de información nos brindará un mayor
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entendimiento sobre el significado f́ısico de las correlaciones cuánticas.

(ii) Mientras que los politopos de no-señalización se describen mediante la intersección de

semi-espacios, los politopos de Bell son fácilmente descritos por sus conjuntos de vértices. El

problema con los politopos de Bell es entonces enumerar sus caretas partiendo de su descripción

por vértices. La dualidad caretas/vértices hace de nuestro algoritmo una herramienta apropiada

para resolver este problema también ya que la descripción por vértices de un politopo se puede

mapear a la descripción por semi-espacios de su poliedro dual, y viceversa [11].

Una vez que se ha obtenido el conjunto de correlaciones elementales sin señalización para

un escenario de Bell particular por medio del conjunto de vértices del politopo P , podemos

construir cajas de no-señalización que hagan factible el diseño de modelos que reproduzcan

las correlaciones cuánticas usando únicamente correlaciones causales elementales.

Una caja o instancia PR es aquella que produce las correlaciones-PR elementales proporcio-

nadas por el enfoque de la no-señalización [5]. Estas cajas presentan las correlaciones causales

más no-locales, lo que las convierte en las unidades naturales de las correlaciones no-locales

causales en los escenarios correlacionales cuánticos donde dos partes comparten un e-bit [8].

La unidad ha sido denotada en [8] como un nl-bit. Art́ıculos posteriores [36] revelan que una

única instancia de las máquinas-PR basta para reproducir las correlaciones predichas por la

mecánica cuántica para el escenario correlacional no-finito de Bohm [37], proporcionando una

cota superior para el grado de no-localidad inherente en un e-bit en ese arreglo de 1 e-bit∣∣
Bohm

≤ 1 nl-bit.

Un segundo objetivo de este trabajo es desarrollar un modelo de correlaciones cuánticas que

reproduce exactamente el valor de expectación predicho para el estado singlete en el arreglo

finito de Bell. En este modelo una única instancia PR es necesaria y suficiente para expresar

cualquier no-localidad causal, sin necesidad de utilizar canales de comunicación clásicos entre

las partes para simular un e-bit en un escenario finito. Además de la instancia PR, este modelo
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utiliza algunas instancias de correlaciones locales y unos cuantos bits aleatorios compartidos.

Nuestro simulación requiere a lo más de
√

2− 1 bits de una instancia de las máquinas PR

para reproducir exactamente los valores de expectación para las correlaciones cuánticas en el

estado singlete para el montaje de Bell utilizado, estableciendo una cota superior para el grado

de no-localidad promedio para un e-bit en el arreglo de Bell de

1 e-bit
∣∣
Bell
≤ (
√

2− 1) nl-bit . (1)

Esta cota superior corresponde a la probabilidad de los eventos que exponen directamente

como bits de salida los bits de salida de la máquina-PR en el arreglo simulado.

Esta clase de modelos son útiles para medir y caracterizar el grado de no-localidad de las

correlaciones cuánticas, lo que nos brinda un mejor entendimiento sobre estas y nos permite

adquirir una perspectiva operacional de la no-localidad cuántica.

Con el fin de presentar un marco teórico de correlaciones en el que queden inclúıdas las

correlaciones cuánticas, en esta tesis se lleva a cabo la formulación matemática precisa de el

enfoque sin-señalización de la no-localidad que nos lleva a la descripción geométrica general de

los politopos de estados de probabilidad sin-señalización. Empezamos en el Caṕıtulo 1 con la

definición formal de los escenarios de Bell, estableciendo el conjunto de configuraciones básicas

(combinaciones de entradas y salidas) que son accesibles a las partes. Toda distribución de

probabilidad sobre el conjunto de configuraciones básicas define una caja, la cual es de no-

señalización si su distribución de probabilidad cumple con la condición de no-señalización

(además de las restricciones usuales de no-negatividad y normalización).

La primera parte del Caṕıtulo 2 contiene la formulación, desarrollo y diseño de un algoritmo

de conversión que que construye el grafo esquelético compuesto por el conjunto de puntos

extremos del politopo P a partir de un sistema de desigualdades lineales. La estrategia consiste
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en un rápido y compacto método de pivoteo para determinar los vecinos de los puntos extremos,

tomando como entrada los rayos extremos de un cono. El resultado es un procedimiento muy

efectivo para obtener el esqueleto de politopos altamente degenerados, los cuales se describen

por un gran número de semi-espacios pero tienen un número pequeño de vértices.

Los efectos de la degeneración sobre el rendimiento de el algoritmo son estudiados en la

segunda parte del caṕıtulo 2 para una gran variedad de sistemas de entrada, organizados en

cuatro familias de acuerdo al grado de degeneración presente en la descripción de entrada

y a la conectividad de los grafos de salida, lo que nos brinda un muestreo controlado y

distribúıdo del espectro de complejidad de el problema de conversión. Estas cuatro familias

son, en orden creciente de complejidad, las siguientes: (i) los politopos regulares simples (no

degenerados), con descripciones generadas aleatoriamente; (ii) dos familias correspondientes

a a politopos de no-señalización para escenarios de Bell espećıficos; y (iii) los politopos de

Birkhoff [38, 39]. Como dato destacado, nuestra herramienta de conversión fue capaz de

construir el esqueleto del politopo correspondiente al escenario tripartita más simple. Como

aspecto sobresaliente, las pruebas revelaron dos comportamientos diferentes del algoritmo

dependiendo de la conectividad de los grafos de salida. También se presenta una comparación

de nuestro algoritmo con la implementación del śımplex de Balinski [23], la cual reveló la

enorme eficiencia de nuestra estrategia para construir el esqueleto de politopos degenerados

con alta conectividad comparado con implementaciones basadas únicamente en el método

śımplex.

Como caso de estudio de las correlaciones causales elementales obtenidas usando nuestra

herramienta de conversión, el Caṕıtulo 3 presenta la geometŕıa de el politopo correspondiente al

escenario bipartita de Bell con dos opciones binarias de medición por parte. Este politopo vive

en un espacio euclidiano de dimensión 8 y resulta tener 24 vértices, 16 de estos correspondientes

a correlaciones separables (vértices locales) y los otros 8 a correlaciones no-separables del tipo
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PR (vértices no-locales). Este politopo presenta dos partes. La primera, conocida como el

politopo de Bell, es la cubierta convexa de los 16 vértices locales y corresponde a la región

de correlaciones separables. La otra parte la forman 8 śımplices de dimensión 4 formados por

un vértice no-local en el pico y 8 vértices locales formando la base. Las regiones ocupadas

por estos 8-śımplices corresponden a correlaciones no-separables. La base de los 8-śımplices

constituye el borde entre las correlaciones separables y las no-separables, lo que corresponde

a las desigualdades de Bell-CHSH [1].

La construcción de los modelos que reproducen las correlaciones cuánticas para un esce-

nario de Bell particular se trata en el Caṕıtulo 4. La primera parte consiste en describir las

correlaciones predichas por la mecánica cuántica para el estado singlete en el arreglo de Bell

como los puntos de una órbita circular en el espacio de las correlaciones causales usando las

coordenadas baricéntricas proporcionadas por el politopo de correlaciones causales binarias. A

continuación se consideran las coordenadas de un vector en el espacio de probabilidad como

las entradas de la matriz de transición de una máquina binaria aleatoria. Posteriormente, se

construyen las máquinas aleatorias que reproducen en promedio los puntos de la órbita circu-

lar de correlaciones cuánticas. Probamos que el arreglo de máquinas aleatorias reproduce, en

promedio, las mediciones proyectivas sobre el estado singlete en el escenario correlacional de

Bell.
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Caṕıtulo 1

El marco teórico de la no-señalización

para la no-localidad

En un escenario correlacional, un grupo de n partes participantes comparte una caja alea-

toria mediante el acceso a perillas de entrada individuales y lecturas de salida. Un ı́ndice

i ∈ P := {1, 2, . . . , n} es usado para designar a cada una de las partes. Cada parte i

puede fijar un valor de entrada xi a partir de su propio conjunto de opciones de entrada

Xi = {0, 1, . . . ,mi − 1}, mi ≥ 2. La decisión de las n partes sobre sus valores de entrada

se registra en la palabra x = (x1, . . . , xn). La colección de todas estas palabras constituye el

conjunto X :=
∏
i

Xi.

Una vez que cada parte ha escogido un valor de entrada xi, esta obtiene una salida ωi a

partir de su propio conjunto de salidas [xi, i] := {0, 1, . . . , rxi,i − 1}, rxi,i ≥ 2. El conjunto de

salidas disponibles depende de el valor de entrada xi. La colección de todas las lecturas de salida

individuales se registra como la palabra ω = (ω1, . . . , ωn). Para una palabra de entrada dada

x = (x1, . . . , xn), la colección de todas estas palabras constituye el conjunto [x] :=
∏
i

[xi, i].

Esto es, [x] es el conjunto de palabras de salida que son accesibles a la caja cuando la palabra
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de entrada es x. La colección de todas las palabra de salida que son accesibles a la caja son

Ω :=
⋃
x∈X

[x].

Los elementos que hemos descrito constituyen el escenario correlacional SP := (P , X,Ω).

Una configuración básica de una caja en el escenario SP consiste de la palabra de salida

ω que la caja presenta a las partes cuando estas han seleccionado la palabra de entrada

x. Esta configuración básica se denota como (ω|x) ≡ (ω1, ω2, . . . , ωn|x1, x2, . . . , xn). Las

configuraciones básicas de cualquier caja en SP son |SP | :=
∑
x∈X

∏
i

rxi,i en número. Este

número es el tamaõ |SP | de el escenario SP .

En teoŕıa de probabilidad, el conjunto de configuraciones básicas es extendido a un álgebra

de eventos. Un punto central de la condición de no-señalización son los eventos que involucran

a un subconjunto π ⊆ P de partes e ignoran todas las otras en el conjunto complemento

πP := P\π. Con el fin de describir estos eventos, sea xπ = (xi)i∈π la palabra de entrada

para las partes en π y para el conjunto completo de entradas usamos la palabra compuesta

x = (xπ, xπP ). Análogamente, ωπ denota la palabra (ωi)i∈π y ω = (ωπ, ωπP ).

El evento donde las partes en el conjunto π obtienen las salidas ωπ ∈ [xπ] :=
∏
i∈π

[xi, i]

dado que sus entradas fueron fijadas a xπ ∈ Xπ :=
∏
i∈π

Xi se denota como

(ωπ|xπ) :=
⋃

x′∈X
πP

{(ωπ, ω′|xπ, x′) : ω′ ∈ [x′]} , (1.1)

el cual incluye todos los escenarios que pueden suceder en la parte complementaria πP . La

colección de todas las palabras de salida ωπ para el subconjunto π de partes queda Ωπ :=⋃
xπ∈Xπ

[xπ]. Los eventos compuestos (ωπ|xπ) constituyen las configuraciones básicas de una caja

en el escenario restringido Sπ = (π,Xπ,Ωπ). Este escenario restringido no toma en cuenta

nada sobre el complemento πP de SP . Debido a la aditividad de la función de probabilidad P ,
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tenemos que

P (ωπ|xπ) =
∑

x′∈X
πP

∑
ω′∈[x′]

P (ωπ, ω
′|xπ, x′) . (1.2)

Nuestro interés está en las cajas soportadas por SP que son compatibles con la condición

de no-señalización impuesta por la relatividad especial, con el fin de modelar correlaciones

permitidas f́ısicamente entre un conjunto P de partes separadas espacialmente. Aśı, las pro-

babilidades adjuntas a las salidas ωπ de cualquier subconjunto de partes π, las cuales han

seleccionado las entradas xπ, quedan inalteradas por cualquier elección xπP de entradas en el

complemento πP .

Una caja en el escenario correlacional SP se caracteriza por una distribución de probabi-

lidad sobre el conjunto de configuraciones básicas, (ω|x), que asigna la probabilidad adjunta

P (ω|x) de obtener la salida ω = (ω1, ω2, . . . , ωn), dado que las entradas fueron escogidas

como x = (x1, x2, . . . , xn). Tal caja es referida mediante el par (SP , P ). La condición de no-

señalización se cumple si a los eventos {(ωπ, ω′|xπ, xπP ) : ω′ ∈ [xπP ]}, para cualquier entrada

xπP seleccionada por πP , se les asigna la misma probabilidad. Por la aditividad de P , para

una caja de no-señalización tenemos que

∑
ω
πP∈[xπP ]

P (ωπ, ωπP |xπ, xπP ) =
∑

ω
πP∈[x

′
πP

]

P (ωπ, ωπP |xπ, x′πP ) (1.3)

para cualquier subconjunto de partes π ⊂ P y para toda elección de entrada xπ, xπP y x′πP .

Además de la condición (1.3), las probabilidades (adjuntas) (distribución de probabili-

dad) de las cajas de no-señalización están sujetas a las restricciones de normalización y no-

negatividad propias de la interpretación de probabilidad. De este modo, una caja (SP , P ) es
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de no-señalización si satisface las siguientes condiciones:



A.- No-negatividad: P (ω|x) ≥ 0 .

B.- Normalización:
∑
ω∈[x]

P (ω|x) = 1, para todo x ∈ X .

C.- No-señalización: La condición en (1.3).

(1.4)

Como todas las restricciones impuestas sobre la función de probabilidad P son lineales, el

conjunto de cajas de no-señalización (SP , P ) que es descrito por (1.4) es un politopo. Este

politopo corresponde a el conjunto P de distribuciones de probabilidad sin-señalización. De

este modo, todo punto en P corresponde a una caja de no-señalización.

Al determinar el kernel de el sistema de ecuaciones lineales (1.4)-B y -C, se identifica

un conjunto de n < |SP | probabilidades adjuntas independientes P (ω|x). Tomamos estas

como las n coordenadas independientes pk, k = 1, . . . , n, de un punto p = (p1, . . . , pn) en

un n-espacio Euclidiano. Al poner las condiciones de no-negatividad (1.4)-A en función de

las ν probabilidades independientes, estas especifican un conjunto de semi-espacios positivos

H+
i := {p : ai · p ≤ bi}, donde cada ai, i = 1, . . . , |SP |, es un vector de coeficientes,

ai = (a1,i, . . . , an,i) y ai · p = a1,i p1 + · · ·+ an,i pn es el producto punto en el n-espacio. Por

lo tanto, el conjunto de distribuciones de probabilidad definidas por (1.4) es el politopo

P = {p ∈ Rn : ai · p ≤ bi, i ∈ I} , (1.5)

donde I := {1, . . . , |SP |}. La descripción de no-señalización (1.5) representa P como la

intersección de |SP | semi-espacios positivos de un espacio Euclidiano de dimensión n.

Sin embargo, esta descripción del politopo de no-señalización no proporciona un conjunto

de elementos estándar para representar la distribución de probabilidad de las cajas de no-señali-
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zación. Lo que necesitamos es el conjunto de vértices que lo describen pues estos corresponden

a el conjunto de correlaciones causales elementales (cajas de no-señalización puras) a partir

de las cuales se puede obtener el resto de las correlaciones.

El formalismo de la no-señalización requiere entonces de una herramienta computacio-

nal que permita obtener el conjunto de vértices de P a partir de la descripción (1.5). Esta

herramienta de conversión debe también lidiar con la degeneración pues la descripción de no-

señalización de P (1.5), proveniente del sistema de desigualdades lineales definido por (1.4),

resulta altamente degenerada. La formulación y desarrollo de esta herramienta se hace en el

siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

El algoritmo de conversión

Considere el sistema de m desigualdades lineales

Ax ≤ b . (2.1)

Las desigualdades determinan las entradas de una matriz A, la cual es real y de tamaño m×n,

aśı como las componentes del vector b ∈ Rm. Cada una de las m restricciones lineales en (2.1)

define un semi-espacio de el espacio euclidiano de dimensión n, En. Cada fila de la matriz A

constituye el vector ai ∈ Rn, con ı́ndice i ∈ I = {0, . . . ,m − 1}. Este vector ai define el

semi-espacio Hi = {x ∈ Rn : ai · x ≤ bi}. La intersección de todos los semi-espacios i ∈ I

conforma el politopo convexo P = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, el cual constituye el conjunto de

todos los valores de x ∈ Rn que cumplen con (2.1). Aqúı asumiremos que P está acotado

y que tiene dimensión af́ın completa n, por lo que m > n. La descripción de P provista por

(2.1) se conoce como la descripción por semi-espacios o descripción-H.

Sin embargo, lo que tiene significado f́ısico es la estructura combinatorial envuelta en el

grafo esquelético G(P) de P , conocida como la descripción-V de P . Para construir el grafo
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G(P) a partir de la descripción H (2.1) se requiere determinar el conjunto de valores extremos

(vértices) V = {p ∈ P : p es extremo} y su conjunto de aristas E, el cual es un subconjunto

de V ×V . El grafo esquelético G(P ) revela la estructura organizacional impĺıcita en el conjunto

de desigualdades lineales (2.1).

Empezaremos por dar las condiciones para que un punto p sea un vértice del politopo P , lo

cual depende de la no-negatividad del slack vector s(p) := b−Ap y del rango de su conjunto

de planos activos Z(p) := {i ∈ I : ai · p = bi}. Un punto p está en la región accesible P

si el vector s(p) es no-negativo. Luego, p ∈ P es un vértice o punto extremo si, y sólo si,

rank(Z(p))= dim(span{ai : i ∈ Z(p))=n. Un punto extremo p es regular (o no degenerado)

si su conjunto activo Z(p) tiene cardinalidad |Z(p)| = n. El conjunto activo Z(p) de un punto

extremo regular p constituye una base. De otro modo, |Z(p)| = n+ σ, con σ ≥ 1, y el punto

extremo p es σ-degenerado.

El cono descrito por el conjunto activo Z(p) del vértice p es el conjunto KZ(p) := {x ∈

Rn : ai · x ≤ bi, i ∈ Z(p)}. El cono DZ(p) := {x ∈ Rn : ai · x ≤ 0, i ∈ Z(p)} es la traslación

del cono KZ(p) al origen,

KZ(p) = p +DZ(p) . (2.2)

Cuando rank(Z(p)) = n, ambos conos KZ(p) y DZ(p) son picudos, con vértices ubicados en

p y el origen, respectivamente. El cono poliédrico KZ(p) ajusta a el politopo P , mientras que

las 1-caras de KZ(p) proveen las direcciones para explorar los vértices vecinos de p. En base

a esto y a (2.2), el primer paso hacia la construcción del grafo G(P) consiste en convertir la

descripción por semi-espacios del cono DZ(p) en su descripción de 1-caras, representada por

el conjunto de rayos extremos XZ(p), tales que DZ(p) = {r =
∑

ρ∈XZ(p)

cρρ : cρ ≥ 0}.

Empezaremos con la determinación de el conjunto de rayos extremos de un cono con

regular (es decir, su pico está sobre un vértice regular) y posteriormente haremos lo propio
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para conos degenerados. Los rayos extremos de un cono regular pueden obtenerse a partir de

su descripción-H usando métodos de álgebra lineal. Un cono regular DB es la intersección

de los semi-espacios correspondientes a la base B ⊂ Z(p). El siguiente lema proporciona el

conjunto de rayos extremos XB del cono DB.

Lema 2.0.1 (Conos regulares). Sea p un vértice de P . Sea B ⊂ Z(p) una base. El conjunto

de rayos extremos de el cono DB viene dado por

XB = {ρj ∈ Rn : ai · ρj = −δij, i, j ∈ B} . (2.3)

Dado que B ⊂ Z(p) tenemos que DB ⊃ DZ(p). El conjunto de rayos extremos del cono

KB es el conjunto XB + p.

El conjunto de rayos para una base B ⊂ Z(p) proporcionados por el Lema 2.0.1 es el

punto de partida para producir el conjunto de rayos extremos XZ(p) de el cono DZ(p) ⊂ DB

correspondiente a un vértice degenerado p con conjunto activo Z(p). Esto se lleva a cabo

mediante un procedimiento incremental que va rebanando el cono regular al insertar uno por

uno los semi-espacios de Z(p) que no forman parte de el conjunto base B, produciendo conos

cada vez más pequeños, hasta que todos los semi-espacios han sido introducidos y el cono

objetivo ha sido modelado. Este mecanismo, conocido como el método de la doble descripción

[27, 28], es el tema de estudio de la siguiente sección.

2.1. Corte incremental de conos

Supóngase que el mecanismo de inserción ha añadido tantos semi-espacios de B′ :=

Z(p)\B como para generar el cono DJ ′ ⊂ DB, para algún J ′ ( Z(p). También supóngase

que el procedimiento va a avanzar un paso más añadiendo el semi-espacio Hk, para algún
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k que aún continúa en Z(p)\J ′. La inserción de el semi-espacio Hk generará el cono DJ ,

J = J ′ ∪ k, cuyo conjunto de rayos extremos XJ puede obtenerse a partir de el conjunto de

rayos XJ ′ del cono anterior y de el vector ak asociado al semi-espacio Hk. Esta inserción de

un solo plano define la función (XJ ′ , ak) 7→ XJ = F(XJ ′ , ak).

El procedimiento que implementa la función F empieza con la partición del conjunto de

rayos XJ ′ en tres grupos. El primer conjunto es X+ := {ρ ∈ XJ ′ : ak ·ρ < 0}, el cual contiene

los rayos que quedan dentro de la región permitida por el semi-espacio Hk. El segundo conjunto,

X− := {ρ ∈ XJ ′ : ak · ρ > 0}, comprende los rayos que quedan fuera de la región accesible

del semi-espacio Hk. Finalmente, el tercer conjunto X0 := {ρ ∈ XJ ′ : ak · ρ = 0} reúne

los rayos que se encuentran sobre el hiperplano ∂Hk. Los rayos en X+ ∪ X0 siguen siendo

extremos para el cono DJ , por lo que XJ ⊇ X+ ∪X0. Por el contrario, los rayos en X− se

vuelven no permitidos, pero son necesarios para completar el conjunto de rayos extremos de

el cono DJ .

La inserción del semi-espacio Hk genera nuevos rayos extremos para el cono DJ en las

intersecciones de el hiperplano δHk con las 2-caras de el cono DJ ′ . Un punto medular de

el procedimiento de rebanado incremental [34, 28] son los criterios para determinar si dos

rayos extremos ρ y ρ′ son colaminares, es decir, se encuentran sobre la misma 2-cara de el

cono DJ ′ . Antes de enunciar estos criterios, definamos J ′|ρ = {i ∈ J ′ : ai · ρ = 0} y

J ′|(ρ, ρ′) = (J ′|ρ) ∩ (J ′|ρ′). Este último es el subconjunto activo adjunto al par (ρ, ρ′) en

DJ ′ . Ahora procedemos a dar los criterios de colaminaridad.

Lema 2.1.1 (Criterios de colaminaridad). Para algún J ( Z(p) con rank(J )= n, sean ρ y ρ′

rayos extremos de DJ . Los siguientes enunciados acerca de los pares (ρ, ρ′) son equivalentes.

(a) El par (ρ, ρ′) constituye una 2-cara de DJ .

(b) rank(J |(ρ, ρ′)) = n− 2.
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(c) Sea ϕ un rayo extremo de DJ . Si J |ϕ ⊇ J |(ρ, ρ′), entonces ϕ = ρ o ϕ = ρ′.

Cuando el enunciado (a) se cumple decimos que el par de rayos extremos (ρ, ρ′) es cola-

minar en DJ y denotamos la relación por ρ ∼ ρ′.

Si (ρ′, ρ) ∈ X− × X+ y además ρ ∼ ρ′, entonces la 2-cara que contiene ambos rayos

intersecta con el hiperplano ∂Hk, produciendo el rayo [34, 28]

ϕk(ρ
′, ρ) = (ak · ρ′)ρ− (ak · ρ)ρ′ , (2.4)

el cual es extremo para el cono rebanado DJ = DJ ′ ∩Hk.

La finalización de XJ se logra incorporando todas las intersecciones que el hiperplano ∂Hk

hace con las 2-caras de DJ ′ definidas por los pares de rayos (ρ′, ρ) ∈ X−×X+. La colección

de todos estos rayos,

Yk = {ϕk(ρ′, ρ) : (ρ′, ρ) ∈ X− ×X+ y ρ ∼ ρ′} , (2.5)

completa el conjunto de rayos extremos de DJ , XJ = X+∪X0∪Yk. El par (J , XJ ) constituye

una doble descripción de el cono DJ . El procedimiento anterior se resume en el pseudo-código

mostrado en el Algoritmo 1.

La prueba de colaminaridad en (2.5), correspondiente a la ĺınea 7 de el pseudo-código para

la función F en el Algoritmo 1, puede proceder de dos maneras: ya sea aplicando la prueba

algebraica, inciso (b) en el Lema 2.1.1, la cual aplica métodos de álgebra lineal, o bien la

prueba combinatoria, inciso (c) del Lema 2.1.1, la cual corre sobre el conjunto XJ ′\{ρ, ρ′}

[40]. Un hecho a resaltar es que para los cono regulares el test de colaminaridad para los pares

en X−×X+ puede omitirse, pues en tal caso todo par de rayos extremos es colaminar (Lema

2.1.2).

25



Algoritmo 1 Método de inserción estándar.

def F (XJ ′ , ak) :

1 X+ := {ρ ∈ XJ ′ : ρ · ak < 0}
2 X− := {ρ ∈ XJ ′ : ρ · ak > 0}
3 X0 := {ρ ∈ XJ ′ : ρ · ak = 0}
4 X = X+ ∪X0

5 for ρ′ ∈ X− :

6 for ρ ∈ X+ :

7 if ρ ∼ ρ′ : // Lema 2.1.1

8 X = X ∪ {ϕk(ρ′, ρ)} // Fórmula (2.4)

9 return X

El conjunto de rayos extremos XZ(p) del cono degenerado DZ(p) se produce usando como

recurrencia la función de inserción F en el Algoritmo 1. Los semi-espacios en el conjunto

B′ = Z(p)\B son introducidos uno por uno hasta agotarse. Este rebanado incremental de

conos constituye la función X del Algoritmo 2. El caso base para empezar con la recurrencia,

ĺınea 1 del Algoritmo 2, es el conjunto de rayos extremos XB de una base B ⊂ Z(p), como se

muestra en el Lema 2.0.1.

A pesar de que una gran cantidad de rayos intermedios calculados por la función X en el

Algoritmo 2 no sobreviven como rayos extremos del cono objetivo DZ(p), la función de inserción

estándar F tiene que aplicar la prueba de colaminaridad (ya sea (b) o (c) del Lema 2.1.1) a cada

par del conjunto X−×X+ en cada paso de la cadena que conduce a XZ(p). El procedimiento

de rebanado incremental estándar, Algoritmos 1 y 2, se extiende considerablemente al aplicar

Algoritmo 2 Rebanado incremental usando la función de inserción estándar F.

def X(B , B′) :

1 X = XB // Lema 2.0.1

2 for k ∈ B′ :

3 X = F(X , ak) // Algoritmo 1

4 return X
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Algoritmo 3 Rebanado incremental con registro de 2-caras y prueba de descarte.

def X′ (B , B′) :

1 X = XB // Lema 2.0.1

2 L = X ×X // Lema 2.1.2

3 for H ∈ B′ :

4 producir los conjuntos X+ , X0 , X−

5 X = X0 ∪X+

6 for (ρ′, ρ) ∈ X− ×X+ :

7 if
∣∣∣J |(ρ′, ρ)

∣∣∣ < n− 2 : // Lema 2.1.3

8 continue

9 if (ρ′, ρ) ∈ L :

10 X = X ∪ {ϕH(ρ′, ρ)} // fórmula (2.4)

11 remplazar (ρ, ρ′) en L por (ρ, ϕH)

12 continue

13 else if ρ′ ∼ ρ : // Lema 2.1.1

14 X = X ∪ {ϕH(ρ′, ρ)} // fórmula (2.4)

15 L = L ∪ {(ρ, ϕH)}
16 return X

un exceso de pruebas de colaminaridad. Desafortunadamente, no tenemos un mecanismo para

evitar esos exámenes de colaminaridad durante el proceso de rebanado. Lo que śı tenemos

es un método para reducir el número de veces que se aplica la prueba. El método es simple

pero mejora considerablemente el tiempo del CPU invertido en el proceso de rebanado. La

idea se compone de dos partes: (i) mantener un registro de los pares de rayos que sabemos

son colaminares para aśı evitar una doble examinación, y (ii) usar como filtro una condición

necesaria de colaminaridad. Si la condición necesaria no se cumple, el par es rechazado y se

acabó. Si el par en cuestión no es rechazado entonces se busca en el registro. Si no se encuentra,

entonces se realiza la prueba de colaminaridad al par. Si la prueba resulta positiva, se produce

un nuevo rayo y el par de rayos es inclúıdo en el registro de pares de rayos colaminares. Esta

estrategia para mejorar el procedimiento de rebanado es implementada en el Algoritmo 3.

Ya que el caso base de la regla de recurrencia es el conjunto de rayos extremos XB de
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una base B ⊂ Z(p), el registro de pares de rayos colaminares se inicializa en la ĺınea 2 del

Algoritmo 3 de acuerdo a lo siguiente.

Lema 2.1.2 (Para una base todos los pares de rayos son colaminares). Sea B ⊂ Z(p) una

base. El conjunto de 2−caras del cono DB es XB ×XB.

El mejorado Algoritmo 3 rechaza un par como colaminar -y no hace nada- cuando la

siguiente condición, plasmada en sus ĺıneas 7 y 8, no se cumple.

Lema 2.1.3 (Se requiere de un ḿınimo). Para algún J ⊂ Z(p) con rank(J ) = n, sea (ρ, ρ′)

un par de rayos extremos del cono DJ . Si ρ ∼ ρ′, entonces
∣∣J (ρ, ρ′)

∣∣ > n− 3.

El método incremental que hemos descrito para la enumeración de rayos extremos de

conos muestra complicaciones al extenderse a enumeración de vértices de el politopo completo

[24]. Una debilidad de el método es que el número de vértices intermedios puede crecer

exponencialmente comparado con el número de vértices verdaderos. Es por eso que seguimos

un método de pivoteo en su lugar.

2.2. Obteniendo los puntos extremos vecinos

Los rayos en el conjunto XZ(p) (calculados por el Algoritmo 3) definen las direcciones de

búsqueda de los puntos extremos adyacentes al vértice p. Asumiendo que el politopo P es

compacto, el span lineal positivo de todo ρ ∈ XZ(p) necesariamente intersecta uno de los

hiperplanos en I\Z(p), por lo que el conjunto de hiperplanos Np(ρ) = {t ∈ I\Z(p) : at ·ρ 6=

0} es no vaćıo. Entonces, para t ∈ Np(ρ) el hiperplano ∂Ht es perforado por ρ en el punto

qt = p + ρλt, con

λt = (bt − p · at)/(ρ · at) > 0 . (2.6)

El punto qt con el λt más pequeño (positivo) es el punto extremo vecino de p a lo largo de ρ.
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Algoritmo 4 Regla de pivoteo para obtener los puntos extremos vecinos.

def P(B , B′) :

1 Vp = ∅ ; Ep = ∅
2 X = X′(B , B′) // Algoritmo 3

3 for ρ ∈ X :

4 N := {t ∈ I \ Z(p) : ρ · at > 0}
5 λ = mı́nt∈N

{
(bt − p · at)/(ρ · at)

}
// Lema 2.2.1

6 q = p + λ ρ

7 Vp = Vp ∪ {q} ; Ep = Ep ∪ {(p, q)}
8 return Vp , Ep

Lema 2.2.1 (Pivotear alrededor de p [34]). Para todo ρ ∈ XZ(p) sea Np(ρ) como se definió

anteriormente. El conjunto de puntos extremos vecinos de p viene dado por

Vp = {q = p+ λρ : ρ ∈ XZ(p), λ = mı́n
t∈Np(ρ)

{λt}} . (2.7)

El par no-ordenado {p, q}, para todo q ∈ Vp, es un elemento del conjunto de aristas

de p, denotado por Ep. El Lema 2.2.1 es el corazón de la función pivote P que regresa el

conjunto de vecinos Vp y el conjunto de aristas Ep de el vértice p. La función P se define por

el pseudo-código mostrado en el Algoritmo 4.

2.3. Ensamblando el grafo esquelético

El recorrido por el esqueleto empieza a partir de un punto extremo conocido p de P , el

cual es un vértice de el grafo G(P). El conjunto de vértices V se inicializa como {p}. La

conectividad de p en G(P) se determina por la función P del Algoritmo 4 al proporcionarnos

dos conjuntos: el conjunto de vértices vecinos Vp y el conjunto de aristas adyacentes Ep. El

conjunto de aristas E de el esqueleto se inicializa como Ep. Todos los vértices vecinos de p

quedan en espera de ser explorados. Estos toman un lugar en la cola Q, que se inicializa con
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Algoritmo 5 Ensamblaje del grafo G(P).

def G(B,B′) :

1 Vp , Ep = P(B,B′) // Algoritmo 4

2 Q = Vp ; E = Ep ; V = {p}
3 while Q 6= ∅ :

4 Tomar el siguiente v ∈ Q y actualizar Q = Q \ {v}
5 Escoger una base Bv y fijar B′v = Z(v) \ Bv
6 Vv , Ev = P(Bv,B′v) // Algoritmo 4

7 E = E ∪ Ev ; V = V ∪ {v} ; Q = Q ∪ {Vv \ V }
8 return V , E

el conjunto Vp. Con este abastecimiento, una búsqueda exhaustiva se lleva a cabo al aplicar

repetidamente los siguientes tres pasos, terminando cuando ya no queda ningún vértice en la

cola Q.

1. Tomar el siguiente vértice v disponible en la cola Q y sacarlo de esta.

2. Aplicar la función P al vértice v con el fin de generar los conjuntos Vv y Ev.

3. Actualizar los conjuntos de aristas E = E ∪Ev y vértices explorados V = V ∪ {p}, aśı

como la cola de vértices por explorar Q = Q ∪ (Vv\V ).

Cuando el proceso termina, el par (V,E) es el grafo G(P). La función G se muestra en el

Algoritmo 5.

2.4. Práctica computacional

En esta sección se presentan los resultados de varias pruebas de rendimiento llevadas a

cabo con el Algoritmo 5 que además de medir el funcionamiento del programa frente a las

complicaciones introducidas por la degeneración nos han permitido estudiar la naturaleza de

los politopos correspondientes a escenarios correlacionales sin-señalización.
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Para llevar a cabo estas pruebas se emplearon una gran cantidad de sistemas de desigual-

dades lineales organizados en cuatro familias de acuerdo a la degeneración de sus sistemas de

entrada y a la conectividad de sus grafos de salida.

El tamaño de entrada de los sistemas es medido por la variable ζ = nm〈Z〉, la cual

incluye (a) la dimensión n, (b) el número m de semi-espacios (o restricciones) y (c) el número

promedio 〈Z〉 = n + 〈σ〉 de hiperplanos activos de los puntos extremos del politopo P . El

tamaño de el grafo de salida G(P) es medido por (a) el número de vértices |V | de el grafo y

(b) su conectividad κ = 〈X〉/|V |, donde 〈X〉 es el número promedio de aristas adyacentes a

cada vértice de G(P). El número de vértices |V | mide el volumen del grafo y la conectividad

κ < 1 es una medida simple de la complejidad de la topoloǵıa del grafo. Las dos variables de

salida, κ y |V |, junto con el tamaño de la entrada ζ proporcionan una caracterización práctica

de la complejidad del problema de conversión, incluyendo la degeneración y sus consecuencias.

Además, permiten organizar la gran variedad de sistemas de desigualdades lineales usados en

cuatro familias con distinto grado de complejidad.

Los grafos estudiados más simples corresponden a la familia de descripciones de semi-

espacio no-degeneradas. Estos sistemas se construyeron usando hiperplanos tangentes a la (n−

1)-esfera en el espacio Euclidiano En. Los puntos de tangencia fueron generados aleatoriamente

y distribúıdos uniformemente sobre el ortante positivo de la (n − 1)-esfera. Los sistemas

aleatorios aśı producidos son regulares con probabilidad 1. La familia de sistemas regulares

etiquetada como k0 en la figura 2.1-A (representada por diamantes huecos) cubre los rangos

7 ≤ n ≤ 20 y 16 ≤ m ≤ 64. Para cualquier valor de el tamaño de entrada ζ, los sistemas de

desigualdades lineales no-degenerados producen los grafos de salida más voluminosos (figura

2.1-B) y menos conectados (figura 2.1-A). La tendencia seguida por la familia no-degenerada

k0 en la figura 2.1-A implica que las descripciones de semi-espacio degeneradas presentan

valores combinados de entrada-salida κζ2 > 2× 104.

31



102 103 104 105

Tamano de entrada ζ

10-4

10-2

100

T
a
m

a
n
o
 d

e
 s

a
lid

a
 

A

k0

k1

k2
k3

ζ2 =2×104

102 103 104 105

Tamano de entrada ζ

102

104

106

T
a
m

a
n
o
 d

e
 s

a
lid

a
 |V
|

B

Figura 2.1: Caracteŕısticas de entrada-salida de los sistemas de desigualdades lineales usados en la
práctica computacional. La variable κ es la conectividad promedio de el grafo de salida, |V | es el
número de vértices y ζ es el tamaño de la entrada, el cual incluye la cantidad de degeneración.

Las zonas de complejidad intermedia en las figuras 2.1-A y 2.1-B están pobladas por sis-

temas de no-señalización bipartitas [34], representados por puntos circulares. Estos politopos

corresponden a escenarios bipartitas con mi entradas para la parte i (= 1, 2) y con conjuntos

de salida de tamaño ri que pueden ser diferentes para cada una de las partes, pero están res-

tringidos a ser independientes del valor de entrada xi. Los valores de mi que hemos considerado

van de 2 a 7 mientras que los de ri van de 2 a 10.

La dimensión af́ın de los politopos de no-señalización de estos escenarios viene dada por

[41]

n = (m1(r1 − 1) + 1) (m2(r2 − 1) + 1)− 1 , (2.8)

y se determina mediante el kernel de el sistema de ecuaciones lineales (1.4)-B y -C. El tamaño

de sus descripciones sin-señalización (1.4) es |SP | = m = m1m2r1r2.

El sistema bipartito con menor valor para ζ corresponde al arreglo experimental de Bell

[4], en el cual mi = ri = 2. A partir de este escenario emergen dos secuencias de sistemas de

no-señalización. La secuencia superior en la figura 2.1-A (ĺınea roja) -referida como la familia
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k2-, pertenece a los a escenarios bipartitas dicotómicos con m1 = m2 = r2 = 2 (fijos) y r1

corriendo, los cuales son equivalentes a los escenarios con m1 = m2 = r1 = 2 (fijos) y r2

corriendo. Su dimensión es n = 6ri− 4 y su número de semi-espacios queda |SP | = m = 8ri.

El grafo de salida tiene |V | = 2ri
2 (2 + (ri − 1)2) vértices [34]. Los sistemas estudiados de

esta familia alcanzan los tamaños de entrada más grandes ζ ∼ 106.

La secuencia inferior de sistemas de no-señalización en la figura 2.1-A (ĺınea verde) -referida

como la familia k1- emerge a partir del montaje de Bell incrementando el número de opciones

de entrada disponibles para una de las partes, es decir, corresponde a los escenarios bipartitas

con m2 = r1 = r2 = 2 y m1 corriendo, equivalente a m1 = r1 = r2 = 2 y m2 corriendo.

Su dimensión es n = 3mi + 2 y su número de semi-espacios queda |SP | = m = 8mi. Los

sistemas degenerados de la familia k1 producen los grafos de la clase de no-señalización más

voluminosos pero también más pobremente conectados.

Ambas secuencias de sistemas de no-señalización en la figura 2.1 (ĺıneas roja y verde)

constituyen familias de un solo parámento. Los puntos azules dispersos ente ambas secuencias

corresponden a sistemas binarios que difieren del arreglo de Bell en al menos dos parámetros.

La figura 2.1-B nos muestra como el número de vértices de los grafos de no-señalización

se encuentra varios órdenes de magnitud por debajo de la secuencia de los grafos regulares.

En conjunto, la figura 2.1 confirma que los politopos de no-señalización constituyen un buen

ejemplo de descripciones de semi-espacio altamente degeneradas que producen grafos de salida

con volumen |V | y conectividad κ moderados.

El último sistema de no-señalización estudiado corresponde al sistema binario de no-señali-

zación tripartita [9], el cual es representado como una estrella.

La cuarta y última de sistemas estudiados corresponde a los sistemas de semi-espacios de

Birkhoff. Estos sistemas producen grafos esqueléticos densamente conectados, apareciendo en

la parte superior del mapa de entrada-salida de la figura 2.1-A. Estos son referidos como la
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Figura 2.2: A.- Complejidad de los grafos de salida por tamaño de volumen |V | y complejidad κ.
B.- Complejidad por tamaño de volumen |V | y tamaño de entrada-salida combinado κζ. En ambas
figuras las flechas apuntan en la dirección de crecimiento de ζ.

familia k3 de matrices [pij] doblemente estocásticas ` × ` y son representados por puntos

cuadrados en la figura 2.1 (ĺınea naranja). La región poliédrica P` de las matrices doblemente

estocásticas es conocida como el politopo de Birkhoff. Este politopo es notable en varias ramas

de las matemáticas [38, 39]. Un politopo P` es la región accesible, en el espacio Euclidiano

de dimensión n = (` − 1)2, de las restricciones de no-negatividad pij ≥ 0, sujetas a las

condiciones de normalización
∑̀
i=1

pij =
∑̀
i=1

pji = 1. El grafo G(P`) tiene |V | = `! vértices [38].

Los mapas de entrada-salida en la figura 2.1 muestran que los politopos de Birkhoff presentan

descripciones de semi-espacio con muy alta degeneración y para valores grandes de ζ sus grafos

de salida se vuelven voluminosos pero manteniendo una densa conectividad (el diámetro de

G(P`) es 2 para todo ` [38]). La familia de un solo parámetro k3 de politopos de Birkhoff

constituye nuestro ejemplo más complejo.

La figura 2.2-A muestra el estimado práctico de la complejidad de el grafo de salida G(P)

dados por el volumen |V | y la conectividad κ. Cada familia sigue un ”camino de complejidad”

bien definido. Las flechas en la figuras indican la dirección de crecimiento del tamaño de entrada

ζ. La tendencia general al crecer el tamaño de la entrada es un aumento en el volumen |V |
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a expensas de una pérdida de conectividad κ: la degeneración en la descripciones de entrada

es convertida en un distinto grado de conectividad por familia. Este hecho se aprecia mejor

en la figura 2.2-B al usar el tamaño combinado de entrada-salida κζ en vez de sólo κ. Los

grafos de salida de la familia k1 exhiben que la degeneración se manifiesta con un incremento

considerable en el volumen pero produciendo una baja conectividad. La figura 2.2-B muestra

que la familia k2 exhibe la tasa de crecimiento de volumen más lenta mientras que el tamaño

de entrada-salida combinado κζ se mantiene alrededor del valor κζ ∼ 2.1 × 103. Este valor

constante de κζ se presenta a śı mismo como una frontera entre las familias con grafos de

alta y baja conectividad.

En la figura 2.3-A vemos que el Algoritmo 5 muestra su mejor rendimiento para la familia

k2 de sistemas de no-señalización. El tiempo del CPU que tarda el Algoritmo 5 para construir

los grafos de estos sistemas ajusta exactamente la ley O(ζ3). Por el contrario, el algoritmo se

muestra más tardado para construir el grafo de salida de los sistemas regulares, en cuyo caso el

tiempo del CPU empleado sigue un comportamiento que va como O(ζ9.6) para valores grandes

de ζ, mostrado como un segmento sólido en la figura 2.3-A. Como referencia, el tiempo que

el Algoritmo 5 requiere para producir el grafo de un sistema degenerado de la familia k2 con

ζ ∼ 104 es cinco órdenes de magnitud menor que el tiempo empleado en construir el grafo de

un sistema regular con el mismo tamaño de entrada. Los tiempos de CPU para las familias k1

y k3 para valores grandes de ζ van como O(ζ7.2) y O(ζ5), respectivamente.

Las diferencias en el rendimiento del Algoritmo 5 se aprecian mejor en términos de la va-

riable de entrada-salida combinada κζ. La figura 2.3-B muestra una clara distinción entre las

cuatro familias de sistemas. Las familias k0 y k1, las cuales producen los grafos menos conec-

tados, presentan una tasa de crecimiento del tiempo de ejecución similar cuando la variable

combinada κζ se vuelve más chica. El Algoritmo 5 muestra un comportamiento opuesto en

los sistemas degenerados con grafos altamente conectados de la familia k3 pues los tiempos
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Figura 2.3: A.- Tiempo del CPU empleado por el Algoritmo 5 para producir el grafo de salida, como
función del tamaño de entrada ζ. B.- Como función de la variable de entrada-salida combinada κζ

de ejecución crecen con κζ. Aśı, conclúımos que el Algoritmo 5 presenta su mejor rendimiento

en familias degeneradas con grafos densamente conectados, como las familias k2 y k3.

El Algoritmo 5 consta de dos procedimientos fundamentales. El primero es la ĺınea 6 del

Algoritmo 5, que resuelve la degeneración para determinar (a) los rayos extremos de los conos y

(b) los puntos extremos vecinos. El otro procedimiento es un recorrido exhaustivo a través de los

puntos extremos. El procedimiento del recorrido es el Algoritmo 5 en si, excluyendo el tiempo

empleado por la ĺınea 6. La siguiente prueba determina en cuál de los dos procedimientos el

Algoritmo 5 consume la mayor parte de tiempo.

La fracción del tiempo del CPU empleada para recorrer el conjunto de puntos extremos se

muestra en la figura 2.4-A como función del tamaño de entrada ζ. Los sistemas degenerados

con grafos densamente conectados son los puntos que siguen la ĺınea punteada inferior en

la figura 2.4-A, mientras que los sistemas que siguen la ĺınea punteada superior son aquellos

que presentan una enorme cantidad de vértices pobremente conectados. En estos últimos el

recorrido a través de los puntos extremos se torna más largo que resolver la degeneración

conforme crece el valor de ζ.
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Figura 2.4: Fracción del tiempo del CPU comsumida por el Algoritmo 5 para recorrer el conjunto
de puntos extremos. A.- Como función del tamaño de la entrada ζ. B.- Como función de la variable
combinada κζ.

Considerando la variable combinada κζ, la fracción de tiempo empleada en el recorrido

decrece monotónicamente, como se muestra en la figura 2.4-B, donde las flechas apuntan en

la dirección de crecimiento de ζ. El tiempo del recorrido nunca es mayor al 10 % del tiempo del

CPU para sistemas con valores de κζ & 100. Para los sistemas de la familia k2 el Algoritmo

5 toma sólo el 0.17 % del tiempo para completar el recorrido: 99.83 % del tiempo es usado

para resolver la degeneración. Como conclusión de esta prueba tenemos que la complejidad

recae enteramente sobre la degeneración de el problema de conversión cuando κζ > 100, sin

importar el número de vértices |V |.

La última prueba que presentamos es una comparación entre los tiempos de ejecución de el

Algoritmo 5 contra los tiempos empleados por nuestra propia implemenatación de el algoritmo

de Balinski [23] basado meramente en el śımplex. La figura 2.5 nos muestra esta comparación

para los sistemas que fueron resueltos por el algoritmo de Balinski en menos de 50 horas. El

Algoritmo 5 exhibe un rendimiento varios órdenes de magnitud mejor que el de Balinski. Por

ejemplo el sistema de no-señalización representado por el punto azul en la figura 2.5 se obtuvo
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Figura 2.5: Proporción de los tiempos del CPU TA5/TB. El Algoritmo 5 (TA5) trabaja varios órdenes
de magnitud más rápido (polinomialmente) que nuestra implementación del algoritmo de Balinski
(TB) [23].

después de 49 horas usando el algoritmo de Balinski, mientras que el Algoritmo 5 tomó sólo

86 segundos para la conversión.

Los resultados de otras pruebas de rendimiento relacionadas con la sensibilidad del Algo-

ritmo 5 a la elección de base B y al orden de inserción de los planos en B′, aśı como con los

exámenes de colaminaridad (Lema 2.1.1) se encuentran en [35].

Como conclusión de este caṕıtulo diremos que los resultados de las pruebas realizadas

sobre el Algoritmo 5 indican claramente que este es una herramienta computacional adecuada

para generar el esqueleto (V , E) de los politopos de correlaciones multipartitas descritos por

las condiciones de no-señalización (1.4). Lo que sigue es usar esta herramienta de conversión

en un escenario particular (Bell) con el fin de identificar las cajas extremas (puras) locales

y no-locales y escribir las fórmulas para sus relaciones de entrada/salida. Estas fórmulas son

la base para concretizar las cajas puras por medio de generadores aleatorios y constituyentes

ordinarios (no-cuánticos). Cualquier otra caja de no-señalización puede ser modelada por una

mezcla de cajas puras. Estos modelos ordinarios son de gran interés pues constituyen una

herramienta teórica para cuantificar la intensidad de la no-localidad cuántica en términos de
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la capacidad de los modos de comunicación y de la cantidad de aleatoriedad compartida entre

las partes. Este es el tema de estudio del siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 3

Geometŕıa del politopo de correlaciones

para el escenario de Bell

En este caṕıtulo daremos una descripción detallada de la geometŕıa del politopo de corre-

laciones para el escenario de Bell. Esta descripción, que se obtiene a partir de la información

brindada por el Algoritmo 5, es la base para concretizar las máquinas binarias aleatorias que

reproducen las correlaciones cuánticas para el montaje de Bell, las cuales se diseñarán en el

siguiente caṕıtulo.

Empezaremos por resolver la descripción de no-señalización del politopo de correlaciones

correspondiente al escenario de Bell, en el cual dos observadores tienen dos opciones binarias,

x1, x2 ∈ {0, 1}, ω1, ω2 ∈ {0, 1}, para realizar sus mediciones. Este caso corresponde a la

medición de correlaciones cuánticas por parte de dos observadores que comparten un par de

part́ıculas de spin-1/2 en estado singlete, con cada observador contando con dos direcciones

de cuantización arbitrarias como opciones de medición.

Este escenario puede adoptar una de dieciséis configuraciones (ω1ω2|x1x2), cada una con

probabilidad P (ω1ω2|x1x2). No todas estas probabilidades son independientes pues están rela-
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cionadas por medio de las condiciones de normalización -ecuación (1.4)-B- ,
∑
ω1ω2

P (ω1ω2|x1x2) =

1 , una para cada x1x2 ∈ {0, 1}2, y mediante las condiciones de no-señalización impuestas

sobre las probabilidades marginales -ecuación (1.4)-C-,

P (ω1|x1) :=
∑
ω2

P (ω1ω2|x10) =
∑
ω2

P (ω1ω2|x11) ,

P (ω2|x2) :=
∑
ω1

P (ω1ω2|0x2) =
∑
ω1

P (ω1ω2|1x2) .

El conjunto de estas restricciones sobre las probabilidades conforma un sistema lineal de ecua-

ciones que deja un conjunto de 8 probabilidades independientes. Las 16 condiciones de no-

negatividad P (ω1ω2|x1x2) ≥ 0 -ecuación (1.4)-A-, al ser escritas en términos de las 8 pro-

babilidades independientes constituyen la descripción de no-señalización de el politopo binario

bipartita [7].

La solución a esta descripción, que se obtiene mediante la aplicación de el Algoritmo 5,

resulta ser un politopo de dimensión af́ın 8 incrustado en un espacio Euclidiano de dimensión

16, donde cada coordenada corresponde a el valor de una probabilidad P (ω1ω2|x1x2). El

esqueleto de este politopo se compone de 24 vértices interconectados por 168 aristas. A cada

vértice corresponde una caja de no-señalización pura que se caracteriza por una distribución

de probabilidad sobre su conjunto de entradas y salidas. Aśı, las coordenadas de los vértices

representan valores espećıficos de las probabilidades P (ω1ω2|x1x2) para cada configuración

(ω1ω2|x1x2). Algunas de las caracteŕısticas más notables de este politopo son dibujadas en la

figura 3.1.

Dieciséis de estos vértices corresponden a correlaciones locales deterministas (no aleatorias)

pues sus coordenadas sólo toman los valores de 0 o 1 (coordenadas deterministas). Estos

vértices son denotados como Bαaβb, indexados con la palabra binaria αaβb ∈ {0, 1}4. Las
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Figura 3.1: Representación esquemática de el politopo de correlaciones de no-señalización para
el escenario de Bell. Los vértices locales son etiquetados con la letra B mientras que los vértices
no-locales PR son etiquetados como PR.

coordenadas del 16-vector Bαaβb son las probabilidades dadas por

Pαa
βb (ω1ω2|x1x2) = (ω1 + αx1 + a+ 1) (ω2 + βx2 + b+ 1) . (3.1)

La suma de variables binarias en (3.1) y en adelante es modulo 2. Las probabilidades marginales

Pαa
βb (ωi|xi) para los vértices locales Bαaβb, derivadas a partir de (3.1), son 1 cuando la condición

ω1 = αx1 + a , ω2 = βx2 + b (3.2)

correspondiente a la parte i se cumple y 0 en caso contrario. Nótese que las relaciones de e/s

en (3.2) no entremezclan partes distantes, lo que concuerda con la hipótesis de realismo local

[4]. Aśı, cada vértice Bαaβb representa una caja de no-señalización pura cuya distribución de

probabilidad es local y determinista. En términos de las cajas de no-señalización la ecuación

(3.2) nos dice que las cajas con α = 0 (β = 0) tienen salidas ω1 (ω2) no son sensibles al

parámetro de entrada x1 (x2), mientras que las cajas con α = 1 (β = 1) presentan salidas ω1

(ω2) sensibles al parámetro de entrada x1 (x2). Los vértices locales Bαaβb son dibujados en la
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figura 3.1 como puntos etiquetados con una ’B’.

La cubierta convexa de los 16 vértices locales Bαaβb es el politopo de correlaciones locales,

conocido como el politopo de Bell, el cual es un sub-politopo de el politopo binario bipartita [2,

7]. Este politopo tiene dimensión af́ın completa 8 y es representado por el cuadrado verde en la

figura 3.1. Todas las cajas de no-señalización con distribuciones de probabilidad deterministas-

locales quedan dentro de este politopo.

Ocho de las caretas de el politopo de Bell corresponden a las desigualdades de CHSH [1],

por lo que son la frontera entre las cajas con distribuciones de probabilidad deterministas-

locales y las cajas con distribuciones aleatorias-no-locales. Las caretas CHSH del politopo de

Bell son denotadas como Cijk e indexadas por la palabra binaria ijk ∈ {0, 1}3. La careta Cijk
es la cubierta convexa de ocho vértices locales Bαaβb

Cijk = conv{Bαaβb : (α + j)(β + i) + (a+ b) + ij = k} . (3.3)

En la tabla de la figura 3.2 el renglón ijk constituye la función caracteŕıstica de la careta Cijk
sobre el conjunto de vértices Bαaβb: si la entrada en la columna αaβb es un 1, entonces el

vértice Bαaβb es uno de los ocho vértices locales que conforman la careta Cijk. Las caretas Cijk
son representadas por los segmentos punteados que conectan los B-vértices en la figura 3.1.

Los otros ocho vértices de el politopo binario bipartita corresponden a correlaciones no-

locales aleatorias. Estos se denotan como Rijk, y son indexados por la palabra binaria ijk ∈

{0, 1}3. Los ocho vértices Rijk son los únicos vértices no-locales de el politopo binario bipartita.

Cada vértice Rijk constituye una caja pura de correlaciones PR no-locales, también conocidas

como cajas-PR [5]. Las coordenadas de el 16-vector Rijk son las probabilidades dadas por

Pijk(ω1ω2|x1x2) = 1
2

(ω1 + ω2 + (x1 + i)(x2 + j) + k + 1) . (3.4)
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ijk︸︷︷︸ 00 00 01 01 00 00 01 01 10 10 11 11 10 10 11 11 ← αa

↓ 00 01 00 01 10 11 10 11 00 01 00 01 10 11 10 11 ← βb

000 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0

001 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1

010 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1

011 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 0

100 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 1

101 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 1 1 0

110 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 0

111 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1

Figura 3.2: Tabla de adyacencias de los ocho vértices no-locales Rijk. Una arista que conecta
el vértice no-local Rijk con el vértice local Bαaβb es indicada con un 1.

Estas probabilidades no son cero si, y sólo si

ω1 + ω2 = (x1 + i)(x2 + j) + k . (3.5)

A diferencia de los vértices locales, las probabilidades marginales para los vértices no-locales

Rijk, derivadas a partir de (3.4), son máximamente aleatorias: Pijk(ω1|x1) = Pijk(ω2|x2) =

1/2. Las ocho relaciones referidas por (3.5) constituyen una caracterización de las correlaciones-

PR causales elementales asociadas a cualquier escenario binario bipartita. Estas ocho relaciones

difieren por transformaciones binarias locales que mantienen a las partes totalmente correla-

cionadas.

En términos de cajas de no-señalización, las relaciones en (3.5) nos brindan la parametri-

zación

ω1 = r , ω2 = r + k + (x1 + i)(x2 + j) , (3.6)

donde r es una variable aleatoria que toma su valor en {0, 1} con 1/2 de probabilidad cada
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una. Con esta parametrización es posible ver que en aislamiento la salida ω1 léıda por la

parte 1 es máximamente incierta para ella. Sin embargo, tomada como parte de la palabra de

salida ω1ω2 ∈ {0, 1}2, las salidas de las cajas-PR en (3.6) están perfectamente correlacionadas

(ω1 +ω2 = 0) o bien perfectamente anti-correlacionadas (ω1 +ω2 = 1) de acuerdo con (3.5).

La no-localidad de las cajas-PR se vuelve evidente en la representación adoptada por la relación

de e/s (3.6) en el hecho de que los dos extremos de la caja están inter-conectados: la salida ω2

en la parte 2 depende del valor x1 asignado a la entrada en la parte 1. Los vértices no-locales

Rijk son representados en la figura 3.1 como puntos con la etiqueta ’PR’.

Cada vértice no-local Rijk tiene aristas que lo conectan con los ocho vértices Bαaβb ubicados

sobre la careta Cijk del politopo de Bell identificada con la misma palabra binaria ijk. Las

adyacencias entre los vértices Rijk y los vértices Bαaβb son dados por (3.3) y mostrados en la

tabla de la figura 3.2. Los vértices Rijk no tienen ninguna arista entre ellos en el esqueleto.

Cada vértice no-local Rijk junto con sus ocho vértices locales Bαaβb adyacentes conforman un

8-śımplex, también identificado por la palabra binaria ijk. Este 8-śımplex tiene su punta en el

vértice Rijk y su base en la careta Cijk, por lo que es exterior al politopo de Bell. Todas las

cajas de no-señalización con distribuciones de probabilidad no-locales están contenidas dentro

de estos 8-śımplices. El politopo binario bipartita es entonces la unión de los ocho 8-śımplices

no-locales y el politopo de Bell. Los 8-śımplices son representados como triángulos sin colorear

en la figura 3.1.

Los cuatro pares de vértices no-locales Rij0 y Rij1, ij ∈ {0, 1}2, aparecen como pares de

vértices ant́ıpodos relativos al baricentro G del politopo binario bipartita, el cual se encuentra

en (1, . . . , 1)/4. La cubierta convexa de los vértices no-locales Rijk tiene dimensión af́ın 4

solamente, pero contiene al baricentro G del politopo. Esta situación es representada en la

figura 3.1 por el segmento punteado que conecta los vértices PR. El śımbolo ”⊗” señala el

baricentro del politopo.

45



+ +
ω2

x1 x2
i j

comparator

kbinary
constant

r
random
source

≈

ω1

Figura 3.3: Representación esquemática de las cajas-PR parametrizadas por la palabra binaria
ijk ∈ {0, 1}3. La fuente aleatoria produce un valor de 0 o 1, con 1/2 de probabilidad cada uno.
Si x1x2 = i j el comparador alimenta al sumador con un 1, de modo que la caja entrega la salida
ω2 = r + k + 1. En caso contrario, la salida será ω2 = r + k.

Todos los vértices locales Bαaβb se encuentran a una distancia
√

3 del baricentro G, mientras

que todos los vértices no-locales Rijk se encuentran a una distancia 1 del baricentro G. Aśı, la

esfera que soporta a los vértices locales Bαaβb es de radio mayor que la esfera que soporta a

los vértices no-locales Rijk. Sin embargo, los vértices Rijk son exteriores al politopo de Bell.

Ambas esferas son concéntricas al baricentro.

3.1. Concretización de las cajas-PR

Las relaciones de e/s adoptadas en (3.6) nos permiten diseñar modelos de las cajas-PR

en términos de instancias ordinarias (no cuánticas), como se muestra esquemáticamente en la

figura 3.3.

Las ocho cajas-PR son parametrizadas en un único esquema que distingue entre cajas por

medio de la palabra binaria ijk ∈ {0, 1}3. La variable aleatoria r que aparece en las relaciones

e/s (3.6) es suministrado por la fuente aleatoria en el esquema, con la misma probabilidad

asignada al 0 y al 1. El bit producido por la fuente aleatoria es compartido por los dos extremos

de la caja-PR. Luego, siempre que los valores de entrada x1 y x2, fijados por las partes 1 y

2 respectivamente, cumplen con x1x2 = i j, el comparador alimenta al sumador con un 1 y
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la caja entrega la salida ω2 = r + k + 1. De otra manera, la salida será ω2 = r + k. Esta es

la no-localidad más fuerte alcanzable con las cajas de no-señalización en el escenario de Bell:

cualquier mezcla diluye la no-localidad PR.

La concretización de las cajas PR en términos de instancias ordinarias y una fuente aleatoria

es la base para diseñar una máquina binaria que reproduzca las correlaciones cuánticas en el

escenario de Bell. El diseño y construcción de estas máquinas es el tema de estudio del siguiente

caṕıtulo.
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Caṕıtulo 4

Construcción de máquinas binarias

aleatorias

En este caṕıtulo diseñaremos una máquina binaria aleatoria que reproduce, en promedio, las

correlaciones cuánticas generadas por el estado singlete para el escenario de Bell en un montaje

particular. Los componentes de esta máquina se basan en las cajas puras correspondientes a

los vértices del politopo binario bipartita, obtenidos mediante la aplicación de el Algoritmo 5

y descritos en el caṕıtulo anterior.

4.1. Descripción del escenario correlacional de Bell

El escenario de Bell es un escenario binario con dieciséis configuraciones (ω1ω2|x1x2),

donde xi y ωj, i = 1, 2, toman un valor binario. Este escenario corresponde al caso donde dos

observadores, que llamaremos Alice y Bob, acuerdan compartir un par de part́ıculas en estado

singlete |s〉 = 2−1/2( |0〉 |1〉 − |1〉 |0〉) para llevar a cabo la medición de correlaciones entre

estas. En el montaje Alice es la parte i = 1 y Bob es la parte i = 2. Para ajustarse al escenario
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de Bell, tanto Alice como Bob sólo cuentan con dos opciones o parámetros de medición cada

uno. Las dos opciones de medición de Alice, x1 ∈ {0, 1}, son asociadas a los dos 3-vectores ~ax1

sobre la esfera unitaria para proceder con una de las dos mediciones binarias σ~ax1 ≡ ~ax1 ·~σ. De

la misma manera, las dos opciones de medición de Bob, x2 ∈ {0, 1}, son asociadas a los dos 3-

vectores ~bx2 sobre la esfera unitaria, lo cual le permite realizar las mediciones σ~bx2
. El escenario

de Bell queda completamente establecido cuando Alice y Bob acuerdan restringir sus opciones

de 3-vectores para formar dos marcos ortogonales 2-d coplanares, ~a0 ·~a1 = ~b0 ·~b1 = 0, rotados

un ángulo θ tal que ~a0 ·~b0 = ~a1 ·~b1 =: cos θ. Las salidas del experimento son ω1, ω2 ∈ {0, 1},

con el bit de salida ωi = 0 (ωi = 1) asociado al estado de spin-arriba (spin-abajo).

Desde el comienzo, Alice y Bob conocen el estado |s〉 que comparten, el ángulo θ entre los

marcos de sus vectores de entrada y sus dos opciones de medición para elegir. En cada corrida

experimental Alice y Bob eligen una opción o parámetro de medición x1 y x2 y obtienen las

salidas ω1 y ω2, respectivamente.

El entrelazamiento contenido en el estado singlete |s〉 produce salidas adjuntas ω1ω2 que

están correlacionadas no-localmente, incluso si los dos eventos de medición están separados

espacialmente. Con el fin de cuantificar el grado de no-localidad generado por el estado singlete

para este montaje, Alice y Bob deben medir la correlación entre las salidas por medio de la

función de correlación 〈x1x2〉, definida como [1]

〈x1x2〉 = P (00|x1x2) + P (11|x1x2)− P (01|x1x2)− P (10|x1x2) . (4.1)

La función de correlación (4.1) es una medida de que tan correlacionadas (ω1 +ω2 = 0) o tan

anti-correlacionadas (ω1 + ω2 = 1) están las salidas ω1 y ω2. Por lo tanto, el valor que toma

esta función para este montaje es lo que Alice y Bob deben determinar.

La expresión (4.1) requiere del conocimiento de las 16 probabilidades P (ω1ω2|x1x2) aso-
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ciadas a los eventos (ω1ω2|x1x2). La teoŕıa cuántica asigna a estas 16 configuraciones las

probabilidades

Q(ω1ω2|x1x2) = 〈s|T (ω1|x1) ⊗ T (ω2|x2) |s〉 =
1

4

(
1− (−1)ω1+ω2~ax1 ·~bx2

)
, (4.2)

donde T (ωi|xi) = (1/2)(I+(−1)ωiσ~vxi ) son las proyecciones ortogonales. Estas probabilidades

son necesarias para obtener el valor de la función de correlación (4.1) que predice la teoŕıa

cuántica para el montaje de Bell.

Las probabilidades Q(ω1ω2|x1x2) en (4.2) determinan las coordenadas de un 16-vector

Q = Q(θ) en el mismo 16-espacio de probabilidad en el que vive el politopo binario bipartita

de correlaciones sin señalización. Las coordenadas de este punto determinan la distribución de

probabilidad sobre el conjunto de entradas y salidas de la caja de no-señalización correspon-

diente a este montaje del escenario de Bell, por lo que son la base de nuestro arreglo simulado

(recordemos que θ es el ángulo entre los dos marcos ortogonales que forman los vectores

elegidos por Alice y Bob).

4.2. Descripción geométrica de la órbita de Q

La órbita trazada en el 16-espacio por el punto cuántico Q(θ) para el montaje de Bell

descrito anteriormente es el ćırculo

Q(θ) =
√
2
2

cos θ x +
√
2
2

sin θ y , (4.3)

donde x = (R101 − R010) /
√

2 y y = (R101 − R011) /
√

2 son los vectores unitarios en el

16-espacio. Esta órbita Q(θ) [0, 2π] 3 θ 7→ Q(θ) queda ubicada dentro del politopo binario
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Figura 4.1: Probabilidades cuánticas Q(θ) para un e-bit en el escenario de Bell en el espacio de las
correlaciones sin-señalización.

bipartita. El conocer su posición relativa a los vértices de este politopo es el punto de partida

de la simulación.

La situación geométrica de la órbita cuántica Q(θ) descrita por (4.3) se retrata en la figura

4.1. La cubierta convexa de los cuatro vértices no-locales {R101, R010, R100, R011} es una sección

transversal 2-dimensional S de el politopo binario bipartita, correspondiente al cuadrado más

grande en la figura 4.1. Esta sección transversal S soporta al ćırculo Q(θ). El baricentro de el

politopo también es soportado por S y se muestra como un punto cuadrado rojo. La sección

S intersecta el politopo de Bell en el cuadrado delimitado por los cuatro segmentos punteados

en la figura 4.1, que conectan los puntos L0, L1, L2 y L3. Los segmentos punteados representan

los puntos de intersección de S con las caretas Cijk del politopo de Bell correspondientes a los

vértices R101, R010, R100 y R011.

La órbita Q(θ) se mueve por fuera del politopo de Bell atravesando los cuatro 8-śımplices

no-locales con punta en R101, R010, R100 y R011 y cuyas bases son soportadas por las cuatro

caretas Cijk que intersectan S en los segmentos punteados. La intersección de los 8-śımplices

con S son los cuatro triángulos que tocan los puntos L0, L1, L2 y L3. Todos los puntos en la
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órbita cuántica circular (4.3) mostrados en la figura 4.1, excepto las esquinas de el B-cuadrado

(L0, L1, L2, L3), son no-locales.

Los vértices no-locales R101, R010, R100 y R011 y las esquinas de el B-cuadrado L0, L1, L2 y L3

son los puntos extremos que se requieren para escribir la órbita cuántica Q(θ) en coordenadas

baricéntricas. Esto lo haremos a continuación para el primer cuadrante, θ ∈ [0, π/2], cuando

Q(θ) se ubica en interior del 8-śımplex 101.

Al expresar Q(θ) en términos de los nueve vértices del 8-śımplex 101 (ver tabla de la figura

3.2), obtenemos las coordenadas baricéntricas de Q(θ)

Q(θ) = (cos θ + sin θ − 1)R101 + (1− sin θ)L0 + (1− cos θ)L1 , (4.4)

donde los 16-vectores locales L0 = (1/4)(B11 10 + B00 01 + B10 11 + B01 00) y L1 = (1/4)(B00 11 +

B11 01 +B10 00 +B01 10) son los puntos extremos de la curva θ 7→ Q(θ), θ ∈ [0, π/2] en el primer

cuadrante. Las coordenadas de los puntos L0 y L1 se calculan usando las coordenadas de los

vértices Bαaβb, dadas por (3.1), ubicados sobre la careta C101 (ver tabla de la figura 3.2).

Ambos puntos extremos se encuentran sobre esa careta. Los puntos L0 y L1 corresponden a

cajas locales en el ĺımite de la no-localidad. Dado que tanto L0 como L1 son puntos locales,

podemos expresar su suma como un único punto local, denotado como L(θ), tal que

L(θ) = s0(θ)L0 + s1(θ)L1 , (4.5)

con

s0(θ) =
1− sin θ

2− cos θ − sin θ
, s1(θ) = 1− s0(θ) . (4.6)

Aśı, en términos de un único vector local L(θ) y un único vector no-local R101, la expresión
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para el punto Q(θ) queda

Q(θ) = (cos θ + sin θ − 1) R101 + (2− sin θ − cos θ) L(θ) , (4.7)

Dentro del śımplex, la representación baricéntrica (4.7) de el punto Q(θ) es única. Esta re-

presentación es la base de el montaje binario aleatorio para la simulación de las correlaciones

cuánticas de nuestro escenario de Bell.

4.3. Construcción de las máquinas binarias aleatorias

Ahora procederemos con la construcción de una máquina aleatoria causal (MAC) que

reproduzca en promedio las correlaciones cuánticas propias de el vector de probabilidad Q(θ)

dado por (4.2) para el estado singlete. Las relaciones aleatorias de e/s que describen esta

MAC están condicionadas por el hecho de que el punto cuántico Q puede expresarse como

la combinación de el punto local L (el cual es una mezcla de vértices locales) y del vértice

no-local R101. Por lo tanto, la MAC que reproduce las correlaciones del punto Q consta de dos

partes, de acuerdo con la representación baricéntrica en (4.7): la primera, correspondiente al

punto L, produce correlaciones locales mientras que la segunda, correspondiente al punto R101,

produce correlaciones PR no-locales.

Las máquinas que diseñaremos para reproducir las correlaciones de el escenario descrito

anteriormente tienen dos bits de entrada, x1 y x2, y reaccionan produciendo dos bits aleato-

rias, digamos w1 y w2, los cuales son función de los valores escogidos en las entradas y de

alguna aleatoriedad ”generada internamente”. El comportamiento promedio de una máquina

aleatoria en este escenario es descrito por una matriz de transición 4 × 4 cuyas entradas son

las probabilidades de los eventos (w1, w2|x1x2), w1w2 ∈ {0, 1}2.
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Para la matriz de transición correspondiente al punto p, la entrada localizada en el cruce

de la fila indexada por la palabra binaria x1x2 y la columna indexada por la palabra binaria

ω1ω2 (las palabras binarias son ordenadas lexicográficamente) corresponde a la coordenada

P (ω1ω2|x1x2) de ese punto p. Aśı, la entrada en la fila x1x2 y la columna ω1ω2 se toma como

la probabilidad de el evento (w1 = ω1, w2 = ω2|x1x2). La matriz de transición define la acción

promedio de una máquina aleatoria, y es lo que se ha de encontrar.

Empezaremos por construir la máquina que reproduzca las correlaciones para el vector

local L y posteriormente ensamblaremos esta con la máquina R101 para formar la MAC que

reproduce las correlaciones cuánticas del vector Q para nuestro montaje de Bell.

4.3.1. La caja local L

Las matrices de transición correspondientes a los vectores de probabilidad locales L0 y L1,

vienen dadas por

L0 =



0 1/2 1/2 0

1/4 1/4 1/4 1/4

1/4 1/4 1/4 1/4

0 1/2 1/2 0


y L1 =



1/4 1/4 1/4 1/4

1/2 0 0 1/2

0 1/2 1/2 0

1/4 1/4 1/4 1/4


. (4.8)

Las relaciones de e/s para estas cajas L0 y L1 son modeladas por

ω1 =x1r1 + r2 , ω2 = x2r1 + r2 + 1, para L0;

ω1 = (x1 + 1)r1 + r2, ω2 = x2(r1 + 1) + r2 + 1, para L1;

(4.9)

donde r1 y r2 son variables aleatorias binarias con iguales probabilidades para 0 y 1. Se necesitan
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Figura 4.2: Representación esquemática de las cajas de no-señalización L0 y L1 que se juntan para
replicar las correlaciones locales de la caja L. Dentro de la caja L una misma fuente produce los bits
aleatorios r1 y r2 para ambas máquinas. Las probabiidades de transición de ambas cajas están dadas
por (4.8).

dos bits aleatorios compartidos r1 y r2 para reproducir las filas de las matrices de transición

L0 y L1 en (4.8) sin entradas con 0. Las relaciones en (4.9) se obtienen a partir de relaciones

de e/s para las cajas locales puras que adoptamos en (3.2). La figura 4.2 nos muestra una

representación esquemática de las cajas para L0 y L1.

Nuestra conjetura, probada en el Lema 4.3.1, es que la matriz de transición obtenida a

partir de la mezcla local L = s0L0 + s1L1 (4.5) es reproducida en promedio por la MAC con

las relaciones de e/s

u1 = (x1 + s)r1 + r2 , u2 = x2(r1 + s) + r2 + 1 , (4.10)

donde r1 y r2 son bits aleatorios igualmente distribúıdos. Usaremos la notación u1 y u2 para

referirnos a los bits de salida de la máquina local L. Con el fin de reproducir las correlaciones

locales de el vector L (4.5), el bit aleatorio s en (4.10) compartido por ambas partes debe

adoptar las probabilidades P (s = 0) = s0(θ) y P (s = 1) = s1(θ) dadas por los coeficientes
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en (4.6). De esta manera, cuando s = 0 la máquina L arroja la salida de la caja L0, y cuando

s = 1 arroja la salida de la caja L1, de acuerdo con (4.9) y (4.10). El rendimiento deseado de

los bits de salida aleatorios u1 y u2 en (4.10) se prueba a continuación.

Lema 4.3.1 (Caja local L). Las probabilidades de transición P (ω1 = u1, ω2 = u2|x1, x2) de

la máquina aleatoria definida por (4.10) reproducen las entradas de L = s0L0 + s1L1.

Demostración. La prueba procede por cálculo de las deciséis probabilidades de transición

P (ω1 = u1, ω2 = u2|x1, x2), cada una de las cuales es la suma de las probabilidades de

todos los tripletes (s, r1, r2) de bits aleatorios independientes que producen el evento (ω1 =

u1, ω2 = u2|x1, x2) al ser insertadas en (4.10). Este cálculo reproduce las entradas de la matriz

L = s0L0 + s1L1 cuando r1 y r2 están igualmente distribúıdas y s tiene probabilidades s0 y

s1 = 1− s0 dadas por (4.6).

Los bits aleatorios r1, r2 y s que comparten las cajas L0 y L1 son producidos por una

fuente común y comunicados a los extremos de la caja L. Sin embargo, no hay ninguna

clase de comunicación entre los extremos de la caja, como se aprecia en la figura 4.2, lo que

concuerda con la separabilidad de las correlaciones locales.

4.3.2. La caja no-local R101

Además de la máquina L, la otra caja necesaria para reproducir las correlaciones de pares

cuánticas generadas por el estado singlete en el escenario de Bell es la caja R101 de correlaciones

PR no-locales, modelada por la relación

z1 = r , z2 = r + (x1 + 1)x2 + 1 . (4.11)

Esta relación fue tomada de (3.6) con ijk = 101. La representación esquemática de esta caja
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Figura 4.3: Representación esquemática de la caja R101 en términos de una fuente de aleatoriedad
compartida y componentes ordinarios. Las salidas están correlacionadas por medio de la relación
ω1 + ω2 = (x1 + 1)x2 + 1.

en términos de constituyentes ordinarios se muestra en la figura 4.3.

Dentro del arreglo global los bits de salida de la caja R101 son denotados como z1 y z2. Estos

bits están perfectamente correlacionados por medio de la condición z1 + z2 = (x1 + 1)x2 + 1,

aún cuando el bit z1 es máximamente aleatorio, como se muestra en (4.11).

4.3.3. Mezclando la cajas L y R101

Una vez diseñadas las MAC para L y R101, ahora procederemos con el ensamble de la

máquina binaria aleatoria que reproduzca las correlaciones cuánticas del punto Q.

Las unidades por ensamblar son tres. Dos de ellas son bloques locales, denotados como

A y B, que contienen los extremos de la caja L. Estos bloques comparten el cuarteto de bits

aleatorios independientes λ = (t, s, r1, r2), los cuales son producidos por una fuente común.

El tercer elemento por ensamblar es la caja PR R101, la cual provee una unidad (1 nl-bit) de

correlaciones no-locales causales entre los bits distantes z1 y z2, los cuales obedecen la relación

z1 + z2 = (x1 + 1)x2 + 1 (4.11). Estos bits son utilizados como entrada de los bloques A y

B, como se muestra en la esquematización de la figura 4.4. Aśı, la única conexión entre los

extremos es a través de la caja R101 (recordemos que las correlaciones de la caja L son locales,

y por tanto no requieren comunicación entre los extremos de la caja). Con este ensamble, los
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Figura 4.4: Máquina binaria aleatoria compartida por Alice y Bob para simular las correlaciones
cuánticas no-locales causales de un e-bit en el escenario de Bell. La máquina-PR es la fuente de las
correlaciones elementales que son completamente no-locales pero que preservan la causalidad.

bloques locales A y B producen los bits de salida

w1 = z1 + t (u1 + z1) , para el bloque A ,

w2 = z2 + t (u2 + z2) , para el bloque B ,

(4.12)

donde los bits ui y zi son producidos por la caja L (4.10) y la caja R101 (4.11), respectivamente.

Nuestra conjetura, probada en el Teorema 4.3.1, es que el vector de probabilidad cuántico

Q en (4.7) es reproducido por la combinación (4.12) cuando la variable aleatoria binaria t

adopta las probabilidades

t0 ≡ P (t = 0) = cos θ + sin θ − 1 , t1 ≡ P (t = 1) = 2− cos θ − sin θ , (4.13)

las cuales corresponden a los coeficientes de los puntos R101 y L en (4.7). Aśı, cuando t = 0

los bloques A y B arrojarán las salidas de la caja no-local R101, wi = zi, mientras que cuando

t = 1 estos bloques arrojarán las salidas de la caja local L, wi = ui. De esta modo, la lista de

bits aleatorios independientes λ es generada asumiendo las probabilidades (4.13) para el bit

t y las probabilidades (4.6) para el bit s, mientras que los dos bits r1 y r2 se asumen como

igualmente distibúıdos.

El ensamble binario global para simular las correlaciones cuánticas no-locales causales de
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un e-bit en el escenario de Bell, esquematizado en la figura 4.4, tiene como entrada los bits

x1 y x2 y como salida los bits de salida w1 y w2. La estad́ıstica producida por este montaje

reproduce exactamente los valores de expectación cuánticos dados por (4.2), como se muestra

en el siguiente teorema.

Theorem 4.3.1. (i) El arreglo de simulación antes descrito reacciona con probabilidades

de transición P (ω1 = w1, ω2 = w2|x1x2) = 〈s|T (ω1|x1) ⊗ T (ω2|x2) |s〉, dadas por (4.2).

(ii) La probabilidad de que los bits de salida de el arreglo simulado estén correlacionados

no-localmente es P (w1 = z1, w2 = z2|x1x2) = cos θ + sin θ − 1.

Demostración. Parte (i). La probabilidad de cada uno de los eventos de la máquina (w1 =

ω1, w2 = ω2|x1x2) es la suma de las probabilidades de los vectores binarios aleatorios (s, t, r1, r2, z1)

que comprenden, de acuerdo a las especificaciones de (4.12), ese evento. Un cálculo exhaustivo

de los cálculos produce

P (w1 = ω1, w2 = ω2|x1x2) =


1
4

(
1− (−1)ω1+ω2 cos θ

)
, x1x2 = 00, 11

1
4

(
1 + (−1)ω1+ω2 sin θ

)
, x1x2 = 01, 10

, (4.14)

lo cual coincide con los valores de expectación para las mediciones proyectivas en (4.2).

Parte (ii). Fijemos primero t = 1 en las relaciones de entrada-salida (4.12). Luego, las dos

salidas w1 y w2 son independientes de zi y el evento (w1 = z1, w2 = z2|x1x2) resulta imposible.

Por otro lado, el valor t = 0 hace wi = zi para cualesquier valores que tome el vector aleatorio

(s, r1, r2) y la palabra de entrada x1x2. Hemos probado aśı que P (w1 = z1, w2 = z2|x1x2) =

P (t = 0) = cos θ + sin θ − 1.

El Teorema 4.3.1 nos proporciona la probabilidad de que los bits de salida de la máquina

PR queden expuestos directamente como los bits de salida del montaje de simulación dibujado

59



en la figura 4.4. La probabilidad es la misma para cualquier elección de la palabra de entrada

x1x2. De otra manera los bits de salida están localmente correlacionados por medio de los bits

aleatorios compartidos.

En el esquema que acabamos de describir la caja no-local R101 es usada una fracción t0

de las veces, fracción que nunca es mayor a
√

2 − 1 ≈ 0.41. Por lo tanto, la cota superior

proporcionada por nuestro modelo para el grado de no-localidad causal promedio de un e-bit

en el escenario de Bell es de
√

2 − 1 ≈ 0.41 nl-bits, como se estableció en (1). Este grado

máximo de no-localidad inherente al estado singlete en el escenario de Bell se alcanza cuando

θ = π/4. Dado que la representación baricéntrica (4.7) es única, el arreglo de simulación de la

figura 4.4 es el más económico y la cota superior que establece para este montaje es exacta.

Aśı, nuestro arreglo muestra que unos cuantos bits aleatorios compartidos entre los ex-

tremos de las cajas y una caja-PR son ingredientes necesarios y suficientes para replicar las

correlaciones de pares producidas por el entrelazamiento del estado singlete en el montaje de

Bell.

La figura 4.5 muestra las funciones de correlación obtenidas en las corridas experimentales

realizadas usando la máquina binaria aleatoria descrita por el Teorema 4.3.1. Cada punto en la

gráfica representa 100, 000 corridas experimentales para esa configuración. Para el ángulo θ se

adoptaron valores que van desde 0 hasta π/2 en intervalos de π/40. Los resultados obtenidos

para 〈00〉 y 〈11〉 se muestran como puntos rojos; para 〈01〉 como puntos verdes; y para 〈10〉

como puntos azules. Las ĺıneas punteadas representan las funciones de correlación predichas

por la teoŕıa cuántica, las cuales adoptan los valores de

〈x1x2〉Q =


− cos θ, x1x2 = 00, 11

(−1)x1 sin θ, x1x2 = 01, 10

(4.15)
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Figura 4.5: Funciones de correlación 〈x1x2〉 entregadas por la máquina binaria aleatoria simulada
con componentes ordinarios. Las ĺıneas punteadas indican las predicciones cuánticas de las funciones
de correlación 〈x1x2〉 para el arreglo (4.15), en tanto que los puntos indican los resultados de nuestra
simulación: los puntos rojos para 〈00〉 y 〈11〉; los puntos verdes para 〈01〉 y los puntos azules para
〈10〉.

para nuestro montaje. Estas funciones se calculan al sustituir los valores de (4.2) en la ecuación

(4.1). Como se aprecia en la figura, las salidas de nuestro arreglo simulado coinciden con las

funciones de correlación cuánticas para este escenario de Bell.

61



Conclusiones y persepctivas

En esta tesis hemos mostrado mediante un ejemplo cómo exponer y cuantificar el grado

de no-localidad causal inherente a escenarios correlacionales cuánticos finitos en términos de

el conjunto completo de correlaciones causales elementales que es establecido por el enfoque

de la no-señalización.

Para desplegar el poder del enfoque de la no-señalización hemos desarrollado una herra-

mienta computacional que nos permite obtener el conjunto completo de correlaciones causales

elementales aportadas por un escenario correlacional, representadas en forma de cajas puras,

a partir de la descripción de no-señalización para ese escenario. Este algoritmo es una combi-

nación de técnicas de la literatura con una nueva estrategia. Las pruebas realizadas mostraron

que este procedimiento resulta muy eficiente para construir los esqueletos de politopos alta-

mente degenerados de las correlaciones sin-señalización. Prueba de ello es el gran número de

escenarios correlacionales que hemos caracterizado usando esta herramienta. Esta caracteri-

zación reveló que la degeneración mostrada por las familias de politopos de no-señalización

constituye una nueva clase de degeneración, la cual puede ser usada como patrón de referencia

en estos problemas de conversión. Por esta razón merece ser estudiada.

Una observación sobre las pruebas realizadas utilizando el Algoritmo 5 en descripciones sin-

señalización es que la mayor parte del tiempo de ejecución del programa (porcentajes mayores

al 60 %) es usada en resolver la degeneración presente en los vértices de máxima degeneración,
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los cuales corresponden en todos los casos a cajas locales. De aqúı conclúımos dos cosas: (i) Si

pudiéramos calcular los puntos extremos vecinos de los vértices locales sin recurrir a algoritmos

de conversión (por ejemplo con una fórmula), obtendŕıamos una mejora considerable en los

tiempos de conversión de las descripciones sin señalización. (ii) Existe una relación entre la

degeneración de los vértices y el grado de no-localidad que sus correspondientes correlaciones

causales presentan. Este último punto es de gran interés pues permitiŕıa medir el grado de no-

localidad desde el momento de la conversión, sin necesidad de recurrir a condiciones como las

desigualdades CHSH. Además, la degeneración nos brindaŕıa un criterio sencillo para identificar

y clasificar el grado de no-localidad de las correlaciones causales extremas.

La utilidad de conocer el conjunto de correlaciones elementales proporcionado por el marco

teórico de la no-señalización se ilustró mediante el estudio del escenario de correlacional de Bell.

Entre las cosas que este estudio nos permitió se encuentran: (a) una clasificación de las cajas

puras para ser locales o no-locales; (b) escribir fórmulas para las relaciones de entrada/salida

de las cajas puras; (c) identificar nuevas formas de no-localidad y sus correspondientes zonas

en el conjunto de estados de probabilidad, zonas que son delimitadas desigualdades de Bell

generalizadas; (d) concretizar cajas puras usando componentes ordinarios (no-cuánticos), tales

como modos de comunicación y aleatoriedad compartida entre las partes; (e) modelar cualquier

caja cuántica como una mezcla de cajas de no-señalización puras; (f) cuantificar la intensidad

de la no-localidad cuántica por medio de la capacidad de los modos de comunicación y la

cantidad de aleatoriedad compartida por las distintas partes en el modelo más económico.

Para la clase de escenarios binarios bipartitas la única correlación no-local en el conjunto

de correlaciones elementales es la correlación-PR. Por lo tanto, la no-localidad inherente a

cualquier escenario correlacional bipartita cuántico se puede expresar en términos de una única

corrlación no-local PR, sin requerir ningún canal de comunicación clásico. Sin embargo, nuestro

estudio de una gran variedad de politopos de no-señalización reveló que, salvo los politopos de
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la familia k2, el resto de los politopos de no-señalización estudiados presentan correlaciones

no-locales distintas a las PR. Aunque algunas de estas correlaciones ya son conocidas [7], aún

falta una mejor caracterización y entendimiento de muchas otras. El uso de una herramienta de

conversión como la aqúı desarrollada hace factible caracterizar y concretizar los distintos tipos

de correlaciones extremas de acuerdo a su grado de no-localidad en escenarios correlacionales

de mayor tamaño, de manera análoga a lo hecho aqúı para el escenario de Bell. Por otra parte,

la introducción de nuevos tipos de correlaciones no-locales implican la aparición de nuevos

tipos de desigualdades tipo-Bell. Esta clase de desigualdades se puede obtener a partir de

la adyacencia de las cajas extremas puras, misma que también es proporcionada por nuestra

herramienta de conversión.

Un caso de interés es la clase de escenarios tripartitas [9] pues hace falta una mejor

comprensión sobre las correlaciones que se presentan en estos escenarios. Un ejemplo de esto

es el argumento de la monogamia [42, 43, 36], el cual nos dice que en estos escenarios deben

aparecer nuevas formas de correlaciones no-locales tripartitas, además de la correlaciones PR,

con el fin de impedir que dos partes conspiren para aprender algo sobre la tercera.

El arreglo de simulación para un e-bit que diseñamos estableció una cota superior de no-

localidad
√

2 − 1 nl-bits para el estado singlete en un montaje de Bell. El siguiente paso

en la construcción de estos modelos iŕıa en la dirección opuesta: a partir de la configuración

propuesta por Gisin [44], la cual maximiza la violación de las desigualdades CHSH, buscaŕıamos

(i) cuantificar el grado de no-localidad para el estado |ψ〉 = sin β |01〉+ ei α cos β |10〉, donde

β mide el grado de entrelazamiento y α es una fase adicional; y (ii) determinar el estado

que maximiza la no-localidad para ese montaje. Nuestra conjetura es que la cota superior de

no-localidad para este arreglo es la misma que la obtenida para nuestro montaje actual. Una

conjetura aún mayor es que esta cota de no-localidad es la máxima para cualquier escenario de

Bell, sin importar el montaje o estado cuántico del par entrelazado. Esperamos que el diseño
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de estos montajes junto con la determinación de su cota superior de no-localidad nos ayuden

a entender por qué la mecánica cuántica presenta ese grado de no-localidad y no uno mayor.
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