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RESUMEN

Las soluciones coloidales son sistemas de enorme interés cientifico y tecnolégico debido a su reconocida
ubicuidad, tanto en la naturaleza como en multiples areas aplicadas, por ejemplo la industrial y la médica.
Por lo anterior, resulta muy importante estudiar las propiedades estructurales y termodinamicas de estos
sistemas, con el fin de entenderlos y de poder desarrollar nuevas aplicaciones a partir de primeros principios.
En este contexto, en la presente tesis se plantea el estudio tedrico de la distribucion de la nube idénica o
doble capa eléctrica de un fluido coulémbico en las proximidades de un electrodo cargado. En particular,
este sistema se describe mediante la ecuacién de Poisson-Boltzmann en forma integral, la cual fue resuelta
via el método de elemento finito. Asimismo, se presenta un estudio comparativo de la resoluciéon de
ecuaciones integrales no lineales utilizando el método iterativo de Picard y el método de elemento finito
con una base lineal y una cuadratica. Los resultados de estas comparaciones demuestran la superioridad
del método de elemento finito, lo que explica la popularidad de su uso para resolver problemas complejos

en ciencias e ingenieria.
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1. OBJETIVOS

1.1. OBJETIVO GENERAL

Realizar la solucién computacional de una teoria de liquidos usando el método de elemento finito, con

el fin de estudiar un fluido coulémbico en las proximidades de un electrodo cargado.

1.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Entender los fundamentos de la electrostatica, mecdnica estadistica y teoria de liquidos asociados a

la descripcion de la doble capa eléctrica en presencia de un campo externo.

2. Entender diferentes métodos numéricos de resolucién de ecuaciones integrales no lineales como el

método de Picard o el método de elemento finito.

3. Realizar la modelacion fisica y matematica de un fluido coulémbico en las proximidades de un

electrodo cargado en geometria plana, esférica y cilindrica.

4. Llevar a cabo la resolucién computacional correspondiente haciendo uso del método de elemento
finito.



2. INTRODUCCION

2.1. ;QUE SON LOS COLOIDES?

De manera sencilla, podemos definir a un coloide como cualquier particula material cuyas dimensiones
estén entre 1072 m (1 nm) y 107% m (1 pm) [1]. Por su amplia definicién, los coloides comprenden a una
gran multitud de sistemas, todos ellos materiales de enorme interés cientifico y tecnoldgico. Por lo tanto,
resulta evidente que la ciencia coloidal sea de naturaleza interdisciplinaria puesto que su campo de interés
es de enorme relevancia para la fisica, la biologia, la ciencia de los materiales y muchas otras ramas de la
ciencia [1]. Asimismo, los sistemas coloidales aparecen frecuentemente en el drea industrial, por ejemplo,
en relacién con las pinturas, el petrdleo, los detergentes, los pldsticos, los productos alimenticios, etc. [2].
Existen varias razones por los cuales los sistemas coloidales son importantes; tres de ellas son las siguientes:

La primera razén es puramente epistemolégica. Considerando los tres estados de la materia (sélido,
liquido y gas) se observa que los sistemas coloidales se manifiestan en todas las posibles combinaciones,

como lo muestra la tabla 2.1, la cual manifiesta la predominancia de estos materiales en la vida diaria [3].

Tabla 2.1: Tipos y ejemplos de sistemas coloidales

. 3 Nombre del Ejemplos
Medio Particula (st
sistema Naturaleza Biologia Tecnologia
liquido sélido sol rios, hielo, lodo pinturas
medicamentos,
o o » membranas
liquido liquido emulsion o leche,
biologicas
mayonesa
o niebla, rios .
liquido gas espuma . extintores
contaminados
o inhaladores,
gas sélido aerosol humo polen L
poliestireno
- . humo, spray
gas liquido aerosol nubes expectoracion
para cabello
» materiales
. . suspension
solido solido lid madera hueso compuestos
solida
(plasticos)
. o materiales depdsitos de
sélido liquido ) perla pasta dental
porosos aceites
sélido gas espuma sdélida piedra pomez zeolitas
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El segundo motivo es antropolégico. Los sistemas vivos estamos hechos de proteinas, polielectrolitos y
moléculas anfifilicas contenidas en un medio acuoso y, por su tamano, tales moléculas poseen propiedades

coloidales. Asi, el nuevo cuerpo de conocimientos provisto por la ciencia coloidal tiene enormes consecuencias

para los procesos biolégicos.
La tercera razén es tecnoldgica. Casi todos los procesos industriales involucran sistemas coloidales,

como lo muestra también la tabla 2.2.

Tabla 2.2: Tipos y ejemplos de sistemas coloidales [4]

Disciplina Ejemplos

Indicadores de absorcién, intercambio de iones, cromatografia,

Quimica analitica . o Ny
filtracion de precipitados y decoloracién

Nucleacion, super-enfriamiento, super-calentamiento y liquidos

Fisicoquimica C
cristalinos

Cataforesis, 6smosis, equilibrio de Donnan y otros fenémenos

Bioquimica y biologia molecular . . . ; ,
membranales, virus, dcidos nucléicos, proteinas y hematologia

Catalisis, sopas y detergentes, pinturas, adhesivos, tintas, papel

Fabricacion de quimicos . . .
recubierto, pigmentos y lubricantes

Aerosoles, niebla y humo, agua purificada y tratada, sembrado

Ciencia del medio ambiente , o
de nubes y tecnologia para cuarto limpio

o ) Aleaciones, ceramicos, cemento, fibras y plasticos de todas
Ciencia de materiales

clases
Ciencia del petréleo, geologia y Aceite tratado, emulsificacién, porosidad de suelos,
ciencia de suelos sedimentacién y minerales
Imagenologia Emulsiones fotogréficas, xerografia y pigmentos

Ademas, los sistemas coloidales se ven involucrados en muchos avances médicos, tales como la fabricaciéon
moderna de materiales dosificadores de farmacos [5]. Un ejemplo de esto es el encapsulamiento de farmacos
en liposomas, los cuales pueden ser disenados a fin de proteger y dirigir el medicamento hacia la zona del
organo afectado, evitando asi la interaccién con otras partes del cuerpo, permitiendo aumentar efectividad
del farmaco [6].

Con todo esto, y dada tal diversidad de sistemas coloidales, resulta comprensible la necesidad de
establecer una descripcién tedrica confiable y bien fundamentada de ese tipo de materia blanda.

Una de las caracteristicas distintivas de las suspensiones coloidales es la presencia dominante de
fuerzas eléctricas entre sus elementos constitutivos [7]. Dichas interacciones determinan sus propiedades

estructurales y juegan un papel determinante en el comportamiento de esos materiales.
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2.2. LA DOBLE CAPA ELECTRICA

Por regla general, cuando un coloide se halla disperso en un solvente polar (e.g., agua) la particula
coloidal adquiere una carga eléctrica superficial por efecto de la desorcion o adsorcion de iones superficiales.
Esta carga superficial influye en la distribucion de los iones vecinos en el medio polar, de manera que
los iones de carga opuesta (contraiones) son atraidos hacia la superficie del coloide y los iones con carga
del mismo signo (coiones) son repelidos de la superficie. Esto, junto con los efectos de agitacién térmica,

conduce a la formacién de una Doble Capa Eléctrica (DCE) [1].

La estructura de esta Doble Capa Eléctrica consiste en dos capas paralelas (de ahi su nombre) que
rodean a la macroparticula. La primera (la capa de Stern), y mds interna, estd formada predominantemente
por contraiones adsorbidos sobre la superficie de la particula debido a interacciones electrostaticas. La
segunda capa, conocida como la capa difusa, corresponde a una nube de contraiones y coiones distribuidos
de acuerdo a las fuerzas eléctricas ejercidas por la capa de Stern y la superficie del coloide en combinacién
con el movimiento asociado a la temperatura del sistema [2]. En la figura 2.1 se muestra una representacién
grafica de la DCE.

Contra-ion positivo o)
Co-ion negativo

Coloide altamente
negativo

Capa de Stern

Capa Difusa

Tones en equilibrio
con la solucién

Figura 2.1: Dos maneras de visualizar la doble capa eléctrica alrededor de una particula coloidal en un medio iénico

Dado que la teoria de la DCE es empleada en suspensiones coloidales para describir la atmdsfera iénica
en el solvente y, por consiguiente, para determinar la magnitud de los potenciales eléctricos que existen en la
proximidad de la superficie cargada, el formalismo que ésta ofrece resulta importante para la comprension
de muchas de las observaciones experimentales relacionadas con las propiedades electrocinéticas, de

estabilidad, etc. de sistemas coloidales cargados.

El enfoque tradicional para estudiar tedricamente a la DCE ha sido, desde el siglo pasado, el de la
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ecuacion de Poisson-Boltzmann (P-B)

vy = - 240

€0Er

pe(F) = eozip} e Peozn),

7

con

Lo anterior es una ecuacion electrostatica que relaciona la densidad de carga p.(7), producto de la
distribucién de los iones en el medio, con un potencial eléctrico 1(7) y las constantes ¢, y €, las cuales
representan la constante dieléctrica del medio y la permitividad del vacio, respectivamente.

Llegados a este punto, resulta interesante observar como la formulacion de la ecuaciéon de P-B, al
igual que en muchas otras situaciones fisicas, al ser planteada en forma matemdtica se expresa como una
ecuacion diferencial. Sin embargo, esta caracteristica no es privativa de la fisica, puesto que, igualmente,
una gran variedad de problemas en la ingenieria se describen frecuentemente mediante el uso de ecuaciones
diferenciales, lo cual demuestra el papel tan importante que éstas juegan en la solucién de problemas
practicos [8].

Por otra parte, es interesante observar que la mayoria de problemas de valor inicial (PVI) o de
condiciones de frontera (PCF), asociados a ecuaciones diferenciales parciales (EDP) o a ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDO), pueden transformarse en problemas donde la solucién estéd dada por la
resolucién de ecuaciones integrales [9]. Y es precisamente aqui donde reside nuestro interés puesto que,
mediante una formulacion integral, es posible emplear modernos y robustos métodos numeéricos, como es el
Método de Elemento Finito (MEF), que nos permiten encontrar una solucién numérica, la cual satisfard

tanto la formulacién integral como la diferencial.

2.3. EL METODO DE ELEMENTO FINITO

Hoy en dia, el MEF es uno de los métodos mas eficientes para resolver de manera precisa problemas
muy complejos en el area de la ingenieria y las ciencias. Esta técnica numérica se desarrollé por primera
vez en 1956 para el andlisis de estructuras aeroespaciales [10, 11]. Posteriormente, a finales de la década de
1960, se reconocio el potencial de esta metodologia en la solucién de intrincados problemas no estructurales
en el drea de fluidos, termo-mecdnica y electromagnetismo, extendiéndose asi a otras areas de la ingenieria
y las ciencias aplicadas. Con los anos, la técnica de elemento finito se ha desarrollado tanto que en la
actualidad es considerada uno de los mejores procedimientos aproximativos para resolver una amplia
variedad de problemas préacticos. De hecho, el Elemento Finito se ha convertido en un area de investigacién
activa para los matematicos aplicados [10].

Aunque el nombre de Método de Elemento Finito fue acufiado recientemente, la idea béasica de esta
técnica se remonta a varios siglos atrds cuando, por ejemplo, los antiguos matematicos encontraron la
circunferencia de un circulo al aproximarla mediante el perimetro de un poligono regular (como se muestra
en la figura 2.2).

La idea central en el MEF es ofrecer una soluciéon aproximada a un problema, en principio, complicado
reemplazéndolo por uno més simple [10]. Con frecuencia, las herramientas matematicas existentes no
son suficientes para encontrar soluciones exactas (incluso aunque se conozca su existencia) a una vasta
variedad de problemas préacticos debido a su alta complejidad. Ejemplos de estos problemas, como lo son

algunos casos de la ecuacién de Poisson-Boltzmann (e.g., en su representacién no lineal), se encuentran
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Elemento
Nodos

Figura 2.2: Aproximacién de la circunferencia de un circulo mediante elementos lineales.

comunmente en problemas de valor inicial, y es justamente en el tratamiento de tales problemas donde se
observa el verdadero poder del Método de Elemento Finito [12]. Ademés, en el MEF es posible mejorar o

refinar la solucién aproximada a costa de un mayor uso de recursos computacionales [10].



3. METODOS

3.1. LAS ECUACIONES INTEGRALES (EIs)

Una ecuacién integral (EI) es cualquier ecuacion en la cual la funcién incégnita aparece bajo el signo de
integracién. Este tipo de ecuaciones estd presente en muchas ramas de la ciencia, por ejemplo, en la teoria
del potencial [13], la acistica [14], la elasticidad [15], la mecanica de fluidos [16], la teoria de poblacién [17],
etc. A pesar de que muchos problemas relacionados a EDOs y EDPs pueden transformarse en ecuaciones
integrales, muchas otras situaciones conducen directamente a éstas sin la posibilidad de formularse en

términos de ecuaciones diferenciales [18].

3.1.1. Clasificacion de las Els

Las ecuaciones integrales pueden clasificarse en lineales, no lineales, homogéneas, no homogéneas, etc.
(de manera semejante a las EDs); no obstante, la mayoria de las Els pueden agruparse en dos clases

principales: ecuaciones integrales de Volterra y ecuaciones integrales de Fredholm.

Ecuaciones Integrales de Volterra

La forma estandar de una ecuacién lineal de Volterra es la siguiente:

Hayule) = J(2) + A [ Kl utt

donde los limites de integracion son funcién de x y la funcién incégnita u(z) aparece linealmente bajo el
signo integral. Si la funcién ¢(x) = 0 la EI resultante es llamada de primer tipo, mientras que, si ¢(z) = 1,

entonces es llamada de segundo tipo [8].

Ecuaciones Integrales de Fredholm

La forma estdndar de una ecuacién lineal de Fredholm es la siguiente:

b
S@)u(z) = F(z) + A / Kz, )ult)dt

donde los limites de integraciéon a y b son constantes y la funcién incégnita u(x) aparece linealmente bajo
el signo integral. Al igual que en las EI de Volterra, si la funcién ¢(x) = 0 la EI resultante es llamada de
primer tipo, mientras que, si ¢(z) = 1, entonces es llamada de segundo tipo [8].

Si la funcién incégnita u(z) bajo el signo integral estd dada en la forma funcional F(u(z)) tal que la
potencia de u(x) no es la unidad, entonces la ecuacién es clasificada como una ecuacién integral no lineal

de Volterra o de Fredholm, segin sea el caso. Algunos ejemplos de este tipo de Els no lineales son los

6



3.1. LAS ECUACIONES INTEGRALES (EIS)
siguientes:

u(x) =f(x) + )\/$ K(z,t)u?
b
u(x) =f(x) + )\/ K (z,t)sin(u(t))dt

b
u(x) =f(x) + )\/ K(z,t)In(u(t))dt

Asimismo, ya sea una ecuacién integral de Volterra o de Fredholm, si la funcién f(z) = 0 entonces estamos

hablando de una EI homogénea; de otro modo, hablariamos de una EI no homogénea.

3.1.2. Transformacién de una ecuacién diferencial (ED) en una EI

Un paso importante al momento de tratar con ecuaciones que gobiernan a los fluidos coulémbicos, las

cuales generalmente se encuentran representadas de manera diferencial, es transformar dichas EDs en Els,

pudiendo asi ser abordadas mediante el Método de Elemento Finito.

Una manera de transformar una ecuacién diferencial en su equivalente ecuacién integral es descrita a

continuacién. Comenzamos con una ecuacién diferencial ordinaria (EDO) lineal de segundo orden,

y" + A(z)y' + B(x)y = g(x)

con las condiciones iniciales
y(a) = yo, y'(a) = -

Integrando la ecuacién 3.1 y reacomodando términos se tiene

y’(m):—/a dt—/ B(t dt+/ g(t)dt + yj.

Ahora bien, integrando por partes la primera integral del lado derecho obtenemos

Y (2) = —A(z)y(x) - /x [B(t) - A'(t)} y(t)dt + /mg(t)dt + A(a)yo + yo-

Integrando por segunda vez,

y(z) = — / " A)y(t)dt — / " du / ' [B(t) —A’(t)]y(t)dt
/ du/ dt+[ )yo+y6}(l‘—a)+yo-

Para transformar esta ecuacién a una forma maéas ordenada, usamos la relacién

[ o [ swai= [ s [t~ [Ca-osa

(3.1)

(3.2)
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Aplicando este resultado a la ecuacién 3.2, obtenemos

o)== [ (40 + @ - 0|50 - 0] Jutora
+ [ o= oo+ | a@m + 5] @0+ . G0
Introduciendo las abreviaturas

K(z,t)=(t—x) [B(t) - A’(t)} — A(t),

f(z) = /j(x —t)g(t)dt + [A(a)yo + yg] (z — a) + vo,

la ecuacion 3.4 se reescribe como
o) = f(o)+ [ K owie)ds (3.5)

La cual es una EI de Volterra de segundo tipo. De la ecuacién 3.5 se puede notar que la funcién f(x)

incluye las condiciones iniciales de la EDO inicial.

3.2. RESOLUCION NUMERICA DE Els

3.2.1. El Método Iterativo de Picard

El método de Picard es una técnica de aproximaciones sucesivas empleada generalmente en la solucion
de problemas de valor inicial, los cuales, al ser reformulados de manera integral, permiten obtener una
férmula de recurrencia. Dicha férmula permite generar una secuencia de funciones aproximadas que
converja a la solucién del problema planteado.

Para ilustrar esto, supongamos una ecuacion integral, digase la ecuaciéon 3.5, donde f(z) es continua
en el intervalo [a,b] y el nicleo (o kernel) K (z,t) es continuo para a <z < b, a <t < x. Tomando una
funcién ¢g(x), continua en [a, b], formamos la sucesién de funciones {p,(x)},>0 mediante la férmula de

recurrencia

pnia(@) = f(@)+ [ " K (. )pult)dt

creada a partir de la ecuacién 3.5 al sustituir y(¢) por ¢o(t) la primera vez. Aqui, la funcién ¢,41(x)
también es continua en |[a, b].

Segin las hipétesis hechas con respecto a f(x) y a K(z,t), la sucesién {py(z)}nen converge, para
n — 00, hacia y(x), punto fijo y solucién de la ecuacién 3.5. Dado esto, la aproximacion ¢g(z) puede ser
elegida arbitrariamente; sin embargo, una eleccién acertada de ¢o(x) puede conducir a una convergencia

més rapida de la sucesién {¢,(x)} hacia la solucién [19, 20].

3.2.2. Acelerando la convergencia

Tomando como referencia el problema considerado en la seccién anterior, si la sucesién {p,(z)}nen

converge lentamente a la raiz buscada, pueden tomarse, entre otras, las siguientes decisiones:
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1) Continuar el proceso hasta satisfacer alguno de los criterios de convergencia prestablecidos (e.g.,

superar cierto error en la aproximacion).
2) Ensayar con una funcién inicial ¢g(t) distinta o cambiar de método.

3) Utilizar la sucesion {py,(z)} para generar una nueva sucesién, que denotaremos por {¢/ (z)}.

Los casos 1) y 2) son suficientemente claros, mientras que el inciso 3) se basa en meramente la sucesién
{¢},(z)} y sus propiedades. Enfocando nuestra atencién en el caso 3, encontramos uno de los algoritmos
m4s tutiles para acelerar la convergencia de secuencias linealmente convergentes, el algoritmo de Aitken.

Dado que la secuencia {p,(x)} converge linealmente hacia y(x), entonces existe un nimero p tal que

Lo () — (@)

A @) @] " (3.6)

Para valores finitos de n, la ecuacion 3.6 puede escribirse como:

pnt1(z) — y(z)

on(@) —y(@)
0
eni1(z) —y(@) = 1 (on(z) —y(z)) (3.7)
o también
Pni2(r) — y(@) = p (@nyi(z) — y(z)) (3.8)
Restando la ecuacién 3.7 de la 3.8 se tiene
Cni2(x) — pny1(z) = i (Pny1(z) — on())
de donde

_ Put2(x) — Pt ()
B et @) — () (3.9

Despejando y(x) de la ecuacién 3.7

_ Pnr1(x) — ppn(z)
y(x) =~ =

)

sustituyendo la ecuacion 3.9 en la tltima ecuacion, se llega a

(<,0n+1(53) - ‘Pn(fv))
Pnta(T) — ‘PnJrl(x)) - (@nJrl(x) - Spn(x))

y(z) =~ pn(z) — (

que da aproximaciones a y(z) a partir de los valores ya obtenidos {p,(z)}. Lldmese a esta nueva sucesién

{#n(2)}, tal que

(@n-ﬁ-l (z) - SOn(l‘))

Pn+2(2) = Pnt1(@)) = (Pr41(2) — pn(@)) conn 2 0.

() = pn(x) — (

Este proceso conducird, en la mayoria de los casos, a la solucién y(x) més rapido que si se siguiera el

inciso 1); asimismo, evita la bisqueda de una nueva funcién inicial ¢o(t), como sugiere el inciso 2).
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3.2.3. El Método de Elemento Finito (MEF)

El método de elemento finito (MEF) es una técnica general de aproximacién numérica usada para
la solucién de complejos problemas de valor inicial (PVI) o con condiciones de contorno (PCC) que,
generalmente, carecen de una solucién analitica. La caracteristica mas distintiva de este método, la cual lo
separa de otros métodos de aproximacién numérica, es la divisién del dominio 2, sobre el cual se plantea
el problema, en un conjunto finito de subdominios disjuntos €2; llamados elementos finitos, sobre los cuales
se construye la solucién aproximada [10, 21].

Aunque el MEF se ha utilizado ampliamente en el campo de la mecéanica estructural, debido a la
generalidad y riqueza de las ideas que subyacen el método, éste se ha usado con notable éxito en la
resolucién de una amplia gama de problemas en practicamente todas las areas de la ingenieria y la
fisica-matematica tales como conduccién de calor, dinamica de fluidos, campos eléctricos y magnéticos,

entre muchos otros [12, 22].

El concepto basico del elemento finito

Para ilustrar varias (pero no todas) las ideas y pasos involucrados en el método de elemento finito,
considere el caso trivial de aproximar el perimetro de un circulo de radio R mediante segmentos de recta,
tal como se muestra en la figura 3.1. A continuacion se describen los pasos necesarios para calcular el valor

aproximado de la circunferencia.

Elemento Nodos

a) b)

Figura 3.1: Aproximacién del perimetro de un circulo mediante una malla a) uniforme y b) no uniforme compuesta

por 5 segmentos de recta (elementos) y cinco vértices (nodos).

1. Discretizacion del dominio en elementos finitos.

Inicialmente, el dominio  (i.e., la circunferencia del circulo) es representado como la coleccién de un
numero finito n de subdominios €; (segmentos de recta). A este paso se le conoce como la discretizacion
del dominio y a cada subdominio se le llama elemento. Dichos elementos se encuentran interconectados en
ciertos puntos llamados nodos o puntos nodales. La coleccion de todos los elementos es conocida como la
malla de elementos finitos, la cual se dice uniforme si todos los elementos son de la misma longitud, en

caso contrario se dice que la malla es no uniforme.
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2. Ecuaciones de elemento.
En este paso, un sélo elemento es aislado con el fin de extraer las propiedades de interés; en este caso, su
longitud, la cual es calculada como se muestra a continuacion.

Sea h; la longitud del elemento £2;, tal que para cualquier elemento dentro de la malla
h; = 2Rsin (6;/2)

donde R es el radio del circulo y €; < 7 es el dngulo subtendido por el segmento de recta €;. Las ecuaciones

descritas para cada h; son llamadas ecuaciones de elemento.

3. Ensamble y solucion de las ecuaciones de elemento.

El valor aproximado de la circunferencia es obtenido mediante la unién de las propiedades de cada elemento
dispuestas de manera consecutiva; dicho proceso es llamado el ensamble de las ecuaciones de elemento. En
este caso, el ensamble estd basado en la idea de que el perimetro total del poligono (elementos ensamblados)

es igual a la suma de la longitud de los elementos individuales:

Pn:ihi

Entonces P, representa la aproximacién al perimetro real p. Si la malla es uniforme, entonces 6; = 27 /n,
por lo tanto
P,=n <2Rsin (7r/n)>

4. Convergencia y estimacion del error.
Para este problema, la solucién exacta es conocida: p = 2w R; por lo tanto, una forma de estimar el error
FE; en la aproximacion es mediante el valor absoluto de la diferencia entre la longitud del sector S; tendido

por 6; y la longitud del segmento h;, es decir,
E;, = |Sz — hz‘

donde S; = R#O;. Por lo tanto, el error estimado para cada elemento en la malla esta dado por

2
E, =R (” — 9sin (”))
n n

El error total o error global F estd dado por la multiplicacién de E; por n:

E=2R (w—nsin <7T>> —21R— P,
n

A medida que el nimero de elementos aumenta, la malla se vuelve mds fina tal que, en el limite cuando
n — 0o, E converge a 0. Para demostrar esto, realizamos el cambio de variable z = 1/n, con lo cual, para
P,, tenemos
sin (7x)

P, =2Rnsin (r/n) = 2R .

lim P, = lim <2Rsm(m)> L )im <2R7TC°S(7””))
X

n— 00 x—0 x—0 1
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donde L'H denota que se ha hecho uso de la regla de L'Hopital, tal que

lim P, = lim (23“08(”)) — 27R

n— 00 x—0 1

por lo tanto, E, converge a 0 cuando n — oo, con lo cual se concluye la prueba.
De esta manera se muestra como la circunferencia de un circulo puede ser aproximada tanto como
se desee mediante un numero finito de funciones lineales a trozos. Conforme el ntmero de elementos

incrementa, la aproximaciéon mejora, es decir, el error en la aproximacion disminuye.

Funciones base

Al igual que en el ejemplo anterior, al trabajar con funciones unidimensionales definidas sobre un
intervalo de solucién Q = [Zyin, Tmaz|, éste se debe discretizar, ya sea mediante un mallado uniforme o
no uniforme, en n subdominios €2; y n+1 puntos nodales z; (en el caso de elementos 2-nodal, es decir,

elementos €2; con sélo dos puntos nodales, los cuales son sus nodos frontera), de modo que

Tmin = 1 < T2 < ... < Tp4+1 = Tmaz-

Sobre cada subdominio €2; definimos un conjunto de funciones polinomiales ¢;(z), linealmente inde-
pendientes, de grado k preferentemente bajo, las cuales juega el mismo papel que los segmentos de recta
considerados en el caso del circulo, es decir, {¢;(z)} permite aproximar la funcién solucién mediante una
combinacién lineal de polinomios de grado bajo, llamados funciones base [12, 23].

En este sentido, dada cualquier funcién continua y(x) definida en el intervalo 2, es posible construir
una aproximacién de y(x) por elementos finitos (i.e., un interpolante) aproximacién que denominaremos

y(x), la cual coincide con y(z) en los puntos nodales.[12].

Construyendo las funciones base

Una técnica general para construir funciones de forma polinomiales ¢;(z) de grado k la encontramos
en las familias de elementos finitos de Lagrange, las cuales toman su nombre debido a la nocién de
interpolacién de Lagrange, de la cual se derivan estas familias de elementos [12].

Un elemento finito de Lagrange con polinomios de grado k es construido de la siguiente manera:

1.- Se comienza considerando un elemento finito cualquiera, aislado de la malla, acotado por los nodos
Te, V Te,, al cual llamaremos elemento maestro Q. Aqui, el subindice n en Ze, indica el nimero de nodos
que comprende Q, pudiendo ser n = 2,3,...,k, donde k es el niimero maximo de nodos en el dominio 2.
Posteriormente, establecemos un sistema de coordenadas local £ con origen en el centro de Q; de modo que
E=—-lenz, y&=1en x,,, tal como se observa en la figura 3.2. Para lograr establecer dicho sistema,
empleamos la transformacién de estiramiento lineal:

B 2r — (%1 + xen)

€= (3.10)

Te, — Ley

n
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de modo que los puntos = € [xel,xen] son transformados a puntos § € [—1,1]. Dado que nuestros célculos
son realizados sobre el nodo maestro €, las funciones sobre este elemento las llamaremos funciones maestras
1[11'({ ), ya que a partir de éstas se construird la base para representar cualquier funcién sobre el dominio de
Q.

Te, Te, Teq Te, Tes
° * ° ° o~
E=-1 -0.5 0 0.5 E=1

Figura 3.2: Elemento aislado de una malla lineal compuesto por n = 5 nodos, los cuales, han sido transformados a

puntos &.

2.- Para la construccion de las funciones de forma maestra de grado k, el elemento maestro Q) debe ser

k+ 1-nodal, es decir, debe contener k+ 1 nodos (incluyendo los nodos frontera), distribuidos uniformemente

sobre este, de modo que dividan al elemento en k segmentos iguales. Definiendo &, con ¢ = 1,2,...,k+1,

denotamos las coordenadas ¢ de cada nodo, tal que:

2(1—1)
k

&= -1

Ahora, para construir la funcién de forma maestra 1@ sobre cada nodo de €2, evaluamos el producto
de k funciones (§ — fj), donde j =1,2,...,k+1 con j # i. Asimismo, se ejecuta este mismo producto en
& =¢&;, el cual dividird al primero para normalizarlo. De esta manera, generamos el siguiente conjunto de

funciones v; para k + 1 nodos:

5 (E—&)(E—E&) .- (€= &ky1)

nile) = (&1 —&)(& —&) ... (&1 — &)

e (E=E)(E &) (&= &rg1)

v2(l) = (&2 — &) (& — &) .- (&2 — &kt1)
Do (€) = (E—&)E—E&)... (E—&)

(Cop1 — &) (1 — &) -+ (Gop1 — &)

Para el caso donde k£ = 1 el procedimiento genera dos funciones maestras lineales

& 1

51 1.
O =g =50-9)
(3.11)
71 _ 5_ gl _ 1
IO = 2= = 5040,
Asimismo, para k = 2 obtenemos tres funciones maestras cuadraticas
9 = 5E€~1)
j3(6)=1-¢ (3.12)

3(€) = (e + 1),
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La representacién en el plano de estas funciones de forma, tanto lineales como las cuadréticas, se

muestra a continuacion:

U1 ®) 0, \ . .
l vy (8) Uy (8) V3(%)

._.
B O —— —— —
—

W —————

2

a) b)

Figura 3.3: a) Funciones de forma lineales correspondientes a k = 1. b) Funciones de forma cuadréticas correspon-

dientes a k = 2.

Estas funciones tienen la propiedad de que

lo cual implica que el conjunto {1&1 (& )} es linealmente independiente ya que Zfill cibi(&5) = 0 implica
que ¢; = 0 para todo j = 1,2,...,k+1. Asimismo, éstas k 4 1 funciones definen una base para el conjunto

de todos los polinomios de grado k, por lo tanto decimos que la base 1&, es completa [12].

Esto implica que cualquier polinomio de grado menor o igual a k puede ser representado de forma
Unica como una combinacion lineal de las funciones &1(5) Esta propiedad se hereda a las funciones base
globales ¢; tal que todo polinomio de grado < k puede ser expresado como una combinacion lineal de la

base de funciones ¢;, generada a partir de las funciones de forma de Lagrange [12].

Al unir los elementos para formar la malla de elementos finitos, las funciones maestras de cada elemento
coinciden con las funciones maestras del elemento vecino, produciendo asi la base de funciones globales
¢; a trozos, tal como se muestra en las figuras 3.4 y 3.5 para funciones de forma lineales y cuadraticas,

respectivamente.
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¢, (x) ¢, (x) ¢4 (x) b4 (x) Ps (x)
|
|
l: I]
X
1 Q 2 9 3 95 4 Q 5
a)
I ! !
N\ | I |
I | | | |
| | |
| | |
| | |
Z [1 I I 1
I
~e
r
1 | |
| | |
| | |
I |
2 |
V2 I|l | |
1 ! |
I |
| 3 | |
1 Vi |
I | |
: |
3 |
wZ |1 I
|
.|
v
| 1 |
L |
|
4
v y
]
b)

Figura 3.4: a) Malla uniforme compuesta por cuatro elementos 2-nodal (lineales). b) Funciones base lineales

generadas por estos elementos.
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X

¢y (%) i\%)— . . . .
1
¢2 (x) /:\ * - - -

2
o) e N
3
e N,

@5 (x) . &_/‘\‘\/

5
Ps (x) / h
. — o - -
6
&7 (x) o . . - &_)A
7
b)

Figura 3.5: a) Malla uniforme compuesta por tres elementos 3-nodal (cuadréticos). b) Funciones base cuadraticas
generadas por estos elementos.
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3.2.4. Aproximacion a través del método de residuos ponderados

Ahora que conocemos el concepto basico detras del MEF y cémo construir una familia de funciones
base completa, el siguiente paso es construir una solucién aproximada para la funcién solucién de una EI
en términos de una de las bases discutidas en la sub-seccién anterior. Para ello tomemos como ejemplo la
ecuacién integral 3.5 donde la funcién incégnita es y(z). Como primer paso debemos acotar el domino 2
de la solucién, para ello definimos las cotas superior e inferior ,uin V Tmaz, tal que Q : Tnin < 2 < Tmaz-
Después, discretizamos el dominio en n elementos y k& nodos. Si, por ejemplo, los elementos de la malla
son tipo 2-nodal (i.e., s6lo poseen dos nodos por elemento) entonces el nimero total de nodos en ésta serd
k=n+1.

Una vez discretizado el dominio, procedemos a construir la funcién aproximada g(z) de la forma

n+1

y(@) = jz) =Y aigi(), (3.13)
=1

donde ¢;(z) representa la funcién base, en este caso lineal, en el nodo i.

Introduciendo g(x) en la ecuacién 3.5, asi como las cotas superior e inferior del dominio de la solucién,

obtenemos:
§(2) ~ f(x) + / " K@ it (3.14a)
n+1 Tmaz n+1
D aigi(z) = f(z) + / K(x,t) | Y aigi(t) | at (3.14b)
i=1 Tmin i=1

Nétese la presencia del simbolo ‘~’ en ambas ecuaciones (3.14a y 3.14b), la cual se justifica por el hecho
de que g(x) es s6lo una aproximacién a la funcién solucién y(z) y, por lo tanto, no satisface exactamente
la EI 4.2, de manera que, al restar §(x) a ambos lados de la ecuacién 3.14a, observamos la aparicién de un
residual R(z).
Tmazx
i@) - @) - [ K@it = R (315)
Tmin

Asi, el proceso de determinar la solucién aproximada () consiste ahora en encontrar los valores de los
coeficientes indeterminados «; que minimicen al residual R(z). Para lograr esto, recurrimos al método de
residuos ponderados, donde los valores del residual son forzados a cancelarse por medio de una integral

ponderada. De este modo, requerimos que

/ " R@W (@) = 0, (3.16)

donde W (z) es una funcién de ponderacién, o funcién peso, arbitraria. Si para algin g(z) la ecuacién 3.16
se satisface para todas las posibles opciones de W (z), entonces g(x) representa una solucién exacta de la
ecuacion integral 4.2, ya que, en este caso, R(z) = 0. No obstante, en la practica no se pide este requisito
tan estricto de satisfacer la ecuacién 3.16 para todos los posibles conjuntos de funciones peso, sino que
bastara con que la aproximacion (z) sastisfaga 3.16 para un conjunto particular Wi (x) de funciones de

ponderacién [24]. Por lo tanto, sélo se requiere que

/maz R(z)Wy(z) =0 para k=1,23...n+1. (3.17)

Tmin
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La importancia préctica de la ecuacién 3.17 radica en que nos permite transformar el problema de resolver
una EI en un problema relativamente mas simple basado en dar solucién a un sistema de ecuaciones
algebraicas en términos de los pardmetros desconocidos «; de la aproximacién g(z). Dado que la eleccién
de las funciones peso en la ecuacién 3.17 es arbitraria, se puede obtener una amplia variedad de soluciones
aproximadas dependiendo de la eleccién de las funciones de ponderacién. En el método de residuos
ponderados generalmente se distinguen tres tipos diferentes de funciones de ponderacién, las cuales

conducen a la clasificacién que se describe enseguida [24].

Método de Colocacion de Puntos

En este método, el residuo es obligado a desaparecer en los puntos nodales de la malla. Para ello, la
funcién de ponderacién corresponde a una funcién delta de Dirac Wi (z) = 0x(x) = §(x — z1), la cual se

define como

00 six=uxp
0(x — wg) =
0 en cualquier otro caso
con
b
/5(3:—$k):1 si a<xzp<b
a
tal que

b
/ f(@)é(x —x1) = f(op) si a<xp<b

El uso de la funcién é(x — zx) como funcién de ponderacién obliga a que el residual desaparezca en el
punto zj en el dominio. Asi, el residual puede desaparecer en tantos puntos en el dominio como indique
el nimero de coeficientes «;’s en §(z); pudiendo, de esta manera, establecerse el nimero suficiente de
ecuaciones algebraicas para el cdlculo de todos los coeficientes «;. A medida que aumenta el nimero de
elementos en el dominio, el residual se vera obligado a desaparecer en mas nodos, los cuales estaran cada

vez més cercanos entre si, aproximando g(z) a la solucién exacta.

Método del Subdominio

El método de subdominio es otra forma de minimizar el residual. En este caso, en lugar de dejar que el
residuo desaparezca en puntos tnicos, dejamos que el “promedio”del residuo desaparezca en cada elemento

(subdominio). Es decir, dejamos que
1
— R(z)dx =0
Q. Jo,
donde £, es el subdominio sobre el que se realiza el promedio. A partir de esta definicién, esté claro que

la funcién de ponderacién para el método del subdominio es

1 siz € Qy
Wi(x) =

0 en cualquier otro caso
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Método de Galerkin

Este es el método méas popular al momento de minimizar el residual R(z). Aqui, las funciones de
ponderacién son las mismas que las funciones base; por lo tanto, para g(x) la funcién de ponderacién
W (z) es

Wi(x) = ¢r(x) para todo k=1,2,3...N + 1.

En el método de Galerkin, con la eleccién de las funciones de prueba como funciones de ponderacién, la
funcién 3.16 representa el producto interno entre el residual R(x) y la funcién de prueba ¢y (z). Al forzar
que este producto interno se desvanezca, el residual R(x) se hace ortogonal a la funcién de prueba ¢ (z) v,
dado que las funciones de prueba son miembros de una base completa, entonces se estarian agregando méds
términos a la aproximacién g(z), dando como resultado que R(x) sea ortogonal a todas las funciones base.
Asi, en el limite donde el niimero de términos linealmente independientes tiende a infinito, el producto
interno entre el residual y las funciones de prueba puede desvanecerse para todos los miembros del conjunto
completo si y solo si el residuo mismo desaparece de forma idéntica en todos los puntos del dominio.

Ademas, el conjunto de funciones de prueba como funciones de ponderacién asegura que el residual
en regiones de alta variabilidad en la solucion se pondere mas que los residuales en regiones donde la

aproximacion estd limitada.

3.2.5. Resolviendo el Sistema de Ecuaciones Algebraicas

El siguiente y ultimo paso en el proceso de resolucién de la EI mediante el MEF es dar solucién al
sistema de ecuaciones algebraicas generado tras el proceso de aproximacion a través del método de residuos
ponderados. Para resolver un sistema de ecuaciones algebraicas lineales se puede recurrir a métodos
convencionales como sustitucién, igualacién y/o reduccién; no obstante, al trabajar con sistemas de gran
tamano, es preferible emplear métodos mas eficientes, por ejemplo, el método de eliminacién de Gauss o el

método de Gauss-Jordan.

Método de eliminaciéon de Gauss

El método de eliminacién de Gauss o simplemente método de Gauss consiste en convertir un sistema
lineal Ax = b, de n ecuaciones con n incégnitas, en uno escalonado mediante un proceso de triangularizacion,
en el cual la primera ecuacién tiene n incognitas, la segunda ecuacién tiene n — 1 incognitas, y asi
sucesivamente hasta llegar a la dltima ecuacién, la cual sélo tiene una incognita. De esta forma, resulta
sencillo partir de la dltima ecuacién e ir ascendiendo en el sistema para calcular el valor de las demés
incégnitas.

Para entender mejor este procedimiento, considérese un sistema general de tres ecuaciones lineales con

tres incognitas

a1r1 + ai2r2 + arzry =bp
2,11 + ag2x2 + ag3r3 = by (318)
az r1 + azer2 + azzrs = b3

Como primer paso, se procede a eliminar x; de la segunda y tercera ecuaciéon mediante el reemplazo

de la segunda ecuacién con lo que resulte de sumarle la primera ecuacién multiplicada por (—asg,1/a1,1).
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Asimismo se sustituye la tercera ecuacién con el resultado de sumarle la primera ecuacién multiplicada

por (—as,;1/a1,1). Este proceso da lugar a un sistema de ecuaciones equivalente

a1r1 + ai12r2 + aizry =b
! ! . N
! / /
azo%2 + az3r3 = by

donde los nimeros a’ y las b’ son los nuevos coeficientes de la segunda y tercera ecuacién tras realizar las
operaciones previamente mencionadas. Finalmente, multiplicando la segunda ecuacién del sistema 3.19

por (—agg / a’272) y sumando el resultado a la tercera ecuaciéon de 3.19, se obtiene el sistema triangular

equivalente
a1,1r1 + a12T2 + aizry =by
ayoTy + ay3r3 = by (3.20)
agzry = by

donde ag 5 y b son los nuevos coeficientes de la tercera ecuacion tras eliminar z de ésta.

Una vez obtenido un sistema de la forma mostrada en la ecuacién 3.20, se realiza el proceso de
sustitucion regresivas (o sustitucién hacia atrés) [25]; el cual consiste, para este ejemplo, en despejar x3 de
su ultima ecuacién para posteriormente sustituir su valor en la segunda ecuacion, pudiendo despejar asi xo
de ésta. De este modo, sustituyendo el valor de z3 y x2 en la primera ecuaciéon obtenemos el valor de x1,

dando asi solucién al sistema de ecuaciones.

Método de eliminacion de Gauss-Jordan

Este método extiende el proceso descrito en el método de eliminacién de Gauss de modo que las
ecuaciones se reduzcan a una forma en que la matriz coeficiente A del sistema Ax = b, como el descrito
en la ecuacién 3.18, sea diagonal y ya no requiera de ningin proceso de sustitucién. Para ilustrar este
método retomemos la ecuacién 3.20. Reemplazamos la segunda ecuacién con lo que resulte de sumarle la
tercera ecuacién multiplicada por (—a’273 / a§73). De manera similar se sustituye la primera ecuacién con el
resultado de sumarle la tercera ecuacién multiplicada por (—ay3/a5 3).

Esto da como resultado el sistema equivalente

/ / /
al’lx]_ + a172$2 == bl
" N/

a3 9T2 = 0f (3.21)
" N/
a373.%'3 — b3

en donde 3 se ha eliminado en la primera y segunda ecuacién. Ahora, multiplicando la segunda ecuacién
del sistema 3.21 por (—aj /a3 ,) y sumando el resultado a la primera ecuacién de 3.21, se obtiene el
sistema diagonal
ay 1z =t
a/2/72562 = bl (3.22)
ag sr3 = bf.

Finalmente, dividiendo la primera ecuacién por (af ;), la segunda por (ay,) y la tercera por (a3 3)
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obtenemos la solucién al sistema de ecuaciones Ax = b ya que
/! "
zy = by/ a1
g gn
T2 = by/ as 9
qngn
x3 = by/ ass
Nétese que hemos logrado transformar la matriz coeficiente A en una matriz identidad I. Este resultado
es importante ya que refleja una propiedad de las matrices inversas, la cual es que, al multiplicar la matriz
A por su matriz inversa A~! se obtiene la matriz identidad I de dimensién n x n; por lo tanto, es posible
construir A™! si aplicamos a la matriz identidad todas las operaciones realizadas en A desde su forma
inicial hasta su transformacién en una matriz I. De esta manera, el método de Gauss-Jordan ofrece una

técnica para calcular la matriz inversa de una funcién A no singular (det(A) # 0), el cual se puede ilustrar

facilmente si consideramos la matriz aumentada
(AlT)
la cual, al aplicarle el conjunto de operaciones contenidas en A~! obtenemos la matriz aumentada
ATY AN = (A1 A|A7 ) = (1147

construyendo asi la matriz inversa de A.

3.2.6. Método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson (N-R) es el algoritmo més conocido para encontrar las raices de una
ecuacion; a causa de esto, esta técnica ha sido generalizada de muchas formas para la resolucién de
problemas no lineales complejos; por ejemplo, sistemas de ecuaciones y ecuaciones diferenciales e integrales
no lineales [26].

Existen varias maneras de introducir el método de N-R, una de ellas se muestra a continuacién. Suponga
una funcién f continua dos veces diferenciable en el intervalo [a, b]. Ahora, sea el punto zg € [a,b] una
aproximacion inicial al punto a tal que f/(zg) # 0y |zo — | sea pequenio.

Desarrollando f(x) entorno al punto xg, se tiene

f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + %f”(ﬂfo)@ —z0)* 4+

Ahora, como f(«) = 0, si particularizamos la expansién anterior para x = «, se obtiene

F(@) = F(ao) + F'(zo)e — o) + 5 (o) (o — 70)* + -

tal que
flzo) 1 f"(z0)

~ f'xo) 2 f'(x0)

Si suponemos que el término (o — x)? y sus semejantes de orden superior son despreciables y que

_ f(=o)
f'(z0)

(o —20)2 4

o = T

a X X9
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es una mejor aproximacion a a que xg. Esto motiva a la eleccién de la funcién de iteracién para construir

la sucesion de aproximaciones

Tntl = Tp — f/(l‘ )
n

La derivacién del método de Newton-Raphson empleando el desarrollo en serie de Taylor resalta la

conn >0 (3.23)

importancia de una buena aproximacién inicial. La suposicién crucial de que el término que contiene a
(a — xp) puede ser eliminado es un indicador de que si 2y no esta suficientemente cerca de la raiz «, el
método de N-R puede no converger a ésta [26].

Ahora, reescribiendo la ecuacién 3.23 obtenemos la siguiente versién modificada de la ecuacién de

Newton-Raphson
' (@n)(@ni1 — ) = —f2n) (3.24)

en la cual es mas ficil observar su generalizacién a sistemas IN-dimensionales, como el que se muestra a

continuacion

J(E™) (@) — 7y = —F (™). (3.25)

donde J es la matriz Jacobiana del sistema un sistema de ecuaciones dado

ofi .. Ofr
oz oxr N
J(&) = : Lo :
9fn ... On
ox1 oxrn
mientras que
T
7 = [a:gn),xén), .. ,xg\?)}

F@E™) = [A@E™), £ ), @ )]

Como se observa, la matriz Jacobiana involucra un gran nimero de derivadas parciales, pudiendo ser
algunas muy complejas de desarrollar analiticamente, es por ello que cominmente se recurre al método de

diferencias finitas para aproximar el valor de una derivada [25], tal como se muestra a continuacién

df | flzi+ Az) — f(z:)
de| Ax

Z;

Mediante esta expresién, generalizada a varias dimensiones, es posible aproximar el valor de la matriz
Jacobiana de manera numérica. Aqui, la exactitud de la aproximacion dependera tanto del valor de Az, el
cual debe ser muy pequeno, como de la cantidad de cifras que pueda almacenar el computador ya que
si Az es demasiado pequeno, no serd posible almacenar todos los digitos decimales de la aproximacién,

acarreando asi errores por redondeo.

3.2.7. Incertidumbre

La incertidumbre o error numérico, definida como la diferencia entre la cantidad exacta o “real” y
la cantidad aproximada [27], es un elemento muy relevante al momento de realizar cualquier tipo de
aproximacion o calculo numeérico. La forma de medir el error entre dos cantidades puede diferir dependiendo

del tipo de variables a comparar, pudiendo ser cantidades escalares, vectoriales o matriciales.
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Consideremos primero las cantidades escalares. Sea & una aproximacién al valor exacto «, podemos
medir la diferencia entre o y & mediante el error absoluto |& —«| o, si @ # 0 por el error relativo |& —a|/|«/.
Si el error relativo de @ es, por ejemplo, 107, entonces decimos que @& tiene una precision de 5 digitos
decimales [28].

Por otra parte, para medir el error en vectores, es necesario calcular su norma. Aunque existen diversos

tipos de norma, en esta tesis se trabajard con la norma euclidiana, la cual se define como

1
3
el = (Xl
i
Otros tipos de norma son:
Norma-1 ||Z]|; = Z | ;]
i
Norma-infinita |[|Z]|cc = méx |z;]
7

En el caso de la norma euclidiana, si  es una aproximacion al vector exacto #, nos referiremos a
|z — &||2 como el error absoluto en Z y nos referiremos a || — Z||2/||Z||2 como el error relativo en z
(asumiendo que ||Z]|2 # 0). Al igual que en el caso de cantidades escalares, si el error relativo de & es, por

ejemplo, 1077, entonces decimos que # tiene una precisién de 5 digitos decimales [28].
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4.1. EL OSCILADOR ARMONICO SIMPLE

Para introducirnos al Método de Elemento Finito, y con el fin de ejemplificar su eficiencia frente a

otros métodos iterativos, se resolvié la ecuacién diferencial del oscilador armoénico simple
" 2
y +wy=0 (4.1)

con valores iniciales
y(0) =0, y'(0) = 1.

Aqui es facil observar que la ecuacién 4.1 corresponde a la ecuacién 3.1 con

por lo tanto, sustituyendo las funciones anteriores (A(z), B(x) y g(z)) en la funcién 3.5 obtenemos la

representacion integral de la ecuacion 4.1 mas las condiciones de contorno,

y(z) = o + & /0 (¢ — 2yl (4.2)

1

la cual, al igual que su formulacién diferencial, tiene como funcién solucién y(x) = - sin(wz).

El siguiente paso a realizar es definir el dominio 2 de la solucién de la ecuacién 4.2; para ello
establecemos la cota superior del dominio como z,q; = 27, de modo que 2 : 0 < x < Ty,4,. Posterior a
esto, discretizamos el dominio en n puntos nodales x;.

A partir de aqui es posible llevar a cabo el método iterativo de Picard dado que la funcién y(z) en la
ecuacién 4.2 se encuentra en términos de si misma. De esta manera, tomando un vector ¢o(z), compuesto
por n elementos, como nuestra aproximacion inicial, formamos la sucesién de funciones {¢(z)}r>0

mediante la férmula de recurrencia
i
Ok+1(Ti) = 2 + w2/ (t — i) pr(t)dt con i =1,2,...,n.
0

Por otro lado, para aplicar el MEF a la ecuacién 4.2 construimos la funcién aproximada g(x) de la

forma
g(x) =) cugpi(x) (4.3)
i=1

tal que, sustituyendo y(x) por y(z) y y(t) por g(t) en la ecuacién 4.2 obtenemos
n P n
> aigi(z) -z —w? / (t—x) > igi(t)dt = R(z), (4.4)
i=1 0 i=1

Donde observamos la aparicién del residual R(z) # 0 ya que g(x) no satisface exactamente la ecuacién
4.2. Para minimizar el residual R(x) recurrimos al método de residuos ponderados, que para la versién de

colocacién de puntos tenemos

/mazR(x)é(a:—:Ek):O con k=1,2,....n
0

24
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pero como

/0 " R(2)0(x — 2x) = R(xy)

entonces

R(a:k) =0

De este modo, la ecuaciéon 4.4 se reescribe como

> qidi(ay) -y — W /xk (t— k) Y aidi(t)dt = R(zy) =0, (4.5)
i=1 0 i=1

para k = 1,2,...,n. Dada la propiedad de las funciones base ¢;(zy) = J; donde d; es la delta de

Kronecker, la ecuacion 4.5 se transforma en

o — Tk — W /Oxk (t— 1) > ai(t)dt = 0. (4.6)
=1

Aplicando la propiedad aditiva de la integral respecto del intervalo a la ecuacién 4.6 reescribimos la integral
en términos de una suma de integrales definidas sobre cada elemento de la malla.
En el caso donde las funciones base son lineales, tenemos elementos tipo 2-nodal; por lo tanto, la

ecuacién 4.6 queda reescrita como

Te+1

k—xk—w22/ (t— k) Y cvig(t)dt = 0. (4.7)
=1

Desarrollando la sumatoria sobre ¢ en la ecuacion 4.7 obtenemos

9 Te+1
Qp — T — W Z/ t — a:k Ozg(ﬁg(t) + O‘E+1¢Z+1(t)] dt = 0. (48)
Obsérvese que s6lo consideramos las funciones base dentro del dominio de la integral, las cuales son de
la forma
Toy1 — 1 t—xyp
Gue(t) = ——— y Gep1(t) = ———
Q Loyl — Xy +1() Lo+l — Ty

Reemplazando estas dos expresiones en la ecuacion 4.8, obtenemos

o — T — W Z/

0, lo que es lo mismo

Te+1

¢ —2) [+a] o

k-1 w2 Tot1 Tot1
Q= T + Z —_— —Oég/ (t - xk)(xt,gﬂ)dt + Qpy1 / (t — l’k)(t - .CEg)dt . (49)
—1 To41 — Ty Ty Ty

El siguiente paso seria resolver ambas integrales pero, observando la semejanza entre éstas, es preferible

resolver una integral similar a partir de la cual pueda obtenerse el valor de las dos integrales de la ecuacién
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4.9. Para ello, resolvemos la integral

10= [ - - o

Ty

_ /me+l(t2 _ (C 4 xk)t + Cl’k)dt

7
t3 t2 7 Te+1 (4'1())
= g—(CJrUCk) + Cagt
L 17
[3 43 [ 22 2
= %ﬂ —(C+ ) % + Cog(zpy1 — w0).
Factorizando (2411 — @) en la ecuacién 4.10
x2 + To41%0 — x2 Tyr1 + Xy
I(¢) = [ L 3 -+ xk)% + (g | (Te41 — 0) (4.11)
definimos
I'(¢) = 1(Q)/(xe41 — )
tal que, reemplazando I'(¢) en la ecuacién 4.9 obtenemos la expresién
k—1
ap = o + w? { el (zos1) + g I’ (.Tg)} (4.12)
/=1
Reescribiendo la ecuacién 4.12 obtenemos la siguiente férmula de recurrencia
1 k—1 k—2
_ 2 ! 2 !
= P | Y ;aﬂ (Tey1) +w ;0%1] (ze) | - (4.13)

de la cual obtenemos el valor de todos los coeficientes indeterminados. Un procedimiento similar se efectia
en el caso donde las funciones base ¢;(x) son cuadraticas, llegando a obtenerse una férmula de recurrencia
que permite determinar todos los coeficientes de la malla.

Con el fin de evaluar la eficiencia del MEF frente a otros métodos de resolucién de Els, como lo es el
método de Picard, se efectud el siguiente procedimiento para cada método (es decir, para el método de

Picard, MEF con base lineal y MEF con base cuadratica):
1. Establecer n = 10.
2. Repartir uniformemente los n nodos sobre el dominio {2.

3. Efectuar como maximo 200 iteraciones (Esto para el método de Picard ya que, por construccion, el

MEF converge en una sola iteracién).

4. Calcular el error absoluto entre la solucién analitica evaluada en los nodos y el vector aproximacién

obtenido en la ultima iteracion.
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5. Almacenar el error absoluto y el nimero actual de nodos en un archivo para su futura graficacién.

6. Aumentar el valor de n en 2 unidades y repetir los pasos del 2 al 6. Terminar el procedimiento en

caso de que n > 100.

Los resultados obtenidos de este procedimiento se condensan en la figura 4.1.

COMPARACION ENTRE METODOS NUMERICOS
NUMERO DE NODOS VS ERROR

0.1 I ' I ' I ' I '
- . =
PICARD
0.8~ o ® EF LINEAL B
i ¢ EF CUADRATICO
®

o 0061~ -

o °
I -
M 0.04}- ® —

L |
_ LA ]
o..
0.02} (] —
‘o...
+ 000..,.“ i
N MEZYYVUPUUVIUIN UUUUUUUIN VUUUUUIOD0 DO00000004 |
20 40 60 80 100
NUMERO DE NODOS

Figura 4.1: Evaluacion de la eficiencia y eficacia del Método de Elemento Finito con base cuadratica frente al

método iterativo de Picard y al Método de Elemento Finito empleando una base lineal.

Al analizar la gréfica en la figura 4.1 observamos que el error absoluto obtenido mediante el MEF con
base cuadrética (MEFc) presenta errores muy bajos desde el comienzo de la grafica, a diferencia del MEF
con base lineal (MEFI) y el método de Picard (MP). Por otra parte, estos dos ultimos métodos presentan
un patrén de convergencia muy similar, asi como valores de error absoluto muy cercanos; no obstante, el
MEF1I gener6 el vector aproximacién en una sola iteracién, a diferencia del MP que le tomé 200 iteraciones
llegar a esos valores, lo cual es una diferencia enorme en cuanto a tiempo y costo computacional. Con todo
esto, resulta ventajoso emplear el MEF con una base cuadrética en problemas de complejidad maés elevada,

como lo es la resolucién de la ecuacién de Poisson-Boltzmann.

4.2. LA ECUACION DE POISSON-BOLTZMANN:
DESARROLLO TEORICO

Consideramos la formulacién diferencial de la ley de Gauss, la cual establece que la divergencia del
campo eléctrico E en un punto del espacio es igual a la densidad volumétrica de carga eléctrica p.(7)

dividido por la permitividad eléctrica e del medio (€ = e,¢9 donde €, representa la permitividad relativa
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del medio y ¢ la permitividad del vacio). En notacién matemaética, la ley de Gauss se puede escribir como

Dado que el campo eléctrico en funcién del potencial electrostatico medio 9 (7) se expresa como
E = —Vy(7)
al combinar esta ultima expresién con la ley de Gauss obtenemos
V- E=V- (Vo) = -V
la cual es la bien conocida ecuacion de Poisson

VQw(F) — _pC(_‘) (414)

c .

Dado que p.(7) describe la densidad volumétrica de carga eléctrica, podemos representarla como la densidad

total de carga idnica alrededor de la superficie cargada, tal que
pe(T) = Zzieopi(ﬁ (4.15)
i

donde p;(7) es el niimero de iones de tipo 7 por unidad de volumen en la posicién 7, z; es la valencia de la
especie 7 y eg es la carga proténica.

A fin de poder resolver la ecuacién 4.15, es necesario expresar p.(7) en términos del potencial elec-
trostatico medio; para ello, escribimos la densidad de carga p;(7), generada por la distribucién espacial de

iones de tipo ¢, en forma exacta usando una expresién en términos del potencial de la fuerza promedio
pi() = pt"* exp (—W; () /kpT)

donde el trabajo (W;(7)) necesario para llevar un ion, con carga z;e, desde el infinito hasta una posicién 7,

y en la aproximacién de Boltzmann, estd dado por z;ep) (7). Dado esto, podemos reescribir p;(7) como
o bulk
pi(7) = p"" exp (—zieg(F) /kpT) (4.16)

tal que la ecuacién 4.15 puede expresarse como

pe(T) = Z Zieopi'mlk exp (—Zieoi/J(F)/kBT) (4.17)

i

donde pf“lk representa la concentracién iénica de la especie ¢ lejos de la superficie coloidal, kp es la
constante de Boltzmann y 7' la temperatura absoluta (expresada en Kelvin).
Combinando esta tltima expresién con la ecuacién de Poisson (eq. 4.14) obtenemos la ecuacién de
Poisson-Boltzmann
V2(7) = —%0 Z Zip?U* exp (—zieov(7)/kBT) (4.18)
i
que, expresada en términos del perfil de densidad iénica reducida

() = 24k = exp (~sieo(7) ko) (.19

7
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queda reescrita como

VIH(F) = ——= Z Zipt i gy ( (4.20)

La ecuacién 4.18 no tiene una solucién general explicita y debe resolverse para ciertos casos limite, los

cuales se basan en el siguiente modelo:

1. Se supone una superficie plana cargada uniformemente, de extensién infinita en las direcciones y y z

y con extensién perpendicular a la direccién z, de modo que la operaciéon V2¢(7) se convierte en
() (x)/dz?).
2. Se modelan a los iones de la parte difusa de la DCE como cargas puntuales.

3. Se considera que el solvente es un medio continuo que influye en la DCE sélo por su constante

dieléctrica €, que se toma igual en todo el espacio.

4. Se supone que el potencial eléctrico en la superficie plana es 1y y ¥ (z) a una distancia x de la
superficie en el seno del electrolito. Asimismo, se acepta que la superficie esta cargada positivamente,

como se muestra en la figura 4.2.

potencial (x) =

|
1/kp distancia x

=)

Figura 4.2: Representacion esquemaética de la doble capa eléctrica difusa en el modelo de la DCE.

4.2.1. Caso limite 1: La aproximacion de Debye-Hiickel

Comenzamos introduciendo la aproximaciéon de Debye-Hiickel (D-H), también conocida como la
ecuacion linearizada de Poisson-Boltzmann, considerando solamente aquellos casos donde el factor
(—zieow(x) / k:BT) < 1, de manera que los exponenciales en la ecuacién 4.17 puedan desarrollarse en una

serie de MacLaurin, tal que

exp (—zieo(x)/kpT) ~ 1+ (—zieotp(z)/kpT) + % (—zieow(a:)/kBT)2

Considerando solamente los términos de primer orden en la expansién anterior, la ecuacién 4.17 se reescribe

como

Zzzeopf“lk ( (—zieow(:x)/kBT)> . (4.21)
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bulk _

Por la condicién de electroneutralidad, tenemos que ), egz;p;“" = 0; por lo tanto, la ecuacién 4.21

queda expresada como sigue
pe(z) = Z zieplk (—zieoy(z)/kpT)

i

(4.22)

2 bulk
E zi Py

En esta aproximacién los potenciales iénicos son aditivos, de modo que la ecuaciéon 4.22 puede ser

sustituida consistentemente en la ecuacién 4.14, obteniendo

d*y () 2 bulk
dz2 | ekp TZ “hi (423)

Realizando la sustitucién x%, = (e% S22 ok (ekp T)) la ecuacién 4.23 queda como

2 X
TUD _ eta) (4.24)

De este modo, al resolver la ecuacién 4.24 bajo las condiciones de frontera 1(xo) = 1o y lim, 00 P(x) =

obtenemos la siguiente expresién

¥(x) = o exp (—kp(z — x9)) (4.25)
tal que, tomando zp = 0 y sustituyendo ¢(x) por ¥(7) en la ecuacién 4.19 obtenemos
9i(z)p- 1 = exp ( Z]:g%;o “D’”> . (4.26)

4.2.2. Caso limite 2: La aproximacion de Gouy-Chapman

Retomando la ecuacién de Poisson-Boltzmann en el modelo de la superficie plana infinita

dQ 60
dd;Q = Z zipp ™ exp (—zieoo(x) /kpT) (4.27)
se observa que para electrolitos binarios con cargas simétricas donde z4 = —z_ = z (e.g., NaCl o MgSOy)

la ecuacion 4.27 puede ser escrita como

d(x)  eozp}™ exp (—eozyp(2)/kBT) + eo(—2)p""* exp (—eo(—2)y (x) /kpT)

= 4.28
dx? € (4.28)
Por la condicién de electroneutralidad eozpb“”C + eg(—2)p?* = 0 se debe cumplir que pb“lk = phulk =
pP% - de modo que la ecuacién 4.28 queda de la siguiente manera
d? T enz bulk
;i(z ) -0 z (exp (—eoz¢(x)/kBT) — exp (eozw(x)/kBT)) . (4.29)
Ya que sinh (z) = w, es posible reducir la ecuacién 4.29 a

Po) v epmpla)
d$2 =2 c sinh kBiT . (430)
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Multiplicando ambos miembros de la ecuacién 4.30 por 2 dy)(x)/dx

(4.31)

dyp(x) d*¢(x) eozp™* . [eozp(x) \  dip(x)
2 dr  dz? =2 € sinh kT 2 dx

de modo que el lado izquierdo de la igualdad corresponde a la derivada de (dw(az) /dx)2; por lo tanto,

integrando ambos miembros de la ecuacién 4.31, tenemos que

~ 2 0 bulk
/ P diy(x) _ / degzp sinh eoz)(x) \ di(x)
" dx " € kpT dx
donde, para el miembro izquierdo de la ecuacién se tiene
- 2 2
[ (e ] ()
* dx dx

Invocando la condicidn inicial limg o %&x) = 0 obtenemos

oo

T

o

2 2
(wmv :_<wmv
dx dx '

T

Por otra parte, para el miembro derecho de la ecuacion se tiene

oo

dx €

o0 bulk bulk
/ degzp sinh eozt)(x) \ dy(x) _ | 4eozp cosh eoztp(x) \ kT
T € kBT kBT €2

Por la condicién a la frontera 1o, = lim,_,o 1(z) = 0 obtenemos

4 bulk knT > 4 bulkk T
cozp™" (6027!}(33)) B _ A4k (L ez ()

€ kT ep? N € kT
X

Empleando la identidad cosh(z) — 1 = 2sinh? (%) en la expresién anterior tenemos

bulk bulk
4p" kT 1 — cosh ezt (x) __8p™ kBT sinh epz(z)
€ kT € 2kpT

Una vez hecho este desarrollo, es facil observar que la ecuacién 4.31 puede ser replanteada como

dy(x) ’ 8Pk kg T epzth(x)
— ( ) — OB G2 < 0 ) (4.32)

dx € 2]€BT

dyp(z)  [8ptulkkpT | eoz(x)
I = ; smh( kT ) (4.33)

Nétese que la funcién sinh(z) = M;Xp(ﬂ:) es positiva para x > 0 y negativa para =z < 0. El

signo negativo en la ecuacion 4.32 implica que valores positivos de 1 (z) tienen asociada una pendiente

0, igualmente
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negativa (d¢(:n) Jdx < O), mientras que valores negativos de ¥ (x) tienen asociada una pendiente positiva
(dip(z)/dz > 0). Esto permite satisfacer la condicién de frontera limy o 1(z) = 0 en la lejanfa de la

superficie cargada.

Si, al igual que en la aproximacién de Debye-Hiickel, identificamos como kp = \/ S edz2pbuk [ (ekpT),

entonces para el caso de un electrolito z : z se tiene que

€2 22 2 bulk 26(2)Z2pbulk
ekBT N ekpT

Kp =

2kpT
ez

obtenemos

2T ARLT2 [2e2:2pmilk [RpbulkpT
b 0% Y L (4.34)
s 2,2 ek:BT €

Sustituyendo la ecuacién 4.34 en la ecuacién 4.33 se llega a

Multiplicando kp por

di(z) 2kpT ) ez (x)

=— h . 4.

dx €o? oD S 2kgT (4.35)

Ahora, realizando el cambio de variable ¥(z) = 5724 (z) en la ecuacién 4.35 obtenemos
v
d¥(z) = —kpsinh (¥(z)) . (4.36)
dz
Expresién que puede ser reescrita como
d¥(z) )
—_— = h (T dx. 4.37
sinh (U(z)) wp sinh (W () dx (4.37)

Integrando ambos miembros de la ecuacién 4.37 se obtiene
v
In | tanh (?) +In(C) = —kpuz. (4.38)

Tomando en cuenta la condicién inicial 1 (xg) = 1o tal que ¥(zg) = ¥y = %1/107 es posible calcular

1n(C) = —rpao — In (tanh (‘Z@))

Por lo tanto, la ecuacién 4.38 seria

In | tanh <‘1’(25”)> _ kpag—In (tanh (?)) = —kpa (4.39)

que a su vez, por las propiedades de los logaritmos, puede ser reescrita como

el valor de la constante C

= —kp(z — x0). (4.40)
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Aplicando la funcién exponencial a ambos miembros de la ecuacién 4.40 y realizando el cambio de

variable W(z) = 372%¢(x) ahi mismo, obtenemos
tanh <4Z(:T¢(x)> = tanh <4Z(:Tz/10> exp (—rp(z — o)) (4.41)
Finalmente, aplicando la identidad tanh™(z) = %ln (if—i) a ambos miembros de la ecuacién 4.41

obtenemos la expresién explicita para el potencial electrostético medio 1(z) como funcién de la distancia.

1+tanh( 202_1h )exp(—ﬁ (z — 20))
2%k T 0 D 0
o) = 2Ly, el (4.42)
€02 1 — tanh (4Z(§T¢0> exp (—kp(x — z0))
de modo que, tomando z¢ = 0 y sustituyendo ¢ (z) por ¢(7) en la ecuacién 4.19 obtenemos
-2
1 4 tanh (%@/JO) exp (—kpx)
9i(x)g—c = (4.43)

1 — tanh (4Z;ZT@&0> exp (—kpT)

Si consideramos el limite cuando (—zjepi(x)/kpT) < 1, de manera que las funciones tanh(z) en la

ecuacion 4.41 puedan expandirse en una serie de MacLaurin, tal que

ez . €0Z 1 eoz 3
tanh <4kBTw($)> ~ TV T3 <4kBT¢(x)> e

Entonces, al conservar solamente los términos de primer orden en la expansién anterior, la ecuacion
resultante es

€pz €pZ

4k:BT1/)($) = dkpT

Yo exp (—kp(x — x0)) (4.44)

que al ser reescrita de manera que ¥ (x) quede aislado al lado izquierdo de la igualdad, recupera el caso

limite en la aproximaciéon de Debye-Hiickel.
Y(x) = o exp (—kp(z — x0)) (4.45)

Las soluciones analiticas mostradas en esta seccion valen en un rango de soluciones muy limitado
puesto que no son aplicables a sistemas donde las cargas son asimétricas y/o el potencial electrostético

medio es mayor a 25mV para T = 25 °C.

Dadas estas limitaciones, a continuacion se presenta una solucién general, de cardcter numérico, de la
ecuacion de Poisson-Boltzmann empleando el Método de Elemento Finito, el cual toma como punto de
partida la formulacién integral de la ecuacién de P-B, cuya deduccién, dentro del modelo de la superficie

plana abordado recientemente, se detalla en la siguiente seccién.
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4.3. SOLUCION NUMERICA A LA ECUACION DE POISSON-
BOLTZMANN
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Figura 4.3: Modelo plano. Figura 4.4: Sistema de coordenadas cartesianas en tres

dimensiones.

Las ecuaciones integrales representan una herramienta mas general al momento de resolver problemas
en el campo de la fisica y la ingenieria en comparacién con ecuaciones diferenciales, ya que una de las
ventajas al usar formulaciones integrales es la posibilidad de representar muchos de los aspectos fisicos de
un problema de manera compacta y auto-contenida; lo cual, en muchos casos, resulta mas conveniente que
la convencional formulacién diferencial del problema [29].

Ademads, dado que la integracién numérica es mucho menos sensible al ruido (e.g., errores por redondeo)
que la diferenciacién numeérica, es deseable convertir las ecuaciones diferenciales gobernantes a su forma
integral a fin de obtener resultados mas precisos [30].

Con base en los argumentos anteriores, a continuacién se presenta la deduccién de la formulacién
integral de las ecuaciones de Poisson-Boltzmann a partir de su representacion diferencial. Asimismo, a
partir de dicha formulacién integral, se construiran dos versiones integrales andlogas que incorporen el
potencial electrostédtico superficial ¥g y la densidad de carga superficial o, respectivamente, a fin de fungir

como parametros iniciales al momento de resolver numéricamente la EI.

4.3.1. Formulacidon integral de la ecuacién de P-B: El caso plano

Dada la formulacién diferencial de la ecuacién de Poisson-Boltzmann para el modelo del plano infinito

d? p0($)
- _ 4.46
@) == (4.46)
con valores iniciales
’ . z / _
xlggo P(z) =0, Ilggow (x) =0.

donde ¢/(z) = dlzf), es posible generar su versién integral de la siguiente manera.

En primer lugar, reescribiendo el lado izquierdo de la igualdad en la ecuacion 4.46 se obtiene la expresion

iw/(x) — 7PC($)

dx EQEr
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la cual, puede resolverse mediante el método de separacion de variables. Integrando ambos miembros de la
ecuacién sobre el dominio [z, 00|, se tiene

/x T dw) = /x Tzl gy (4.47a)

E0Er

[h’m w(x)] — (@) = —— /z ety (4.47b)

T—00 E0Er

Empleando la condicién inicial lim,_,~ ¢’ (x) = 0 y realizando los cambios de variable t = w y x =t en

la ecuacion 4.47b, generamos la siguiente expresion

0= [ o (4.48)

E0Er

la cual puede resolverse nuevamente mediante el método de separacién de variables. Integrando, otra vez,

ambos miembros de la ecuacién sobre el dominio [z, o], se llega a

v = [ [ ot (1.490)

_ (Llii{,‘o ¢(x)] - w(@) — —501& / h /t " pe(w)duwdt. (4.49D)

Dada la condicién inicial lim,_,~ ¥ (x) = 0 e introduciendo el cambio de variable

Fo = [ " pelw)dw

en el segundo miembro de la ecuacion 4.49b, obtenemos la expresién

V(@) = —— / Pt (4.50)

E0Er

en la cual, al integrar el lado derecho de la igualdad mediante el método de integracién por partes (eligiendo
u= F(t) y dv = dt), se obtiene

Vi) = _Eoler (_tF(t)} _/Oot;i (F(1)) dt) (4.51a)
- eoler <:tlirgotF(t)} — (@) F(z) - /:O t% (F(t)) dt) (4.51b)

El término limy_,~, t F'(t) en la ecuacién 4.51b tiende a cero ya que, al aplicar el limite, los limites de
integracién en F'(t), tras el limite, tienden a ser iguales, lo que hace que F'(t) tienda a cero. Por otra parte,
para operar el término %F (t) debemos hacer uso de la regla de derivacion bajo el signo integral de Leibniz,

la cual establece lo siguiente:

Teorema: (Derivacién bajo el signo integral). Dada una funcion f(z,t) tal que ésta y su derivada
parcial fy(z,t) son continuas en x y t en alguna region del plano (z,t), incluyendo a(z) <t < b(x) y
zo < x < x1, donde a(z), b(x) y sus respectivas derivadas son continuas en o < x < x1, entonces, para
g < x < 11 Se tiene que

bz) 9

b(z)
% (/( : f(x,t)dt) = f (=,b(x)) %b(m) — f (z,a(x)) %a(x) + /( | s (z,t)dt
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De este modo

4.52
_ (t)ggé, ( )
= IOC t
Con todo esto, la ecuacion 4.51b se simplifica a
1 [ee]
P(x) = - —(z)F(x) +/ t pe(t)dt (4.53a)
0¢r T

_ _801& <_ / " pe(w)dw + /x Oot,oc(t)dt> (4.53b)

Realizando el cambio de variable w =t y fusionando ambas integrales en el segundo miembro de la

ecuacion 4.53b, se obtiene
1 o0
via) = —— [ (@ tputtyi (4.54)

€0Er

Donde esta ultima ecuacién representa la version integral de la ecuacién 4.46 para una geometria plana.

Introduciendo el Potencial Electrostatico Superficial 1

Una vez que conocemos la ecuacién integral del potencial electrostatico medio v (x) para el caso plano
es posible calcular, a posteriori, el valor de dicho potencial en la superficie del coloide, es decir, calcular el
potencial electrostatico superficial 1g. No obstante, en muchos problemas relacionados con la DCE el valor
del 9y es empleado como parametro inicial al momento de calcular la distribucién iénica alrededor del
coloide.

Teniendo en cuenta que 1y para una geometria plana se expresa como

o = :

E0Er

/O T ety (4.55)

podemos introducir 1y en la expresiéon para 1(z) sumando y restando la expresién anterior en el lado

derecho de la igualdad de la ecuacion 4.54, de modo que

_l’_

/0 (—t)pe(t)dt / (z — t)pe(t)dt.

E0Er E0Er

Y(w5h0) = [% -

Siguiendo este mismo procedimiento, introducimos también el término

1
E0Er

| @ ono
0

tal que

;o) = [ [ @=totar- — ["a- t>p0<t>dt]

1 oo
/ tpc(t)dt
€0&r Jo

E0Er

+ +

o +

| v

E0Er
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o bien

U(@; o) = Yo +

E0Er

[/0 tpe(t)dt + /0 (2 — O)pelt)dt — /0 (2 — D)pelt)dt — / <t—x>pc<t>dt].

Agrupando en una sola integral los dos 1iltimos términos de la expresién anterior obtenemos

[/0 tpc(t)dt +/0 (x —t)pc(t)dt — /0 |z — | pc(t)dt] . (4.56)

Ahora, por la propiedad de aditividad del intervalo, la primera integral de la expresién anterior puede

|t = [“tovae+ [ oo

de modo que ¥ (x; 1) puede reescribirse como

Y(w;51bo) = o +

E0Er

reescribirse como

wlasn) =vo+ | [Ttonar+ [ apeloyar - /Ooorx—t\pcu)dt]

E0Er

B 1 ©(x+t)+|x—t 7 Ooxi
— o+ /0 pelt)dt /0 & 1] pc(t)dt] (4.57)

2

E0Er

= ot /OOO (“””;’x_“ —|x—ty> pe(t)dt.

Finalmente, simplificando el kernel de la integral en la expresion 4.57 por la funcién

(x+t) —|x—t

Fplx,t) = 5 (4.58)
deducimos una expresién compacta de 1(z) con ¢y como pardmetro
1 (o)
vlain) =0+ o [ Fylropta (4.59)

Introduciendo la Densidad de Carga Superficial o

Tal como se mostro en la subseccién anterior, es factible emplear el valor del potencial electrostatico
superficial al momento solucionar la ecuacién que describe al potencial electrostatico medio; no obstante,
muchas veces no es posible conocer a priori el valor de v, es por ello que en esta subseccion introduciremos
el valor de la densidad de carga superficial og dentro de la expresién 4.59 a fin de obtener una expresion
compacta del tipo ¢ (z; o).

Partiendo del hecho de que la DCE debe ser neutra de manera global, se deduce que la suma total de
la densidad de carga contenida dentro de la DCE debe ser igual, y de signo contrario, a la densidad de

carga uniforme sobre la superficie del coloide; por lo tanto, se tiene que

o0 = — /0 " e(tydt, (4.60)
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Ahora bien, dado que la ecuacién 4.46 indica que

d? e(x
& i) = pe()

entonces

dz |,
_ d dip(z)
= €&y “hrgodx (x)] - [ . ]
=0
pero como lim, o ¥'(x) = 0, entonces
dy(z)
_ 4.61
o] o€ [ du ] . ( 6 )

Por otra parte, de acuerdo con la ecuacién 4.54, tenemos que

d 1 o0
= —co&r | — —t)p.(t)dt
00 €0€ dr (505,"/1, (z )pe(t) )

=-—[Ampdﬂd4

=—Amm®ﬁ

lo cual concuerda con la deduccién de la expresion 4.60.

z=0

=0

Una vez que conocemos el valor de o es posible introducirlo dentro de la expresién 4.59; no obstante, con

el fin de emplear las mismas unidades en las que se expresa el PEM, en vez de introducir oy introduciremos

g0

KDEOEr
donde /151 representa la longitud de Debye, la cual es un indicador de la distancia, partiendo desde
la superficie del coloide, a la cual el PES ha disminuido en un factor de 1/e de su valor original. Este

parametro, como su nombre lo indica, posee unidades de longitud (m) y estd representada por

1 coerkpT
Kn =4 =——55. (4.62)
P\ et

De este modo, al introducir —2— en la expresién 4.59 obtenemos

DEOEr
0o o) 1
]+

KRDENEr KDEOEr E0Er

B(aio0) = o + [ /0 " Fy( type(t)dt

Sustituyendo a 1y y una de las constantes oy por las expresiones 4.55 y 4.60, respectivamente

1 [e.e]

b(x;00) = /(]oo(—t)pc(t)dt + 200 = [ pu(tydt + /OOO fp(x,t)pc(t)dt]

KD KD Jo

1 (o4) & 1
- 20 b Fyat) ) pe(t)dt
2 [T (- R ot ]
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Sustituyendo Fp(z,t) por la expresion 4.58 tenemos la expresion

Y(z;00) = ! GO+/OOO (1—t+<$+t)_|x_t‘>Pc(ﬂdt

E0€r | KD

Renombrando el kernel de la integral como
—t)—|z—1 1
(c-t)—lo—t 1
2 KD

gp(xv t) =

(4.64)

llegamos a la expresién compacta de 1(z) con oy como pardmetro

/OOO Gp(, t) pe(t)dt (4.65)

Una vez obtenidas estas expresiones para 1 (x), es posible conocer el comportamiento tanto de la

g0 1

Y(x;00) =

KDEOEr E0Er

concentracién iénica g;(z) (mediante la ecuacién 4.19) como del potencial electrostético medio en funcién

de la distancia z.

a) b)

—_

= o

=

=

= —_

= 8

\O —

< .

] contraiones —_

g =

g g

— —

é‘ 1 ——————— %

| coiones a |
0 1/kp distancia x 0 1/5p distancia =

Figura 4.5: Representacién esquemadtica del comportamiento de a) la concentracién iénica g;(z) y b) el potencial
electrostatico medio 1 (x) como funciones de la distancia.

4.3.2. Resolucion de la Ecuacién Integral de P-B mediante el MEF

Con base en los resultados mostrados en el caso del oscilador arménico simple, se decidié aproximar la
solucién de la ecuacién integral de Poisson-Boltzmann, obtenida en la seccién anterior, mediante una malla
compuesta por funciones base cuadraticas, las cuales cubren el dominio de solucién Q: 0 < z < x,, = 40 A.
Por otra parte, debido a la fuerte variacion en la concentracion idnica cerca de la superficie coloidal, la
cual puede apreciarse en la figura 4.5, se opt6 por construir una malla no uniforme compuesta por n = 51
puntos nodales distribuidos sobre el dominio €2, como se muestra en la tabla 4.1; esto con el fin de generar
buenas aproximaciones a la solucién de la ecuacion de P-B pero sin sacrificar tiempo de cémputo valioso

en zonas donde la variacién en la concentracién idnica es pequena.

Tabla 4.1: Distribucién de puntos nodales empleada para la aproximacién de la EI de P-B.

Niumero de nodos Subdominio de 2

21 Q: 0<z <5
14 Qo 5<ax <10
10 Q3:10< 2 <20

6 Oy :20<2<40
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Posteriormente definimos todas las constantes presentes en la ecuacion 4.19, las cuales se muestran en
la tabla 4.2.

Tabla 4.2: Valor de las constantes empleadas en la solucién numérica de la EI de PB

Constante Valor Unidad de medida
21 1 adimensional
29 —1 adimensional

phulk 6.022140857 x 10%6 particulas/m?
phutk 6.022140857 x 1026 particulas/m3
€o 1.6021766208 x 10~ Coulombios (C')
o 0.023 Voltios (V)
kg 1.38064852 x 10723 J/K
T 298.15 K
& 78.304 adimensional
€0 8.8541878176 x 10~ '2 C?/(Jm)

Ahora generamos la aproximacién por elementos finitos de la funcién g;(x). Lldmese esta g;(z), la cual

es de la forma

Gi(x) = i pdr(z) (4.66)
k=1

donde cada ¢y, representa la funcién base cuadratica correspondiente al nodo k mientras que o , representa
los n coeficientes indeterminados de la aproximacién g;(x). Sustituyendo g;(x) por g;(7) en la ecuacién

4.19 obtenemos

k=n 2 Tmax
Z @i Pk (T) ~ exp | —zieoBo — z; <§)i0 > /0 [Z 2P Z o s Pr (t } ,t) dty . (4.67)
k=1 "

7j=1

Por simplicidad, definamos las constantes C; 1 y C;2 como

Ci1 = —zieoBo
,360

Cia=—
€0€r

Empleando las relaciones anteriores en la ecuacién 4.67 deducimos el siguiente sistema de ecuaciones

no lineales y acopladas

g1(z) mexp |Cra+Ci2 / [ fulk Z an kdr(t) + 2205"" Z 042,k¢k(t)} F(w,t) dt
0 k=1

- - (4.68)

g2(x) ~exp |Ca1 + Copo / [ fulk Z akBi(t) + 2205 " Z Pk ( )} F(z,t) dt].

k=1
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Reescribiendo el sistema de la ecuacién 4.68, generamos los residuales Ry (z) y Ra(x):

n Zn 2 n
Z a1 kdk(r) —exp |Cr1+ Cr2 / [Z zi Z aj’k¢k(t):| F(z,t) dt| = Ri(x)
k= 0 Lj=t k=
' - ' - (4.69)

> s rdr(x) —exp | Coi + Cap / [Z zip Z o kit } 1) dt| = Ry(x).
k=1 0

7j=1

Ambos residuales pueden minimizarse mediante el método de residuos ponderados; en este caso,

emplearemos el método de colocacion, tal que
/ Ri(x)0(x — z¢) = Ri(xp) =0
0
/ RQ(JJ)(S(JJ — :Eg) = Rg(xg) =0
0

donde z, representa la posicién en el eje x del punto nodal ¢. Ahora, dado que R; y Rs solamente son 0

en xy, las ecuaciones en 4.69 se reescriben como

Z a1k 0k(xe) —exp |Ci1+ Cr2 / {Z z;p?“”“ Z o kPk(t ] (ze,t) dt| = Ri(zy)
— 0
= - - (4.70)
> azrdr(ze) —exp [Con + Coy / [Z 2 pht¥ Z o KOk (t ] (zp,t) dt| = Ra(zp).
k=1 0

7=1

Calculando el residual para cada punto nodal zy y aplicando la propiedad de las funciones base

Sik=0 ¢p(z)=1

dr(xe) =
Sik#L ¢p(ze) =0

a la ecuacion 4.70, arribamos al siguiente sistema de ecuaciones

z1
aj —exp [Ciq +C'1,2/ [ZZJPJUMZ% kK (t } (21,t) dt| = Ry(x1) =0
0

7j=1

an [ 2 n 1
a1, —exp |Crp+ 01,2/ Y zo Y agrdn(t) | Flag,t) dt| = Ri(z,) =0
o LS — ]

(4.71)
-2

Tl n q

a1 —exp [Co1 + 02,2/ Z zp Zaj,k¢k(t) F(z1,t) dt| = Ro(x1) =0
0 .

_]:1 — .

sz?“lkZaj7k¢k(t) F(xn,t) dt| = Ra(zy) =0

Tn
azy, —exp [Cag + 02,2/
0

L ]:1
el cual dada su naturaleza no lineal, resulta muy dificil encontrar su solucién analitica; por lo tanto,

recurrimos al método de Newton-Raphson (descrito en la seccién 3.2.6) para su solucién, el cual requiere
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obtener la matriz Jacobiana (J) del sistema de ecuaciones y, aunque para este sistema resulta sencillo su

célculo, para muchos otros sistemas no lo es tanto.

Debido a esto, se calcul6 de manera numérica, mediante el Método de Diferencias Finitas (MDF), la
matriz Jacobiana del sistema 4.71; sin embargo, uno de los factores mas importantes en dicho método
numérico es la eleccion del incremento Az, ya que, como se explica al final de la seccién 3.2.6, su valor
debe ser muy pequeno a fin de obtener buenas aproximaciones numéricas; no obstante, se debe tener
cuidado de no rebasar cierto limite ya que se podrian acarrear errores por redondeo a causa del limitado

numero de digitos significativos que puede representar el computador.

Con base en lo anterior, se decidi6 calcular, tanto analitica como numéricamente, la matriz Jacobiana
del sistema 4.71, empleando en el caso numérico valores de Az = 10~¢ donde i = 1,2,...,15. Estas dos
versiones para la construccién de la matriz Jacobiana fueron realizadas con el fin de comparar tanto la tasa
convergencia asociada a cada versiéon como el impacto del incremento Az, para la Jacobiana numérica,

sobre la exactitud de la solucién del sistema.

4.3.3. Patrén de Convergencia

Como primer andlisis, se comparé el patrén de convergencia de la solucién analitica de J frente a los
patrones de convergencia ofrecidos por las soluciones numéricas para cada uno 15 valores de Axz. Dichos
patrones de convergencia se construyeron calculando, en cada iteracién, la norma entre dos aproximaciones

sucesivas h(*) y ﬁ(k“), es decir, dada la relacion de recurrencia de Newton-Raphson
J (ﬁ(k)) (5<k+1> _ g(zc)) - _F (ﬁ(k))
se calculd la norma entre las aproximaciones sucesivas h(k) y R (k+1) empleando la siguiente relacién

1

2
. Sy (2
h§k+1) _ hl(k:)

-], - (5
2

7

Algunos de los resultados obtenidos tras 10 iteraciones en cada una de las corridas se condensan en la
figura 4.6.

Noétese que en la figura 4.6 el patréon de convergencia para la J numérica varia mas rapido conforme
disminuye el incremento Az hasta llegar a un minimo en Az = 1078; a partir de ahi, al disminuir més el
valor de Ax, la variacion en el patrén de convergencia también disminuye. Este comportamiento se atribuye
a la precisién limitada inherente en los cdlculos numeéricos; es decir, debido al valor tan pequeno de Az, el
computador no puede almacenar todos los digitos decimales resultantes de las operaciones aritméticas
presentes en el MEF, acarreando asi errores por redondeo, los cuales se ven reflejados, en este caso, en
la convergencia del método de N-R. De hecho, es posible observar que para Az = 1071° sélo fue posible
realizar cinco iteraciones debido a que los valores de entrada de .J fueron redondeados a 0, impidiendo el
cdlculo de J~1; no obstante, con sélo cinco iteraciones es posible observar que su proceso de convergencia

en realidad diverge debido a los ya mencionados errores por redondeo.
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Convergencia

comparacion empleando diversos valores de Az
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Figura 4.6: Comparacién del patrén de convergencia del sistema de ecuaciones no lineales 4.71 empleando una
construccién analitica y diferentes contrucciones numéricas de la matriz Jacobiana del sistema. Aqui, las cifras
presentes en la leyenda de cada curva representan el valor de Ax en la J numérica, mientras que la curva violeta C.
An. (Curva Analitica) representa el patrén de convergencia para la J analitica.
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Figura 4.7: Comparacién del error absoluto ||Egib)almw — H(nk;)méricoﬂg empleando diferentes valores de Az. Aqui, h*

representa la aproximacién arrojada por el MEF en la iteracién k.
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Por otra parte, el patrén de convergencia en el minimo Az = 1078 tiene un comportamiento muy
similar, salvo en la iteracién 5, al de la Jacobiana analitica; por lo tanto, la J numérica con Az = 1078
parece ser la mejor aproximacién de la J analitica. Para comprobar esto, se calculé el error absoluto entre
la solucion arrojada, en cada iteracion, por la J analitica y la J numérica para cada uno de los valores de
Ax en J. Algunos de los resultados obtenidos tras esta comparacion se condensan en la figura 4.7.

Noétese que la curva para Az = 10™® comienza con el error absoluto mas bajo y lo mantiene asf
durante las primeras cinco iteraciones del método; no obstante, valores cercanos a Az = 1072, tal como
Az = 1077, aunque comienzan con un error absoluto més elevado, logran converger con la misma rapidez
que Az = 107 a la iteracién 5, lo cual indica que si bien la mejor aproximacién dadas las capacidades
de almacenamiento del computador es Az = 1078, valores cercanos a éste también resultan ser buenas

aproximaciones para la J analitica.

4.3.4. Evolucién del Error

De acuerdo con los resultados anteriores, la Jacobiana numérica resulta ser una buena aproximacion a
la Jacobiana analitica para valores de Az cercanos a 1078, lo cual exhibe las bondades de la formulacién
numeérica de la Jacobiana frente a su homdloga analitica. No obstante, esto no provee informacién acerca de
la eficiencia del MEF al momento de encontrar una buena aproximacién a la solucién real de las ecuaciones
4.68. Debido a esto, en esta subseccién se realiza la labor de calcular la eficiencia del MEF empleando
ambas formulaciones, analitica y numérica, de la matriz Jacobiana.

Si bien contamos con la solucién exacta de las funciones g;(x) para ciertos casos limite (secciones 4.2.1
y 4.2.2), se opté por calcular una aproximacién o del potencial electrostético superficial a partir de las
aproximaciones g;(x) y comparar el resultado con el valor del pardmetro vy utilizado al inicio del MEF.

Para ello sustituimos las relaciones 4.15 y 4.19 en la ecuacién 4.55, obteniendo la ecuacién

o = _606 / tz Zip i g ( (4.72)

a partir de la cual calculamos la aproximacién 1y como sigue

o = _806 / tz Zip R G (1) dt (4.73)

De esta manera, para cada iteracion k generamos la aproximacion f]gk) (x) y con ello calculamos el error
absoluto ‘1/}0 — zl;((]k)‘. Algunos de los resultados obtenidos siguiendo este procedimiento, empleando la J

numérica y analitica, se condensan en la figura 4.8.

Analizando la gréfica en la figura 4.8 observamos que para valores de Az = 1072 hasta Az = 10714 el
error absoluto ]1/;(()’6) — 1)p| alcanza un error minimo de 10~7 en menos de siete iteraciones. No obstante, tal
como se observa en la gréfica, es posible alcanzarlo (sobre la malla descrita en la tabla 4.1) en sélo tres
iteraciones empleando valores de Az entre 107° y 10710, los cuales le permiten a la Jacobiana numérica

un comportamiento sumamente similar al de la Jacobiana analitica en términos del error absoluto de ¢é )
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Evolucién del error
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Figura 4.8: Comparacién del error absoluto |y — ~(()k)| empleando diferentes valores de Az. Aqui, @Zék) representa

la aproximacion de iy via el MEF en la iteracion k.

4.4. SOLUCION ANALITICA VS NUMERICA POR EL
METODO DE ELEMENTO FINITO

Los resultados presentados en esta seccién corresponden a una comparacién cuantitativa entre la
solucién analitica g;(x) a la teoria de Gouy-Chapman (G-C) (ecuacién 4.43) y la solucién numérica g;(z)
obtenida mediante el Método de Elemento Finito, siendo ambas soluciones asociadas al modelo de la placa

plana abordado con anterioridad.

4.4.1. Procedimiento de comparacién

Dada su naturaleza discreta, la aproximacién numérica ofrecida por el MEF s6lo nos permite conocer el
valor de g;(z) sobre el conjunto de puntos nodales {x}. Por lo tanto, si deseamos comparar la aproximacién
gi(x) versus la solucién analitica ofrecida por la ecuacién 4.43, es necesario evaluar g;(z)gc en el conjunto
{z¢}, obteniendo asi el conjunto de valores {g;(x¢)cc}-

Ahora, dado que {z;} es un conjunto bien ordenado, podemos interpretar a {g;(x¢)} v {gi(z¢)cc}
como dos vectores, §;(x)g.c y Gi(z)mEr respectivamente, de dimensién n, siendo n la cardinalidad de
ambos conjuntos, es decir, n = |{gi(z¢)}| = [{gi(ze)ac}-

Con base en esto, la comparacién entre las soluciones g;(x)cc v gi(x) estard dada por el error absoluto

ll9i(z)a-c — gi(x)MmEF||
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el cual nos dard informacién acerca de qué tan cercana es la solucién numeérica ofrecida por el MEF frente
a la solucién analitica dada por la ecuacién de G-C.

Por otra parte, dado que todo calculo numérico acarrea cierto error, se decidié calcular el error absoluto
entre el ¢ de entrada y el 1y aproximado, el cual es calculado a partir de las soluciones 9i(x)ac v Gi(z)
mediante la ecuacion 4.73, esto con el fin de obtener un estimado del error introducido por la regla del

trapecio, método de integracién numérica empleado en el célculo de las soluciones g;(x).

Y5 = _aTer / tZz,pb“lk Hae dt (4.74)

do = _506 / tz Zip R g ( (4.74D)

De este modo, al integrar la ecuacién 4.74a empleando la regla del trapecio, el error absoluto dado por
| — 1/;0GC| estard directamente relacionado con el error generado por el método de integracién empleado,

lo cual ofrece una pauta sobre el error esperado al calcular el error absoluto [y — 1/;0].

4.4.2. Analisis de resultados

Los resultados mostrados en esta seccién comprenden un andlisis cuantitativo entre los resultados
obtenidos via el MEF y los valores analiticos de la solucién de Gouy-Chapman al variar, en sus respectivas
ecuaciones para 9 (z) v g;(z), la concentracién p*™* de las especies iénicas, la valencia Z y el potencial
electrostatico superficial ¥y. Los resultados tras variar cada uno de estos parametros se concentran en
las tablas 4.3, 4.4 y 4.5 en las figuras 4.9, 4.10 y 4.11 donde se muestran los perfiles de ¢ (x) y g;(z) al
variar los tres pardmetros ya mencionados. Dichos perfiles fueron calculados usando una malla de funciones
cuadraticas compuesta por 1053 nodos, para la variacién en Z y vy, y 1687 nodos para la variaciéon en
pP"% debido a que para concentraciones muy bajas, la DCE se extiende varias decenas de nanémetros lejos

de la superficie cargada.

De acuerdo con los datos mostrados en las tres tablas, el error analitico (G-C) es mucho més grande que
el error numérico (MEF); este comportamiento se atribuye a la naturaleza del método de Newton-Raphson,
el cual busca minimizar el error dada una cierta distribuciéon de nodos, pudiendo llegar asi a resultados que,
aunque no del todo correctos, minimizan el error absoluto [y — 1/30\. Un ejemplo de ello lo encontramos
en los perfiles de g;(x) mostrados en la figura 4.11.b donde al final de la curva correspondiente a la
concentracién p®* = 107%M se observa que los datos arrojados por el MEF no traslapan, a diferencia
del resto de perfiles, con los resultados analiticos ofrecidos por G-C, lo cual se ve reflejado en la norma
llgi(x)c-c — gi(z)MER|| mostrada en la tabla 4.5; sin embargo, a pesar de tal discrepancia con los resultados
analiticos, el error numérico [y — 1;0\ para dicha concentracién es menor que el error calculado con las
soluciones analiticas.

Por otra parte se observa que a medida que aumenta la concentracién de las especies idnicas, su
valencia o el potencial superficial sobre la placa, el grosor de la DCE disminuye; esto debido al efecto de

apantallamiento producido por la carga eléctrica de los contraiones que rodean la superficie cargada.
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Tabla 4.3: Comparacién entre las soluciones g;(x)c.c v ¢i(z)mrr al variar la valencia Z de las especies iénicas

ERROR |t — o

Z . , (2)ac — a;
ANALITICO (G-C) NUMERICO (MEF) lgi(@)-c = gi(@)mer

1 6.4725440592 x 10~7 9.3947321034 x 108 8.2222293 x 1076

2 1.9130909731 x 108 5.7164759037 x 10712 1.812114 x 10~°

3 1.0046398156 x 10~7 1.1768594987 x 1079 3.0216717 x 104

4 3.5781176259 x 107 1.8478362108 x 107> 8.3690451 x 10!

Tabla 4.4: Comparacién entre las soluciones g;(z)c.c y g:(x)mger al variar el potencial electrostatico superficial 1)

de la placa cargada

ERROR |0 — o

Yo (mV) ANALITICO (G-C) NUMERICO (MEF) lgi(@)c-c = gi(@mer |
25 6.4725440592 x 107 9.394732103 x 108 8.2222293 x 1076
10 2.629377634 x 1077 3.8196791508 x 108 3.3417622 x 106
2.5 6.5919460693 x 108 9.5774268516 x 10~ 8.3801474 x 1077
0.25 6.593172453 x 10~ 9.5792962451 x 1010 8.3818645 x 1078
0.025 6.5931840227 x 10~10 9.5793185884 x 10~ 8.3818802 x 10*

Tabla 4.5: Comparacién entre las soluciones g;(z)g-.c ¥ g:(z)mer al variar la concentracion p** de las especies

i6nicas

ERROR |1 — 4|

P M) ANALITICO (G-C) NUMERICO (MEF) lgi(@)c-c = gi(@mer |
1 1.8100474081 x 1078 4.0422490355 x 10710 6.1748683 x 1076
0.1 1.2580064435 x 1078 7.7861647685 x 10~ 11 7.6367205 x 1076
0.01 2.2407640798 x 108 4.4731163218 x 10~ 12 4.6284712 x 1076
0.001 8.4218709736 x 106 1.4801713633 x 1076 2.0500404 x 10~*
0.0001 3.9146606279 x 1073 1.8201183993 x 103 4.1786265 x 107!

Asimismo, conforme aumenta el valor de Z, p*“¥ o 1), también aumenta el error numérico y el error
analitico (pero en menor medida); lo cual se debe a la distribucién de los puntos nodales que componen la
malla, la cual se mantiene fija mientras al variar alguno de esos pardmetros; de manera que, al aumentar
el valor de Z, p"* o 1), también aumenta la variacién de ¢(x) y g;(z) cerca de la superficie cargada,
propiciando que el nimero de nodos necesarios para trazar tales variaciones de potencial y concentracién
no sea el suficiente para alcanzar errores del orden de 10~® como en los otros casos.

Por lo tanto, el error entre la solucién analitica y la numérica también crecera. No obstante, dicho
incremento resulta insignificante desde un punto de vista cualitativo, pues como se muestra en las figuras
4.9, 4.10 y 4.11, los perfiles analiticos y numéricos de ¥ (x) y g;(x) parecen traslaparse de manera casi

perfecta.
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a) Perfil de v (x) para diversas valencias i6nicas
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b) Perfil de g;(z) para diversas valencias idnicas
Yo = 25mV, pPk =1 M; Z, = —Z_
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Figura 4.9: Perfiles de a) potencial electrostatico medio (¢(z)) y b) densidad de carga reducida (g;(z)) al variar la
carga z;e de las especies idnicas de un electrolito binario simétrico en la vecindad de una placa cargada. Se mantienen

constantes el potencial electrostético superficial 109 = 25mV y la densidad iénica p*“* =1 M.
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a) Perfil de ¢ (x) para diversos valores de g
PPk =1 M; Z, =—Z7_=1
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b) Perfil de g;(x) para diversos valores de 1
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Figura 4.10: Perfiles de a) potencial electrostatico medio (w(x)) y b) densidad de carga reducida (gz(x)) al variar
el potencial electrostatico superficial ¥y de la placa cargada inmersa en un electrolito binario simétrico con cargas
i6nicas Z, = —Z_ = 1 a una concentracién de p*“!* =1 M.
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a) Perfil de ¢ (x) para diversos valores de p*“/*
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b) Perfil de g;(x) para diversos valores de p®“*
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Figura 4.11: Perfiles de a) potencial electrostdtico medio (¢(z)) y b) densidad de carga reducida (g;(z)) al variar
la densidad iénica pf“lk de las especies de un electrolito binario simétrico en la vecindad de una placa cargada. Se

mantienen constantes el potencial electrostatico superficial g = 25mV y la valencia iénica Z; = —Z_ = 1.
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4.5. MAS ALLA DE LA GEOMETRIA PLANA

Dado que los resultados del MEF para el modelo de la placa infinita concuerdan excelentemente con los
resultados analiticos de G-C, serfa interesante encontrar expresiones integrales aplicables a otras geometrias,
ademads de la plana. Por tal motivo, siguiendo procedimientos similares a los mostrados en la seccién 4.3.1,
fue posible obtener formulaciones integrales de la ecuaciéon de P-B correspondientes al modelo de la esfera
y del cilindro (de altura infinita), aplicando en forma andloga las consideraciones realizadas para el caso
plano, por ejemplo, carga uniforme sobre toda la superficie. El procedimiento llevado a cabo para encontrar

las formulaciones integrales en ambos modelos se presenta en seguida.

4.5.1. Geometria Cilindrica

® e _©
.. ° % °
*e® e
®
°
® .. oo °®
e o e o®
®oe0 ® e
® o ® o
%o o o°
LI L L )
® ® o
FX J o e ©
°0e° ®q0
L JPAR L PO )
e © ®e o
Figura 4.12: Modelo cilindrico. Figura 4.13: Sistema de coordenadas para la geometria

cilindrica.

Formulacion Integral de la Ecuacién de P-B: Geometria Cilindrica

Dada la formulacion diferencial de la ecuacién de Poisson-Boltzmann para un cilindro de altura infinita

1d (xci; ($)> _ _pe(@) (4.75)

2 dx

y con simetria a lo largo del angulo ¢

con valores iniciales
lim ¢(x) =0, lim ' (z) = 0.
r—r0Q0

T—00

es posible generar su version integral de la siguiente maneras:

Inicialmente, reescribimos el operador Laplaciano en la ecuacién 4.75 asi:

2 (ew@) = - pufa)

la cual, al resolverla mediante el método de separacién de variables, e integrando ambos miembros de la

ecuacién sobre el dominio [z, 00|, se convierte en

/x T (tz//(t)) = —601& /x h t pe(t)dt (4.762)

[h’m xz//(x)] ol (z) = —— /x (bt (4.76b)

T—00 €0Er
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Empleando la condicién inicial lim,_,~ ¥'(x) = 0 y realizando el cambio de variable t =w y z =t en

la ecuacion 4.76b, generamos la siguiente expresion

Ly = - /toowpc(w)dw (4.77)

dt €0Er

la cual, al resolverla mediante el método de separaciéon de variables e integrando, nuevamente, ambos

miembros de la ecuacién sobre el dominio [z, 00, llegamos

N /x d(t) = ——— / w1 / w pe(w)dwdt (4.782)
- (nggo v - ¢($)> ——— [ [ wndwyiva (4.78b)

Tomando en cuenta la condicién inicial lim,_,~, 1(z) = 0 e introduciendo el cambio de variable

PO = [ wpe(wdu

en el segundo miembro de la ecuacién 4.78b, tenemos

V(@) = —— / "L pyar (4.79)

EQEr t

la cual, al integrar el lado derecho de la igualdad via el método de integraciéon por partes (eligiendo

u = F(t) y dv =t"'dt), puede reescribirse como

1 [ o0 0o d
v(w) =-—— (_ln(t>F(t)L = /x () (F (1)) dt> (4.80a)
o ( Lff; ln<t>F<t>] @) P~ [ g (F) dt) (4.800)

El término lim;_,o In(¢)F(¢) en la ecuacién 4.80b tiende a cero ya que los limites de integracién en

F(t) son iguales. Por otra parte, para calcular %F(t) usamos la regla de derivacion bajo el signo integral

iF(t) _ 4 /toowpc(w)dw

de Leibniz, dando como resultado

dt dt

4.81
—t (t)@ ( )
P\t
Con todo esto, la ecuacién 4.80b se simplifica como
1 o0
P(z) = o (— In(x)F(x) +/ In(t)(¢ pc(t))dt> (4.82a)
0¢r T

E0Er

_ 1 (_ /  n (@) w pe(w)dw + / T @) pc(t))dt>. (4.82b)

Realizando el cambio de variable w = ¢ y combinando ambas integrales en el segundo miembro de la

W(z) = 501er /x " in (f) t pe(t)dt (4.83)

Esta dltima ecuacién representa la version integral de la ecuacion 4.75 para geometria cilindrica.

ecuacion 4.82b, arribamos a
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Introduciendo el Potencial Electrostatico Superficial

Una vez que conocemos la ecuacién integral del potencial electrostético medio ¥ (x) para el caso
cilindrico es posible calcular el valor del potencial electrostatico superficial iy en esta geometria, para asi

emplearlo como pardmetro inicial al momento de calcular la distribucién iénica alrededor del coloide.

Teniendo en cuenta que en geometria cilindrica

Yo = — /Ooln <}§>tpc(t)dt (4.84)

€0€r JR

donde R representa el radio del cilindro, es posible introducir ¢y en la expresién para ¢ (x), sumando y

restando la expresién anterior en el lado derecho de la igualdad de la ecuacion 4.83, de modo que

1 o0 T
In (2 ) tpa(t)dt
Eogr/x n<t>p()

Siguiendo este mismo procedimiento, introducimos también el término

1 xr
/ In (x> tpe(t)dt
€0¢r JR t

_l’_

1 & R
P(3ho) = [1/10 - Eogr/R In (t> t pe(t)dt

tal que

/: In <?) tpe(t)dt — /}: In <:§) tpe(t)dt
i /1: 8 <f> tpe(t)dt + /;O In (;) tpc(t)dt]

Agrupando en una sola integral los dos iltimos términos de la expresién anterior se tiene que

(s o) = o — eoleT /ROO In (f) t pe(t)dt — /RI In (‘:) t pe(t)dt + /Roo In (‘f)

Ahora, por la propiedad de aditividad del intervalo, la primera integral de la expresién anterior puede

O D S DRy O

E0Er

bz 0) = o — — [

tpe(t)dt|  (4.86)

reescribirse como
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de modo que ¥(x; 1) adquiere la forma

(@ o) = o — 601& /Rm In (f) £ pe(t)dt + /:O In <]:> £ pe(t)dt + /: In <f) £ pe(t)dt

:w0+eér”Lln(;>tm@Mt+L;ln(é)t&@ﬂﬁ—l¥ln(f)tpdﬂﬁ

_ (4.87)
1 0o ln(xt)—i—’ln (.%/t)‘ o
= 1o / AMMt%mﬁ—/‘m@mﬁ%@ﬁ
eoer | Jp 2 R
1 oo | In (zt) —l—‘ln (:z:/t)‘ wom NI
—wto— [ e n(R) | (/1) | 10t
Finalmente, representando el kernel de la integral en la expresién 4.87 por
In (zt) —|ln <f) ‘
Fe(x,t) = 5 —In(R) | ¢ (4.88)
obtenemos una expresiéon compacta de 1(x) con ¥y como pardmetro
1 o
wlasto) = vo+ —— [~ Flatpnde (189)
€0¢r JR

Introduciendo la Densidad de Carga Superficial oy

Ahora que hemos hallado una ecuacién para el PEM empleando como parametro inicial el PES, es
posible utilizar la expresién 4.89 para encontrar una expresién compacta del tipo 1 (z; 09) en geometria

cilindrica.

Tomando en cuenta la ecuacién 4.61, la cual nos dice que

d 1
71.1!)(‘%) - go,

Er€o

podemos escribir la densidad de carga superficial de un coloide con geometria cilindrica de la siguiente
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manera

oo = —505% [5015r /:O In <j> tpc(t)dt]
_ _% [/:O In <‘f> tpc(t)dt]
_ [ | ;pc@)dt]

r =R

>t

P
r R

(4.90)

(t)dt.

Noétese que hemos empleado x = R en vez de x = 0 ya que, tanto en la geometria cilindrica como en la
esférica (como se verd mas adelante), la superficie del coloide se encuentra a una distancia R del eje central

o del centro del coloide.

Ya que conocemos una expresiéon para og, es posible introducirla dentro de la expresién 4.89; no
obstante, con el fin de emplear las mismas unidades en las que se expresa el PEM, en vez de introducir og

lo haremos con

00

RDEQEY

donde HBl estd dado por la expresién 4.62.

a0
KDEQEr

De este modo, al introducir en la expresion 4.89 el potencial es

w<x;wo):wo+[ L ]+ !
E0Er

KDEOEr KDEOEr

/OO Fe(z, t)pe(t)dt.
R

Sustituyendo g y o por las expresiones 4.84 y 4.90, respectivamente

o

oy L[ (R o 1 [*t >
W(x;00) = /R ln( t)tpc<t)dt+@+@ g+ /R fc(:c,tm(t)dt]

1 0o o R 1 ¢
= — _— 1 — _—
vl s /R (n ( : ) t+ = —i—}',;(x,t)) pe(t)dt
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Ahora, sustituyendo F.(z,t) por la expresién 4.88 obtenemos

o0 In (xt) —)ln (x/t)’
) 1 a0 1
Y(x;00) = el +/R In (R/t) + Py + 5
1 e o0 . 1 In (zt) —’1n (x/t)‘
_608r KD+/R _n()+I€DR+ 2

1 -a()+/°° 1 ln(:z:/t)—’hl(a:/t)‘

N €0Er | KD R kpR 2

Abreviando el kernel de la integral con

Gul, 1) = (m(x/ J ;“nW ol » R) ‘

podemos escribir una expresiéon compacta de () con oy como pardmetro

Wlaop) = — 22— 4 — /“gc<:c,t>pc<t>dt
R

RKDEOEr E0Er

tpe(t)dt

(4.91)

(4.92)
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4.5.2. Geometria Esférica

V4

®

®

o

[ J

®

[ J

® | y
. ‘\

® 0

® \
X
Figura 4.14: Modelo esférico. Figura 4.15: Sistema de coordenadas para la geometria
esférica

Formulacion Integral de la Ecuacién de P-B: Geometria Esférica

Dada la formulacion diferencial de la ecuacion de Poisson-Boltzmann en geometria esférica

1 d ( 2d¢(x)> __re@) (4.93)

— x
22 dx dz €0Er

con valores iniciales
lim v (z) =0, lim ¢’(z) = 0.
Tr—r0o0

T—r00

es posible generar su version integral de la siguiente manera:
Se reescribe el operador Laplaciano en la ecuacién 4.93 para el caso de geometria esférica en la forma

d x2

i (V@) == pela)

La ecuacién anterior, tras ser resuelta mediante el método de separacion de variables, y luego de integrar

ambos miembros de la ecuacién sobre el dominio [z, 0], resulta en

/x Ood(t2¢’(t)>:— ! /m T2 (bt (4.94a)

E0Er

lim 932771/(1")} — 2% () = — /00 t2 pe(t)dt (4.94b)

[w—»oo EQEr

Dada la condicién inicial 1im, o 9'(2) = 0, y realizando los cambios de variable t = w y x =t en la

ecuacién 4.94b, deducimos la siguiente expresion
—t? iw(t) S /00 w? pe(w)dw (4.95)
dt €0Er J¢
Aplicando el método de separacién de variables e integrando, nuevamente, ambos miembros de la

ecuacién sobre el dominio [z, oc], podemos escribir

[Cavr = ——— [ 5 [ wyiwa (1.962)

E0Er

- (nggo b)) - wm) e (4.96b)
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Por la condicién inicial lim,_,+ ¥ (x) = 0 y realizando el cambio de variable

F(t)= /too w? pe(w)dw

en el segundo miembro de la ecuacién 4.96b, deducimos la expresién

V() = —— / L pwar (4.97)

€0Er 12

en la cual, al integrar el lado derecho de la igualdad con el método de integracién por partes (eligiendo

u = F(t) y dv =t"2dt), la ecuacién del potencial es
1 1 T 1\ d
— 2\ F - ) (F 4.
vie) = - [( ol - [C(-) e (1.98)
1 *1d

- _50157" <_ [tlggo 1F<t)] * ;F(m) +/a: t dt (F(t)) dt) o

El limite 1fim; o, t "1 F(t) en la ecuacién 4.98b es cero, ya que tanto el término ¢~ como el término

F(t) tienden a cero conforme ¢ tiende a infinito. Por otra parte, para el término %F (t) empleamos, una

vez mas, la regla de derivacion de Leibniz, de modo que

i = i - 'U}2 w )aw
2 o At)
=t pc(t)ﬁ

Con todo esto, la ecuacion 4.98b se simplifica a

vla) = ——— (iF(a:) + / L) dt> (4.100a)

— _€O1€r ( /:o éwz pe(w)dw — /w * Pc(t)> dt (4.100b)

Realizando el cambio de variable w = ¢ y combinando ambas integrales en el segundo miembro de la

00 2
W(z) = 601& /x (t - ;) pelt)dt (4.101)

Esta dltima ecuacién representa la version integral de la ecuacion 4.93 para geometria esférica.

ecuacién 4.100b, se obtiene

Introduciendo el Potencial Electrostatico Superficial 1

Una vez que conocemos la ecuacién integral del potencial electrostdtico medio ¢ (x) para el caso esférico
es posible calcular el potencial electrostatico superficial ¥ en esta geometria. Asimismo, a partir de
esa expresion de 1y podemos utilizar tal potencial como pardmetro inicial al momento de calcular la

distribucion iénica alrededor del coloide.
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Teniendo en cuenta que en geometria esférica

1 [ 12
= /R (t - R) pelt)dt (4.102)

donde R representa el radio de la esfera, es posible introducir 1y en la expresion para 1 (z), sumando y

restando la expresién anterior en el lado derecho de la igualdad de la ecuacién 4.101, de modo que

1 o] t2 1 o] t2
¢($;¢0) = [Yo — 0er /R (t - R) pc(t)dt + e, /1» (t — .iL‘> pc(t)dt

Siguiendo este mismo procedimiento, introducimos también el término

1 /® t2
/ (t — ) pe(t)dt
€0¢r JR X

tal que

E0Er

bz 0) = o — — [

00 t2 T t2
/R (t - R> pe(t)dt —/R (t - x) pe(t)dt
+/$ t—ﬁ (t)dt+/oo ﬁ—t (t)dt
R i Pe T X Pe

Agrupando en una sola integral los dos iltimos términos de la expresién anterior

1 [e%e] t2 x t2 00
Y(z;v0) = 1o — e /R (t - R> pe(t)dt —/R (t — x) pe(t)dt +/R

2
t— —
T

pe(t)dt|  (4.104)

Ahora bien, por la propiedad de aditividad del intervalo, la primera integral de la expresién anterior

puede reescribirse como
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de modo que ¥ (x; 1) serd igual a

x 2 2 e ) 2 00
Y(x;%0) = o — Eolgr /R (tx - ;) pc(t)dt—k/x <t - ;) pc(t)dt+/R

— g+ — /Ootz (t)dt—/gc’f2 (t)dt—/oot (t)dt—/oo
= %o 0, R Rpc » xpc . Pc »
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t2
t_i
X

t2
t— —
X

ot 1 /mﬂpc(t)dt_/oo (t+t2/:r)—‘t—t2/x‘

r R R 2

L e [ (t+t2/x)—‘t—t2/x‘
/R R 2

t2
_t_i
X

pe(t)dt — /:

pe(t)dt.

Después de renombrar el kernel de la integral en la expresion 4.105

Fe(z,t) = = —

2 (t+t2/x)+‘t—t2/x‘

R 2

obtenemos, finalmente, una expresién compacta de 1(z) con 1y como pardmetro

Y(w;51b0) = o +

€0

Introduciendo la Densidad de Carga Superficial oy

1 o0
/ Fule, t)polt)dt
Er JR

t —

pe(t)dt

pe(t)dt

2

X

pe(t)dt

(4.105)

(4.106)

(4.107)

Tras escribir el PEM en términos del PES, es posible usar la expresién 4.107 para encontrar una

expresion compacta del tipo ¥ (x;0() en geometria esférica.

La ecuacion 4.61 nos dice que

1
= - 00,
Ero

d
%?ﬁ(@

=0

de donde podemos expresar la densidad de carga superficial de un coloide con geometria esférica de la

siguiente manera

(4.108)
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Notese que hemos empleado x = R en vez de x = 0 ya que la superficie del coloide se encuentra a una
distancia R del centro de la esfera.
En este punto es posible introducir la expresién de oy en la ecuacion 4.107; sin embargo, y con el fin de

emplear las mismas unidades del PEM, en lugar de introducir oy, emplearemos

00
KDENEr
donde /{Bl estd dado por la expresion 4.62.
Procediendo de esa manera, tenemos que
00 00 1 >
vl =vo+ | == [T o
KDEOEr KDEOEr E0€r JR

Sustituyendo las expresiones de 4.102 y 4.108 de vy y og, respectivamente

[e’e] 2 oo 42 [e'e]
vlaion) = | [ G—t)mwﬁ+“+-l ;m@ﬁ+A€R@ﬁm@ﬁ

coer | JR R KD KD JR

1 [ o0 21 ¢
_ 20 +/ (t gt —mt J-'e(:r:,t)> pe(t)dt
D

E0Er | KD

Ahora, usando la expresién 4.106 de Fe(x,t) obtenemos

N 90 L o(t)dt

2 2
N P PR A L

T P e ) —i—’t—tQ/x‘
_ g0 = t)dt
Eo&r | KD +/R KD R2 2 Pc( )
1 | oy oo [ (t—12/x) —‘t—t%c‘ 2
— 20 t)dt
E0€r | KD /R 2 + I{DR2 Pc( )

y renombrando el kernel de la integral como

(t —t2/x) —)t—t2/x’ 2
+

5 s (4.111)

Ge(z,t) =

arribamos a una expresién compacta de 1(z) con oy como pardmetro

00 1
+
KDEOEr EOEr

(w5 00) = /R Gl ) pe(t)dt (4.112)
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4.5.3. Unificacion de las tres geometrias

Ahora que hemos obtenido las formulaciones integrales para el potencial electrostatico medio ¥ (x) en
el modelo del plano, la esfera y el cilindro, resulta interesante observar que su desarrollo es muy parecido e
incluso, la forma de sus ecuaciones integrales es tan similar que es posible escribir una ecuacion integral

general de la forma
1

E0Er

P(x) =

/ K )pe(t)dt (4.113)

donde K(z,t) representa el kernel de la EI. Asimismo, podemos expresar las ecuaciones 1 (z;g) y ¥(x; 00)
como

1
E0Er

(5 60) = o + /R " Fla,t)pelt)dt (4.114a)

1 o o

vlaion) = —— (24 [ gla ey (4.114D)
€o€r \ KD R

donde F(z,t) y G(z,t) son los kernels de cada ecuacién, respectivamente, y R representa la distancia a

la que se encuentra la superficie cargada respecto al origen; que para el caso de la esfera y el cilindro

representa el radio de éstos y para el plano R = 0. Asi, dadas estas expresiones generales, podemos

condensar en la siguiente tabla los diferentes kernels calculados para cada una de las tres geometrias.

Tabla 4.6: Kernels de formulaciones integrales de ¢ (z), ¥ (x;10) y ¥ (x;09) para las tres geometrias estudiadas.

GEOMETRIA PLANA CILINDRICA ESFERICA
2
K(z,t) z—t In (2/t) t U
X
Fla,t) (z +1) —|r — 1 In (t) —[In(z/t)] w0 t/x) +]t - t%]
2 2 R 2
_ 42 o _ 42
(. 1) (x —t) —|z —t| +L ln(a:/t)—‘ln(:n/t)}t_i_ t (t —t/x) ’t t /CU’ N 12
’ 2 KD 2 kDR 2 rpR2

4.5.4. Recuperacion del modelo planar: El limite cuando R — oo

Luego de obtener las formulaciones integrales para el potencial electrostético medio ¥ (x) en el modelo
de la esfera y el cilindro, resulta valido preguntarse ;Qué pasaria si el radio de la esfera o el cilindro son
muy grandes, es decir, si R — 007 Si bien es posible tomar simplemente el limite de ambos kernels (Fe(z,t)
y Fe(x,t)) cuando R tiende a infinito y observar a qué expresién nos lleva, realicemos primero una simple
analogia.

Imaginemos que los iones que componen el electrolito en cuestiéon son del tamano de una persona
promedio y la superficie coloidal es del tamano de la Tierra ;Qué impresién tendria el ion respecto a la

superficie del coloide? Pues lo més seguro es que diria jVaya, esto es un plano y no una esfera! dado que a
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esa escala, la curvatura de la esfera o el cilindro es tan grande que cualquiera de esos objetos pareceria un
plano. Es por esta razén que esperamos que conforme el radio R de la esfera y el cilindro tienda a infinito,
ambos kérnels se aproximaran al del modelo planar.

Una vez hecha tal analogia, a continuacién presentamos, de manera tanto analitica como numérica, la
recuperacion del modelo plano al calcular el limite cuando R — oo para el kernel de la integral del modelo

esférico y cilindrico.

Geometria esférica

Considerando tnicamente el kernel de la integral en el lado derecho de la ecuacién

b [t - ﬂ] pe(t)dt

X

vla) = o+ |
€T
con x = T + R, la cual es una sustitucion razonable dado que ahora T representa la distancia x pero
partiendo desde el centro del coloide y no desde su superficie, como ocurriria con x. Realizamos lo mismo
con t, tal que t =t + R.

Una vez hecho esto, procedemos a calcular el limite

lim
R—o00

<E+R)—(£+R)2

T+ R
Para ello, realizamos algunas operaciones algebraicas sobre la expresién anterior

({5+R)—(E+R)2:(£+R> 1_(E+R)

T+ R T+ R

3 FT+R—-(t+R
= (7+R) gz+(R )

tal que, aplicando el limite a esta tltima expresién obtenemos

| (V) -0

con lo cual recuperamos el kernel de la integral en la expresién de ¢ (x) para geometria plana.

Il

IS
|

2
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De manera similar, es posible recuperar el kernel F,(z,t) en geometria plana partiendo del kernel
Fe(z,t), al aplicarle el limite cuando R tiende a infinito. Para demostrar esto comenzamos realizando las
sustituciones x =7+ Ry t =t + R en F.(z,t)

. 2
Fe(i+ R,t+R) = (HRR) - 5

Realizando varias operaciones algebraicas, las cuales se muestran a continuacion, podemos llegar a la

expresion 4.115e

2(E+R>2—<E+R>R—(£+R)2R— (E+R)—<E+R>2 R

(Z+ R) (Z+ R)
F(Z+ R,i+R) = 5h (4.115a)
'+ R 2(E+R)(:E+R)—R(9E+E+QR)—R‘:E—f‘
_ (4.115b)
r+ R 2R
t . o
2| 5 +1 (.Z‘+R)—(£U+t+2R)—’x—t’
_ () AR (4.115¢)
~\z+R 2 '
tr . .
o L1z +i+R —(:c+t+2R>—’a:—t‘
_(HRY AR (4.115d)
~ \z+R 2 '
HR+1) |tz i”ff—i”—f‘
_ tx - 411
(:%/RJrl) R 2 (4.115¢)
Tomando el limite R — oo en la expresién 4.115e
PR+t (@ F+i-|i-d| a+i-|i-1
A\ Zrs1) | & 2 - 2

lo que corresponde al kernel F,(z,t) de ¢ (z;10) en geometria plana.

Geometria cilindrica

Al igual que en el caso esférico, consideraremos unicamente el kernel de la integral en la ecuacion

P(z) = o +/:O !ﬂn <f>] pe(t)dt
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Realizando las sustituciones = # + Ry t =t + R, procedemos a calcular el limite

(i+R)m (jig)

Para ello, realizamos algunas transformaciones de la expresién anterior
. T+ R t z/R+1
t R) In | = =R|=+1 In| ———
(F+ n<t+R) <R+ ) n(t/RJrl)
t z t
=R|=+1 In{=+1)—-In{—=+1
(R + > n <R + ) n (R + )

Desarrollando en serie de Maclaurin los logaritmos de la ultima expresién se tiene que

In <Z+1> z%— <Z>2+;<£>3+(’)(w4)
ln<;+1> ”;—<;>2+;<;>3+0(t4)

pero como § K 1y % < 1, entonces es posible despreciar las potencias mayores a 1 en ambas series de

lim
R—o00

Maclaurin, llegando a las aproximaciones

con lo cual

De este modo, al aplicar el limite a esta ultima expresién obtenemos

t -
1 — +1 — =T —1.
Aim <R+>(x t) T—t

El cual corresponde al kernel de la integral en la expresién de 1(x) en geometria plana.
Asimismo, partiendo del kernel F.(z,t) y considerando el limite cuando el radio R tiende a infinito, es
posible recuperar el kernel F,(x,t) para geometria plana, tal como se demuestra a continuacion.

Inicialmente realizamos las sustituciones r =% + Ry t =t + R en F.(z,1)

1n<(:5+R) (E+R>> - 1n<(az~+R)/(£+R)>|

Fe(#+ R+ R) = : (7+R) —m(R) (+R)




Realizando varios pasos algebraicos, los cuales se detallan a continuacién, podemos llegar a la expresion
t+R
(4.116a)
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66
4.116¢
Fu(@+Ri+R)= 1n<(9~c+R)(f—i—R>>—ln<(3~c+R)/(t+R)>‘—21n(R) =
—|m R2<2+1> <]Z+1> _IHG//ng ~21n( ) (4.116b)
’ >+ln< +1> ln( +1> >) (4.116¢)
( R+1 como

Como ya se ha mostrado, es posible aproximar los logaritmos In (x /R + 1 y In
| t t
n ~—,
Y R

z z
In{—=+4+1|~—=
" (R + ) R R
respectivamente, cuando < 1y 5 < 1. Dado esto, la expresion 4.116¢ se aproxima a
t/R+1 [z t | t
-+t =—|=5—-= R 4.117
R"RT|R R (4.1172)
(4.117b)

(t

R

lim + 1)

R—o0
o) correspondiente a la geometria plana

Recobréndose asi el kernel F,(z,t) de 9(
Limite numérico: Aproximandonos al caso plano
Ya que hemos comprobado analiticamente que los kernels F.(z,t) y F.(x,t) para las geometria esférica
y cilindrica, respectivamente, tienden al kernel F,(z,t), en geometria plana, cuando R — oo, procedemos

a calcular el limite numérico de ambos kernels; los cual, no sélo nos permite comprobar el limite al que
,1).

tienden ambos kernels sino también la rapidez con que lo hacen
resulta conveniente emplear éste tltimo como pardmetro de convergencia para los kernels F(x,t)
(4.118)

)
Ahora bien, dado que cada potencial superficial 1 tiene asociada una densidad de carga superficial o,
La densidad de carga o( para los tres modelos abordados (plano, esfera y cilindro) estd dada por la

- / T PR pelt)
R

ecuacion general
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donde
plano 1
P(R,t) = { cilindro t/R ,
esfera 2/ R?

Entonces, si sustituimos la relacién 4.17 en la ecuacién 4.118, podemos ver que

_ e _bulk —%i0
oo = eo/R P(R,t) z:,zzpZ exp ( T w(t)) dt (4.119)

(2

expresion que a su vez es equivalente a la ecuacion

— e [ PRt pbulk _ A€o, €0 /OO " dw | dt 4.120
(o] eO/R P( ) );zpz eXp( ]{IBTwo kBTEOET‘ R f( ,w)pc(w) w ) ( )

la cual hace evidente la dependencia de o respecto al kernel F (¢, w).

Los perfiles de convergencia obtenidos al variar R desde 1 hasta 10° A en los kernels F (x,t) se presentan
en la figura 4.16, en donde se aprecia que, aunque los resultados de las tres geometrias convergen hacia un
mismo limite, los valores de og para el caso cilindrico son méas cercanos a los del caso plano que los valores
del caso esférico; lo cual concuerda con la intuicién ya que la superficie de un plano se asemeja més a la
superficie de un cilindro que a la de una esfera.

Evolucién de oy como funcién del radio R a 1)y constante

Limite para las geometrias cilindrica y esférica cuando R — oo

0.08
r
T /
0.075 +— Plano /
1 oo (ilindro /
0.07 o o [sfera /

ago (R, w() =0.023 V)

0.05 T ] AR

0.0001 0.001 0.01 0.1
()

Figura 4.16: Perfiles de convergencia de o para valores de R = 1 hasta R = 10°, los cuales convergen hacia el
valor en geometria plana.

De manera similar al procedimiento anterior, calculamos el limite numérico, cuando R — oo, de los

kernels Ge(x,t) y Ge(z,t); para ello usamos el valor de ¢y como pardmetro de convergencia, cuya ecuacién
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general estd dada por
1

E0Er

o =

/ Q(R, 1) pelt)dt. (4.121)
R
donde
plano —t
Q(R,t) = { cilindro In(R/t)t,
esfera t—t?/R

Si sustituimos la relacion 4.17 en la ecuacion 4.118 se tiene

o = —2 /: QR )Y zip}* exp <_:6°¢(t)> dt (4.122)

E0Er

expresion que a su vez es equivalente a la ecuacion

do= o [ QU Y ke m<%+ / Q(t,w)/)c(w)dw> a, o (4123)
0=r /R i R

kBTé‘OET KD

la cual hace evidente la dependencia de vy respecto al kernel G(t, w).
Los perfiles de convergencia obtenidos al variar R, desde 1 hasta 10° A, en los kernels G (z,t) se
presentan en la figura 4.17, en donde al igual que en la figura 4.16, los resultados de las tres geometrias

convergen hacia un mismo limite, pero los valores de g para el caso cilindrico son mas cercanos a los del

caso plano que los valores del caso esférico.

Evolucién de 1y como funcién del radio R a o constante

Limite para las geometrias cilindrica y esférica cuando R — oo

0.024

—~

0.054 C/m?
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Figura 4.17: Perfiles de convergencia de 1y para valores de R = 1 hasta R = 10°, los cuales convergen hacia el
valor en geometria plana.
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4.6. EFICIENCIA DEL METODO DE ELIMINACION DE
GAUSS

En esta seccion se hace una comparacién entre el método de eliminacién de Gauss y una rutina de
inversién de matriz incluida en la libreria de cédigo abierto GSL (GNU Scientific Library). De manera
general, una matriz cuadrada A de dimensiones N x N se puede factorizar como el producto de una
matriz triangular inferior L por una matriz triangular superior U mediante la aplicacién de una matriz de

permutacién P, es decir

PA= LU,

lo cual puede ser usado para convertir el sistema lineal AZ = b en un par de sistemas triangulares Ly = Pl;,

UZ = ¢, que pueden resolverse mediante sustitucién directa (en el caso de Ly = Pb) y sustitucién hacai
atras (en el caso de UZ = 7).

El algoritmo utilizado en la descomposicién LU de la matriz A, como se explica en [31], es la eliminacién
gaussiana con pivoteo parcial; por lo tanto, resulta relevante comparar el tiempo de ejecucién requerido
por el MEF al emplear tanto la subrutina de GSL como el algoritmo de eliminacién gaussiana desarrollado
por nosotros (home-made) ya que, en principio, las rutinas presentes en la librerfa GSL tienen cierto grado
de optimizacion.

A continuacién se presenta una comparacién entre el tiempo de ejecucién necesario para llevar a cabo
una iteracién (del método de Newton-Raphson) en el Método de Elemento Finito versus el nimero de

nodos al emplear ambos métodos de resolucién del sistema de ecuaciones 4.71.

Tiempo de cémputo por iteraciéon vs Ntumero de nodos
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Figura 4.18: Comparacién entre el tiempo de ejecucién necesario para llevar a cabo una iteracién (del algoritmo de
Newton-Raphson) con el Método de Elemento Finito vs el nimero de nodos, al realizar la eliminacién gaussiana con

el cédigo propio y con la rutina de inversién de matriz de la libreria GSL.
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Como se observa en la figura 4.18, al emplear la rutina de GSL es posible disminuir en un 40 %,
aproximadamente, el tiempo de ejecucion requerido por nuestro algoritmo de eliminacién gaussiana, al
menos, bajo la arquitectura del sistema operativo Linux, puesto que, al realizar las mismas pruebas bajo
el sistema operativo Windows, nuestro algoritmo resulté ser més rapido, con una ventaja del 50 %, frente
al algoritmo de GSL, lo cual es comprensible puesto que GSL es parte del proyecto GNU, siendo GNU
un sistema operativo usado generalmente con un nucleo Linuz, lo que da lugar al sistema operativo
GNU/Linuz [32].



5. CONCLUSIONES

Se logré formular de manera integral la ecuacion de Poisson-Boltzmann para el modelo de un electrolito
binario en las proximidades de una superficie plana uniformemente cargada. Dicha forma integral fue
resuelta satisfactoriamente mediante el Método de Elemento Finito sobre una malla cuadratica. Los
resultados obtenidos de esta implementacion concordaron excelentemente con los resultados predichos por
la solucion analitica de Gouy-Chapman para electrolitos binarios simétricos, lo cual inspiré la exploracion
de otros modelos donde la geometria de la superficie cargada fuese diferente.

Asi pues, se logré replantear de manera integral la ecuacion de P-B para un electrolito binarios en las
proximidades de una superficie uniformemente cargada con geometria cilindrica y esférica.

Sorprendentemente, dichas formulaciones integrales resultaron ser analogas, salvo un kernel K(x,t)
de diferencia, a la formulacién integral para el caso plano; por lo que su solucién mediante el MEF
fue relativamente sencilla. De este modo, dada tal similitud entre las formulaciones integrales, se logré
establecer un algoritmo general para la solucion de la ecuacion de Poisson-Boltzmann en las geometrias
plana, cilindrica y esférica.

Ademas, se logré comprobar, tanto analitica como numéricamente que cuando el radio R, de las
geometrias cilindrica y esférica, tiende a infinito (o en el caso numérico, a un nimero muy grande, por
ejemplo, 10°) los kernels K(x,t) de su formulacién integral tienden al kernel del caso plano, lo cual
concuerda con la intuicién ya que entre mas grande sea el radio R, menor sera la curvatura de la superficie,
pudiendo considerarse como una superficie plana para radios relativamente grandes.

Una vez hecho esto, se realizaron mediciones respecto al tiempo de ejecuciéon de nuestro algoritmo en
funcién del niimero de nodos de la malla, encontrando que alrededor del 90 % del tiempo de ejecucion es
destinado a la solucién del sistema de ecuaciones 4.71. Por lo tanto, se decidié comparar nuestro método
de resolucién (eliminacién gaussiana) frente a una rutina de resolucién de sistemas de ecuaciones presente
en la libreria de c6digo abierto GSL, la cual estd, en principio, optimizada.

Los resultados arrojados tras dicha comparacion, sobre el sistema operativo Linux, mostraron como
superior a la rutina de GSL, la cual ofrece tiempos de resolucién 40 % mas bajos respecto al tiempo
requerido por nuestro método de eliminacién gaussiana. No obstante, de manera préctica, esta diferencia
es minima puesto que los tiempos de resolucién requeridos por el MEF para una malla compuesta por 1000
nodos son menores a 9 segundos por iteracion, y, dado que nuestro método requiere de solo 5 iteraciones
para alcanzar soluciones con un error absoluto de alrededor de 1078, la solucién completa para un sistema

electrolitico binario no llevara mas de un minuto para ser alcanzada.
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