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Resumen

En la fisica de particulas elementales, se pueden estimar los momentos magnéticos de ba-
riones por el empleo de diferentes modelos tedricos como el Modelo de Quarks, la Teoria
de Perturbaciones Quirales, la Expansién 1/N,. o mediante el empleo de un formalismo que
combina la Teoria de Perturbaciones Quirales y la Expansién 1/N.. Es precisamente este
formalismo combinado el que usamos para obtener correcciones de orden O(mi/ 2) al factor
de forma de Pauli para bariones tanto del octete como del decuplete, donde mg es la masa
del quark s.
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Capitulo 1

Introduccion General

1.1. Preambulo

Desde tiempos muy antiguos, la curiosidad ha llevado al hombre a hurgar sobre qué es lo
que constituye a la materia y cuéles de estos constituyentes son fundamentales [1-3].

Para ello se recurre tanto a la experimentacién como a la formulacién de modelos matemaéti-
cos adecuados que representen de la mejor manera posible los resultados de los experimentos
ya realizados y hagan predicciones. No obstante, vale la pena recordar que existen por con-
siguiente, tanto particulas fundamentales como compuestas.

A partir de aqui, es importante saber cémo se clasifican las particulas, lo cual conduce a
revisar los modelos sobre particulas compuestas y aquellas que son los constituyentes funda-
mentales de la materia, a las cuales se les denomina Particulas Elementales.

En la busqueda de dichos constituyentes es importante estudiar y determinar sus propieda-
des fisicas inherentes como masa, carga eléctrica, momento magnético intrinseco, momento
magnético, entre otras.

Del estudio de dichas propiedades, se puede(n) determinar la(s) simetria(s) que permitan
deducir leyes de conservacion, las cuales estdn dadas de acuerdo al Teorema de Noether [4-9)
y a su vez son vehiculos que permiten entender mejor dichas propiedades o hacerles correc-
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ciones a los valores tedricos para que ajusten mejor la informacién experimental.

Este trabajo se enfoca en el estudio y determinacién explicita del factor de forma de Pauli

. 1/2 . . , .
para bariones a orden O(ms'”) en el formalismo que combina la teoria de perturbaciones
quirales y la expansién 1/N, de la QCD.

1.2. Contenido

Este tesis se estructurara como sigue:

En el Capitulo 2 se daran los antecedentes histéricos en la investigacion sobre particulas
elementales, incluidos los diferentes modelos atémicos existentes [1-3], con el objetivo de
entender cémo se daban los diferentes modelos y senalar qué aspectos de dichos modelos son
de utilidad para la realizacion de este trabajo. También se dard una introduccion al concepto
de simetria y un ejemplo, para poder entender mejor los modelos de particulas.

En el Capitulo 3 se discutird de manera extendida la evolucion de los modelos de particulas,
tanto en la parte experimental como en el formalismo matematico, lo cual permitird entender
cémo evoluciond la forma de deducir las simetrias de cada uno de estos modelos hasta llegar
al Modelo Estandar [1,3-6]; se dard una descripcién breve del mismo y las caracteristicas de
las interacciones fundamentales. Ademas, se dard un repaso breve y conciso sobre la simetria
quiral, la cual no se entiende sin el teorema de Noether y la ecuacién de Dirac [7TH19], cuyo
estudio permite describir qué sucede con las particulas ante una transformacion de paridad;
asi mismo se dara un ejemplo de dicha simetria, que sera clave para describir las técnicas que
se emplearan en este trabajo. Se dara una introduccién breve y concisa a la Cromodinamica
Cuéntica [4,5]/19], teoria de campo no abeliana. Se discutiran las teorias efectivas a bajas
energias, a partir de métodos perturbativos, los cuales vienen de entender la simetria quiral
y por analogia con la expansién perturbativa de la Electrodindamica Cuéntica.

En el Capitulo 4, se hablara sobre el calculo del factor de forma de Pauli, el cual se ha de pro-
poner su forma explicita con ayuda de lo que se sabe de los factores de forma de Sachs [20}21].




Capitulo 2

Antecedentes del Modelo Estandar y
Simetria

2.1. Introduccion

En este capitulo se dara un repaso sobre los fundamentos de los diferentes modelos atémicos,
asi como de las investigaciones tanto tedricas como experimentales que buscaron explicar
las propiedades e interacciones en los dtomos, las cuales condujeron al descubrimiento de
diferentes particulas subatomicas y la observacion explicita de algunas simetrias, lo cual es
senal clara de la existencia de leyes de conservacion; entonces, se dard un concepto general
sobre la simetria.

Con el manejo de la simetria y la existencia de diferentes particulas subatéomicas, permitira
el estudio del Modelo Estandar de la Fisica de Particulas Elementales, tanto en su evolucion
como la descripcion de las diferentes interacciones, asi como del concepto de la Simetria Qui-
ral, la Electrodindmica Cudntica, la Teoria de Unificacion Electrodébil y la Cromodinamica
Cuéntica, los cuales nos seran de utilidad en el desarrollo de este trabajo.
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2.2. La estructura atémica y las particulas

2.2.1. Los primeros modelos atémicos

Debemos recordar que desde la antigiiedad, el hombre se ha preguntado sobre cuales han
sido los constituyentes fundamentales de la materia [12].

En la antigua Grecia destaca Demdcrito al ser el primero en postular la existencia de los
atomos como constituyentes indivisibles de la materia tal cual existe en la naturaleza. Esta
propuesta solo se efectudé como una serie de ideas, las cuales no podian comprobarse en esa
época.

Después de muchos siglos, el en siglo XIX, aparecié la teoria de Dalton, donde planted la
existencia de atomos, postulados indivisibles, los cuales forman todos los compuestos quimi-
cos conocidos en su época. Es claro que en esta teoria la formacién de compuestos quimicos
entraba en conflicto por la indivisibilidad del atomo. Avogadro propuso que para formar
agua, hay que considerar 4 atomos de hidrégeno por 2 de oxigeno, lo cual resolvié este dile-
ma. Este concepto evolucioné con los modelos donde hay divisibilidad de los atomos.

En 1866 Mendeleev descubrié que de entre los elementos quimicos, habia familias de elemen-
tos que tienen propiedades quimicas semejantes. Esto se caracterizé al definir la propiedad
denominada numero atémico, dado por Z, asignando los nimeros atémicos Z = 1,2 al
hidrégeno y al helio, respectivamente.

Luego, predijo la existencia de varios elementos quimicos, entre ellos, destaca el descubri-
miento del argén por Ramsay y Rayleigh en 1894, lo cual permitié que se agregaran nuevas
columnas para predecir y descubrir mas elementos quimicos.

2.2.2. Los detalles de la estructura atémica

Esta busqueda de definir la estructura interna de los dtomos se remonta al siglo XIX, cuan-
do por medio del conocimiento de la interaccién electromagnética se describieron los rayos
catédicos, que se originan al aplicarsele una diferencia de potencial a una placa metalica y en




2. Antecedentes del Modelo Estandar y Simetria 5

consecuencia la placa emite luz; luego se hicieron experimentos con este tipo de radiacién en
presencia de un campo magnético, ante cual se desviaban de su trayectoria; ésto confirmaba
el hallazgo tedrico de Maxwell, el cual permitié reunir en una sola teoria la electricidad y
el magnetismo porque los fenémenos eléctricos y magnéticos estan intimamente ligados. La
teoria electromagnética es la primera teoria de unificacion que se formulé.

Luego, Thomson hizo un experimento con rayos catodicos, donde describié dicha forma de
radiacion como corrientes de electrones, lo cual le permitié describir al a&tomo como una nube
de carga positiva sobre la cual estd un mar de electrones, los cuales tienen carga negativa.
A este modelo se le conoce coloquialmente como modelo de budin pasas, esto debido a que
actualmente sabemos que las cargas tanto del protén como del electréon son iguales, pero de
signo contrario, pero el protén es dos mil veces mas masivo que el electron.

Posteriormente, Rutherford efectiio un experimento donde bombarded una placa de oro con
particulas alfa provenientes de una fuente, las cuales desvian la radiacion emitida. La seccion
eficaz de la dispersién esta dada por

d 1 Z7'e? 1

ao ¢ ——ov (2.1)
ds drey  Ey sin (5)

donde Ej es la energia inicial de la particula dispersada. A dicha relacion se le conoce como
seccion eficaz de dispersion Rutherford.

Esta relacién se puede deducir mediante el formalismo de la Mecédnica Clésica [8-10] y con
la Mecanica Cudntica [3}22/-2§].

Posteriormente, Bohr postula su modelo donde el electrén orbita circularmente alrededor del
protén, pudiendo tener transiciones entre diferentes niveles discretos de energia, tal que a
cada nivel correspondia una érbita circular, de tal manera que el electrén no radiaba porque
giraba y tenfa un valor de momento angular con unidades de A2, lo cual impedia que el
electron llegase hasta el centro con el protén por el predominio de la interaccién electro-
magnética y colapsara. Este esquema reproducia muy bien las lineas espectrales del atomo
de hidrogeno, pero no ajustaba los espectros de otros elementos quimicos y ademas no con-
sideraba el espin de cada particula al interior del atomo.
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En 1932, Chadwick descubrié el neutrén, el cual también es parte del &tomo, en especifico del
nucleo atémico, pero no tiene carga eléctrica y su existencia fue predicha porque Rutherford
vio que el 4&tomo no se desintegraba, pero esto no fue suficiente para saber por qué el &tomo
era estable.

2.2.3. Sobre las ecuaciones relativistas y las antiparticulas

Para describir las interacciones entre las particulas, es importante considerar el formalismo
de la Mecanica Cuantica, el cual se completé muy rapido entre 1923 y 1926. De ese momento
historico, Schrodinger formul6 su ecuacion en forma relativista, pero como no logré repro-
ducir los niveles de energia del atomo de hidrégeno, abandoné la idea, para formular una
ecuacion de onda no relativista, la cual se puede obtener partiendo del Hamiltoniano [1,,22-28]

~ P2 ~
H=_— 7)=F 2.2
donde hacemos
0
E = ih— 2
y
P =ihV. (2.4)

Efectuando la sustitucién de las ecuaciones (2.3) y (2.4)) en la ecuacién (2.2)), obtenemos la
ecuacion de Schrodinger dada por

ind2EY < - — V24 V(:i:’)) U(Z,1). (2.5)
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Al considerar el potencial de Coulomb en esta ecuacion fue posible reproducir los niveles de
energfa del 4tomo de hidrégeno, estableciendo que la energia del estado base es —13.9 eV/c?,
lo cual confirmé el gran acierto del modelo de Bohr, que dice que la energia de un atomo
hidrogenoide esta discretizada como

1 Zo)?
En: _§M02( Oé)

. (2.6)

n2

Luego, el caso relativista lo retomaron Klein y Gordon, lo cual les permitié describir las
particulas de momento angular intrinseco o espin 0, por lo cual dicha ecuacion se denomina
ecuacion de Klein-Gordon, la cual se puede deducir a partir de

PP, = = — P2 = m, (2.7)

y sustituyendo las ecuaciones (2.3)) y (2.4) en la ecuacién (2.7)), obtenemos

2.2 2 2.2
mgc 10 - mgc
O+ 22— |U=-R==5—-V+—2—|¥=0. 2.8
( T ) (c2at2 T (28)
En las soluciones de (2.8)) las funciones de onda W) representan las particulas y las ¥(-) a
las antiparticulas. Por otro lado, las particulas para la cuales sus funciones de onda satisfacen
U = U* son particulas neutras de espin 0.

Ahora, mencionaremos la ecuacion de Dirac, la cual permite describir de manera satisfactoria
las interacciones de las particulas de espin % y proviene de trabajar a través de la ecuaciéon
de manera analoga a como Schrodinger dedujo la ecuacién de Klein-Gordon, buscando
que la densidad de probabilidad sea positiva definida, lo cual no ocurre con la ecuacion de
Klein-Gordon, con lo que a su vez se introduce un conjunto de matrices dadas por & y B ,
las cuales después de estudiar algunas de sus propiedades de simetria se determina que la
menor dimensionalidad admisible fisicamente y que simplifica el estudio de las propiedades

7
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fisicas de las particulas de espin % esn =4.

Por consiguiente, la ecuacién de Dirac estd dada por [12,[14-18§]

Las soluciones ! y 9? se identifican con la energia positiva [12,/14], mientras que las so-
luciones ¢ y ¥* se identifican con la energia negativa, algo andlogo a como se identifican
las soluciones de la ecuacion de Klein-Gordon. Esto fue en un principio un contratiempo
para Dirac, por lo que propuso la existencia de un hipotético mar de Dirac, el cual es un
conjunto de particulas de energia negativa que forman el vacio. Posteriormente se vio que
esta posibilidad satisface la conservacion de energia-momento de la Relatividad Especial,
por lo cual propuso la existencia de las antiparticulas, lo cual se confirmé en 1932, cuando
se descubri6 el positrén.

Una propiedad interesante de la ecuacion (2.9) es que en el limite no relativista se reduce a
la ecuacion de Schrédinger-Pauli que aparece en [22-28].

Por otro lado, la ecuacién de Dirac serd una herramienta muy importante para el estudio
de la Simetria Quiral, a través de los covariantes bilineales, los cuales se pueden expresar en
términos de la base de matrices de Dirac, v*, definidas por

Definicién 2.2.1 Sean las matrices & y B provenientes de la Ecuacion de Dirac, tenemos
que la base propia de la matrices de Dirac y" estd definida como productos de matrices & y

B por

~

V=3 ~=pa, i=1,23 (2.10)

las cuales conforman una base linealmente independiente de matrices 4 X 4.
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Definicién 2.2.2 Sean las matrices 4° y v con i = 1,2,3, que representan a la parte tem-
poral y la parte espacial dadas por , definimos las formas bilineales de las matrices de
Dirac como

S T
I~ =1, szfym L = o,

I =iy =7 =" T4 =%, (2.11)

las cuales conforman un conjunto de 16 matrices linealmente independientes de 4 X 4.

Estas relaciones seran fundamentales para la comprension de la simetria quiral, tanto la
ecuacion de Dirac y la matriz 75, y de paso este tipo de simetria serd muy util para el obje-
tivo de calculo de este trabajo de tesis que trata sobre el factor de forma de Pauli.

2.2.4. Sobre el Meson de Yukawa y los mesones

En la década de 1930 con el conocimiento que se tenia de la estructura interna de los ato-
mos se formularon teorias que intentaron explicar el origen y la naturaleza de la fuerza que
cohesionaba los neutrones y los protones en el nicleo atémico, se dedujo que la fuerza entre
un par neutron-protén es mayor que la fuerza de repulsion eléctrica. Esto permitié la intro-
duccion de la interaccién fuerte como forma de explicar la cohesién al interior de los atomos
como se vera en el siguiente capitulo.

En 1935, el fisico japonés Yukawa propuso la primer teoria que explica exitosamente la natu-
raleza de las interacciones nucleares, afirmando que dicha naturaleza de la interaccién nuclear
se debe a la existencia de una particula la cual es intercambiada entre distintos nucleones
en el 4tomo y cuya masa debe tener un valor de masa entre la masa del electrén y la del
proton. A dicha particula se denominé meson de Yukawa [3].

En 1932, Anderson juntos a sus colaboradores descubren el mudn, particula que en principio
se consideré con propiedades muy similares al mesén de Yukawa, posteriormente se demostré
que dicha particula no es portadora de la interaccién nuclear pero si interviene en las in-
teracciones electromagética y débil por ser un leptén. Las propiedades del muén son tener
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carga eléctrica negativa, ser una particula inestable y tener vida media de 2.2 x 1078 s.

En 1947 se descubrio el pion el cual segun la teoria de Yukawa era un portador de la inter-
accién fuerte (nuclear en ese entonces), la cual es responsable de la cohesion al interior de
los nicleos atémicos [11}19)].

Posteriormente se encontré que no hay un sélo pién sino una familia de particulas que son
7t = y ¥, es decir, que se presenta el pién con los tres tipos de carga: negativa, neutra
y positiva. Las particulas 7% tienen una masa de 139.6 MeV/c? y la masa del 7° vale 135.0
MeV/c%, lo cual encaja con la afirmacién de Yukawa que asevera que la masa del mesén
debe tener un valor entre la masa del electréon y la masa del protéon. El tiempo de vida
media para los 7% es de 2.6 x 1078 s, decayendo principalmente en un muén (antimuén)
y un neutrino, mediante la interaccién débil. El tiempo de vida media del 7° tiene una vi-
da media 8.4x 107" s y decae en dos fotones en virtud de la interaccién electromagnética [20].

Esto ultimo, nos refiere que al ser los piones particulas inestables cuyos decaimientos se
producen por las intereacciones electromagnética o débil iinicamente, los piones no son por-
tadores de la interaccion fuerte, es decir, no son responsables de la cohesién interna de los
nucleos atémicos.

Aunque esta teoria de Yukawa aporta muchos datos y procesos correctamente descritos, se
dejo de lado, debido a sus limitaciones, los cuales se incluyeron en la formulacién de la Cro-
modindmica Cuéntica [6,[20], que es la teoria que describe la interaccién fuerte, donde los
piones ya no se consideran como portadores de dicha interaccion sino los gluones.

2.3. Simetrias

Para entender lo que representa una simetria es importante senalar que el lenguaje ma-
temédtico de la simetria es el formalismo de la Teoria de Grupos [28-35].

Especificamente, asociamos la simetria con la invariancia de un objeto matematico, como
funciones, puntos o ecuaciones bajo transformaciones de un grupo en particular, como se ve
en el siguiente ejemplo [29-35].

10
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Ejemplo 2.3.1 Sea una esfera que sufre una rotacion sobre cualquiera de sus ejes, en este
caso elegimos uno en particular sobre el que se hace la rotacion, y al terminar la rotacion la
esfera preserva su forma, por lo cual es simétrica ante una rotacion.

De ahora en adelante, diremos en fisica que la simetria es el criterio de invariancia de un
sistema fisico ante ciertas transformaciones de alguna de sus propiedades en particular [5,34].

En cuanto a los sistemas fisicos puntuales cuyas transformaciones preservan la geometria del
sistema, como estan descritas por grupos discretos, podemos decir que estos sistemas tienen
una simetria discreta [24,25].

Por otro lado, hay otros sistemas fisicos cuyas transformaciones preservan la forma de sus
expresiones matematicas, como es el caso de las rotaciones, pueden ser descritos en términos
de operadores unitarios de grupos continuos o de Lie, los cuales tienen un parametro libre,
se dice que estos sistemas tienen una simetria continua [34,35].

A partir de ahora, serd de interés en la fisica de particulas elementales, la invariancia de las
funciones de ondas de las particulas compuestas ante el intercambio de particulas constitu-
yentes [6].

En el resto de trabajo se explotara el concepto de simetria en particular las simetrias aso-
ciadas al Modelo de Quarks, el Modelo Estandar, la Cromodinamica Cudantica, la Teoria
de Perturbaciones Quirales y la Expansién 1/N,, asi como las simetrias del formalismo que
combina la Teoria de Pertubaciones Quirales y la Expansion perturbativa sobre el parametro
1/N, las cuales seran de gran ayuda en el estudio del factor de forma magnético.

11



Capitulo 3

Sobre los fundamentos basicos del
estudio de los Factores de Forma en
Particulas Elementales

3.1. Introducciéon

En este capitulo se hard un estudio breve y conciso acerca del Modelo Estandar de la Fisi-
ca de Particulas, desde sus origenes para poder entender las simetrias que lo fundamentan
y cémo evoluciond, de tal manera que permita luego hablar sobre que son los quarks, los
avances de la descripcién de las interacciones fundamentales y las teorias de unificacién que
han surgido [1H6}/11]. También se discutiran algunos detalles més avanzados de dichas in-
teracciones y de los campos que intervienen, donde adquiere importancia la comprension de
la ecuacién de Dirac, sus soluciones, interacciones y los covariantes bilineales, en especial la
matriz v5 que es importante para que en este capitulo se realice el desarrollo conceptual de la
simetria quiral, asi como de algunos aspectos de la Cromodinamica Cuantica y sus técnicas
de trabajo a bajas energias a través de expansiones perturbativas como la 1/N, y la Teoria
de Perturbaciones Quirales, que son la base de un formalismo combinado.

12
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3.2. El Modelo Primitivo de Quarks

Los descubrimientos sobre las particulas y las antiparticulas, asi como la formulacion de la
primera teoria de interaccion nuclear por Yukawa, condujeron a la formulacion del modelo
de quarks [19,20].

3.2.1. Inicios del modelo y los mesones

El modelo de quarks, propuesto en 1964, fue desarrollado para explicar la estructura interna
de los hadrones, donde un hadrén se define de la siguiente manera:

Definicién 3.2.1 (Hadrén) Es una particula compuesta de quarks los cuales estan unidos
debido a la interaccion fuerte, sin estar aislados, sino rodeados por un mar de quarks

El tamano de un hadrén es del orden de 107 m (1 fm) [3,5].

En este modelo, Gell-Mann agrupé los mesones entonces conocidos y que tenian las ca-
racteristicas predichas por Yukawa, sobresaliendo el hecho de que son particulas con espin
entero, en un multiplete, el cual se muestra en la figura (3.1)).

En dicha figura se observan los mesones pseudoescalares que fueron agrupados en dicho
multiplete por Gell-Mann, debido a que tienen espin S = 0, donde entre los multipletes se
pueden hacer lineas en tres direcciones diferentes. Dichas direcciones son la horizontal a la
derecha que representa el isoespin, la diagonal a la derecha que representa v-espin y diagonal
a la izquierda u-espin, lo cual también es aplicable para el octete de mesones de espin 1, el
octete de bariones de espin % y el decuplete de bariones de espin %

Al hacer la agrupacién de este multiplete se tenia en consideracion la teoria de Gell-Mann.
En la década de los 60 ’s se descubrieron los primeros 3 quarks, a los cuales se les denominan

13 7

up”, “down” y “strange”.

Podemos apreciar que las particulas que forman los multipletes de bariones y el octete de me-

13
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S=+1

S=0

S=-1

Q=-1 Q=0 Q=+1

Figura 3.1: El nonete de mesones pseudoescalares.

sones pseudoescalares, que se colocan en diagramas esquematicos donde tienen dos ejes, en el
eje vertical aparece la hipercarga denotada por Y y en el eje horizontal el valor del tercer ge-
nerador de isoespin, relacionados a través de la formula de Gell-Mann y Nishijima como @

Y
Q=Ts+ 5. (3.1)
con
Y=B+S, (3.2)

donde el isoespin posee una simetria SU(2) con un algebra su(2) muy semejante a la del
momento angular, la cual se expresa como ,

15, T;] = icij Ty, donde i,7,k=1,2,3. (3.3)

Se discute un poco sobre si la simetria es exacta, llegando a la conclusion de que ésta es
aproximada, porque (3.3 no satisface el hecho de que el Hamiltoniano total conmute con

14
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T; [5l[2228).

Por otro lado es importante notar que los mesones son particulas que satisfacen la estadistica
de Bose-FEinstein, con valor de espin entero, lo cual implica que un meson estd formado por
un quark y un antiquark, tal que éstos no estan solos sino que aparecen rodeados de un mar
de quarks comunmente denominados quarks de valencia. Por consiguiente dicho nonete se
descompone de la siguiente manera [6},/11}/19)].

33=138.

3.2.2. Los multipletes de bariones

Por otro lado, trabajaremos con los multipletes de bariones mas usuales, que son el octete,
cuyos bariones tienen espin S = % y el decuplete de espin S = %

Ahora, nos concentraremos en los multipletes de bariones, notando que éstos al ser fermiones
obedecen la estadistica de Fermi-Dirac [36{40].

A propésito de los fermiones y bosones, enunciamos el siguiente postulado donde se describe
lo que sucede con sistemas de muchas particulas, respecto a una simetria la cual es discreta,
en este caso es la operacion de intercambio de particulas, de la cual se mostré un ejemplo en
el capitulo anterior.

Dicho postulado establece que [22-28]

Postulado 3.2.1 1.- En sistemas de N particulas idénticas con valor de momento
angular intrinseco (espin) semi-entero (%,%,g,...), dichas particulas son descritas
por funciones de onda antisimétricas ante la operacion de intercambio de particu-

las.

2.- En sistemas de N particulas idénticas con valor de momento angular intrinseco
(espin) entero (0,1,2...), dichas particulas son descritas por funciones de onda

15
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simétricas ante la operacion de intercambio de particulas.

Del primer punto del postulado anterior, podemos inferir que existe un criterio que habla de
la imposibilidad que dos fermiones estén simultdneamente en el mismo estado. A este prin-
cipio se le denomina Principio de Fxclusion de Pauli, el cual esta formulado de la siguiente
manera [22-2§].

Postulado 3.2.2 (Principio de Exclusién de Pauli.) Dos fermiones idénticos no pue-
den ocupar el mismo estado.

Asi dicho principio se puede extender sin problemas a sistemas de N particulas .

Con estos postulados, no sélo prevenimos que los fermiones satisfagan la estadistica de Fermi-
Dirac, sino también que satisfacen el Principio de Fxclusion de Pauli, de tal manera que
podemos tener multipletes de bariones.

Los bariones ordinarios estan compuestos de los quarks u, d, y s. Los tres sabores implican
una simetria aproximada SU(3), la cual requiere que los bariones hechos de esos tres quarks
pertenezcan a los multipletes del lado derecho de

3®3®3 =105 D8y B8y D 14.

En la figura (3.2)) se puede apreciar los dos multipletes méas conocidos de bariones, el octete
y el decuplete, los cuales como ya se ha citado agrupan particulas de espin % y % respectiva-
mente.

La evolucién del modelo primitivo de quarks hacia el modelo estandar se dio cuando se
formulé la Teoria de Unificacién Electrodébil, donde se postulé que a una cierta escala las
interacciones electromagnética y débil son manifestaciones de una interaccién unificada, sien-
do a su vez estas dos interacciones fundamentales. Esto condujo al descubrimiento del quark
charm.

16
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AT

s=0 n p

qg=2

s=—1 ¥ »t

g=1
g=1
s= -2
== =0
q=-1 q=0

Figura 3.2: Los multipletes de bariones.

Espin y sabor pueden ser englobados en una simetria aproximada espin-sabor SU(2Ny) [5,11],
donde Ny es el nimero de sabores de quarks ligeros. Para Ny = 3,

SU(2) ® SU(3) C SU(6).

En otras palabras, para los bariones ordinarios, espin y sabor pueden combinarse en una
simetria aproximada espin-sabor SU(6). Los bariones pertenecen a las representaciones

6R6®6=>54sD 70, 70y D 204.

Esto se debe a que en dicha simetria aparecen estados excitados de dichos multipletes, mejor
conocidos como resonancias.

Por otro lado, al trabajar las funciones de onda de los bariones bajo la simetria SU(6), se
llegaba al hecho de que se violaba el Principio de Fxclusion de Pauli, lo cual se resolvid
introduciendo el nimero cudntico de color. Este estd asociado a la parte antisimétrica de
las funciones de onda de los bariones, para a su vez incentivar en su tiempo el desarrollo
de la fisica hacia la comprensién de las interacciones fundamentales de la naturaleza, de las
cuales se hablara a continuacién donde sera de particular interés el comprender un poco la

17
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interaccion fuerte que es descrita por la Cromodindmica Cudantica.

3.2.3. Interacciones fundamentales y teorias de unificacion

Para referirnos a nuestro tema de tesis, es importante estudiar y profundizar brevemente
sobre las interacciones fundamentales de la naturaleza: la gravitacional, electromagnética,
fuerte y débil.

La interaccién gravitacional

La interaccién gravitacional es la mas débil de las cuatro interacciones fundamentales. Es
descrita de manera completamente satisfactoria por la Teoria de la Relatividad General de
Einstein. Es muy importante considerarla al efectuar investigaciones en Cosmologia [20].

Del éxito de la Teoria Cuéantica de Campos, se abre la posibilidad de cuantizar la grave-
dad, aunque los esfuerzos tedricos en dicha cuantizacion son realmente infructuosos, pues no
tienen predicciones que puedan comprobarse a través de observaciones y/o experimentos [20].

La interaccién electromagnética

La interaccién electromagnética escala como 1/r y es de largo alcance, por lo cual, a me-
dida que se incrementa la distancia, los efectos del potencial van disminuyendo y vicever-
sa [7,41-48].

Esta interaccion es la responsable de cohesionar a los electrones, neutrones y protones, para
formar atomos, éstos a su vez, para formar moléculas y en el caso del estado sélido, a las
moléculas para formar cristales. El portador de la interaccién es el fotén [3841].

La teorfa de campo que corresponde a esta interaccién es la Electrodinamica Cuédntica (QED),
formulada por Feynman, siendo una teoria de norma abeliana [5,/49.|50].
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Por otro lado, debemos reconocer que dicha interaccion es de nuestro interés porque estu-
diamos fenomenos donde los bariones poseen una estructura la cual asociamos al predominio
de la interaccion electromagnética. Para el estudio de dichos fendmenos se emplea una serie
perturbativa en potencias de «, que es la constante de estructura fina [5},49,50].

La interaccion débil

La interaccion débil es efectiva a muy corto alcance, en este caso a un orden de fm, la cual es
responsable de los procesos de desintegracién de los niucleos atomicos, debido a que genera
inestabilidad en los mismos [3}/11].

Dicha interaccion gobierna la fisica de los procesos de desintegracion radiactiva, los neutrinos
y las supernovas. Los portadores de la interaccién son los bosones de norma W+, W~ y Z9,
los cuales tienen espin 1 [3,[5].

La interaccion débil sélo es més fuerte que la interaccién gravitacional, porque sus portadores
son muy pesados [3}/11].

La interaccion fuerte

Dicha interaccion se siente a muy corta distancia, alrededor de 1 fm, por lo que en la vida
cotidiana es despreciable [3-5].

Los portadores de dicha interaccion son los gluones, los cuales no tienen carga eléctrica ni
masa, pero si carga de color, existiendo 8 tipos diferentes, los cuales tienen combinaciones
de color-anticolor [3,/5].

La teoria de campo que describe la interaccion fuerte se llama Cromodindmica Cuantica, la
cual es invariante bajo transformaciones del dlgebra de SU(3)., no Abeliana y renormaliza-
ble, lo cual le da un poder predictivo muy importante [4}5].
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Teorias de unificacion

En el siglo XIX, Maxwell logré unificar las teorias sobre electricidad y magnetismo, dando
paso al electromagnetismo, mostrando que los fenémenos eléctricos y magnéticos estan rela-
cionados [7,41].

En 1974 Weinberg, Glashow y Salam ganaron el nobel de fisica por la Teoria de Unificacion
Electrodébil que consiste en que a energias muy altas se manifiestan de manera simultdnea en
las particulas tanto la interaccién débil como la electromagnética, lo cual nos dice que ambas
son manifestaciones de una interaccién débil unificadora. Dicha teoria predice las masas de
los bosones Wy Z° de 82 GeV/c* y 93 GeV/c?* respectivamente [3}/6].

3.2.4. Un primer acercamiento al Modelo Estandar

El modelo estandar de particulas elementales viene esquematizado en la figura (3.3).

Las tres generacioness de la
Materia (Fermiones)

masa—|3 MeV 1.24 GeV 172.5 GeV 0
carga—| 24 % %4 t 0 V
spin— |7, u ) C Ve 1
nombre— up charm top photon
6 MeV 95 MeV 4.2 GeV 0
cxd ks “b 9
= % v 1
8 down strange bottom gluon
<2eV <0.19 MeV | [<18.2 MeV | |90.2 GeV 0
Ve W Vu Vil Z
w Ve ||n VU VT |1 —
electron muon tau fuerza b4
neutrino neutrino neutrino débil N
(7]
0.511 MeV | |106 Mev 1.78 GeV 80.4 GeV =]
2 £ T
el M T W) e
c
S |% % “ % 1 5
) electron muon tau ULTr=] 8
5 débil | 3

Figura 3.3: Modelo Estandar de la Fisica de Particulas Elementales.
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Notemos que contiene 6 quarks los cuales son “up” (u), “down” (d), “charm” (¢), “strange”
(s), “top” (t) y “bottom” (b), agrupados en 3 generaciones: (u,d), (¢,s) y (t,b) [3,/11].

Ademas a cada generaciéon de quarks le corresponde un leptén, donde el leptén de la primera
generacion es el electron e, el leptén de la segunda generacion es el muén p y el lepton de
la tercer generacion es el 7. Por otro lado, a cada lepton le corresponde un neutrino, en
consecuencia al electrén le corresponde el v, al muén le corresponde v, y al 7 le corresponde

el v, [4,6/19].

Ahora, mencionamos que dentro del modelo estandar aparecen incluidos los portadores de
las interacciones fuerte, débil y electromagnética, dados por los gluones g, los bosones W+
y Z° y el fotén + respectivamente [3,[11].

Por otro lado, la figura (3.3]) no menciona la existencia del bosén de Higgs, el cual a diferen-
cia de los bosones de Nambu-Goldstone, es un bosén de norma y no un bosén de materia,
anticipando que los bosones de Goldstone son particulas sin masa, asi este concepto es clave
para el estudio de la simetria quiral. Ademéas del bosén de Higgs, aparece una constante de
acoplamiento cudntica [11}50].

No obstante, vale la pena recordar que en el modelo estandar aparecen también 3 constantes
de acoplamiento, 3 angulos de mezcla, una fase compleja y el angulo de vacio de la Cromo-
dindmica Cuantica |3L/4L|11].

3.3. La simetria quiral

La simetria quiral se refiere a que una particula puede tener un comportamiento simétrico
en un sistema de referencia de mano derecha o de mano izquierda, de tal manera que es
invariante ante una transformacién de paridad de un campo fermiénico de Dirac. Esto puede
verse a partir del teorema de Noether, dado por [5].

Teorema 3.3.1 (Teorema de Noether) Si un lagrangiano tiene una simetria continua,
entonces existe una corriente asociada a dicha simetria que es conservada cuando las ecua-
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ciones de movimiento son satisfechas, esto es |7,50]

dQ(t) o 3
— = 0 donde Q(t) = /d xJo(x). (3.4)

Esto lo hacemos a partir del estudio del algebra de las corrientes [5], para lo cual proponemos
que el Hamiltoniano del sistema se exprese como [13]

H=Ho+ \H, (3.5)

donde Hg es el Hamiltoniano de la parte invariante ante una transformacién de paridad de
un campo fermidnico de Dirac, A es el pardmetro perturbativo, donde H’ es la perturbacion
que no es invariante ante una transformacion de paridad de un campo fermiénico de Dirac.

En virtud del teorema de Noether dado por (3.4]) , podemos asociar la conservacién de H,
con la exisetencia la corriente conservada JH(x), esto es

Qa(xo) :/Jg(z)d%. (3.6)

Teniendo de la ecuacién (3.5) dos casos: cuando A = 0, se encuentra que las cargas Q,(x¢)
son independientes del tiempo, en consecuencia se conservan [13] y cuando A # 0 no hay
conservacion de carga.

Es importante notar que la teoria més importante sobre las simetrias aproximadas fue for-
mulada por Gell-Mann. En dicha teoria los operadores forman una representacion del grupo
de simetria considerando dos corrientes de la forma (3.6|) [13]

[Qa<.’ll'0), Qb(xO)] = Zfachc(x(l)- (37)
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Existen dos realizaciones de la simetria del Hamiltoniano #H, las cuales son [5,|13]

» La realizacién de Wigner-Weyl,

Qa(0)[0) =0 (3.8)

= La realizaciéon de Nambu-Goldstone,

Qul6)10) # 0. (3.9)

En la realizacion de Wigner-Weyl dada por (3.8) la simetria se muestra directamente en el
espectro de Hy como una degeneracién de los multipletes, si A = 0 [13].

Una consecuencia de la realizacién de Nambu-Goldstone dada por , es la existencia de
bosones sin masa si A = 0, por lo que no mostrara degeneracién alguna la estructura de
multipletes. A este tipo de realizacion se le denomina ruptura espontdanea de la simetria, lo
cual nos dice que los operadores de carga (),(z,) no son renormalizables [49,50].

Gell-Mann hizo un postulado adicional el cual establece que los generadores de simetrias
hadrénicas Q,(x¢) coinciden con las cargas, las cuales estédn relacionadas tanto con las co-
rrientes electromagnéticas como con las débiles. Ademas las corrientes débiles cumplen las
relaciones de conmutacion dadas por [13]

8(zo = yo) [ (@), Ty ()] = 16" (z — y) fave S (), (3.10)

donde J2(z) son las corrientes débiles. Lo que nos dice que las corrientes débiles nos seran de
mucha utilidad para obtener informacion sobre las simetrias y las rupturas de las simetrias de
las interacciones fuertes, lo cual dio origen al dlgebra de corrientes en la fisica de particulas
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elementales.

A partir del decaimiento [ se postuld la existencia de las corrientes vectoriales y axialvecto-
riales, debida a Feynman, Gell-Mann, Marshak y Sudarshan [6,/11,/13].

También Gell-Mann postulé para las corrientes vectoriales y axialvectoriales, satisfacen re-
laciones similares a (3.8)) que conforman el dlgebra dada por [4}13]

d(zo — yo) [V (2), V' W)] = 18"z — y) farc V. (@),
0o — yo) Vo (), Ay ()] = 0' (2 — y) fancAe (@),
0(wo — yo)[Aa (@), ()] = 10" (x — y) faneAc (). (3.11)

Ahora, a partir de las corrientes vectoriales y axialvectoriales que aparecen en (3.11]) pode-
mos definir los nuevos operadores de carga, [5

F,(z) = /d?’xVaO(:B),
Fi(z) = / Pz A(z). (3.12)

Estos operadores dados por (3.12) generan el dlgebra de Lie de SU(3), ® SU(3)r dada por

[Fa(wo), Fo(zo)] = favcF (20),
[Fa($0)a FIE’($O)] = Zfach(?(zO)a
[Ff(xO)a Fb5<x0)] = Zfachc(l’o). (313)

Para entender mejor la estructura de esta dlgebra de SU(3), ® SU(3)r dada por (3.13)),
podemos definir los operadores F*(xg) como
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F(20) = 5[Fu(a) £ F (20)), (3.14)

1
2

reemplazando (3.14)) en las relaciones de conmutacion (3.13]) obtenemos las relaciones

[Faft(wo)’Fbi(l'O)] = Zfachc:t(xo);
[Ff (o), By (20)] = 0, (3.15)

lo cual demuestra que los generadores F,(zy) y F?(xq) generan el producto directo SU(3); ®
SU(3)r, habldndose de simetria quiral.

Como la simetria SU(3) exige que todas las particulas que conforman un mismo multiplete
tengan la misma masa, en cambio la simetria SU(3); ® SU(3)g no exigen multipletes de
particulas, pero poseen ocho mesones pseudoescalares, en virtud del teorema de Goldstone,
es decir, tres piones (7°, 7+ y 77), cuatro kaones (K°, K, K™y K~) y 7, los cuales corres-
ponde al multiplete de mesones pseudoescalares.

Ahora, supongamos que H sea quiralmente invariante, lo que significa que F*(xq) que apa-

rece en ([3.15)) satisface la relacién

[F3 (o), H] = 0. (3.16)

Adicionalmente, podemos suponer que el operador de carga F,(x) deja invariante el vacio,
esto es

F,(x)|0) = 0. (3.17)

Es pertinente recordar que no podemos hacer la misma suposicion para las cargas axiales,
ya que en el espectro de los hadrones no se encuentran en el mismo multiplete particulas con
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diferente paridad. En lugar de esta suposicion, consideremos que el vacio no es quiralmente
invariante, esto es [5,[13]

F?(z)]0) # 0. (3.18)

De aqui dicha simetria pide que los mesones pseudoescalares tengan masa igual a cero. Este
hecho tedrico se denomina teorema de Goldstone. En consecuencia, la simetria quiral no es
exacta y es conocida en la literatura por el producto directo dado por [5}/6]

SU<3)L®SU(3)R®U(1)V. (3.19)

3.3.1. Un ejemplo clasico de la simetria quiral: el tratamiento del
modelo lineal o
Considere el siguiente lagrangiano dado por [5,49]
1 — _ 2
L= $0um) + (9u0)] + Nin"0uN + gN (0 + ins7 - F)N + ’“‘7(02 +7?)

A
oty (320)

donde

N = (Z) , (3.21)

el cual es un vector columna para un campo de isoespin 1/2 del nucleén, asi como los vectores
7T = (my, T, m3) y 0 = (01,09, 03) representan los campos de isoespin de un pién y el escalar
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de isoespin 0.

Por otro lado, es conveniente expresar los campos escalares de de isoespin 0 como [5]

A

Y =047 (3.22)

A su vez se identifica el potencial

2
A
V(o* +7%) = —%(02 +72) + Z(cr2 + %)%, (3.23)

Por ahora, ignoraremos la presencia del campo de isoespin 1/2 del nucleén (3.21)), tenemos
que la ecuacién (3.20)) se reduce a

1 2 2 0 2 2
@2 + (0,00 + (07 + )
Y 521

el cual tiene las simetrias U(1) y O(2). Al minimizar el potencial respecto de los campos o
y 7, da como resultado cuando p > 0 que

ol + 7% =07 (3.25)

Por otro lado, si definimos que

o =0 —w, (3.26)
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donde

=/ (3.27)

tenemos que al sustituir las ecuaciones (3.26) y (3.27) en la ecuacion (3.24]) se tiene el La-
grangiano

L = %[(8>\0/)2 + (0\m)?] — o’ — o' (67 + 7?)

_%(ﬂ+ﬂaz (3.28)

A partir de este lagrangiano, se encuentra que la particula m no tiene masa ni isoespin,
cuando tiene una masa pequena por lo cual se le considera un boson de Nambu-Goldstone,
debido a que satisface el teorema de Goldstone

El teorema de Goldstone se deduce considerando una corriente conservada, la cual en virtud
del teorema de Noether implica que la carga eléctrica es una constante de movimiento. Esto
permite encontrar la carga a través de la integracién de Jo(Z,t), pero, se encuentra que la
carga no esta definida en el vacio, por la convergencia del operador de campo del integrando,
en consecuencia, se introduce un elemento de matriz que no existe.

Enseguida se expresa (0|Q?|0) considerando la invariancia traslacional de los estados de vacio,
calculando el elemento de matriz del conmutador de la conservacién de la corriente con el
operador de campo ¢(z) evaluado en x = 0, donde en xy de e f(z)e—a se pueden excluir los
términos de orden superior porque no son despreciables para el valor de ¢(z). Finalmente,
se integra sobre el espacio el conmutador [0".J,(Z,t), $(0)], para luego reescribir en términos
de ¢(0) y Jo dicho conmutador [5,49].

Este procedimiento se repite para el lagrangiano de (3.24)), estableciendo su corriente conser-
vada a través de sucesivas conmutaciones, obteniendo para el pién un resultado semejante
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al del conmutador [0*J,(Z,t), ¢(0)], se encuentra que el pién es una particula sin masa, lo
cual es una aproximacion razonable, esto es m, = 0y my = V2.

Al considerar tomando en cuenta la ecuacién , tenemos que se puede descom-
poner la corriente en dos partes, la axial y la vectorial. Se encuentra que el lagrangiano es
invariante bajo transformaciones SU(2)g y SU(2), axiales simultdneamente. Es decir, para
el modelo lineal sigma la simetria es de manera analoga a ((3.19))

SU2)p ® SU(2)r @ U(1) (3.29)

Al tomar en cuenta las ecuaciones (3.26) y (3.27) la simetria del lagrangiano ({3.20)) se rompe
porque se llega a m; = 0y m, = v/2u, que son los mismos valores de masa que para el

tratamiento a través de la minimizacion del potencial y aplicacion del teorema de Goldstone
que se efectuaron para el lagrangiano de (3.24)) debido a que Q*|0) = 0 para a = 1,2, 3.

Por otro lado, el término de acoplamiento de Yukawa al transformarse bajo (3.26) y (3.27)
introduce el término gu NN, por tanto se tiene que la masa del isodoblete del Nucleén es
my = gv.

Este resultado diferira del que se obtenga cuando se considere que p < 0, lo que permitira
mostrar que en dicho caso la simetria quiral SU(2), ® SU(2)g ® U(1) se conserva.

3.4. Cromodinamica Cuantica: Formalismo y métodos
perturbativos

3.4.1. Acerca de la QCD

La QCD es una teoria de norma no abeliana, la cual es la parte del modelo estandar y se
encarga de estudiar la interaccién entre quarks y gluones bajo una simetria SU(3)...
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Los hadrones son combinaciones de 3 quarks, que a sus vez tienen 3 colores diferentes es
decir, N, = 3 tal que ¢%, con el indice o = 1,2, 3 (rojo, verde, azul).

Esto implica que tanto bariones como mesones son singuletes de color.

Los bariones se componen de 3 quarks y los mesones de un quark y un antiquark

1

V3

1 _
B=—72"g0> g5 > |y > y M =—26"|g0 > |Gs > . (3.30)

V6

Ahora, consideramos el Lagrangiano de la QCD, el cual esta dado por [5,/13]

Laop = —3Go,GH +3(@)(ir Dy — yb(a), (3.31)

donde el espinor (z) es el conjugado del espinor ¥(x) que aparece en (3.31)) dado por [51}/52]

1/1(x):(u(x), d(x), s(z), c(x), t(z), b(:c)) (3.32)

que es el campo de quarks con 6 sabores y 3 colores [20,52].

Ahora, expresamos la derivada covariante D), y el tensor de campo gludnico G, que apare-
cen en (3.31)) en términos de los campos gluénicos de Yang-Mills Af como

G, = 0,A5 — 0,A% + g f AL AS

Vi 2]

D, =0, —1g,T"Aj, (3.33)
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donde g, es la constante de acoplamiento de la interaccion fuerte y fo%° es una constante
de estructura del algebra su(3). cualquiera y el término m que aparece en (3.31)) estd dado por

m = diag(my, Mg, Me, Mg, My, Mp) (3.34)
contiene en sus componentes diagonales las masas de los quarks.

Existen diferencias entre las teorias de norma abelianas y las no abelianas. En las teorias
abelianas las particulas portadoras sélo propagan la interaccién, en cambio, en las teorias
no abelianas las particulas portadoras no sélo propagan sino que participan en la interaccion.

Del hecho de que la QCD es una teoria no abeliana, se tiene como consecuencia que los
gluones que son las particulas portadoras de la interaccién fuerte tienen carga de color y al
participar de la misma pueden acoplarse entre ellos [52].

Por ser una teoria de norma no abeliana cuyo lagrangiano esta escrito en términos de los
campos gluonicos de Yang-Mills de acuerdo a y , podemos afirmar que la QCD
es una teoria de Yang-Mills, lo cual nos dice que es renormalizable, por lo cual a la hora de
trabajar con tratamientos perturbativos, se pueden absorber los infinitos, para lograr resul-
tados finitos, lo que explica su poder predictivo.

Es un hecho interesante que la constante de acoplamiento g5 que aparece en , es pe-
quena a altas energias y la QCD admite un tratamiento perturbativo, lo que nos dice que a
energas grandes los quarks estan muy proximos los entre si, por lo que se comportan como
particulas libres, a dicho fenémeno se le conoce como libertad asintotica. A bajas energias
dicha constante es muy grande, por lo cual dicho método no es aplicable, de ahi que se im-
plementen otros formalismos que contienen fundamentos de la QCD, los cuales son descritos
en términos de otros campos, como la teoria de perturbaciones quirales y la expansién 1/N,,
entre otros.
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3.4.2. Expansién 1/N, de la QCD

Para el calculo de las propiedades estaticas de bariones, como masas, constantes de acopla-
miento vectoriales y axialvectoriales y momentos magnéticos, la Cromodinamica Cuantica
no puede utilizarse en el limite de bajas energias porque no permite un tratamiento per-
turbativo. En 1974, t" Hooft propuso un método de manera muy semejante a la expansion
perturbativa de la Electrodinamica Cudantica cuyo parametro es la constante de estructura
fina. Para la expansién 1/N, de la QCD, el pardmetro es 1/N,.

En dicha expansiéon se hace N, — 00, lo cual permite entender aspectos de la QCD al estu-
diar una teorfa de norma basada en el grupo SU(N,). En el limite N. grande, el sector de
bariones posee la simetria contraida espin-sabor SU(2Ny), donde Ny es el ntimero de quarks
ligeros [53,|54].

Los generadores de SU(6)sr escritos en términos de los J%, T y G, son.

2
- ot \®
6=t (G oy )a (3.35)

los cuales satisfacen el algebra
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[J 0] = et R,
[Ta,Tb] —_ ZfabCTc,
[J5,T"] = 0,

[Ji,Gja] — ZGijkaa,
[Ta,Gib] — ZfabCGiC7

(G, G = iéijf“bCTanﬁé“beiﬂJ’%L%e”kd“chkc, (3.36)
F

tal que 4,5,k =1,2,3 y a,b,c=1,...,8.

Las correcciones al limite N, grande estan dadas en términos de operadores suprimidos por
1/N. con propiedades bien definidas bajo espin-sabor [54]; esto da lugar a la expansién 1/N,
de la QCD. Para Ny = 3 los bariones caen en representaciones del grupo SU(6). Para N, = 3,
ésto corresponde a la representacion 56 de SU(6).

Ahora, también es importante sefialar que cualquier operador de la QCD que se transforme
de acuerdo con SU(2) ® SU(3), se puede expresar en términos de una serie de potencias de
1/N. como [53]

1

n=1

donde podemos truncar y obtener resultados fisicamente admisibles al hacer N. = 3, asi como
hacer predicciones que son muy precisas al aproximar los valores experimentales. En dicha,
expansion los coeficientes ¢,y son desconocidos y los operadores O™ se pueden expresar en
términos de J¢, T® y G dados por (3.35) y sus relaciones entre ellos dadas por .
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Propiedades estaticas de los bariones

En este apartado, describiremos de manera breve y concisa como se definen los operadores
que permiten estimar las propiedades estaticas de los bariones a través del formalismo de la
expansiéon 1/N, las cuales son:

1. Masa de los bariones.

Los bariones de J = 1/2 tienen una funcién de onda total antisimétrica la cual es el
producto de una funcién de onda simétrica que corresponde a los niimeros cuanticos
de espin, sabor, entre otros y una funciéon antisimétrica que corresponde al nimero
cudntico de color, con indices 1N, [51}53]

Dicha funcién se expresa como

1
—F—6€11123....N,. (Q1)(21) (Q2)(Z2) (QS)(Zg) .o (QNC)(ZNC). (3-38)

VNI

Ahora, consideramos que tanto el nimero de quarks como la masa se incrementan con-
forme crece N, ya que

Mbarién ~ O(Nc)7 (339)

lo que nos dice que si N, — oo la masa del barién dada por (3.39)) serd infinita, sin
embargo, el tamano del barién es fijo, porque esta regido por Agep,

Mbarién ~ NCAQCD- (340)

Es pertinente senalar que Agep es el tnico pardmetro dimensional de la QCD para N,
grande y establece el limite inferior absoluto de validez de la teoria de perturbaciones,
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que es aproximadamente el de una escala hadrénica tipica [20].

Definimos el operador de masa como un objeto de espin J = 0, lo cual nos permite es-
cribir dicha expansién en la forma N, P(J%/N2), lo cual se expresa de manera explicita
como [20}21]

Nc—1
c 1 n
M=moNL+ Y e ", (3.41)
n=2,4 c

donde los coeficientes m,, son los pardmetros adimensionales de O(N.). El primer
término es que da la misma masa O(N.) a todos los bariones en la representacién
espin-sabor.

Esta ecuacion nos dice que las masas de los bariones de un mismo multiplete son de-
generadas |51]. Para ello veamos el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.4.1 Considere las particulas N, A, ¥ y Z de octete de bariones y las
particulas A, 3%, =% y Q del decuplete de bariones.

Para las particulas N, A, ¥ y = de octete de bariones, tenemos de que

(N|Mp|N) = (A[Mp|A) = (X|Mp[%) = (Z[Mp|=) =

31 9 1
N, a0+1@a1+ﬁﬁéa2+... , (342)

=k

mientras que para las particulas A, X%, = y Q del decuplete de bariones, tenemos de

e

(AlMp|A) = (X7 |Mp|X7) = (Z7|Mp|E") = (Q|Mp[Q) =

15 1 225 1
Nc a0+zﬁga1+ﬁﬁéag+... s (343)
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donde los coeficientes a;, se deteriminan con la informacion experimental disponible.

Y en el caso de ruptura de simetria de sabor asociada al grupo SU(3); debida a m,
tenemos que el operador de masa de la expansién 1/N. dado por (3.41)), tiene la forma

M P(G J T). (3.44)

[ AN AN

Y para las representaciones de sabor asociadas al grupo SU(3)y, tenemos que (3.44))
tiene la forma

Mp = M* 4+ M® + M?7 + M5, (3.45)

donde el singlete, el octecte, el 27 y el 64 corresponden a orden cero, uno, dos y tres
respectivamente de la ruptura de la simetria de sabor. Podemos expresar cada multi-
plete que aparece en en términos de una expansién de operadores suprimidos
por N, como [20451]

1
MY = N01+EJ2, (3.46)
M = T8+NLC{J2‘,GZ'8}+NL3{J2,T8}, (3.47)
ME NiC{T@',TSHNig{TS,{J?,GZ‘S}}, (3.48)
MO — NLE{TS,{JZ,G“}}, (3.49)

donde cada operador es multiplicado por un coeficiente desconocido.
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2. Acoplamiento axial.

Por otro lado, definamos al operador de acoplamiento axial de bariones A como un
objeto de espin J = 1 que se transforma como un octete bajo el dlgebra de SU(3);.
Ahora, podemos expresar dicho operador cuando N, = 3 como

A = alec + b2N ch + ng Dk +c 3 O (350)

C

donde los operadores D5¢, D v OF¢ que aparecen en (3.50)) estéan definidos por [20]

DIQCC — JkTC,
Dy = {J5{J,G"}Y, (3.51)
y
O = {P.G*)— {5 {7, C)). (3.52)

3. Momento magnético

Cuando se describe los momentos magnéticos en el limite N, grande, se encuentra que
tienen las mismas propiedades cinematicas de los acoplamientos axialvectoriales, lo cual
permite expresar los momentos magnéticos en términos de los operadores que permi-
ten describir los citados acoplamientos. Esto permite definir al operador de momento
magnético M* como un objeto de espin J = 1 que se transforma como un octete bajo

el algebra de SU(3);. Por semejanza con A dado por (3.50)), expresamos M** cuando

N. = 3 en términos de (3.51) y (3.52)) como

1 1
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El operador M*¢ dado por (3.53)) se puede descomponer en las componentes isoescalares
e isovectoriales M*® y M*® respectivamente, en consecuencia, se tiene

1
MF = MFR = MRS ks, 3.54
3 (3:54)

De aqui en adelante, el indice de sabor () representara @ = 3+ (1/ \/3)8, asi que cual-
quier operador de la forma X@ se debe entender como X+ (1/v/3) X®. Andlogamente,
Q representard Q = 3 — (1/4/3)8, asf cualquier operador de la forma X% se debe en-
tender como X® — (1/4/3)X® [20,51].

Calculando los elementos de matriz correspondientes al operador M* dado por (3.54)
para los estados de SU(6) se obtienen los momentos magnéticos para los bariones tanto
del octete como del decuplete y las transiciones octete-decuplete.

3.4.3. Teoria de pertubaciones quirales

Esta teoria permite acercarnos a entender aspectos no perturbativos de la QCD y para ello
nos valemos de la simetria quiral SU(3), ® SU(3)r ® U(1)y dada por del lagran-
giano de QCD dado por cuando las masas de los quarks u,d y s tienden a 0, es decir,
las repectivas componentes de . En el caso de la ruptura de dicha simetria bajo las
transformaciones de paridad, aparece el octete de bosones de Goldstone pseudoescalares. El
estudio de las propiedades de los hadrones se hace en términos de una expansion perturbativa

Mg
en 7 -

3.4.4. Formalismo combinado en m; y 1/N,

El formalismo que junta tanto la expansion NL como la Teoria de Perturbaciones Quirales,

el cual es mas efectivo que el empleo de Cualq{nera de las dos expansiones por separado, se
llama Teoria de Perturbaciones Quirales para N, grande [51].
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Esto conduce a generar una expansién en términos de N% y T:—;‘ y considerar el doble limite
cuando m, — 0 y N, — oo. El lagrangiano en la teoria es [51]

1 21
Liarion = 1D° — Muiper pina + Tr(AN) AR + —Tr (Ak—) Ak, (3.55)

ANV

con

D° = 9°1 + Tr(V°\)T*, (3.56)

donde c =1, ..., 9.

Es necesario comprender que es un operador de n-cuerpos, para ello partimos de la ecuacion
(3.37), de donde inmediatamente vemos lo siguiente.

= El operador 1 es un operador de cero cuerpos porque

N? =1. (3.57)

» Los operadores de un cuerpo son un conjunto de n operadores ¢ y n operadores ¢’ que
se pueden escribir como polinomios de J*, T* y G'* de orden n.

= Los operadores de dos cuerpos se pueden expresarse en el producto de dos operdores de
un cuerpo, una anticonmutacién de operadores de un cuerpo o una doble conmutacién
de operadores de un cuerpo.

Esto permite generalizar, sobre conmutaciones y anticonmutaciones de operadores de n cuer-
pos dados por (3.37)).
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Definicién 3.4.1 (Operador de n cuerpos.) Sean O™ y O™ operadores de n y m cuer-
pos respectivamente, satisfacen las relaciones

[On’ Om] ~ On«H’n*l,
(0", O™ ~ O™, (3.58)

A partir de estas relaciones, podemos preever de que orden son los operadores que aparecen
en las relaciones de conmutacién y anticonmutacién de J*, T* y G**, asi como de los opera-
dores derivados de estos.

40



Capitulo 4

Acerca del Calculo del Factor de
Forma de Pauli

4.1. Preambulo

Cuando exploramos las propiedades de las particulas con estructura como el proton y el
neutron, requerimos saber cuales son las interacciones predominantes, en este caso la inter-
accion electromagnética [50].

De ahi que se necesiten saber tanto la carga eléctrica, como sus momentos tanto elétrico
como magnético.

En este trabajo se busca realizar el calculo del factor de forma de Pauli, a partir de todos los
conceptos previos senalados en este trabajo, no sin antes abordar una explicacion breve sobre
el factor de forma de Dirac y lo que representa el radio de carga eléctrico en comparacion
con el radio magnético promedio.
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4.2. El radio giromagnético del electron

Ahora, vamos a ver con mas detalles el tema de los factores de forma tanto eléctrico como
magnético para el electron, donde primero estudiamos el caso clasico, sin correcciones y para
ello partimos del Hamiltoniano dado por [22-28|50],

H=L"1viy+ B (L+4¢9) (4.1)
donde se considera que S =

A continuacién, calculamos el valor de g, partiendo de de la ecuacién de Dirac con potencial
dada por

(i —m)i =0, (4.2)

la cual es multiplicada por (&' 4 m), produciendo la ecuacién

(B +m’)y = (DZ + gF,W&“” + m2>¢
— 0 (4.3)

donde F,, y 6", estan definidos por [4-06]

F. = (0,A, —0,A,),

=W, (4.4)

G =
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Ademas, el producto §F,, 6" se expresa en la representacién de Weyl como [50)

€ B+iE)-G 0
5 ,uVO"u = —€ (( 0 ) . ) ) (45)

(H—eAg)?  (m (p—eA)? € 3.3, ;5.3
B Tr— ¢—<5+—2m ~ 2B SEiTE S>¢ (4.6)

Por comparacién entre las ecuaciones 1} y |D bajo la suposicién S
a

= Z para espin —,
conduce a g = 2, si (4.6) tuviese el término g'$F), 6", podemos llegar a ¢’

g =49

Dicho resultado fue presentado por Dirac en 1932 [22,50], suponiendo que era exacto, pero
mas tarde se encontré que su valor estaba cercano a 2, lo cual significaba que admitia co-
rrecciones cuanticas.

Por otro lado, haremos el procedimiento para calcular las correcciones cuanticas a g, con-
sideramos el caso a nivel mas bajo o nivel arbol, cuando la particula no tiene estructura,
calculamos para el elemento de matriz S [50]

MG = —ieti(g2)7 ulq), (4.7)

se considera que para dicha particula el proceso es el de un fotéon con momento p, que es
absorbido por una particula con momento incial ¢; y con momento final ¢, teniendo por
conservaciéon del momento que

P =qy —qf. (4.8)

43



4. Acerca del Célculo del Factor de Forma de Pauli 44

Con ayuda de la relacién para p* dada por (4.8) y de la identidad de Gordon, dada por [50],

u(q2) (@) + g5)ul(qr) = 2ma(ge)y"u(qr) + iu(g2) 6" (g7 — a3 )u(q), (4.9)

podemos reexpresar iMj dado por (4.7) como

By
M —e((q—lz:z%))m)u(ql) S i(a)po (), (4.10)
siendo el primer término asociado con un interaccién escalar de la QED, acoplandose el foton
al momento, dando a su vez la regla de Feynman para dicha interaccién. Ademas el segundo
término es dependiente del espin y da el momento, donde g se puede identificar como 47’“ el
coeficiente de iti(q2)p, 0" u(q1), lo cual nos dice que requerimos calcular correcciones a un
loop, para encontrar dicho coeficiente, lo cual implica que ahora, la particula tendra estruc-
tura.

Ademas, formularemos la forma general de calcular el momento magnético a cualquier orden,
independientemente de si se trata solo del nivel arbol, para ello partimos de la descripcion
de una particula con estructura, para lo cual se propone que para cualquier orden a un loop
el momento magnético tenga la forma [50]

MY = u(qe) (fiy" + fop" + fsdi + fagy)ular) (4.11)

De la ecuacién anterior recordamos que todos los coeficientes f; nos son independientes, en-
tonces, proponemos que fo = 0 donde con ayuda de la ecuacién de Dirac dada por |14}149,50]

u(g2)g2 = mu(q) 6 gru(q) = mu(q), (4.12)
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ademas de que los f; son funciones de p* = 2m? — 2q; - ¢ y m* = ¢} = ¢3, con ayuda de

(4.12), tenemos que

0= Put(q2) (fiy" + f3d) + fagy)u(qr)
= fiulg)pu(q) + (p- ¢) fsu(g)u(q) +
(P - q2) fati(gq2)u(qr)
= (p- @) f3u(g2)ulqr) + (p - g2) fati(ge)ulq), (4.13)

donde ademés se puede simplificar la ecuacién anterior con las relaciones p-q; = q1-qoa —m? =

—p-q2 v f3 = f1. A partir de la ecuacién (4.9)), podemos escribir la expresion para el momento
magnético en términos de p, y 6", como [50]

ot = cieyatan) | ()0 (1) |utan) (414

donde Fy(p?/m?) y Fy(p*/m?) son los factores de forma de Dirac y Pauli.

A nivel arbol, se tiene que

Fi=1 F=0, (4.15)

que corresponde al factor de forma eléctrico del electrén, lo cual implica que el factor de
forma magnético, no tiene contribuciones a nivel arbol, sino iinicamente correcciones cuanti-
cas, lo cual se explica por la presencia del momento magnético anémalo. Esta implica que la
constante g sea diferente de 2, esto es

g =2+ 2F(0) (4.16)
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Dicho resultado fue encontrado por Schinwer, Tomonaga y Feynman en 1948 [50].

Ahora, trabajaremos con dichos factores de forma para bariones los cuales serdan funcion
de ¢?, con el objetivo de calcular las correcciones cuanticas con ayuda del formalismo de la
Teoria de Perturbaciones Quirales para Bariones Pesados, que como se indicé en el capitulo

anterior, es un formalismo que combina la Teoria de Perturbaciones Quirales y la Expansion
1/N. [13,20,21].

4.3. Propiedades electromagnéticas de los bariones.

Algunas propiedades de la corriente electromagnética J;™, pueden ser entendidas empleando
el hecho de que dicha corriente conserva su simetria para todas las interacciones. El operador
de carga hadronica se expresa como [13,20,21]

o — / Jemdix, (4.17)

tal que satisface la relacién de Gell-Mann y Nishijima dada por (3.1) y (3.2)), lo que permite
como en el capitulo anterior expresar la ecuacién (4.17)) en términos de la tercer componente
de isoespin y la hipercarga [20}21]

em Y

donde la hipercarga I, y Y/2 que aparecen en (|4.18) estan a su vez expresadas en términos
de los generadores de SU(3) T° y T® como [5}20,,21]

%, (4.19)
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Entonces, la carga eléctrica se transforma como un miembro de la representaciéon 8 de SU(3).
En consecuencia, se puede suponer que J;™ tiene las mismas propiedades de transformacion
que Q§™, asi que es la suma de dos partes: la primera que se transforma como un isotriplete
y la segunda que se transforma como singulete, es decir, que podemos expresar la corriente
electromagnética de manaera andloga a (4.18]) en términos de (4.19) como [20,[21]

1
T = Jit 50 (4.20)

En el formalismo de bariones pesados, los elementos de matriz de la corriente electromagnéti-
ca dada por (4.20]) entre bariones del octete, estdan dados por

(B(p2)| 15| B(p1)) = al(ps) |v,F1(q?) + w“M’—?q”Fz(QQ) u(py), (4.21)

donde u(p;) es el espinor del barién con momento p;, ¢> = (ps — p1)*> > 0 es el momento
transferido cuadratico, S, es el operador de espin, y Fi(¢?) y F2(¢*) son los factores de forma
de Dirac y Pauli, respectivamente [20,21].

Para los bariones del decuplete los elementos de matriz de la corriente electromagnética dad

por (4.20) son [13}20}21]

(T(p2)| 1T (1)) = = (p2) Oapusu” (p1), (4.22)

donde u,(p;) es un espinor de Rarita-Schwinger para un barién pesado sobre la capa de la
masa y el tensor O,,s se expresa en término de los factores de forma Fi(¢*) y Fa(¢?) que
aparecen en (4.21)), ademés de los factores de forma G1(¢?) y Ga(q*) como [20,21]

[Sus S daq EEA
Oauﬁ = Gap UHFl(q2> + ]@—qupF2<q2) + 4M§ U#Gl((f) + ]@—qupGQ(QQ) , (423)
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Para realizar dicho calculo, hay que tener en cuenta, que la literatura indica la conveniencia
de expresar los factores de forma de Sachs en términos de Fi(¢?) v Fz(¢?) que aparecen en

y como

2

Gro(a') = Fila") + yr Fale?),
G (@®) = Fa(q®) + Ba(q®), (4.24)

donde Fy(g?) es el factor de forma de Dirac calculado en [20,21] y F»(g?) es el factor de forma
de Pauli.

Asi, es conveniente recordar que a nivel arbol se cumple

Fl(q2 =0) =@,
Fy(¢* = 0) = kip, (4.25)

siendo () la carga eléctrica y kg, el momento magnético andmalo.

Lo cual implica que ocurre algo semejante a la ecuacion (4.15)) a nivel drbol de la determina-
cion de los factores de forma de Dirac y Pauli para el electréon de la secciéon anterior, donde
se preserva la propiedad de que Fy(q?) sélo tiene correcciones cudnticas. Cuando ¢* = 0,

tenemos a nivel drbol de (4.24) que Gy (¢?) se reduce a

Gy(0) = Fi(0) 4+ F»(0)
= Q+&rB

= L. (4.26)

Esta ecuacién nos dice como calcular a nivel arbol el momento magnético total de los bariones.
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En las siguientes secciones de obtendran las correcciones a un loop al factor de forma de
Pauli y se comprobara la precision de dichas estimaciones, al calcular los radios magnéticos
cuadraticos medios y compararlos con los radios eléctricos cuadraticos medios, siendo ambas
observables experimentales, podemos ver la consistencia de nuestra formulacién, por ahora,
este tema de los radios magnéticos, serd algo que solo se mencionara en este trabajo y se
convierte en una de las perspectivas a futuro de este trabajo.

4.4. Correcciones a un loop al factor de forma de Pauli

Para obtener el factor de forma de Pauli es necesario construir un operador a un loop cuyos
elementos de matriz entre estados bariénicos den F(q¢?). Para ¢*> = 0 se debe reducir al mo-
mento magnético anémalo del barion, kg, es decir,

F5(0) = k. (4.27)

Un aspecto importante que debemos tomar en cuenta en el andlisis es que ni la teoria de
pertubaciones quirales ni la expansién 1/N, predicen el momento magnético anémalo. En-
tonces debemos tomar los valores empiricos definidos en la ec. para fijar los valores
del factor de forma de Pauli en ¢ = 0; por ejemplo,

Fi,(0)=1, F,(0)=0, F,0)=r,=1793, Fy,=r,=—1913. (4.28)

El factor de forma de Pauli adquiere correcciones a partir del diagrama a un loop repre-
sentado en la Fig. . El diagrama puede expresarse como el producto de un operador
bariénico con una estructura de grupo bien definida y una integral, la cual contiene toda la
dependencia en ¢?.

Especificamente,
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Figura 4.1: Correcciones de orden O(m;/ 2) al factor de forma de Pauli.

FQ(q2) = <6O(a)>a (429)

donde

00 = Y APAPP™(A)). (4.30)

i

Aqui los operadores de corriente axial A y A" han sido utilizados en los vértices mesén-
barién, P; es el operador de proyeccién de espin para espin J = j asi que el propagador del
barién resulta ser [51]

i
KW= A

(4.31)

y Aj representa la diferencia de masa hiperfina entre el barién intermediario con espin J = j
y el barién externo; especificamente,

Aj = Mhiperﬁna’JQZj(j-i-l) - Mhiperﬁna‘JQ:jext(jext+l)' (432)
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En la Ec.(4.30) la suma sobre espin j estd indicada explicitamente mientras que las sumas
sobre los indices repetidos de espin y de sabor del dlgebra SU(2) x SU(3) se sobreentienden.

Para los bariones del estado base, N. = 3, los proyectores de espin y las particiones de masa
son [51]

1/, 15
1/, 3
. 4.33b
77% 3 (J 4) , (4.33b)
y
07 .ex = la
Ar = o 2 (4.34a)
: A) Jext = 3,
Aa Jext = %7
Ay = o (4.34D)
2 0, Jext = bR

donde A es la diferencia de masa decuplete-octete, A = My — Mp.

Por otra parte, P% es un tensor antisimétrico que contiene las integrales sobre los loops.
Este puede ser descompuesto como [55]

P(A)) = Ag(A)il8" + Ay (A)iT 4+ Ay(A;)ils?, (4.35)

donde los tensores I'? estdn dados por

ol
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[ = fob@ (4.36a)
F?b — fab@; (436b)
ng _ faedeBB . fbeQdaeS _ fabedeQS' (436C)

[ y T son octetes de SU(3); ambos se transforman como la carga eléctrica, excepto que
el segundo est4 rotado por 7 en el espacio de isoespin. I'%, por su parte, rompe SU(3) como
10 + 10 [55].

Notemos que en las Ecs. 1) aparece el indice de sabor Q). Este esté relacionado con tran-
siciones electromagnéticas y adquiere el valor

Q=3+ %8. (4.37)

Por ejemplo, la carga eléctrica del barién se obtiene como

— 3 1 8
Qp = (B|T?|B) = (BIT°|B) + ﬁ(BVf |B). (4.38)

La integral sobre el loop, I,(m,d, u; ¢?), la cual contiene la dependencia completa en el mo-
mento transferido, aparece en las combinaciones lineales

1
Ao(4d)) = g[fa(mmﬁj,u;f)+2la(mK,Aj,u;q2)]7 (4.39)
1
Al(AJ) = g[la(mﬂ'vAjau; q2>_[a<mK7Aj7ﬂ; qz)]a (439b)
1
As(D) = ——=[La(ma, Ay, 15 ¢%) — La(mu, Ay, 15.¢%)). (4.39¢)

V3
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La forma mas general de la integral estd dada por

_ d’k (2k + ¢)"ki(k + q),

Bo— _i 2454
T = g lele) / @i —me L)k + af —m t (P B A i) )

donde k es el momento de mesén y m es su masa, p es el momento del bariéon, ¢ es el momento
transferido y i es la escala de regularizacion dimensional. El propagador del barién en teoria
de perturbaciones quirales para bariones pesados tiene la estructura

L (4.41)

donde [, es el momento que lleva el barién en esa linea del diagrama y v, = (1,0) es su
velocidad, con v? = 1.

La integral en 1} de descompone en una parte temporal Jioj y otra espacial JZ-’;. La pri-
mera de ellas esta relacionada con el factor de forma de Dirac mientras que la segunda es
la estructura que se requiere en este trabajo. Usando la relaciéon de Feynman para combinar
denominadores [50],

1 ! 1
—— =2 [ dxdydzo -1 4.42
ABC /0 vdydzole +y+2 )[:cA—l—yB—l—zC]?” (442)
la integral puede llevarse a una forma del tipo
ij ~ B1q" qiq; + Boq" 0y + 53%‘5? + Baq;6r. (4.43)

Omitiendo detalles, la parte de la integral que nos interesa es
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4 f2n?
I,(m, A, ;¢
M (m, A, p; q°)

A 2
:—[A6+4—1H{QH
2 12

r 12 4m?

A Am2 —1— /14
S 4+ /1+ 2| ‘
8 q 1— 1+4m2

I
_Q
L

- 2

A A2 [ 1+ 1+ 12
-1+ 5]
51 ¢ | 1+ /14 4

_Q
L

0

1
—/ dr x/A2 — ¢2(1 — x)x — m? [2i7r In

A — /A2 — @2(1 — x)z —m?
A+ /A2 — @31 —x)z — m2” (4.44)

Los limites de esta integral de interés en nuestro anélisis son:

L(m, A, 115 ¢
N, p - ( 1:q°)

A m?
IR

vm? — A? {g — arctan [L” : m > |A|

4 2.2 4 2,2
S I,(m,Ap) = lim S
H

;

Ny
+ (4.45)
1 A —AZ —m?
C2UANZ — 2 |95
| 3 A2 —m |:217T In [A—F\/MH’ m < |Al,
y en consecuencia
4f2m? . Af?r? ™m
Mg Ia(m7 :u) - ilglo 5 Ia(m7A7:u) - 77 (446)
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con

2
Ae = — — v+ In(4m), (4.47)
€
e=4—dyy=0.577216 es la constante de Euler.

Es importante senalar que el resultado de la Ec. (4.46]) es el originalmente obtenido en el
analisis de momentos magnéticos de bariones en teoria de perturbaciones quirales para ba-
riones pesados [56]. Este resultado nos permite concluir que la integral (4.44)) es consistente.

Una vez que la integral I,(m, A, u; ¢*) ha sido obtenida, la correccién de orden (’)(mé/ 2) al
factor de forma de Pauli puede ser obtenida usando las estructuras de grupo de presentadas
en la Ref. [57]. Estas estructuras caracterizan a los operadores contenidos en la Ec. (£.35)).
En otras palabras, 60, contiene operadores de n Cuerposﬂ, con n > N, los cuales son es-
tructuras matemaéticas complicadas dadas en términos de los operadores J*, T¢ y G*¢. Todas
esas estructuras deber ser reducidas y rescritas en términos de la base de operadores, con
n < N.. A pesar de que la base de operadores es completa e independiente, en la practica la
reduccion puede ser un problema bastante complejo.

La dependencia en N, de los elementos de matriz de los operadores J?, T% y G* es altamente
no trivial [58]. En trabajos previos ( [57] y referencias ahi contenidas) se ha usado un sistema
de conteo de potencias simplificado para los generadores de la simetria espin-sabor aplicable
para bariones con espin de orden 1. Esta regla simplificada es

T ~ N, G ~ N, J~ 1, (4.48)

la cual indica que factores de J¢ estan suprimidos por 1/N. con respecto a T® y G*.

1'Un operador de un cuerpo es aquél con n operadores de quarks ¢ y n operadores ¢f y que puede ser
escrito como un polinomio de orden n en J*, T* y G
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Como un ejemplo practico, veamos el caso del operador

ifetGeae. (4.49)

De forma burda, este operador es de orden O(N?): un factor de N, por cada factor de G.
Sin embargo, la estructura (4.49)) se puede rescribir como

ifachiaGib — %facb[Gia, sz] + %facb{Gia’ sz} (450)

El segundo sumando del lado derecho de la expresién anterior es trivialmente cero, mientras
que el primero, de acuerdo a las relaciones de conmutacién (3.20), sigue un patrén dado por

(0™, 0"] ~ O™t (4.51)

lo cual implica que el conmutador de un operador de n cuerpos con un operador de m cuerpos
es a lo més un operador de (n + m — 1) cuerpos. Entonces, el lado derecho de la ec. (4.50)
debe ser un operador de un cuerpo. El calculo algebraico de esta expresion conduce a

_facb[Gza’ sz] — _facb _5ufabeTe + 5abeuk Jk + _Ezzkdabeer
2 2! |1 2N, 2
3 c
= T, (4.52)

el cual es en efecto un operador de un cuerpo.

El célculo explicito de las estructuras de grupo contenidas en la Ec. (4.30) ha sido realizado
en la Ref. [57] asi que las expresiones ahi presentadas serdn utilizadas en nuestro anélisis.
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Las estructuras necesarias son
7
ifet A AT =N a8 Sy, (4.53)
n=1
y
7
ifet AT AT = " asse, (4.54)
n=1
para la representacion 8, y
13 o
,i(faecdbeS o fbecdaES o fabedec8)AmAib _ Z b71L0+10027 (455)
n=1
y
o 10+10
Z-(faecdbeS o fbecdaeS . fabedeCS)AiaJQAib _ Z bn + O;, (456)

n=1

s — : _ 10 . 710+10
para la representaciéon 10 + 10. Los coeficientes a2, @, 10710 y b

apéndice de la Ref. [59]. Las base de operadores utilizadas son

Sy =1T¢, Ss={J",G"}, S§ = {J*, T},

SX = {J27 {‘]rv Gm}}7 S5c = {JZ’ {J2’TC}}7 Sfci = {J27 {J27 {JT’ GTC}}}»

S? = {J2> {‘]27 {‘]27 TC}}}a

estan listados en el

(4.57)
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OT — chezﬂe7 Og — che{Jr’ Gre}7

Og — che{J2’Te}’ OZ — {Tc, {JT, GTS}},

Og — {T8’ {JT,GTC}}, Og _ che{JQ’ {JT7GT6}}’

0% = d®e{J? {J?,T°}}, O = {J2 {T°,{J",G"8}}}, (4.58)
OEC) = {JQ’ {T87 {JT7 GTC}}}a Oi:O - dcge{‘]27 {‘]27 {‘]rv Gre}}}’

OTI = dC8€{J27 {‘]27 {J27 Te}}}’ O%Q = {J2v {‘]27 {Tc7 {‘]ra GTS}}}}»
Of; = {JQ’ {JQ’ {Tsv {JT’ Grc}}}}

Los elementos de matriz de los operadores de las bases (4.57)) y (4.58]) se encuentran listados
en las tablas I-TV de la Ref. [21] y no serdn repetidos aqui.

Las formas finales del operador (4.30]) son

60y = PrpAPrpAY [AO(O)iFSb + Ay (0)il'f + A2<O)7Tgb] P12
+P1 )2 APy s A [Ag(A)iLG + Ay (A)iTY® + Ay(A)iLY] Prja,  (4.59)

para el octete de bariones y

(50(@ — P3/2AiaP1/2Aib [Ao(—A)ngb + Al(—A)ZFTb + A2(—A)ngb} 7)3/2
+P3/0 A" P33 A [Ag(0)il + A1 (0)iD + A5 (0)ilg"] Py)o, (4.60)

para el decuplete de bariones.

Aparte de las contribuciones a un loop, existen contribuciones a nivel arbol que juegan el
paper de contratérminos locales para la parte divergente de la integral. Especificamente, estos
términos seran parametrizados a través de un factor indeterminado (; y simultaneamente
la parte divergente de la integral, el término 1/¢, serd removido de ésta. Este proceso serd
indicado en lo sucesivo a través del remplazo I,(m, A, u; ¢%) — I(m, A, 1; ¢2).
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Reuniendo todas la piezas, los factores de forma de Pauli para el octete y el decuplete de
bariones son

Vn
FQ,n(q2) = —Q
AX
2%, 5 25 1 5 25 ,] - )
——af — —a1by — by — b —bobs — —0b3| 1, w5 0, 445
Tl T M T 3 T a2 T 362 216 ] (m, 0,45 7)
1, 1 1 1 1 = 2
—a?— —ab b b2 bab V2| I,(myg,0,
Tl T M m T 3623+216 } (e, 0, 4)
(2 2 1,] -
+ ga?+ 3a103+603} L(ma, A, 13 4%)
1, 1 1,] - )
+ ga’l + 3&103 + EC ]a(mKaAnu;q )7 (461)
Uy
Foplg®) = LG
P AX
(25 , 5 25 5 O 25 19| 7 2
- N b —_— b b b b _b Ia 71'707 7
+_24“1+12“”+36a13+24 T 35020 + 570 | almm, 0, 47)
[ 7 1 7 7 5] s
— b b b2 bab v2| I, 0
+_12a1+3a12+18a13+ +923+108 } (mK, 0, 41;.4°)
2 2 1,] -
+ —ga% - galc?; - EC§:| Ia<m7r7 A7M7 q2)
1, 1 1,] - )
+ 6a1+6a163+ﬂc3 Io(mg, A, p15q7), (4.62)
Ba(g?) = EQ
+121b1b bb bf(O'Z)
2(11 4@1 2 3@1 3 — 203 18 a\MgK, Y, U;q
i Lo el ome AL g (4.63)
2 1 9 1C3 803 a\MEK, y 15 q .
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F2720 (q2> — ¢20C
X
1 ~
|i—CL1 + &1[)2 + 3albg + 2[)2193 + ]._Sb :| [a(m}(, 0, J q2)
1 1 21 7 2
5 1 a103 803 Ia(mKaAnU/;q )7 (464)
F272+(q2) = lf\m G
X
[ 7 1 7 1 1 7 ~
+ _12a1+ 3&1b2+ 18a1b3+ b2+ gbgbg—i—mb :| [a(mﬂ,O,u;q2)
-25 2 5 25 2 5 25 T 2
- JR— b _ b b b b _b [a 707 7
+_24a1+12a12+360613+24 3623+216 (mK, 0, s q7)
-1 2 1 1 21 7 2
+ | 5at+ g + 56| La(ma, A, i g°)
+ -——af - 2@103 - 102 L(mg, A, 11 ¢%) (4.65)
3 3 6 3 ) = My )
Y-
Fon-(¢°) = ——
2 5-(q7) A, G
[ 7 1 7 1 7 ~
+ -—ECL% — galbg 18a1b3 12b 9b2b3 - 108b :| [ (mﬂ'uo s q )
i 1 2 1 1 2 1 1 T 2
—_—— b —_— b — b b b - _b ]a, 707 ’
T b — g5l = 5yt + 3ghebs = 5ygha| Lalmuc, 0,4 07)
! 1 1 ~
—|— -—601% — 6@103 — ﬂc§:| ]a,(m7r7 Aa M3 q2)
e - e — 2 futm, A ) (4.66)
- 3@1 3&103 120 Mg, A, U q .
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F = 2 - =
2,_0(61 ) A, G1
1 1 1 1 1 1 ~
+ ﬁa% 1 arby + %alb:& + 24b2 %b obs + 216b } I, ( 7r707;u;q2)
25 . 5 25 |
+ _ﬂa% Eale %alb?; 245 — —b2b3 - 2—165} mlooaqu)
1 1 1
+ ga% + galc:} + 503] I (M, A, 1159 )
+-2a2+2ac —|—1c To(mg, A, 11 ¢%) (4.67)
3 1 3 1¢3 6 3 a K, 8, U g .
P=-
Fo=—(¢%) = =
2,2 (a°) Ay G
1 1 1 1 ~
+ —ﬂa% + Eale — %albg — —bg 36b2b3 — %bz] [a(mﬂ-, 0, 3 (]2)
7, 1 7 1 7
——aj — —ayby — —aybs — —b; b by — —b2| I, 0
+ 12611 3@1 2 18&1 37 5% 7 g% T g 3} (mK, 0, 13 q )
1 1 1
+ —§CL1 gCLng ECS] [ (mﬂ,A s q )
1, 1 1,] - )
+ TG T gmcs — 57| Talmue, A i 0°) (4.68)
F2,A++ (q2) — ¢X++ Cl
X
5 5 25 5 25 125 ~
+ ga% + 4CL1b2 + Ealbg, + 862 12b2b3 7 b§:| [ (m,r,O s q )
5, 5 25 5, 25 125 .7 -
—+ ga% + Zale + Ealbg + §b2 b2b3 ﬁb2:| Ia(mK, O, S q2)
1, 1 1,7 - )
+ | 500+ gmcs + 26| La(ma, =4, i3q7)
1, 1 1,7 - ,
+ 5@1 + §a103 + §C3 Lo(mx, = p5q%), (4.69)
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Pa+

F. %) =
2,A+(q ) Ay G
5 , 5 25 5, 25 125 ,] - )
22 Layby + oarhy + — B+ obobs + b2 | Ly (mir, 0, i
+_24a1+12“12+36a13+24 36727 T 516" ] (e, 0, 1 4°)
5) 5 25 5 25 125 ~
+ 12a1+ 6albg+ 18a1b3+ﬁb§+ﬁb2b3+ 108b21 Ia(mK,O,u; q2)
_1 1 ~
+ _ga% + 6alc3 + 24C§:| ]a(mwa_Anu’;qZ)
R+t + 2] LA a?) (4.70)
_3@1 3&103 12C a\MK, y 15 4 .
Yo
F %) =
2,A0(q ) A, C1
5, 5 25 5 125 ,7 -
[ _ b—— b——b bb__b I 7r70 )
T T M T g T g T 3 216] (i, 0, 1 6°)
5, 5 25 5, 5 125 ,] - )
— —ab —a1b b; + —=bsb bzl 1, 0, u;
—|—_24a1+12a1 2+36a1 3+24 3623+216 } (mK7 aMaQ>
! 1 1 ~
+ ——CL% - aaflc?) - ﬂC§:| ]a(m7ﬁ _Anuv q2)
1, 1 Lol )
+ _6a1 + 5@ + 5763 | La(muc, = A, pi; ¢°) (4.71)
F2,A*(q2) = ¢A
X
5 25 5 25 125 ~
[ gf 4a1bg—ﬁa1b3 8b§——5253—ﬁb2 Ia(mmOanQ)
1 1 2| 7 2
5 1_5 103_§C3 Ia<m7ra_AaM;Q) (472)
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F2,2*+(q2) = Ax G
(5 , 5 25 5 5 25 125 5| + 9
— b b by + —bab b3 | Lo(my, 0,
T T gube gl pba + ggbebs & q5ebs | Lo, 0, i)
(5 , 5 25 5 2 25 125 ~ o
+ _ﬂal + 12a11)2 + 36a1b3 + 246 36b2b3 + 216b ] I.(mg, 0, 1;q%)
+-1a2—|—lac +i2f( —A, 115 ¢%)
39173 1C3 1203 a\Mrp, y M5 4
1, 1 1 ~ 9
+ M + g + ﬂc Lo(mx, =&, p;q7) (4.73)
(S
Fapee(d) = 10
[ 5 5 25 5 25 125 ~
+ _Ea% - 6a1b2 - thb:). - Ebi - 1—8b2b3 108b2] I,(mg,0, p; qz)
5 4 5 25 5 5 25 125 ~ o
+ ﬂ% Ea1b2 %0153 ﬂbQ %52173 216b } I.(mg,0, 15 q7)
1 1 1 ~
+ _§a1 - galc?) - E03:| Ia(mm A i q )
1 1 1 ~ 9
+ —601 6a103 - ﬁcs Io(mg, =, q7), (4.74)
Fyse0(q?) = 0, (4.75)
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Fozo(d®) = ==(
2 AX
[ 5 5 25 5 125 ~
+ _ﬁa% + Eafle + 3—alb3 + ﬂbg b2b3 + %bz} Io(my, 0, p; q2)
5, 5 25 5 125 ,] -
- — —ay b b b — —b3| Ia( 0
+ _ Vi 12alb2 a6 21bs — 570 203 — 5705 } (mx, 0, 1; ¢*)
1 1 ~
+ ga% + 6G1C3 + ﬂcg] Ia<m7r7 _Aa 1 q2)
e tar — Lanes = Lea| e —a s g?) (4.76)
1 6 1C3 24 3 myg, y 5 q .
@D’:‘**
F :*—(q2> = = Cl
2 AX
5, 5 25 5, 25 125 ,] - ,
——aj — —ab b —0b5 — —bab —bs | I,(my, 0, u;
T T M T M T g T 36 T 216 ] (ma, 0, 453.0°)
5, 5 25 5, 25 125.,7 - ,
——a — —a1by — —aqb b bob —bz| 1, , 0, 1
TR T T RN T R T P T ™ } (e, 0, 15 47)
(1 1 ~
+ —éa% - 6G103 - ﬂcﬁ] ]a(mm —A, q2)
+——1a2—1 o — 2 L(mg, — A, 11 ¢%) (4.77)
3% 73 aics 120 Mg, —AQ, U q .
Pa-
Foo-(?) = —G
AX
5 5 25 5 25 125 ~
+ {—gaf 4a1b2 - Ea1b3 - 8b§ 2% ﬁbé I(mg, 0, 3 qg)
1 1 ~
+ {—5% - §CL103 - gc?», Io(mg, —A, qz) (4.78)

En términos de los invariantes D, F, C v H definidos en teoria de perturbaciones quirales
para bariones pesados [60,61], los cuales se relacionan con los coeficientes de los operadores
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de la expansién 1/N, de A* a través de las relaciones [51]

1 1
D = 5&1 + gbg, (479&)
1 1 1
F= gal + gbg + §b3, (479]3)
1
C=—a — 563 (4.79¢)
3 3 5
H = —§a1 - 51)2 - §b3, (479d)

los factores de forma de Pauli para el octete y decuplete de bariones se reexpresan como

y 3 - 3 B
F2,n(q2) = A_Cl - §(D + F)zja(mﬂ’a O?H’ﬂ q2) + é(D - F)Zla(va Oa H; q2)
X
2 o~ 1 .-
+§C2Ia(mmA,u;q2) + §C2Ia(mK,A,u;q2), (4.80)

3 - -
FQ:P(QQ) = %Cl + §(D + F)Qla(mﬂa Onu? q2) + (D2 + 3F2) Ia(mKa O?Ma q2)
X

2 . 1.
—§C2la(mm A, %) + ECQIa(va A, 5 q%), (4.81)
. 1 .-
Fyn(q?) = %Cl —3DFI,(mg,0,1;¢%) + 56’21@(%« A, s q?), (4.82)
X
. 1 ..
Fy30(q°) = %Cl +3DFlu(mi, 0, 154°) = 5C°La(muc, A, 11 6°), (4.83)
X
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F272+(q2) = 1//1\2+C1
X

- 3 -
+ (D? + 3F?) L,(m, 0, j1: ¢*) + 5(D + F)2I,(mg, 0, 15 ¢%)

1 - 9 .
+5C alma, A, 5 4°) = SC Lalmuc, A, 1 ), (4.84)

Fs-(¢°) = wAiQ

; 3 -
— (D? + 3F?) L,(my, 0, 13 ¢°) — 5 (D= F)*I,(mg,0, 1;¢°)

1 - 1.
—5Calma, A, . 4°) = SCLalmuc, A, 1 ), (4.85)

F2,50 ((]2) = 1?\50 G

3 ~
5D = F)*L(ms, 0, 43 4°)

3 ~
_ 5(D + F)*I,(mg, 0, 1; ¢*)

1 5+ 2 5=
+502[a(m7ﬁ A’ H; q2) + gczla(mKa A, 22 q2)a (486)

Ve
F=-(¢) = A—Cl
X
3 5 .
—5(D - F)?I,(mx,0,1;¢%) — (D* + 3F?) I,(mk, 0, 13 ¢°)

1 - 1 .~
—5621«1(”% A, p;q°) — ECZIa(mK, A, s %), (4.87)

5) ~ 5) ~
FZ,A++(q2) = ¢i++ CI + EHQIa(mW707:U’;q2) + EHQIa(mKa()?/'I’; q2)
X

1 5+ 1 -
+562[a(mﬂ'7 _Av s q2) + §CQIa<mK7 _Av 22 QQ), (488)
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5 - 5 -
Foa+(g?) = ¢/\A+ G+ Q”H%(mm 0, 143 ¢%) + 2—7H2Ia(mz<, 0, 1; ¢*)
X
1 .- 1 .
—1—602[(1(7717” —A, 15 ¢%) + §C21a(mK, —A, 115 ¢%) (4.89)
Wno 5 - 5 -
Foao(d®) = G = g o La(me, 0.p.0%) o o HP Lu(mie, 0,1 )
X
1 .- 1 .-
—662la(mm —A,1;¢%) + EC%(mK, —A,15¢%), (4.90)
Ia 2_¢A* 5 27 ) lcr A )
pa-(¢%) = -G = M Lm0, 415¢%) = 5C° La(ma, = A, 15 ), (4.91)
X
F 2_¢2*+ 52~ 2 52~ )
2,E*+(q ) - A Cl + EH ]a(mﬂ’707:u7q )+ 5_4H ]a(mKaoaﬂaq )
X
1 .- 1 .-
+§CQIa(mm —A, ;%) + ECQIa(mK, —A, ;. 4%), (4.92)
- 5 - 5 -
Fys-(¢?) = [f 61—2—7H21a(mm0,u; qz)—5—4H21a(mK,0,u;q2)
X
1 .- 1 ..
—gCQIa(mm A, 15¢°) — 6C2Ia(mK, —A, 5 q%), (4.93)
Fy5e0(q?) =0, (4.94)
—=x0 5 ~ 5 ~
Fyzo(q®) = wg Cﬁawh(mm&u;q%—5—4H21a(mz<,0,u;q2)
X
1 .- 1 .-
+6(”2]a(m7r7 _Av o q2) - aczla(mKa _Aa H; q2)7 (495)
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¢’:‘*7 5 = 5 =
F =k — 2 = = _ QIa - . 2 - 2Ia . 2
b= () A, G = g o La(ma, 0, q7) = oo H a(mi, 0, 113.¢7)
1 .-~ 1 .~
_662]a(mﬂ'7 _Av s q2) - gCQIG(mK7 _Aa s q2)7 (496)
2\ @Z’Q* 5 27 L2 1 27 L2
F2,Q* (q ) - A_Cl - 1_87'[ ]a(mK,O,M,q ) - §C Ia(mK7 —A“LL,(] )7 (497)
X

donde A, = 4nf y los coeficientes 15 son [21]

¢y = —(C*—6DF), (4.98)
b, = %(02 — 5D — 6DF — 9F?), (4.99)
by = %(02 +5D? — 6DF + 9F?), (4.100)
Pso = %(02 —6DF), (4.101)
A %((32 —5D? —6DF — 9F?), (4.102)
- %(02 +5D% —6DF + 9F?), (4.103)
Y= = —(C?®—6DF), (4.104)
T —%(CQ — 6DF), (4.105)
Yar = —5(C+ g#), (4.106)
bas = _%(62 n g’}_ﬂ), (4.107)
Yao = 0, (4.108)
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Ya- = —%(CMSHQ), (4.109)
Yst = —1(62+g7{2) (4.110)
Ugeo = 0, (4.111)
Yy = (C*+ -H?) (4.112)
Yo = 0, (4.113)
Yoo = —%(CQ+2’H2) (4.114)
Yoo = —%(CH%’H?) (4.115)

Las expresiones anteriores dependen del pardametro libre (3, el cual debe ser determinado del
experimento.

Sin embargo, estas expresiones son consistentes en el formalismo combinado en mg y 1/N.,.

4.5. El radio magnético cuadratico medio de bariones

Un observable interesante que puede obtenerse a partir de los resultados anteriores es el radio
magnético cuadratico medio de los bariones. Por definicion,

mo(q?)

03 = -

7>=0

[Fi(¢*) + ()]

6
KRB

6
— 4.116
= (4116)

d
dg M
d
dg?

2—(

Ante la falta de informacion, esta observable debera ser obtenida posteriormente cuando los
parametros se conozcan con precision.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas.

El trabajo de investigacion desarrollado en este tesis involucra el calculo del factor de forma
de Pauli de bariones, F5(¢?), en un formalismo combinado en teorfa de perturbaciones quira-
les y la expansién 1/N, de QCD. Este factor de forma, en el limite ¢> — 0, se parametriza en
términos del momento magnético anémalo de barién, es decir, F5(0) = kp. El factor de forma
de Pauli adquiere correcciones a un loop a orden O(mi/ 2) a partir del diagrama mostrado
en la Fig. (4.1)). El célculo analitico del diagrama resultante consta de dos partes. Una de
ellas consiste en evaluar la estructura de grupo de los operadores de bariones involucrados y
la otra consiste en calcular la integral sobre el loop resultante.

El célculo explicito de la estructura de grupos para el diagrama ha sido evaluado en su to-
talidad en la Ref. [57]. Por tanto, la contribucién més importante de este trabajo ha sido
el calculo semianalitico de la integral sobre el loop, conteniendo explicitamente la diferencia
de masas entre el octete y el decuplete de bariones, A ~ 0.231 MeV. Este anadlisis tie-
ne algunas peculiaridades que vale la pena mencionar. La integral sobre el loop tiene una
estructura de Lorentz bien definida. La parte temporal se asocia al factor de forma de Di-
rac mientras que la parte espacial estd asociada al factor de forma de Pauli. Mediante un
analisis general, se ha aislado la estructura que nos concierne. Los métodos utilizados para
realizar el calculo son los convencionales, es decir, utilizar la parametrizacién de Feynman
para simplificar en lo posible la expresion resultante. La divergencia de esta integral se ha
identificado, junto con los términos finitos que la acompanan; en este sentido se tiene un
resultado completamente analitico. Sin embargo, existe una parte de la integral que no ha
sido posible calcular analiticamente y ha sido expresada en términos de una integral sobre
uno de los parametros de Feynman introducidos originalmente. Esto no es un retroceso, pues
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pues el resultado semianalitico asi obtenido cumple con los limites y condiciones a la frontera
fisicamente admisibles.

Una vez que se obtienen la estructura de grupo y la integral sobre el loop, el factor de for-
ma Fy(¢?) puede obtenerse sin dificultad. Un aspecto importante que hay que resaltar es
que las distintas contribuciones de sabor al factor de forma pueden identificarse de forma
explicita. Una ventaja adicional es que los coeficientes de los operadores de la expansion
1/N, utilizados pueden ser relacionados con los invariantes de SU(3) introducidos en teoria
de perturbaciones quirales para bariones pesados, D, F, C y ‘H, a través de las formas lineales
. Estas expresiones en principio podrian compararse con sus contrapartes obtenidas en
la teoia quiral. Esta comparacion debera ser hecha cuando existan expresiones en la literatura.

Un observable que puede ser evaluado con las expresiones resultantes es el radio magnético
cuadratico medio para bariones. Desafortunadamente la informacion experimental disponi-
ble [62] es escasa; ésto constituye un trabajo a futuro que deberd completarse.

Mientras tanto, las expresiones obtenidas representan un primer avance importante en el
tema.
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