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Directores de tesis:

Dr. William Olvera López
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2 ÍNDICE GENERAL



Caṕıtulo 1

Introducción

A mediados del siglo XX surgió en Estados Unidos el problema de asignación de residen-
tes a hospitales. Se buscaba poder asignar residentes a los diferentes hospitales del páıs, y
la asignación teńıa que considerar las preferencias de ambos lados del mercado; es por esto
que se crea el NIMP (National Intern Matching Program), posteriormente NRMP (Natio-
nal Resident Matching Program), un algoritmo para poder llevar a cabo dicha asignación.
Gale y Shapley analizan el problema en [4]; en este art́ıculo ellos comienzan considerando
un mercado al que llaman de matrimonio donde tienen que realizar una asignación de pa-
rejas hombre-mujer, donde ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad, y buscan que
las parejas estén conformes con dicha asignación y no quieran separarse para cambiar de
pareja, es decir, que sea estable. Además, dan algunos resultados importantes, como el teo-
rema de la existencia del matching estable y el del matching óptimo, donde se asegura que
el algoritmo que proponen, ahora conocido como algoritmo de aceptación diferida, da como
resultado no sólo un matching estable sino que además es óptimo, es decir es el matching
más preferido por un lado del mercado. En este trabajo también se mencionan el problema
de los compañeros de habitación y el de “matrimonio” entre hombre, mujer e hijo; estos
problemas se estudian más a fondo en [5] y [2] respectivamente.

A partir del primer acercamiento a la teoŕıa del matching se empiezan a realizar más es-
tudios alrededor de ésta y en 1970, McVitie y Wilson [8], analizan el caso donde el conjunto
de hombres y el de mujeres en el mercado de matrimonio no tienen la misma cardinalidad.
Su análisis da como resultado, lo que ahora conocemos como el teorema del hospital ru-
ral donde se asegura que aquellos agentes, de un mercado de matrimonio con preferencias
estrictas, que hayan quedado sin pareja siempre quedarán solteros sin importar de qué ma-
nera se encuentre la asignación estable.

A principios de los años 80 surge el problema de las parejas de residentes y el NRMP no
resulta ser tan eficiente al momento de considerar parejas de residentes que desean realizar
sus estudios en el mismo hospital. Este problema lo analiza Roth [9] y [10], encontrando que
no se puede llegar a un matching estable cuando se consideran parejas. En esta década se
comienzan a tratar problemas donde sólo tenemos preferencias de un solo lado del mercado
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4 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

(one-sided matching) y surge el problema de trasplantes de riñón [1].

En este trabajo nos enfocamos en resolver un problema de asignación bilateral uno a
uno donde queremos asignar materias para que sean dictadas por algún profesor, agregando
el condicionante de que todas las materias estén asignadas a algún profesor, es decir, que no
quede materia sin ser dictada. Esta condición, diferente al problema orginal [4], nos exige
desarrollar nuevos conceptos ya que, en la mayoŕıa de los casos, utilizando los conceptos ya
existentes no se puede cumplir con ella.

Lo primero que pedimos es que la cardinalidad del conjunto de las materias sea más
pequeña o igual que la del conjunto de los profesores, y que las preferencias de ambos
conjuntos sean estrictas. A partir de ésto se desarrollan varios conceptos: r-extensión de
mercados, donde dicha extensión se lleva a cabo utilizando sólo las materias y los profeso-
res que no son asignados al encontrar algún matching estable, pidiendo a dichos profesores
que extiendan su lista de materias aceptables; matching en estos mercados extendidos, que
toma las asignaciones hechas en cada mercado donde las materias tengan algún profesor
que las imparta; r-estable, si cada asignación es estable en su correspondiente mercado;
y r-óptimos, donde cada conjunto, materias y profesores, tendrá una asignación r-estable
que se considera la más preferida a todas las demás para los elementos de cada conjunto.
También se desarrolla el algoritmo de extensión de mercados, basado en el algoritmo de
aceptación diferida, para poder encontrar un matching en los mercados extendidos.

Con las definiciones de matching, r-estabilidad y r-optimalidad, se encuentran resultados
equivalentes a los obtenidos hasta ahora en los modelos de asignación bilateral. Primero, el
conjunto de los matchings r-estables es no vaćıo, se da una prueba utilizando el algoritmo de
extensión de mercados y el teorema de Gale y Shapley [4]. Segundo, el algoritmo de exten-
sión de mercados cuando las materias proponen, nos arroja el matching r-óptimo para las
materias y de manera análoga encontramos el r-óptimo para los profesores con el algoritmo
de extensión de mercados cuando ellos proponen. Y tercero, el matching r-óptimo para las
materias es el más preferido por todas ellas, es decir, es el mejor para ellas, y el matching r-
óptimo para los profesores es el menos preferido por las materias, es decir, el peor para ellas.

Además de estos resultados generales, mediante el análisis de casos particulares, se en-
cuentran algunos resultados interesantes que pueden dar una gúıa para encontrar casos
donde exista un único matching r-estable.

El trabajo esta organizado en tres caṕıtulos. En el Caṕıtulo 2 se muestran los conceptos
básicos de la teoŕıa de asignación bilateral uno a uno, aśı como los resultados más impor-
tantes de ésta y algunas propiedades que serán utilizadas en el siguiente caṕıtulo. En el
Caṕıtulo 3 se realiza un planteamiento formal del problema dando definiciones básicas y
desarrollando la extensión al modelo original, aśı como propiedades resultantes de dicho
desarrollo y algunos casos particulares. En el Caṕıtulo 4 se dan las conclusiones del estudio
y en el Apéndice A se explica el algoritmo de aceptación diferida y se da un ejemplo.



Caṕıtulo 2

Preliminares

Este caṕıtulo contiene los conceptos básicos de la teoŕıa de matching dados en [11],
aśı como algunos resultados del modelo utilizado para la asignación bilateral. En la pri-
mera parte se hace un planteamiento formal del mercado de matrimonio, dando todos los
elementos necesarios para poder establecer alguna asignación. En la segunda parte se habla
de los matchings estables, ¿qué es un matching estable?, ¿cuándo podemos decir que un
matching es estable?

La tercera sección contiene algunas propiedades del los matchings estables, se estable-
cerá cuándo existen los matchings estables y cuándo estos matchings son óptimos. Además,
se expone el algoritmo de aceptación diferida propuesto por Gale y Shapley en [4], utilizado
para encontrar matchings estables.

2.1. El modelo

El modelo formal de matrimonio, expuesto por primera vez en [4] considera los elemen-
tos desarrollados en esta sección.

Sean dos conjuntos disjuntos, M = {m1,m2, ...,mn} el conjunto de hombres, y W =
{w1, w2, ..., wp} el conjunto de mujeres. Cada hombre tendrá preferencias sobre el conjunto
de mujeres y viceversa. En estas preferencias podemos tener, por ejemplo, que un hombre
m podŕıa preferir quedarse soltero a casarse con la mujer w, la cual no es de su interés.

Las preferencias son tales que si algún individuo i se encuentra ante alguna elección
entre dos opciones a y b, se dirá que i prefiere a a sobre b si siempre que tenga estas dos
opciones entre sus alternativas elige a a. Decimos que un individuo es indiferente entre dos
opciones a y b si puede escoger cualquiera de las dos. Para el individuo i, a es al menos tan
bueno como b si prefiere a a sobre b o le es indiferente cualquiera de los dos.
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6 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES

Las preferencias de cada hombre m serán representadas por una lista ordenada de
elementos del conjunto W ∪ {m}, denotada por P (m). Esto es, un hombre m podŕıa tener
las siguientes preferencias:

P (m) = w1, w2,m,w3, ..., wp

indicando que su primera opción es casarse con la mujer w1, su segunda opción será la
mujer w2 y la tercera será quedarse soltero. Es decir, el hombre m prefiere estrictamente a
la mujer w1 sobre la mujer w2, prefiere a la mujer w2 sobre él mismo, y prefiere quedarse
soltero a estar con la mujer w3, y aśı sucesivamente hasta wp. De igual manera, cada mujer
w tiene una lista ordenada de preferencias, P (w), en el conjunto M ∪ {w}.

Se denotará por P al perfil de preferencias P = {P (m1), P (m2), ..., P (mn), P (w1),
P (w2), ..., P (wp)}. Un mercado de matrimonio con sus respectivas preferencias será de-
notado por la terna (M,W,P ).

Escribiremos wPmw
′ para indicar que el hombre m prefiere a la mujer w sobre la mujer

w′, y wRmw
′ indicará que la mujer w es al menos tan buena como la mujer w′ para el

hombre m . Además, la mujer w es aceptable para el hombre m si casarse con ella es al
menos tan bueno como quedarse soltero, es decir, wRmm, de igual manera, m es aceptable
para w si mRww. Si un individuo no es indiferente entre dos opciones se dice que tiene
preferencias estrictas.

Otro supuesto sobre las preferencias es que son racionales, es decir, son transitivas y
completas. Se dice que las preferencias son completas si cualesquiera dos alternativas pue-
den ser comparadas y ordenadas, entonces para todo a, b ∈ W se cumplirá que aRmb o
bRma para todo m ∈ M , de igual manera para todo elemento del conjunto de hombres. Y
son transitivas cuando, si a es al menos tan bueno como b y b es al menos tan bueno como
c, entonces a es al menos tan bueno como c, es decir, para todo a, b, c ∈ W si aRmb y bRmc
entonces aRmb para todo m ∈M , de manera análoga para el conjunto de hombres.

Si se tienen delimitadas las preferencias admisibles de los individuos, podemos proceder
a encontrar una asignación de parejas resultado de la interacción entre los individuos a la
cual llamaremos matching.

Definición 1. Un matching uno a uno es una función µ : M ∪W →M ∪W , tal que:

1. Si µ(m) /∈ W entonces µ(m) = m, para todo m ∈M

2. Si µ(w) /∈M entonces µ(w) = w, para todo w ∈ W

3. µ(m) = w si y sólo si µ(w) = m, para todo m ∈M , y para todo w ∈ W .

Un matching puede ser representado como un conjunto de pares. Esto es, por ejemplo,
el matching µ = {{m1, w2}, {m2, w3}, {m3,m3}, {m4, w1}}, donde w2 está casado con m1,
w3 con m2, w1 con m4 y m3 permanece soltero. Esto también lo podemos escribir como
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µ(m1) = w2, µ(m3) = m3, y aśı sucesivamente.

Las preferencias que los individuos tengan sobre los diferentes matchings depende sola-
mente de las preferencias que tengan sobre sus propias parejas en los distintos matchings.
Un hombre m prefiere un matching µ sobre un matching ν si y sólo si lo que le asigna µ es
preferido a lo que le asigna ν, es decir µPmν si y sólo si µ(m)Pmν(m).

2.2. Estabilidad

Ya que se tiene definido lo que es un matching, se puede comenzar a pensar en cuáles de
los matchings pueden ser apropiados y cuáles no. Supongamos que tenemos un matching µ
donde un hombre m está casado con una mujer w, pero para al menos uno de ellos dicha
asignación no es aceptable, es decir, prefiere estar soltero a la asignación hecha por el mat-
ching µ. Entonces, diremos que el matching µ es bloqueado por el individuo que prefiere
estar soltero y este matching no será posible, ya que dicho individuo se quedará soltero y
no con la pareja asignada por µ.

Formalmente, un matching µ en un mercado (M,W,P ) es bloqueado por un agente
i ∈ M ∪ W si iPiµ(i). Además, µ es individualmente racional si no es bloqueado por
ningún agente. Denotaremos al conjunto de matchings individualmente racionales como
IR(M,W,P ).

Otro caso importante es aquel donde en un matching µ existen un hombre m y una
mujer w que no están casados, pero se prefieren mutuamente a la pareja asignada por µ.
Entonces, se dice que la pareja {m,w} bloquea el matching µ. Esto ocurre porque este par
hombre-mujer pueden decidir separarse de la pareja que les ha asignado µ y casarse entre
ellos, pero lo que se busca es una asignación donde esto no sea necesario.

Formalmente, un matching µ en un mercado (M,W,P ) es bloqueado por un par hombre-
mujer {m,w}, m ∈M y w ∈ W , si w 6= µ(m), wPmµ(m) y mPwµ(w).

Entonces, tenemos dos consideraciones importantes para analizar los matchings : no
deseamos que los matchings que formemos sean ninguno de los casos antes mencionados;
por lo tanto, los matchings deseados serán aquellos que cumplan con la siguiente definición.

Definición 2. En un mercado (M,W,P ) un matching µ es estable bajo P si:

Es individualmente racional

No es bloqueado por ningún par m,w.

Denotaremos por S(M,W,P ) el conjunto de matchings estables del mercado (M,W,P ).
Para que el concepto de estabilidad quede más claro, analicemos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1. Sean M = {m1,m2,m3} y W = {w1, w2, w3}, con las preferencias:

P (m1) = w1, w2, w3,m1 P (w1) = m1,m2,m3, w1

P (m2) = w1, w2, w3,m2 P (w2) = m2,m3,m1, w2

P (m3) = w2, w1, w3,m3 P (w3) = m1,m2,m3, w3

Todos los posibles matchings son individualmente racionales porque tanto hombres como
mujeres tienen a todas sus posibles parejas como aceptables. El matching µ dado por:

µ(m1) = w1, µ(m2) = w3, µ(m3) = w2

es inestable, ya que m1, w2 es un par bloqueador. Sin embargo, se puede ver que el matching
µ′ dado por:

µ′(m1) = w1, µ
′(m2) = w2, µ

′(m3) = w3

es estable porque no existe par o individuo bloqueador.

2.3. Propiedades

Ahora que se ha definido estabilidad en los matchings, cabe hacernos una pregunta
fundamental, ¿siempre existen los matchings estables? Esto dependerá del tipo de agentes
con los que se esté trabajando y de que la asignación hecha sea uno a uno. Es decir, hemos
tratado con agentes que son de dos tipos diferentes, hombres y mujeres, y las preferencias
de dichos agentes son siempre sobre el conjunto opuesto, los hombres tienen preferencias
sobre el conjunto de mujeres y las mujeres sobre el conjunto de los hombres. En el pro-
blema del compañero de habitación [11, Ejemplo 2.5], se puede observar el caso donde se
tiene un único conjunto de agentes con preferencias sobre él mismo, y en el problema de
“matrimonio” entre hombre, mujer e hijo [11, Ejemplo 2.6], existen tres tipos diferentes
de agentes; en estos casos no se puede asegurar que exista matching estable. Tampoco se
puede asegurar esto en el caso donde el matching no sea uno a uno, [11, Ejemplo 2.7].

Una manera de demostrar que siempre existe al menos un matching estable en el merca-
do de matrimonio, es utilizar algún algoritmo que cuando sea aplicado nos dé como resultado
un matching estable. En [4], se describe un algoritmo, que produce un matching estable a
partir de cualquier lista de preferencias, llamado “algoritmo de aceptación diferida”; dicho
algoritmo se desarrolla en el Apéndice A.

Teorema 1 (Gale y Shapley,1962). En un mercado de matrimonio siempre existe un mat-
ching estable.

El matching obtenido del algoritmo de aceptación diferida cuando los hombres proponen
es denotado por µM , y µW será aquel que resulte del mismo algoritmo pero ahora las mujeres
serán las que propongan, y ambos son estables. Estos dos matchings estables normalmente
no son iguales; para ilustrar esto daremos el siguiente ejemplo propuesto en [11].
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Ejemplo 2. Sean M = {m1,m2,m3} y W = {w1, w2, w3}, con las preferencias:

P (m1) = w1, w2, w3,m1 P (w1) = m1,m2,m3, w1

P (m2) = w1, w2, w3,m2 P (w2) = m1,m3,m2, w2

P (m3) = w1, w3, w2,m3 P (w3) = m1,m2,m3, w3

Cualquier matching que no tenga asignado m1 con w1 es inestable porque son su primera
opción respectivamente y serán un par bloqueante. Por lo tanto, existirán sólo dos matchings
estables:

µM(m1) = w1, µM(m2) = w2, µM(m3) = w3

µW (m1) = w1, µW (m2) = w3, µW (m3) = w2

los cuales son diferentes en la asignación para m2 y m3. Además de ser diferentes, son
totalmente opuestas para los dos conjuntos, en el sentido que para todos los hombres µM
es al menos tan bueno como µW y para todas las mujeres µW es al menos tan bueno como
µM .

El Teorema 1 nos asegura que existirá matching estable en cualquier mercado de ma-
trimonio, pero no nos asegura que sea el único. Por lo tanto, como pueden existir varios
matchings estables, es natural pensar en preferencias sobre los matchings estables, y más
aún, se analizará cuáles matchings son preferidos sobre otros por cada conjunto, M y W .

Diremos que un matching µ es al menos tan bueno como µ′ para todos los hombres,
µPMµ

′, si µ(m)Pmµ
′(m) para al menos un hombre y µ(m)Rmµ

′(m) para todos los hombres;
y µRMµ

′ denotará que se cumple µPMµ
′ o que todos los hombres son indiferentes entre µ y

µ′. Estas preferencias, a diferencia de las individuales, no serán completas, ya que se puede
dar el caso en el que µ sea preferido estrictamente por algunos hombres y µ′ sea preferido
por otros, entonces se dirá que µ y µ′ no son comparables. Pero estas preferencias, al igual
que las individuales, si cumplen con transitividad, si µ es al menos tan bueno como µ′ y
µ′ es al menos tan bueno como µ′′, entonces µ es al menos tan bueno como µ′′. De igual
manera se define PW para representar las preferencias del conjunto W sobre los posibles
matchings.

A pesar de que exista desacuerdo entre los hombres respecto a cuál es el mejor matching,
todav́ıa podŕıan estar de acuerdo en cuál es el mejor matching estable. Para un mercado
de matrimonio dado, decimos que un matching estable µ es óptimo para los hombres si a
cada hombre le gusta al menos tanto como cualquier otro matching estable. Se define el
matching estable óptimo para las mujeres de igual manera. Formalmente,

Definición 3. Dado un mercado (M,W,P ), un matching estable µ es M-óptimo si para
cualquier otro matching estable µ′, µRMµ

′. De igual manera, un matching estable ν es
W -óptimo si para cualquier otro matching estable ν ′, νRWν

′.
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Como ya mencionamos anteriormente, los individuos tienen preferencias sobre los mat-
chings, las cuales dependen de sus preferencias individuales. Llamaremos opciones alcan-
zables para el hombre m a aquellas mujeres que son asignadas a dicho hombre en algún
matching estable. En un mercado donde las preferencias de los individuos son estrictas,
cada uno de ellos tendrá sólo un matching favorito y será aquel donde el hombre sea asig-
nado a su mujer alcanzable más preferida. Esto es lo que hace precisamente el matching
estable M -óptimo. De manera análoga sucede en el caso del matching estable W -óptimo.
El siguiente teorema muestra que el matching estable óptimo existe.

Teorema 2 (Gale y Shapley,1962). Cuando todos los hombres y todas las mujeres tienen
preferencias estrictas, siempre existe un matching estable M-óptimo y un matching estable
W -óptimo. Además, el matching µM obtenido por el algoritmo de aceptación diferida con los
hombres proponiendo es el matching estable M-óptimo. Y el matching estable W -óptimo
es el matching µW obtenido por el algoritmo de aceptación diferida cuando las mujeres
proponen.

Entonces, cuando las preferencias son estrictas, los agentes de un lado del mercado tienen
intereses comunes respecto al conjunto de matchings estables. Resulta que los agentes de
lados opuestos del mercado tienen intereses opuestos en este sentido, es decir, el matching
estable óptimo para uno de los lados es el peor matching estable para el otro lado del
mercado. Este resultado se da, no sólo en los casos de los matchings óptimos, sino también
al comparar cualesquiera dos matchings estables. Cualquier matching estable que es mejor
para todos los hombres es peor para todas las mujeres, y viceversa. Formalmente,

Teorema 3 (Knuth,1976). Cuando todos los agentes tienen preferencias estrictas, las pre-
ferencias de los dos lados del mercado son opuestas sobre el conjunto de matchings estables.
Si µ y µ′ son matchings estables, entonces para todos los hombres µ es al menos tan bueno
como µ′ si y sólo si para todas las mujeres µ′ es al menos tan bueno como µ. Esto es,
µRMµ

′ si y sólo si µ′RWµ.

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente corolario. En éste se estipula
que el matching estable M -óptimo es el peor matching estable para la mujer, es decir, asigna
a cada mujer con su pareja alcanzable menos preferida; y de igual forma, el matching estable
W -óptimo asigna a cada hombre su pareja alcanzable menos preferida

Corolario 1. Cuando todos los agentes tienen preferencias estrictas, si µM es el mat-
ching estable M-óptimo y µW el matching estable W -óptimo, entonces para todo µ estable,
µRWµM y µRMµW .

Supongamos que le pedimos a todos los hombres que señalen a su mujer alcanzable más
preferida. Entonces, el resultado expuesto en el Teorema 2 nos dice dos puntos importantes:
primero, ningún hombre señalará a la misma mujer que otro, entonces éste será un mat-
ching donde todos los hombres se casarán con la mujer que hayan señalado. Segundo, este
matching será estable. Además, éste será el matching M -óptimo, y el matching W -óptimo
se obtiene pidiéndole a las mujeres que señalen a su hombre alcanzable más preferido. Y el
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Teorema 3 nos dice que también podemos obtener el matching W -óptimo pidiéndole a los
hombres que señalen a su mujer alcanzable menos preferida.

Otro resultado importante en la teoŕıa de matching es el teorema conocido como Teore-
ma del hospital rural, conocido aśı por su aplicación al problema de asignación y residentes
a hospitales publicado por Roth en [10]. Este teorema apareció por primera vez en el año
1970 en [8], y habla de los agentes que quedan solteros en un mercado con preferencias
estrictas; nos dice que el conjunto de agentes que quedan solteros al encontrar un matching
estable es el mismo que para cualquier otro matching estable.

Teorema 4 (McVitie y Wilson,1970). En un mercado (M,W,P ) con preferencias estrictas,
el conjunto de personas que son solteras es el mismo para todos los matchings estables.

Entonces, este teorema asegura que las personas que queden solteras en algún matching
estable µ también quedarán solteras en cualquier otro matching estable µ′. Esto no nos
indica de qué manera quedan asignados los agentes que śı han encontrado pareja, sólo que
el conjunto de éstos es el mismo. Es decir, si en un mercado con cinco hombres y cuatro
mujeres, por ejemplo, en el matching µ el hombre m1 ha sido asignado a w1, el hombre m2

a w2, el hombre m3 a w3 y los agentes m4,m5 y w4 han quedado solteros, entonces en algún
otro matching µ′, los agentes m4,m5 y w4 también quedarán solteros y los hombres m1,m2

y m3 serán asignados a alguna mujer, pero no necesariamente la misma, por ejemplo, m1

con w1, m2 con w3 y m3 con w2.
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Caṕıtulo 3

Extensión al modelo bilateral

En este caṕıtulo se realizará un planteamiento formal del problema que se quiere resol-
ver, para después dar paso a un desglose de los conceptos básicos que serán utilizados para
establecer nuevos conceptos que serán necesarios para dar una solución a dicho problema.

En la primera sección se aborda un problema relacionado con la asignación de un conjun-
to de materias a un conjunto de profesores, planteándolo como un problema de asignación
bilateral. En la segunda sección se analiza el caso de manera similar al problema de matri-
monio [4], es decir, se buscará un matching estable para este mercado, pero observaremos
que se puede obtener que algunas materias no sean asignadas a algún profesor. Es por este
motivo, que en la tercera sección se busca un proceso que permita obtener un matching
que realice una asignación donde todas las materias obtengan un profesor que las imparta,
y que además se considere estable en algún sentido.

En la sección cuarta se abordarán algunas propiedades que cumplirán las asignaciones
realizadas en la sección anterior. Para finalizar con algunos casos particulares que fueron
analizados durante el estudio de dichas asignaciones, donde se buscan condiciones suficientes
para que algunas asignaciones sean iguales.

3.1. Planteamiento formal del problema

En numerosos departamentos de universidades se ha observado el problema que re-
presenta el asignar las materias que serán dictadas cada semestre a los profesores que
conforman la planta docente de dicha institución. Este problema puede ser planteado de
la manera en que se plantea un mercado de matrimonio, y se puede intentar resolver de
la misma manera que dicho mercado de matrimonio. Esto se puede hacer gracias a que se
tienen dos lados del mercado, profesores y materias, y ambos tienen preferencias sobre el
conjunto opuesto. Los profesores, claramente, tienen preferencias sobre las materias: ellos
son capaces de identificar qué materia les gustaŕıa más que otra y ordenarlas de acuerdo a
esto. En el caso de las materias, ellas no son capaces de indicar cuáles son sus preferencias,

13
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pero śı existe en cada institución alguien que tiene el trabajo de realizar la asignación y
dicha persona debe ser capaz de asignar una prioridad para cada materia. Esta prioridad
será dada por un orden sobre los profesores, es decir, indicará cuál profesor tiene priori-
dad sobre los otros para impartir alguna materia basándose en el curŕıculum, experiencia,
antigüedad, disponibilidad, etc. y estas listas serán lo que a partir de ahora llamaremos
preferencias de las materias sobre el conjunto de profesores. Además, buscamos hacer una
asignación uno a uno, es decir, un profesor dictando una sola materia.

Algo que hay que tener muy claro desde el principio es que las instituciones siempre
buscan que todas las materias sean impartidas, no tendŕıa mucho sentido decir que busca-
ran lo contrario. Otro detalle importante en nuestro modelo es que a las instituciones les es
indiferente que algunos profesores queden sin una materia asignada, a éstos les bastará con
asignar todas las materias sin ser un problema que haya maestros que no realicen esta tarea
durante el semestre.

Los elementos para el modelo formal que utilizaremos son una adaptación de los concep-
tos dados en [11]. Tendremos dos conjuntos finitos y disjuntos L = {l1, l2, ..., ln} el conjunto
de materias y T = {t1, t2, ..., tm} el conjunto de profesores. Consideraremos que la cardi-
nalidad del conjunto de materias es menor que la cardinalidad del conjunto de profesores,
n ≤ m, esto con el objeto de que todas las materias puedan tener algún maestro que las
imparta.

Los dos conjuntos tienen preferencias sobre el conjunto opuesto, es decir, los profeso-
res tendrán preferencias sobre el conjunto de las materias y viceversa. Dichas preferencias
serán racionales, y además supondremos que son estrictas. Las preferencias de cada pro-
fesor serán representadas por una lista ordenada de preferencias, P (t), sobre el conjunto
L∪{t}, de manera similar, cada materia tendrá preferencias, P (l), sobre el conjunto T ∪{l}.

Las preferencias son tales que cada profesor puede preferir quedarse sin impartir una
materia a impartir alguna que no sea de su agrado, es decir el equivalente a quedarse soltero
en el modelo de matrimonio. Supondremos que todos los profesores serán aceptables para
dar cualquier materia, es decir, que cada materia tendrá preferencias sobre todo el conjunto
de maestros.

Entonces, podemos decir, por ejemplo, que algún profesor tiene la siguiente lista de
preferencias:

P (t) = l1, l2, t, l3..., ln

en donde el profesor t prefiere impartir la materia l1, después la materia l2, y su tercera
opción es quedarse sin impartir materia a cualquiera de las restantes.

Llamaremos materias aceptables para el profesor t a la lista de preferencias de t donde
sólo se considera a las materias que son preferidas al mismo profesor, esto es, aquellas que
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se prefieren a no dar clases.

Para las materias todos los profesores se considerarán aceptables, por lo tanto la lista
de preferencias de l tendrá como última opción al mismo l. Entonces, para alguna materia
l, la lista de preferencias podŕıa ser, por ejemplo:

P (l) = t1, t2, ..., tm, l

lo que nos indica que prefiere en primer lugar al profesor t1, en caso de que dicho profesor
ya esté ocupado en otra materia su segunda opción es t2, aśı sucesivamente hasta llegar al
profesor tm y su última opción será quedarse sin ser impartida.

Al igual que en el mercado de matrimonio, tendremos un perfil de preferencias dado
por P = {P (l1), ..., P (ln), P (t1), ..., P (tm)}. Un mercado M de materias y profesores con
sus respectivas preferencias será denotado por la terna (L, T, P ).

Escribiremos tPlt
′ para indicar que la materia l prefiere al profesor t sobre el profesor

t′, y tRlt
′ indicará que el profesor t es al menos tan bueno como t′ para la materia l. De

igual manera, si lPtl
′, el profesor t prefiere impartir la materia l a la materia l′, y si lRtl

′

entonces l es al menos tan buena como l′ para t.

Con las preferencias definidas como lo hemos hecho, se puede pensar en realizar una
asignación entre materias y profesores; la manera más natural de realizarla es haciendo uso
de la definicón de matching dada en el caṕıtulo anterior.

De igual manera se buscará una asignación que cumpla con ciertas caracteŕısticas que
sean deseables para obtener asignaciones que no sean sencillas de romper. Es decir, se bus-
cará que la asignación no sea bloqueada ni por un individuo ni por un par de individuos.
Cabe aclarar que en nuestro problema de materias-profesores, una materia nunca será un
individuo bloqueador, ya que para ellas todos los profesores son aceptables.

El conjunto de matchings estables en un mercado (L, T, P ), al igual que en el mercado
de matrimonio, será no vaćıo y se denotará por S(L, T, P ).

Teniendo en cuenta la teoŕıa del caṕıtulo anterior, daremos un ejemplo de cómo puede
ser utilizada en nuestro mercado de materias y profesores.

Ejemplo 3. Sea T = {t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7} el conjunto de profesores y L = {l1, l2, l3, l4, l5, l6}
el conjunto de materias a impartir. Con la siguiente lista de preferencias:
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P (t1) = l1, l2, l3, l5, l6, t1, l4 P (l1) = t1, t2, t3, t4, t6, t5, t7, l1
P (t2) = l1, l2, t2, l3, l4, l6, l5 P (l2) = t3, t4, t7, t1, t6, t2, t5, l2
P (t3) = l2, l1, l4, t3, l6, l5, l3 P (l3) = t4, t2, t3, t5, t6, t7, t1, l3
P (t4) = l2, l1, t4, l4, l5, l3, l6 P (l4) = t3, t7, t1, t2, t5, t6, t4, l4
P (t5) = l2, l1, t5, l5, l6, l4, l3 P (l5) = t1, t7, t3, t2, t6, t4, t5, l5
P (t6) = l2, l1, t6, l6, l3, l5, l4 P (l6) = t1, t2, t3, t6, t5, t4, t7, l6
P (t7) = l2, l3, l1, t7, l4, l5, l6

Utilizando el algoritmo de aceptación diferida cuando las materias proponen, obtenemos
un matching estable dado por µ(l1) = t1, µ(l2) = t3, µ(l3) = t7, µ(l4) = l4, µ(l5) = l5,
µ(l6) = l6, µ(t2) = t2, µ(t4) = t4, µ(t5) = t5 y µ(t6) = t6.

El problema con las asignaciones estables que nos arrojan estas preferencias es que no
todas las materias han sido asignadas.

3.2. Definiciones Básicas

En vista de que, como en el ejemplo, existen mercados en los cuales los matchings esta-
bles que se pueden encontrar no asignan todas las materias a los profesores, se buscará una
manera de poder resolver este problema cuando se presente. Con este objeto se definirá el
concepto de mercados k-extendidos, denotados por Mk, para poder encontrar asignaciones
donde no queden materias sin profesor que las imparta y además sean de alguna manera
estables.

Consideramos Lt = {l ∈ L|lPtt}, el conjunto de todas las materias aceptables para el
profesor t bajo las preferencias P . Y el conjunto de materias que han sido asignadas por
algún matching µ bajo las preferencias P como Lµ = {l ∈ L|µ(l) ∈ T}. De igual manera,
definimos, Tµ = {t ∈ T |µ(t) ∈ L}, el conjunto de los profesores asignados por algún mat-
ching µ bajo las preferencias P .

Denotamos al mercado M0 = M por la terna (L, T, P ) = (L0, T 0, P 0), donde P 0 son las
preferencias sobre los conjuntos L0 y T 0, y porM0 al conjunto de matchings en el mercado
M0.

Supongamos que tenemos un caso como el del Ejemplo 3, en donde las únicas materias
asignadas fueron l1, l2, l3. Nuestro problema principal es que tenemos materias sin asignar
después de haber encontrado algún matching, l4, l5, l6, entonces lo que haremos será tomar
estas materias y tratar de asignarlas a algún profesor. Para referirnos a ellas utilizaremos la
siguiente notación. Las materias que no han sido asignadas por algún matching µ0 ∈ M0

serán denotadas por L1 = L0 \Lµ0 y los profesores que no han sido asignados por el mismo
matching se denotarán por T 1 = T 0 \ Tµ0 .
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El mercado M0 y el matching µ0 definirán un nuevo mercado M1 que sólo dependerá de
ellos y de cómo sean dadas las preferencias sobre los conjuntos L1 y T 1. Además, los con-
juntos L1 y T 1 sólo dependen de las materias y profesores que hayan sido asignados por
algún matching µ0 ∈M0.

Las preferencias en este nuevo mercado M1 tienen que cumplir ciertas reglas para que
las preferencias originales P 0 no se vean afectadas. En primer lugar, las preferencias se
darán sólo sobre las materias y profesores que no han sido asignados por el matching µ0.
Para el caso de las materias, deben cumplir que las preferencias sobre los profesores no
asignados se mantendrán en el mismo orden sin importar que algunos de ellos hayan sido
eliminados de la lista. Para los profesores, tiene que cumplir ésto y además, al menos uno
de los profesores tiene que agregar al menos una materia a su lista de materias aceptables.
Lo anterior con el objeto de que tengamos alguna materia por asignar; si los profesores no
cumplieran con esta condición, entonces ninguno de ellos estaŕıa aceptando impartir alguna
de las materias que quedan por repartir y nuestro proceso nunca alcanzaŕıa su objetivo.

Definición 4. Considerando el mercado M0 = (L0, T 0, P 0) y un matching µ0 ∈ M0. Si
L1 6= ∅ se define una extensión (o 1-extensión) de M0 y µ0 como M1 = (L1, T 1, P 1),
donde P 1 es un orden de preferencias que está definido:

Para cada l ∈ L1, P 1
l = P 0

l |T 1∪{l}.

Para cada t ∈ T 1, P 1
t un orden definido sobre L1∪{t} donde l1P

1
t l2 si y sólo si l1P

0
t l2.

Existe algún l ∈ L1 tal que lP 1
t t para algún t ∈ T 1.

Con el objeto de ilustrar este concepto continuaremos trabajando con el ejemplo ante-
rior.

Ejemplo 4 (Continuación Ejemplo 3). En el Ejemplo 3 teńıamos un mercado (L, T, P ),
tomaremos este mercado y se hará una extensión.
Sea T 0 = T y L0 = L, con la misma lista de preferencias del Ejemplo 3 y P 0 = P .
Al aplicar el algoritmo de aceptación diferida cuando las materias proponen a este mer-
cado (L0, T 0, P 0) encontramos la siguiente asignación: µ0(l1) = t1, µ

0(l2) = t3, µ
0(l3) =

t7, µ
0(l4) = l4, µ

0(l5) = l5, µ
0(l6) = l6, µ

0(t2) = t2, µ
0(t4) = t4, µ

0(t5) = t5, µ
0(t6) = t6.

Entonces L1 = L0 \ Lµ0 = {l4, l5, l6} 6= ∅, T 1 = T 0 \ Tµ0 = {t2, t4, t5, t6} y la extensión del
mercado M0 será el mercado M1 = (L1, T 1, P 1), donde P 1 podŕıa ser:

P 1(t2) = l4, t2, l6, l5 P 1(l4) = t2, t5, t6, t4, l4
P 1(t4) = t4, l4, l5, l6 P 1(l5) = t2, t6, t4, t5, l5
P 1(t5) = l5, l6, l4, t5 P 1(l6) = t2, t6, t5, t4, l6
P 1(t6) = t6, l6, l5, l4
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En esta extensión vemos que se cumplen los tres puntos importantes para las preferencias
P 1: primero, mantienen el orden de las preferencias P 0

l limitandose al conjunto T 1 so-
lamente; segundo, también se mantiene el orden de las preferencias P 0

t para el conjunto
L1 ∪ {t}; y tercero, al menos un profesor extiende su lista de aceptables en al menos una
materia, en este caso los profesores t2 y t5 son los que agregan materias a sus aceptables.
Con esto nuestro nuevo mercado M1 está correctamente extendido a partir de M0 y µ0.

Ahora, supongamos que ya realizada una extensión del mercado M0, queremos obtener
una asignación en el mercado M1 y la encontramos por algún método, es decir, encontramos
un matching µ1 ∈ M1, pero este matching no nos asigna a todas las materias, donde por
M1 :=M(µ0) denotamos todos los matchings definidos en el mercado M1. Entonces, aún
con la extensión realizada y las nuevas asignaciones, seguimos teniendo algunas materias
sin asignar. La extensión ha resuelto parte del problema, pero no todo.

Como el problema puede no ser resuelto por completo al realizar la 1-extensión, volve-
remos a extender el mercado y lo haremos cuantas veces sean necesarias.

Llamaremos Mk = (Lk, T k, P k) al mercado k-extendido donde Lk = Lk−1 \ Lµk−1 es el
conjunto de materias que no han sido asignadas por el matching µk−1, T k = T k−1 \ Tµk−1

representa el conjunto de profesores que no fueron asignados por dicho matching, y P k son
las preferencias sobre los conjuntos Lk y T k, yMk los matchings definidos en el mercadoMk.

Definición 5. Dado el mercado M0, la secuencia (Mk)
r−1
k=1 y los matchings µk ∈Mk, para

k = 0, ..., r − 1, donde cada Mk es una extensión de Mk−1. Si Lr−1 \ Lµr−1 6= ∅ defino una
extensión de Mr−1 y µr−1 por:

Mr = (Lr, T r, P r).

Diremos que Mr es una r-extensión de M0, µ
0, µ1, ..., µr−1.

En el caso de que haya en alguna etapa alguna materia sin asignar, pediremos que por
lo menos un profesor tenga al menos una materia aceptable en la próxima extensión.

Debido a que cada materia tiene a cada profesor t como aceptable en la preferencia P 0
l ,

las extensiones son no triviales, es decir, se puede construir un matching µk para algún
profesor t tal que µk(t) 6= t. Por lo tanto, en cada etapa, el conjunto de materias y pro-
fesores será reducido estrictamente y la extensión parará en algún r ≥ 0. Diremos que el
proceso de extensión termina si ya no existen materias sin asignar, es decir, Lr \ Lµr = ∅
y denotaremos (Mk)

r
k=0 la secuencia de mercados construidos por este proceso donde las

extensiones paran en la etapa r.

Al realizar las extensiones de los mercados se permite que algún o algunos profesores
no participen en una o varias rondas de extensión. Esto no impide que en algún momento
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las extensiones terminen, alcanzándose el objetivo principal.

Después de haber delimitado cómo serán extendidos los mercados, podemos ponerlos a
interactuar entre ellos para realizar alguna asignación.

Definición 6. Dada una secuencia (Mk)
r
k=0 y µk ∈ Mk, con k = 0, ..., r, definimos

(µ0, µ1, ..., µr) : L ∪ T → L ∪ T si:

Para todo l ∈ L, (µ0, ..., µr)(l) = µk(l) si µk(l) 6= l.

Para todo t ∈ T \ T r, (µ0, ..., µr)(t) = µk(t) si µk(t) 6= t.

Para todo t ∈ T r, (µ0, ..., µr)(t) = µr(t)

Esta función (µ0, µ1, ..., µr) asigna a cada materia un profesor que la imparta en el mer-
cado Mk en el que por primera vez se le asigne algo diferente de ella misma. Por ejemplo, si
la materia l ha sido asignada a ella misma en los mercados M0,M1, ...,M5 y en el mercado
M6 se le asigna algún profesor t, entonces tendremos que (µ0, µ1, ..., µr)(l) = µ6(l) = t. Para
los profesores funcionará de la misma manera, con excepción de aquellos, que al momento
de que todas las materias se asignen en el mercado Mr, queden sin materia por impartir.

Esta asignación nos podŕıa dar como resultado en un mercado de 4 profesores y 3
materias, por ejemplo (µ0, µ1, ..., µr)(l2) = µ0(l2) = t1, (µ

0, µ1, ..., µr)(l3) = µ0(l3) = t3,
(µ0, µ1, ..., µr)(l1) = µ1(l1) = t4, (µ

0, µ1, ..., µr)(t2) = µ1(t2) = t2, donde del mercado ori-
ginal M0 obtenemos que el profesor t1 impartirá la materia l2 y el profesor t3 la materia
l3, del mercado M1 el profesor t4 impartirá la materia l1 y el profesor t2 se quedará sin
impartir materia.

Analizando la asignación, notamos que nos arroja como solución pares de materias
y profesores, y dichos pares cumplen con las condiciones necesarias para que cumpla la
definición de matching dada en el caṕıtulo anterior.

Lema 1. Dada una secuencia (Mk)
r
k=0 y µk ∈ Mk, k = 0, ..., r. Entonces, (µ0, µ1, ..., µr)

es matching en Mr.

Demostración. Para que la función (µ0, µ1, ..., µr) : L ∪ T → L ∪ T pueda ser considerada
matching debe cumplir con tres condiciones:

1. Si (µ0, µ1, ..., µr)(l) /∈ L entonces (µ0, µ1, ..., µr)(l) = t para todo l ∈ L. Esta condición
se cumple de manera inmediata por la definición, de hecho en la definición se menciona
que la asignación hecha debe estar en el conjunto de los profesores.

2. Si (µ0, µ1, ..., µr)(t) /∈ T entonces (µ0, µ1, ..., µr)(t) = l para todo t ∈ T . Esta condición
también se cumple de manera inmediata por la Definición 6.
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3. (µ0, µ1, ..., µr)(l) = t si y sólo si (µ0, µ1, ..., µr)(t) = l para todo l ∈ L, y para todo
t ∈ T . Por definición tenemos que para todo l ∈ L, (µ0, µ1, ..., µr)(l) = µk(l) = t, como
µk es matching en el mercadoMk entonces µk(t) = l, por lo tanto (µ0, µ1, ..., µr)(t) = l.

3.3. r-Estabilidad

Al igual que en el caso donde tenemos matchings de la forma convencional y estable-
cimos cuál o cuáles de ellos eran los más deseables, ya que no exist́ıan individuos o pares
bloqueadores. En este caso, donde tenemos matchings en los diferentes mercados, tratare-
mos de establecer qué matchings son los más naturales desde un punto de vista similar.

Ahora nos daremos a la tarea de buscar algún matching donde la asignación hecha,
tanto para la materia como para el profesor, sea aceptable, pero no sólo eso, sino que debe-
mos tener cuidado con qué mercado estamos trabajando. Es decir, buscaremos asignaciones
aceptables y no bloqueadas, pero en cada uno de los mercados.

Si la asignación hecha en el mercado M0 no es bloqueada por un profesor o por un
par profesor-materia, entonces será deseable, de otra forma el matching en este mercado
tenderá a disolverse, es decir, los profesores buscarán la manera de intercambiar materias
o de deshacerse de la materia asignada. De igual manera, si la asignación hecha en el
mercado M1 no es bloqueada por algún profesor o por un par, también será deseable, y
aśı sucesivamente para todos los mercados.

Definición 7. Dada una secuencia (Mk)
r
k=0 y µk ∈ Mk, k = 0, ..., r. (µ0, µ1, ..., µr) es

r-estable si cada componente µk es estable en el mercado correspondiente (Lk, T k, P k).

El conjunto de matchings r-estables será denotado por Sr(
(
Lk, T k, P k

)r
k=0

) .

La pregunta natural en este punto es, ¿siempre existe al menos un matching r-estable
en el mercado de profesores y materias? La manera más sencilla de mostrar que esto ocurre
es dando algún algoritmo que nos arroje un matching r-estable. El algoritmo de extensión
de mercados que se ha diseñado para este objetivo es una adaptación del algoritmo de
aceptación diferida, y está descrito a continuación.

Algoritmo de extensión de mercados

Etapa 1. Dado (L, T, P ), se define L0 = L, T 0 = T y P 0 = P y se ejecuta el algoritmo
de aceptación diferida con las materias haciendo las propuestas en el mercado M0 =
(L0, T 0, P 0), obteniendo como resultado el matching µ0. Entonces se define el mercado
M1 = (L1, T 1, P 1) como se indica en la Definición 4.
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Etapa k. En cada etapa se realiza el algoritmo de aceptación diferida en el mercado
Mk−1 = (Lk−1, T k−1, P k−1), y se construye el mercado Mk = (Lk, T k, P k) como se
indica en la Definición 5. Esto se llevará a cabo mientras Lk−1 6= ∅, en caso contrario
el algoritmo se detiene.

Cabe aclarar que el algoritmo siempre se detendrá en algún paso r, esto ocurre porque
siempre habrá al menos un profesor que extienda sus materias aceptables, entonces en cada
etapa se estará asignando al menos una materia hasta que no queden más materias sin
asignar, es decir, Lr = ∅.

Teorema 5. Dada una sucesión de mercados (Mk)
r
k=0, el conjunto de matchings r-estables

Sr(
(
Lk, T k, P k

)r
k=0

) es no vaćıo.

Demostración. Sean M0,M1, ...,Mr, por el Teorema 1 sabemos que en el mercado M0 siem-
pre tendremos al menos un matching estable. Esto se cumplirá también para cada uno de los
mercados M1,M2, ...,Mr. Por lo tanto, como en cada mercado existe al menos un matching
estable, por definición de matching r-estable, tenemos al menos un matching r-estable.

Con motivo de que se comprendan los conceptos dados hasta ahora se retoma el ejemplo
de la primera sección.

Ejemplo 5 (Continuación Ejemplo 4). En el Ejemplo 4, obtuvimos, por medio del algo-
ritmo de aceptación diferida (AAD), las siguientes asignaciones: µ0(l1) = t1, µ

0(l2) =
t3, µ

0(l3) = t7, quedando sin profesor asignado las materias l4, l5 y l6 y sin materia asig-
nada los profesores t2, t4, t5 y t6.
Además obtuvimos el mercado 1-extendido, M1, con T 1 = {t2, t4, t5, t6}, L1 = {l4, l5, l6} y
las preferencias P 1 de estos conjuntos:

P 1(t2) = l4, t2, l6, l5 P 1(l4) = t2, t5, t6, t4
P 1(t4) = t4, l4, l5, l6 P 1(l5) = t2, t6, t4, t5
P 1(t5) = l5, l6, l4, t5 P 1(l6) = t2, t6, t5, t4
P 1(t6) = t6, l6, l5, l4

En este nuevo modelo se realiza el AAD en el mercado M1 y se obtiene la asignación
µ1(l4) = t2, µ

1(l5) = t5, donde l6 no obtiene profesor que la imparta, es decir µ1(l6) = l6 y
los profesores t4 y t6 tampoco obtienen materia.
Como no se han asignado todas las materias tenemos que realizar una segunda extensión, y
obtener el mercado 2-extendido, M2, con T 2 = {t4, t6} el conjunto de profesores y L2 = {l6}
el conjunto de materias. Y las preferencias P 2 dadas por:

P 2(t4) = t4, l6 P 2(l6) = t6, t4
P 2(t6) = l6, t6

Al realizar el AAD en el mercado M2 se obtiene µ2(l6) = t6, y se observa que todas las ma-
terias han sido asignadas, por lo tanto L3 = ∅ Entonces, el profesor t4 quedará sin materia
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por impartir, (µ0, µ1, µ2)(t4) = µ2(t4) = t4.

Entonces, la asignación hecha para este caso en particular será:

(µ0, µ1, µ2)(l1) = µ0(l1) = t1, (µ
0, µ1, µ2)(l2) = µ0(l2) = t3

(µ0, µ1, µ2)(l3) = µ0(l3) = t7, (µ
0, µ1, µ2)(l4) = µ1(l4) = t2

(µ0, µ1, µ2)(l5) = µ1(l5) = t5, (µ
0, µ1, µ2)(l6) = µ2(l6) = t6

Además, como todas las asignaciones en todos los mercados han sido encontradas por medio
del AAD, éstas serán estables en cada mercado, es decir, la asignación (µ0, µ1, µ2) será 2-
estable.

En el ejemplo anterior calculamos el matching r-estable con el algoritmo de extensión
de mercados cuando las materias proponen en cada uno de los mercados. Podŕıamos en-
contrar otro matching r-estable con el mismo algoritmo pero con los profesores haciendo
las propuestas en cada mercado. O podŕıamos encontrar otro matching, por ejemplo, si se
alternan los profesores y las materias, es decir, en el mercado M0 podŕıan proponer los
profesores, en el M1 las materias, en el M2 los profesores nuevamente y aśı sucesivamente,
o en los primeros 10 mercados proponen los profesores y luego las materias, etc. Cualquier
sucesión es válida.

Cabe mencionar que sin importar cuál matching estable µ0 ∈ M0 sea el utilizado en
el mercado M0, los conjuntos L1 y T 1 siempre estarán compuestos por los mismos ele-
mentos. Esto se debe al Teorema 4, donde no importa cuál matching estable se utilice,
las materias y los profesores que quedarán sin asignar siempre serán los mismos, entonces
L1 = L0 \Lµ0 = L0 \Lν0 para dos matchings estables µ0, ν0 ∈M0, de manera análoga para
el conjunto T 1. Esto sucederá para cada mercado, es decir, Lk = Lk−1\Lµk−1 = Lk−1\Lνk−1

para µk−1, νk−1 ∈Mk−1, de igual manera para el conjunto T k.

Con el objetivo de poder distinguir quién está haciendo las propuestas, las materias o
los profesores, en cada uno de los mercados Mk, denotaremos por µkL al matching obtenido
por el AAD en el mercado k cuando las materias ofrecen y µkT representará al matching
obtenido por el AAD en el mercado k cuando los profesores ofrecen.

Notemos que tanto µkL como µkT son estables en su mercado Mk, por lo tanto la sucesión
de estos matchings con k = 0, 1, ..., r será r-estable.

Lema 2. Sea
(
µkL

)r
k=0

la sucesión de matchings obtenida con el algoritmo de extensión de
mercados donde las materias proponen. Entonces el matching (µ0

L, µ
1
L, ..., µ

r
L) es r-estable.

Demostración. Para que (µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L) sea r-estable es necesario que cada uno de los

elementos de la sucesión sea estable. Además cada uno de los µkL con k = 1, 2, ..., r es el
resultado del AAD cuando las materias proponen, y estos son estables por construcción en
su correspondiente mercado Mk.
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Lema 3. Sea
(
µkT

)r
k=0

la sucesión de matchings obtenida con el algoritmo de extensión de
mercados donde los profesores proponen. Entonces, el matching (µ0

T , µ
1
T , ..., µ

r
T ) es r-estable.

Demostración. Esta proposición se demuestra de manera análoga a la Proposición 1.

3.4. Propiedades

Ya que se ha determinado que los matchings
(
µkL

)r
k=0

y
(
µkT

)r
k=0

son r-estables y que
sabemos que existen otros matchings que también lo son, es conveniente analizar cuál mat-
ching será más preferido por ambos conjuntos, el de profesores y el de materias.

Diremos que un matching µk es al menos tan bueno como µ′k para todas las materias Lk

en un mercado Mk, µ
kP k

Lµ
′k, si µk(l)P k

l µ
′k(l) para al menos un l ∈ Lk y µk(l)Rk

l µ
′k(l) para

todas las materias; y µkRk
Lµ
′k denota que se cumple µkP k

Lµ
′k o que todas las materias en

Lk son indiferentes entre µk y µ′k. Nótese que al estar trabajando con preferencias estrictas
el caso donde las materias son indiferentes entre µk y µ′k, sólo se dará cuando µk = µ′k.
De igual manera se define P k

T y Rk
T para representar las preferencias del conjunto T k en un

mercado Mk sobre los posibles matchings.

Denotaremos porRL = (R0
L, R

1
L, ..., R

r
L) al vector de perfiles de preferencias de las mate-

rias sobre los matchings en la secuencia de mercados, de igual maneraRT = (R0
T , R

1
T , ..., R

r
T )

denota el vector de perfiles de preferencias de las materias sobre los matchings en la se-
cuencia de mercados.

Para una sucesión de mercados (Mk)
r
k=0, decimos que un matching ,(µ0, µ1, ..., µr), r-

estable es r-óptimo para las materias, si para cada materia asignada en Mk, (µ0, µ1, ..., µr)
es al menos tan bueno como cualquier otro matching r-estable en el mismo mercado. Se
define el matching r-estable óptimo para los profesores de igual manera.

Definición 8. Dada una sucesión de mercados (Mk)
r
k=0, un matching, (µ0, µ1, ..., µr), r-

estable es Lr-óptimo (r-óptimo para las materias) si (µ0, µ1, ..., µr)RL(µ′0, µ′1, ..., µ′r) para
cualquier otro matching r-estable (µ′0, µ′1, ..., µ′r). De igual manera, un matching r-estable
(ν0, ν1, ..., νr) es Tr-óptimo (r-óptimo para los profesores) si para cualquier otro matching
r-estable (ν ′0, ν ′1, ..., ν ′r) se cumple (ν0, ν1, ..., νr)RT (ν ′0, ν ′1, ..., ν ′r).

En una secuencia de mercados extendidos (Mk)
r
k=0 donde las preferencias de los indi-

viduos son estrictas, cada uno de ellos tendrá sólo un matching, (µ0, µ1, ..., µr), r-estable
favorito y será aquel donde la materia sea asignada a su profesor alcanzable (definido en el
Caṕıtulo 1) más preferido en cada mercado. Esto es lo que hace precisamente el matching
estable L-óptimo en cada mercado. De manera análoga sucede en el caso del matching
estable T -óptimo. El siguiente teorema muestra que el conjunto de las materias tendrá al
matching (µ0

L, µ
1
L, ..., µ

r
L) como r-óptimo y el conjunto de los profesores tendrá como r-ópti-

mo al matching (µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L).
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Teorema 6. El matching (µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L) obtenido por el algoritmo de extensión de mer-

cados con las materias proponiendo en cada extensión es el matching r-estable Lr-óptimo.
Y el matching r-estable Tr-óptimo es el matching (µ0

T , µ
1
T , ..., µ

r
T ) obtenido por el algoritmo

de extensión de mercados cuando los profesores proponen en cada extensión.

Demostración. Para que el matching (µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L) sea el Lr-óptimo se debe cumplir que

(µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L)RL(µ0, µ1, ..., µr) para cualquier otro matching r-estable (µ0, µ1, ..., µr). En-

tonces necesitamos que se cumpla µkLR
k
Lµ

k en cada mercado Mk, esto es, que µkL sea el
matching r-estable L-óptimo en el mercado Mk. El matching µ0

L es el matching L-óptimo
en el mercado M0, por el Teorema 2. Por el mismo teorema tenemos que µ1

L es L-ópti-
mo en M1, y aśı sucesivamente hasta el matching µrL (L-óptimo en Mr). Por lo tanto,
(µ0

L, µ
1
L, ..., µ

r
L) es Lr-óptimo.

De manera análoga se demuestra para el caso del matching (µ0
T , µ

1
T , ..., µ

r
T ) que resulta ser

el Tr-óptimo.

Los agentes de lado opuesto del mercado tienen intereses opuestos, es decir, el matching
r-estable óptimo para uno de los lados es el peor matching r-estable para el otro lado del
mercado. El matching r-estable Lr-óptimo es el peor matching estable para los profesores;
esto es, asigna a cada profesor con su materia alcanzable menos preferida. De igual forma,
el matching r-estable Tr-óptimo asigna a cada materia con su profesor alcanzable menos
preferido. Este resultado se da para cualesquiera dos matchings r-estables, cualquier mat-
ching r-estable que es mejor para todas las materias es peor para todos los profesores y
viceversa.

Teorema 7. Dadas las sucesiones de mercados extendidos (Mk)
r
k=0. Si (µ0

L, µ
1
L, ..., µ

r
L) y

(µ0
T , µ

1
T , ..., µ

r
T ) son los matchings Lr-óptimo y Tr-óptimo, respectivamente. Entonces cual-

quier otro matching r-estable (µ0, µ1, ..., µr) cumple que:

(µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L)RL(µ0, µ1, ..., µr)RL(µ0

T , µ
1
T , ..., µ

r
T )

Demostración. Haremos la demostración en dos partes:

(µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L)RL(µ0, µ1, ..., µr). Para que esto se cumpla tenemos que demostrar que

en cada mercado Mk, µ
k
LR

k
Lµ

k, para k = 0, 1, ..., r. Lo cual se cumple de manera
inmediata por que µkL es el matching estable L-óptimo en el mercado Mk y siempre
es el más preferido para todos los l ∈ Lk.

(µ0, µ1, ..., µr)RL(µ0
T , µ

1
T , ..., µ

r
T ). Es decir, tenemos que mostrar que en cada mercado

Mk, µ
kRk

Lµ
k
T para k = 0, 1, ..., r. Sabemos que µkT es el matching Tr-óptimo, es decir,

es el más preferido por todos los profesores en el mercado, µkTR
k
Tµ

k. Además, por el
Teorema 3 tenemos que para cada uno de los mercados Mk, k = 0, 1, ..., r, el matching
µkTR

k
Tµ

k si y sólo si µkRk
Lµ

k
T .
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3.5. Casos particulares

En esta sección analizaremos algunos casos particulares que se pueden presentar en el
mercado de materias-profesores.

En [3], Eeckhout analiza en cuáles situaciones el matching estable que se obtiene es
único y da las condiciones suficientes en las preferencias para que esto se cumpla. Lo que
nos hace preguntarnos, en nuestro caso, donde existe una extensión en las preferencias,
¿qué condiciones en las preferencias serán suficientes para que dos matchings r-estables
sean iguales? O, ¿qué condiciones deben de cumplirse para que dos matchings sean iguales
al realizar dos extensiones diferentes?

Diremos que dos preferencias son homólogas para dos profesores t, t′ ∈ T si el orden
en sus preferencias es el mismo, y lo representaremos por Pt ∼ Pt′ . Por ejemplo, cuando
tenemos que la lista de las preferencias del profesor t es P (t) = l1, l2, t, l3, l4 y la lista del
profesor t′ es P (t′) = l1, l2, t

′, l3, l4. Nótese que en los dos casos prefieren en primer lugar a
l1, en segundo lugar a l2 y en tercer prefieren quedarse sin materia, es decir, se prefieren a
ellos mismos.

De manera análoga, dos preferencias en un mercado k-extendido son homólogas P k
t ∼ P k

t′

para dos profesores t, t′ ∈ T k si tienen en el mismo orden en sus preferencias k-extendidas.

Considerando estos conceptos, tendremos que en el mercado materias-profesores, el
matching Tr-óptimo y el matching Lr-óptimo son iguales cuando las preferencias y las
extensiones de las preferencias son siempre iguales para todos los profesores. Es decir,
que si todos los profesores tienen un mismo orden en sus preferencias y cada vez que
las extienden lo hacen de igual manera, entonces no importará quién está haciendo las
propuestas, el resultado será el mismo.

Proposición 1. Si P k
t ∼ P k

t′ , para todo t, t′ ∈ T y k = 0, 1, ..., r, entonces
(
µkT

)r
k=0

=(
µkL

)r
k=0

.

Demostración. La prueba se realizará por contradicción. Suponemos que
(
µkT

)r
k=0
6=

(
µkL

)r
k=0

,
entonces existe al menos un t para el cual son distintas las asignaciones hechas por los dos
matchings (µ0

T , µ
1
T , ..., µ

r
T )(t) = l y (µ0

L, µ
1
L, ..., µ

r
L)(t) = l′. Como el matching obtenido cuan-

do los profesores proponen en cada extensión es el Tr-óptimo, entonces será el T -óptimo en
el mercado en donde fue hecha la asignación para t y lP k

t l
′.

Analicemos lo que sucede con el matching donde las materias proponen (µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L),

aqúı existen dos posibles razones por lo que l no es la asignación para t. Primera, l le
propuso a t, pero éste la rechazo por quedarse con l′, lo que no es posible porque t prefiere
a l. Segunda, l nunca le propuso a t porque ya estaba apartada por algún otro profesor t′
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más preferido a t por l, es decir, t′P k
l t.

Por otro lado, para el matching donde los profesores proponen (µ0
T , µ

1
T , ..., µ

r
T ) tenemos

que t nunca le propuso a l′ porque primero le propuso a l, a quien prefiere más, y esta
materia lo aceptó. Además, sabemos que l prefiere a t sobre todos los demás profesores
porque P k

t ∼ P k
t′ , para todo t, t′ ∈ T y k = 0, 1, ..., r, es decir, todos los profesores le

proponen al mismo tiempo a la materia l y ella elige al más preferido entre todos. Lo que es
una contradicción porque si tP k

l t
′ para todos los t′ ∈ T k \ t, entonces l debeŕıa proponerle

primero a t cuando se esta obteniendo el matching (µ0
L, µ

1
L, ..., µ

r
L) y no lo hace. Por lo

tanto,
(
µkT

)r
k=0

=
(
µkL

)r
k=0

.

Con esta proposición hemos encontrado un caso donde no importa quién realice las pro-
puestas, las materias o los profesores, la asignación hecha por ambos matchings será igual.
Esto no quiere decir que sea el único caso donde

(
µkT

)r
k=0

y
(
µkL

)r
k=0

serán iguales, es decir,
esta condición es suficiente más no necesaria para que esto se cumpla.

Otro caso interesante es aquel en donde dos matchings obtenidos por el algoritmo de
extensión de mercados cuando las materias proponen son iguales sin importar cómo se reali-
cen las extensiones. Esto sólo se dará cuando las preferencias originales y las preferencias
k-extendidas sean homólogas para todos los profesores. Entonces si tenemos preferencias y
extensiones homólogas, el matching que se obtiene de estos con el algoritmo de extensión de
mercados cuando las materias proponen

(
µkL

)r
k=0

será igual al matching que se obtiene con

una extensión homóloga, diferente a la primera, aplicando el mismo algoritmo,
(
µ′k
′

L

)r′
k=0

.

Proposición 2. Si las preferencias de todos los profesores son homólogas, P 0
t ∼ P 0

t′ , y se
realizan dos extensiones diferentes, donde todos los profesores extienden sus preferencias
de manera homóloga, P k

t ∼ P k
t′ , k = 1, 2, ..., r y P ′kt ∼ P ′kt′ para al menos un k ∈ [1, r′] y

para todo t, t′ ∈ T . Entonces
(
µkL

)r
k=0

=
(
µ′kL

)r′
k=0

.

Demostración. Supongamos que
(
µkL

)r
k=0
6=

(
µ′kL

)r′
k=0

, es decir, para al menos un l ∈ L se

cumple
(
µkL

)r
k=0

(l) 6=
(
µ′kL

)r′
k=0

(l). Entonces para
(
µkL

)r
k=0

, l es asignado a algún t en alguna

de las extensiones al mercado (L, T, P ), digamos la extensión q ∈ [0, r] y para
(
µ′kL

)r′
k=0

, l es
asignado a t′ ∈ T en alguna extensión de (L, T, P ′), digamos q′ ∈ [0, r′]. Entonces tenemos
dos posibilidades:

La cardinalidad del conjunto de materias asignadas hasta la extensión q es la misma
que en q′. Lo que nos permite asegurar que los conjuntos de materias asignadas en am-
bas extensiones es el mismo, porque las preferencias de los profesores son homólogas.
Como las asignaciones para l son distintas, suponemos, sin pérdida de generalidad,
que tPlt

′ ya que las preferencias son estrictas. Esto asegura que en (Lq, T q, P q), l nun-
ca le propuso a t′, y en (Lq

′
, T q

′
, P q′), t rechazo la propuesta de l, lo que claramente

es una contradicción pues, al tratarse del mismo conjunto de materias, t lo acepta en
(Lq, T q, P q) al no haber propuesta de un candidato mejor.
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La cardinalidad del conjunto Q ∈ L de materias asignadas hasta la extensión q
de (L, T, P ), es distinta a la cardinalidad del conjunto Q′ ∈ L de materias asignadas
hasta la extensión q′ de (L, T, P ′). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |Q′ |>
|Q |, entonces podemos encontrar un conjunto Q′′ ∈ Q′ que contenga a l y cumpla
|Q′′ |= |Q |, es decir la extensión q′ en donde se agrega l al conjunto de aceptables
en (L, T, P ′) se divide en dos extensiones y deja a l en el conjunto Q′′, esto se puede
realizar porque las preferencias de los profesores son homólogas. Y por esta misma
razón podemos asegurar que Q′′ = Q, que es precisamente el primer caso en donde
se presenta una contradicción.

Esta proposición nos asegura que no importa cómo realicemos las extensiones, en el
caso donde las preferencias y las extensiones sean homólogas, tendremos que el matching
encontrado con el algoritmo de extensión de mercados cuando las materias proponen siem-
pre será el mismo. El resultado es análogo para el caso de los matchings encontrados con
el algoritmo de extensión de mercados cuando los profesores son los que proponen.

3.6. Ejemplos sobre manipulación

Ahora supongamos que los profesores, los cuales ya conocen el proceso para encontrar
las asignaciones, quieren encontrar una manera de salir beneficiados del proceso, es decir,
que trataran de manipularlo de alguna manera para estar más satisfechos con la asignación
dada.

En un inicio podŕıamos pensar que los profesores siempre tratarán de revelar cuál es su
lista completa de preferencias lo más rápido posible, de esta manera evitarán que alguno de
los otros profesores se adelante y obtenga alguna materia que ellos prefieran más que otras.
En [11], Roth da algunos ejemplos que contradicen esta primera intuición. Un ejemplo
donde podemos observar que lo anterior no se cumple es el siguiente.

Ejemplo 6. Sea un mercado M0 con dos materias L0 = {l1, l2}, dos profesores T 0 = {t1, t2}
y las siguientes preferencias:

P 0(l1) = t1, t2, l1 P 0(t1) = l2, t1, l1
P 0(l2) = t2, t1, l2 P 0(t2) = l1, t2, l2

Al realizar el algoritmo de extensión de mercados cuando las materias proponen, obtenemos
las asignaciones: µ0(l1) = t2 y µ0(l2) = t1.
En cambio si los profesores dan su lista de preferencias extendiendo sus aceptables a todas
las materias disponibles, el matching obtenido por el algoritmo de extensión de mercados
cuando las materias proponen cambiará. Es decir, si:

P 0(l1) = t1, t2, l1 P ′0(t1) = l2, l1, t1
P 0(l2) = t2, t1, l2 P ′0(t2) = l1, l2, t2



28 CAPÍTULO 3. EXTENSIÓN AL MODELO BILATERAL

entonces el matching obtenido será: µ′0(l1) = t1 y µ′0(l2) = t2, lo que es una peor opción
para los profesores.
Por lo tanto, ellos preferirán dar sus preferencias reales P 0 y no las extendidas P ′0.

En el ejemplo anterior se observa que, contrario a lo que se creeŕıa, los profesores pueden
no tener incentivos para extender sus preferencias desde un inicio. Es decir, que si los pro-
fesores tuvieran como preferencias P ′0 las materias obtendŕıan una mejor asignación, pero
los profesores podŕıan ponerse de acuerdo, manipular el algoritmo y dar las preferencias P 0

para obtener una materia que les agrade más que la asignada por µ′0.

El caso donde existen más profesores que materias, es otro ejemplo de esto, es muy
probable que los profesores traten de no modificar sus preferencias originales. Ellos querrán
quedarse sin impartir materia durante el semestre para aśı dedicarse a otras actividades
que más les agraden, entonces tratarán de no extender sus preferencias a menos de que sea
estrictamente necesario, de esta manera buscarán no impartir materia que no les guste.

Ejemplo 7. Sea un mercado M0 con dos materias L0 = {l1, l2}, tres profesores T 0 =
{t1, t2, t3} y las siguientes preferencias:

P 0(l1) = t1, t3, t2, l1 P 0(t1) = l1, t1, l2
P 0(l2) = t2, t1, t3, l2 P 0(t2) = l1, t2, l2

P 0(t3) = l2, t3, l1

Al realizar el algoritmo de aceptación diferida cuando las materias proponen en el mercado
M0 obtenemos las asignaciones: µ0(l1) = t1, µ0(l2) = t3 y µ0(t2) = t2.
En cambio si los profesores dan su lista de preferencias extendiendo sus aceptables a to-
das las materias disponibles, el matching obtenido por el algoritmo de aceptación diferida
cuando las materias proponen cambiará. Es decir, si:

P 0(l1) = t1, t3, t2, l1 P ′0(t1) = l1, l2, t1
P 0(l2) = t2, t1, t3, l2 P ′0(t2) = l1, l2, t2

P ′0(t3) = l2, l1, t3

entonces el matching obtenido será: µ′0(l1) = t1, µ′0(l2) = t2 y µ′0(t3) = t3, lo que es una
peor opción para el profesor 2, ya que tendrá que impartir una materia que no le agrada.
Por lo tanto, ellos preferirán dar sus preferencias considerando solamente a las materias
que realmente consideran aceptables P 0 y no P ′0.



Caṕıtulo 4

Conclusiones

En el trabajo presentado se ha expuesto un problema de asignación donde se buscaba
asignar a todos los elementos de un lado del mercado, con este objetivo en mente se ha
realizado una extensión al modelo de matrimonio trabajado por primera vez en [4].

Se han realizado extensiones al mercado original y con estas extensiones se han defini-
do los conceptos de: matching en estos nuevos mercados, matching r-estable y matching
r-óptimo. En el Teorema 5 se demuestra que en una sucesión de mercados extendidos siem-
pre existirá al menos un matching r-estable. El Teorema 6 hace mención de la existencia
de matchings r-óptimos para ambos lados del mercado y muestra que se pueden encontrar
cuando alguno de los dos lados del mercado hace las ofertas durante todos los pasos del
algoritmo de extensión de mercados. Es decir, en nuestro mercado de materias y profeso-
res, siempre existirá un matching r-óptimo para las materias cuando ellas proponen en el
algoritmo y un matching r-óptimo para los profesores cuando ellos son los que proponen.

Uno de los resultados obtenidos más importantes es el Teorema 7, donde se demuestra
que el matching r-óptimo para las materias es el más preferido para éstas y el matching
r-óptimo para los profesores es el menos preferido para las materias. Esto da la pauta para
poder encontrar en estudios futuros la estructura de ret́ıcula de los matchings r-estables
definidos aqúı.

Además mediante el análisis de casos particulares, se encontraron un par de proposi-
ciones interesantes: la primera, Proposición 1, nos da condiciones suficientes para que los
matchings r-óptimos para ambos lados del mercado sean iguales; la segunda, Proposición
2, nos dice que si contamos con preferencias homólogas entonces los matchings obtenidos
con diferentes extensiones homólogas siempre serán iguales. Estas proposiciones dan una
gúıa para encontrar casos donde exista un único matching r-estable.
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Apéndice A

Algoritmo de aceptación diferida

El algoritmo de aceptación diferida se desarrolla por etapas:

Etapa 1. En la primer etapa cada hombre hace su propuesta de matrimonio a su
mujer favorita, es decir, la primer mujer en su lista de mujeres aceptables. Cada
mujer rechaza las propuestas de hombres no aceptables para ellas, y aquellas mujeres
que reciben más de una propuesta rechazan todas excepto su más preferida. En este
caso diremos que las mujeres se han comprometido con dicho hombre.

Etapa k. En cada paso cada hombre que fue rechazado en el paso anterior le propone
a su mujer más preferida entre aquellas que no lo han rechazado aún, hasta que no
queden más mujeres aceptables para él. Cada mujer, que recibe propuestas, rechaza
éstas excepto aquella que considera la más preferida, incluyendo aquel hombre con el
que pudo estar comprometida.
El algoritmo termina cuando ningún hombre es rechazado. Todos los hombres es-
tarán comprometidos o habrán sido rechazados por todas las mujeres en su lista de
aceptables y los matrimonios podrán llevarse a cabo. Y las mujeres que no recibieron
propuestas de sus hombres aceptables y los hombres que fueron rechazados por todas
las mujeres aceptables para ellos permanecerán solteros.

Cabe aclarar que el proceso es similiar cuando las mujeres son las que hacen las pro-
puestas, aunque el matching obtenido en este caso sea distinto al obtenido en el primer caso.

El ejemplo siguiente muestra cómo se aplica el algoritmo de aceptación diferida.

Sean M = {m1,m2,m3} y W = {w1, w2, w3, w4}, con las preferencias siguientes, donde
sólo se enlistan las opciones aceptables:

P (m1) = w1, w2, w3, w4 P (w1) = m1,m2,m3

P (m2) = w1, w4, w2 P (w2) = m1

P (m3) = w2, w1, w3 P (w3) = m1,m2,m3

P (w4) = m3
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En la primera etapa del algoritmo todos los hombres le proponen matrimonio a su mu-
jer más preferida, es decir, m1 y m2 le proponen a w1 y m3 le propone a w2. Las mujeres
eligen sólo entre los aceptables para ellas el más preferido. Por lo tanto en la primera etapa
tenemos que w1 se compromete con m1, los demás hombres son rechazados.

En la siguiente etapa, los hombres rechazados, m2 y m3, le proponen a su segunda op-
ción, es decir, m2 le propone a w4 y m3 le propone a w1. La mujer w1 debe decidir entre
m1 con quien estaba comprometida y m3, como m1 es su favorito rechaza a m3 y sigue
comprometida con m1. Además w4 rechaza a m2 porque no está dentro de sus hombres
aceptables. Por lo tanto, m2 y m3 siguen sin comprometerse.

En la siguiente etapa, m2 y m3 le proponen a su tercera opción aceptable, es decir, m2 le
propone a w2 y m3 le propone a w3. Entonces, m2 es rechazado por w2 por no ser aceptable
para ella y m3 se compromete con w3.

En este caso el hombre m2 no se ha comprometido, pero ya no tiene posibles parejas
aceptables, y todos los demás hombres ya están comprometidos, por lo tanto se realizan
los matrimonios y m2 queda soltero.

Es decir, el algoritmo realiza la asignación siguiente:

µ(m1) = w1, µ(m2) = m2, µ(m3) = w3

.
Además, w2 y w4 también quedan solteras, lo cual se expresa:

µ(w2) = w2, µ(w4) = w4

.
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