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Capitulo 1

Introduccion

A mediados del siglo XX surgié en Estados Unidos el problema de asignacion de residen-
tes a hospitales. Se buscaba poder asignar residentes a los diferentes hospitales del pais, y
la asignacion tenia que considerar las preferencias de ambos lados del mercado; es por esto
que se crea el NIMP (National Intern Matching Program), posteriormente NRMP (Natio-
nal Resident Matching Program), un algoritmo para poder llevar a cabo dicha asignacién.
Gale y Shapley analizan el problema en [4]; en este articulo ellos comienzan considerando
un mercado al que llaman de matrimonio donde tienen que realizar una asignaciéon de pa-
rejas hombre-mujer, donde ambos conjuntos tienen la misma cardinalidad, y buscan que
las parejas estén conformes con dicha asignacién y no quieran separarse para cambiar de
pareja, es decir, que sea estable. Ademas, dan algunos resultados importantes, como el teo-
rema de la existencia del matching estable y el del matching 6ptimo, donde se asegura que
el algoritmo que proponen, ahora conocido como algoritmo de aceptacion diferida, da como
resultado no sélo un matching estable sino que ademas es éptimo, es decir es el matching
mas preferido por un lado del mercado. En este trabajo también se mencionan el problema
de los companeros de habitacién y el de “matrimonio” entre hombre, mujer e hijo; estos
problemas se estudian mds a fondo en [5] y [2] respectivamente.

A partir del primer acercamiento a la teoria del matching se empiezan a realizar mas es-
tudios alrededor de ésta y en 1970, McVitie y Wilson [8], analizan el caso donde el conjunto
de hombres y el de mujeres en el mercado de matrimonio no tienen la misma cardinalidad.
Su analisis da como resultado, lo que ahora conocemos como el teorema del hospital ru-
ral donde se asegura que aquellos agentes, de un mercado de matrimonio con preferencias
estrictas, que hayan quedado sin pareja siempre quedaran solteros sin importar de qué ma-
nera se encuentre la asignaciéon estable.

A principios de los anos 80 surge el problema de las parejas de residentes y el NRMP no
resulta ser tan eficiente al momento de considerar parejas de residentes que desean realizar
sus estudios en el mismo hospital. Este problema lo analiza Roth [9] y [10], encontrando que
no se puede llegar a un matching estable cuando se consideran parejas. En esta década se
comienzan a tratar problemas donde solo tenemos preferencias de un solo lado del mercado
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4 CAPITULO 1. INTRODUCCION

(one-sided matching) y surge el problema de trasplantes de rinén [1].

En este trabajo nos enfocamos en resolver un problema de asignacion bilateral uno a
uno donde queremos asignar materias para que sean dictadas por algin profesor, agregando
el condicionante de que todas las materias estén asignadas a algtin profesor, es decir, que no
quede materia sin ser dictada. Esta condicién, diferente al problema orginal [4], nos exige
desarrollar nuevos conceptos ya que, en la mayoria de los casos, utilizando los conceptos ya
existentes no se puede cumplir con ella.

Lo primero que pedimos es que la cardinalidad del conjunto de las materias sea més
pequena o igual que la del conjunto de los profesores, y que las preferencias de ambos
conjuntos sean estrictas. A partir de ésto se desarrollan varios conceptos: r-extension de
mercados, donde dicha extensién se lleva a cabo utilizando sélo las materias y los profeso-
res que no son asignados al encontrar algin matching estable, pidiendo a dichos profesores
que extiendan su lista de materias aceptables; matching en estos mercados extendidos, que
toma las asignaciones hechas en cada mercado donde las materias tengan algin profesor
que las imparta; r-estable, si cada asignacion es estable en su correspondiente mercado;
y r-optimos, donde cada conjunto, materias y profesores, tendra una asignacién r-estable
que se considera la mas preferida a todas las demas para los elementos de cada conjunto.
También se desarrolla el algoritmo de extension de mercados, basado en el algoritmo de
aceptacion diferida, para poder encontrar un matching en los mercados extendidos.

Con las definiciones de matching, r-estabilidad y r-optimalidad, se encuentran resultados
equivalentes a los obtenidos hasta ahora en los modelos de asignacién bilateral. Primero, el
conjunto de los matchings r-estables es no vacio, se da una prueba utilizando el algoritmo de
extension de mercados y el teorema de Gale y Shapley [4]. Segundo, el algoritmo de exten-
sion de mercados cuando las materias proponen, nos arroja el matching r-6ptimo para las
materias y de manera analoga encontramos el r-6ptimo para los profesores con el algoritmo
de extension de mercados cuando ellos proponen. Y tercero, el matching r-6ptimo para las
materias es el més preferido por todas ellas, es decir, es el mejor para ellas, y el matching r-
optimo para los profesores es el menos preferido por las materias, es decir, el peor para ellas.

Ademas de estos resultados generales, mediante el andlisis de casos particulares, se en-
cuentran algunos resultados interesantes que pueden dar una guia para encontrar casos
donde exista un unico matching r-estable.

El trabajo esta organizado en tres capitulos. En el Capitulo 2 se muestran los conceptos
bésicos de la teoria de asignacién bilateral uno a uno, asi como los resultados méas impor-
tantes de ésta y algunas propiedades que seran utilizadas en el siguiente capitulo. En el
Capitulo 3 se realiza un planteamiento formal del problema dando definiciones basicas y
desarrollando la extensién al modelo original, asi como propiedades resultantes de dicho
desarrollo y algunos casos particulares. En el Capitulo 4 se dan las conclusiones del estudio
y en el Apéndice A se explica el algoritmo de aceptaciéon diferida y se da un ejemplo.



Capitulo 2

Preliminares

Este capitulo contiene los conceptos basicos de la teoria de matching dados en [11],
asi como algunos resultados del modelo utilizado para la asignacion bilateral. En la pri-
mera parte se hace un planteamiento formal del mercado de matrimonio, dando todos los
elementos necesarios para poder establecer alguna asignacion. En la segunda parte se habla
de los matchings estables, jqué es un matching estable?, jcudndo podemos decir que un
matching es estable?

La tercera secciéon contiene algunas propiedades del los matchings estables, se estable-
cerd cuando existen los matchings estables y cuando estos matchings son 6ptimos. Ademas,
se expone el algoritmo de aceptacion diferida propuesto por Gale y Shapley en [4], utilizado
para encontrar matchings estables.

2.1. El modelo

El modelo formal de matrimonio, expuesto por primera vez en [4] considera los elemen-
tos desarrollados en esta seccion.

Sean dos conjuntos disjuntos, M = {mq, ms,...,m,} el conjunto de hombres, y W =
{wy,ws, ..., w,} el conjunto de mujeres. Cada hombre tendra preferencias sobre el conjunto
de mujeres y viceversa. En estas preferencias podemos tener, por ejemplo, que un hombre
m podria preferir quedarse soltero a casarse con la mujer w, la cual no es de su interés.

Las preferencias son tales que si algin individuo i se encuentra ante alguna eleccién
entre dos opciones a y b, se dira que ¢ prefiere a a sobre b si siempre que tenga estas dos
opciones entre sus alternativas elige a a. Decimos que un individuo es indiferente entre dos
opciones a y b si puede escoger cualquiera de las dos. Para el individuo 7, a es al menos tan
bueno como b si prefiere a a sobre b o le es indiferente cualquiera de los dos.
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Las preferencias de cada hombre m seran representadas por una lista ordenada de
elementos del conjunto W U {m}, denotada por P(m). Esto es, un hombre m podria tener
las siguientes preferencias:

P(m) = wy,we, m, ws, ..., w,

indicando que su primera opcién es casarse con la mujer w;, su segunda opcién sera la
mujer wy y la tercera sera quedarse soltero. Es decir, el hombre m prefiere estrictamente a
la mujer w; sobre la mujer wy, prefiere a la mujer wy sobre él mismo, y prefiere quedarse
soltero a estar con la mujer ws, y asi sucesivamente hasta w,. De igual manera, cada mujer
w tiene una lista ordenada de preferencias, P(w), en el conjunto M U {w}.

Se denotard por P al perfil de preferencias P = {P(my), P(ms), ..., P(my,), P(w;),
P(wy), ..., P(w,)}. Un mercado de matrimonio con sus respectivas preferencias serd de-
notado por la terna (M, W, P).

Escribiremos wP,,w’ para indicar que el hombre m prefiere a la mujer w sobre la mujer
w', y wRyw' indicard que la mujer w es al menos tan buena como la mujer w’ para el
hombre m . Ademas, la mujer w es aceptable para el hombre m si casarse con ella es al
menos tan bueno como quedarse soltero, es decir, wR,,m, de igual manera, m es aceptable
para w si mR,w. Si un individuo no es indiferente entre dos opciones se dice que tiene
preferencias estrictas.

Otro supuesto sobre las preferencias es que son racionales, es decir, son transitivas y
completas. Se dice que las preferencias son completas si cualesquiera dos alternativas pue-
den ser comparadas y ordenadas, entonces para todo a,b € W se cumplirda que aR,,b o
bR,,a para todo m € M, de igual manera para todo elemento del conjunto de hombres. Y
son transitivas cuando, si a es al menos tan bueno como b y b es al menos tan bueno como
¢, entonces a es al menos tan bueno como c, es decir, para todo a,b,c € W si aR,,by DR,,c
entonces aR,,b para todo m € M, de manera analoga para el conjunto de hombres.

Si se tienen delimitadas las preferencias admisibles de los individuos, podemos proceder
a encontrar una asignacion de parejas resultado de la interaccion entre los individuos a la
cual llamaremos matching.

Definicién 1. Un matching uno a uno es una funcion p: M UW — M UW, tal que:
1. Si u(m) ¢ W entonces p(m) = m, para todo m € M
2. Si u(w) ¢ M entonces p(w) = w, para todo w € W
3. pu(m) =w si y sélo si p(w) =m, para todo m € M, y para todo w € W.

Un matching puede ser representado como un conjunto de pares. Esto es, por ejemplo,
el matching p = {{mq,ws}, {meo, w3}, {ms, ms}, {mq, w1 }}, donde wy esté casado con my,
w3 con Mg, wy con my y ms permanece soltero. Esto también lo podemos escribir como
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w(my) = wq, u(mg) = ms, y asi sucesivamente.

Las preferencias que los individuos tengan sobre los diferentes matchings depende sola-
mente de las preferencias que tengan sobre sus propias parejas en los distintos matchings.
Un hombre m prefiere un matching pu sobre un matching v si y sélo si lo que le asigna p es
preferido a lo que le asigna v, es decir uP,,v si'y sélo si u(m)P,v(m).

2.2. Estabilidad

Ya que se tiene definido lo que es un matching, se puede comenzar a pensar en cuales de
los matchings pueden ser apropiados y cudles no. Supongamos que tenemos un matching p
donde un hombre m esta casado con una mujer w, pero para al menos uno de ellos dicha
asignacion no es aceptable, es decir, prefiere estar soltero a la asignacién hecha por el mat-
ching p. Entonces, diremos que el matching p es bloqueado por el individuo que prefiere
estar soltero y este matching no serd posible, ya que dicho individuo se quedara soltero y
no con la pareja asignada por p.

Formalmente, un matching p en un mercado (M, W, P) es bloqueado por un agente
i € MUW si iPju(i). Ademés, p es individualmente racional si no es bloqueado por
ningiin agente. Denotaremos al conjunto de matchings individualmente racionales como

IR(M, W, P).

Otro caso importante es aquel donde en un matching p existen un hombre m y una
mujer w que no estan casados, pero se prefieren mutuamente a la pareja asignada por .
Entonces, se dice que la pareja {m, w} bloquea el matching p. Esto ocurre porque este par
hombre-mujer pueden decidir separarse de la pareja que les ha asignado p y casarse entre
ellos, pero lo que se busca es una asignacién donde esto no sea necesario.

Formalmente, un matching p en un mercado (M, W, P) es bloqueado por un par hombre-
mujer {m,w}, m e My w € W, siw# pu(m), wPypu(m) y mP,u(w).

Entonces, tenemos dos consideraciones importantes para analizar los matchings: no
deseamos que los matchings que formemos sean ninguno de los casos antes mencionados;
por lo tanto, los matchings deseados seran aquellos que cumplan con la siguiente definicion.

Definicién 2. En un mercado (M, W, P) un matching u es estable bajo P si:
» Fs indiwidualmente racional
= No es bloqueado por ningin par m,w.

Denotaremos por S(M, W, P) el conjunto de matchings estables del mercado (M, W, P).
Para que el concepto de estabilidad quede mas claro, analicemos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 1. Sean M = {my,mqo,m3} y W = {wy,wy, w3}, con las preferencias:

P(ml) = Wy, W2, W3, 1M P<w1) = my, Mg, M3, W1
P(m2> = W1, Wz, W3, M2 P('LUQ) = Mg, M3, M1, W3
P(m3) = wy, w1, w3, m3  P(ws) = my, my, ms, ws

Todos los posibles matchings son individualmente racionales porque tanto hombres como
mugeres tienen a todas sus posibles parejas como aceptables. El matching v dado por:

p(ma) = wy, p(ma) = ws, p(ms) = wy

es inestable, ya que my,ws es un par bloqueador. Sin embargo, se puede ver que el matching
' dado por:
' (ma) = wy, ' (my) = wy, ' (M3) = ws

es estable porque no existe par o individuo bloqueador.

2.3. Propiedades

Ahora que se ha definido estabilidad en los matchings, cabe hacernos una pregunta
fundamental, ;siempre existen los matchings estables? Esto dependera del tipo de agentes
con los que se esté trabajando y de que la asignacion hecha sea uno a uno. Es decir, hemos
tratado con agentes que son de dos tipos diferentes, hombres y mujeres, y las preferencias
de dichos agentes son siempre sobre el conjunto opuesto, los hombres tienen preferencias
sobre el conjunto de mujeres y las mujeres sobre el conjunto de los hombres. En el pro-
blema del companero de habitacién [11, Ejemplo 2.5], se puede observar el caso donde se
tiene un tnico conjunto de agentes con preferencias sobre él mismo, y en el problema de
“matrimonio” entre hombre, mujer e hijo [11, Ejemplo 2.6], existen tres tipos diferentes
de agentes; en estos casos no se puede asegurar que exista matching estable. Tampoco se
puede asegurar esto en el caso donde el matching no sea uno a uno, [11, Ejemplo 2.7].

Una manera de demostrar que siempre existe al menos un matching estable en el merca-
do de matrimonio, es utilizar algiin algoritmo que cuando sea aplicado nos dé como resultado
un matching estable. En [4], se describe un algoritmo, que produce un matching estable a
partir de cualquier lista de preferencias, llamado “algoritmo de aceptacion diferida”; dicho
algoritmo se desarrolla en el Apéndice A.

Teorema 1 (Gale y Shapley,1962). En un mercado de matrimonio siempre existe un mat-
ching estable.

El matching obtenido del algoritmo de aceptacién diferida cuando los hombres proponen
es denotado por s, y puw sera aquel que resulte del mismo algoritmo pero ahora las mujeres
seran las que propongan, y ambos son estables. Estos dos matchings estables normalmente
no son iguales; para ilustrar esto daremos el siguiente ejemplo propuesto en [11].
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Ejemplo 2. Sean M = {my,mqo,m3} y W = {wy,wy, w3}, con las preferencias:

P(ml) = Wy, W2, W3, 1M P<w1) = my,Ma, M3, W1
P(mQ) = W1, W2, W3, M2 P('UJQ) = My, M3, Ma, W2
P(ma) = Wy, W3, Wa, M3 P(wg) =My, M2, M3, W3

Cualquier matching que no tenga asignado my con wy es inestable porque son su primera
opcion respectivamente y serdn un par bloqueante. Por lo tanto, existirdn solo dos matchings
estables:

MM(ml) = wy, MM(mQ) = Wy, /lM(m:%) = w3

,wa(m1) = wuuw(mz) = wsaﬂw(ms) = W

los cuales son diferentes en la asignacion para mo y ms. Ademds de ser diferentes, son
totalmente opuestas para los dos conjuntos, en el sentido que para todos los hombres pips
es al menos tan bueno como pw y para todas las mujeres py es al menos tan bueno como

M-

El Teorema 1 nos asegura que existird matching estable en cualquier mercado de ma-
trimonio, pero no nos asegura que sea el unico. Por lo tanto, como pueden existir varios
matchings estables, es natural pensar en preferencias sobre los matchings estables, y mas
aun, se analizara cudles matchings son preferidos sobre otros por cada conjunto, M y W.

Diremos que un matching p es al menos tan bueno como ' para todos los hombres,
wPyrp s st p(m) P/ (m) para al menos un hombre y pu(m) R, 1/ (m) para todos los hombres;
y Ry’ denotard que se cumple p Py’ o que todos los hombres son indiferentes entre y y
1. Estas preferencias, a diferencia de las individuales, no seran completas, ya que se puede
dar el caso en el que u sea preferido estrictamente por algunos hombres y 1/ sea preferido
por otros, entonces se dird que p y i/ no son comparables. Pero estas preferencias, al igual
que las individuales, si cumplen con transitividad, si g es al menos tan bueno como u' y
1/ es al menos tan bueno como p”, entonces u es al menos tan bueno como p”. De igual
manera se define Py para representar las preferencias del conjunto W sobre los posibles
matchings.

A pesar de que exista desacuerdo entre los hombres respecto a cual es el mejor matching,
todavia podrian estar de acuerdo en cudl es el mejor matching estable. Para un mercado
de matrimonio dado, decimos que un matching estable u es éptimo para los hombres si a
cada hombre le gusta al menos tanto como cualquier otro matching estable. Se define el
matching estable éptimo para las mujeres de igual manera. Formalmente,

Definicién 3. Dado un mercado (M, W, P), un matching estable jn es M -6éptimo si para
cualquier otro matching estable p', uRyrp'. De igual manera, un matching estable v es
W -6ptimo si para cualquier otro matching estable V', vRy V.
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Como ya mencionamos anteriormente, los individuos tienen preferencias sobre los mat-
chings, las cuales dependen de sus preferencias individuales. Llamaremos opciones alcan-
zables para el hombre m a aquellas mujeres que son asignadas a dicho hombre en algin
matching estable. En un mercado donde las preferencias de los individuos son estrictas,
cada uno de ellos tendra sélo un matching favorito y serd aquel donde el hombre sea asig-
nado a su mujer alcanzable mas preferida. Esto es lo que hace precisamente el matching
estable M-6ptimo. De manera andloga sucede en el caso del matching estable W-6ptimo.
El siguiente teorema muestra que el matching estable éptimo existe.

Teorema 2 (Gale y Shapley,1962). Cuando todos los hombres y todas las mujeres tienen
preferencias estrictas, siempre existe un matching estable M -optimo y un matching estable
W -optimo. Ademds, el matching s obtenido por el algoritmo de aceptacion diferida con los
hombres proponiendo es el matching estable M-optimo. Y el matching estable W -optimo
es el matching pw obtenido por el algoritmo de aceptacion diferida cuando las mujeres
proponen.

Entonces, cuando las preferencias son estrictas, los agentes de un lado del mercado tienen
intereses comunes respecto al conjunto de matchings estables. Resulta que los agentes de
lados opuestos del mercado tienen intereses opuestos en este sentido, es decir, el matching
estable optimo para uno de los lados es el peor matching estable para el otro lado del
mercado. Este resultado se da, no sélo en los casos de los matchings éptimos, sino también
al comparar cualesquiera dos matchings estables. Cualquier matching estable que es mejor
para todos los hombres es peor para todas las mujeres, y viceversa. Formalmente,

Teorema 3 (Knuth,1976). Cuando todos los agentes tienen preferencias estrictas, las pre-
ferencias de los dos lados del mercado son opuestas sobre el conjunto de matchings estables.
Si oy i’ son matchings estables, entonces para todos los hombres p es al menos tan bueno
como ' si y solo si para todas las mujeres ' es al menos tan bueno como u. Esto es,
wRyrpt sty solo si i/ Ry .

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente corolario. En éste se estipula
que el matching estable M-6ptimo es el peor matching estable para la mujer, es decir, asigna
a cada mujer con su pareja alcanzable menos preferida; y de igual forma, el matching estable
W-6ptimo asigna a cada hombre su pareja alcanzable menos preferida

Corolario 1. Cuando todos los agentes tienen preferencias estrictas, si puy es el mat-
ching estable M-éptimo y pw el matching estable W -optimo, entonces para todo ju estable,

pBRw sy p R piw -

Supongamos que le pedimos a todos los hombres que senalen a su mujer alcanzable més
preferida. Entonces, el resultado expuesto en el Teorema 2 nos dice dos puntos importantes:
primero, ningiin hombre senalara a la misma mujer que otro, entonces éste serd un mat-
ching donde todos los hombres se casaran con la mujer que hayan senalado. Segundo, este
matching sera estable. Ademas, éste serd el matching M-6ptimo, y el matching W-6ptimo
se obtiene pidiéndole a las mujeres que senalen a su hombre alcanzable mas preferido. Y el
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Teorema 3 nos dice que también podemos obtener el matching W-6ptimo pidiéndole a los
hombres que senalen a su mujer alcanzable menos preferida.

Otro resultado importante en la teoria de matching es el teorema conocido como Teore-
ma del hospital rural, conocido asi por su aplicacién al problema de asignacion y residentes
a hospitales publicado por Roth en [10]. Este teorema aparecié por primera vez en el afo
1970 en [8], y habla de los agentes que quedan solteros en un mercado con preferencias
estrictas; nos dice que el conjunto de agentes que quedan solteros al encontrar un matching
estable es el mismo que para cualquier otro matching estable.

Teorema 4 (McVitie y Wilson,1970). En un mercado (M, W, P) con preferencias estrictas,
el conjunto de personas que son solteras es el mismo para todos los matchings estables.

Entonces, este teorema asegura que las personas que queden solteras en algin matching
estable p también quedardn solteras en cualquier otro matching estable p'. Esto no nos
indica de qué manera quedan asignados los agentes que si han encontrado pareja, sélo que
el conjunto de éstos es el mismo. Es decir, si en un mercado con cinco hombres y cuatro
mujeres, por ejemplo, en el matching p el hombre m, ha sido asignado a wy, el hombre mq
a ws, el hombre m3 a w3 y los agentes my4, ms y wy han quedado solteros, entonces en algin
otro matching 1, los agentes my, ms y w4 también quedaran solteros y los hombres mq, ms
y mg seran asignados a alguna mujer, pero no necesariamente la misma, por ejemplo, m;
con wp, Mgy CON W3 ¥ M3 CON Wsy.
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Capitulo 3

Extension al modelo bilateral

En este capitulo se realizard un planteamiento formal del problema que se quiere resol-
ver, para después dar paso a un desglose de los conceptos bésicos que seran utilizados para
establecer nuevos conceptos que seran necesarios para dar una solucion a dicho problema.

En la primera seccién se aborda un problema relacionado con la asignacién de un conjun-
to de materias a un conjunto de profesores, planteandolo como un problema de asignacion
bilateral. En la segunda seccion se analiza el caso de manera similar al problema de matri-
monio [4], es decir, se buscard un matching estable para este mercado, pero observaremos
que se puede obtener que algunas materias no sean asignadas a algin profesor. Es por este
motivo, que en la tercera seccién se busca un proceso que permita obtener un matching
que realice una asignacién donde todas las materias obtengan un profesor que las imparta,
y que ademas se considere estable en algin sentido.

En la seccion cuarta se abordaran algunas propiedades que cumpliran las asignaciones
realizadas en la seccion anterior. Para finalizar con algunos casos particulares que fueron
analizados durante el estudio de dichas asignaciones, donde se buscan condiciones suficientes
para que algunas asignaciones sean iguales.

3.1. Planteamiento formal del problema

En numerosos departamentos de universidades se ha observado el problema que re-
presenta el asignar las materias que seran dictadas cada semestre a los profesores que
conforman la planta docente de dicha institucion. Este problema puede ser planteado de
la manera en que se plantea un mercado de matrimonio, y se puede intentar resolver de
la misma manera que dicho mercado de matrimonio. Esto se puede hacer gracias a que se
tienen dos lados del mercado, profesores y materias, y ambos tienen preferencias sobre el
conjunto opuesto. Los profesores, claramente, tienen preferencias sobre las materias: ellos
son capaces de identificar qué materia les gustaria mas que otra y ordenarlas de acuerdo a
esto. En el caso de las materias, ellas no son capaces de indicar cudles son sus preferencias,

13
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pero si existe en cada institucién alguien que tiene el trabajo de realizar la asignacion y
dicha persona debe ser capaz de asignar una prioridad para cada materia. Esta prioridad
serd dada por un orden sobre los profesores, es decir, indicara cudl profesor tiene priori-
dad sobre los otros para impartir alguna materia basandose en el curriculum, experiencia,
antigiiedad, disponibilidad, etc. y estas listas seran lo que a partir de ahora llamaremos
preferencias de las materias sobre el conjunto de profesores. Ademas, buscamos hacer una
asignacion uno a uno, es decir, un profesor dictando una sola materia.

Algo que hay que tener muy claro desde el principio es que las instituciones siempre
buscan que todas las materias sean impartidas, no tendria mucho sentido decir que busca-
ran lo contrario. Otro detalle importante en nuestro modelo es que a las instituciones les es
indiferente que algunos profesores queden sin una materia asignada, a éstos les bastara con
asignar todas las materias sin ser un problema que haya maestros que no realicen esta tarea
durante el semestre.

Los elementos para el modelo formal que utilizaremos son una adaptacién de los concep-
tos dados en [11]. Tendremos dos conjuntos finitos y disjuntos L = {l;,ls, ..., [,,} el conjunto
de materias y T = {t1,ts,...,1;n} €l conjunto de profesores. Consideraremos que la cardi-
nalidad del conjunto de materias es menor que la cardinalidad del conjunto de profesores,
n < m, esto con el objeto de que todas las materias puedan tener algin maestro que las
imparta.

Los dos conjuntos tienen preferencias sobre el conjunto opuesto, es decir, los profeso-
res tendran preferencias sobre el conjunto de las materias y viceversa. Dichas preferencias
seran racionales, y ademds supondremos que son estrictas. Las preferencias de cada pro-
fesor serdn representadas por una lista ordenada de preferencias, P(t), sobre el conjunto
LU{t}, de manera similar, cada materia tendrd preferencias, P(l), sobre el conjunto T'U{l}.

Las preferencias son tales que cada profesor puede preferir quedarse sin impartir una
materia a impartir alguna que no sea de su agrado, es decir el equivalente a quedarse soltero
en el modelo de matrimonio. Supondremos que todos los profesores seran aceptables para
dar cualquier materia, es decir, que cada materia tendra preferencias sobre todo el conjunto
de maestros.

Entonces, podemos decir, por ejemplo, que algtin profesor tiene la siguiente lista de
preferencias:
P(t) =1, s, t,13..., 1,

en donde el profesor ¢ prefiere impartir la materia [, después la materia Iy, y su tercera
opcién es quedarse sin impartir materia a cualquiera de las restantes.

Llamaremos materias aceptables para el profesor ¢ a la lista de preferencias de t donde
sOlo se considera a las materias que son preferidas al mismo profesor, esto es, aquellas que
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se prefieren a no dar clases.

Para las materias todos los profesores se considerardn aceptables, por lo tanto la lista
de preferencias de [ tendra como ultima opcién al mismo [. Entonces, para alguna materia
[, la lista de preferencias podria ser, por ejemplo:

P(Z) — t]_,tQ, ...,tm,l

lo que nos indica que prefiere en primer lugar al profesor t;, en caso de que dicho profesor
ya esté ocupado en otra materia su segunda opcién es to, asi sucesivamente hasta llegar al
profesor t,, y su ultima opcién sera quedarse sin ser impartida.

Al igual que en el mercado de matrimonio, tendremos un perfil de preferencias dado
por P = {P(ly),..., P(l,), P(t1), ..., P(t;)}. Un mercado M de materias y profesores con
sus respectivas preferencias serd denotado por la terna (L, T, P).

Escribiremos tPt’ para indicar que la materia [ prefiere al profesor t sobre el profesor
t', y tR;t" indicard que el profesor ¢ es al menos tan bueno como ¢’ para la materia [. De
igual manera, si [Pl’, el profesor t prefiere impartir la materia [ a la materia [’, y si IRyl
entonces [ es al menos tan buena como I’ para t.

Con las preferencias definidas como lo hemos hecho, se puede pensar en realizar una
asignacion entre materias y profesores; la manera mas natural de realizarla es haciendo uso
de la definicon de matching dada en el capitulo anterior.

De igual manera se buscara una asignaciéon que cumpla con ciertas caracteristicas que
sean deseables para obtener asignaciones que no sean sencillas de romper. Es decir, se bus-
cara que la asignacién no sea bloqueada ni por un individuo ni por un par de individuos.
Cabe aclarar que en nuestro problema de materias-profesores, una materia nunca sera un
individuo bloqueador, ya que para ellas todos los profesores son aceptables.

El conjunto de matchings estables en un mercado (L, T, P), al igual que en el mercado
de matrimonio, serd no vacio y se denotara por S(L, T, P).

Teniendo en cuenta la teoria del capitulo anterior, daremos un ejemplo de como puede
ser utilizada en nuestro mercado de materias y profesores.

Ejemplo 3. Sea T = {t1,ts,t3,t4, 15,16, t7} el conjunto de profesores y L = {l1, 12, 13,14, 15,16}
el conjunto de materias a impartir. Con la siguiente lista de preferencias:
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t) = Ui, 1o, 13,15, l6, 01, ls - P(lh) = t1,t2,t3,ta, T, 5, t7,
1l to, I3, 1y U6, s P
t3) = lo, 11,14, 13,16, 15,13 P
P
P

P(t;) =1
P(ty) =1
P(t3) =1
P(t4> — lg, l17t4,l4,l5,l3,l6
P(ts) =1
P(tg) =1
P(t;) =1

)=t

) =ts, ta, 7, by, e, to, ts, Lo
3) = ty, ta, 13, 5,16, t7, 11, I3
4) = t35t77t17t27t5>t67t47 l4
) = t1,tr, t3, ta, te, ta, 15, ls
6) = ti,ta, ts, te, ts, ta, b7, lg

ts) = la, U1, ts5,15, 16, la, I3
tﬁ - 27l17t67l67l37l57l4 P
t7 = 2al3al17t77l47l57l6

Utilizando el algoritmo de aceptacion diferida cuando las materias proponen, obtenemos
un matching estable dado por p(ly) = b, plla) = by, plls) = o, pls) = Lo, ulls) = I,
1u(ls) = lg, p(t2) = to, p(ta) = ta, ults) = ts y p(ts) = te.

El problema con las asignaciones estables que nos arrojan estas preferencias es que no
todas las materias han sido asignadas.

3.2. Definiciones Basicas

En vista de que, como en el ejemplo, existen mercados en los cuales los matchings esta-
bles que se pueden encontrar no asignan todas las materias a los profesores, se buscara una
manera de poder resolver este problema cuando se presente. Con este objeto se definira el
concepto de mercados k-extendidos, denotados por My, para poder encontrar asignaciones
donde no queden materias sin profesor que las imparta y ademas sean de alguna manera
estables.

Consideramos L; = {l € L|{P;t}, el conjunto de todas las materias aceptables para el
profesor t bajo las preferencias P. Y el conjunto de materias que han sido asignadas por
algin matching p bajo las preferencias P como L, = {l € L|u(l) € T'}. De igual manera,
definimos, T}, = {t € T'|u(t) € L}, el conjunto de los profesores asignados por algin mat-
ching p bajo las preferencias P.

Denotamos al mercado My = M por la terna (L, T, P) = (L°,T°, P°), donde P son las
preferencias sobre los conjuntos L° y T°, v por M al conjunto de matchings en el mercado
M.

Supongamos que tenemos un caso como el del Ejemplo 3, en donde las tinicas materias
asignadas fueron [y, [5, l3. Nuestro problema principal es que tenemos materias sin asignar
después de haber encontrado algin matching, ly, s, lg, entonces lo que haremos sera tomar
estas materias y tratar de asignarlas a algtin profesor. Para referirnos a ellas utilizaremos la
siguiente notacién. Las materias que no han sido asignadas por algtin matching u° € M°
serdn denotadas por L' = L0\ L0 y los profesores que no han sido asignados por el mismo
matching se denotardn por T = T\ T .
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El mercado My y el matching j° definirdn un nuevo mercado M; que sélo dependerd de
ellos y de cémo sean dadas las preferencias sobre los conjuntos L' y T'. Adema4s, los con-
juntos L' v T sélo dependen de las materias y profesores que hayan sido asignados por
algtin matching u° € MO,

Las preferencias en este nuevo mercado M; tienen que cumplir ciertas reglas para que
las preferencias originales P° no se vean afectadas. En primer lugar, las preferencias se
daran sélo sobre las materias y profesores que no han sido asignados por el matching u°.
Para el caso de las materias, deben cumplir que las preferencias sobre los profesores no
asignados se mantendran en el mismo orden sin importar que algunos de ellos hayan sido
eliminados de la lista. Para los profesores, tiene que cumplir ésto y ademads, al menos uno
de los profesores tiene que agregar al menos una materia a su lista de materias aceptables.
Lo anterior con el objeto de que tengamos alguna materia por asignar; si los profesores no
cumplieran con esta condicién, entonces ninguno de ellos estaria aceptando impartir alguna
de las materias que quedan por repartir y nuestro proceso nunca alcanzaria su objetivo.

Definicién 4. Considerando el mercado My = (L°,T°, P°) y un matching p° € Mg. Si
L' # ( se define una extension (o 1-extension) de My y pu° como My = (L', T, PY),
donde P! es un orden de preferencias que estd definido:

= Para cadal € L', B = P |-
» Para cadat € T', P} un orden definido sobre L' U{t} donde Iy P!y siy sdlo sily PPly.
» Euziste algin | € L' tal que [P para algin t € T.

Con el objeto de ilustrar este concepto continuaremos trabajando con el ejemplo ante-
rior.

Ejemplo 4 (Continuacién Ejemplo 3). En el Ejemplo 3 teniamos un mercado (L, T, P),
tomaremos este mercado y se hard una extension.

Sea T° =T y L° = L, con la misma lista de preferencias del Ejemplo 3 y P° = P.

Al aplicar el algoritmo de aceptacion diferida cuando las materias proponen a este mer-
cado (L°, T° P%) encontramos la siguiente asignacion: u°(ly) = t1, p(ly) = ts, p°(l3) =
tr, w0 (la) = la, p°(ls) = ls, n°(ls) = ls, p°(t2) = ta, p°(ts) = ta, p°(ts) = t5, 4 (ts) = te.
Entonces L' = L\ Lo = {ly, 15,06} # 0, T' =T\ Tyo = {t2,t4,t5,t6} y la extension del
mercado My serd el mercado My = (L', T*, PY), donde P' podria ser:

Pl(ty) = ly, ta, 16,15 PL(ly) = ta, t5,t6, 14, 14
Pl(ty) =ty 1y, 15,1 PL(l5) = ta, te, ta, ts, 5
Pl(ts) =I5, 16, ls,ts  P(lg) = ta, tg, ts, ta, ls
Pl(tg) = to, ls, I3, 14
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En esta extension vemos que se cumplen los tres puntos importantes para las preferencias
P': primero, mantienen el orden de las preferencias PP limitandose al conjunto T so-
lamente; sequndo, también se mantiene el orden de las preferencias PP para el conjunto
L' U {t}; y tercero, al menos un profesor extiende su lista de aceptables en al menos una
materia, en este caso los profesores ty y ts son los que agregan materias a sus aceptables.
Con esto nuestro nuevo mercado M, estd correctamente extendido a partir de My y u°.

Ahora, supongamos que ya realizada una extension del mercado My, queremos obtener
una asignacién en el mercado M; y la encontramos por algiin método, es decir, encontramos
un matching put € M, pero este matching no nos asigna a todas las materias, donde por
M = M(u°) denotamos todos los matchings definidos en el mercado M;. Entonces, atin
con la extension realizada y las nuevas asignaciones, seguimos teniendo algunas materias
sin asignar. La extension ha resuelto parte del problema, pero no todo.

Como el problema puede no ser resuelto por completo al realizar la 1-extension, volve-
remos a extender el mercado y lo haremos cuantas veces sean necesarias.

Llamaremos M, = (L*,T*, P*) al mercado k-extendido donde L* = LF~1\ L -1 es el
conjunto de materias que no han sido asignadas por el matching p*=1, TF = T+1 \ T}t
representa el conjunto de profesores que no fueron asignados por dicho matching, y P* son
las preferencias sobre los conjuntos L¥ y T*, v M¥ los matchings definidos en el mercado M.

Definicién 5. Dado el mercado My, la secuencia (Mk)z;ll y los matchings * € MF¥, para
k=0,...,r—1, donde cada My, es una extension de My_y. Si L"™*\ L,r—1 # 0 defino una
extension de M,_, y "~ por:
M, = (L",T", P").
Diremos que M, es una r-extension de My, u°, ut, ..., u"*.
En el caso de que haya en alguna etapa alguna materia sin asignar, pediremos que por
lo menos un profesor tenga al menos una materia aceptable en la préxima extension.

Debido a que cada materia tiene a cada profesor ¢ como aceptable en la preferencia P?,
las extensiones son no triviales, es decir, se puede construir un matching p* para algin
profesor ¢ tal que p*(t) # t. Por lo tanto, en cada etapa, el conjunto de materias y pro-
fesores sera reducido estrictamente y la extensién parara en algin r > 0. Diremos que el
proceso de extensién termina si ya no existen materias sin asignar, es decir, L" \ L, = ()
y denotaremos (My);_, la secuencia de mercados construidos por este proceso donde las
extensiones paran en la etapa r.

Al realizar las extensiones de los mercados se permite que algin o algunos profesores
no participen en una o varias rondas de extension. Esto no impide que en algiin momento
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las extensiones terminen, alcanzandose el objetivo principal.

Después de haber delimitado como seran extendidos los mercados, podemos ponerlos a
interactuar entre ellos para realizar alguna asignacion.

Definicién 6. Dada una secuencia (My),_, y p* € MF, con k = 0,...,r, definimos
(uo, pt,.p™) : LUT — LUT si:

» Para todol € L, (1% ..., u")(1) = p*(1) si p®(l) # 1.
» Para todot € T\T", (u°,...,p")(t) = pP(t) si u*(t) #t.
» Para todot € T", (u°, ..., ") (t) = p" (1)

Esta funcién (p°, !, ..., u") asigna a cada materia un profesor que la imparta en el mer-
cado My, en el que por primera vez se le asigne algo diferente de ella misma. Por ejemplo, si
la materia [ ha sido asignada a ella misma en los mercados M, My, ..., M5 y en el mercado
M se le asigna algin profesor ¢, entonces tendremos que (u°, pt, ..., u")(1) = pu®(l) = t. Para
los profesores funcionara de la misma manera, con excepcién de aquellos, que al momento
de que todas las materias se asignen en el mercado M,, queden sin materia por impartir.

Esta asignacién nos podria dar como resultado en un mercado de 4 profesores y 3
materias? por ejemplo (/L(]?Ml?"'aMT)UQ) = HO(ZZ) = tla(:uonulw"alur)(l3> = NO(ZI’)) = ta,
(O pty o w)(1y) = pt(ly) = tg, (WO pts o w")(t2) = pt(ty) = to, donde del mercado ori-
ginal M, obtenemos que el profesor t; impartira la materia Iy y el profesor ¢35 la materia
I3, del mercado M el profesor t4 impartirda la materia [; y el profesor t5 se quedara sin
impartir materia.

Analizando la asignacién, notamos que nos arroja como soluciéon pares de materias
y profesores, y dichos pares cumplen con las condiciones necesarias para que cumpla la
definicién de matching dada en el capitulo anterior.

Lema 1. Dada una secuencia (My),_, y p* € M*, k = 0,...,r. Entonces, (u°, u*, ..., ")
es matching en M.

Demostracién. Para que la funcién (u°, ut,...,u") : LUT — L UT pueda ser considerada
matching debe cumplir con tres condiciones:

1. Si(u® pt, ..., u")(1) ¢ L entonces (u°, put, ..., u")(I) = t para todo | € L. Esta condicién
se cumple de manera inmediata por la definicion, de hecho en la definicién se menciona
que la asignacion hecha debe estar en el conjunto de los profesores.

2. Si(p pt, ..., um)(t) & T entonces (u°, ut, ..., u")(t) = I paratodo t € T. Esta condicién
también se cumple de manera inmediata por la Definicion 6.
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3. (P pts . um)(1) =t siy solosi (u° put,...,u")(t) = [ para todo | € L, y para todo
t € T. Por definicién tenemos que para todo [ € L, (u°, u, ..., ") (1) = p*(l) = t, como
u* es matching en el mercado M), entonces p*(t) = [, por lo tanto (u°, pt, ..., u")(t) = L.

]

3.3. r-Estabilidad

Al igual que en el caso donde tenemos matchings de la forma convencional y estable-
cimos cual o cudles de ellos eran los més deseables, ya que no existian individuos o pares
bloqueadores. En este caso, donde tenemos matchings en los diferentes mercados, tratare-
mos de establecer qué matchings son los méas naturales desde un punto de vista similar.

Ahora nos daremos a la tarea de buscar algin matching donde la asignacién hecha,
tanto para la materia como para el profesor, sea aceptable, pero no sélo eso, sino que debe-
mos tener cuidado con qué mercado estamos trabajando. Es decir, buscaremos asignaciones
aceptables y no bloqueadas, pero en cada uno de los mercados.

Si la asignacion hecha en el mercado M no es bloqueada por un profesor o por un
par profesor-materia, entonces sera deseable, de otra forma el matching en este mercado
tenderd a disolverse, es decir, los profesores buscaran la manera de intercambiar materias
o de deshacerse de la materia asignada. De igual manera, si la asignaciéon hecha en el
mercado M; no es bloqueada por algin profesor o por un par, también serd deseable, y
asi sucesivamente para todos los mercados.

Definicién 7. Dada una secuencia (Mg),_o y p* € M*, k = 0,...,r. (u°,put, ..., u") es
r-estable si cada componente ;i* es estable en el mercado correspondiente (LF,T*, P¥).

El conjunto de matchings r-estables serd denotado por S,.((Lk, Tk, Pk);;:o) .

La pregunta natural en este punto es, jsiempre existe al menos un matching r-estable
en el mercado de profesores y materias? La manera més sencilla de mostrar que esto ocurre
es dando algin algoritmo que nos arroje un matching r-estable. El algoritmo de extension
de mercados que se ha disenado para este objetivo es una adaptacion del algoritmo de
aceptacion diferida, y esta descrito a continuacion.

Algoritmo de extensién de mercados

» Etapa 1. Dado (L, T, P), se define L° = L, T° = T y P° = P y se ejecuta el algoritmo
de aceptacion diferida con las materias haciendo las propuestas en el mercado My =

(L°,T°, PY), obteniendo como resultado el matching ;°. Entonces se define el mercado
M, = (LY, T*, P') como se indica en la Definicién 4.
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= Ftapa k. En cada etapa se realiza el algoritmo de aceptacion diferida en el mercado
My = (LF-1, TF1 PF=1) v se construye el mercado M, = (L, T* P*) como se
indica en la Definicién 5. Esto se llevard a cabo mientras L¥~! # (), en caso contrario
el algoritmo se detiene.

Cabe aclarar que el algoritmo siempre se detendra en algin paso r, esto ocurre porque
siempre habra al menos un profesor que extienda sus materias aceptables, entonces en cada
etapa se estara asignando al menos una materia hasta que no queden mas materias sin
asignar, es decir, L" = 0.

Teorema 5. Dada una sucesion de mercados (My);._,, el conjunto de matchings r-estables
Sr((Lk,Tk,Pk);ZO) es no vacio.

Demostracion. Sean My, My, ..., M,., por el Teorema 1 sabemos que en el mercado M, siem-
pre tendremos al menos un matching estable. Esto se cumplird también para cada uno de los
mercados My, Ms, ..., M,.. Por lo tanto, como en cada mercado existe al menos un matching
estable, por definicién de matching r-estable, tenemos al menos un matching r-estable. [

Con motivo de que se comprendan los conceptos dados hasta ahora se retoma el ejemplo
de la primera seccion.

Ejemplo 5 (Continuacién Ejemplo 4). En el Ejemplo 4, obtuvimos, por medio del algo-
ritmo de aceptacion diferida (AAD), las siguientes asignaciones: p°(ly) = t1, p°(ly) =
ts, uO(l3) = t7, quedando sin profesor asignado las materias ly,ls y lg y sin materia asig-
nada los profesores to, ty,ts y ts.

Ademds obtuvimos el mercado 1-extendido, My, con T = {to, ty4, t5,te}, L' = {4, 15,16} v
las preferencias P! de estos conjuntos:

Yty) = Iy, ta, lg, 15 PY(1y) = to, t5, s, ty
Yty) =ty ls, 15,1 P(ls) = to, te, ta, ts
Yts) = 15,16, 14, t5 P(lg) = to, te, t5, ta
Yte) = to, U6, l5, lu

aelac e~

En este nuevo modelo se realiza el AAD en el mercado My y se obtiene la asignacion
pt(ly) = ta, p'(l5) = ts, donde lg no obtiene profesor que la imparta, es decir u'(lg) = lg y
los profesores ty y tg tampoco obtienen materia.

Como no se han asignado todas las materias tenemos que realizar una sequnda extension, y
obtener el mercado 2-extendido, My, con T? = {ty,ts} el conjunto de profesores y L* = {l¢}
el conjunto de materias. Y las preferencias P? dadas por:

P3(ty) = ts,ls  P*(lg) = to, 14
P2(t6) = l@,t(;

Al realizar el AAD en el mercado My se obtiene ?(lg) = tg, y se observa que todas las ma-
terias han sido asignadas, por lo tanto L3 = () Entonces, el profesor t, quedard sin materia
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por impartir, (1°, p', p?)(ts) = (i (ta) = ta.

Entonces, la asignacion hecha para este caso en particular sera:
(1, it 1?) () = () = t, (0%, it 12) () = (L) = 3
(1, 1t 1?)(Is) = pO(ls) = t, (1%, ', 12 (L) = p' (L) = o
(1, 1t 1?)(ls) = pt(Is) = ts, (1, ', 1?) (I6) = 1 (ls) =t
Ademds, como todas las asignaciones en todos los mercados han sido encontradas por medio

del AAD, éstas serdn estables en cada mercado, es decir, la asignacion (u°, pt, u?) serd 2-
estable.

En el ejemplo anterior calculamos el matching r-estable con el algoritmo de extension
de mercados cuando las materias proponen en cada uno de los mercados. Podriamos en-
contrar otro matching r-estable con el mismo algoritmo pero con los profesores haciendo
las propuestas en cada mercado. O podriamos encontrar otro matching, por ejemplo, si se
alternan los profesores y las materias, es decir, en el mercado My podrian proponer los
profesores, en el M; las materias, en el M, los profesores nuevamente y asi sucesivamente,
o en los primeros 10 mercados proponen los profesores y luego las materias, etc. Cualquier
sucesiéon es valida.

Cabe mencionar que sin importar cudl matching estable u° € MO sea el utilizado en
el mercado My, los conjuntos L' y T' siempre estardn compuestos por los mismos ele-
mentos. Esto se debe al Teorema 4, donde no importa cudl matching estable se utilice,
las materias y los profesores que quedaran sin asignar siempre seran los mismos, entonces
L' = L°\ L0 = L°\ Lo para dos matchings estables u°, 10 € M°, de manera andloga para
el conjunto 7. Esto sucederd para cada mercado, es decir, L¥ = L¥\ L -1 = LF"'\ L1

para =1 ¥t € M*=1 de igual manera para el conjunto T*.

Con el objetivo de poder distinguir quién esta haciendo las propuestas, las materias o
los profesores, en cada uno de los mercados My, denotaremos por p% al matching obtenido
por el AAD en el mercado k cuando las materias ofrecen y p% representara al matching
obtenido por el AAD en el mercado k cuando los profesores ofrecen.

Notemos que tanto u¥ como p% son estables en su mercado My, por lo tanto la sucesién
de estos matchings con k = 0,1, ..., sera r-estable.

Lema 2. Sea (/ﬂz)zzo la sucesion de matchings obtenida con el algoritmo de extension de
mercados donde las materias proponen. Entonces el matching (u%, uk, ..., u7) es r-estable.

Demostracion. Para que (ul, ug, ..., u}) sea r-estable es necesario que cada uno de los
elementos de la sucesién sea estable. Ademds cada uno de los pf con k = 1,2,...,7 es el
resultado del AAD cuando las materias proponen, y estos son estables por construccion en
su correspondiente mercado M. O
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Lema 3. Sea (u?)zzo la sucesion de matchings obtenida con el algoritmo de extension de
mercados donde los profesores proponen. Entonces, el matching (%, pk, ..., u%) es r-estable.

Demostracion. Esta proposicién se demuestra de manera analoga a la Proposicién 1. [

3.4. Propiedades

Ya que se ha determinado que los matchings (f“’z);:o y (u§)220 son r-estables y que
sabemos que existen otros matchings que también lo son, es conveniente analizar cual mat-
ching serd mas preferido por ambos conjuntos, el de profesores y el de materias.

Diremos que un matching ¥ es al menos tan bueno como ;¥ para todas las materias L*
en un mercado My, u*PFu/®  si p*(1)PFu'*(1) para al menos un [ € L* y u*(1)RFp/* (1) para
todas las materias; y p®RY u’* denota que se cumple pu* PFu’® o que todas las materias en
L¥ son indiferentes entre p* y p/*. Nétese que al estar trabajando con preferencias estrictas
el caso donde las materias son indiferentes entre p* y pu'*, sélo se dard cuando p* = u'*.
De igual manera se define Pk y R% para representar las preferencias del conjunto 7% en un
mercado My sobre los posibles matchings.

Denotaremos por Ry, = (R}, R}, ..., R}) al vector de perfiles de preferencias de las mate-
rias sobre los matchings en la secuencia de mercados, de igual manera Ry = (RY., RY., ..., R%.)
denota el vector de perfiles de preferencias de las materias sobre los matchings en la se-
cuencia de mercados.

Para una sucesién de mercados (Mj)}_,, decimos que un matching ,(u°, u*, ..., u"), r-
estable es 7-Optimo para las materias, si para cada materia asignada en My, (u°, ut, ..., u")
es al menos tan bueno como cualquier otro matching r-estable en el mismo mercado. Se
define el matching r-estable 6ptimo para los profesores de igual manera.

Definicién 8. Dada una sucesion de mercados (My)5_,, un matching, (u°, pt,...,u"), r-
estable es L,-6ptimo (r-éptimo para las materias) si (u°, pt, ..., p"YRp(w°, ', ..., ') para
cualquier otro matching r-estable (p/°, ', ..., (/'"). De igual manera, un matching r-estable
(L0, v .. V") es T.-6ptimo (r-éptimo para los profesores) si para cualquier otro matching

r-estable (VO V..., V") se cumple (W0, vt . v )Ry (VO V1 L U7,

En una secuencia de mercados extendidos (Mj);_, donde las preferencias de los indi-
viduos son estrictas, cada uno de ellos tendra sélo un matching, (u°, u', ..., u"), r-estable
favorito y serd aquel donde la materia sea asignada a su profesor alcanzable (definido en el
Capitulo 1) mas preferido en cada mercado. Esto es lo que hace precisamente el matching
estable L-6ptimo en cada mercado. De manera analoga sucede en el caso del matching
estable T-6ptimo. El siguiente teorema muestra que el conjunto de las materias tendra al
matching (1%, puk, ..., u%) como r-6ptimo y el conjunto de los profesores tendrd como r-6pti-
mo al matching (u9, ut, ..., u7).
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Teorema 6. El matching (u%,uk, ..., u%) obtenido por el algoritmo de extension de mer-
cados con las materias proponiendo en cada extension es el matching r-estable L,-optimo.
Y el matching r-estable T,-éptimo es el matching (%, pur, ..., p%) obtenido por el algoritmo
de extension de mercados cuando los profesores proponen en cada extension.

Demostracién. Para que el matching (u%, uk, ..., %) sea el L,-6ptimo se debe cumplir que
(U, 1ty ooy 7 )R (0, pit, ..., ") para cualquier otro matching r-estable (u°, u', ..., u"). En-
tonces necesitamos que se cumpla pf R¥ uF en cada mercado M, esto es, que p¥ sea el
matching r-estable L-6ptimo en el mercado M. El matching pu2 es el matching L-6ptimo
en el mercado My, por el Teorema 2. Por el mismo teorema tenemos que pl es L-6pti-
mo en M, y asi sucesivamente hasta el matching p; (L-6ptimo en M,.). Por lo tanto,
(u%, 1t ..., u%) es L-6ptimo.

De manera andloga se demuestra para el caso del matching (u%, pr, ..., i) que resulta ser
el T,-6ptimo. O]

Los agentes de lado opuesto del mercado tienen intereses opuestos, es decir, el matching
r-estable 6ptimo para uno de los lados es el peor matching r-estable para el otro lado del
mercado. El matching r-estable L,.-6ptimo es el peor matching estable para los profesores;
esto es, asigna a cada profesor con su materia alcanzable menos preferida. De igual forma,
el matching r-estable T,-6ptimo asigna a cada materia con su profesor alcanzable menos
preferido. Este resultado se da para cualesquiera dos matchings r-estables, cualquier mat-
ching r-estable que es mejor para todas las materias es peor para todos los profesores y
viceversa.

Teorema 7. Dadas las sucesiones de mercados extendidos (My)i_y. St (ul, puk, ..., b)) y
(U, i, ..., ) son los matchings L.-éptimo y T.-éptimo, respectivamente. Entonces cual-
quier otro matching r-estable (u°, ', ..., u") cumple que:

(s 11 oos 1) RE(™, 1 oo YR (7, i, -, 17)
Demostracion. Haremos la demostracién en dos partes:

w (p9,uk, e 1 )R (10, b .., "), Para que esto se cumpla tenemos que demostrar que
en cada mercado My, uk R u* para k = 0,1,...,r. Lo cual se cumple de manera
inmediata por que u¥ es el matching estable L-6ptimo en el mercado M, y siempre
es el méas preferido para todos los [ € L*.

o (p0 s R (1, pikes o, ). Es decir, tenemos que mostrar que en cada mercado
My, pkRY % para k = 0,1, ...,r. Sabemos que p% es el matching T,-6ptimo, es decir,
es el mas preferido por todos los profesores en el mercado, pk REu*. Ademas, por el
Teorema 3 tenemos que para cada uno de los mercados My, k = 0,1, ..., 7, el matching
pk REF siy sélo si pf RY k..

]



3.5. CASOS PARTICULARES 25

3.5. Casos particulares

En esta seccién analizaremos algunos casos particulares que se pueden presentar en el
mercado de materias-profesores.

En [3], Eeckhout analiza en cuédles situaciones el matching estable que se obtiene es
unico y da las condiciones suficientes en las preferencias para que esto se cumpla. Lo que
nos hace preguntarnos, en nuestro caso, donde existe una extensién en las preferencias,
.qué condiciones en las preferencias seran suficientes para que dos matchings r-estables
sean iguales? O, ;qué condiciones deben de cumplirse para que dos matchings sean iguales
al realizar dos extensiones diferentes?

Diremos que dos preferencias son homdlogas para dos profesores t,t' € T si el orden
en sus preferencias es el mismo, y lo representaremos por P, ~ Py. Por ejemplo, cuando
tenemos que la lista de las preferencias del profesor t es P(t) = ly,1s,t,13,04 y la lista del
profesor t' es P(t') = Iy, 12,1, 13,14. Notese que en los dos casos prefieren en primer lugar a
l1, en segundo lugar a [y y en tercer prefieren quedarse sin materia, es decir, se prefieren a
ellos mismos.

De manera andloga, dos preferencias en un mercado k-extendido son homélogas PF ~ Pk
para dos profesores ¢, € T* si tienen en el mismo orden en sus preferencias k-extendidas.

Considerando estos conceptos, tendremos que en el mercado materias-profesores, el
matching T,-6ptimo y el matching L,-6ptimo son iguales cuando las preferencias y las
extensiones de las preferencias son siempre iguales para todos los profesores. Es decir,
que si todos los profesores tienen un mismo orden en sus preferencias y cada vez que
las extienden lo hacen de igual manera, entonces no importarda quién esta haciendo las
propuestas, el resultado sera el mismo.

Proliosicién 1. Si PF ~ Pk, para todo t,t' € T y k = 0,1,...,r, entonces (,u?);:() =

(“]Z>k:0'

Demostracion. La prueba se realizara por contradiccion. Suponemos que (,ul})zzo + (Mlz)zzo’
entonces existe al menos un ¢ para el cual son distintas las asignaciones hechas por los dos

matchings (U, pi, ., ) () =1y (u%, b ... w7 )(t) = I'. Como el matching obtenido cuan-

do los profesores proponen en cada extension es el T,-6ptimo, entonces sera el T-6ptimo en

el mercado en donde fue hecha la asignacién para t y [Pl

Analicemos lo que sucede con el matching donde las materias proponen (u%, k. ..., u%),
aqui existen dos posibles razones por lo que [ no es la asignacion para t. Primera, [ le
propuso a t, pero éste la rechazo por quedarse con I’, lo que no es posible porque t prefiere
a [. Segunda, [ nunca le propuso a t porque ya estaba apartada por algin otro profesor t’
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més preferido a ¢ por [, es decir, t' PFt.

Por otro lado, para el matching donde los profesores proponen (u¥., pk, ..., ) tenemos
que t nunca le propuso a [’ porque primero le propuso a [, a quien prefiere més, y esta
materia lo acepté. Ademads, sabemos que [ prefiere a t sobre todos los demads profesores
porque PF ~ Pk para todo t,t' € Ty k = 0,1,...,r, es decir, todos los profesores le
proponen al mismo tiempo a la materia [ y ella elige al mas preferido entre todos. Lo que es
una contradiccién porque si tPFt’ para todos los t' € T* \ ¢, entonces [ deberfa proponerle

primero a ¢ cuando se esta obteniendo el matching (19, u}, ..., %) y no lo hace. Por lo
s

E\T [,k
tanto, (p),_ = (K1 )4y H
Con esta proposiciéon hemos encontrado un caso donde no importa quién realice las pro-
puestas, las materias o los profesores, la asignacién hecha por ambos matchings sera igual.
. . ;. k, T k: T , . .
Esto no quiere decir que sea el tinico caso donde (,uT) o Y (,u L) Lo Seran iguales, es decir,
esta condicién es suficiente més no necesaria para que esto se cumpla.

Otro caso interesante es aquel en donde dos matchings obtenidos por el algoritmo de
extension de mercados cuando las materias proponen son iguales sin importar como se reali-
cen las extensiones. Esto s6lo se dara cuando las preferencias originales y las preferencias
k-extendidas sean homoélogas para todos los profesores. Entonces si tenemos preferencias y
extensiones homologas, el matching que se obtiene de estos con el algoritmo de extension de
mercados cuando las materias proponen (“’Z)Zzo serd igual al matching que se obtiene con

s . . . . . . nr'
una extension homologa, diferente a la primera, aplicando el mismo algoritmo, (M’L’“ ) 0"

Proposicion 2. Si las preferencias de todos los profesores son homdlogas, PY ~ P, y se

realizan dos extensiones diferentes, donde todos los profesores extienden sus preferencias

de manera homdloga, PF ~ Pk, k =1,2,...,r y P/* ~ P/F para al menos un k € [1,7'] y
A A

para todo t,t' € T. Entonces (’uL)k:O = (//L)kzo.

2:0, es decir, para al menos un [ € L se

cumple (“IZ)ZZO (1) # (“/Lk);:o (1). Entonces para (u’i)zzo, [ es asignado a algun ¢ en alguna

Demostracion. Supongamos que (,u’i);;zo #* (,u’Lk) ,

de las extensiones al mercado (L, T, P), digamos la extensién ¢ € [0, r] y para (,u’f);:(), les
asignado a ¢’ € T en alguna extensién de (L, T, P’), digamos ¢’ € [0,7’]. Entonces tenemos

dos posibilidades:

» La cardinalidad del conjunto de materias asignadas hasta la extension ¢ es la misma
que en ¢'. Lo que nos permite asegurar que los conjuntos de materias asignadas en am-
bas extensiones es el mismo, porque las preferencias de los profesores son homélogas.
Como las asignaciones para [ son distintas, suponemos, sin pérdida de generalidad,
que tPt’ ya que las preferencias son estrictas. Esto asegura que en (L4, 79, P?), [ nun-
ca le propuso a t’, y en (Lq/, T, Pq/), t rechazo la propuesta de [, lo que claramente
es una contradicciéon pues, al tratarse del mismo conjunto de materias, ¢ lo acepta en
(L%,T9, P?) al no haber propuesta de un candidato mejor.
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= La cardinalidad del conjunto € L de materias asignadas hasta la extensién g
de (L, T, P), es distinta a la cardinalidad del conjunto @)’ € L de materias asignadas
hasta la extensién ¢’ de (L, T, P’). Supongamos, sin pérdida de generalidad, que |Q’ |>
|@ |, entonces podemos encontrar un conjunto Q" € @' que contenga a [ y cumpla
Q" |=|Q |, es decir la extensién ¢’ en donde se agrega [ al conjunto de aceptables
en (L, T, P') se divide en dos extensiones y deja a [ en el conjunto ", esto se puede
realizar porque las preferencias de los profesores son homélogas. Y por esta misma
razoén podemos asegurar que " = @), que es precisamente el primer caso en donde
se presenta una contradiccion. O

Esta proposicién nos asegura que no importa cémo realicemos las extensiones, en el
caso donde las preferencias y las extensiones sean homologas, tendremos que el matching
encontrado con el algoritmo de extension de mercados cuando las materias proponen siem-
pre sera el mismo. El resultado es andlogo para el caso de los matchings encontrados con
el algoritmo de extensién de mercados cuando los profesores son los que proponen.

3.6. Ejemplos sobre manipulacién

Ahora supongamos que los profesores, los cuales ya conocen el proceso para encontrar
las asignaciones, quieren encontrar una manera de salir beneficiados del proceso, es decir,

que trataran de manipularlo de alguna manera para estar més satisfechos con la asignacion
dada.

En un inicio podriamos pensar que los profesores siempre trataran de revelar cual es su
lista completa de preferencias lo mas rapido posible, de esta manera evitaran que alguno de
los otros profesores se adelante y obtenga alguna materia que ellos prefieran més que otras.
En [11], Roth da algunos ejemplos que contradicen esta primera intuicién. Un ejemplo
donde podemos observar que lo anterior no se cumple es el siguiente.

Ejemplo 6. Sea un mercado My con dos materias L° = {ly, 1y}, dos profesores T® = {t;,ts}
y las siguientes preferencias:

Po(ll) - t17t27l1 Po(tl) - l27t17l1
PO(ZQ) - t27t17l2 PO(tQ) - l17t27l2

Al realizar el algoritmo de extension de mercados cuando las materias proponen, obtenemos
las asignaciones: p°(ly) =ty y u°(ls) = ;.

En cambio si los profesores dan su lista de preferencias extendiendo sus aceptables a todas
las materias disponibles, el matching obtenido por el algoritmo de extension de mercados
cuando las materias proponen cambiard. Es decir, si:

Po(ll) = tl7t27l1 P/O(tl) = l27l17t1
PO(ZQ) = t27t17l2 P/O(t2> = l17l27t2
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entonces el matching obtenido serd: p'°(Iy) =ty y W°(ly) = ta, lo que es una peor opcidn
para los profesores.
Por lo tanto, ellos preferirdn dar sus preferencias reales P° y no las extendidas P™.

En el ejemplo anterior se observa que, contrario a lo que se creeria, los profesores pueden
no tener incentivos para extender sus preferencias desde un inicio. Es decir, que si los pro-
fesores tuvieran como preferencias P’ las materias obtendrian una mejor asignacién, pero
los profesores podrian ponerse de acuerdo, manipular el algoritmo y dar las preferencias P°
para obtener una materia que les agrade méas que la asignada por p’°.

El caso donde existen mas profesores que materias, es otro ejemplo de esto, es muy
probable que los profesores traten de no modificar sus preferencias originales. Ellos querran
quedarse sin impartir materia durante el semestre para asi dedicarse a otras actividades
que mas les agraden, entonces trataran de no extender sus preferencias a menos de que sea
estrictamente necesario, de esta manera buscaran no impartir materia que no les guste.

Ejemplo 7. Sea un mercado My con dos materias L° = {ly,l5}, tres profesores T° =
{t1,ta2,t3} vy las siguientes preferencias:

Po(ll) = t17t37t2ull Po(tl) = llut17l2
P0<l2) - t27t17t37l2 PO(tQ) - l17t27l2
Po(t3) = l2at3a ll

Al realizar el algoritmo de aceptacion diferida cuando las materias proponen en el mercado
My obtenemos las asignaciones: p°(1y) = ty, u°(lo) = t3 y p°(ts) = to.

En cambio si los profesores dan su lista de preferencias extendiendo sus aceptables a to-
das las materias disponibles, el matching obtenido por el algoritmo de aceptacion diferida
cuando las materias proponen cambiard. Es decir, si:

Po(ll) = t17t37t27l1 Pl0<t1) - l17127t1
PO(ZZ) - t27t17t37l2 Pl0<t2) - l17127t2
PP(t3) = la, 11, t3

entonces el matching obtenido serd: p'°(l1) = t1, p°(ly) = to y p/°(t3) = t3, lo que es una
peor opcion para el profesor 2, ya que tendrd que impartir una materia que no le agrada.
Por lo tanto, ellos preferirdn dar sus preferencias considerando solamente a las materias
que realmente consideran aceptables P° y no P".
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Conclusiones

En el trabajo presentado se ha expuesto un problema de asignaciéon donde se buscaba
asignar a todos los elementos de un lado del mercado, con este objetivo en mente se ha
realizado una extensién al modelo de matrimonio trabajado por primera vez en [4].

Se han realizado extensiones al mercado original y con estas extensiones se han defini-
do los conceptos de: matching en estos nuevos mercados, matching r-estable y matching
r-optimo. En el Teorema 5 se demuestra que en una sucesién de mercados extendidos siem-
pre existird al menos un matching r-estable. El Teorema 6 hace mencién de la existencia
de matchings r-6ptimos para ambos lados del mercado y muestra que se pueden encontrar
cuando alguno de los dos lados del mercado hace las ofertas durante todos los pasos del
algoritmo de extensién de mercados. Es decir, en nuestro mercado de materias y profeso-
res, siempre existird un matching r-6ptimo para las materias cuando ellas proponen en el
algoritmo y un matching r-6ptimo para los profesores cuando ellos son los que proponen.

Uno de los resultados obtenidos mas importantes es el Teorema 7, donde se demuestra
que el matching r-6ptimo para las materias es el mas preferido para éstas y el matching
r-Optimo para los profesores es el menos preferido para las materias. Esto da la pauta para
poder encontrar en estudios futuros la estructura de reticula de los matchings r-estables
definidos aqui.

Ademds mediante el andlisis de casos particulares, se encontraron un par de proposi-
ciones interesantes: la primera, Proposicién 1, nos da condiciones suficientes para que los
matchings r-6ptimos para ambos lados del mercado sean iguales; la segunda, Proposicién
2, nos dice que si contamos con preferencias homoélogas entonces los matchings obtenidos
con diferentes extensiones homoélogas siempre seran iguales. Estas proposiciones dan una
guia para encontrar casos donde exista un unico matching r-estable.
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Apéndice A
Algoritmo de aceptacion diferida

El algoritmo de aceptacion diferida se desarrolla por etapas:

» [tapa 1. En la primer etapa cada hombre hace su propuesta de matrimonio a su
mujer favorita, es decir, la primer mujer en su lista de mujeres aceptables. Cada
mujer rechaza las propuestas de hombres no aceptables para ellas, y aquellas mujeres
que reciben més de una propuesta rechazan todas excepto su méas preferida. En este
caso diremos que las mujeres se han comprometido con dicho hombre.

» Ftapa k. En cada paso cada hombre que fue rechazado en el paso anterior le propone

a su mujer mas preferida entre aquellas que no lo han rechazado aun, hasta que no
queden mas mujeres aceptables para él. Cada mujer, que recibe propuestas, rechaza
éstas excepto aquella que considera la mas preferida, incluyendo aquel hombre con el
que pudo estar comprometida.
El algoritmo termina cuando ningin hombre es rechazado. Todos los hombres es-
tardn comprometidos o habran sido rechazados por todas las mujeres en su lista de
aceptables y los matrimonios podran llevarse a cabo. Y las mujeres que no recibieron
propuestas de sus hombres aceptables y los hombres que fueron rechazados por todas
las mujeres aceptables para ellos permaneceran solteros.

Cabe aclarar que el proceso es similiar cuando las mujeres son las que hacen las pro-
puestas, aunque el matching obtenido en este caso sea distinto al obtenido en el primer caso.

El ejemplo siguiente muestra como se aplica el algoritmo de aceptacién diferida.
Sean M = {my,mg,mz} vy W = {wy, we, w3, ws}, con las preferencias siguientes, donde
s6lo se enlistan las opciones aceptables:

P(ml) = Wi, Wy, W3, Wy P(wl) =Tmi,My, M3

P(mz) = W1, Wy, W2 P(wg) =Tm

P(m3) = wa, w1, w3 P(ws) = my, ma, my
P(wy) = ms
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32 APENDICE A. ALGORITMO DE ACEPTACION DIFERIDA

En la primera etapa del algoritmo todos los hombres le proponen matrimonio a su mu-
jer mas preferida, es decir, m; y ms le proponen a w; y ms le propone a w,. Las mujeres
eligen solo entre los aceptables para ellas el mas preferido. Por lo tanto en la primera etapa
tenemos que w; se compromete con mq, los demas hombres son rechazados.

En la siguiente etapa, los hombres rechazados, ms y ms, le proponen a su segunda op-
cion, es decir, mo le propone a wy y mg le propone a w;. La mujer w; debe decidir entre
my con quien estaba comprometida y mg, como m; es su favorito rechaza a ms y sigue
comprometida con m;. Ademds w, rechaza a mo porque no estd dentro de sus hombres
aceptables. Por lo tanto, my y mg siguen sin comprometerse.

En la siguiente etapa, my y m3 le proponen a su tercera opcién aceptable, es decir, ms le
propone a ws v mg le propone a ws. Entonces, my es rechazado por ws por no ser aceptable
para ella y m3 se compromete con ws.

En este caso el hombre ms no se ha comprometido, pero ya no tiene posibles parejas
aceptables, y todos los demas hombres ya estan comprometidos, por lo tanto se realizan
los matrimonios y ms queda soltero.

Es decir, el algoritmo realiza la asignacién siguiente:

p(my) = wi, p(mg) = ma, p(msz) = w;

Ademas, wy y wy también quedan solteras, lo cual se expresa:

p(wsz) = wa, pi(wy) = wy
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