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Introduccion

La teoria de juegos se ha desarrollado como un instrumento para entender el conflicto y sus posibles
soluciones. Explica méas como deberian ser o pueden ser las soluciones a los conflictos que como son o seran
realmente. La teoria de juegos aparece inicialmente como una herramienta para la teoria econémica, pero
adquiere su propia vida, y en su desarrollo se transforma entre otras cosas en una herramienta posible
para la biologia, naciendo asi la teoria de juegos evolutivos. La clave de esta transformacién se encuentra
en los trabajos de Smith y Price (1973) y Smith (1974). Luego, a su vez, la teoria de juegos evolutivos se
transforma en una nueva herramienta para la teoria econémica.

En el presente trabajo estudiaremos un juego evolutivo, dando a conocer un modelo dindmico que repre-
senta el conflicto existente entre empresas y trabajadores con el hecho de que las empresas pueden elegir
ser innovadoras o no y por otro lado los trabajadores pueden elegir entre educarse o bien no hacerlo. El
conflicto se encuentra a la hora en que interactian ambas poblaciones, pues dependiendo que es lo que
elijan los jugadores en cada poblacién tendremos uno, varios o ningin equilibrio en el sistema.

Si bien los juegos evolutivos son parte de la teoria de juegos estos, tienen sus propias caracteristicas y
conceptos. El primer capitulo se encargard de dar una vision general de la teoria de juegos evolutivos,
explicando y exponiedo sus similitudes y diferencias con la teoria de juegos clésica.

En el capitulo 2 daremos a conocer el juego estatico, con el fin de entender el desarrollo de dicho juego.
En este juego se verd que los agentes pueden elegir entre dos perfiles: altos o bajos. Donde ser de perfil
alto significa prepararse, educarse e innovar. Mientras ser de perfil bajo significa no tener ningun interés
en educarse e innovar. Serd pues un juego de coordinacion .

Para el Capitulo 3, pasaremos al juego dinamico entrando a los juegos evolutivos, esto con el fin de observar
qué pasa cuando el tiempo transcurre, explicando qué es un juego evolutivo, viendo las diferentes maneras
de imitar con el fin de obtener nuestro modelo a estudiar. En este caso tendremos a las poblaciones de
firmas y trabajadores, de entre estas poblaciones se eligen individuos al azar una y otra vez para jugar
el juego. Cada jugador sigue una estrategia; quienes siguen su misma estrategia forman un club. Con el
tiempo, el nimero de individuos que pertenecen cada club cambia acorde a la dindmica.

En el Capitulo 4 mostraremos que el comportamiento individual basado en la imitaciéon puede llevar a una
senda de crecimiento alto o bajo; esto seguin si el porcentaje de agentes econémicos con perfiles altos supera
o no un valor umbral. Dicho valor umbral se vera que dependerd de los costos de educacién, los incentivos
dados a los agentes de perfiles altos y los impuestos sobre las utilidades de los agentes econémicos.

En las sociedades donde la calificacién no es bien retribuida o bien el coste de educacion es alto, es frecuente
que los trabajadores no tengan incentivos a educarse. Si a esto le anadimos el proceso de imitacion,
tendremos un elevado porcentaje de individuos con bajo perfil siendo dificil encontrar profesionales alta-
mente calificados. Al anadirle el hecho que las empresas tampoco tendran incentivos para realizar innovacién
y desarrollo, tendremos que tanto empresas como trabajadores serdn agentes econémicos de bajos perfiles
Esta accién conjunta situard a la economia en un equilibrio bajo. La evolucién por imitacién es una de las
posibles formas en que una sociedad puede cambiar, siempre y cuando los agentes a imitar sean de perfiles
altos.

La dinamica del replicador describe un proceso evolutivo que estd impulsado por imitacién pura entre los
jugadores y la cual también se estudiara en el Capitulo 4. Asumiremos que los agentes econémicos deciden
por imitacion la conducta més exitosa. Aquellos que decidan cambiar su conducta, imitardn con mayor

9



10 AGRADECIMIENTOS

probabilidad a aquellos que sean mas exitosos. Para que un agente decida cambiar de estrategia primero
debe haber tomado conciencia de la posibilidad del cambio. Luego de que tome conciencia debera elegir si
cambiar o no de estrategia. La frecuencia con la que se haga esa pregunta viene determinada por el éxito
de su estrategia seguida.

Después de ver la problemaética a la que nos enfrentamos nuestro siguiente paso y de lo que se ocupa el
Capitulo 5 es encontrar los pardmetros adecuados para no caer en una trampa de pobreza; analizaremos ca-
da equilibrio y a partir de ahi podremos dar condiciones para superar el equilibrio bajo. Usaremos un poco
la computadora para graficar los equilibrios y ver cémo se comporta el sistema. Finalmente comentaremos
los resultados obtenidos.



Capitulo 1

Elementos de teoria de juegos
evolutivos

En los juegos evolutivos los jugadores seran poblaciones y no individuos como se maneja normalmente,
dichas poblaciones se considerardn con un numero grande de individuos, véase Population Games and
Evolutionary Dynamics de Sandolm [8].

Los juegos evolutivos nos muestran qué ocurre con las poblaciones a lo largo del tiempo cuando estan
sujetas a una dinamica, es decir nos muestran si dichas poblaciones aumentan o por otro lado si en realidad
su nimero decrece. Algo que también nos interesa es si hay algin equilibrio al que se dirijan.

Existen dos tipos de modelado para juegos poblacionales:

1. Juegos en contra del campo

= No hay un oponente especifico para un agente dado.
= Los pagos dependen de lo que todos en la poblacién estan haciendo.

= Un individuo de una poblacién se enfrenta a una poblaciéon determinada.
2. Juego por emparejamiento

= Hay un oponente especifico para un agente, seleccionado al azar (por naturaleza).
= Los pagos dependen del comportamiento individual de las poblaciones.

= Las estrategias son generadas por el comportamiento individual.
Nosotros trabajaremos con juegos en contra del campo, pues:

= El comportamiento individual no serd tomado en cuenta, esto debido a que no afecta mucho lo que
un individuo haga, pues la funciéon de pagos no se verd alterada.

= No haremos distinciéon entre un individuo y otro dentro de cada poblacion.

Como ya hemos dicho, consideraremos a cada poblaciéon como un jugador, que sigue un comportamiento
mixto, donde la estrategia mixta seguida por la poblacién corresponde a una distribucién de individuos
sobre el conjunto de estrategias puras.

11
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En teoria de juegos, el juego de coordinacion es un juego que describe un conflicto entre seguridad y
cooperacién social. Otros nombres para este juego o sus variantes son “juego de la seguridad”, “la caza
del ciervo” y “dilema de la credibilidad”. Jean-Jacques Rousseau describié una situacién en la que dos
individuos van a cazar. Cada uno elige cazar un ciervo o una liebre. Cada jugador debe elegir una accién
sin conocer la del otro. Si un individuo caza un ciervo, debe cooperar con su companero para tener éxito.
Un jugador individual puede cazar una liebre por s{ mismo, pero una liebre vale menos que un ciervo.
Formalmente, un juego de coordinacién es un juego con dos estrategias puras de equilibrio de Nash -
una es riesgo dominante y la otra es recompensa dominante. Ademads, existe un equilibrio de Nash de
estrategia mixtas el cual depende de las recompensas. Empezaremos dando los conceptos basicos en los
juegos evolutivos.

La teoria de juegos evolutivos estudia la relacién existente entre equilibrios de Nash, equilibrios dinami-
cos y su estabilidad. La relacién entre estrategias evolutivamente estables, equilibrios dindmicos y su esta-
bilidad, es un tema central de la teorfa de los juegos evolutivos veasé Weibull (1995) y van Damme (1991).
Un equilibrio de Nash tiene la particularidad de que en él, cada individuo estda haciendo lo mejor dado
lo que los demas hacen, es decir que las posibilidades de sobrevivencia y reproduccién de la especie estan
siendo de alguna forma optimizadas dado el entorno existente. Una estrategia evolutivamente estable, es un
equilibrio de Nash y algo més que implica cierta inmunidad a las mutaciones. Es éste un concepto central
de la teoria de juegos evolutivos.



Capitulo 2
El juego estatico

El modelo aqui presentado se basa en el trabajo de Accinelli y Sdnchez Carrera (2010); para profundizar
en su estudio el lector puede consultar [1]
Consideremos un juego en forma normal de dos poblaciones: empresas (V') y trabajadores (X), cada una
dividida en dos clubes diferentes: alto o bajo perfil. Los conjuntos Sy = {4, B}, Sx = {a,b} son los
conjuntos de estrategias puras, con A; el conjunto de estrategias mixtas parai =Y, X.
En este caso tenemos un juego de manejo de informacién asimétrica, pues las empresas conocen a qué tipo
de club pertenecen los trabajadores, mientras que los trabajadores ignoran a qué tipo de club pertenecen
los empresas.
Los contratos entre empresas y trabajadores tienen una duraciéon de un periodo y al finalizar existe un
proceso de recontratacién, los cuales presentan las siguientes caracteristicas:

1. Complementariedad estratégica Para una empresa del tipo A es conveniente un trabajador del
tipo a. Anédlogamente para una empresa del tipo B es conveniente un trabajador del tipo b.

= Cuando una empresa del tipo A contrata a un trabajador del tipo a el beneficio para la empresa
es U, mientras que cuando contrata a un trabajador del tipo b el beneficio para la empresa es
u, con U > u.

= Cuando una empresa del tipo B contrata a un trabajador del tipo b el beneficio para la empresa
es V, mientras que cuando contrata a un trabajador del tipo a el beneficio para la empresa es
v, con V > wv.

= Fl salario para un trabajador que es contratado por una empresa del tipo A es W, independi-
entemente del tipo de trabajador que sea. Y sera w su salario si es contratado por una empresa
del tipo B, con w < W.

= Los individuos de ambas poblaciones pagan impuestos al ingreso. Tales tasas impositivas seran
denotadas por 7 para los trabajadores y 7y, para las empresas.

2. Informacién privada La empresa al momento de contratar sabe a qué tipo de trabajador emplea,
pero los trabajadores no saben qué tipo de empresa los contrata sino hasta el final del periodo. Lo
que si conocen es la probabilidad o con la que seran empleados por una empresa del tipo A y con
una probabilidad (1 — o) del tipo B.

13
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3. La empresa elige libremente y sin costos entre los perfiles posibles. Mientras que para los trabajadores
no es asi, si quiere ser del tipo a tendrd que pagar al inicio de cada periodo ¢ € R = {x € R|z > 0},
que es el costo a la educacién. Pero si elige ser del tipo b simplemente no paga c. Esto se repite cada
inicio de periodo.

4. Al final de cada perfodo la empresa de tipo A, dard un bono p € R*, indicando su verdadero tipo,
recibido tUnicamente por el trabajador del tipo a, pues dicho bono es debido a que el trabajador
decidio educarse y produce méas que un trabajador que no lo hizo, con lo cual la empresa obtiene
mayores beneficios y por lo tanto puede pagar el bono.

La representacion formal del juego viene dado por la siguiente matriz de pagos:

T/F ya yB
To | A—T)Wa4+p—c,l—-0)WU-W-p| (1-7Tw—c,(1—7)v—w
Zp 1-mW,(1=7)u—W (1—7)w ,( NV —w

Como es un juego de coordinacion tiene que cumplir con las siguientes condiciones:

QI-7T)W+p—c > (1-7)w
(1= -W-=p > (1-9)V-
A-rw—c = (1—yu-
l=—yv—w = (l—T)W
Ql1-7)W+p—c > 1-7)W
1-7W+p—c > 1=-7)u-W

También podemos ver la representacion extensiva del juego:

Empresas

((1yU-W-p,(1-TW+p-c)  ({1-yWw-w,(1-TIw-c) ((1-ylu-W,(1-TIW) ((1-yW-w,(1-TIw)

Figura 2.1: Representacién extensiva del juego

Los trabajadores pagan impuestos de tasa 7 sobre su salario, mientras que las firmas pagan y sobre sus
beneficios.
Nétese que:
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= La prima o el bono tiene que ser mayor al costo de educacion, p > ¢ > 0 y ademads

p>(1—7)(w—W).

= Las empresas de tipo A no pueden dar un bono mayor que la diferencias de sus ganancias.
p<(1—=7)U —u).

Como es un juego de coordinacién tenemos dos equilibrios de Nash en estrategias puras: (4,a) , (B,b)
y un equilibrio en estrategias mixtas:

NE={0,(1-0);0,(1—0)}

donde: 6 es la probabilidad de que la empresa encuentre a un trabajador de perfil alto. Haciendo los célculos
cuando los agentes son indiferentes entre los perfiles correspondientes tenemos:
U:Eyez T-—)(V—-uw)+W-w .
p L=NU—-u+V—-v)—p
Observamos que para que la probabilidad ¢ de que un trabajador sea contratado por una empresa de
alto perfil depende del costo de educacién y el bono otorgado. Esta crece cuando el costo aumenta o cuando
el bono baja, andlogamente para el caso en que decrezca tiene que pasar que el bono aumente y el costo
decrezca.
Mientras que la probabilidad # de que una empresa encuentre a un trabajador de perfil alto depende del
impuesto sobre los beneficios de la empresa, pues tanto los salarios de los trabajadores como los beneficios
de las empresas estan fijos. Asi pues, cuando dicho impuesto baja, 8 aumenta, en forma analoga cuando ~y
sube, 6 baja.
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Capitulo 3
El juego dinamico

Hasta ahora hemos analizado el juego en su forma estatica; en este capitulo estudiaremos qué ocurre
cuando el juego se vuelve dindmico, dando a conocer un juego evolutivo. Si se quiere profundizar en estos
conceptos vedse el libro FEvolutionary Game Theory de Weibull Jaorgen y Sanchez Carrera (2012).

3.1. El juego evolutivo

El siguiente juego evolutivo tiene como referencia el trabajo de Accinelli; Carrera (2010) vedse [1]. Los
individuos de la poblacién X (trabajadores) pueden elegir entre los comportamientos {a, b}, mientras que
para la poblacién Y (empresas) pueden elegir entre { A, B}. Asi pues z, representa el nimero de individuos
de la poblacién X siguiendo la estrategia a, mientras que y representa el nimero de individuos de la
poblacién Y siguiendo la estrategia A, respectivamente y de igual forma para zy, yg.

El vector © = (x,, ) es una distribucién de los individuos de la poblacién X, donde z, = %, analogamente

para Ty, YA,YB-
Asi los pagos esperados pueden ser descritos como:

E,, = ya(l=7)W+p)+(1—-ya)1l—-7)w—c (3.1)
By = ya(l—7)W+ (1 —-ya)(l—7)w (3.2)
Ey, = 2 ((1-U-W-=p)+1—-z)(1-7)u—-W) (3.3)
By, = zo((1-7v—w)+ (1 —-2)((1-7)V —w). (3.4)

Ahora que ya tenemos definidos los pagos esperados podemos definir una dindmica simple para este modelo,
que tendra la forma:

= B

Liy, ik Ejk]ziw (3~5)
para todos los pares i # j, i € {(A, B), (a,b)}.

Esta dindmica supone que los individuos conocen en cada instante los valores esperados a las diferentes
estrategias puras posibles y en consecuencia se obtiene un flujo creciente hacia los clubes de valor esperado
mayor.

Nos interesa analizar la relacién existente entre la evolucién de una economia y las decisiones tomadas por

los agentes que cambian su comportamiento con base en alguna forma de imitacién.

3.2. Decisiones por imitacion

En la seccién anterior suponiamos que los individuos conocian su pago esperado después de haber
elegido alguna estrategia, ahora en esta secciéon cambiemos y pensemos que en realidad los individuos no
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18 CAPITULO 3. EL JUEGO DINAMICO

conocen los verdaderos valores esperados, pero pueden llegar a creer que existen otras estrategias las cuales
les pueden reportar mejores resultados que la estrategia que estan siguiendo. Con lo cual tienen que decidir
de qué manera seguir comportandose, es decir si continuar con su estrategia o cambiar a otra. A aquellos
individuos que se lleguen a preguntar si existen otras estrategias mejores que las suyas les llamaremos
revisores.
Una de los posibles conductas que pueden tomar los revisores es seguir el comportamiento de lo que hace
la mayoria, pues asumen que lo que hace la mayoria es lo mejor.
Otra conducta que se pueden tomar es la de cambiar de estrategia cuando se observa que existe otra, que
reporte mejores resultados, tomando en cuenta por supuesto el marco poblacional en el que se encuentra.
O bien podrian comparar los resultados obtenidos por seguir su estrategia, con los obtenidos por el primero
que se encuentre.
Ahora bien, no todos los individuos son revisores, pues puede pasar que en realidad sigan una estrategia
exitosa, con los cual no hay necesidad de cambiar. Pero si no estamos en este caso la frecuencia con lo
que se pregunta si debe o no cambiar de estrategia dependerd del éxito de su estrategia actual. Bajo una
k

probabilidad representada por: r; (z), el agente de la poblacién k, que sigue la estrategia j bajo el perfil

poblacional z, se pregunta si debe o no cambiar de estrategia.

Representemos a ¥ como el estrategista de la poblacién k, que sigue la estrategia j, para k € {X,Y} y
j €{(A,B),(a,b)}. Notando que: © = x,e, + Tpep, andlogamente para y.

La decision de cambiar dependera de la distribucién de la poblacién y por supuesto del pago esperado
asociado a la conducta elegida; este valor serd representado por E(e?,x), lo cual se lee como “El pago
esperado del jugador que sigue la estrategia j de la poblacion k, dentro del perfil poblacional z”.
Supongamos que la tasa rf(az) es una funcién decreciente (pues mientras més pase el tiempo las estrategias
que vaya eligiendo seran aquellas que resulten maés exitosas, con lo cual a largo tiempo ya no se preguntara si
debe cambiar) del valor esperado asociado a la estrategia seguida por el dada la distribucién de la poblacién.

Tenemos pues
k k k
Tj (z) = fj (E(ej:l’))-
La funcién f puede ser interpretada como la disposicién de un estrategista a cambiar su eleccién de ¢ a j

y ademés 6%( fj’“(E (ef, x)) < 0. En las siguientes secciones vamos a analizar las diferentes opciones con las
que cuentan los revisores para cambiar de estrategia.

3.3. El primero con el que nos encontremos

Este comportamiento se basa en la idea de que lo que hace la mayoria es lo mejor, con lo cual es probable
que el primero que nos encontremos sigue el comportamiento de la mayoria.
Asi pues supongamos que el agente decide cambiar su estrategia de j a h de acuerdo con la probabilidad
de encontrarse con un individuo del tipo h.
Denotamos por pfh(x) a la probabilidad de que un individuo revisor de la poblacién k cambie de estrategia
7 a h dada la distribucién x. De acuerdo a los supuestos que tenemos se imitard de acuerdo al individuo
més préximo, y esto depende de la frecuencia relativa de la poblacién que siga la estrategia h, es decir xy,.
La probabilidad de que un individuo se cambie efectivamente de una estrategia j a h estd dada por:

pin(x) =15 (2)zn

cuando j = h se representa la probabilidad de que no cambie de estrategia. Modelamos este proceso como
un modelo determinista, obteniendo las siguientes ecuaciones de flujo.

zj = ap[fa(Elen ©))pnj(@)] — x;[f;(E(ej, x))pjn)
Yio = ynlfi(Blen, y))pn-s- ()] — i Lf; (B(e],9))pj-n-]

Para j,h € {a,b} y j*,h* € {A, B} Estas ecuaciones nos indican cémo cambian las diferencias de entradas
y salidas de seguir la estrategia j y j* respectivamente para las diferentes poblaciones. Con algo de algebra
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llegamos a las siguientes expresiones:

2 (1 —z5)[fu(Elen, x)) — [f;(E(e;j), )] (3.6)
Yir (L =y ) [ fre (E(en~,y)) — [fi= (E(ejx), y)], (3.7)

Zj

Yjo

donde o, +xp, = 1y ya + yp = 1. Podemos reducir el sistema a dos ecuaciones con dos variables de
estado independientes. Seleccionaremos a z, y y4 con sus respectivas ecuaciones. Este sistema representa
la interaccion entre dos grupos de agentes que siguen la regla de la mayoria.

3.4. Una regla de conducta especifica

Observemos que la evolucién del sistema se determina por las conductas que adopten los individuos,
la dindmica estd dada en parte por la frecuencia con la que sus individuos se pregunten acerca de si su
eleccién es la correcta, y por otro lado por la forma en que resuelvan esta duda. Veremos una regla que
siendo sencilla sera 1util para irnos familiarizando con este tipo de dindmica.

Supongamos que f; depende en forma lineal del valor esperado de la estrategia seguida por el individuo y
ademsds es decreciente

fk(E(ek 3?)) :af _B;fE(ezg’w)a (38)

J 77

.
con af, ﬁj’? >0y Z—i > E(e?7 x) con lo cual se puede garantizar que f; € [0,1]. a? se puede interpretar como
J

un nivel de insatisfaccién mientras que a B]’-“ como elasticidad de medida de desempefio sobre la funcién de
revision.
Para simplificar a;; = a y 8; = 8. Al sustituir esta funcién lineal en el sistema 3.6 tenemos:

k
i k k\p ok k
r; = By (1 —xf)[E] — Ej]v

donde EFf = E(ef,z) y E; = E(e?, z). Es una forma de la ecuacién del replicador descrita por Taylor
(1979) y presentado por Weibull (1995), descrita en la ecuacién 3.5. A continuacién consideremos una regla
de conducta mas sofisticada, la cual respeta la decisiéon de la mayoria como decision 6ptima.

3.5. Decisiones a partir de la muestra

Otra regla por la cual el individuo puede guiarse es la regla promedio. En este caso el individuo evaliua
cada estrategia de acuerdo con el pago observado promedio dentro del grupo de referencia y actuara de
acuerdo con la estimacién promedio. El individuo desconoce el pago exacto de cada estrategia, pero puede
calcular el pago promedio de cada estrategia y de ahi elegir el mayor.

Representaremos por Eé‘ a los estimadores de los valores reales, F j’“ = E(e;?7 ). Un revisor decidird cambiar
de estrategia cuando:

= Exista un mejor desempertio estimado de otra estrategia diferente de la suya. Medido por:
P[E(ef,x) — E(e¥,z) > 0].
Es decir cuando la probabilidad de la diferencia entre el valor estimado de otra estrategia y el valor
estimado de la estrategia que se sigue sea positiva.

= La probabilidad de encontrarse a un agente quien actualmente usa una estrategia exitosa sea alta. Lo
que se mide por el porcentaje de cada uno de los clubes del total de la poblacién en el que el revisor
participa.
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Asumamos como en (Accinelli et al. (2009)) que la probabilidad de que exista un mejor desempeno que
una estrategia diferente de la que se esta siguiendo crece proporcionalmente con el verdadero valor de la
estrategia hacia la que se quiere cambiar siempre y cuando este valor sea estrictamente positivo. Es decir:

. 1
- - )\[E(ef,x)] S1 E(ef,x) >0 y A= m,
P[E(ej,x) — E(ej,x) > 0] = ¢ J
0 si E(ef,z) <o0.
El sistema 3.6 se convierte entonces:
zi = il ff(Elej,2)pji(e)] — [ (E(ei, x))pij)
= zi(a— ﬂ)\E]’?)xj —z;(a— B)\Ef)l‘i
ok
v, = i (1—af)ABM[EF — E}).

Este sistema representa tanto la regla de conducta de imitacién pura, como la que supone la realizacion
de un muestreo por parte del revisor antes de que decida cambiar o no su estrategia.
Al sustituir los valores en 3.1 y 3.3 obtenemos :

- o1 =Y)U —u+V—-0)=pl+ 1=y (u—-V)=W+w
Ya=ya(l —ya)b [%[(1 U —u—V o) —p + A=)t V) =W = w} (3.92)
Yp = —Ya (3.9b)
L . pysa —c¢ .
Lo = xa(]- a)ﬁQ |:yA[2(1 — T)(W — ’LU) +p] T 2(1 — T)IU — C:| (39 )
Ty = —Iq. (3.9d)

Al tomar en cuenta solamente a las ecuaciones 3.9a y 3.9¢ se tiene un sistema que describe el caso donde
se propaga una estrategia de altos perfiles.
Definicién 3.1 (Estado estacionario o equilibrio dindmico). Decimos que un estado estacionario o equi-
librio dindmico del sistema (y4,74) es un estado que satisface (y4,24) = (0,0).

Este sistema admite cinco estados estacionarios o equilibrios dindmicos: (0,0), (0,1),(1,0),(1,1) y un
equilibrio interior positivo denotado por P = (y%,z%),

donde
_ c 1-NV-u)+W-w

P=(y%,2%) = (-,
Waed) = W —ur v - —p
Estos equilibrios se interpretan de la siguiente manera:

). (3.10)

1. El equilibro trivial (0,0), es en el cual tanto las empresas como los trabajadores son de perfiles bajos.

2. El equilibro (1,1) es en el cual tanto las empresas como los trabajadores son de perfiles altos.

3. Los equilibrios (1,0) y (0,1), no son equilibrios de Nash y en si no son situaciones légicas pues por
una parte tenemos que las empresas son de perfiles altos mientras los trabajadores son de perfiles
bajos y viceversa.

4. El equilibrio interior P describe una situacién en la que conviven agentes de ambos tipos de perfiles.

En el siguiente capitulo, veremos algunas caracteristicas de estos equilibrios.

LEl 4lgebra usada se ve en el apéndice.



Capitulo 4
Analisis dinamico

Lo que tenemos al tomar en cuenta 3.9a y 3.9¢ es un sistema de la forma:

dx,

dt - F(xaayA) (41)
dya
T G(xavyA)

donde tanto F' como G son continuamente diferenciales, cada una es continua y poseen las primeras
derivadas parciales continuas en todo el plano (z,,y4). Un sistema de este tipo, en el que la variable
independiente ¢ (tiempo) no se encuentra presente en las funciones del miembro derecho recibe el nombre
de sistema autonomo.

Puesto que los sistemas de ecuaciones diferenciales raramente se pueden resolver explicitamente, los méto-
dos cualitativos y numéricos adquieren una gran importancia. Cada solucién del sistema 4.1 es un par de
funciones z(t) e y(t) que definen una curva C' = [z(t), y(¢)].

Observemos que cada punto de la curva C nos determina el estado del sistema en un instante t correspon-
diente a una condiciones iniciales determinadas, y que por ello es de gran interés el conocimiento de este
tipo de curvas, que son llamadas drbitas o trayectorias.

Definicién 4.1 (Orbita o trayectoria). La curva proyeccién en R? (eliminando el tiempo) de una solucion
particular, Co = [2o(t), yo(t)], del sistema 4.1 se denomina drbita o trayectoria.

Como nuestro sistema es de dimensién dos, en el plano (z, y) se pueden dibujar un nimero de trayectorias
suficientes como para poder tener una idea de conjunto del comportamiento de todas las del sistema. Sobre
dichas trayectorias se dibuja una flecha que indica el sentido de la variacién de z,y al crecer el tiempo (es
decir las curvas se recorren en la direccién creciente), lo cual proporciona una imagen “dindmica” de su
recorrido con lo cual se obtiene una descripcién cualitativa del comportamiento de las soluciones.

Definicién 4.2 (Diagrama de fase). Se denomina diagrama de fase del sistema 4.1 al conjunto de todas
las trayectorias de las soluciones del sistema.

Al resolver este sistema asociado al juego normal y las conductas especificas obtenemos trayectorias en
las cuales las distribuciones poblacionales van cambiando debido a las normas de conducta. Empezaremos
con una distribucién poblacional (x40(to), y40(to)) para un tiempo incial ¢t = tg, y calcularemos la dindmica
dada para el sistema (24, 4).-

Nos interesa la forma en que las trayectorias se acercan o se alejan de un equilibrio dinamico, es decir nos
interesan en particular los equilibrios atractores y puntos sillas. Donde un punto atractor es en realidad un
punto asintéticamente estable.

21
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Definicién 4.3 (Punto Estable). Se dice que el punto critico x© del sistema 4.1 es estable si para todo
numero R > 0, eziste algun r > 0, r < R, tal que cada trayectoria C que esté dentro de la vecindad U con
radio r en algin momento t =ty , permanezca dentro de la vecindad V de radio R para todos lost > tg :
esto es, si una trayectoria estd cerca del punto de equilibrio, se mantendrd cerca a lo largo del tiempo.

Definicién 4.4 (Punto Asintéticamente Estable). Se dice que el punto critico & = (Z,7y) del sistema 4.1
es asintoticamente estable, cuando es estable y existe algin numero ro > 0, tal que toda trayectoria que
estd dentro de la vecindad U de radio ro en algun momento t = ty , se aprorime a & cuando t — +00.
La expresion “se aproxime al origen cuando t — +00” se deberd entender de la siguiente forma: si C =
(z(t),y(t)) es una trayectoria, deberd verificarse que x(t) — Z, e y(t) — § cuando t — +oo; es decir, las
trayectorias cercanas no sélo se mantienen cerca, sino que se aproximan al punto de equilibrio a lo largo
del tiempo.

Definicién 4.5 (Punto inestable). Se dice que un punto critico del sistema 4.1 es inestable cuando no es
estable: las trayectorias que empiezan cerca del punto de equilibrio se alejan de este punto a lo largo del
tiempo.

Definicién 4.6 (Punto silla). Decimos que un equilibrio dindmico es un punto silla , si existe un entorno
suyo tal que existen trayectorias por las que el sistema se acerca y otras por las que se aleja de estado de
equilibrio.

Para un atractor se puede definir:

Definicién 4.7 (Cuenca de atraccién). Llamaremos cuenca de atraccion de un punto critico T = (Z,9),
al conjunto M C R? en el espacio de fases (en nuestro caso espacio de distribuciones) tal que para xo =
(xo(t),yo(t)) € M se tienen que complir z(t) — Z, e y(t) = § cuando t — oo.

Aunque las definiciones de atractor y punto silla son locales se puede extender a todo el espacio en
cuyo caso estariamos hablando de atractores o de puntos sillas globales. Asi la cuenca de atracciéon de un
atractor global serd todo el espacio y el punto silla nos define las variedades estables e inestables en todo
el espacio.

4.1. Estrategias Evolutivamente Estables

Un concepto ampliamente utilizado en la teoria de juegos evolutivos es el de estrategias evolutivamente
estables (ESS por sus siglas en inglés), definidas e introducidas por John Maynard Smith y George R.
Price en 1973. Aunque inicialmente fueron utilizadas en biologia con poblaciones donde sus estrategias se
heredan genéticamente, veremos que para la teoria de juegos son una herramienta importante.

En este caso tenemos la definicién para una ESS enfocada a juegos evolutivos contra el campo la cual por
supuesto incluiremos a continuacién.

Dado un juego normal, definimos como un campo a las condiciones definidas por los deméds jugadores, esto
es la distribucion inicial del conjunto de empresarios en altos y bajos perfiles, no depende de la voluntad
de los trabajadores, diremos pues que estos juegan entonces en contra del campo, en el momento de elegir
su mejor estrategia.

Definicién 4.8 (Estrategias Evolutivamente Estables contra un campo (Carrera [10])). Considere que el
perfil de distribucion de la poblacion y = (ya, yp), decimos que la estrategia & = (4, 2p) es una ESS contra
el campo de y si existe €, > 0 tal que:

E(fi.vg) > E(an 17)

para todo xo € X donde |y — §| < €.
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En otras palabras T es un ESS contra campo, si continua siendo maximizadora del valor esperado de
los individuos de la poblacién x aun, luego de una mutacién (no muy grande) en el comportamiento de la
economia.

Sin embargo puede suceder que el campo, definido por la distribucién de una poblacion a la que el oponente
tome como dada, evolucione a su vez, precisamente por la presion del cambio de distribucion que él mismo
generd, en dicho oponente. Esta interdependencia mutua genera conductas evolutivamente estables en
ambas poblaciones.

Si un sistema econémico evoluciona hacia una trampa de pobreza pequenas modificaciones de las condiciones
iniciales no alcanzan para modificar el resultado. Es decir que la trampa de pobreza es un atractor de
trayectorias definidas por distribuciones de la poblacién que forman perfiles estratégicos evolutivamente
estables.

4.2. Analisis dinamico del juego

Como vemos lo que tenemos es un sistema no lineal, el cual no es ficil resolver sin embargo si podemos
emplear el Teorema de Grobman-Hartman para poder hacer nuestro analisis de una forma mas sencilla.
Dicho teorema nos asegura que los sistemas de la forma 2’ = Az y 2’ = f(x) son localmente topolégicamente
conjungados (en entornos de 0 y xg) si xg es un punto de equilibrio de f y A = D f(z0) es hiperbdlico (i.e
todos sus autovalores tienen parte real no nula).

Teorema 4.9 (Grobman-Hartman). Sea f: Q C R™ — R™ un campo C', y sea xo un punto de equilibrio.
Supongamos que A = D f(xo) es un operador hiperbdlico. Entonces existen V,U entornos abiertos de xg
y de 0 respectivamente tales que los campos fiy y Ay son topoldgicamente conjugados (i.e. eviste un
homomorfismo ¢ : U — V tal que po et = ¢t o).

Analizacemos la relacién entre las distribuciones poblacionales, las ESS y trampas de pobreza de nue-
stro modelo expuesto.
Consideremos el jacobiano J(x,,y 4) asociado al sistema 3.9a y 3.9c:

0r, Ozq4
oy — | 9ra  Oya
J(Cba, yA) ayA %
dr, Oya
Al sustituir las respectivas derivadas tenemos:
o (1— 92 )52]%9% c| 2ol — 20)5n [EyAJrF]p—[py;x—C}E
J(Tarya) = + (Bya +F) (4.2)
(Cxy + D)A (Az, + B)C Az, + B
ya(l —ya)pr (Caa + D)? (1- 2yA)51m
donde
A=1-NU-u+V—-v)—p
B=1-y(u-V)-W+w
C=1-7U-u-V+v)—
D=(1-9)(u+V)-W —-w
E=2(1—-7)(W - w) +p
F=2(1-1)w-—

La siguiente proposicién resume en forma clara la relacion entre reglas de conducta, estrategias evo-
lutivamente estables y trampas de pobreza, de una economia en la que los agentes econémicos, imitan la
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conducta seguida por aquellos individuos que, dada la distribucién poblacional y la informacién disponible,
aparecen como los méas exitosos.

Proposicion 4.10. Si las empresas o trabajadores siguen las reglas de conducta imitativas, y los revisores
resuelven su conducta de acuerdo con el primero que nos encontremos o por muestreo referidas anterior-
mente entonces:

1. Los equilibrios (0,0) y (1,1) son atractores para el sistema dindmico 4.2 y por tanto definen perfiles

estratégicos evolutivamente estables, son (0,1;0,1) y (1,0;1,0).

2. Los equilibrios (0,1) y (1,0) son repulsores para el sistema dindmico 4.2.

3. El equilibrio P = (z%,y%) define un valor umbral, en el sentido de que si las condiciones iniciales

lo superan, toda la trayectoria solucion del sistema dindmico converge hacia el atractor alto (1,1),
mientras que si los valores iniciales se encuentran por debajo de este convergirdn hacia el atractor
bajo, (0,0). Es decir, estamos ante un punto silla.

Demostracion. Denotaremos por detJ al determinante de la matriz 4.2 evaluada en cada equilibrio, mientras
que a la traza la denotaremos por tr.J. Analicemos cada equilibrio:

1. Para los equilibrios (0,0) y (1,1) ocurre:

= 2, =y = 0. El jacobiano evaluado en este caso estd dado por,

c

B Ty w— 0
20 —71)w —c
J(0,0) = ( 0 ) g U=V +W—w
L=V w) =W —w
Lo que produce:
- c A=V -w+W-w

detJ—(522(1_T)w_c)(ﬂl(l_7)(V+u)—W—w) >0,

B c =NV -uw)+W-w
tTJ—_622(177_)w76_ 1(177)(V+u)7W*w<0_

Con lo cual al utilizar el criterio de traza determinante ! , sabemos que este equilibrio es un
nodo asintéticamente estable es decir un atractor y por lo tanto una ESS.

I(Criterio traza-determinante). Sea A € M2(R). NotamosT = trazaA, D = detA y A = T? — 4D. Entonces el sistema

' = Az es:

Una silla si y sélo si D < 0.

Un centrosiy sllosi T =0y D > 0.

Un foco siy sélosi T =0y A < 0. El foco es repulsor cuando T" > 0 y atractor cuando 7' < 0.

Un nodo si y s6losi D > 0y A > 0. El nodo es repulsor cuando 7" > 0 y atractor cuando 7' < 0. Ademds, el nodo es

impropio si y sélo si A =0 y la matriz A no es diagonal.

Degenerado cuando D = 0.
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= 2, =ya = 1. El jacobiano evaluado en este caso estd dado por

—f2 b—c 0
2(1 —m)(W —c
J(1,1) = ( )0( )+ 5 1=—)U-v)—p—W+w
A= NU+v)—p-W—w

Lo que produce:

_(_ [p—c] L, AU -v)—p-—W+w
et = (i) (P ) >0

[p— | _6(1—7)(U—v)—p—W—i—w
A-n)W)+p—c "A-NU+v)—p-W-w

trJ = —522 < 0.

Con lo cual al utilizar el criterio de traza determinante, sabemos que este equilibrio (1,1) es un
atractor asintoticamente estable es decir un atractor y por lo tanto un perfil ESS.
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2. Para los equilibrios (0,1) y (1,0)ocurre:

= z, =0, ya = 1. El jacobiano evaluado en este caso estd dado por

p—d .

B2
J(0,1) = 20—7) (W) +p—c - B B
) =D =0+ W
0N V) - W
) p—d (- )+ W —w
det] = (622(1—7)(W)+p—0> (ﬁl(l—w)(quV)—W_w) "
B [p— ] =NV -u)+W-w
T | E e (e [ R B iy

Al utilizar el criterio de traza determinante, tenemos que en este caso el equilibrio (0,1) es un
repulsor.

= 2, =1, ya = 0. Para es caso se tiene

T 0
J(1,0) = 21 O) 1-U-v)—p—W+uw
Bl(l—y)(U—HJ)—p—W—w

detd = (Bogi— ) (BT e ) >

¢ U -p-Wiuw

(1—7)w—c (1—v)(U+v)—p—W—w>0'

trJ = Bgz

De igual forma al utilizar el criterio de traza determinante, tenemos que este equilibrio (1,0) es
un repulsor.

I-NV-uw+W-w E)
(1=7U—-u+V—v)=p'p”
p*B2(B(A - B))

A2(Ec + pF)

0

3. Por tltimo para P = (z%,y%) = (

0
J(xo,yh) = A%Bi(c(p—¢)
p2(AD — BC)

En este caso, solé tendriamos que observar los signos de cada entrada. Como A2, p?, 8,p—c, Ec+pF >
0 sé6lo tenemos que checar como se comporta: A— B'Y AD — BC'. Después de hacer las operaciones
tenemos que A > By AD > BC, con lo cual tenemos que:

2 B _ 2 _
dotg — _ (PP2BA=B)\ (Ahilelp =) _
A?%(Ec+ pF) p?(AD — BC)
Usando el criterio traza determinante tenemos que dicho equilibrio P = (z},y%) es un punto silla.

O

El punto silla resulta ser el valor umbral, se puede calcular facilmente y a partir del cual podemos dividir
al cuadrado unitario en regiones que estaran dentro de la cuenca de atraccion de los referidos atractores.
Gracias a esto podremos obtener algunas recomendaciones de politica econémica.
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4.2.1. Trampas de pobreza

Una trampa de pobreza decimos que es un equilibrio de niveles bajos cuando estamos en una situaciéon
en la cual el desempeno de la economia es pobre en sus cuentas mas relevantes. Pero a tal situacién se llega
como un resultado conjunto de individuos que maximizan sus preferencias.

Steven Durlanuf (2003) enriquece la nocién de trampa de pobreza a través de una dimensién espacial:
introduce la idea de acciones elegidas por los agentes dependen de la composicién del grupo o grupos a
los cuales pertenece y entre los que interactia a lo largo de su existencia. A dicha interdependencia de
conducta le llama efectos de vecindad.

Estos “efectos de vecindad” son los que explican por qué las trampas de pobreza existen y persisten. Asi una
trampa de pobreza es aquella donde una comunidad de agentes econdémicos en el que los agentes de bajo
perfil se auto-reproducen manteniendo el nivel bajo como consecuencia de los efectos de vecindad.
Observemos pues que el punto silla P depende de los valores paramétricos: ¢, p y v, esto es de los costos de
educacion, bono de eficiencia y las tazas impositivas al ingreso, dependiendo de dichos pardmetros podemos
manipular el valor umbral y asi definir a partir de cuales distribuciones en ambas poblaciones podremos
dirigirnos hacia el equilibrio (1,1), pues el equilibrio (0,0) es una trampa de pobreza.

El equilibrio (0,0) es una trampa de pobreza en el sentido de que una economia empieza con un nimero
bajo de agentes de perfil alto experimenta una disminucién de agentes de perfil alto que eventualmente no
conduce a un agente de perfil alto a ser imitado y asi proliferar. Esto es la estabilidad para el punto fijo
(0,0).

Note que las trayectorias que conducen al equilibrio estan formadas por perfiles estratégicos evolutivamente
estables por lo que una vez que el sistema se establece en esa trayectoria, los individuos seguiran prefiriendo
los perfiles bajos, a no ser que el sistema se perturbe lo suficiente como para sacar al sistema de la cuenca
de atraccién de tal equilibrio. Las cuencas de atraccién estan separadas por el punto silla P.

Definamos pues qué es una trampa de pobreza, lo cual resume lo dicho hasta ahora. Para un juego multi-
poblacional, en forma normal, en el que por S* denotamos al conjunto de distribuciones posibles sobre las
estrategias puras de 1 i-ésima poblacién, siendo ¢ € {1, ...,n} en el que, un conjunto de normas de conducta
definen un sistema de dindamico el que a su vez determina el flujo en cada poblacién, de los individuos que
pueden modificar su comportamiento en cada instante.

Definicién 4.11 (Trampa de pobreza). Entendemos por trampa de pobreza, un equilibrio de Nash, Pareto
dominado, el que es a la vez un estado estacionario del sistema dindmico, determinado por las normas de
conducta, que define un atractor local, al que convergen trayectorias conformadas por perfiles estratégicos
evolutivamente estables.

Como se ve entonces, salir de una trayectoria que converja a una trampa de pobreza, implica cambios
suficientemente grandes, en el sentido de que requiere cambios altos en las condiciones iniciales.
En el siguiente capitulo veremos qué se necesita para tener cambios suficientemente grandes y salir si es
que se estd en una trampa de pobreza.

4.2.2. La importancia de las condiciones iniciales.

Haremos un ejercicio niimerico para saber qué ocurre cuando las condiciones iniciales estan por debajo
6 por arriba del valor umbral.
Las siguientes grificas representan el diagrama de fase del sistema 3.9a y 3.9c. Con los siguientes valores
numéricos:

U=14,000 V =10,000 W =4,000 c= 1000
u = 8,000 v = 17,000 w = 2500 p= 2000

» Si consideramos las distribuciones (zg,y0) = (0.5,0.5) < (z%,y%), la economia evolucionard por
trayectorias definidas por soluciones del sistema dindamico 3.9a y 3.9¢c, a lo largo de las cuales V¢ > t,
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Z1 es una mejor respuesta para y; y a la vez y; es una mejor respuesta para x1, siendo (x1(t),y1(t))
la solucién del sistema 3.9a y 3.9¢. con las condiciones iniciales (xg, yo).
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Figura 4.1: Trayectoria con condiciones iniciales (xo, y0) < (x,y%)
Se cumplird ademas que z1 — (0,1) y y1 — (0,1) cuando ¢ — oo. Luego en conjunto la economia

converge al atractor (0, 1;0,1).

= Pero por otro lado si las condiciones iniciales de la economia, definidas por las distribuciones pobla-
cionales iniciales (xg,yo) = (0.5,0.75) > (z},y% ), obtenemos trayectorias a lo largo de las cuales la
economfa converge a (1,0;1,0).
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Figura 4.2: Trayectoria con condiciones iniciales (zo,yo) > (z},y%)

Las graficas aqui mostradas fueron generadas con WxMaxima un programa de caculo simbdlico libre.



Capitulo 5

Superar la trampa de pobreza

El objetivo de un planificador central es no estar en una trampa de pobreza, para lo cual como ya lo
hemos dicho se necesita o que las condiciones iniciales sean mayores al valor umbral P o bien, reducir dicho
valor umbral mediante politicas orquestadas por el planificador.

Como es complicado cambiar las condiciones iniciales tan drasticamente, estudiaremos el caso de reducir
el valor umbral, es decir nuestro objetivo es:
_ I-)V-uw)y+W-w c

P:(x::’y‘t‘):((1—7)(U—u+V—v)—p’§)%(0’0)

para lo cual debe tenerse en cuenta:

1. Para disminuir el valor de y% se debe disminuir el costo de educacién ¢ o bien aumentar el valor del
.

2. La tasa de impuestos 7 juega un papel crucial para disminuir el valor z}. Pues el valor para el cual
T} es cero es:

V4+W—u-— W —
_ViW—u—w  W—w
V—u V—u
Con lo que tenemos que en realidad este impuesto se transforma en un subsidio para aquellos agentes
que cambien de un perfil bajo a uno alto.

*

> 1.

5.1. Analisis numérico

Para poder observar como se comporta dicho sistema, daremos valores numéricos con el fin de observar
como al cambiar los pardametros, sin cambiar las condiciones iniciales, podemos salir de una trampa de
pobreza.

Los parametros seran: el impuesto sobre los beneficios de las firmas, el costo de educacién y el bono
o prima de eficiencia, veamos que con los parametros adecuados tendremos el efecto deseado: salir de la
trampa de pobreza. Por otro lado si los pardmetros no son los adecuados seguiremos convergiendo a una
trampa de pobreza.

Con los siguientes valores haremos los respectivos célculos:

U=14,000 V =10,000 W = 4,000
w=8,000 v=7,000 w=2500

Y las condiciones iniciales serdn Py = (0.5,0.5).
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= Al dejar fijo el bono por educacién a p = 2000 y v = 0.1, cuando el costo a la educacién se baja lo
suficiente, salimos de dicha trampa, de otra forma seguimos en ella.
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Figura 5.1: Graficas con ¢; = 500 y ¢ = 390 respectivamente

Nétese que en realidad dicho costo debe ser mucho menor con respecto al bono de eficiencia p.

= Ahora al dejar fijo el costo ¢ = 390 y v = 0.1, y variar el bono a la educacién observamos que en
realidad el el bono p no puede ser tan alto, pues de ser asi entramos en la trampa de pobreza.
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Figura 5.2: Graficas con p; = 2300 y po = 2000 respectivamente
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= Al tomar un valor menor para p ocurre:
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Figura 5.3: Gréficas con p; = 828 y py = 1000 respectivamente

Es decir, el premio esta acotado entre 828 y 2000.

5.2. El problema dinamico del planificador

Otro método de calcular los pardmetros 6ptimos es hacer uso del Hamiltoniano, esto en base al trabajo
de Ricardo Acevedo; Nathalia Almeida (2010) [5], pues estamos suponiendo que tenemos un planificador
central que quiere maximizar los impuestos, costos y bonos para salir si es que se estd en la trampa de

pobreza.
En este caso la funcién a maximizar tendrd la siguiente estructura:

o

mAx /[T(WxA +wzg)) +Y(Uya + uyp) — (cxa + pya)ledt.

¥.TCp
0

Es decir el planificador central recauda los impuestos de los agentes de la economia los cuales usa para

cubrir los costos de educacion y las bonificaciones de eficiencia.Las variables de control seran: -+, 7, ¢, p.

Queremos determinar cuales son los pardametros adecuados sujeto a las siguientes condiciones:

_— 2o[(1=U —u+V—-v)=pl+ (1 -7 (u—-V)-W+w
ya = yall—ya)b [ma[(l—*y)(U—u—V-l-v)—p]+(1—7)(u+V)—W—w
. - —2.)Bs pya — ¢

Ta = a(l o) {yA[Q(l—T)(W—w)+p]+2(1—7')w—c

T4 = x0>0

ya = yo>0.

Pues tenemos que tomar en cuenta que estamos en una economia que se rige por la imitacién, con
las condiciones iniciales mayores a cero. Este sistema se resuelve con la metodologia de Pontryagin. ! Sin

IParte de la metodologia se ve en el apéndice.
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embargo resolverlo se complica, por lo que se deja como problema abierto y con planes de resolverlo en un
futuro inmediato.



Capitulo 6

Conclusiones

Estudiamos un juego de coordinacién con su dindmica evolutiva generada mediante un proceso de
imitacién. Aquellos agentes revisores que no estén de acuerdo con su comportamiento, por que su eleccién
no les retribuye lo suficiente, deciden cambiar buscando comportamientos que les permitan obtener mejores
resultados.

Analizamos un par de criterios para elegir cémo cambiar la eleccién de un agente revisor: cambiar segin
la conducta que siga la mayoria, con lo cual imitaremos al primero que se cruce frente a nosotros; otro
criterio es el de hacer una muestra aleatoria simple y elegir aquella conducta con mayor utilidad esperada.
Esta conducta de imitacién es racional, pues los individuos estdn maximizando su utilidad esperada. Sin
embargo, como los individuos imitan de acuerdo a su entorno puede, que en realidad se tengan resultados
ineficientes, desde el punto de vista social. Cuando se tengan pequenas modificaciones y éstas en realidad
no afecten el resultado estamos en una estrategia evolutivamente estable, lo cual puede ser una ventaja o
un serio problema. Esto dependiendo de a dénde se dirige dicha dindmica.

El sistema dindmico aqui planteado tiene 2 repulsores, 2 atractores (uno es equilibrio alto y el otro es
equilibrio bajo) y por tltimo un punto silla el cual es el valor umbral. Cuando la dindmica se dirige a un
equilibrio de perfiles altos no hay nada que hacer, simplemente dejamos que siga su proceso. No obstante
si estamos en el caso que nos dirigimos a un equilibrio bajo y como ya dijimos estamos en una estrategia
evolutivamente estable, pequenos cambios nos dejardan en el mismo lugar con lo cual debemos de cambiar
drasticamente las condiciones iniciales o bien superar el valor umbral.

Las condiciones iniciales en este caso, las distribuciones de las poblaciones iniciales, juegan un papel im-
portante pues con ellas se pueden determinar las trayectorias, las cuales no representan otra cosa mas que
la evolucién de las distribuciones de cada poblacién a lo largo del tiempo, convergiendo a los atractores ya
mencionados.

Como vemos, la economia puede converger a un equilibrio bajo aun cuando se basa en estrategias racionales.
Para salir necesitamos que el porcentaje de las poblaciones de agentes de perfiles altos superen el valor
umbral, para lo cual es necesario modificar los parametros como los costos de educacién, bonos a la ed-
ucacion e impuestos. Un resultado interesante de este andlisis es que en realidad no podemos poner un
premio demasiado alto pues esto nos lleva al equilibrio bajo, por otro lado tampoco podemos poner un
premio muy bajo pues de nuevo nos lleva a un equilibrio bajo, dicho premio debe estar acotado.
Concluimos que usar sélamente la eleccion racional libre de los agentes econémicos no es suficiente para salir
del equilibrio bajo si es que las condiciones iniciales no eran las correctas, es necesario que se modifiquen
los parametros ya mencionados y asi tener el efecto deseado.
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Apéndice

Algebra del sistema 23

Para las empresas el sistema quedaria de la siguiente manera

Ya = yall—ya)hif [EA — Ep]
= ya(l yA)E o BilEa — Ep]
= ya(l —ya)Bu{[za((1 =U =W —p) + (1 — 24)(1 = 7)u — W)]

- [ o((I=v—w) + (1 =za)(1 =NV —w)}/{[za((1 =NV =W = p) + (1 = za)(1 = 7)u — W)]
+ [zl =7v—w) + (1 = za)(1 =)V —w)}

_ N 2o[(U=v)(1 =) =pl+ (1 —z)Ad =Nu-V)=W+w

= wall y’”ﬁ[ = NU +v) —p)] + A= za)[(T =)V + )] - Ww}
S ddd=U—-u+V—-v)—pl+1—-7)(u—-V)-W+w
a = y““‘“)ﬁ[ =0 —u—VFo)—pl+ 1)+ V) W—w}

Mientras que para los trabajadores tenemos:
‘fa = (Ea(]. — fa))\2ﬁ2[Ea — Eb]

= Z‘a(l — l'a) 62[Ea - Eb]

1
E,+ Ey
B2(pya — c)
2(Wya+ (1 —ya)w)(1—7)+pya —c
Ba(pya — )
ya2l—7)(W —w)+p]|+2(1 —1)w—c

=24(1 —x4)

To=2(1 —24)

Problema de Maximizacion

Escribiremos el Hamiltoniano correspondiente

H(za,yas N\ iy t) = T(Wag +way) +y(Uya +uy) — (cxa + pya)
Bilra((v —=U)A —7) —p] = (1 —2)(A =) (u—=V) =W — ]
To[(L=U +v) =W —w—pl+ (1 —2o) (1 =NV +u) =W +w)
B2(pya — c)
2Wya+ (1 —ya)w)(1 —7) +pya —c

+ Aya(l—ya)

+ pre(l — 1)

Donde A, i son los multiplicadores de Lagrange.
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Condiciones de primer orden

Las condiciones de primer orden vienen dadas por:

.%:o
g
o
.%{:o

Condiciones de Euler

Las condiciones de Euler vienen dadas por:

: OH

A o= ———

8$A

. _ o

H ayA'

Condiciones de transversavilidad
lim Azge™™ = 0,
t—o0

rt 0

lim pyae™ =
t—o0

Lo que sigue es resolver el sistema con base en los sistemas de ecuaciones que tenemos, y asi encontrar los
impuestos costos y bonos necesarios. La dificultad radica en que el dlgebra empleada se vuelve un poco
complicada para llevarla a cabo aqui.
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