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Caṕıtulo 1

Introducción.

La importancia del estudio del equilibrio general en la teoŕıa económica,
se sustenta en tratar de generar un entendimiento integral de los procesos de
producción, consumo y la formación de precios dentro de una economı́a de
uno o varios mercados.

En un mercado, se establece que los precios y producción de las mercanćıas o
los bienes, incluyendo el precio del dinero y las tasas de interés, se encuentran
relacionadas. Por ejemplo, la variación en el precio del trigo, puede afectar
el precio de otro bien (ejem. el pan). Si el consumo del pan, depende de las
preferencias sobre el pan, la demanda del pan puede verse afectada por un
cambio en el mercado de trigo a nivel internacional. Por consecuencia, la
teoŕıa establece que calcular el precio de equilibrio de un solo bien, requiere
un análisis de las diferentes mercanćıas que se encuentren disponibles en la
economı́a.

La aportación que Gérard Debreu brinda en su análisis de equilibrio ge-
neral en Teoŕıa del Valor y de lo cual es objeto de estudio este documento,
obedece a presentar una generalización de los elementos que demuestran la
existencia del equilibrio en una economı́a que cumple ciertas hipótesis, tanto
en los conjuntos de producción, como en los de consumo.

1.1. ¿Por qué es importante demostrar la exis-

tencia del equilibrio en una economı́a?

Demostrar la existencia del equilibrio en una economı́a, es fundamental
para brindar una validación a los teoremas del bienestar; ya que no tendŕıa
un sentido lógico hablar de ellos, si previamente no se demostrara la exis-
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6 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN.

tencia del equilibrio. En el sentido estricto, la demostración de la existencia
del equilibrio en una economı́a, permite establecer como los productores y
consumidores mantienen una igualdad entre ofertas y demandas bajo un de-
terminado conjunto de precios; este resultado se obtiene a partir de la apli-
cación de los denominados teoremas de punto fijo.

Entonces, bajo este hecho particular surge la siguiente pregunta: ¿por qué uti-
lizar los teoremas del punto fijo (Brouwer y Kakutani)1 2 para de-
mostrar el equilibrio entre oferta y demanda en una economı́a?.

La respuesta a la pregunta del parrafo anterior parece ser muy intuitiva,
por ejemplo, el teorema de punto fijo de Brouwer especifica las condiciones
bajo las cuales una función f sobre un dominio dado, tiene al menos un punto
fijo, es decir f(x) = x; esto nos dice que entre todas las transacciones que se
lleven a cabo en un mercado, siempre existirá un punto de equilibrio donde
la demanda de bienes y dotaciones iniciales3 de los consumidores, se anulara
con la oferta de los productores.

Es posible establecer que el punto fijo, tanto de una función, como de una
correspondencia; es el punto en el cual se optimizan tantos las preferencias
de los consumidores, como los planes de producción de las firmas, y ademas
se cumple la ley de Walras para cualquier nivel de precios.

Adicionalmente consideremos lo siguiente: al centrar nuestro campo de análi-
sis sobre la teoŕıa del equilibrio general, establecemos que existe una cantidad
m de consumidores y n de productores, los cuales deben de llegar a una si-
tuación de equilibrio de mercado; sin embargo, es importante determinar que

1Demostrar la existencia del equilibrio walrasiano, es una prueba equivalente a la de-
mostración del teorema del punto fijo de Brouwer, es decir, la existencia de un punto fijo
para cualquier función continua de un simplex n−dimensional a śı mismo. Hal R. Varian
[1992:373-377]

2El teorema de punto fijo de Kakutani es una generalización del teorema de Brouwer
para correspondencias (funciones que llevan puntos a conjuntos), la prueba permite esta-
blecer la existencia de un punto fijo de una correspondencia, definida en un subconjunto
compacto y convexo del espacio euclidiano, es decir, un punto es enviado bajo la función
de un subconjunto que también la contiene. En términos de la teoŕıa económica, la demos-
tración de la existencia del equilibrio, auxiliandonos del teorema de Kakutani, nos permite
demostrar el punto donde el total de recursos de la economı́a es igual a la demanda total
a un determinado nivel de precios y ademas se cumple la ley de Walras.

3Es la asignación de la que parten los consumidores, están formadas de bienes que lleva
cada uno de estos agentes al mercado; tras intercambiar algunos de estos bienes, terminan
obteniendo una asignación final.
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análogamente, existen m funciones de consumo y n funciones de producción,
lo cual convierte este análisis en un ejercicio un poco complejo.

De esta manera, se establece que determinar un equilibrio general dentro
de un sistema de múltiples funciones e incógnitas es el objetivo primordial
de la prueba; de tal forma que los teoremas del punto fijo se convierten en
una herramienta necesaria que permite identificar el punto donde la deman-
da total y oferta total de recursos en la economı́a se mantienen en equilibrio
bajo un determinado vector de precios relativos.

1.2. Objetivos de la monograf́ıa.

1.2.1. Primer objetivo.

El primer objetivo, consiste en generar una versión detallada y amplia-
da de los conceptos teóricos de Equilibrio General presentados por Gérard
Debreu en Teoŕıa del Valor[1959]. Este objetivo se realiza, conservando la
estructura original de la obra de Debreu; sin embargo, se complementa con
la adición de ejemplos, proposiciones y teoremas, de autores como Andreu
Mas-Colell [1989, 1995], W. Hildendrand y A.P. Kirman [1982], Juan Horváth
[1969], Hal R. Varian [1992], K.C. Border [2013] y notas del curso de Equi-
librio General, dictado por el Dr. Elvio Accinelli en 2013, en el Posgrado
de Economı́a Matemática de la Universidad Autónoma de San Luis Potośı;
entre material de otros autores.

1.2.2. Segundo objetivo.

El segundo objetivo, es presentar una demostración de la existencia del
equilibrio en una economı́a competitiva, tomando como base los elementos
presentados en el objetivo anterior.

1.2.3. Tercer objetivo.

Generar un producto bibliográfico que pueda ser consultado por los com-
pañeros alumnos de la Universidad Autónoma de San Luis Potośı, a manera
de notas introductorias para un estudio formal de la teoŕıa del equilibrio
general.
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1.2.4. Breve nota histórica sobre Teoŕıa del Valor.

Teoŕıa del Valor: Un análisis axiomático del equilibrio económico; escrito
por Gérard Debreu, es uno de los libros de teoŕıa económica más lúcidos y
elegantes del siglo XX. A partir de un método axiomático, Debreu plantea
una explicación sobre el proceso de formación de precios sobre las mercanćıas
en una economı́a de mercado con propiedad privada, aśı como la explicación
del papel de los precios en un estado óptimo de la economı́a.

Debreu mantuvo un profundo interés por el estudio de la Teoŕıa del Equili-
brio General, en particular por la obra de Léon Walras (1834-1910). Nacido
en Francia en 1921, y nacionalizado estadounidense años mas tarde; Gérard
Debreu gano el Premio Nobel de Economı́a en 1983, por haber incorporado
nuevos métodos anaĺıticos en la teoŕıa económica y por su rigurosa reformu-
lación de la teoŕıa del equilibrio general.

En 1954 junto a Kenneth Arrow, publica un articulo fundamental en la his-
toria económica, Existencia del Equilibrio para una Economı́a Competitiva
[Econometrica: Vol. 22, No. 3. (Jul., 1954)]. Años mas tarde en 1959, se edi-
ta Teoŕıa del Valor: Un análisis axiomático del equilibrio económico [Cowles
Foundation Monograph 17, (1959)]; el cual es una version actualizada de la
tesis doctoral de Debreu, presentada tres años antes en la Universidad de
Paŕıs. En esta ultima obra, Debreu expone dos problemas centrales de análi-
sis, el primero, versa sobre la explicación de los precios de las mercanćıas,
como resultado de la interacción de los agentes de una economı́a de propiedad
privada a través de mercados, mientras que el segundo problema, exhibe una
explicación del papel de los precios, en un estado óptimo de la economı́a. El
análisis que nos brinda Debreu en su obra, gira en torno al concepto de un sis-
tema de precios, o de manera generalizada, a la existencia de una función de
valor que se encuentra definida en el espacio de mercanćıas. [Debreu: 1959:ix]

La obra de Gérard Debreu, y en particular Teoŕıa del Valor, conduce a
un cambio radical de los instrumentos matemáticos utilizados en la teoŕıa
económica. Este cambio puede ser evidente en el uso de propiedades to-
pológicas y de convexidad, ya que nos proporciona un incremento notable de
generalidad y simplicidad en la exposición de la teoŕıa económica.
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1.3. Estructura de la investigación.

1.3.1. Producción.

En el caṕıtulo de producción, se estudia el papel de los agentes produc-
tores de mercanćıas (bienes y servicios) en la economı́a. Se establece que el
plan de producción para esta clase de agentes, se encuentra restringido a
pertenecer a algún conjunto dado, que esencialmente representa una serie de
conocimientos técnicos limitados. El plan de producción para un j − ésimo
productor se elige de este conjunto de limitaciones técnicas, para una serie de
precios dados; de forma que el productor debe de maximizar sus beneficios,
i.e. la suma de sus ingresos menos la suma de todos sus desembolsos. De
esta manera, en este caṕıtulo se exhiben los conceptos de productor, de plan
de producción y de conjunto de planes de producción posibles; aśı como las
propiedades de tales conjuntos; posteriormente se introduce el concepto de
maximización del beneficio del productor, para finalmente exponer como los
planes óptimos de producción dependen de los precios.

1.3.2. Consumo.

En el tercer caṕıtulo se estudia el papel del consumidor sobre la eco-
nomı́a. El objetivo del consumidor es seleccionar un plan de consumo en un
espacio de bienes. El consumidor debe de considerar ciertas restricciones: en
primer lugar, la naturaleza del bien, aśı como su disponibilidad, el tiempo
de adquisición, etc.; en segundo lugar, debe tomar en cuenta los precios y su
ingreso; el valor de su plan de consumo no debe exceder su nivel de rique-
za. Cumpliendo estas dos condiciones se selecciona un plan de consumo al
que ningún otro es preferido. De esta manera, en este caṕıtulo se definen los
conceptos referentes al consumidor tales como: plan de consumo, conjunto
de planes de consumo posibles, preferencias y sus propiedades; para poste-
riormente analizar la restricción de presupuestal, para finalmente exhibir los
planes de consumo óptimos que dependen de los precios y el ingreso.

1.3.3. Equilibrio.

En este caṕıtulo, se exhibe el concepto central de la monograf́ıa. En la
presente sección se retoman los conceptos definidos en los caṕıtulos anterio-
res. De manera precisa, es establece que dentro de la economı́a existen una
serie de recursos totales (cantidades disponibles de las diversas mercanćıas),
denotadas estas como dotaciones iniciales de los agentes económicos. Una
economı́a se caracteriza por tener un número m de consumidores (con igual
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numero de conjuntos de consumo y preferencias), n productores o firmas (ca-
racterizados por sus conjuntos de producción), aśı como los recursos totales
que poseen los agentes en un determinado momento.

Para el desarrollo de esta sección, se considera una clase especial de eco-
nomı́as: economı́as de propiedad privada; donde se establece que los consumi-
dores son los propietarios de los recursos, y que simultáneamente, mantienen
control sobre el proceso de producción, dicho de manera análoga; los agentes
consumidores mantiene una participación de propiedad sobre la(s) firma(s).
De esta manera, los consumidores-accionistas determinan su ingreso, en fun-
ción a su propia restricción presupuestaria y a la maximización de beneficios
de la firma.

1.4. Metodoloǵıa del documento.

El presente documento mantiene un análisis axiomático de la matemática
como herramienta de análisis en la teoŕıa economı́a.

1.4.1. Motivación del tema.

Las principales cuestiones en el estudio de la teoŕıa del equilibrio general
se refiere a las condiciones bajo las cuales se garantiza la existencia, unicidad
y estabilidad del equilibrio.

La motivación principal derivada de este documento, se enfoca únicamente
en demostrar la existencia del equilibrio en una economı́a bajo determinadas
hipótesis de producción y consumo de los agentes.

Para argumentar un mayor rigor con respecto a la selección del tema, se
procede a enunciar de manera intuitiva los teoremas del bienestar y la rela-
ción con respecto a la existencia del equilibrio.4

Primer teorema de la economı́a del bienestar. Los equilibrios de mer-
cado son eficientes en el sentido de Pareto.5

4Las demostraciones de los teoremas del bienestar, pueden ser consultadas en Análisis
Microeconómico de Hal Varian Capitulo 17, paginas 381-384.

5Si podemos encontrar una forma de mejorar el bienestar de alguna persona sin em-
peorar el de ninguna otra, tenemos una mejora en el sentido de Pareto. Si una asignación
puede ser mejorable en el sentido de Pareto, esta asignación se denomina ineficiente en el
sentido de Pareto; si no puede ser mejorable en el sentido de Pareto, esta asignación se
denomina eficiente en el sentido de Pareto. [Hal R. Varian: 2011 8a:15]
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Adicionalmente se establece que los consumidores son racionales, existe una
ausencia de externalidades y la información es perfecta. Si bien existen ar-
gumentos contrarios que determinan que estas condiciones son muy poco
realistas; se puede argumentar a favor que las fuentes de ineficiencia del
mundo real, no se deben a la naturaleza del sistema (de mercado), sino que
se generan debido a la existencia de alguna falla de mercado.6

Segundo teorema de la economı́a del bienestar. Aunque cada equili-
brio es eficiente, no necesariamente cada asignación eficiente es un equilibrio
de mercado.

El segundo teorema establece que cada asignación eficiente puede sostener-
se por un conjunto de precios. Análogamente, todo lo que se requiere para
alcanzar un resultado particular es una redistribución de las dotaciones ini-
ciales de los agentes después de lo cual el mercado se ajustará sin necesidad
de intervenir. Esto sugiere que la eficiencia y la equidad pueden abordarse
por separado sin necesidad de favorecer una en demérito de la otra.

Algunos economistas matemáticos como Hildendrand y Kirman [1982:18]
consideran que demostrar la existencia del equilibrio es un resultado más
fuerte que demostrar los teoremas del bienestar. Para garantizar esta exis-
tencia, es necesario que se cumplan ciertas hipótesis (continuidad, monotońıa
y convexidad) sobre las preferencias de los consumidores y las dotaciones ini-
ciales; ademas los conjuntos de producción deben ser convexos.

1.5. Descripción intuitiva de la prueba.

La teoŕıa del equilibrio general estudia la oferta y demanda de una eco-
nomı́a con mercados multiples, con el objetivo de demostrar que todos los
precios se mantienen en equilibrio, esta teoŕıa analiza el mecanismo por el
cual las decisiones de los agentes económicos se coordinan a través de todos
los mercados.

Intuitivamente, la prueba exhibe la interrelación de los agentes económicos
bajo supuestos de racionalidad, tales como optimizar sus cestas de consumo y
planes de producción dentro de una economı́a de propiedad privada, es decir,

6Causas de fallas de mercado: Calculo inadecuado de costos y beneficios, inadecuadas
estructuras de mercado, competencia imperfecta, información asimétrica, externalidades,
bienes públicos, entre otros.
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donde los consumidores mantienen una participación sobre los beneficios de
las firmas.

La demostración de la existencia del equilibrio, se basa en dos pasos bási-
cos. En primer lugar se presenta el concepto de economı́as, en el cual se
describe la relación existente entre la teoŕıas de la producción y consumo,
permitiéndonos a partir de estas primeras definiciones, generar una serie de
elementos constructivos, que establecen el eje básico de nuestro estudio; por
ejemplo, se define la demanda neta y excedente, aśı como el equilibrio de
mercado y el conjunto de equilibrios en una economı́a. Posteriormente, se
estudia el concepto de estados realizables de la economı́a, distinguiendo una
serie de propiedades tales como la acotación, compacidad y convexidad; que
son condiciones necesarias para demostrar la existencia del equilibrio, y que a
su vez son heredadas a los conjuntos de consumo y producción que existen en
la economı́a. Después de haber exhibido las primeras definiciones y estudio
de las propiedades de los estados realizables, se procede a presentar un re-
sultado preliminar enfocado en demostrar la existencia del equilibrio en una
economı́a competitiva de propiedad privada, sin embargo, este preliminar se
considera más una condición que un resultado para llegar a una demostración
más general; en esta parte, se demuestra que la transferencia de mercanćıas
entre los agentes de la economı́a es igual al total de recursos existentes.

Finalmente, se presenta una demostración general sobre la existencia del
equilibrio, bajo una serie de condiciones tales como la compacidad y conve-
xidad de los conjuntos de consumo; la continuidad, convexidad y no sacia-
bilidad de las preferencias; la convexidad, libre disposición de mercanćıas y
posibilidad de inacción de los planes productivos. Bajo estos supuestos, se
procede a normalizar la economı́a dentro de subconjuntos de consumo y pro-
ducción convexos y compactos, bajo los cuales se establecen las propiedad de
los conjuntos necesarias que permiten demostrar la existencia del equilibrio.7

7Es importante establecer, que las correspondientes propiedades matemáticas (con-
vexidad, acotación, conjuntos cerrados o abiertos, etc.) para los conjuntos de consumo,
producción, preferencias, dotaciones iniciales, tipos de economı́a, equilibrio, entre otros; se
encuentran ampliamente documentados y referenciados en el desarrollo de este documento.
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Teoŕıa del productor.

2.1. Introducción.

En este caṕıtulo se analiza el papel de los productores generadores de
mercanćıas dentro de la economı́a. Se establecen las primeras definiciones
referentes a las mercanćıas, el papel de los precios, aśı como los conjuntos de
producción y sus respectivas hipótesis.

2.2. Mercanćıas.

Siguiendo a Debreu [1959:37] una mercanćıa se caracteriza por tres propie-
dades: descripción f́ısica, disponibilidad temporal y disponibilidad espacial.
Bajo los argumentos de estas propiedades, se dice que a pesar de que dos
mercanćıas sean f́ısicamente homogéneas, si existen en momentos temporales
distintos, entonces se dice que no son iguales.

La cantidad de una mercanćıa, es expresada por un número real. Se su-
pone que el número de mercanćıas distintas disponibles es finito e igual a
` (indexado por L = 1, ..., `). De este modo, el espacio de mercanćıas es el
espacio eucĺıdeo R`.

2.3. Precios.

A cada una de estas mercanćıas, tomando como ejemplo la h − esima,
se le asocia un número real, su precio, denotado por ph. Formalmente estos
precios son representados por el vector precios,

p = (p1, ..., ph, ..., p`) ∈ R`

13
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El precio ph de una mercanćıa puede ser positivo,i.e. ph > 0, si es que la
mercanćıa es escasa; puede tener un valor de ph = 0 si es una mercanćıa
publica o libre; o negativo, i.e. ph < 0 si es una mercanćıa nociva.

El hecho de que una mercanćıa tenga un precio positivo, negativo o nulo, no
es bajo ninguna circunstancia una propiedad intŕınseca de las mercanćıas;
sino que dependen directamente de la tecnoloǵıa de las firmas, de los gustos
de los agentes, de los recursos existentes en la economı́a, etc.

2.4. Conjuntos de producción.

Se supone que existe un número entero positivo n de productores, cada
uno de ellos será indicado por un ı́ndice j = 1, ..., n. Para un productor, por
ejemplo el j− ésimo, un plan de producción es una elección de las cantidades
de insumos y bienes que selecciona este agente, para llevar a cabo su plan
de producción.

Definición 2.1. El conjunto de posibilidades de producción de la firma
j es denotado por Yj, el cual es el conjunto de planes de producción técnica-
mente viables para esta empresa. Yj ⊂ R`.

Definición 2.2. Plan de producción. Un plan de producción yj es
un vector `− dimensional, i.e. yj ∈ Yj ⊂ R`, j = 1, ..., n.

Definición 2.3. Dado un plan de producción yj para cada productor j =
1, ..., n,

y =
n∑
j=1

yj

se denomina producción total u oferta total.

Definición 2.4. El conjunto

Y =
n∑
j=1

Yj

se denomina el conjunto de producción total.

La Figura 2.1. siguiente, ilustra los conceptos anteriores para el caso en que
existen tres mercanćıas y dos productores. Las rectas 0, 2 y 0, 3 se encuen-
tran en el plano de la pagina, y que la recta 0, 1 discontinua es perpendicular
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al plano de la pagina. El conjunto de producción del primer (segundo) pro-
ductor es la semirrecta cerrada Y1 (Y2) en el plano 1, 2 (2, 3). Entonces el
conjunto de producción total i.e. Y , corresponderá a el angulo sombreado.

Figura 2.1: Conjuntos de producción.

2.4.1. Hipótesis sobre los conjuntos de producción.

a) Yj es cerrado.
Es decir, sea {yqj} una sucesión de producciones; si todas las yqj son
posibles para el j − ésimo productor, y si {yqj} → yoj , entonces y0j es
posible para el j − ésimo productor.

a
′
) Y es cerrado. (Continuidad.)

Se intuye que por la hipótesis de continuidad (a), i.e. Y es cerrado.
Sin embargo la sumatoria de conjuntos cerrados Yj, no necesaria-
mente es cerrado en Y , i.e.

∑n
j=1 Yj = Y1 + ... + Yn = Y , no es

necesariamente cerrado para Y .

En este caso, Debreu utiliza la condición matemática de semiin-
dependencia positiva de los conos asintóticos sobre los conjuntos
cerrados Yj, j = 1, ..., n. para asegurar que Y =

∑n
j=1 Yj es un

conjunto cerrado, esta condición ha sido probada a partir del Teo-
rema B.1.

b) 0 ∈ Yj Posibilidad de inacción.
Es decir, el j − ésimo productor tiene la posibilidad de no hacer nada.
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La hipótesis es similar para el conjunto de producción total.

b
′
) 0 ∈ Y

Una economı́a en la que no puede darse ninguna actividad produc-
tiva se caracteriza por Y = {0}, es decir el conjunto de producción
consiste en un único punto 0.

c) Imposibilidad de producción libre. Y ∩ Ω ⊂ {0}. Donde Ω se define de
la siguiente manera:

Definición 2.5. El ortante no negativo de R` es el conjunto

Ω = {x ∈ R` | x = 0}.

Es decir, si los insumos son nulos, los bienes son nulos también.

d) Irreversibilidad de la producción. Y ∩ (−Y ) ⊂ {0}.
Si la producción total y cuyos insumos y bienes no son todos nulos, en-
tonces la producción total −y no es posible. El proceso productivo no
es reversible puesto que, en particular, la producción toma un tiempo
y las mercanćıas están fechadas.

Para preparar el estudio de las siguientes tres hipótesis, se introducen
las siguientes definiciones.

En el gráfico (a) prevalecen rendimientos crecientes a escala si para
todo yj se puede aumentar arbitrariamente la escala de operaciones; b)
rendimientos decrecientes si se puede disminuir arbitrariamente; y c)
rendimientos constantes si para todo yj se pueden cambiar arbitraria-
mente la escala de operaciones.

e) Aditividad. (Yj + Yj) ⊂ Yj.
Es decir, si y1j e y2j son planes posibles, también lo es y1j + y2j . Los con-
juntos (a) y (c) del gráfico anterior, tienen esta propiedad.
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Aplicando (e), si yj es posible también los es kyj, donde k es cual-
quier entero positivo. Por consiguiente (e) implica un cierto tipo de
rendimientos crecientes a escala.

f) Convexidad. Yj es convexo.
Si y1j e y2j son producciones posibles para el j − ésimo productor, tam-
bién lo es su promedio ponderado ty1j + (1 − t)y2j con ponderaciones
positivas arbitrarias. Las hipótesis (f) y (b) conjuntamente implican
que, si yj es posible también lo es tyj para cualquier t ∈ [0, 1]; i.e. pre-
valecen rendimientos decrecientes a escala.
Representa una limitación, ya que se excluyen los rendimientos crecien-
tes a escala, pero aún conserva una gran generalidad, puesto que, en
particular es mas débil que la hipótesis de cono convexo que se discute
en (g).

f
′
) Y es convexo.

Esta hipótesis es más débil que todos los Yj son convexos. Las
hipótesis (f

′
) y (b

′
), implica que prevalecen rendimientos decre-

cientes a escala para Y .

Teorema 2.1. Si todos los Yj son cerrados y convexos, y si Y ∩(−Y ) =
{0}, entonces Y es cerrado.

Demostración Teorema 2.1.

De acuerdo al Teorema B.1., (Anexo B.1.), basta probar que los co-
nos asintóticos son positivos semiindependientes.

Paso 1. Se demostrara que
∑

j AYj ⊂ Y , donde Y =
∑m

j=1 Yj. Dado

0 ∈ Yj, existe para cada j, un vector y0j ∈ Yj tal que
∑
y0j = 0.

En virtud de la evidencia de la traslación de los conos asintóticos
(Ver Anexo B.1., sección B.1.2.), se tiene que AYj ⊂ Yj − {y0j}.
El resultado se deduce sumando sobre j.

AYj ⊂ Yj − {y0j}

Aplicando sumatoria sobre j,∑
j AYj ⊂

∑
Yj − {

∑
y0j}

como Y =
∑m

j=1 Yj y
∑
y0j = 0, se tiene que∑

j AYj ⊂ Y
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donde concluye la primera parte de la demostración.

Paso 2. Finalmente se demostrara que yj ∈ AYj para cada j, y
∑

j yj = 0
implica y = 0 para todo j, por ser positivos semiindependientes.
Considérese uno de ellos, yj′ . El vector

∑
j 6=j′ yj esta en

∑
j AYj,

por lo tanto en Y ; para −yj′ que, similarmente esta en −Y . Si yj′

fuese distinto de cero, resultaŕıa una contradicción de Y ∩ (−Y ) =
{0}. �

g) Yj es un cono de vértice 0. Rendimientos constantes a escala.
Si yj es una producción posible, también los es t(yj), donde t > 0. Esta
hipótesis corresponde a la idea intuitiva de un proceso de producción
elemental para el que las proporciones de insumos y bienes están fijas
entre śı, pero la escala de operaciones puede variar arbitrariamente.

Los rendimientos constantes a escala (g) junto a la aditividad (e) im-
plican que Yj es un cono convexo con vértice en cero.

Rećıprocamente, la convexidad (f), la aditividad (e) y la posibilidad
de inacción (b), implican rendimientos constantes a escala (g).

Todas la hipótesis sobre Yj ((a), (b), (e), (f), (g)), cuando se hacen con-
juntamente, son equivalente a decir que: Yj, es un cono cerrado, conve-
xo, de vértice cero. Casos particulares, resultan ser: Yj consiste exclu-
sivamente en el punto 0; Yj es una semirecta cerrada de origen en 0; Yj
es un cono poliédrico convexo de vértice 0.

En la Figura 2.2. se observa que AY1 es el cono asintótico para el
conjunto de producción Y1, análogamente se sabe que AY2 es el cono
asintótico para el conjunto de producción Y2. Por el Paso 1, de la de-
mostración del Teorema 2.1., se sabe que

∑2
j=1 AYj ⊂ Y . Por lo tanto,

la sumatoria de conos asintóticos para una economı́a en donde existen
tres bienes y dos productores, corresponderá al área gris obscura, la
cual esta contenida en el conjunto de producción total Y .

h) Free disposal. Y ⊃ (−Ω)
Esta propiedad establece, que la firma puede eliminar sin costos las
mercanćıas (insumos y bienes) que tienen en exceso. Formalmente, si
y1j ∈ Yj y y2j es tal que y2jk 5 y1jk, k = 1, ..., `, entonces y2j ∈ Yj. Es decir,
el plan de producción y2j permite obtener como máximo el mismo nivel
de output que el plan de producción y1j .
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Figura 2.2: Ejemplo de cono asintótico sobre los conjuntos de producción.

Gráficamente la figura anterior representa esta situación; en la parte
izquierda de la figura dado cualquier yj ∈ Yj, todos los conjuntos por
debajo y a la izquierda de yj también forman parte del conjunto de
posibilidades de producción. La parte derecha, ilustra la violación de
esta propiedad.

2.5. Maximización del beneficio.

Dado un sistema de precios p = (p1, ..., ph, ..., p`) ∈ R`, y una producción
yj, el beneficio del productor j− ésimo es p·yj. El beneficio total es p·y.
En virtud de las convenciones de signos que existen sobre las coordenadas de
yj y p, se dice que el producto interno de p · yi es, en efecto, la suma de todos
los ingresos menos la suma de todos los desembolsos.
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Adicionalmente se sabe que cada productor

a) Considera los precios como dados, debido a que la oferta de cada bien
o adquisición de cada insumo, es relativamente pequeña, y se supone
que esta adquisición no puede tener influencia sobre los precios.

b) Dado un sistema de precios p, el j − ésimo productor elije su plan
de producción yj en su conjunto de producción Yj de manera que su
beneficio sea máximo. La acción que resulta, se denomina producción
de equilibrio del j − ésimo productor relativa a p.

Cuando p 6= 0, se tiene la siguiente situación geométrica. Si yj es un plan
de producción maximizador, el conjunto Yj esta contenido en el semiespacio
cerrado debajo del hiperplano H ortogonal a p que pasa por yj. El conjunto
de maximizadores es la intersección de Yj y de H.

Figura 2.3: Maximización del beneficio.

Dado un p arbitrario puede no haber beneficio máximo (por ejemplo si pre-
valecen rendimientos crecientes a escala, y si para algún yj ∈ Yj se tiene
p · yj > 0, el beneficio puede aumentar de manera arbitraria).

Definición 2.6. Sea

T
′

j = {p ∈ R` | p · Yj tiene un máximo}

donde ademas T
′
j es un cono de vértice 0.

Aśı a cada sistema de precios p ∈ T
′
j se asocia el conjunto no vaćıo ηj(p)

de producciones posibles que maximizan el beneficio para ese p.



2.5. MAXIMIZACIÓN DEL BENEFICIO. 21

Definición 2.7. La correspondencia

ηj : T
′

j → Yj

se denomina correspondencia de oferta del j − ésimo productor., la
cual se define por

ηj(p) = {yj ∈ Yj | p · yj = Máx p · Yj}

La consideración de correspondencias (en lugar de usar funciones más sim-
ples) es inevitable en el estudio de los productores ya que, en el caso en que
Yj es un cono convexo, cerrado de vértice 0, el conjunto de maximizadores
consiste únicamente en un solo elemento que es el caso trivial.

Sea πj(p) el beneficio máximo cuando el sistema de precios es p ∈ T ′j .

Definición 2.8. La función

πj : T
′

j → R

se denomina función de beneficios del j − ésimo productor, la cual se
define por

πj(p) = Máx{p · yj | p · Yj}.

Si todos los precios de p se multiplican por el mismo número positivo
t, es evidente que ηj(tp) = ηj(p), es decir el conjunto de maximizadores
no queda afectado, ya que es homogénea a de grado cero. Mientras tanto,
πj(tp) = tπj(p), es decir el máximo queda multiplicado por t, por lo tanto es
homogénea de grado uno.

Definición 2.9. La correspondencia de oferta total,

η :
n⋂
j=1

T
′

j → Y

se define por η(p) =
∑n

j=1 ηj(p).

Dado un sistema de precios p, existe un beneficio máximo para cada j =
1, ..., n si y sólo si p ∈

⋂n
j=1 T

′
j . En este caso se define el conjunto no vaćıo

η(p) de las producciones totales posibles compatibles con la maximización
del beneficio para este p por parte de cada productor.
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Definición 2.10. La función de beneficio total,

π :
n⋂
j=1

T
′

j → R

se define por π(p) =
∑n

j=1 πj(p). El resultado siguiente es inmediato.

(1) Sean y1, ..., yh, ...., yn puntos de Y1, ..., Yh, ..., Yn de manera respectiva.
Dado un sistema de precios p, se tiene que p · y = Máx p ·Y , si y sólo
si, pj · yj = Máx p · Yj para todo j.

En otros términos, y maximiza el beneficio total en Y , si y sólo si
cada yj maximiza el beneficio en Yj. Esto se ilustra en la Figura 3.4.
siguiente y ofrece una caracterización simple de η(p) y π(p).

(1
′
) Dado p ∈

⋂n
j=1 T

′
j , η(p) = {y ∈ Y | p · y = Máx p · Y }, y

π(p) = Máx p · Y .
En otros términos, η(p) se establece que es el conjunto de ele-
mentos maximizadores del beneficio total en Y ; por lo tanto π(p)
corresponderá al máximo beneficio total en Y .

Figura 2.4: Maximización del beneficio.

A continuación se consideran diferentes hipótesis sobre los conjuntos de pro-
ducción, ademas se estudian las implicaciones de cada una de ellas para la
maximización del beneficio.
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2.5.1. Hipótesis sobre los conjuntos maximizadores.

1) 0 ∈ Yj. Posibilidad de inacción.
Dado p ∈ T ′j , 0 puede ser un elemento maximizador. (la falta de acción
puede ser óptima), incluso puede ser el único elemento maximizador.

2) (Yj + Yj) ⊂ Yj. Aditividad.
Dado p ∈ T

′
j , el beneficio máximo no es positivo. (Si una yj posible

tuviese un beneficio positivo, 2yj seria posible y tendŕıa un beneficio
doble.). La aditivdad y la posibilidad de inacción implican, pues, que
el beneficio máximo, si existe es nulo.

3) Yj es convexo. Dado p ∈ T ′j , si p = 0, el conjunto de ηj(p) de maximi-
zadores es el mismo Yj; si p 6= 0, η(p) es la intersección de Yj con un
hiperplano (Ver discusión de la Figura 3.3.); en ambos casos ηj(p) es
convexo. Si cada Yj es convexo, el conjunto η(p) = sumn

j=1ηj(p), como

suma de conjuntos convexos, es convexo para todo p ∈
⋂n
j=1 T

′
j .

4) Yj es un cono de vértice 0 (rendimientos constantes a escala). Dado
p ∈ T ′j , el beneficio máximo es nulo, como en el caso de los incisos 1)
y 2). Por lo tanto, T 0

j = Y 0
j , el cono polar de Yj. El origen 0 es un

elemento maximizador; por consiguiente, si p 6= 0, el conjunto ηj(p) de
maximizadores es la intersección de Yj y el hiperplano H ortogonal a
p que pasa por 0; si p = 0, el conjunto ηj(p) es el mismo Yj. En ambos
casos el conjunto ηj(p) es un cono de vértice 0. Se puede demostrar
que cuando p pertenece al interior de Y 0

j , el origen 0 es el único maxi-
mizador (Ver Figura 3.12.(a)). Es un poco más complicado demostrar
que, cuando p pertenece a la frontera de Y 0

j e Yj es cerrado, el cono
ηj(p) no se reduce al único punto 0 (Ver Figura 3.12. (b); el cono de
maximizadores es la semi recta cerrada de trazo fuerte.)
Cada Yj es un cono de vértice 0. Entonces Y también lo es. Dado p,
existe un máximo de p·yj en Yj para cada j si y sólo si existe un máximo
p ·y en Y . Por consiguiente

⋂n
j=1 Y

0
j = Y 0, el polar de Y . Dado p en Y 0,

el conjunto η(p) es, de acuerdo con (1
′
), el conjunto de maximizadores

de p · y en Y .

5) Y ⊃ (−Ω). Eliminación libre.
Dado p, existe un máximo de p·yj en Yj para cada j, sólo si existe un p·y
en Y , solamente si p = 0. En efecto, si ph < 0, seria posible aumentar de
manera arbitraria p·y aumentando el insumo de la h−ésima mercanćıa
en valor absoluto.
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Figura 2.5: Maximización del beneficio.

2.6. Variación de precios.

Sea p un sistema de precios, e yj una producción óptima la cual es corres-
pondiente para la j − ésima firma. Si p

′
es un segundo sistema de precios, e

y
′
j una producción óptima correspondiente, se designara entonces el cambio

de precio p
′ − p por 4p y el cambio de producción correspondiente a y

′
j − yj

por 4yj. Por definición, se sabe que p · y′j 5 p · yj; consiguientemente,

p · 4yj 5 0 (2.1)

De manera semejante p
′ · 4yj = 0; de esta manera, restando (2.1),

4p · 4yj = 0. (2.2)

Si solamente varia un precio, por ejemplo ph, (2.2) se convierte en 4ph ·
4yjh = 0 donde yjh es la h − ésima coordenada de yj. Por lo tanto si el
precio de una mercanćıa aumenta, permaneciendo constantes el resto de los
precios, un productor aumentara o dejara iguala producción de esta mer-
canćıa. Sumando sobre j se obtienen desigualdades análogas a (2.1) y (2.2)
para la producción total:

p · 4y 5 0 y (2.3)

4p · 4y = 0 (2.4)

En el capitulo referente a equilibrio, se demostrara como bajo ciertas hipóte-
sis, el conjunto Yj puede sustituirse por cierto subconjunto compacto, no
vaćıo, de Yj. Por lo tanto, el resto de está sección se estudiara por lo tanto
el caso en que Yj es compacto.
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Dado un p arbitrario, p · yj define una función continua de yj en Yj y pue-
de aplicarse el Teorema A.9. del Anexo A. Por consiguiente p · Yj tiene un
máximo. En otros términos, T

′
j = R`.

De hecho, se tiene que p · yj define una función continua de (p, yj) en R`×Yj
y puede aplicarse la Proposición C.1. (en el presente caso la correspondencia
ϕ : R` → Yj se define por ϕ(p) = Yj, para todo p ∈ R`; y por lo tanto es
constante y continua). Aśı ηj, la correspondencia de oferta del j − ésima
productor, es s.c.s. en R`, y πj, la función de beneficios es continua en R`.

La Figura 2.6. da una idea intuitiva de las propiedades de continuidad de
ηj y πj. Considerando un vector p girando alrededor de cero, de p1 a p3. Si
p es el interior del angulo p1, 0, p2, entonces ηj(p) consiste en el único punto
a1. Si p es igual a p2, entonces ηj(p) consiste en el segmento cerrado [a1, a2].
Si p es interior al angulo p2, 0, p3, entonces ηj(p) consiste en el único punto a2.

De acuerdo con la Proposición C.1. del Apéndice C, cuando cada Yj es com-
pacto, η, la correspondencia de oferta total, es s.c.s. en R`, y, en virtud de (3)
de las hipótesis de la función de beneficios, π, la función de beneficio total,
es continua en R` [Debreu:1959:48].

Resumiendo: Si Yj es compacto, entonces T
′
j = R`, ηj es s.c.s. en R`, y

πj es continua en R`. Si cada Yj es compacto entonces η es s.c.s. en R` y π
es continua en R`.

Figura 2.6: Variación de precios.
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Caṕıtulo 3

Teoŕıa del consumidor.

3.1. Introducción.

De esta manera, en este caṕıtulo se definen los conceptos referentes al
consumidor tales como: plan de consumo, conjunto de planes de consumo
posibles, preferencias y sus propiedades; para posteriormente analizar la res-
tricción de presupuestal, para finalmente exhibir los planes de consumo ópti-
mos que dependen de los precios y el ingreso.

3.2. Conjuntos de Consumo y Preferencias.

El siguiente concepto, corresponde a la formalización del consumidor. Un
consumidor es parcialmente descrito por un conjunto de consumo, el cual es
un subconjunto del espacio de bienes, formalmente:

Definición 3.1. El conjunto de consumo es un subconjunto del espa-
cio de mercanćıas R` denotado por Xi, i.e. Xi ⊂ R`.

Definición 3.2. Un plan de consumo para el consumidor i, es un ele-
mento xi ∈ Xi ⊂ R`, para cada i = 1, ...,m.

Definición 3.3. Dado un consumo xi, para cada consumidor,

x =
m∑
i=1

xi

se denomina el consumo total o demanda total.

27



28 CAPÍTULO 3. TEORÍA DEL CONSUMIDOR.

Definición 3.4. El conjunto

X =
m∑
i=1

Xi

se llama el conjunto de consumo total.

Definición 3.5. Se considera la relación no es un sucesor de en N y
se designa por 5.
Esta relación corresponde al orden natural de los elementos de N. Para defi-
nir con toda generalidad una relación de orden es un conjunto se conservan
ciertas propiedades de 5 en N.

Después de que el conjunto de consumo, i.e. Xi, ha sido identificado, el con-
sumidor debe de comparar los diferentes planes que existen para él. Esto
requiere establecer una ordenación entre todos los elementos xi ∈ Xi. Esta
ordenación se lleva a cabo mediante una operación binaria �i sobre Xi, es
decir, comparando todos los planes de consumo en pares, cuya interpretación
es que ante dos planes de consumo x1i y x2i , suponemos que se cumple alguna
de las alternativas conforme a la siguiente definición.

3.3. Hipótesis sobre los conjuntos de consu-

mo.

En general, se supondrá que el conjunto de consumo Xi = R`
+ ⊂ R`,

satisface las siguientes propiedades.

a) Hipótesis de continuidad. Xi es cerrado.
Es decir, sea {xqi} una sucesión infinita de consumos, si todos los ele-
mentos xqi son factibles para el i− ésimo consumidor, y si {xqi} → x0i ,
entonces x0i es factible.

b) X es cerrado.
Se intuye que por la hipótesis de continuidad (a), i.e. X es cerrado. Sin
embargo la sumatoria de conjuntos cerrados Xi, no necesariamente es
cerrado en X, i.e.

∑m
i=1Xi = X1 + ...+Xm = X, no es necesariamente

cerrado para X. Ver Ejemplo B.2.

Se sabe que en R` la suma de una cantidad finita de conjuntos com-
pactos es un conjunto compacto y por tanto cerrado [Debreu:1959:20];
y también que la suma de un conjunto compacto y de un cerrado es
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un cerrado. Una de las formas de asegurar entonces que el conjunto de
consumo total va a ser cerrado, consiste en tomar los conjuntos de con-
sumo individuales compactos, o al menos algunos de ellos. Sin embargo
la condición de acotación no es necesaria para asegurar la propiedad de
continuidad de los conjuntos suma.

Debreu proporciona condiciones con las que sin necesidad de tomar
conjuntos de consumo individuales compactos, puede asegurarse la con-
tinuidad para el conjunto de consumo total. En este caso, Debreu
[1959:22] utiliza la condición matemática (semi independencia positiva
de los conos asintóticos) sobre los conjuntos cerrados Xi, i = 1, ...,m.
Para asegurar que X =

∑m
i=1Xi es un conjunto cerrado. Esta condición

ha sido probada a partir del Teorema B.1.

c) Hipótesis de cota inferior (5).
Si x

′
i ∈ R` tal que x

′
i 5 xi para todo xi en Xi, o análogamente tal

que Xi ⊂ {x
′
i} + Ω. La justificación de la teoŕıa económica para esta

hipótesis es la siguiente:

Si la mercanćıa h − ésima es un input, xih tiene una cota inferior en
cero. Si la h− ésima mercanćıa es un output, existe una cota superior
(en valor absoluto) para la producción.

d) X tiene una cota inferior para 5.
La hipótesis de (c) es similar para el conjunto de consumo total.
Si (c) cumple para cada Xi, entonces x

′
=
∑m

i=1 x
′
i es una cota inferior

de X para 5. Rećıprocamente se dice que si X esta acotado inferior-
mente para 5, se puede observar que para todo Xi existe una cota
inferior para 5.

Sin embargo, si cada Xi es cerrado, X no es necesariamente cerra-
do y se recurre a la siguiente proposición.

Proposición 3.1. Si cada Xi es cerrado y ademas tiene una cota infe-
rior 5, entonces X es cerrado.

Demostración Proposición 3.1.
De acuerdo al Teorema B.1., (Anexo B.1.), basta probar que los conos
asintóticos son positivos semiindependientes.

Paso 1. Se demostrara que
∑

j AXi ⊂ X, donde X =
∑n

i=1Xi. Dado

0 ∈ Xi, existe para cada i, un vector x0i ∈ Xi tal que
∑
x0i = 0.
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En virtud de la evidencia de la traslación de los conos asintóticos
(Ver Anexo B.1., sección B.1.2.), se tiene que AXi ⊂ Xi − {x0i }.
El resultado se deduce sumando sobre i.

AXi ⊂ Xi − {x0j}

Aplicando sumatoria sobre i,∑
i AXi ⊂

∑
Xi − {

∑
x0i }

como X =
∑n

i=1Xi y
∑
x0i = 0, se tiene que∑

i AXi ⊂ X

donde concluye la primera parte de la demostración.

Paso 2. Finalmente se demostrara que xi ∈ AXi para cada i, y
∑

i xi = 0
implica x = 0 para todo i, por ser positivos semiindependientes.
Considérese uno de ellos, xi′ . El vector

∑
i 6=i′ xi esta en

∑
i AXi,

por lo tanto en X; para −xi′ que, similarmente esta en −X. Si xi′

fuese distinto de cero, resultaŕıa una contradicción de X∩(−X) =
{0}. �

e) Hipótesis de conectividad del consumo. Xi es conexo
Esto de acuerdo a la Lema A.2., significa que Xi está hecho en un
solo conjunto de consumo.

f) Hipótesis de convexidad de Xi.
Sean x1, x2 ∈ Xi, entonces la cesta de consumo x3 = αx1+(1−α)x2
es también un elementos de Xi para cada α ∈ [0, 1].

3.3.1. Preferencias.

Después de que el conjunto de consumo, i.e. Xi, ha sido identificado,
el consumidor debe de comparar los diferentes planes que existen para
él. Esto requiere establecer una ordenación entre todos los elementos
xi ∈ Xi. Esta ordenación se lleva a cabo mediante una operación bi-
naria �i sobre Xi, es decir, comparando todos los planes de consumo
en pares, cuya interpretación es que ante dos planes de consumo x1i y
x2i , suponemos que se cumple alguna de las alternativas conforme a la
siguiente definición.

Definición 3.10. Sea �i una operación binaria sobre Xi, si se cumple
solamente una de las siguientes alternativas para el consumidor i,
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i) x1i es preferido a x2i .

ii) x1i es indiferente a x2i .

iii) x2i es preferido a x1i .

La operación binaria �i se denomina preferencia del consumidor.

En términos generales la relación de preferencia x1i �i x2i , del i−esimo
consumidor se lee: para el consumidor i, el plan de consumo x1i es la
menos tan preferido como el plan de consumo x2i . [Mas-Colell: 1995:6]

Propiedades fundamentales de las preferencias.

Las preferencias �i satisfacen las tres propiedades siguientes.

• Completitud. ∀(x1i , x2i ) ∈ Xi, o bien x1i �i x2i , o x2i �i x1i , o ambos.
Este axioma garantiza que dos planes de consumo cualesquiera
pueden ser comparados.

• Reflexividad. ∀xi ∈ Xi, x
1
i �i x1i . Cualquier elemento del conjunto

Xi es tan preferido como si mismo.

• Transitividad. ∀(x1i , x2i , x3i ) ∈ Xi, si x1i �i x2i y x2i �i x3i , entonces
x1i �i x3i . Elimina ciclos y genera coherencia en el proceso de
decisión del i− ésimo consumidor.

Definición 3.11. Una relación binaria�i, que satisface las propiedades
de completitud, reflexividad y transitividad se denomina un preorden
completo.

A partir de un preorden completo, se pueden definir dos relaciones
binarias adicionales: la relación de indiferencia y la relación de prefe-
rencia estricta.

Definición 3.12. La relación de indiferencia se presenta como ∼i.
Donde, dados dos planes de consumo (x1i , x

2
i ∈ Xi), si se verifica que

x1i �i x2i y x2i �i x1i , entonces

x1i ∼i x2i ,

y se dice que x1i es indiferente a x2i . Dicho de otra manera, ambos planes
de consumo son igualmente valorados por el consumidor i.
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Dada una relación de indiferencia, resulta obvia que es reflexiva y tran-
sitiva; sin embargo, también es simétrica, es decir, x1i ∼i x2i implica
x2i ∼i x1i .

Definición 3.13. Dado un consumo x
′
i ∈ Xi, el conjunto

{xi ∈ Xi | xi ∼i x
′

i},

es decir el conjunto de consumos en Xi que son indiferentes a x
′
i, se

llama la clase de indiferencia de x
′
i. El conjunto de clases de indife-

rencia forma una partición de Xi.

Definición 3.14. La relación de preferencia estricta se represen-
ta por �i. Dados dos planes de consumo (x1i , x

2
i ) ∈ Xi, si se verifica

que x1i � x2i y no x2i � x1i , entonces se dice que x1i �i x2i , i.e. x1i es es-
trictamente preferido a x2i . La relación �i no es reflexiva ni simétrica.

Figura 3.1: Clase de indiferencia.

La Figura 3.1., ilustra el caso de una economı́a con 2 bienes. La curva
que pasa por el punto x1i ∈ Xi representa la clase de indiferencia de
x1i ∈ Xi, todos los puntos x2i ∈ Xi situados por encima de la curva,
representan planes de consumo estrictamente preferidos a x1i ∈ Xi.

Hipótesis de continuidad, convexidad y monotońıa de las pre-
ferencias. 1

Para poder complementar la teoŕıa de elección del consumidor, es ne-
cesario introducir una estructura anaĺıtica que permita asociar a cada

1Algunas de las siguientes hipótesis son tomadas de las notas de clase del curso Equili-
brio General dictadas por el Dr. Elvio Accinelli, a excepción de las que se haga referencia
a otros autores.
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clase de indiferencia un número real. Se dirá que una clase de indiferen-
cia es preferida a otra si el número real asociado a la primera es mayor
que el de la segunda.

Continuidad.
La idea de continuidad puede ser ilustrada bajo el siguiente argumento.

Dados dos planes de consumo (xi, x
′
i) ∈ Xi tales que xi �i x

′
i se pueden

definir entornos para estos puntos de tal forma que ε(xi) y δ(x
′
i) tales

que

∀z ∈ ε(xi), z �i x
′
i, y

∀s ∈ δ(x′i), xi �i s

Supuesto 1.1. Para todo x0i ∈ Xi, los conjuntos

Mi(x
0
i ) = {xi ∈ Xi | xi �i x0i }

Pi(x
0
i ) = {xi ∈ Xi | x0i �i xi}

son cerrados.

El conjunto Mi(x
0
i ) describe los planes de consumo que son mejores

que x0i y el conjunto Pi(x
0
i ) describe los planes de consumo peores que

x0i .

Convexidad.

La convexidad de las preferencias, puede formularse a partir de di-
ferentes grados de generalidad. Se establece que la convexidad débil
es el grado más general establecido para esta propiedad, mientras que
la convexidad estricta es la definición que contiene el menor grado de
generalidad. Entre ambas generalidades, se encuentra la definición de
convexidad.

La noción general de convexidad establece que en un consumidor con
preferencias convexas prefiere un plan de consumo que contenga una
combinación da cada unos de los bienes en la economı́a, a otros planes
que no los contengan en alguna cantidad mı́nima, máxima o nula. En
otras palabras, un consumidor con preferencias convexas gusta de la
variedad de bienes. Adicionalmente, la convexidad implica el supuesto
de la perfecta divisibilidad de bienes. A continuación, se enuncian las
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distintas definiciones axiomáticas de convexidad.

Supuesto 1.2. Convexidad débil. Para todo (xi, x
′
i) ∈ Xi, y pa-

ra todo λ ∈ [0, 1],

xi �i x
′

i =⇒
[
λxi + (1− λ)x

′

i

]
�i x

′

i

Bajo el Supuesto 1.2., ademas de dada la reflexibilidad, completitud y
transitividad, equivale a suponer que los conjuntos Mi(xi) y MiIi(xi)
son convexos. Adicionalmente junto a la continuidad de las preferencias,
implica que para todo x

′
i, el conjunto Mi(x

′
i) es abierto y convexo y tiene

como frontera al conjunto Ii(x
′
i) que es cerrado y conexo. El Supuesto

1.2. admite la posibilidad de que el conjunto Ii(x
′
i) sea ancho es decir

que contenga puntos interiores.

Figura 3.2: Clase de indiferencia bajo el Supuesto 1.2.

Supuesto 1.3. Convexidad. Para todo (xi, x
′
i) ∈ Xi, y para todo

λ ∈ (0, 1],

xi �i x
′

i =⇒
[
λxi + (1− λ)x

′

i

]
�i x

′

i

El Supuesto 1.3, junto a la continuidad en las preferencias, implica
que si x

′
i no es un punto máximo en relación �i, el conjunto Ii(x

′
i) no

mantiene puntos interiores. Sin embargo, es accesible la posibilidad de
que el conjunto Ii(x

′
i) este formado por una serie de segmentos.

Supuesto 1.4. Convexidad estricta. Para todo (xi, x
′
i) ∈ Xi, y para

todo λ ∈ (0, 1),

xi �i x
′

i =⇒
[
λxi + (1− λ)x

′

i

]
�i x

′

i
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Figura 3.3: Clase de indiferencia bajo el Supuesto 1.3.

El Supuesto 1.4. elimina la posibilidad de tramos lineales en el con-
junto Ii(x

′
i) garantizando aśı que cualquier tangencia de un hiperplano

con una clase de indiferencia solo puede ocurrir en un solo punto, sin
embargo este supuesto no garantiza la diferenciabilidad del conjunto
Ii(x

′
i) en todos sus puntos.

Figura 3.4: Clase de indiferencia bajo el Supuesto 1.4.

Monotońıa.

Para finalizar las hipótesis que se introducen sobre las preferencias se
formularan los supuestos de no saciabilidad. Al igual que el caso de la
convexidad, se pueden definir, tomando en cuentas diferentes grados de
generalidad. La no saciabilidad es la definición mas general, mientras
que la monotońıa es la definición que contiene el menor grado de gene-
ralidad. En medio de las definiciones anteriores, se puede encontrar de
no saciabilidad local y de semimonotońıa.

Supuesto 1.5. No-saciabilidad. Para todo xi ∈ Xi existe un x
′
i ∈ Xi

tal que x
′
i �i xi.
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El Supuesto 1.5., recoge la idea de que un consumidor, dado un plan,
siempre puede encontrar algún otro mejor. Sin embargo, señalando la
afirmación contraria, se puede establecer que existe un punto x0i en Xi

que es preferible a cualquier otro punto en Xi. El punto x0i es un punto
de máxima felicidad y esta situación, es precisamente la que se trata
de excluir.

Figura 3.5: Preferencias bajo el Supuesto 1.5.

Suponiendo que el punto x0i es un punto de saciedad o de máxima feli-
cidad. Las clases de indiferencia del consumidor, son como se muestra
en la Figura 3.5. El mejor punto siempre sera x0i y todo punto que se
aleje de él, se encuentra en clases de indiferencia más bajas. En este ca-
so las clases de indiferencia, tiene pendientes negativas, cuando se tiene
una cantidad demasiado grande o demasiado pequeña de ambos bie-
nes, y una pendiente positiva cuando tiene demasiado de uno de ellos.
Cuando tiene una cantidad demasiado grande de uno de los bienes, este
queda convertido en un mal, por lo que la reducción del consumo del
bien malo, lo aproxima al punto x0i . En cambio, si tiene una cantidad
demasiado grande de ambos bienes, entonces ambos son males; por lo
tanto una reducción en el consumo de cada uno de ellos, lo acerca a su
punto x0i [Varian:1995:45].

Supuesto 1.6. No-saciabilidad local. Sea Nα(xi) un entorno de
centro xi y radio α. Para todo xi ∈ Xi y para todo escalar α > 0 existe
algún x

′
i ∈ Nα(xi) ∩Xi tal que x

′
i �i xi.

El Supuesto 1.6., matiza la afirmación del Supuesto 1.5.; ya que para
planes de consumo arbitrariamente cerca, existe otro plan de consumo
arbitrariamente cerca que es mejor. Este supuesto implica que las cur-
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vas de indiferencia no pueden ser anchas.

Supuesto 1.7. Semimonotońıa. Para todo xi ∈ Xi, existe algún
j (que puede depender de xi) tal que (xi + ej) �i xi para todo > 0 y
donde ej ∈ R` representa un vector de ceros, excepto en la j − ésima
posición donde hay un uno.

El Supuesto 1.7. establece que dado un plan de consumo, siempre es
posible construir un plan mejor, aumentando la cantidad de alguno de
los bienes.

Supuesto 1.8. Monotońıa. Sean (xi, x
′
i) ∈ Xi tales que xi >> x

′
i.

Entonces xi es preferido a x
′
i.

El Supuesto 1.8. establece que cuanto mas es mejor. Este supuesto
es muy restrictivo, ya que exige que el individuo mejore consumiendo
cantidades adicionales de mercanćıas, ver la Figura 3.4. Existen dos
versiones para este supuesto: monotońıa débil (menos exigente) y mo-
notońıa fuerte (mas exigente) [Varian:1995:115].

S.1.8
′
. M. débil. Si xi ≥ x

′
i, entonces xi �i x

′
i.

Este supuesto establece que un plan de consumo xi que contenga
al menos la misma cantidad de mercanćıas que otro x

′
i. Entonces

x
′
i es al menos tan bueno que xi.

S. 1.8
′′
. M. fuerte. Si xi > x

′
i, entonces xi �i x

′
i.

La monotońıa fuerte, manifiesta que bajo un plan de consumo
xi que contenga por lo menos la misma cantidad de todos los bie-
nes que otro plan x

′
i y mas de alguno de ellos es estrictamente

mejor que éste. Este supuesto establece que todos los bienes son
deseables para el consumidor.

3.4. Función de utilidad.

El objetivo de presentar los supuestos anteriores, consiste en generar
una estructura anaĺıtica que permite asociar a cada clase de indiferen-
cia en número real; debido a que si una clase de indiferencia Ii(xi) es
preferida a otra Ii(x

′
i), es debido a que el número real asociado a la
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primera, es superior a la segunda.

Si se tiene que un conjunto de preferencias completamente preorde-
nado por �i, entonces el objetivo es encontrar una función creciente
en este conjunto que sea expresión de las clases de indiferencia, si esta
función existe, se denomina función de utilidad. [Debreu: 1959:56]

Definición 3.15. Una función ui : Xi → R representa el preorden
de preferencias �i si y sólo si, ∀ (xi, x

′
i) ∈ Xi se verifica que

ui(xi) ≥ ui(x
′

i)⇔ xi �i x
′

i

Donde la función ui se denomina función de utilidad para el consu-
midor i.

Debreu, establece que no todas las preferencias pueden ser represen-
tadas por una función de utilidad, sin embargo puede demostrarse el
siguiente resultado.

A continuación se estudia el problema de existencia de una función de
utilidad. Para esto tomando en cuenta la continuidad sobre las preferen-
cias, se tiene que para todo xi ∈ Xi, los conjuntos {xi ∈ Xi | xi �i x

′
i}

y {xi ∈ Xi | xi �i x
′
i} son cerrados en Xi. Como se supone que el Su-

puesto 1.1, satisface la hipótesis de continuidad, se enuncia el siguiente
teorema,

Teorema 3.1. Sea �i una relación de preferencias definida sobre un
subconjunto conexo de R`. La relación �i puede ser representada a
través de una función de utilidad continua, si y sólo si, �i es reflexiva,
completa, transitiva y continua.

Demostración Teorema 3.1.
La demostración se basa en la existencia de un subconjunto numerable
D ⊂ Xi que es denso, para esto, nos apoyamos en el siguiente Lema

Definición 3.16. Sea (Xi, τ) un espacio topológico, D ⊂ Xi se di-
ce que es un conjunto denso en Xi, si y solamente si D̄ = Xi, es decir
la clausura topológica del conjunto es todo el espacio.

Lema 1.8. Un conjunto es D denso en Xi si y sólo si para todo abierto
no vaćıo A ⊂ Xi se verifica que A ∩D 6= ∅.
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Demostración Lema 1.8.
Sea D ⊂ Xi y A un subconjunto abierto. Sea xi ∈ A y E(xi) ⊂ A;
puesto que xi ∈ D̄ se tiene que E(xi) ∩D 6= ∅ y, por tanto,

D ∩ A 6= ∅.

rećıprocamente, se supone que todo abierto no vaćıo tiene intersección
no vaćıa con D. Sea xi ∈ Xi y E(xi) un entorno de xi; puesto que E(xi)
es abierto

E(xi) ∩D 6= ∅

y xi ∈ D̄, lo que prueba que D es denso. �

La demostración para el Teorema 3.1. se planteara en cuatro etapas.
En la primera etapa se muestra un resultado preliminar auxiliándose
del Lema 1.8.; en el paso 2, se define en D una función de valor real
creciente. En la etapa 3 esta función se extiende de D a Xi; finalizando
el paso 4 con la demostración de que la función aśı definida es continua.

Paso 1. Si x
′
i, x

′′
i ∈ Xi satisfacen que x

′′
i �i x

′
, existe un xi ∈ D tal que

x
′′
i �i xi �i x

′
i.

Para proceder a demostrarlo, se consideran los dos conjuntos,

Pi(xi) = {xi ∈ Xi | xi �i x
′
i} y Mi(xi) = {xi ∈ Xi | x

′′
i �i xi}

Estos conjuntos, son disjuntos, no vaćıos y por el Supuesto 1.1.
cerrados en Xi. Puesto que Xi es conexo no puede ser su unión,
de modo que

Pi(xi) ∪Mi(xi) 6= Xi

Procediendo por el método de contradicción. Suponiendo que no
hubiera ningún xi ∈ D con la propiedad deseada; esto significa
que D ⊂ Pi(xi) ∪Mi(xi). En virtud de 2) del Apéndice A.1.3, se
sabe que si D ⊂ Xi o análogamente Di(xi)∪Mi(xi). Sin embargo,
el conjunto Pi(xi) ∪Mi(xi) es cerrado, puesto que es la unión de
dos conjuntos cerrados. Por lo tanto se tendŕıa que D̄ ⊂ Pi(xi) ∪
Mi(xi), o, puesto que D̄ = Xi (Lema 1.8.),

Xi = Pi(xi) ∪Mi(xi),

lo cual es una contradicción.
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Paso 2. Función de utilidad en D.
La función de utilidad a ser definida en D (conjunto denso) se
designara por u

′
(·). Tomado dos números a, b ∈ R, tales que b > a,

se procederá de la siguiente manera si,

D 3
{
mı́nimo xα =⇒ u

′
(xα) = a

máximo xβ =⇒ u
′
(xβ) = b

Extrayendo de D todos los elementos indiferentes a xα y xβ, se
llamara D

′
al conjunto restante. Por lo tanto, por el paso anterior

D
′

no tiene elemento mı́nimo ni máximo.

Se define una función creciente de D
′

sobre el conjunto Q
′

de
números racionales2 en el intervalo ]a, b[ como sigue.

Puesto que D
′

es numerable sus elementos pueden ser ordena-
dos (x1, x2, ..., xp, ...); este ordenamiento no está relacionado con
el preorden �.

Similarmente Q
′

es numerable y sus elementos pueden ser orde-
nados (r1, r2, ...rq, ...); este ordenamiento no esta relacionado con
el orden 5.

Los elementos de D′ serán considerados como xp, donde se asocia-
ra con un elemento de Q

′
de tal forma que se genera un elemento

rqp , de tal forma que el pre-orden se conserve y que todo elemento
Q
′

acabe de ser tomado.

Considérese x1; y tómese q1 = 1, entonces evaluando en u
′
(·),

tenemos que u
′
(x1) = rq1 .

Considérese x2; efectuando la partición de D
′

es los siguientes
conjuntos: la clase de indiferencia de x1, los intervalos ] ←, x1[ y
]x1,→ [. Donde pueden ocurrir dos casos:

1. Si x2 ∼ x1, tómese q2 = q1, entonces, evaluando en u
′
(·)

tenemos que u
′
(x2) = rq2.

2. Si x2 esta en uno de los dos intervalos, digamos por ejemplo
] ←, x1[, entonces si es aśı, consideramos el intervalo corres-
pondiente a ]a, r1[, de Q

′
y se selecciona el número racional

2Q
′

= {r =
p

q
| p, q ∈ Z; q 6= 0}
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mas inmediato de menor rango, q2 = 2 de tal forma que rq2 ,
de tal forma que evaluando en u

′
(·), se tiene que u

′
(x2) = rq2 .

En general si se considera xp, se efectúa la partición de D
′

en los
siguientes conjuntos: las clases de indiferencia de x1, x2, ..., xp−1,
los intervalos de la forma ] ←, xp1 [, o ]xpm , xpm+1 [, o ]xpp−1 ,→ [
donde m < n implica que xpn � xpm (el número de intervalos
no vaćıos aśı obtenido es a lo mucho p). Donde también pueden
existir dos casos.

1) Si xp ∼ xp
′

donde p > p
′
, tómese qp = qp′ , evaluando, se tiene

que u
′
(xp) = rqp .

2) Si xp esta en alguno de los intervalos, tomando por ejemplo

]xp
′
, xp

′′
[, considerando el intervalo correspondiente ]r

q
p
′ , r

q
p
′′ [

de Q
′

y se selecciona en él el número racional de menor rango
inmediato, siendo este rqp , evaluando en u

′
(·) se tiene que

u
′
(xp) = rqp .

Por lo tanto, bajo estos argumentos es evidente que la función
u
′
(·) es creciente, con el procedimiento de selección del número

racional de menor rango, todo esto valido para todo elemento de
Q
′

que acaba de ser tomado.

Paso 3. Extensión de D a Xi.
La función de utilidad a ser definida en Xi se designara por u(·).
Si x

′
es un elemento de Xi, se escribe Dx′ = {x ∈ D | x′ � x} y

Dx
′

= {x ∈ D | x � x
′}.

Si x es un elemento mı́nimo de Xi, tómese u(x) = a. Si x es
un elemento máximo de Xi, tómese u(x) = b. En los casos restan-
tes, considérense Sup(u

′
(Dx)) e Inf(u

′
(Dx)).

Se demostrara que estos dos números son iguales.

1) Si x
′

es un elemento de Dx y x
′′

un elemento de Dx, se tiene
x
′′ � x

′
. Por lo tanto si r

′ ∈ u′(Dx) y r
′′ ′

(Dx) se tiene r
′′
= r

′
.

De esto se deduce fácilmente que Sup(u
′
(Dx)) 5 Inf(u

′
(Dx)).

2) Sup(u
′
(Dx)) < Inf(u

′
(Dx)), sin embargo, este caso no puede

ser posible, debido a que cualquier número racional que se
encuentre entre ambos valores, no seria un valor tomado por
u
′
(x).

Tomando u(x), como el valor común del Sup(u
′
(Dx)) e Inf(u

′
(Dx)).

Resultara evidente que si x ∈ D, entonces se tiene que u(x) =
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u
′
(x); y por lo tanto u(·) es una extensión de u

′
(·) de D a Xi; en

particular
Q
′ ⊂ u(Xi) ⊂ [a, b],

donde se puede comprobar que por el Paso 2, u(·) es creciente.

Paso 4. Continuidad de u(·)
Se demostrara que si c ∈ R cualquiera, la imagen inversa de [c,→ [
dada por u(·) es cerrada en Xi. En virtud de la definición de
continuidad, se habrá demostrado que u(·) es continua en Xi. Si
t ∈ R, se escribirá

Xt = {x ∈ Xi | t = u(x)} y X t = {x ∈ Xi | u(x) = t}.

Evidentemente, basta considerar el caso en que c pertenece a ]a, b[.
Entonces el intervalo [c,→ [ es la intersección de los intervalos
[r,→ [, donde r ∈ Q

′
y c = r. Tomando las imágenes inversas

dadas por u(·), se obtiene Xc
i = ∩r

r∈Q′cXi. Sea x un punto de Xi

tal que,
u(x) = r; Xr

i = {x′ ∈ Xi | x
′ � x}

que es cerrado en Xi en virtud del Supuesto 1.1. Por lo tanto Xc
i ,

como intersección de conjuntos cerrados en Xi, es cerrado en Xi.
Esto concluye la demostración. �

A continuación, siguiendo a Varian [1992:116] se formula un resultado
que es equivalente al Teorema 3.1., el cual se demuestra en la Teorema
3.2., y el cual enuncia la existencia de la función de utilidad.

Teorema 3.2. Se supone que la relación de preferencia �i definida
sobre Xi ⊂ R` es reflexiva, transitiva, completa, continua y satisface
la monotońıa fuerte. Entonces existe una función de utilidad continua
ui : R` → R que representa esas preferencias.

Demostración Teorema 3.2.
Sea e ∈ R` un vector ` − dimensional formado únicamente por unos.
En este caso, dado un vector xi ∈ Xi, sea u(xi) un número tal que
xi ∼i u(xi)e. Se tiene que demostrar que existe un número y ∈ R que
es único.

Sea B = {t ∈ R | te �i xi} y W = (t ∈ R | xi �i te). En este
caso la monotońıa fuerte implica que B no es un conjunto vaćıo; W
tampoco lo es, desde luego, ya que tiene al menos un elemento, 0. La
continuidad implica que los dos conjuntos son cerrados. Dado que la



3.5. RESTRICCIÓN PRESUPUESTAL. 43

linea real esta conectada, existe algún txi tal que txie ∼i xi. Se proce-
de a demostrar que esta función de utilidad representa, de hecho, las
preferencias subyacentes. Sea.

u(xi) = txi donde txie ∼i xi, y u(y) = ty donde tye ∼i y

En este caso, si txi < ty. la monotońıa fuerte demuestra que tye � txie
y la transitividad demuestra que

tye ∼ y � xi ∼i txie

Del mismo modo si xi � y, entonces txe � tye, por lo que txi debe ser
mayor que ty. �

3.5. Restricción presupuestal.

Dado un sistema de precios p y un plan de consumo xi, el gasto del
i− ésimo consumidor es el producto p · xi. En razón de las convencio-
nes de signo propuestas por Debreu sobre las coordenadas de xi y p,
el producto interior p · xi es la suma de todos los desembolsos menos
la suma de todos los ingresos. Evidentemente el gasto p · xi debe ser
a lo mucho igual al ingreso del i− ésimo consumidor, un número real
mi. Este concepto de ingreso corresponde a la noción del valor presente
de mercanćıas que el consumidor i posee, descontando las deudas de
las que es objeto de cobro. La m-upla (mi) se llama distribución del
ingreso entre los consumidores, i.e. m = (mi) ∈ Rm, y mi ∈ R.

Antes de establecer la restricción presupuestal para el consumidor, se
definirá las dotaciones iniciales privadas de cada mercanćıa.

3.5.1. Recursos de la economı́a.

Los recursos totales de la economı́a son las cantidades de mercanćıas
dadas a priori que están a disposición de los agentes consumidores.
Estas cantidades pueden ser representadas por números positivos o ne-
gativos. Bajo esta convención los recursos totales se representan por un
punto ω de R`, el espacio de mercanćıas.
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Definición 3.17. ωi es un vector de mercanćıas para el i− ésimo con-
sumidor, la dotación inicial privada es un elemento del conjunto de
consumo del consumidor i, i.e. ωi ∈ Xi ⊂ R`.

Definición 3.18. La dotación inicial privada total o recursos
totales para los consumidores i = 1, ...,m, se denota por

ω =
m∑
i=1

ωi

donde ω ∈ Rm.

Adicionalmente, debido a que se esta trabajando sobre una economı́a
de propiedad, se establece la regla institucional de propiedad sobre la
producción, esto es: se dice que el consumidor i, es accionista o man-
tiene un grado de propiedad sobre la firma j. De esta manera, θij
es el porcentaje de participación en la firma j siendo propietario en este
grado el consumidor i. Estas participaciones sobre la propiedad son no
negativas y la suma es la unidad.

θij > 0, ∀i, j, y

m∑
i=1

θij = 1 ∀j.

De esta manera, se esta en condiciones de poder definir el ingreso del
consumidor de la forma siguiente:

Definición 3.19. Para todo consumidor i = 1, ...,m, se define

mi(p) = p · ω +
m∑
j=1

θijπj(p)

como el ingreso del consumidor j en el vector de precios p. Ademas
se asume que ωi >> x̂i, teniendo que p · x̂i < mi(p) para p dados.

Resumiendo: Dado el sistema de precios p y su nivel de ingresos mi,
un número real, el i− ésimo consumidor elige un consumo xi ∈ Xi, de
tal forma que su gasto p·xi satisfaga la restricción de riqueza p·xi 5 mi.

Cuando p 6= 0 se tiene la siguiente situación geométrica. El hiperplano
{a ∈ R` | p · a = mi} se llama hiperplano de riqueza. La restricción
p · xi 5 mi expresa que xi debe estar en el semiespacio cerrado debajo
del hiperplano de riqueza.
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Dado un par precio-riqueza (p,m) arbitrario, el conjunto {xi ∈ Xi |
p · xi 5 mi} en el que el i − ésimo consumidor debe elegir puede ser
vaćıo; sin embargo se tomara como Si como el conjunto (p,m) en R`+m

para el cual no es vaćıo.

Definición 3.20. Si se define por

Si = {(p,m) ∈ R`+m | ∃xi ∈ Xi tal que p · xi 5 mi}

De esta manera, se define la correspondencia presupuestal de la
siguiente manera:

Definición 3.21. Aśı como cada par precio-riqueza (p,m) en Si se
asocia como el conjunto no vaćıo

βi(p,m) = {xi ∈ Xi | p · xi 5 mi}

Bajo las definiciones 3.20 y 3.21 queda definida una correspondencia
βi : Si → Xi.

De hecho βi(p,mi) depende únicamente de p y mi, es definida de esta
manera para analizar más adelante la suma de demandas individuales.

3.5.2. Continuidad de la correspondencia presu-
puestal.

Las definiciones C.2. y C.4., son aplicadas únicamente en el caso en
que Xi es compacto. Se vera más adelante, que bajo ciertas hipótesis
más débiles, el conjunto de consumo puede reemplazarse por un cierto
subconjunto de Xi no vaćıo y compacto.

Teorema 3.3. Si Xi es compacto, convexo y si (p0,m0) es un pun-
to de Si tal que m0

i 6= M ı́n p0 ·Xi, entonces βi es continua en (p0,m0).

Se puede decir que dado un conjunto de consumo Xi compacto y con-
vexo, y un par de precio-riqueza (p0,m0) en Si, siempre que se excluya
el caso donde m0

i = M ı́n p0 ·Xi, es decir, donde la riqueza es tan
pequeña que no existiŕıa ningún consumo posible que cumpliera con
la restricción presupuestal, por lo tanto βi será continua en el punto
(p0,m0).
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La Figura 3.6. ilustra cómo βi puede no ser continua sim0
i = M ı́n p0 ·Xi.

El conjunto Xi es el cuadrado cerrado de lado 2. Considerando p0 =
(0, 1) y m0

i = 0; el hiperplano correspondiente es la linea recta 0, 1. El
caso, donde m0

i = M ı́n p0 ·Xi se presenta, no existe ningún punto de
Xi debajo del hiperplano de riqueza.

Sea a el punto (1, 0) y se hace tender (p,mi) → (p0,m0
i ) de tal for-

ma que el hiperplano correspondiente gire alrededor de a como en la
Figura 3.6. Śı p 6= p0 el conjunto βi(p,m) es la región sombreada cuyo
ĺımite es el segmento cerrado [0, a]. Sin embargo, βi(p

0,m0) es el seg-
mento cerrado [0, 2a].

Figura 3.6: Continuidad de la correspondencia presupuestaria.

Demostración Teorema 3.3.
Se demostrara que (1) βi es s.c.s. en (p0,m0), (2) es s.c.i. en (p0,m0).

(1) El gráfico de βi es, por definición,

{(p,m, xi) ∈ Si ×Xi | p · xi 5 mi}

Es evidente que el conjunto es cerrado en Si×Xi. Por lo tanto en
virtud de la Proposición C.4., βi es s.c.s. en Si.

(2) Sea {pq,mq} una sucesión de puntos de Si que tiende a (p0,m0),
y sea x0i un punto en βi(p

0,m0), es decir, x0i ∈ Xi y p0 · x0i 5 m0
i .

Debe demostrarse la existencia de una sucesión {xqi} de puntos
de Xi tal que xqi → x0i y, para todo q, xqi ∈ βi(p

q,mq), es decir,
pq · xqi 5 mq

i . De esta manera, se consideran dos casos.
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2.1) p0 · x0i < m0
i . En consecuencia, resulta que un entero q

′
,

pq · x0i < mq
i . De esta manera, la sucesión {xqi} se define de la

siguiente manera:

Si q 5 q
′
, tómese como xqi un punto arbitrario de βi(p

q,mq).

Si q > q
′
, tómese xqi = x0i . Por lo tanto se concluye que {xqi}

tiene las propiedades deseadas para la demostración.

2.2) p0 · x0i = m0
i . Por hipótesis ∃x′i ∈ Xi tal que p0 · x′i < m0

i . Por
lo tanto para todos los q mayores que cierto entero q

′
,

pq · x′i < mq
i y pq · x′i < pq · x0i

Considerando el punto aq en el que la recta x
′
i, x

0
i intersecta

al hiperplano (pq,mq). Ver Figura 3.7.

Figura 3.7: Continuidad de la correspondencia presupuestaria II.

Se comprueba que para todo q mayor que q
′
, existe un punto

aq que es único y tiende a x0i . Se define, entonces la sucesión
{x0i } de la siguiente manera:

Si q 5 q
′
, se toma a xqi como un punto de βi(p

q,mq)

Si q > q
′

y aq ∈ [x
′
i, x

0
i ], se toma xqi = aq.

Si q > q
′

y aq 6∈ [x
′
i, x

0
i ], se toma xqi = x0i (ya que aq no

necesariamente esta en Xi). �
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3.6. Optimización de las preferencias.

Dado un par precio-riqueza (p,m) en Si, el i− ésimo consumidor elige
en el conjunto no vaćıo βi(p,m), un conjunto xi es óptimo de acuerdo
a sus propias preferencias, es decir, selecciona un plan de consumo que
maximiza el preorden de preferencias �i.

Formalmente: Dado el par de precio-riqueza (p,m) en Si, el i− ésimo
consumidor elige dentro del conjunto βi(p,m), un elemento máximo
para su preorden de preferencias �i. La acción resultante se llama con-
sumo de equilibrio del i− ésimo consumidor relativo a (p,m). Cuando
p 6= 0 se obtiene la siguiente situación geométrica. Si x∗i es un elemento
máximo de βi(p,m), el conjunto {xi ∈ Xi | xi �i x∗i } no tiene un punto
en común con el espacio cerrado debajo del hiperplano de riqueza H. La
Figura 4.9. ilustra el caso donde Xi es el ortante no negativo. La clase de
indiferencia de x∗i se muestra como una linea quebrada que pasa por x∗i .

El conjunto {xi ∈ Xi | xi �i x∗i } es únicamente la región sombrea-
da, solamente excluyendo la curva de indiferencia.

Si x∗i es un consumo de equilibrio relativo a (p, w), entonces es un
elemento máximo para �i sobre

{xi ∈ Xi | p · xi 5 p · x∗i }

Figura 3.8: Plan de consumo óptimo.
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Formalmente se definirá el consumo de equilibrio de la siguiente mane-
ra:

Definición 3.22. El plan de consumo x∗i es un consumo de equili-
brio del i− ésimo consumidor relativo al sistema de precios p si es un
elemento maximizador de {xi ∈ Xi | p · xi 5 p · x∗i } para �i.

Dado un par arbitrario (p,m) en Si, βi(p,m) puede no tener un ele-
mento máximo. Sea por lo tanto, S

′
i definido de la siguiente manera:

Definición 3.23.

S
′

i = {(p,m) ∈ Si | βi(p,m) tiene un elemento maximizador para �i}

S
′
i es el conjunto de (p,m) en Si para los que el conjunto de elemen-

tos máximos de βi(p,m) no es vaćıo. Por evidencia se sabe que S
′
i es

un cono de vértice 0, excluyendo al punto 0, si y sólo si, el i − ésimo
consumidor es localmente no saciable.

Aśı cada par precio-riqueza (p,m) en S
′
i se asocia el conjunto no vaćıo

ξ(p,m) de consumos posibles óptimos bajo la restricción de riqueza de-
finida por (p,m). Ademas se establece que todos los puntos de ξi(p,m)
son indiferentes.

Definición 3.24. La correspondencia ξi : S
′
i → Xi se llama corres-

pondencia de demanda del i− ésimo consumidor y se define por

ξi(p,m) = {xi ∈ βi(p,m) | x �i x∗i , x∗i ∈ βi(p,m)}

Definición 3.25. La correspondencia de demanda total, ξ :
⋂m
i=1 S

′
i →

X se define por ξ(p,m) =
∑m

i=1 ξi(p,m).

Dados dos pares precio-riqueza (p1,m1) y (p2,m2) en S
′
i , se dirá que

(p1,m1) es preferido (o indiferente) a (p2,m2) para el i−ésimo consumi-
dor si un punto de ξi(p

1,m1) es preferido (o indiferente) a un punto de
ξi(p

2,m2). Si hay una función de utilidad ui en Xi, la utilidad máxima,
cuando el par precio-riqueza es (p,m) en S

′
i se designara por ui(p,m).

Definición 3.26. Si existe una función de utilidad ui, la función
de utilidad indirecta correspondiente del i − ésimo consumidor,
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ui : S
′
i → R, la cual se define por ui(p,m) = Máx ui(βi(p,m)).

La analoǵıa entre la Figura 2.4. y 3.8. sugiere que, dado (p,m) en
S
′
i , de esta manera x∗i es un elemento máximo de βi(p,m), si y sólo

si x∗i minimiza el gasto p · xi en el conjunto {xi ∈ Xi | xi �i x∗i } de
una serie de consumos posibles que son al menos tan deseados como x∗i .

En el punto x∗i se puede observar la unificación entre la teoŕıa del con-
sumo y la producción.

A continuación se reformula el problema del consumidor de una for-
ma más precisa y más general.

En (a), (a
′
), (b), (b

′
), (p,m) designa a un punto dado de Si, x

∗
i un

punto dado en Xi, y xi un punto arbitrario de Xi.

Considérese en primer lugar la hipótesis:

(a) p · xi 5 mi implica x∗i �i xi.

Esto corresponde a una generalización de la definición de x∗i como
un elemento maximizador de βi(p,m), debido a que esta ultima
relación implicaŕıa ademas que p · x∗i ≤ mi

El inciso (a) es equivalente a:

(a
′
) xi �i x∗i implica p · xi > mi

Se considera en segundo lugar la hipótesis siguiente:

(b
′
) xi �i x∗i implica p · xi = mi.

Es una generalización de la definición procedente de x∗i co-
mo minimizador del gasto en el conjunto {xi ∈ Xi | xi �i x∗i }
puesto que esta ultima implica que p · x∗i = mi.

(b
′
) es equivalente a:

(b) p · xi < mi implica x∗i �i xi

La minimización del gasto implica la satisfacción de las preferencias
siempre que el caso mi = M ı́n p ·Xi sea excluido.
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La Figura 3.9. muestra como la implicación puede no ser valida si
mi = M ı́n p ·Xi. El conjunto Xi corresponde al cuadrante cerra-
do 1, 0, 2. Se han establecido tres curvas de indiferencia. Considerando
p = (0, 1) y mi = 0; el caso que se desea excluir aparece.

El conjunto βi(p,m) es la semirecta cerrada 0, 1 y es evidente que el
punto x∗i = (1, 0) no es un elemento máximo de βi(p,m) para �i. Sin
embargo, x∗i minimiza el gasto en el conjunto {xi ∈ Xi | xi �i x∗i } es
representado por la región gris.

Figura 3.9: Plan de consumo óptimo.

Teorema 3.4. Si la hipótesis de continuidad es valida y se excluye
mi = M ı́n p ·Xi, entonces (b) implica (a).

Demostración Teorema 3.4.
Puesto que se ha excluido mi = M ı́n p ·Xi existe un punto x1i ∈ Xi

para el que p · xi < mi. Para demostrar el teorema es suficiente probar
que si x2i en Xi, satisface la igualdad p · x2i = mi, entonces x∗i �i x2i .
Para esto se considera un punto cualquiera xi en el segmento cerra-
do [x1i , x

2
i ] distinto de x2i . Por evidencia p · xi < mi, por lo tanto, se

establece que por (b), x∗i �i xi. Por ello x2i es adherente al conjunto
{xi ∈ Xi | x∗i �i xi}. Puesto que en virtud de la hipótesis de continui-
dad, este ultimo es cerrado, posee a x2i . �

El preorden de preferencias�i satisface la hipótesis de convexidad débil.

Dado un par precio-riqueza (p,m) en S
′
i el conjunto ξi(p,m) de consu-

mos posibles óptimos para (p,m) es convexo. De esta manera si x∗i es



52 CAPÍTULO 3. TEORÍA DEL CONSUMIDOR.

un elemento maximizador de βi(p,m) para �i, entonces ξi(p,m) es la
intersección de βi(p,m) y {xi ∈ Xi | xi �i x∗i }, los cuales ambos son
convexos.

Cuando la hipótesis de convexidad débil es valida para todo i, y cuan-
do (p,m) está en

⋂m
i=1 S

′
i , el conjunto ξ(p,m), como suma de conjuntos

convexos es convexo.

Teorema 3.5. Si las hipótesis de convexidad son validas para �i y
si x∗i no es un consumo de saciedad, entonces (a

′
) implica (b

′
).

Demostración Teorema 3.5.
Puesto que x∗i no es un consumo de saciedad, existe un punto x1i en
Xi para el que x1i �i x∗i . Para demostrar el Teorema basta con probar
que si x2i en Xi satisface x2i ∼i x∗i , entonces p · x2i = mi. Para esto se
considera un punto cualquiera xi del segmento cerrado [x1i , x

2
i ], distinto

de x2i . Por la hipótesis de convexidad se tiene que xi �i x∗i , por lo tanto,
por (a

′
). p · xi > mi. En virtud de la continuidad de p · xi se obtiene

p · x2i = mi.

Corolario 1.6. Dado (p,m) en S
′
i , sea x

′
i un elemento máximo de

βi(p,m) para �. Si la hipótesis de convexidad es válida para �i y si x∗i
no es un consumo de saciedad, entonces p · x′i = mi.

Demostración corolario 1.6.
Por definición se tiene que p · x∗i ≤ mi. Puesto que (b

′
) se cumple en

virtud de el Teorema 3.5., y puesto que ademas se tiene que x
′
i �i x∗i

se tiene que p· = mi.
Si el objetivo del consumidor es satisfacer la desigualdad p · xi 5 mi,
el consumo x∗i que se selecciona, satisface la igualdad p · x∗i = mi. Su
gasto es igual a su riqueza. Por consiguiente, si (p,m

′
) está en S

′
i , y si

m
′
i > mi, la riqueza m

′
es preferida a la riqueza mi. �



Caṕıtulo 4

Existencia del equilibrio.

4.1. Introducción.

En esta sección se realizan una serie de definiciones sobre el tipo de
economı́as que son necesarias para a demostración de la existencia del
equilibrio, adicionalmente se formaliza el concepto de estados reali-
zables de la economı́a y las respectivas propiedades que hereda a los
conjuntos de producción y consumo. Se estudian las caracteŕısticas de
un resultado preliminar sobre la existencia del equilibrio auxiliándose
del supuestos de la libre disposición de mercanćıas, para posteriormen-
te finalizar con una demostración mucho más general que mantiene el
objetivo del estudio de la existencia del equilibrio en una economı́a de
propiedad privada. Las referencias básicas generadas en este capitulo
pertenecen a Gérard Debreu [1959], con algunas adecuaciones genera-
das por el autor del presente documento.

4.2. Economı́as.

Definición 4.1.Una economı́a es definida por

E = {(Xi,�i, ωi)mi=1 ; (Yj)
n
j=1}

Mientras que un estado para la economı́a E es una (m+ n)− upla de

puntos de R`; i.e. (x1, ..., xm; y1, ..., ym) = ((xi), (yj)) de
(
R`
)m+n

que satisface xi ∈ Xi para cada i = 1, ...,m e yj ∈ Yj para cada
j = 1, ..., n.

53
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Definición 4.2. Dado un estado ((xi), (yj)) de E, el punto x − y se
llama demanda neta.

Donde en x − y se cancelan todas las transferencias de mercanćıas
de los agentes en la economı́a.

Si xi ∈ Xi para todo i e yj ∈ Yj para todo j, la demanda neta x − y
pertenece al conjunto X − Y , i.e. (x− y) ∈ (X − Y ).

Definición 4.3. Dado un estado ((xi), (yj)) de E, el punto x− y − ω
se designa por z y se llama demanda excedente.

Si xi ∈ Xi para todo i e yj ∈ Yj para todo j, entonces z ∈ Z don-
de Z = X − Y − {ω}.

Definición 4.4. Un estado ((xi), (yj)) de E es un equilibrio de mer-
cado si z = 0, i.e. x− y = ω.

Definición 4.5. El conjunto de los equilibrios de mercado se
definen de la siguiente forma

M = {((xi), (yj)) de E | z = 0}

4.3. Estados realizables.

Definición 4.6. Se dice que un estado ((xi)(yj)) de E es realizable
si

a) xi ∈ Xi para todo i, yj ∈ Yj para todo j, x− y = ω

a
′
) A = (

∏
Xi)× (

∏
Yj)
⋂
M.

Donde el conjunto de estados realizables de E es un subconjunto de
R`(m+n) designado por A.

Definición 4.7. Dada una economı́a E, se dice que un consumo xi
para el i − ésimo consumidor es realizable si existe un estado rea-
lizable cuyo componente correspondiente a ese consumidor es xi. El
conjunto de sus consumos realizables se designa por X̂i. Análogamente
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se designa un conjunto para el j − ésimo productor.

X̂i : A −→ R` ⊃ Xi

Ŷj : A −→ R` ⊃ Yj

4.3.1. Propiedades de los estados realizables.

Las propiedades del conjunto A de los estados realizables de una eco-
nomı́a E serán estudiados.

Es claro que A es no vaćıo, si y solo si, ω ∈ X − Y . Esto puede ser
escrito como 0 ∈ Z.

Proposición 4.1. Dada una economı́a E, si cada Xi y cada Yj es
cerrado, entonces A es cerrado .

Lema 1.1. La intersección de cualquier número de conjuntos cerra-
dos es un conjunto cerrado.

Demostración.
Sea {Ai} una clase de conjuntos cerrados y sea A = ∩iAi, por Leyes de
Morgan se tiene que,

{A = {{∩iAi} = ∪i{Ai

Donde { denota el complemento,

Aśı, {A es la unión de los conjuntos abiertos, consecuentemente {{A =
A, el cual es cerrado. �

Adicionalmente, se tiene que por α
′
) la intersección de dos conjun-

tos cerrados, es cerrada.

Proposición 4.2. Si cada conjunto Xi y cada conjunto Yj de una eco-
nomı́a E son conjuntos convexos, entonces la intersección A es convexa.

Demostración.
Si se toman dos conjuntos convexos (

∏
iXi)×

(∏
j Yj

)
y M en R`. Se
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procede a demostrar que A es un conjunto convexo.

Para demostrar esto, consideramos dos puntos, xi, yj ∈ (
∏

iXi) ×(∏
j Yj

)
∩M . Se tiene ademas que para todo número real λ ∈ [0, 1],

donde a = λxi + (1− λ)yj.

Ademas que satisface que a ∈ A. Sea entonces t ∈ [0, 1], puesto que

xi, yj ∈ A, entonces xi, yj ∈ (
∏

iXi) ×
(∏

j Yj

)
, y como (

∏
iXi) ×(∏

j Yj

)
es convexo, entonces se tiene que λxi + (1− λ)yj ∈ (

∏
iXi)×(∏

j Yj

)
. Pero lo mismo se obtiene, sustituyendo (

∏
iXi) ×

(∏
j Yj

)
por M , por consiguiente, λxi + (1 − λ)yj ∈ A, con lo cual se concluye
la demostración. �

Bajo los mismos supuestos, los conjuntos X − Y y Z son convexos,
como suma de conjuntos convexos.

En el siguiente Teorema se enunciaran las condiciones sobre los conjun-
tos Xi y Yj, las cuales aseguran que A es acotado. Como un resultado
incidental, serán obtenidas las condiciones bajo las cuales el conjunto
X − Y es cerrado.

Teorema 4.1. Sea E una economı́a, tal que X esta acotado inferior-
mente para 5, Y es cerrado, convexo y Y ∩ Ω = {0}.

• Si n = 1, entonces Y ∩ (−Y ) = {0}, por lo tanto A es acotado.

• Si X es cerrado, entonces X − Y es cerrado.

Antes de proceder a demostrar el Teorema 4.1, se enuncian una serie
de observaciones y definiciones.

1. El ortante no negativo de R` es el conjunto Ω = {x ∈ R`|x ≥ 0}.
2. Y ∩ Ω ⊂ {0}. Imposibilidad de producción libre. Si todos los insu-

mos son nulos, entonces toda la producción sera nula.

3. Y ∩(−Y ) ⊂ {0}. Irreversibilidad de la producción. Esta propiedad,
establece que no es posible cambiar el papel de los insumos y de
los productos, excepto en el caso trivial de la inactividad. En otras
palabras, si yj ∈ Yj y yj 6= 0, entonces −yj 6∈ Yj.

4. Definiciones importantes.
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Definición 4.8. Dado un subconjunto C de R` y un punto x ∈ C,
se dice que es un cono con vértice en x, si este contiene las com-
binaciones de la forma z = (1− t)x+ ty, donde z ∈ R`, y t ∈ [0, 1].

Definición 4.9. Dados un par conos C1 y C2 con vértice 0, estos
son positivos semiindependientes, si y solo si, C1 ∩ (−C2) =
{0}.

Considere un subconjunto S ⊂ R`. Sea k un número real no nega-
tivo, y se denota por Sk al conjunto {x ∈ S|‖x‖ = k} de vectores
en S los cuales su norma es mas mayor o igual que k. Ademas sea
Γ(Sk) el ultimo cono cerrado con vértice en 0 conteniendo a Sk

(i.e. la intersección de todos los conos cerrados con vértice en 0
contienen a Sk).

Definición 4.10. El cono asintótico de S, denotado por AS,
es definido como la intersección de todos los Γ(Sk), i.e., AS =
∩k=0Γ(Sk), esto es claramente un cono cerrado con vertice en 0.

Propiedad 1. Si T 6= � y S son dos subconjuntos de R`, en-
tonces AS ⊂ A(S + T ).

Propiedad 2. Si para cada j = 1, ..., n, Sj es un subconjunto
de R`, entonces A(

∏
j Sj) ⊂

∏
j ASj.

Propiedad 3. Dada una colección de subconjuntos de R`, si la
intersección de sus conos positivos es {0}, entonces la intersección
es acotada.

Propiedad 4. Dados n subconjuntos cerrados de R`, si sus conos
asintóticos son positivos semiindependientes, entonces su suma es
cerrada.

Una vez enunciadas las definiciones y observaciones anteriores, se pro-
cede a dar una demostración al Teorema 4.1.
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Demostración Teorema 4.1.
Para demostrar que A es acotado, basta demostrar que la intersección
de los conos asintóticos,

A

((
m∏
i=1

Xi

)
×

(
n∏
j=1

Yj

))
∩AM = {0}

de acuerdo a α
′

y la Propiedad 3.

Por la Propiedad 2, se establece que el primer cono esta contenido

en (
∏m

i=1Xi)×
(∏n

j=1 Yj

)
, esto es por lo tanto, suficiente para mostrar

que, ((
m∏
i=1

AXi

)
×

(
n∏
j=1

AYj

))
∩AM = {0}. (4.1)

El cono AM es la intersección de los estados ((xi), (yj)) que satisfacen
la igualdad x− y = 0.

La igualdad (4.1) es equivalente a:

Si xi ∈ AXi para cada i, xi ∈ AYj para cada j y
∑

i xi −
∑

j yj = 0,
implica que xi = yj = 0.

De acuerdo a la Propiedad 1, se tiene que AXi ⊂ AX.

Para demostrar que X − Y es cerrado, basta con probar que los co-
nos asintóticos AX y A(−Y ) son positivos semiindependientes. Pero
esto es equivalente a AX ∩AY = {0}, donde AX ⊂ Ω y AY ⊂ Ω, por
lo tanto Y ∩ Ω = {0}. �

Si A es acotado, o compacto o convexo; X̂i y Ŷj son entonces acotados,
compactos o convexos.

4.4. Modelo.

Definición 4.11. Una economı́a de propiedad privada E se define
de la siguiente manera:

E =
{

(Xi,�i, ωi)mi=1, (Yj)
n
j=1, (θ

i
j)
i=1,...,m
j=1,...,n

}
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Donde:

1. R`: Espacio de bienes.

2. Xi ⊂ R`: Conjunto de consumo del i− ésimo consumidor.

3. �i: Relación de preferencias del i− ésimo consumidor.

4. ωi ∈ R`: Dotación inicial del i− ésimo consumidor.

5. Yj ⊂ R`: Conjunto de producción del j − ésimo productor.

6. θij: Participación en los beneficios del i− ésimo consumidor sobre
la j − ésima firma, donde:

θij > 0, ∀i, j y

m∑
i=1

θij = 1 ∀j

Definición 4.12. Un equilibrio walrasiano es una economı́a de pro-
piedad privada, existe si satisface las siguientes tres propiedades a un
sistema de precios dado.

1) Cada firma maximiza sus beneficios, tomando los precios como
dados. Para cada j:

y∗j ∈ Yj y p · y∗j ≥ p · yj ∀yj ∈ Yj.
2) Cada consumidor maximiza sus preferencias sujeto a su restricción

presupuestaria.
Para cada i:

x∗i ∈ βi(p,mi) =

{
xi ∈ Xi | p · xi ≤ p · ωi +

n∑
j=1

θijp · y∗
}
,

donde x∗i �i xi ∀xi ∈ β(p,mi).

3) Todos los mercados se vaćıan.
(x∗1, ..., x

∗
m; y∗1, ..., y

∗
n).

m∑
i=1

x∗i =
m∑
j=1

ωi +
n∑
j=1

y∗j

Conservando la convención de signos sobre los insumos y los bienes, el
beneficio generado por el plan yj en el vector de precios p, es p · yj. Aśı,
formalmente un equilibrio walrasiano es una lista,

(x∗1, ..., x
∗
m; y∗1, ..., y

∗
n; p)
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4.4.1. Resultado preliminar sobre la existencia del
equilibrio.

Considerando una economı́a E y sea C un conjunto de precios definido
de la siguiente forma,

C =
{
p ∈ R` | ηj(p), ξ

′

i(p) 6= ∅
}

Donde η : T
′
j −→ Yj, tal que T

′
j se define como

T
′

j =
{
p ∈ R` | p · Yj tiene un máximo

}
Adicionalmente

ηj(p) = {yj ∈ Yj | p · yj = Máx p · Yj}

Análogamente se define una proyección sobre el conjunto de consumo,
de la forma ξi : S

′
i −→ Xi definida por el conjunto,

Si = {(p,mi) ∈ R`+m | ∃xi ∈ Xi tal que p · xi 5 mi}

Se establece un conjunto análogo a Si, definido por

S
′

i = {(p,mi) ∈ Si | Bi(p,mi) tiene un max sobre �i}

Se define ξi como

ξi(p,mi) = {xi ∈ Bi(p,mi) | x∗i �i xi, x∗i ∈ Bi(p,mi)}

sin embargo, considerando que este conjunto depende únicamente de los
precios, se establece que ξ

′
i(p,mi) = ξ

′
i(p). Siendo ademas,

∑m
i=1 ξ

′
i(p) =

ξ
′
(p).

Definición 4.13. Tomando un xi ∈ ξ
′
i(p) para todo i, y un ηj(p) para

todo j, se establece la correspondencia de demanda excedente
ζ : C −→ Z, definida como

ζ(p) = ξ
′
(p)− η(p)− {ω} ⊂ Z

El problema de equilibrio consiste en encontrar un p ∈ C tal que
0 ∈ ζ(p).
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Si xi e yj satisfacen la reestricción

p · xi ≤ p · ωi +
n∑
j=1

θji p · yj ∀i.

Recordando que
∑m

i=1 θ
j
i = 1 para todo j, sumando sobre i, se obtiene

p ·
m∑
i=1

xi ≤ p ·
m∑
i=1

ωi +
m∑
i=1

n∑
j=1

θji p · yj

p · x ≤ p · ω + p ·
m∑
i=1

θji ·
n∑
j=1

yj

p · x ≤ p · ω + p ·
m∑
i=1

θji · y

p · x ≤ p · ω + p · y

Como z = x− y − ω, se establece que

p · x ≤ p · ω + p · y ⇒ p · z ≤ 0.

Para cualquier p ∈ C, se tiene que p · z ≤ 0 para todo z ∈ ζ(p), i.e.
p · ζ(p) ≤ 0. Cuando p 6= 0, el conjunto ζ(p) esta bajo el hiperplano H.

Intuitivamente de la Definición 4.2. (3), se sustituye x∗ − y∗ ≤ ω.

Bajo la condición del free-disposal, i.e. Y ⊃ (−Ω), es decir, es posi-
ble tener un conjunto total de producción Y , que contenga conjuntos
nulos, i.e. todos los productores en conjunto pueden liberarse de mer-
canćıas.

Si p ∈ C, entonces se debe encontrar un z ≤ 0 tal que z ∈ (−Ω),
por lo tanto se puede formular la siguiente pregunta: ¿Hay un p ∈ C
tal que ζ(p)

⋂
(−Ω) 6= ∅?

Bajo el free-disposal ηj(p) esta definido solo si los precios son no nega-
tivos, i.e. p ≥ 0, por lo tanto C ⊂ Ω.

Si 0 se excluye de C, para cada p ∈ C se tiene que
∑`

h=1 ph > 0,
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por lo tanto, bajo los precios positivos, se procede a sustituirlos en la
correspondencia de demanda excedente, de tal forma que,

ζ

(
1∑`
h=1 ph

· p

)
= ζ(p)

De esta manera, p ∈ C puede reemplazarse por la semirrecta cerrada
con origen en 0, por lo tanto p intersecta el conjunto

P = { p ∈ Ω |
∑̀
h=1

ph = 1}

Posteriormente, se procede a establecer la correspondencia ζ : P → Z
es tal que para todo p ∈ P se tiene que encontrar un p · ζ(p) ≤ 0. Por
lo tanto se formula la siguiente pregunta: ¿Existe un p ∈ P tal que
ζ(p)

⋂
(−Ω) 6= ∅?

Figura 4.1: Equilibrio de la economı́a.

En la Figura 4.1, se puede observar gráficamente el equilibrio, i.e.
0 ∈ ζ(p)

⋂
(−Ω), el teorema del punto fijo es evidente, ya que al modi-

ficar la correspondencia de ζ(p) a ζ
′
(p), el punto de equilibrio en el que

la función exceso de demanda es Z = 0 y se cumple la Ley de Walras,
continua siendo el punto cero; i.e. 0 ∈ ζ ′(p)

⋂
(−Ω)

Para poder generar una respuesta a la pregunta planteada, se procede
a enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 4.2. Sea Z un subconjunto compacto de R`. Si ζ es una co-
rrespondencia de P → Z s.c.s. tal que para todo p ∈ P , el conjunto
ζ(p) es (no vaćıo) convexo y satisface p · ζ(p) ≤ 0, entonces existe un
p ∈ P tal que ζ(p)

⋂
(−Ω) 6= ∅.

Demostración Teorema 4.2.

Tomando en cuenta que p es distinto del vaćıo compacto y convexo,
se procede bajo los siguientes pasos,

Paso 1. Se toma un Z
′ ⊂ Z, donde Z

′
es ademas compacto y convexo.

Como p 6= ∅, entonces se establece que Z
′ 6= ∅.

Paso 2. Tomando un z ∈ Z ′ , se procede a definir el conjunto

µ(z) = {p ∈ P | p · z = MaxP · z}

Puesto que P 6= ∅ y compacto, entonces µ(z) 6= ∅.

Adicionalmete se establece que µ : Z
′ → P es s.c.s por exacta-

mente las mismas razones que ηj : R` → Yj era s.c.s en la sección
2.6.

Puesto que P es convexo, entonces µ(z) también lo es. De esta
manera, pueden suceder dos casos.

S ı́ z = 0⇒ µ(z) = P

S ı́ z 6= 0⇒ µ(z) = P
⋂

H =
{
p ∈ R` | p · z = MaxP · z

}
Paso 3. Sobre el punto fijo.

Tomando la correspondencia

ϕ : P × Z ′ −→ P × Z ′

Definida por ϕ(p, z) = µ(z)× ζ(p).

El conjunto P × Z ′ es no vaćıo, compacto y convexo, puesto que
P y Z

′
lo son. La correspondencia ϕ es s.c.s puesto que µ y ζ lo

son.
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Paso 4. Finalmente, para todo (p, z) ∈ P ×Z ′ , el conjunto ϕ(p, z) es con-
vexo, puesto que µ(z) y ζ(p) lo son.

Aśı todas las condiciones del Teorema de Kakutani se cumplen
y ϕ tiene un punto fijo (p∗, z∗). Es decir (p∗, z∗) ∈ µ(z∗) × ζ(p∗),
esto es equivalente a

1) p∗ ∈ µ(z∗) y z∗ ∈ ζ(p∗)

La primera relación de (1) implica que para todo p ∈ P se
tiene que p · z∗ ≤ p∗ · z∗. La segunda relación de (1) implica
que p∗ ·z∗ ≤ 0. Por lo tanto para todo p ∈ P se tiene p ·z∗ ≤ 0.

Sea k uno de los primeros ` enteros positivos y tomando el
punto p ∈ P definido por (pk = 1, ph = 0 para k 6= h)
obteniendo z∗k ≤ 0. Por lo tanto z∗ ∈ (−Ω), esto es, con
z∗ ∈ ζ(p∗), por lo tanto demuestra que p∗ tiene la propiedad
deseada. �

4.4.2. Demostración sobre la existencia del equili-
brio.

Teorema 4.3. Una economı́a de propiedad privada tiene un equilibrio
walrasiano, si todas las siguientes condiciones son satisfechas.

1. Condiciones sobre los conjuntos de consumo.

a) Cada Xi es cerrado.

b) Cada Xi es convexo.

c) Cada Xi es acotado inferiormente.

2. Condiciones sobre las preferencias.

a) Cada �i tiene la propiedad de la no saciedad.

b) Cada �i es continua.

c) Las preferencias son convexas. Esto es, si x �i y, entonces
para cada λ ∈ (0, 1) se tiene que λx + (1 − λ)y �i y, donde
λx+ (1− λ)y ∈ Xi.

3. Condiciones sobre las dotaciones iniciales.

Para cada i, existe x̂i ∈ Xi, tal que ωi � x̂i.

4. Condiciones sobre los conjuntos de producción.
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a) Existe la posibilidad de inacción. Esto es, 0 ∈ Yj para cada j.

b) El conjunto de producción total Y =
∑n

j=1 Yj es cerrado.

c) El conjunto de producción total Y =
∑n

j=1 Yj es convexo.

d) La producción es irreversible. Esto es, Y ∩ (−Y ) ⊂ 0.

e) Existe el la libre disposición de mercanćıas (free disposal).
Esto es, Y ⊃ (−Ω).

El Teorema 4.3. sera demostrado como una generalización del Teore-
ma 4.2. Sin embargo, surgen dificultades por el hecho de que algunos
conjuntos Yj pueden no ser cerrados y convexos; ademas algunos de
los conjuntos Xi, Yj, pueden no ser necesariamente acotados, a fin de
superar estos inconvenientes, se procede a organizar la notación de la
forma siguiente.

Definición 4.14. ¯̇Yj es la capsula convexa y cerrada de Yj.

Definición 4.15. ¯̇E es la economı́a de propiedad privada obtenida al

sustituir Yj por ¯̇Yj en E .

En la primera parte de la demostración, se procede a exhibir que

E − equilibrio es un ¯̇E − equilibrio.

En la parte 2 se demuestra que los planes x∗i , y
∗
j de un ¯̇E − equilibrio

pertenecen necesariamente a subconjuntos convexos y compactos.
Estos conjuntos son denotados de la siguiente manera,

X̂i, Ŷj de Xi,
¯̇Yj.

Se designa una letra con el signo superior ·̂, por ejemplo η̂j es el objeto

matemático derivado de X̂i, Ŷj.

En un caso particular Ê designara la economı́a de propiedad priva-
da obtenida al sustituir X̂i y Ŷj en E , por lo tanto en la parte 2 se

demostrara que ¯̇E − equilibrio es un Ê − equilibrio; por lo tanto, se
procede a comprobar que E − equilibrio es un Ê − equilibrio.

La parte 3 demuestra que un sistema de precios p, de un E − equilibrio
es, necesariamente el producto de un vector P por un número positivo,
de esta manera, se analiza el problema del resultado preliminar, pero
ahora adaptado para Ê − equilibrio en el que el sistema de precios se
restringe a P .
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La parte 4 establece la semicontinuidad superior en P de las corres-
pondencias η̂j, ξ̂i.

La parte 5 muestra que Ẑ y ζ̂ cumplen todas las condiciones del Teo-
rema 4.2.; en consecuencia existe un p∗ en P tal que ζ̂(p∗) tiene una
intersección no vaćıa con −Ω. En las partes 6, 7, 8 consiste en demos-
trar que, p∗ es un sistema de precios de equilibrio para E .

Demostración Teorema 4.3.

1. Un E − equilibrio es un ¯̇E − equilibrio.

Sea Ẏj la cápsula convexa de Yj; de esta manera ¯̇Yj designa la
cápsula convexa y cerrada de Yj. La propiedad

m∑
j=i

¯̇Yj = Y

que se utilizara posteriormente; se demuestra a continuación. Por

evidencia se tiene que Y ⊂ ¯̇Yj, por lo tanto Y ⊂
∑m

j=1
¯̇Yj. Por

otro lado, por la Proposición B.1. (3) del Anexo B ,
∑m

j=1 Ẏj = Ẏ ;

aśı en virtud de A.1.3.
∑m

j=1
¯̇Yj ⊂ ¯̇Y . Sin embargo, por 4.b y 4.c,

este ultimo resultado es igual a Y , y el resultado queda establecido.

Si (x∗1, ..., x
∗
m; y∗1, ..., y

∗
n, p
∗) es un E − equilibrio, es también un

¯̇E − equilibrio. Para verlo es suficiente en virtud de la Definición
4.12. (1), (2), (3), se procede a comprobar que si y∗ maximiza

p∗ ·yj en Yj, también maximiza p∗ ·yj en ¯̇Yj. Pero esto se facilita si
el conjunto cerrado y convexo {yj ∈ R` | p∗ · yj 5 p∗ · y∗j} contiene

Yj también esta contenido ¯̇Yj.

2. Un ¯̇E − equilibrio es un Ê − equilibrio.

Puesto que 4.d y 4.e implica Y ∩ Ω = {0}, todas las condicio-

nes del Teorema 4.1., se cumplen para ¯̇E , y el conjunto de sus

estados realizables esta acotado. Por lo tanto se tiene que en ¯̇E , el
conjunto de consumo realizable de cada productor están acotados.
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Sea K1 un cubo cerrado de centro 0 que contenga en su interior a
estos m+ n conjuntos. Por definición:

X̂i = Xi ∩K y Ŷj = ¯̇Yj ∩K.

Es claro que X̂i es compacto, convexo, satisface 1.a y 1.b y posee
a x0i , siendo x0i un plan de consumo realizable para el i − ésimo
consumidor en ¯̇E . De manera análoga es claro que Ŷj es compacto,
convexo y posee a 0.

Si (x∗1, ..., x
∗
m; y∗1, ..., y

∗
n, p
∗) es un ¯̇E−equilibrio, el estado (x∗1, ..., x

∗
m; y∗1, ..., y

∗
n)

es realizable para ¯̇E , por lo tanto x∗i ∈ X̂i ⊂ Xi e y∗i ∈ Ŷj ⊂
¯̇Yj en

consecuencia (x∗1, ..., x
∗
m; y∗1, ..., y

∗
n, p
∗) es un Ê − equilibrio.

3. Un sistema de precios de un E − equilibrio es > 0.

Sea p∗ un sistema de precios de un E − equilibrio. En virtud de
2.a, p∗ 6= 0; en virtud de 4.e, p∗ = 0. Por lo tanto, p∗ > 0 y la
semirecta abierta 0, p∗ corta el conjunto P . Aśı en la búsqueda de
un E − equilibrio, por lo tanto se puede imponer que el sistema
de precios pertenece a P .

4. Semicontinuidad superior en P de η̂j y ξ̂i.

Puesto que Ŷj es compacto, la correspondencia de oferta η̂j : P →
Ŷj es semicontinua superior en P y la función de beneficios π̂ es
continua en P .

Puesto que ωi � x0i , para todo p ∈ P se tiene π̂j(p) = 0. Por
lo tanto, para todo p ∈ P , se cumple la desigualdad p · x0i <
p ·ωi+

∑m
i=1 θ

i
jπ̂j(p) y en virtud del Teorema 3.3. la corresponden-

cia βi(p,mi) es continua en el punto (p,mi). Puesto que la función
π̂j es continua en P , también lo es la función que asocia con daca
p ∈ P la m− upla de números reales p · ωi +

∑m
i=1 θ

i
jπ̂j(p). Estas

observaciones demuestran que ξ̂i es semicontinua superior en P .

5. Existe p∗ ∈ P y z ∈ (−Ω) tal que z ∈ ˆζ(p∗).

El conjunto Ẑ =
∑m

i=1 X̂i −
∑n

j=1 Ŷj − {ω} como suma de con-

juntos compactos, es compacto. Puesto que cada ξ̂i y cada η̂j es

1Sea k un número real no negativo; el conjunto K = {x ∈ R` | | x |≤ k} es un cubo
cerrado de R` con centro 0 y lado 2k.
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semicontinua superiormente en P , también lo es en virtud de la
Definición C.2., la correspondencia ζ̂.

De la convexidad de X̂i, 1.a y 1.b; se sigue que ξ̂i(p) es conve-
xo para todo p ∈ P

6. Definición de los planes x∗i , y
∗
j del E − equilibrio.

Puesto que z ∈ ζ̂(p∗), existe para cada i, un consumo x∗i en ξ̂(p∗)
y, para cada j, una producción yj en η̂j(p

∗) tal que∑
i

x∗i −
∑
j

yj − ω = z (4.2)

Sea y =
∑n

j=1 yj; como yj ∈ Yj para todo j, por lo tanto la
producción total y ∈ Y . El conjunto Y es convexo y cerrado; por
lo tanto y ∈ Y y z ∈ −Ω implica por las propiedades de los
conjuntos de producción que y + z ∈ Y . Aśı para cada j existe
una producción y∗j ∈ Yj tal que∑

j

y∗ = y + z (4.3)

Se demostrara que (x∗1, ..., x
∗
m; y∗1, ..., y

∗
n, p
∗) es un equilibrio de E .

Se observara que 4.2 y 4.3 implican∑
i

x∗i −
∑
j

y∗j − ω = 0 (4.4)

El plan (x∗1, ..., x
∗
m; y∗1, ..., y

∗
n) es, pues realizable ¯̇E , por lo tanto

todos los x∗i y todos los y∗j están en el interior del cubo K.

7. Propiedades de x∗i .

Se define entonces, mi por

mi = p∗ · ωi +
m∑
i=1

θijp
∗yj

Puesto que x∗i esta en ξ̂i(p
∗) el consumo x∗i es, por definición de ξ̂i

un elemento máximo para �i del conjunto

Bi(p
∗,m) = {xi ∈ X̂i | p∗ · xi 5 mi}
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En consecuencia:
(6) x∗i es un elemento máximo para �i de Bi(p

∗,m) = {xi ∈ Xi |
p∗ · xi 5 mi}.
Si no fuera aśı, existiŕıa un consumo x

′
i ∈ Bi(p

∗,m) tal que x
′
i �i

x∗i . Sea xi(t) el punto (1− t)x∗i + tx
′
i, donde t es un número real en

]0, 1[. Para cada t en este intervalo el punto xi(t) estaŕıa en el con-
junto Bi(p

∗,m) que es convexo y por la convexidad del conjunto
de producción satisfaŕıa la relación xi(t) �i x∗i . Ademas para t lo
suficientemente cercano a 0 el punto xi(t) estaŕıa en el cubo K,

por lo tanto en ˆBi(p∗,m) = K ∩ Bi(p
∗,m), y en consecuencia x∗i

no seŕıa un elemento máximo de B̂i(p
∗,m) para �i.

8. Propiedades de y∗j .

(7) p∗ · y∗ = p∗ · y

Puesto que yj está en η̂j(p
∗), la producción yj maximiza el bene-

ficio relativo a p∗ en Ŷj para todo j; aśı en virtud de la Definición
2.10. (1), y maximiza el beneficio total en Y , tal como y∗.

(8) y∗ maximiza el beneficio relativo a p∗ en Ŷj para todo j. En
particular, p∗ · y∗j = p∗ · yj, por lo tanto

mi = p∗ · ωi +
∑
j

θijp
∗ · y∗j

Esto, con (6), corresponde a (1) de la Definición 4.12.; mientras
(4.4) corresponde a (3) de la misma definición. Finalmente a (2)
y∗j maximiza el beneficio relativo a p∗ en Yj para todo j, de lo que
inmediatamente se plantea que de (8): Debido a que y∗j esta en
el interior del cubo K, un argumento similar al utilizado para (6)

demuestra que y∗j maximiza el beneficio relativo a p∗ en ¯̇Yj. ( y
consecuentemente también maximiza Yj).

Por lo tanto se concluye la existencia del equilibrio. �
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Caṕıtulo 5

Conclusiones.

La contribución de Gérard Debreu en Teoŕıa del Valor, fue brindar un
concepto moderno de la teoŕıa del equilibrio general; se pueden distin-
guir los avances en las herramientas propuestas por el matemático y
economista francés, todo esto que a su vez, genero un cambio revolu-
cionario en la visión de la teoŕıa económica contemporánea.

En términos de estos avances se pueden distinguir al menos tres ca-
racteŕısticas básicas en la estructura de Teoŕıa del Valor

1) Distinción de las mercanćıas, esto es; la descripción f́ısica, dispo-
nibilidad temporal, aśı como disponibilidad espacial.

2) La integración de las teoŕıas de producción y consumo.

3) Utilizar métodos anaĺıticos, que permiten generalizar los conceptos
de la teoŕıa económica.

Las aplicaciones del equilibrio general, pueden ser observadas en las ma-
trices insumo-producto necesarias para implementar modelos de gran-
des dimensiones y gran detalle sectorial, herramienta habitual de los
analistas públicos.

En la actualidad existen una serie de problemas y conceptos que pue-
den ser estudiados a la luz de las contribuciones del equilibrio general y
en los cuales existe un amplio campo de investigación, ejemplo de esto
son:

1) Teorema de Sonnenschein-Mantel-Debreu. El cual establece que
las funciones de demanda y oferta, resultantes del modelo de equi-
librio general de Debreu, pueden asumir cualquier forma.

71
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2) Modelos en los cuales los agentes pueden negociar a precios que no
están dentro del equilibrio, y tales negociaciones pueden afectar
los equilibrios a los cuales tiende la economı́a.

3) Modelos en los cuales la existencia de dinero puede alterar las
soluciones del equilibrio, considerando que la posición inicial de
los agentes depende de precios monetarios.

Adicionalmente es importante establecer que los modelos de equilibrio
general, mantienen aplicaciones en el modelado de comercio interna-
cional, en especial en las relaciones de intercambio entre los distintos
bloques económicos o páıses.

Se han desarrollado áreas tales como el Equilibrio General Compu-
table (E.G.C.), que se pueden considerar aplicaciones practicas donde
se han dado avances tales como como el desarrollo de algoritmos para el
calculo de equilibrios en economı́as con un alto numero de consumido-
res y productores con funciones de consumo y producción heterogéneas.

Bajo estos hechos, se puede concluir que el estudio del equilibrio ge-
neral ha sido la base, junto con la teoŕıa de juegos, del desarrollo del
pensamiento económico contemporáneo, y es importante incentivar su
estudio y comprensión en áreas interdisciplinarias, tales como las finan-
zas, planificación, computación, bioloǵıa, sistemas, optimización, etc.



Apéndice A

Espacios topológicos.

A.1. Espacios topológicos.

A.1.1. Conjuntos abiertos.

Definición A.1. Sea X un conjunto no vaćıo. Una clase τ de sub-
conjuntos de X es una topoloǵıa sobre X, si y solo si τ satisface los
siguientes axiomas.

1) X y ∅ pertenecen a τ .

2) La unión de cualquier número de conjuntos en τ , pertenecen a τ .

3) La intersección de cualquiera dos conjuntos en τ , pertenecen a τ .

Un conjunto X para el que se ha definido una topoloǵıa τ se llama
espacio topológico. i.e. Un espacio topológico es un par ordenado
(X, τ), el cual esta formado por un conjunto X y una topoloǵıa τ sobre
X.

Definición A.2. Si X es un espacio topológico con una topoloǵıa
τ , diremos que U ⊂ X es un conjunto abierto, si U pertenece a la
colección τ .

Ejemplo A.1. Cosidere las siguientes clases de subconjuntos de X =
{a, b, c, d, e}.

• τ1 = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e}}
• τ2 = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d}}
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• τ3 = {X, ∅, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {a, b, d, e}}

Observese que τ1 es una topoloǵıa sobre X por lo tanto, esta satisface
los axiomas 1, 2 y 3. Pero τ2 no es una topoloǵıa sobre X ya que la
unión

{a, c, d} ∪ {b, c, d} = {a, b, c, d}

de los dos miembros de τ2 no pertenece a τ2, i.e. τ2 no satisface el axio-
ma 2.
En el mismo sentido, τ3 no es una topoloǵıa sobre X, ya que la inter-
sección

{a, c, d} ∩ {a, b, d, e} = {a, d}

de los dos conjuntos en τ3 no pertenece a τ3, i.e. τ3 no satisface el axioma
3.

A.1.2. Conjuntos cerrados.

Definición A.3 Un subconjunto A de un espacio topológico X se dice
que es cerrado si el conjunto X − A es abierto.

Teorema A.1. Sea Y un subconjunto de X. Entonces un conjunto
A es cerrado en Y si, y sólo si, es igual a la intersección de un conjunto
cerrado de X con Y . [Munkres:2000:107]

Demostración Teorema A.1.
Suponiendo que A = C ∩Y , donde C es cerrado en X (Ver Figura A.1.
lado izquierdo). Entonces X−C es abierto en X, por lo que (X−C)∩Y
es abierto en Y . Pero (X − Y )∩ Y = Y −A. De aqúı Y −A es abierto
en Y , por lo que A es cerrado en Y . Rećıprocamente, se asume que
A es cerrado en Y (Ver Figura A.1. lado derecho). Entonces Y − A es
abierto en Y , por lo que por definición es iguala la intersección de un
conjunto abierto U de X con Y . El conjunto X −U es cerrado en X, y
A = Y ∩ (X−U), por lo que A es igual a la intersección de un conjunto
cerrado de X con Y , como se deseaba probar. �.

Un conjunto A que es cerrado en el subconjunto Y puede ser cerrado
o no en el espacio más grande X.
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Figura A.1: Teorema 1.6.

A.1.3. Adherencia e interior de un conjunto.

Dado un subconjunto A de un espacio topoloǵıco X, el interior del
conjunto, se define como la unión de todos los conjuntos abiertos que
se encuentran contenidos en A, y la adherencia en el subconjunto de
A se define como la intersección de todos los conjuntos cerrados que
contienen a A. El interior de A se denotara por Int(A) y la adherencia
de A se denota por Ā. Sin Int(A) es un conjunto abierto y Ā es un
conjunto cerrado, de esta forma

Int(A) ⊂ A ⊂ Ā.

Si A es abierto, A = Int(A), mientras que, si A es cerrado, A = Ā.

Con la información anterior se puede determinar que,

1) A ⊂ Ā

2) A ⊂ B =⇒ Ā ⊂ B̄

Si X es un espacio topológico X y un subconjunto Y , es necesario te-
ner cuidado al tomar adherencia de conjuntos. Se tiene que si A es un
subconjunto de Y , la adherencia de A en Y y la adherencia A en X
son diferentes en general [Munkres:2000:107]; [Debreu, 1959:12-13].

Teorema A.2. Sean Y un subconjunto de X y A un subconjunto
de Y . Se denota por Ā la adherencia de A en X. Entonces la adheren-
cia de A en Y es Ā ∩ Y [Lipschutz:1965:147)].

Demostración Teorema A.2.
Denotando por B̄ la adherencia de A en Y . El conjunto Ā es cerrado
en X, por lo que Ā ∩ Y es cerrado en Y por el Teorema A.1. Puesto
que Ā ∩ Y contiene a A, y puesto que por definición B̄ es igual a la
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intersección de todos los subconjuntos cerrados de Y que contienen a
A, debe ser B̄ ⊂ (Ā ∩ Y ).
Por otra parte, se sabe que B̄ es cerrado en Y . De aqúı el Teorema
A.1., B̄ = C ∩ Y para algún C cerrado en X. Entonces C es un
conjunto cerrado de X que contiene a A; como Ā es la intersección
de todos los conjuntos cerrados, se concluye que Ā ⊂ C. Entonces
(Ā ∩ Y ) ⊂ (C ∩ Y ) = B̄. �

Otro camino, para describir la adherencia de un conjunto, que resulta
ser muy útil porque implica una base para la topoloǵıa de X.

Teorema A.3. Sea A un subconjunto del espacio topológico X.

(a) Entonces x ∈ Ā si, y sólo si, cada conjunto abierto U que contiene
a x intersecta a A.

(b) Suponiendo que la topoloǵıa de X está dada por una base, enton-
ces x ∈ Ā si, y sólo si, cada elemento básico B que contiene a x
intersecta a A [Munkres:2000:109].

Demostración Teorema A.3.
Considerando el enunciado de (a). De esta manera se procede a de-
mostrar de la forma P ⇔ Q. Transformando cada implicación en su
opuesta, para de esta manera, obtener el resultado lógico equivalente a
no P ⇔ no. Su desarrollo se procede de la siguiente manera:
x 6∈ Ā⇔ existe un conjunto abierto U que contiene a x y que no inter-
secta a A.
De este modo, el teorema es sencillo de probar. Si x no está en Ā, el
conjunto U = X − Ā es un conjunto abierto que contiene a x y que no
intersecta a A, entonces X − U es un conjunto cerrado que contiene a
A. Por definición de clausura Ā, el conjunto X −U debe contener a Ā;
sin embargo, x no puede estar en Ā.
Continuando con el enunciado (b). Si cada conjunto abierto que con-
tiene al elemento x, el cual intersecta a A, análogamente lo hace cada
elemento básico B que contenga a x, debido a B es un conjunto abierto.
Rećıprocamente, si cada elemento básico que contiene a x intersecta a
A, también lo hace cada conjunto abierto U que contenga a x, porque
U contiene un elemento básico que contiene a x. �



A.1. ESPACIOS TOPOLÓGICOS. 77

A.1.4. Conjuntos compactos.

Definición A.4. Una colección A de subconjuntos del espacio X se
dice que cubre X, o que es un cubrimiento de X, si la unión de los
elementos de A coincide con X. Se dice que A es un cubrimiento
abierto de X si es un cubrimiento de X formado por conjuntos abier-
tos de X. [Munkres:2000:186]

Definición A.5. Un conjunto X se dice que es compacto si de cada
recubrimiento abierto A de X podemos extraer la subcolección finita
que también cubre X.

Teorema A.4. Sea Y un subconjunto de X. Entonces Y es compacto
si, y sólo si, cada cubrimiento de Y por abiertos de X contiene una
subcolección finita que cubre Y .

Demostración Teorema A.4.
Suponiendo que Y es compacto y que A = {Aα}α∈J es un cubrimiento
de Y por abierto de X. Entonces la colección,

{Aα ∩ Y | α ∈ J}

es un cubrimiento de Y por conjuntos abiertos en Y ; como Y es com-
pacto, existirá una subcolección finita de la forma

{Aα1 ∩ Y, ..., Aαn ∩ Y }

cubriendo Y . Entonces {Aα1 , ..., Aαn} es una subcolección finita de A
que cubre Y .
Rećıprocamente, sea A′ = {A′α} un cubrimiento de Y por abiertos de
Y . Para cada α, podemos elegir un conjunto Aα abierto en X tal que

A
′
α = Aα ∩ Y .

La colección A = {Aα} es un cubrimiento de Y por abiertos en X. Por
hipótesis, alguna subcolección finita {Aα1 , ..., Aαn} cubre Y . Entonces
{A′α1, ..., A

′
αn
} es una subcolección finita de A que cubre Y . �
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Teorema A.6. Cada subconjunto cerrado de un conjunto compacto,
es compacto.

Demostración Teorema A.6.
Sea Y un subconjunto cerrado del conjunto compacto X. Dado un cu-
brimiento A de Y por conjuntos abiertos en el compacto X, se puede
considerar un cubrimiento abierto B de X uniendo A al conjunto abier-
to X − Y , esto es,

B = A ∪ {X − Y }

Como X es compacto, existe alguna subcolección finita que cubre a
X. Si esta subcolección contiene al conjunto X − Y , lo descartamos.
Si no es aśı, la dejamos como se encuentra. La colección resultante, en
cualquiera de los casos, es una subcolección finita deA que cubre a Y .�

Teorema A.7. La imagen de un conjunto compacto bajo una apli-
cación continua es un conjunto compacto [Munkres:2000:189].

Demostración Teorema A.7.
Sea f : X → Y continua con X compacto. Sea A un cubrimiento del
conjunto f(X) por abiertos de Y . La colección

{f−1(A) | A ∈ A}

es un cubrimiento de X por conjuntos abiertos ya que f es continua.
Por tanto, un número finito de ellos, por ejemplo

f−1(A1), ..., f
−1(An)

cubren X. Entonces los conjuntos A1, ..., An cubren f(X). �

Teorema A.8. El producto de un número finito de conjuntos com-
pactos es compacto.

Demostración Teorema A.8.
Demostraremos que el producto de dos conjuntos compactos es com-
pacto; el teorema se sigue entonces por construcción.

Paso 1. Sean X Y conjuntos, con Y compacto. Sea x0 un punto de X, y
sea N un conjunto abierto de X × Y que contiene el elemento,
donde x0 de X × Y . Se probara el siguiente resultado:
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Existe un entorno W de x0 en X tal que N contiene al conjunto
W × Y .

El conjunto W×Y se denomina tubo sobre x0×Y . En primer lugar,
se cubre x0 × Y por elementos U × V , de modo que U × V ⊂ N .
El espacio x0 × Y es compacto ya que es homeomorfo 1 a Y . De
esta manera, podemos cubrir x0×Y con un número finito de tales
elementos básicos:

U1 × V1, ..., Un × Vn
Suponiendo que cada uno de los elementos Ui × Vi intersecta a
x0 × Y . Definimos

W = U1 ∩ ... ∩ Un
El conjunto W es abierto, y contiene x0 pues cada conjunto Ui×Vi
intersecta a x0×Y . Afirmamos que los conjuntos Ui×Vi, que fue-
ron elegidos para cubrir el elemento x0 × Y , también cubren el
tubo W ×Y . Sea x×y un punto de W ×Y . Consideremos el pun-
to x0 × y del conjunto x0 × Y que tiene la misma y− coordenada
en ese punto. Ahora, x0 × y pertenece a algún Ui × Vi para algún
i, aśı que y ∈ Vi. Pero x ∈ Uj para todo j (ya que x ∈ W ). Aśı, se
tiene x × y ∈ Ui × Vi, tal y como se pretend́ıa demostrar. Como
todos los conjuntos Ui×Vi están contenidos en N , y como cubren
al conjunto W × Y , se tiene que el tubo W × Y también está N .
Como se observa en la figura siguiente.

Paso 2. A continuación, se finaliza la demostración del teorema. Sean X e
Y conjuntos compactos. Sea A un cubrimientos abierto de X×Y .
Dado x0 ∈ X, el conjunto x0 × Y es compacto y estará cubierto
por un número finito de elementos A1, ..., Am de A.

La unión N = A1∪ ...∪Am es un abierto que contiene al conjunto
x0×Y ; por el Paso 1, el abierto N contiene un tubo W ×Y sobre
x0×Y donde W es un abierto de X. Entonces W×Y está cubierto

1Sea X e Y espacios topológicos, y f una función de X a Y ; entonces, f es un homeo-
morfismo si se cumple que:

1) f es una biyección.

2) f es continua.

3) La inversa de f es continua.
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Figura A.2: Conjuntos compactos y tubo.

por un número finito de elementos A1, ..., Am de A.

De esta forma, cada x ∈ X, podemos elegir una vecindad Wx

de x tal que el tubo Wx × Y puede ser cubierto por un número
finito de elementos de A. La colección de todos los entornos Wx

es un cubrimiento abierto de X; por la compacidad de X, existe
una subcolección finita

{W1, ...,Wk}

cubriendo X. La unión de los tubos

W1 × Y, ...,Wk × Y

es el espacio X × Y ya que cada uno de ellos puede ser cubierto
por un número finito de elementos de A, y aśı X×Y es compacto.
�

Teorema A.9. Weierstrass. Si f es una función continua en el in-
tervalo [a, b]. Es decir ∃α ∈ [a, b] tal que f(α) ≤ f(x), ∀x ∈ [a, b] y
∃β ∈ [a, b] tal que f(x) ≤ f(β), ∀x ∈ [a, b].

Demostración del Teorema de Weierstrass.

Corolario A.1. Sea I un intervalo de R y f : I → R continua en I,
entonces f(I) es también un intervalo de R.
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Demostración corolario A.1.
Suponiendo que f(I) no esta acotado ni superior ni inferiormente. En-
tonces, para cada y ∈ R existe algún valor que resulta ser mayor, en
f(I), de tal forma que y < f(b) ∈ f(I), y existe algún valor de f(I)
menor que él, y > f(a) ∈ f(I), luego f(a) < y < f(b). Como a y b son
del intervalo I, el intervalo [a, b] ⊂ I, luego por el teorema del valor
intermedio, existe un c entre a y b tal que f(c) = y, luego y ∈ f(I) y
f(I) = R.

Suponiendo que f(I) no esta acotado inferiormente pero si superior-
mente, y sea Γ = Supf(I). Entonces por ser extremo superior, para
cada y < Γ, existe un punto f(b) ∈ f(I) tal que y < f(b) ≤ Γ,
y por no estar f(I) acotado inferiormente, existe un a ∈ I, tal que
f(a) < y < f(b). Luego por el teorema del valor intermedio existe un c
entre a y b tal que f(c) = y, y luego y ∈ f(I), de donde (−∞,Γ) ⊂ f(I).
Pero como Γ es el elemento superior del conjunto, f(I) = (−∞,Γ) o
f(I) = (−∞,Γ] � [Lipschutz, 1965, 223].

Por el corolario A.1., como J = [a, b] es un intervalo, su imagen f(J)
es un intervalo de R.

Se observa primero, que el intervalo f(J) está acotado. Suponiendo
que es un intervalo no acotado superiormente, en cuyo caso el conjunto
{n ∈ N} ⊂ f(J) y existen puntos xn ∈ [a, b] tales que f(xn) = n. Los
puntos son diferentes, pues tienen imágenes distintas por la aplicación
f y son infinitos, luego el conjunto T = {xn | n ∈ N} ⊂ [a, b] es infi-
nito y acotado por lo que tiene al menos un punto de acumulación `
(Teorema de Bolzano-Weierstrass). De esta manera se supondrá que `
es un punto de acumulación de todo el conjunto T ; luego ` es el ĺımite
de todos los puntos de un subconjunto infinito de T .

Como a ≤ xn ≤ b se tiene que a ≤ limn→∞xn < b, luego ` ∈ [a, b].
Entonces, por ser f continua en [a, b], limn→∞f(xn) = f(limn→∞xn) =
f(`) ∈ R; pero por su construcción limn→∞f(xn) = limn→∞ =∞ 6∈ R,
lo que es absurdo. En consecuencia f(J) tiene que estar acotado supe-
riormente.

Bajo el hecho de que f(J) es un intervalo acotado de R, luego de la
forma [c, d[ o [c, d) o (c, d] o (c, d).

Se probara si d esta o no esta en el conjunto. Por ser d = Supf(J),
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para cada n ∈ N, existe xn ∈ [a, b] tal que f(xn) = d− 1

d
< d, como las

imágenes de los xn son distintas, tenemos un conjunto T = {xn | n ∈ N}
infinito y acotado que tiene un punto de acumulación `. Con un razo-
namiento similar al de la parte anterior, sea limn→∞xn = ` ∈ [a, b] y
se verifica que limn→∞f(xn) = f(limn→∞xn) = f(`) ∈ R por ser f

continua y por otro lado , limn→∞f(xn) = limn→∞d −
1

n
= d, luego

d = f(`) y d ∈ f(J), por lo que d = Máxf(J).
Análogamente, se prueba que c = M ı́nf(J). Lo que concluye la prueba.
�

A.1.5. Conjuntos conexos.

Definición A.6. Sea X un espacio topológico. Una separación de X es
un par U, V de abiertos disjuntos de X cuya unión es X. El conjunto X
se dice que es conexo si no existe una separación de X. i.e., U, V ⊂ X,
U ∩ V = ∅, U ∪ V = X.

Puede observarse que si A es un subconjunto propio distinto al vaćıo
en X que es simultáneamente abierto y cerrado, entonces los conjuntos
U = A y V = X−A constituyen una separación de X. Rećıprocamente,
si U y V forman una separación de X, entonces U es un subconjunto
propio no vaćıo de X que es abierto y cerrado.

Para un subconjunto Y de un espacio topológico X existe otra manera
alternativa de formular la definición de conexión [Mas-Colell:1995:946].

Lema A.1. Si Y es un subespacio de X, una separación de Y es un
par A,B de conjuntos no vaćıos y disjuntos cuya unión es Y de modo
que ninguno de ellos contiene puntos ĺımite del otro. El espacio Y es
conexo sino existe una separación de Y .

Demostración Lema A.1.
Suponiendo primeramente que A,B es una separación de Y . Entonces
A es abierto y cerrado en Y . La adherencia de A en Y es el conjunto
Ā ∩ Y (donde Ā denota la adherencia de A en X). Como A es cerrado
en Y , A = Ā∩Y , o lo que es igual, Ā∩B = ∅. Como Ā es la unión de A
con sus puntos ĺımite, B no contiene puntos ĺımite de A. Un argumento
análogo demuestra que A no contiene puntos ĺımite de B.
Rećıprocamente, supongamos que A∩B = ∅, ademas son conjuntos no
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vaćıos cuya unión es Y , ninguno de los cuales contiene puntos ĺımite
del otro. Entonces se satisface que Ā ∩ B = ∅ y A ∩ B̄ = ∅; de esta
forma, concluimos que Ā∩ Y = A y B̄ ∩ Y = B. Aśı, A y B son cerra-
dos en Y y, como A = Y −B y B = Y −A, también son abiertos en Y . �

Ejemplo A.2. Sea Y el subconjunto [−1, 0) ∪ (0, 1] de la recta real
R. Los conjuntos [−1, 0) y (0, 1] son vaćıos y abiertos en Y (aunque
no en R) y, de esta forma, constituyen una separación de Y . Por otra
parte, observese que ninguno de estos conjuntos contiene puntos ĺımite
del otro.

De esta forma, aplicando estos dos teoremas para demostrar algunos
espacios espećıficos, tales como los intervalos en R, las bolas y cubos en
Rn, son conexos. En primer lugar, se enuncia el siguiente lema [Mun-
kres:2000:195].

Lema A.2. Si los conjuntos C y D forman una separación de X, y
además Y es un subconjunto conexo de X, entonces Y está contenido
bien en C, bien en D.

Demostración Lema A.2.
Como C y D son abiertos en X, los conjuntos C ∩ Y y D ∩ Y son
abiertos en Y . Estos dos conjuntos son disjuntos y su unión es Y ; si
fueran ambos distintos del vaćıo, constituiŕıan una separación de Y .
De esta forma, algunos de ellos es vaćıo. Por tanto Y esta contenido
enteramente en C o en D. �

Teorema A.10. La unión de una colección de subconjuntos conexos
de X que tienen un punto en común es conexa.

Demostración Teorema A.10.
Sea {Aα} una colección de subconjuntos conexos de un espacio X y sea
p ∈ ∩Aα. Se probara que el conjunto Y = ∪Aα es conexo. Suponiendo
que Y = C ∪ D es una separación de Y . El punto p está, bien en C
o bien en D; suponiendo que p ∈ C. Como Aα es conexo, Aα ⊂ C, ya
Aα ⊂ D, aunque esta ultima alternativa queda descartada pues p ∈ Aα
y p ∈ C. Por tanto, Aα ⊂ C para cada α y aśı ∪Aα ⊂ C, contradiciendo
el hecho de que D es distinto del vaćıo. �
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Teorema A.11. Sea A un subconjunto conexo de X. Si A ⊂ B ⊂ Ā,
entonces B es también conexo.

Demostración Teorema A.11.
Sea A conexo y sea A ⊂ B ⊂ Ā. Supongamos que B = C ∪D es una
separación de B. Por el Lema 1.5., el conjunto A verifica A ⊂ C o
A ⊂ D; suponiendo que A ⊂ C. Entonces Ā ⊂ C̄. Como C̄ y D son
disjuntos, B no puede intersectar a D. Esto contradice el hecho de que
D es un subconjunto no vaćıo de B. �

Teorema A.12. La imagen de un conjunto conexo bajo una aplicación
continua es un conjunto conexo.

Demostración Teorema A.12.
Sea f : X → Y una aplicación continua y suponiendo que X es co-
nexo. Se desea probar que el espacio imagen Z = f(X) es conexo.
Como la aplicación obtenida de f al restringir su espacio Z es también
continua, es suficiente considerar el caso de una aplicación continua y
sobreyectiva.

g : X → Z.

Suponiendo que Z = A ∪ B es una separación de Z en dos conjuntos
disjuntos no vaćıos y abiertos en Z. Entonces se tiene que g−1(A) y
g−1(B) son conjuntos disjuntos cuya unión es X. Ademas son abiertos
en X, pues se tiene que g es continua, y no vaćıos, porque g es sobreyec-
tiva. De esta forma, constituyen una separación de X, contradiciendo
la hipótesis de que X era conexo. �

Proposición A.1. La totalidad del espacio Rn es conexo.

Demostración Proposición A.1.
Suponiendo que 2 conjuntos abiertos, disjuntos y distintos del vaćıo,
A,B cuya unión es Rn.
Sea x ∈ A y y ∈ B y considere el segmento S que une a x con y; es
decir S = {x+ t(y − x), t ∈ [0, 1]}.
Sean A1 = {t ∈ R | x+ t(y−x) ∈ A}, B1 = {t ∈ R | x+y(y−x) ∈ B}.
A1 ∩ B1 = ∅, A1 6= B1 6= ∅ y por lo tanto es una contradicción ya que
S no es una conexión, ya que el segmento S, se puede ver como un
intervalo, y los intervalos son conjuntos conexos. �



Apéndice B

Conjuntos convexos.

B.1. Conjuntos convexos.

Sean x e y dos puntos de Rn, y λ1, λ2 dos números reales tales que
λ1 +λ2 = 1. El punto λ1x+λ2y se denomina el promedio ponderado
de x e y con ponderaciones λ1 y λ2.

Sean x e y dos puntos distintos de Rn

La recta x, y es {z ∈ Rn | λ ∈ R, z = (1− λ)x+ λy}.
La semirrecta cerrada x, y es

{[x, y] ∈ Rn | t ∈ R, 0 5 λ, [x, y] = (1− λ)x+ λy}

La semirrecta abierta x, y es

{(x, y) ∈ Rn | t ∈ R, 0 < λ, (x, y) = (1− λ)x+ λy}

Definición B.1. Un subconjunto A ⊂ Rn se dice convexo si ∀x, y ∈ A,
[x, y] ⊂ A.

En la Figura B.1., se presentan ejemplos de conjuntos convexo y no
convexo.

Ejemplo B.1. Una bola abierta, B(x, ε) = {y ∈ Rn | ‖x − y‖ < ε},
centrada en x ∈ Rn y de radio ε > 0 es convexo.

Definición B.2. Una función f : A → R definida en un conjunto
convexo A ⊂ Rn se dice convexa si

85
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Figura B.1: Conjuntos convexos y no convexos.

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y), ∀x, y ∈ A, λ ∈ [0, 1]

f se dice cóncava si −f es convexa, es decir, si la desigualdad anterior,
se da para la desigualdad contraria.

Definición B.3. Sea S un subconjunto de Rn. Su cápsula convexa,
designada por Ṡ, es el conjunto de puntos de Rn que puede escribirse
como combinación lineal convexa de una cantidad finita de puntos de
S [Debreu:1959:24].

Una forma intuitiva de observar la capsula convexa de un conjunto
finito S de puntos en el plano, es imaginar una banda elástica, que
encierra todos los elementos, como puede observarse en la Figura B.2.

Figura B.2: Cápsula convexa.

Partiendo de la situación general, de la definición, se deriva lo siguiente:

• S ⊂ Ṡ

• Si S ⊂ T ,entonces Ṡ ⊂ Ṫ

• Ṡ es convexo.
Dados x, y ∈ Ṡ y λ ∈ [0, 1], existen xi = x1, ..., xm ∈ S, yj =
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y1, ..., yn ∈ S, λ1, ..., λm, µ1, ..., µn ≥ 0 con
∑m

i=1 λi =
∑n

j=1 µj = 1,∑m
i=1 ixi = x,

∑n
j=1 µjyj = y. Por tanto,

λx+ (1−)y = λ
m∑
i=1

λixi + (1− λ)
n∑
j=1

µjyj

basta ver que la combinación lineal anterior de m+n sumandos es
convexa, es decir, que sus coeficientes son no negativos y suman
1. Lo primero es evidente, y

λ
m∑
i=1

λi + (1− λ)
n∑
j=1

µj = λ · 1 + (1− λ) · 1 = 1

Proposición B.1. Sean A,B ⊂ Rn no vaćıos.

(1) Si A es convexo, entonces A = Ȧ.

(2) Ȧ es la intersección de todos los conjuntos convexos de Rn que
contienen a A.

(3) Ȧ+ Ḃ = ˙(A+B)

Demostración Proposición B.1.
Para (1), se sabe por evidencia que A ⊂ Ȧ. Rećıprocamente, se supone
que A es convexo y se observa que Ȧ ⊂ A. Si x ∈ Ȧ entonces exis-
ten x1, ..., xm ∈ A, λ1, ..., λm ≥ 0 con

∑m
i=1 λi = 1 y

∑m
i=1 λixi = x.

Razonando por inducción sobre m:

• Si m = 1, es evidente que x ∈ A.

• Si m = 2, entonces x ∈ [x1, x2] ⊂ A (por ser A convexo).

• Suponiendo por hipótesis de inducción que si y ∈ Ȧ se escribe
como combinación lineal de menos de m puntos de A, entonces
y ∈ A. Tomando x ∈ Ȧ como arriba. Si m = 0, entonces se puede
aplicar a x la hipótesis de inducción luego x ∈ A. Si m = 1,
entonces λ1, ..., λm−1 = 0 luego x es combinación lineal convexa
de un sólo punto de A, luego x ∈ A. Supongamos ahora que
λm ∈ (0, 1). Entonces,

x =
m∑
i=1

λixi = (1− λm)
m−1∑
i=1

λi
1− λm

xi + λmxm

. El miembro de la derecha es combinación lineal convexa de∑m−1
i=1

λi
1− λm

xi y de xm. Como A es convexo, bastará probar que
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∑m−1
i=1

λi
1− λm

xi ∈ A para que x esté en A. Pero
∑m−1

i=1

λi
1− λm

xi es

combinación lineal convexa de x1, ..., xm−1 ∈ A, luego por hipóte-

sis de inducción,
∑m−1

i=1

λi
1− λm

xi ∈ A. Esto prueba el apartado

(1).

Para el apartado (2), llamando D(A) a la intersección de todos
los convexos de Rn que contiene a A. Como A ⊂ Ȧ y Ȧ es con-
vexo, entonces D(A) ⊂ Ȧ. Rećıprocamente, sea C ⊂ Rn convexo
con A ⊂ C. Tomando las capsulas convexas, Ȧ ⊂ Ċ = C. Como C
es cualquier convexo conteniendo a A, se concluye que Ȧ ⊂ D(A),
esto prueba el apartado (2).

Para (3), se observa que ˙(A+B) = Ȧ+ Ḃ,

Dado x ∈ ˙(A+B), existen a1, .., am ∈ A, b1, ..., bm ∈ B, λ1, ..., λm ≥
0 con

∑m
i=1 λi = 1 y

∑m
i=1 λi(ai + bj) = x. Aśı,

x =
m∑
i=1

λi(ai + bj) =
m∑
i=1

λiai +
m∑
i=1

λibi ∈ Ȧ+ Ḃ.

Rećıprocamente, veamos x+ y ∈ ˙(A+B) ∀x ∈ Ȧ, y ∈ Ḃ.
Existen a1, ..., am ∈ A, b1, ..., bm ∈ B, λ1, ..., λm, µ1, ..., µn ≥ 0 con∑m

i=1 λi =
∑n

i=1 µi = 1, x =
∑m

i=1 λiai e y =
∑n

j=1 µjbj. Aśı,

x+y =

(
n∑
j=1

µj

)(
m∑
i=1

λiai

)
+

(
m∑
i=1

λi

)(
n∑
j=1

µjbj

)
=
∑
i 6=j

λiµj(ai+bj)

El miembro de la derecha es una combinación lineal convexa de
ai + bj ∈ A + B, ya que los coeficientes λiµj son no negativos y

suman 1. Por tanto, x+ y ∈ ˙(A+B) y (3) queda probado. �

B.1.1. Conos convexos.

Definición B.4. Un cono es un subconjunto no vació de Rn, cerrado
bajo el producto de escalares no negativos. Esto es, C es un cono, si
para cualquier x ∈ C y λ ∈ R+, entonces λx ∈ C. Un cono es no trivial,
si contiene otro punto distinto de cero.

Si ademas, C es cerrado bajo la adición , esto es C + C ⊆ C, i.e.,
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x+ y ∈ C, para cualquier x, y ∈ C, entonces es llamado un cono con-
vexo.

Figura B.3: Ejemplos de conos convexos y no convexos.

B.1.2. Conos asintóticos.

En esta sección, se proporciona una prueba de una condición utiliza-
da por Debreu, en una economı́a compuesta por un número finito de
agentes, para conseguir la continuidad de los conjuntos de producción
(capitulo 2) y consumo (capitulo 3) totales, a partir de la condición de
los conjuntos individuales.

Ejemplo B.2. La suma E + F falla para ser cerrada, incluso si y
sólo si, E y F son cerrados. Por ejemplo, el conjunto E = {(x, y) ∈
R2 | y ≥ 1

x
, x > 0} y F = {(x, y) ∈ R2 | y ≥ −1

x
, x < 0}

Entonces E y F son cerrados, pero

E + F = {(x, y) ∈ R2 | y > 0}

es no cerrado.

Se presenta la definición enunciada por Debreu, para los conos asintóti-
cos.
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Sea Rn, con su norma habitual, que se designa por ‖ · ‖, y sea S
un subconjunto de Rn. Para cada k ∈ R+, considerando el conjunto
Sk = {x ∈ S | ‖x‖ ≥ k}. Se llamara Γ(Sk) al cono cerrado mas pe-
queño de vértice en el origen, que contiene a Sk [Debreu:1959:22].

Definición B.5. Dado S ⊂ Rn, se llama cono asintótico de S, y
es designado por

A(S) =
⋂
k≥0

Γ(Sk)

Como consecuencia de la definición, pueden hacerse algunas observa-
ciones inmediatas.

1) AS es un cono cerrado de vértice en el origen.

2) AS es cerrado, por serlo cada Γ(Sk).

3) AS contiene las direcciones o rayos no acotados de S.

4) Si S es acotado, se tiene que AS = {0}
5) Si v ∈ Rn, se tiene que AS = A(v + S).

Definición B.6. Sean Ai, i = 1, ...r conos en Rn, de vértice en el ori-
gen. Diremos que {Ai}i=1,...r son positivos semiindependientes si y
sólo si de tener

∑r
i=1 xi = 0, xi ∈ Ai, i = 1, ..., r, se deduce que xi = 0

para todo i = 1, ..., r.

Es inmediato observar que si los conos A1, A2 son positivos semiinde-
pendientes, esto significa geométricamente que no contienen semirectas
opuestas.

La condición utilizada por Debreu para asegurar que la suma de ce-
rrados en Rn es cerrada, viene expresada en el siguiente Teorema.

Teorema B.1. Sean Si cerrados i = 1, ..., r, Si ⊂ Rn. Sean ASi, i =
1, ..., r los conos asintóticos de Si, respectivamente. Si los {ASi}i=1,...r

son positivos semiindependientes, entonces el conjunto S =
∑r

i=1 Si es
cerrado en Rn.

Una observación inmediata que se puede hacer, es que el Teorema B.1.
tiene los siguientes corolarios.
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Corolario B.1. Sean Si, i = 1, ..., r, compactos, Si ⊂ Rn; la suma∑r
i=1 Si es cerrado en Rn.

Puesto que si Si es cerrado, ASi = {0}, y los conos {ASi}i=1,...,r, son
trivialmente positivamente semiindependientes.

Corolario B.2. Sean S1 compacto, S2 cerrado, S1, S2 ⊂ Rn. Se tie-
ne que S = S1 + S2 es cerrado en Rn.

Puesto que al ser AS1 = {0} los conos AS1 y AS2 son positivos semi-
independientes.

Demostración del Teorema B.1.
Se realizara para el caso de dos conjuntos cerrados.

Sean S1, S2 cerrados en Rn, tales que los conos asintóticos AS1, AS2

son positivos semiindependientes. Se probara que S = S1 + S2 es un
subconjunto cerrado de Rn.

Sea {zn ⊂ S} una sucesión convergente y sea z su limite. Cada xn ∈ S1

e yn ∈ S2. Pueden presentarse los siguientes casos:

a) La sucesión {xn}n∈N es acotada. Entonces la sucesión {yn}n∈N
también sera acotada por ser {zn}n∈N convergente y por tanto,
acotada. Por ser ambas sucesiones {xn}, {yn} acotadas poseen
subsucesiones convergentes {xns}, {yns}. Pero el ĺımite de estas
subsucesiones esta respectivamente en S1 y S2, por ser cerrados.
Aśı,

{xns} → x ∈ S1, {yns} → y ∈ S2

Pero {xns+yns} es una subsucesión de {zn}. Su limite de x+y = z,
por lo que z ∈ S ya que x ∈ S1 e y ∈ S2.

b) La sucesión {xn}n∈N es no acotada. Entonces la sucesión {yn} es
también no acotada, pero {xn+yn} → z. Se vera que este segundo
argumento no puede darse, pues si se verificara, entonces los conos
AS1, AS2 no serian positivos semiindependientes. Esto se obtiene
del siguiente modo.

b.1) Existen dos sucesiones {x∗n}n∈N ⊂ AS1, {y∗n}n∈N ⊂ AS2, tales
que ambas son divergentes en norma, pero {x∗n + y∗n} conver-
gen al origen.
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Por lo tanto, la demostración procederá a considerar que la
sucesión {xn + yn − z} que converge a 0. Dado δ > 0 existe
un número natural N0 tal que si n > N0 se tiene

‖xn + yn − z‖ <
δ

3

Tanto la sucesión {xn}n∈N como la {yn− z}n∈N son no acota-
das. Por ser la sucesión {xn}n∈N no acotada, posee una sub-
sucesión divergente en norma {xns}. Entonces existe una su-
cesión {x∗ns

} ⊂ AS1 tal que, para todo δ > 0 existe N1 ∈ N
de modo que si,

ns > N1, ‖x∗ns
− xns‖ <

δ

3
.

Por ser {yn − z}n∈N no acotada posee una subsucesión di-
vergente en norma. Tomando los sub́ındices de la subsucesión
idénticos que antes {yns − z}. Existe entonces una sucesión
{y∗ns
} ⊂ A(S2− z) tal que, para todo δ > 0 existe N2 ∈ N de

modo que si

ns > N2, ‖y∗ns
− yns+z‖ <

δ

3
.

Aśı tomando ns > Max(N0, N1, N2), se tiene

‖x∗ns
+ y∗ns

‖ = ‖x∗ns
− xns + xns + yns − yns − z + z + y∗ns

‖
≤ ‖x∗ns

− xns‖+ ‖xns + yns − z‖+ ‖y∗ns
+ yns + z‖ < δ

lo que significa que la sucesión {x∗ns
+y∗ns

} converge también a
0, y se tiene que {x∗ns

} ⊂ AS1; {y∗ns
} ⊂ A(S2−z) = AS2. Por

lo tanto, se pueden encontrar sucesiones {x∗n} ⊂ AS1, {y∗n} ⊂
AS2 ambas divergentes en norma, pero tales que {x∗n−y∗n} →
0.

b.2) Existen sucesiones {x̄n}, {ȳn} en AS1, AS2 respectivamente,
tales que

‖x̄n‖ = ‖ȳn‖ = 1, y {x̄n + ȳn} → 0.
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De esta manera, si se llama x̄n =
x∗n
‖x∗n‖

, ȳn =
y∗n
‖y∗n‖

se tiene:

‖x̄n + ȳn‖ = ‖ x∗n
‖x∗n‖

+
y∗n
‖y∗n‖

‖ = ‖x
∗‖y∗n‖+ ‖x∗n‖y∗n
‖x∗n‖‖y∗n‖

‖

= ‖x
∗
n‖y∗n‖+ y∗n‖y∗n‖ − y∗n‖y∗n‖+ ‖x∗n‖y∗n

‖x∗n‖‖y∗n‖
‖

= ‖‖y
∗
n‖(x∗n + y∗n) + y∗n(‖x∗n‖ − ‖y∗n‖)

‖x∗n‖‖y∗n‖
‖

≤ ‖x
∗
n + y∗n
‖x∗n‖

‖+ ‖ y∗n
‖y∗n‖

· (‖x∗n‖ − ‖y∗n‖)
‖x∗n‖

‖

≤ 2 · ‖x
∗
n + y∗n‖
‖x∗n‖

b.3) Las sucesiones {x̄n}n∈N , {ȳn}n∈N están contenidas en las bo-
la unitaria de Rn la que se denota por B. {x̄n} ⊂ B ∩ AS1

que es un compacto, por lo que posee una subsucesión con-
vergente en un x̄ ∈ B ∩ AS1. Del mismo modo la sucesión
{ȳn} ⊂ B ∩ AS2 que es también un compacto de Rn posee
una subsucesión convergente a un ȳ ∈ B ∩AS2. Pero, enton-
ces x̄ + ȳ es el ĺımite de la subsucesión de la {x̄n + ȳn} por
lo que x̄ + ȳ = 0, x̄ ∈ AS1 e ȳ ∈ AS2, donde x 6= 0 e y 6= 0,
ya que ‖x̄‖ = ‖ȳ‖ = 1. Se obtiene aśı una contradicción con
la semiindependencia positiva de los conos AS1, AS2 lo que
indica que el caso b) no puede darse, y S = S1 +S2 es cerrado
en Rn. � [Border:2013:3].

B.1.3. Separación de conjuntos convexos.

Definición B.7. El conjunto de soluciones de una ecuación lineal en el
espacio numérico n dimensional se llama hiperplano en Rn, es decir
para todo vector p ∈ Rn, p 6= 0, y para todo α ∈ R, el conjunto

H(p, α) := {x ∈ Rn | p1x1 + p2x2 + ...+ pnxn}

es un hiperplano. El vector p es llamado la normal del hiperplano
H(p, α). Decimos que el hiperplano H(p, α) ⊂ Rn separa los dos con-
juntos A y B en Rn si
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p · x 5 α 5 p · y

para todo a ∈ A y todo y ∈ B. También se puede decir que los conjun-
tos A y B caen en diferentes semiespacios generados por el hiperplano
H(p, α), como se ve en la figura siguiente.

Figura B.4: Separación de conjuntos convexos.

Proposición B.2. Sea C un subconjunto no vaćıo, cerrado y con-
vexo en Rn y z 6∈ C. Existe entonces un punto y ∈ C y un hiperplano
H(p, α) que pasa por y (o sea, α = y · p), tal que

p · z < p · y = infx∈C p · x,

es decir, el punto z cae por debajo del hiperplano, y el conjunto C cae
en, o por encima del hiperplano [Hildenbrand y Kirman:1982:210].

Demostración de la Proposición B.2.
En primer lugar, existe un punto y ∈ C que es el más próximo a z
(ver Figura B.5.), atendiendo a la proximidad del concepto euclidiano
de la distancia ‖z− y‖. Claramente si se considera un punto x ∈ C. El
conjunto es compacto (y no vaćıo). La función de distancia x→ ‖z−x‖
es continua en B.

Propiedad A. Toda función continua de un conjunto compacto S sobre R, admite
un máximo y un mı́nimo, esto es, existen en S un punto x∗ y x∗
tales que f(x∗) = f(x) = f(x∗) para todo x ∈ S.
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Figura B.5: Intersección del espacio e hiperplano.

Por tanto, por la Propiedad A, existirá un mı́nimo, esto es, un punto
y ∈ C, tal que

0 < ‖z − y‖ 5 ‖z − x‖ para todo x ∈ C.

Definimos ahora p = y − z, α = p · y y suponemos que H(p, α) es
el hiperplano buscado. Lógicamente, z cae por debajo del hiperplano
H(p, α) ya que

p · z = p · z − p · y + p · y = −p · p+ p · y < p · y = α

Supongamos ahora que el conjunto C no cayera ni en el hiperplano,
ni por encima de él, esto es, supongamos que existe un punto x ∈ C,
siendo p · x < α. Sea xλ = λx + (1 − λ)y. Mediante una operación
simple, se obtiene que

‖z − y‖2 − ‖z − xλ‖2 = λ[2p · (y − x)− λ(y − x) · (y − x)].

Pero, por supuesto, seria p · (y − x) > 0, y, para un λ suficientemente
pequeño tendŕıamos que

‖z − y‖ > ‖z − xλ‖
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Y ya sea que xλ ∈ C y que 0 < λ < 1, hemos llegado a una contradic-
ción, puesto que el punto y fue elegido como el punto de C más próximo
a z. �

Teorema B.2. Sea C un conjunto convexo de Rn y sea z 6∈ C. Existe
entonces un hiperplano H(p, α) que pasa por el punto z y lo separa de
C, esto es,

p · z = α 5 p · x (B.1)

para todo x ∈ C

Demostración Teorema B.2.
Si z 6∈ C̄, esto es, si z no pertenece a la cerradura del conjunto C.
Entonces por la Proposición B.2., un vector p ∈ Rn, p 6= 0, tal que
p · x > p · z para todo x ∈ C. Entonces el hiperplano correspondiente
sera H(p, p · z). Si z ∈ C̄, existe una sucesión (zn) convergente a z,
siendo zn 6∈ C̄ (n = 1, ...). Por tanto, existen normales pn ∈ Rn, pn 6= 0,
tales que

pn · x > pn · zn para todo x ∈ C̄

De esta forma sabemos que qn = pn/|pn| (n = 1, ...). La sucesión de
vectores qn esta acotada (pertenece al simplex unitario) y, en conse-
cuencia, existirá una subsucesión convergente, sea ésta qnt →t→∞ p.

Esta claro que p 6= 0. Puesto que el producto escalar es continuo, de la
ecuación (B.1) se obtiene que

p · z 5 p · x para todo x ∈ C̄.

Por tanto, H(p, p · z) es el hiperplano buscado. �

Teorema B.3. Teorema de Minkowski. Sea A y B subconjun-
tos convexos no vaćıos de Rn, siendo A ∩ B = �. Entonces, exis-
tirá un hiperplano que separe los conjuntos A y B [Hildenbrand y
Kirman:1982:212].

Demostración del Teorema de Minkowski.
El conjunto C = B−A es convexo y 0 6∈ C. Aśı pues, existe un p ∈ Rn,
p 6= 0, tal que p · x = 0 para todo x ∈ C. Por tanto, si y ∈ A y z ∈ B,
entonces x = z − y ∈ C, y tenemos que p · x = 0, esto es, p · z = p · y
para todo y ∈ A y todo z ∈ B. �



Apéndice C

Correspondencias.

C.1. Correspondencias.

Definición C.1. Una correspondencia ϕ de un conjunto S sobre un
conjunto T , es una función que asocia a todo elemento x ∈ S un sub-
conjunto no vaćıo ϕ(x) ⊂ T .

Tal correspondencia es simbolizada por x→ ϕ(x). El conjunto S es el
dominio de la correspondencia ϕ, mientras que T es la imagen. La Figu-
ra C.1. representa esta descripción [Hildenbrand y Kirman:1982:213].

Figura C.1: Correspondencia.

Una función de S a T es una correspondencia particular, la cual aso-
cia a cada elemento x ∈ S, un elemento y ∈ T . Al expresarlo aśı, se
hace una distinción entre el elemento y ∈ T y {y} ⊂ T formado por

97
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un único elemento. Dada una correspondencia ϕ : S → T , se toma el
subconjunto Gϕ ⊂ S × T , definido como

Gϕ := {(x, y) ∈ S × T | y ∈ ϕ(x)}

Figura C.2: Grafo de la correspondencia.

Tal conjunto Gϕ es llamado el grafo de ϕ. De la misma manera, si
G ⊂ S × T tal que para todo x ∈ S el conjunto de elementos y ∈ T ,
siendo (x, y) ∈ G, no es un conjunto vaćıo, entonces G es el grafo de la
correspondencia, el cual es representado en la Figura C.2. [Hildenbrand
y Kirman:1982:214]

A continuación se procede a analizar la variación de ϕ(x) cuando existe
una variación en x. A partir de ahora, a menos que se indique lo contra-
rio los conjuntos S y T serán subconjuntos de algún espacio eucĺıdeo,
esto es S ⊂ Rs y T ⊂ Rt.

C.1.1. Correspondencia semicontinua superior.

Definición C.2. La correspondencia ϕ : S → T se dice que es semi-
continua superiormente (s.c.s.) en x, si para todo conjuntos abierto
W que contenga ϕ(x), existe una vecindad V de x, tal que

ϕ(x
′
) ⊂ W para todo x

′ ∈ V

Esta situación, es representada en la Figura C.3. De esta forma la co-
rrespondencia se dice semicontinua superior si lo es en todo x ∈ S.
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Figura C.3: Correspondencia semicontinua superior.

Esta correspondencia ϕ : S → T por definición se dice que es s.c.s. en
el punto x ∈ S, si el conjunto ϕ(x) no aumenta bruscamente con una
pequeña variación del punto x. En otras palabras, se dice que el con-
junto ϕ(x) no explota si se da una pequeña variación en el argumento x.

En la Figura C.4., ϕ es s.c.s. en x1, x2 y x4, habiendo una ”implosión”
en x2. Sin embargo, ϕ no es s.c.s. en x3 en el cual hay una ”explosión”
en ϕ. De hecho, siendo x3 > x

′
, existe un entorno W de ϕ(x3), suficien-

temente pequeño, tal que ϕ(x
′
) no está contenido en él.

Figura C.4: Correspondencia semicontinua superior.

En la mayor parte de las aplicaciones, las correspondencias son de va-
lor compacto, esto es, ϕ(x) es un subconjunto compacto de T para
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todo x ∈ S. La definición general de correspondencias s.c.s., mediante
vecindades o entornos, tiene una formulación equivalente mediante su-
cesiones. De ah́ı que el siguiente Teorema, corresponde a una definición
alterna, pero caracterizada a través de sucesiones.

Teorema C.1. Caracterización de la correspondencia semicon-
tinua superior mediante sucesiones. La correspondencia de valor
compacto ϕ : S → T , es s.c.s. en x, si y solo si, para toda sucesión
(xn) que es convergente a x ∈ S y para toda sucesión (yn) siendo
yn ∈ ϕ(xn), existe una subsucesión convergente de (yn), cuyo limite
pertenece a ϕ(x) [Hildenbrand y Kirman:1982:217].

Demostración Teorema C.1.
=⇒ Sea ϕ s.c.s. en x, La demostración, consta de dos pasos; en primer
lugar, se dice que la sucesión {yn} está acotada y tiene, por lo tanto,
una subsucesión convergente. Se demostrara que el limite de dicha sub-
sucesión pertenece a ϕ(x).
Ya que ϕ(x) esta acotado, existe un conjunto B, acotado y abierto, que
contiene a ϕ(x). Por la definición de s.c.s., se sabe que existe un en-
torno o vecindad V de x tal que, ∀z ∈ V , ϕ(z) ⊂ B. Como la sucesión
{xn} → x, existe un entero n̄, tal que yn ∈ B para todo n = n̄. Se
tiene entonces que ϕ(xn) ⊂ B, y, por lo tanto, que yn ∈ B para todo
n = n̄. Luego la sucesión {yn} está acotada, y tendrá una subsucesión
convergente {ynq} → yq.
Suponiendo ahora que y 6∈ ϕ(x). Entonces, existirá un entorno cerrado
ϕ(x) que no contenga el punto y como por ejemplo, ocurre con la bola
cerrada B̄ε(x) alrededor del conjunto ϕ(x), de radio ε > 0, siendo ε
menor que la distancia de y a cualquier otro punto z ∈ ϕ(x), Figura
C.5., esto es,

B̄ε(x) = {v ∈ T | infz∈ϕ(x) d(z, v) 5 ε}

Entonces, ya que ϕ es s.c.s., se tendrá que para un n suficientemen-
te grande ϕ(xn) ⊂ B̄ε(x). Como la subsucesión {ynq} → y, y bajo
el supuesto de que B̄ε(x) es cerrado, se tiene que el punto limite es
y ∈ B̄ε(x). Con lo cual se llega a una contradicción, ya que se partió de
que y 6∈ B̄ε(x).

⇐= Demostrando el inverso, suponiendo que ϕ no es s.c.s. en x, es-
to es, que existe un conjunto abierto θ que contiene a ϕ(x) y tal que
para todo entorno V de x contiene un punto zv, siendo ϕ(zv) 6⊂ θ. To-
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Figura C.5: Correspondencia semicontinua superior en sucesiones.

mando la siguiente sucesión de entornos, B1/n(x)(n = 1, ...), esto es,
bolas de centro x y radio 1/n, se obtiene una sucesión {xn} → x y
una sucesión {yn} en que yn ∈ ϕ(xn), yn 6⊂ θ. Por hipótesis, se sabe
que existe una subsucesión convergente de {yn} cuyo ĺımite pertenece
a ϕ(x). Sin embargo esto no es posible, ya que yn ∈ T \ θ es cerrado.
Por lo tanto, el que yn ∈ T \ θ para todo n, implica que el limite de
cualquier subsucesión convergente de {yn} no pertenece a θ ni a ϕ(x),
puesto que éste está contenido en ϕ. �

Las siguientes proposiciones, son consecuencia inmediata de la defini-
ción de s.c.s. por medio de sucesiones. Se puede decir que, en términos
generales, las operaciones de conjuntos, tales como la unión, el produc-
to, la suma y cápsulas convexas aplicadas punto por punto, conservan
la propiedad de ser s.c.s. [Hildenbrand y Kirman: 1982: 217-218]

Proposición C.1. Sea la correspondencia ϕ : S → T , de valor com-
pacto y s.c.s. Entonces la imagen

ϕ(K) = ∪x∈K ϕ(x)

de un conjunto compacto K, es compacta.

Demostración Proposición C.1.
Se procede a demostrar que toda sucesión {yn} de la imagen ϕ(K),
tiene una subsucesión convergente cuyo ĺımite pertenece a ϕ(K). To-
mando la sucesión {yn} de ϕ(K). Para todo yn existe un xn ∈ K tal
que yn ∈ ϕ(xn). Ya que K es compacto, existe una subsucesión conver-
gente {xnq} cuyo ĺımite es x = limqxnq ∈ K. Por lo tanto, aplicando
el Teorema C.1. a las dos subsucesiones {xnq} y {ynq} y obtener aśı la
subsucesión convergente de {ynq} buscada. �
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Proposición C.2. Semicontinuidad superior de la correspon-
dencia producto. Sea las correspondencias ϕi(i = 1, 2, ..., k) de S en
T de valor compacto y s.c.s. Entonces, la correspondencia producto

x→ ϕ1(x)× ϕ2(x)× ...× ϕk(x)

de S sobre el espacio producto T × ...×T es de valor compacto y s.c.s.
en x.

Demostración Proposición C.2.
Se tiene que demostrar que, para toda sucesión {xn} que converja a x y
para toda sucesión yn = {y1n, y2n, ..., ykn}n=1,... en que yin ∈ ϕi(xn) (i =
1, ..., k), existe una subsucesión convergente cuyo limite pertenece al
producto ϕ1(x) × ... × ϕk(x). Una sucesión {y1n, y2n, ..., ykn}n=1,... del es-
pacio producto converge a (y1, y2, ..., yk) si y solo si toda sucesión
{yin}n=1,... converge a yi. Por lo tanto, aplicando el Teorema C.1. a
cada coordenada, se obtiene la sucesión convergente buscada del espa-
cio producto. � [Hildenbrand y Kirman:1982:219]

Proposición C.3. Semicontinuidad superior de la correspon-
dencia suma. Sean las correspondencias ϕi(i = 1, ..., k) de S en Rn

de valor compacto y s.c.s. en x. Entonces la correspondencia suma

x→ ϕ1(x) + ϕ2(x) + ...+ ϕk(x)

de S en Rn de valor compacto y s.c.s.

Demostración Proposición C.3.
Sea la sucesión {xn} → x, y sea

yn ∈ ϕ1(xn) + ϕ2(xn) + ...+ ϕk(xn), n = 1, 2, ... (C.1)

Siendo yn un vector de la forma yn = y1n + y2n + ... + ykn, donde yin ∈
ϕi(xn)(i = 1, ..., k). Por el Teorema C.1, se sabe que toda sucesión de las
{yin}n=1,... (i = 1, ..., k) tendrá una subsucesión convergente cuyo limite
yi pertenece a ϕi(x). Por tanto, existirá una subsucesión {ynq q=1,...} de
la sucesión {yn} → y tal que las sucesiones yinq

de sus coordenadas

converjan a yi. Entonces se tendrá que

limqynq = y1 + y2 + ...+ yk ∈ ϕ1(x) + ...+ ϕk(x)

�
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Proposición C.4. Semicontinuidad superior de la correspon-
dencia de la cápsula convexa. Sea la correspondencia ϕ : S → Rn

de valor compacto y s.c.s. en x. Entonces, la correspondencia de la
cápsula convexa

x→ ˙ϕ(x)

de S sobre Rn es de valor compacto y s.c.s. en x.

Demostración Proposición C.4.
Sea la sucesión {xn} → x y sea yn ∈ ¯ϕ(xn). Por el Teorema de Ca-
ratheodory, todo vector yn ∈ Rn puede ser expresado como una suma
convexa de m+ 1 vectores de ϕ(xn), esto es,

yn = λ0n · z0n + λ1n · z1n + ...+ λmn · zmn ,

donde

zin ∈ ϕ(xn), λ0n + λ1n + ...+ λmn = 1 y λin = 0.

Por el Teorema C.1., para cada i = 0, ...,m existe una subsucesión
convergente de {zin}n=1,... cuyo limite pertenece a ϕ(x). Aún más la
sucesión {λin}n=1,... está acotada y tiene, por tanto, una subsucesión
convergente. Por consecuencia, existirá una subsucesión convergente
{ynq} de {yn} tal que las subsucesiones correspondientes a {zinq

}q=1,...

y {λinq
}q=1,... son convergentes, o sea zinq

→ zi y λinq
→ λi. Como ya se

sabe, λ0 + λ1 + ...+ λn = 1 y λi = 0. Por consiguiente,

limqynq = λ0z0 + ...+ λnzn ∈ ˙ϕ(x)

�

C.1.2. Correspondencia semicontinua inferior.

Definición C.4. La correspondencia ϕ : S → T se dice que es semi-
continua inferior (s.c.i.) en x si, para todo conjunto abierto θ ⊂ T ,
siendo ϕ(x) ∩ θ 6= ∅, existe una entorno V de x tal que,

ϕ(x
′
) ∩ θ 6= ∅ ∀ x

′ ∈ V

La correspondencia se dice s.c.i., si lo es en todos los puntos x ∈ S. Ver
Figura C.6.
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Figura C.6: Correspondencia semi-continua inferior.

La correspondencia presentada en la Figura C.7. es s.c.i. en x1 y x3,
pero no lo es en x2, donde ϕ es s.c.s. Como en el caso de la s.c.s., una
función S en T es s.c.i., si y sólo si es continua. Por lo tanto, los dos con-
ceptos de s.c.s., y s.c.i. que para el caso de correspondencias generales
son diferentes entre śı, coinciden y resultan equivalentes al de continui-
dad cuando se trata de funciones [Hildenbrand y Kirman:1982:223].

Figura C.7: Correspondencia semicontinua inferior.

Teorema C.2. Caracterización de la semicontinuidad inferior
mediante sucesiones. La correspondencia ϕ : S → T es s.c.i. en x, si
y sólo si para toda sucesión {xn} que converja a x y para todo y ∈ ϕ(x),
existe una sucesión {yn} → y, siendo yn ∈ ϕ(xn).
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En otras palabras, todo punto y que corresponda con x puede obtenerse
como limite de los puntos yn correspondientes con unos xn cercanos a x.

Demostración Teorema C.2.
=⇒ Sea ϕ s.c.i. en x, {xn} → x e y ∈ ϕ(x). Sea Br(y), para todo

sub́ındice r, la bola de radio
1

r
y de centro y. Debido a que ϕ es s.c.i.

en x, existirá un entorno Vr de x para todo x, tal que z ∈ Vr implique
ϕ(z) ∩r (y) 6= ∅. Ya que {xn} → x, para todo r habrá un entero nr
tal que n = nr implica xn ∈ Vr, lo que simultáneamente implica que
ϕ(xn) ∩ Br(y) 6= ∅. La sucesión {yn} construida de esta manera, con-
verge a y, ya que al aumentar n, el sub́ındice r también aumenta y por
lo tanto la bola Br(y) se reduce.

⇐= Suponiendo ahora, que ϕ no es s.c.i. en x, entonces existe un con-
junto abierto θ para el que θ ∩ ϕ(x) 6= ∅, tal que para todo entorno
V de x contenga un punto zv, que cumpla ϕ(zv) ∩ θ = ∅. Entonces,
existirá una sucesión {xn} que converja a xi siendo ϕ(xn) ∩ θ = ∅. Su-
poniendo ahora que y ∈ θ∩ϕ(x). Por hipótesis, existirá una subsucesión
{ynq}q=1,... que converja a y, en la que ynq ∈ ϕ(xnq). Sin embargo, ya
que θ es abierto y que y ∈ θ, se tiene que para un q suficientemente
grande ynq ∈ θ. Por tanto, se llega a una contradicción: ϕ(xnq)∩θ 6= ∅.�

Tal como ocurre en las Proposiciones C.2., C.3. y C.4., las operaciones
producto, suma y obtención de la capsula convexa conservan la s.c.i.
[Hildenbrand y Kirman:1982:224]

Proposición C.5. Semicontinuidad inferior del producto de co-
rrespondencias. Sean las correspondencias ϕi : S → T (i = 1, 2, ...k)
s.c.i. en x. Entonces las correspondencia producto,

x→ ϕ1(x)× ϕ2(x)× ...× ϕk(x)

de S sobre el espacio producto T × ...× T , es s.c.i. en x.

Demostración Proposición C.5.
Sea la sucesión {xn} que converja a x y sea y = (y1, ..., yk) ∈ ϕ1(x) ×
... × ϕk(x). Por el Teorema C.2., cada yi puede obtenerse como ĺımite
de una sucesión {yin}n=1,... siendo yin ∈ ϕi(xn) (i = 1, ..., k). Entonces,
la sucesión buscaba será yn = (y1n, y

2
n, ..., y

k
n). �
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Proposición C.6. Semicontinuidad inferior de la corresponden-
cia de la cápsula convexa. Sea la correspondencia ϕ : S → Rn, s.c.i.
en x. Entonces la correspondencia de la cápsula convexa

x→ ˙ϕ(x)

es s.c.i.

Demostración Proposición C.6.
Sea la sucesión {xn} convergente a x. Sea y ∈ ˙ϕ(x), esto es, y =
λ0y0+...+λnyn, donde yi ∈ ϕ(x), λi = 0 (i = 0, ..., n) y

∑n
i=0 λ

i = 1. Ya
que ϕ es s.c.i. en x, existirá una sucesión {yin} → yi, siendo yin ∈ ϕ(xn).
Por tanto, yn = λ0y0n +λ1y1n + ...+λnynn pertenece a la cápsula convexa

i.e. ˙ϕ(xn) y converge a y. �

C.1.3. Correspondencia continua.

Definición C.5. Una correspondencia ϕ : S → T se dice continua en
x si ϕ es s.c.s. y s.c.i. en x.



Apéndice D

Teoremas de punto fijo.

D.1. Teoremas de Punto Fijo.

Definición D.1. Considere un conjunto S y una función f : S → S,
i.e. es decir una transformación de S en śı mismo. Si existe un elemento
x
′

tal que x
′

= f(x
′
) , es decir que coincida con su imagen, entonces

tal elemento se denomina punto fijo.

En la Figura D.1. de el lado izquierdo, se puede observar gráficamente
el enunciado de la definición anterior.

Figura D.1: Punto fijo.
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D.1.1. Teorema de Brouwer.

Teorema D.1. Brouwer. Si S es un subconjunto distinto del vaćıo,
compacto y convexo en Rn, y si f : S → S, entonces f tiene un punto
fijo.

En el Teorema anterior, considerando un conjunto S y una corres-
pondencia ϕ : S → S. Un punto fijo en la correspondencia ϕ es un
elemento x

′
tal que x

′ ∈ ϕ(x
′
), es decir, que pertenece a su propio

conjunto imagen, como se observa en la Figura D.1. del lado derecho.

D.1.2. Teorema de Kakutani.

Shizou Kakutani [1941], realiza una generalización del Teorema de pun-
to fijo de Brouwer, se puede encontrar una demostración en Hilden-
brand y A.P. Kirman [1982:220].

En la teoŕıa del equilibrio general, es utilizado para probar la existen-
cia de un conjunto de precios el cual iguala la oferta con la demanda
en todos los mercados. En este caso S es el conjunto de las tuplas de
precios de las mercanćıas.

El reto aqúı es construir una correspondencia ϕ(x) que tenga esta pro-
piedad y, al mismo tiempo que satisface las condiciones en el Teorema
de Kakutani. Si esto se puede hacer entonces ϕ(x) tiene un punto fijo
de acuerdo con el teorema. Dada la forma en que fue construido, este
punto fijo debe corresponder a un precio-tupla que iguale oferta con la
demanda en todas partes.

Teorema D.2. Kakutani. Sea A ⊂ Rn no vaćıo, compacto y con-
vexo. Sea f : A→ P(A) una correspondencia de gráfico cerrado, y tal
que f(a) es convexo para todo a ∈ A, entonces f tiene un punto fijo.

Se puede observar la demostración original de Kakutani, en su articulo
de 1941, consultando el enlace de la bibliográf́ıa.
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