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Capitulo 1

Introduccion.

La importancia del estudio del equilibrio general en la teoria econémica,
se sustenta en tratar de generar un entendimiento integral de los procesos de
produccién, consumo y la formacion de precios dentro de una economia de
uno o varios mercados.

En un mercado, se establece que los precios y produccion de las mercancias o
los bienes, incluyendo el precio del dinero y las tasas de interés, se encuentran
relacionadas. Por ejemplo, la variacion en el precio del trigo, puede afectar
el precio de otro bien (ejem. el pan). Si el consumo del pan, depende de las
preferencias sobre el pan, la demanda del pan puede verse afectada por un
cambio en el mercado de trigo a nivel internacional. Por consecuencia, la
teoria establece que calcular el precio de equilibrio de un solo bien, requiere
un analisis de las diferentes mercancias que se encuentren disponibles en la
economia.

La aportacion que Gérard Debreu brinda en su analisis de equilibrio ge-
neral en Teoria del Valor y de lo cual es objeto de estudio este documento,
obedece a presentar una generalizacion de los elementos que demuestran la
existencia del equilibrio en una economia que cumple ciertas hipotesis, tanto
en los conjuntos de produccion, como en los de consumo.

1.1. ;Por qué es importante demostrar la exis-
tencia del equilibrio en una economia?
Demostrar la existencia del equilibrio en una economia, es fundamental

para brindar una validacion a los teoremas del bienestar; ya que no tendria
un sentido légico hablar de ellos, si previamente no se demostrara la exis-
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tencia del equilibrio. En el sentido estricto, la demostracion de la existencia
del equilibrio en una economia, permite establecer como los productores y
consumidores mantienen una igualdad entre ofertas y demandas bajo un de-
terminado conjunto de precios; este resultado se obtiene a partir de la apli-
caciéon de los denominados teoremas de punto fijo.

Entonces, bajo este hecho particular surge la siguiente pregunta: jpor qué uti-
lizar los teoremas del punto fijo (Brouwer y Kakutani)! ? para de-
mostrar el equilibrio entre oferta y demanda en una economia?.

La respuesta a la pregunta del parrafo anterior parece ser muy intuitiva,
por ejemplo, el teorema de punto fijo de Brouwer especifica las condiciones
bajo las cuales una funcién f sobre un dominio dado, tiene al menos un punto
fijo, es decir f(x) = x; esto nos dice que entre todas las transacciones que se
lleven a cabo en un mercado, siempre existird un punto de equilibrio donde
la demanda de bienes y dotaciones iniciales® de los consumidores, se anulara
con la oferta de los productores.

Es posible establecer que el punto fijo, tanto de una funcién, como de una
correspondencia; es el punto en el cual se optimizan tantos las preferencias
de los consumidores, como los planes de produccién de las firmas, y ademas
se cumple la ley de Walras para cualquier nivel de precios.

Adicionalmente consideremos lo siguiente: al centrar nuestro campo de anéli-
sis sobre la teoria del equilibrio general, establecemos que existe una cantidad
m de consumidores y n de productores, los cuales deben de llegar a una si-
tuacion de equilibrio de mercado; sin embargo, es importante determinar que

'Demostrar la existencia del equilibrio walrasiano, es una prueba equivalente a la de-
mostracién del teorema del punto fijo de Brouwer, es decir, la existencia de un punto fijo
para cualquier funcién continua de un simplex n — dimensional a si mismo. Hal R. Varian
[1992:373-377]

2El teorema de punto fijo de Kakutani es una generalizacién del teorema de Brouwer
para correspondencias (funciones que llevan puntos a conjuntos), la prueba permite esta-
blecer la existencia de un punto fijo de una correspondencia, definida en un subconjunto
compacto y convexo del espacio euclidiano, es decir, un punto es enviado bajo la funcién
de un subconjunto que también la contiene. En términos de la teoria econémica, la demos-
tracién de la existencia del equilibrio, auxiliandonos del teorema de Kakutani, nos permite
demostrar el punto donde el total de recursos de la economia es igual a la demanda total
a un determinado nivel de precios y ademas se cumple la ley de Walras.

3Es la asignacién de la que parten los consumidores, estan formadas de bienes que lleva
cada uno de estos agentes al mercado; tras intercambiar algunos de estos bienes, terminan
obteniendo una asignacién final.
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analogamente, existen m funciones de consumo y n funciones de produccién,
lo cual convierte este analisis en un ejercicio un poco complejo.

De esta manera, se establece que determinar un equilibrio general dentro
de un sistema de multiples funciones e incégnitas es el objetivo primordial
de la prueba; de tal forma que los teoremas del punto fijo se convierten en
una herramienta necesaria que permite identificar el punto donde la deman-
da total y oferta total de recursos en la economia se mantienen en equilibrio
bajo un determinado vector de precios relativos.

1.2. Objetivos de la monografia.

1.2.1. Primer objetivo.

El primer objetivo, consiste en generar una version detallada y amplia-
da de los conceptos tedricos de Equilibrio General presentados por Gérard
Debreu en Teoria del Valor[1959]. Este objetivo se realiza, conservando la
estructura original de la obra de Debreu; sin embargo, se complementa con
la adicién de ejemplos, proposiciones y teoremas, de autores como Andreu
Mas-Colell [1989, 1995], W. Hildendrand y A.P. Kirman [1982], Juan Horvath
[1969], Hal R. Varian [1992], K.C. Border [2013] y notas del curso de Equi-
librio General, dictado por el Dr. Elvio Accinelli en 2013, en el Posgrado
de Economia Matematica de la Universidad Auténoma de San Luis Potosi;
entre material de otros autores.

1.2.2. Segundo objetivo.

El segundo objetivo, es presentar una demostracion de la existencia del
equilibrio en una economia competitiva, tomando como base los elementos
presentados en el objetivo anterior.

1.2.3. Tercer objetivo.

Generar un producto bibliografico que pueda ser consultado por los com-
paneros alumnos de la Universidad Auténoma de San Luis Potosi, a manera
de notas introductorias para un estudio formal de la teoria del equilibrio
general.
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1.2.4. Breve nota historica sobre Teoria del Valor.

Teoria del Valor: Un andlisis axiomatico del equilibrio econémico; escrito
por Gérard Debreu, es uno de los libros de teoria econémica mas licidos y
elegantes del siglo XX. A partir de un método axiomatico, Debreu plantea
una explicacion sobre el proceso de formacién de precios sobre las mercancias
en una economia de mercado con propiedad privada, asi como la explicacion
del papel de los precios en un estado 6ptimo de la economia.

Debreu mantuvo un profundo interés por el estudio de la Teoria del Equili-
brio General, en particular por la obra de Léon Walras (1834-1910). Nacido
en Francia en 1921, y nacionalizado estadounidense afios mas tarde; Gérard
Debreu gano el Premio Nobel de Economia en 1983, por haber incorporado
nuevos métodos analiticos en la teoria economica y por su rigurosa reformu-
lacion de la teoria del equilibrio general.

En 1954 junto a Kenneth Arrow, publica un articulo fundamental en la his-
toria econdémica, Ezistencia del Equilibrio para una Economia Competitiva
[Econometrica: Vol. 22, No. 3. (Jul., 1954)]. Anos mas tarde en 1959, se edi-
ta Teoria del Valor: Un andlisis aziomdtico del equilibrio econémico [Cowles
Foundation Monograph 17, (1959)]; el cual es una version actualizada de la
tesis doctoral de Debreu, presentada tres anos antes en la Universidad de
Paris. En esta ultima obra, Debreu expone dos problemas centrales de anali-
sis, el primero, versa sobre la explicacion de los precios de las mercancias,
como resultado de la interaccién de los agentes de una economia de propiedad
privada a través de mercados, mientras que el segundo problema, exhibe una
explicaciéon del papel de los precios, en un estado 6ptimo de la economia. El
analisis que nos brinda Debreu en su obra, gira en torno al concepto de un sis-
tema de precios, o de manera generalizada, a la existencia de una funcion de
valor que se encuentra definida en el espacio de mercancias. [Debreu: 1959:ix]

La obra de Gérard Debreu, y en particular Teoria del Valor, conduce a
un cambio radical de los instrumentos matematicos utilizados en la teoria
economica. Este cambio puede ser evidente en el uso de propiedades to-
poldgicas y de convexidad, ya que nos proporciona un incremento notable de
generalidad y simplicidad en la exposicion de la teoria econémica.
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1.3. Estructura de la investigacion.

1.3.1. Produccion.

En el capitulo de produccién, se estudia el papel de los agentes produc-
tores de mercancias (bienes y servicios) en la economia. Se establece que el
plan de produccién para esta clase de agentes, se encuentra restringido a
pertenecer a algin conjunto dado, que esencialmente representa una serie de
conocimientos técnicos limitados. El plan de produccién para un j — ésimo
productor se elige de este conjunto de limitaciones técnicas, para una serie de
precios dados; de forma que el productor debe de maximizar sus beneficios,
i.e. la suma de sus ingresos menos la suma de todos sus desembolsos. De
esta manera, en este capitulo se exhiben los conceptos de productor, de plan
de producciéon y de conjunto de planes de produccién posibles; asi como las
propiedades de tales conjuntos; posteriormente se introduce el concepto de
maximizacion del beneficio del productor, para finalmente exponer como los
planes 6ptimos de producciéon dependen de los precios.

1.3.2. Consumo.

En el tercer capitulo se estudia el papel del consumidor sobre la eco-
nomia. El objetivo del consumidor es seleccionar un plan de consumo en un
espacio de bienes. El consumidor debe de considerar ciertas restricciones: en
primer lugar, la naturaleza del bien, asi como su disponibilidad, el tiempo
de adquisicién, etc.; en segundo lugar, debe tomar en cuenta los precios y su
ingreso; el valor de su plan de consumo no debe exceder su nivel de rique-
za. Cumpliendo estas dos condiciones se selecciona un plan de consumo al
que ningun otro es preferido. De esta manera, en este capitulo se definen los
conceptos referentes al consumidor tales como: plan de consumo, conjunto
de planes de consumo posibles, preferencias y sus propiedades; para poste-
riormente analizar la restriccién de presupuestal, para finalmente exhibir los
planes de consumo 6ptimos que dependen de los precios y el ingreso.

1.3.3. Equilibrio.

En este capitulo, se exhibe el concepto central de la monografia. En la
presente seccién se retoman los conceptos definidos en los capitulos anterio-
res. De manera precisa, es establece que dentro de la economia existen una
serie de recursos totales (cantidades disponibles de las diversas mercancias),
denotadas estas como dotaciones iniciales de los agentes econémicos. Una
economia se caracteriza por tener un numero m de consumidores (con igual
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numero de conjuntos de consumo y preferencias), n productores o firmas (ca-
racterizados por sus conjuntos de produccién), asi como los recursos totales
que poseen los agentes en un determinado momento.

Para el desarrollo de esta seccién, se considera una clase especial de eco-
nomias: economias de propiedad privada; donde se establece que los consumi-
dores son los propietarios de los recursos, y que simultaneamente, mantienen
control sobre el proceso de produccién, dicho de manera andloga; los agentes
consumidores mantiene una participacion de propiedad sobre la(s) firma(s).
De esta manera, los consumidores-accionistas determinan su ingreso, en fun-
cién a su propia restriccién presupuestaria y a la maximizacion de beneficios
de la firma.

1.4. Metodologia del documento.

El presente documento mantiene un analisis axiomatico de la matematica
como herramienta de analisis en la teoria economia.

1.4.1. Motivacion del tema.

Las principales cuestiones en el estudio de la teoria del equilibrio general
se refiere a las condiciones bajo las cuales se garantiza la existencia, unicidad
y estabilidad del equilibrio.

La motivacién principal derivada de este documento, se enfoca tinicamente
en demostrar la existencia del equilibrio en una economia bajo determinadas
hipétesis de produccién y consumo de los agentes.

Para argumentar un mayor rigor con respecto a la seleccién del tema, se
procede a enunciar de manera intuitiva los teoremas del bienestar y la rela-
cién con respecto a la existencia del equilibrio.*

Primer teorema de la economia del bienestar. Los equilibrios de mer-
cado son eficientes en el sentido de Pareto.’?

4Las demostraciones de los teoremas del bienestar, pueden ser consultadas en Anilisis
Microeconémico de Hal Varian Capitulo 17, paginas 381-384.

°Si podemos encontrar una forma de mejorar el bienestar de alguna persona sin em-
peorar el de ninguna otra, tenemos una mejora en el sentido de Pareto. Si una asignacion
puede ser mejorable en el sentido de Pareto, esta asignacién se denomina ineficiente en el
sentido de Pareto; si no puede ser mejorable en el sentido de Pareto, esta asignacién se
denomina eficiente en el sentido de Pareto. [Hal R. Varian: 2011 8a:15]
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Adicionalmente se establece que los consumidores son racionales, existe una
ausencia de externalidades y la informacién es perfecta. Si bien existen ar-
gumentos contrarios que determinan que estas condiciones son muy poco
realistas; se puede argumentar a favor que las fuentes de ineficiencia del
mundo real, no se deben a la naturaleza del sistema (de mercado), sino que
se generan debido a la existencia de alguna falla de mercado.%

Segundo teorema de la economia del bienestar. Aunque cada equili-
brio es eficiente, no necesariamente cada asignacion eficiente es un equilibrio
de mercado.

El segundo teorema establece que cada asignaciéon eficiente puede sostener-
se por un conjunto de precios. Andlogamente, todo lo que se requiere para
alcanzar un resultado particular es una redistribucién de las dotaciones ini-
ciales de los agentes después de lo cual el mercado se ajustara sin necesidad
de intervenir. Esto sugiere que la eficiencia y la equidad pueden abordarse
por separado sin necesidad de favorecer una en demérito de la otra.

Algunos economistas matematicos como Hildendrand y Kirman [1982:18]
consideran que demostrar la existencia del equilibrio es un resultado mas
fuerte que demostrar los teoremas del bienestar. Para garantizar esta exis-
tencia, es necesario que se cumplan ciertas hipétesis (continuidad, monotonia
y convexidad) sobre las preferencias de los consumidores y las dotaciones ini-
ciales; ademas los conjuntos de produccién deben ser convexos.

1.5. Descripcion intuitiva de la prueba.

La teoria del equilibrio general estudia la oferta y demanda de una eco-
nomia con mercados multiples, con el objetivo de demostrar que todos los
precios se mantienen en equilibrio, esta teoria analiza el mecanismo por el
cual las decisiones de los agentes econémicos se coordinan a través de todos
los mercados.

Intuitivamente, la prueba exhibe la interrelacién de los agentes econémicos
bajo supuestos de racionalidad, tales como optimizar sus cestas de consumo y
planes de produccién dentro de una economia de propiedad privada, es decir,

6Causas de fallas de mercado: Calculo inadecuado de costos y beneficios, inadecuadas
estructuras de mercado, competencia imperfecta, informacion asimétrica, externalidades,
bienes publicos, entre otros.
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donde los consumidores mantienen una participacién sobre los beneficios de
las firmas.

La demostracion de la existencia del equilibrio, se basa en dos pasos basi-
cos. En primer lugar se presenta el concepto de economias, en el cual se
describe la relacién existente entre la teorias de la produccién y consumo,
permitiéndonos a partir de estas primeras definiciones, generar una serie de
elementos constructivos, que establecen el eje basico de nuestro estudio; por
ejemplo, se define la demanda neta y excedente, asi como el equilibrio de
mercado y el conjunto de equilibrios en una economia. Posteriormente, se
estudia el concepto de estados realizables de la economia, distinguiendo una
serie de propiedades tales como la acotacion, compacidad y convexidad; que
son condiciones necesarias para demostrar la existencia del equilibrio, y que a
su vez son heredadas a los conjuntos de consumo y produccién que existen en
la economia. Después de haber exhibido las primeras definiciones y estudio
de las propiedades de los estados realizables, se procede a presentar un re-
sultado preliminar enfocado en demostrar la existencia del equilibrio en una
economia competitiva de propiedad privada, sin embargo, este preliminar se
considera mas una condicién que un resultado para llegar a una demostracién
mas general; en esta parte, se demuestra que la transferencia de mercancias
entre los agentes de la economia es igual al total de recursos existentes.

Finalmente, se presenta una demostracion general sobre la existencia del
equilibrio, bajo una serie de condiciones tales como la compacidad y conve-
xidad de los conjuntos de consumo; la continuidad, convexidad y no sacia-
bilidad de las preferencias; la convexidad, libre disposicién de mercancias y
posibilidad de inacciéon de los planes productivos. Bajo estos supuestos, se
procede a normalizar la economia dentro de subconjuntos de consumo y pro-
duccion convexos y compactos, bajo los cuales se establecen las propiedad de
los conjuntos necesarias que permiten demostrar la existencia del equilibrio.”

"Es importante establecer, que las correspondientes propiedades mateméticas (con-
vexidad, acotacién, conjuntos cerrados o abiertos, etc.) para los conjuntos de consumo,
produccién, preferencias, dotaciones iniciales, tipos de economia, equilibrio, entre otros; se
encuentran ampliamente documentados y referenciados en el desarrollo de este documento.



Capitulo 2

Teoria del productor.

2.1. Introduccion.

En este capitulo se analiza el papel de los productores generadores de
mercancias dentro de la economia. Se establecen las primeras definiciones
referentes a las mercancias, el papel de los precios, asi como los conjuntos de
produccién y sus respectivas hipotesis.

2.2. Mercancias.

Siguiendo a Debreu [1959:37] una mercancia se caracteriza por tres propie-
dades: descripcion fisica, disponibilidad temporal y disponibilidad espacial.
Bajo los argumentos de estas propiedades, se dice que a pesar de que dos
mercancias sean fisicamente homogéneas, si existen en momentos temporales
distintos, entonces se dice que no son iguales.

La cantidad de una mercancia, es expresada por un nimero real. Se su-
pone que el nimero de mercancias distintas disponibles es finito e igual a
¢ (indexado por L = 1,...,¢). De este modo, el espacio de mercancias es el
espacio euclideo RY.

2.3. Precios.

A cada una de estas mercancias, tomando como ejemplo la h — esima,
se le asocia un numero real, su precio, denotado por p;. Formalmente estos
precios son representados por el vector precios,

P = (p1> ooy Phs -"7p6) S Rf

13
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El precio p, de una mercancia puede ser positivo,i.e. p, > 0, si es que la
mercancia es escasa; puede tener un valor de p, = 0 si es una mercancia
publica o libre; o negativo, i.e. p, < 0 si es una mercancia nociva.

El hecho de que una mercancia tenga un precio positivo, negativo o nulo, no
es bajo ninguna circunstancia una propiedad intrinseca de las mercancias;
sino que dependen directamente de la tecnologia de las firmas, de los gustos
de los agentes, de los recursos existentes en la economia, etc.

2.4. Conjuntos de produccion.

Se supone que existe un numero entero positivo n de productores, cada
uno de ellos sera indicado por un indice 7 = 1, ...,n. Para un productor, por
ejemplo el j —éstmo, un plan de produccién es una eleccion de las cantidades
de insumos y bienes que selecciona este agente, para llevar a cabo su plan
de produccién.

Definicién 2.1. El conjunto de posibilidades de produccion de la firma
J es denotado por Yj, el cual es el conjunto de planes de produccion técnica-

mente viables para esta empresa. Y; C R

Definicién 2.2. Plan de produccién. Un plan de produccién y; es
un vector ¢ — dimensional, i.e. y; € Y; CRY j=1,..,n.

Definicién 2.3. Dado un plan de produccién y; para cada productor j =

1,...,n,
Y= Z Yj
j=1
se denomina produccién total u oferta total.

Definicién 2.4. El conjunto

se denomina el conjunto de produccién total.

La Figura 2.1. siguiente, ilustra los conceptos anteriores para el caso en que
existen tres mercancias y dos productores. Las rectas 0,2 y 0,3 se encuen-
tran en el plano de la pagina, y que la recta 0, 1 discontinua es perpendicular
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al plano de la pagina. El conjunto de produccién del primer (segundo) pro-
ductor es la semirrecta cerrada Y7 (Y2) en el plano 1,2 (2,3). Entonces el
conjunto de produccién total i.e. Y, correspondera a el angulo sombreado.

Y, v

7 n

Figura 2.1: Conjuntos de produccion.

2.4.1. Hipétesis sobre los conjuntos de produccion.

a) Yj es cerrado.
Es decir, sea {y?} una sucesién de producciones; si todas las y]q- son
posibles para el j — ésimo productor, y si {yj} — yj, entonces y? es
posible para el j — ésimo productor.

a') Y es cerrado. (Continuidad.)
Se intuye que por la hip6tesis de continuidad (a), i.e. Y es cerrado.
Sin embargo la sumatoria de conjuntos cerrados Y}, no necesaria-
mente es cerrado en Y, i.e. Z?Zle =Y +..4Y,=Y, noes
necesariamente cerrado para Y.

En este caso, Debreu utiliza la condicién matematica de semiin-

dependencia positiva de los conos asintéticos sobre los conjuntos
. n

cerrados Y, j = 1,...,n. para asegurar que Y = ijlY} es un

conjunto cerrado, esta condicién ha sido probada a partir del Teo-

rema B.1.

b) 0 € Y; Posibilidad de inaccién.
Es decir, el 7 — ésimo productor tiene la posibilidad de no hacer nada.
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La hipotesis es similar para el conjunto de produccion total.

b)0cY
Una economia en la que no puede darse ninguna actividad produc-
tiva se caracteriza por Y = {0}, es decir el conjunto de produccién
consiste en un tnico punto 0.

Imposibilidad de produccién libre. Y N C {0}. Donde €2 se define de
la siguiente manera:

Definicién 2.5. El ortante no negativo de R’ es el conjunto
Q={zecR|z>0}.
Es decir, si los insumos son nulos, los bienes son nulos también.

Irreversibilidad de la produccién. Y N (=Y") C {0}.

Si la produccién total y cuyos insumos y bienes no son todos nulos, en-
tonces la producciéon total —y no es posible. El proceso productivo no
es reversible puesto que, en particular, la producciéon toma un tiempo
y las mercancias estan fechadas.

Para preparar el estudio de las siguientes tres hipotesis, se introducen
las siguientes definiciones.

outputs outputs outputs
Q Q Q
5 % Y
0 0 0
inputs -0 L inputs -0 L inputs -0 L

a) b) <)

En el gréfico (a) prevalecen rendimientos crecientes a escala si para
todo y; se puede aumentar arbitrariamente la escala de operaciones; b)
rendimientos decrecientes si se puede disminuir arbitrariamente; y c)
rendimientos constantes si para todo y; se pueden cambiar arbitraria-
mente la escala de operaciones.

Aditividad. (Y; +Y;) C Y.
Es decir, si y; e y7 son planes posibles, también lo es y; 4 y3. Los con-
juntos (a) y (c¢) del grafico anterior, tienen esta propiedad.
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Aplicando (e), si y; es posible también los es ky;, donde k es cual-
quier entero positivo. Por consiguiente (e) implica un cierto tipo de
rendimientos crecientes a escala.

Convexidad. Y; es convexo.

Si y]l e yj2 son producciones posibles para el j — éstmo productor, tam-
bién lo es su promedio ponderado tyj1 + (1 - t)y]? con ponderaciones
positivas arbitrarias. Las hip6tesis (f) y (b) conjuntamente implican
que, si y; es posible también lo es ty; para cualquier ¢ € [0, 1]; i.e. pre-
valecen rendimientos decrecientes a escala.

Representa una limitacion, ya que se excluyen los rendimientos crecien-
tes a escala, pero ain conserva una gran generalidad, puesto que, en
particular es mas débil que la hipétesis de cono convexo que se discute

en (g).

f) Y es convexo.
Esta hipdtesis es mas débil que todos los Y; son convexos. Las
hipétesis (f') y (b'), implica que prevalecen rendimientos decre-
cientes a escala para Y.

Teorema 2.1. Si todos los Y; son cerrados y convexos, y si Y N (=Y) =
{0}, entonces Y es cerrado.

Demostracion Teorema 2.1.

De acuerdo al Teorema B.1., (Anexo B.1.), basta probar que los co-
nos asintéticos son positivos semiindependientes.

Paso 1. Se demostrara que ) ; AY; C Y, donde Y = 377", Vj. Dado

0 € Y}, existe para cada j, un vector 3} € Y tal que Y ¢) = 0.

En virtud de la evidencia de la traslacién de los conos asintdticos
(Ver Anexo B.1., seccién B.1.2.), se tiene que AY; C Y; — {y?}.
El resultado se deduce sumando sobre j.

AY; C Y —{y;}
Aplicando sumatoria sobre j,
DAY C Y {0}
como Y = Z;n:l Y, v Zy? = 0, se tiene que
Zj AY, CY
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donde concluye la primera parte de la demostracion.

Paso 2. Finalmente se demostrara que y; € AY; para cada j,y > ;¥ =0

9)

implica y = 0 para todo j, por ser positivos semiindependientes.
Considérese uno de ellos, y,. El vector 3., y; esta en } . AYj,
por lo tanto en Y'; para —y; que, similarmente esta en —Y. Si y;
fuese distinto de cero, resultaria una contradiccién de Y N(=Y) =
{0}. K

Y; es un cono de vértice 0. Rendimientos constantes a escala.

Si y; es una produccién posible, también los es ¢(y;), donde ¢ > 0. Esta
hipdtesis corresponde a la idea intuitiva de un proceso de producciéon
elemental para el que las proporciones de insumos y bienes estéan fijas
entre si, pero la escala de operaciones puede variar arbitrariamente.

Los rendimientos constantes a escala (g) junto a la aditividad (e) im-
plican que Y} es un cono convexo con vértice en cero.

Reciprocamente, la convexidad (f), la aditividad (e) y la posibilidad
de inaccién (b), implican rendimientos constantes a escala (g).

Todas la hipétesis sobre Y; ((a), (b), (e), (f), (¢9)), cuando se hacen con-
juntamente, son equivalente a decir que: Y}, es un cono cerrado, conve-
x0, de vértice cero. Casos particulares, resultan ser: Y; consiste exclu-
sivamente en el punto 0; Y} es una semirecta cerrada de origen en 0; Y
es un cono poliédrico convexo de vértice 0.

En la Figura 2.2. se observa que AY] es el cono asintético para el
conjunto de produccién Yi, andlogamente se sabe que AY5 es el cono
asintotico para el conjunto de produccion Y;. Por el Paso 1, de la de-
mostracion del Teorema 2.1., se sabe que 25:1 AY; C Y. Por lo tanto,
la sumatoria de conos asintéticos para una economia en donde existen
tres bienes y dos productores, correspondera al area gris obscura, la
cual esta contenida en el conjunto de produccién total Y.

Free disposal. Y D (—£2)

Esta propiedad establece, que la firma puede eliminar sin costos las
mercancias (insumos y bienes) que tienen en exceso. Formalmente, si
yj € Y;y y: es tal que y;’“ < yjp, k=1,...,(, entonces y; € Y;. Es decir,

el plan de produccion y5 permite obtener como maximo el mismo nivel
de output que el plan de produccién yjl
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AY, 3

Lovr AY,

= N\

Figura 2.2: Ejemplo de cono asintotico sobre los conjuntos de produccion.

output output

<<
™

1.70

input input =

Graficamente la figura anterior representa esta situacion; en la parte
izquierda de la figura dado cualquier y; € Y}, todos los conjuntos por
debajo y a la izquierda de y; también forman parte del conjunto de
posibilidades de produccion. La parte derecha, ilustra la violacién de
esta propiedad.

2.5. Maximizacion del beneficio.

Dado un sistema de precios p = (p1, ..., Pn, ..., p¢) € R, y una produccién
y;, el beneficio del productor j—ésimo es p-y;. El beneficio total es p-y.
En virtud de las convenciones de signos que existen sobre las coordenadas de
y; ¥ p, se dice que el producto interno de p-y; es, en efecto, la suma de todos
los ingresos menos la suma de todos los desembolsos.
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Adicionalmente se sabe que cada productor

a) Considera los precios como dados, debido a que la oferta de cada bien
o adquisicion de cada insumo, es relativamente pequena, y se supone
que esta adquisicion no puede tener influencia sobre los precios.

b) Dado un sistema de precios p, el 7 — ésimo productor elije su plan
de produccién y; en su conjunto de produccion Y; de manera que su
beneficio sea maximo. La accién que resulta, se denomina produccién
de equilibrio del 57 — ésimo productor relativa a p.

Cuando p # 0, se tiene la siguiente situaciéon geométrica. Si y; es un plan
de produccién maximizador, el conjunto Y; esta contenido en el semiespacio
cerrado debajo del hiperplano H ortogonal a p que pasa por y;. El conjunto
de maximizadores es la interseccién de Y y de H.

Yj

)

Figura 2.3: Maximizacion del beneficio.

Dado un p arbitrario puede no haber beneficio méximo (por ejemplo si pre-
valecen rendimientos crecientes a escala, y si para algin y; € Y se tiene
p-y; > 0, el beneficio puede aumentar de manera arbitraria).

Definicién 2.6. Sea
T; ={peR"|p Y, tiene un mdzrimo}
donde ademas TJ/ es un cono de vértice 0.

, . . / . . ,
Asf a cada sistema de precios p € T; se asocia el conjunto no vacfo 7;(p)
de producciones posibles que maximizan el beneficio para ese p.
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Definicion 2.7. La correspondencia
n Ty =Y

se denomina correspondencia de oferta del j — ésimo productor., la
cual se define por

n;(p) ={y; €Yj|p-y; = Max p-Y;}

La consideracion de correspondencias (en lugar de usar funciones més sim-
ples) es inevitable en el estudio de los productores ya que, en el caso en que
Y; es un cono convexo, cerrado de vértice 0, el conjunto de maximizadores
consiste tinicamente en un solo elemento que es el caso trivial.

Sea 7;(p) el beneficio méximo cuando el sistema de precios es p € TJI

Definicién 2.8. La funcién
T TJI — R

se denomina funcién de beneficios del j — ésimo productor, la cual se
define por

mi(p) = Max{p-y; [ p-Y;}.
Si todos los precios de p se multiplican por el mismo ntmero positivo
t, es evidente que n;(tp) = n;(p), es decir el conjunto de maximizadores
no queda afectado, ya que es homogénea a de grado cero. Mientras tanto,

7;(tp) = tm;(p), es decir el méximo queda multiplicado por ¢, por lo tanto es
homogénea de grado uno.

Definicién 2.9. La correspondencia de oferta total,

n:ﬁT]f—>Y

7j=1
se define por n(p) = Z?:l n;(p)-

Dado un sistema de precios p, existe un beneficio maximo para cada j =
1,...,n si y solosip € ﬂ;;l T]/ En este caso se define el conjunto no vacio
n(p) de las producciones totales posibles compatibles con la maximizacién
del beneficio para este p por parte de cada productor.
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Definicion 2.10. La funcién de beneficio total,

WZﬁT]{—)R
j=1

se define por m(p) = >_7_, m;(p). El resultado siguiente es inmediato.

(1) Sean yi,...,Yn, ..., Yyp puntos de Yy, ..., Yy, ..., Y, de manera respectiva.
Dado un sistema de precios p, se tiene que p-y = Max p-Y, siy sélo
si, pj -y; = Max p-Y; para todo j.

En otros términos, y maximiza el beneficio total en Y, si y sélo si
cada y; maximiza el beneficio en Yj. Esto se ilustra en la Figura 3.4.
siguiente y ofrece una caracterizacién simple de n(p) y 7(p).

(1) Dado p € ﬂ?le]{, np) ={yeY |p-y=Mix p-Y} y
n(p) = Mazx p-Y.
En otros términos, 7n(p) se establece que es el conjunto de ele-
mentos maximizadores del beneficio total en Y’; por lo tanto m(p)
corresponderd al maximo beneficio total en Y.

Yj

=
&

Yn

Figura 2.4: Maximizacién del beneficio.

A continuacién se consideran diferentes hipotesis sobre los conjuntos de pro-
duccién, ademas se estudian las implicaciones de cada una de ellas para la
maximizacion del beneficio.
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2.5.1. Hipoétesis sobre los conjuntos maximizadores.

)

0 € Y;. Posibilidad de inaccion.
Dado p € T]f, 0 puede ser un elemento maximizador. (la falta de accién
puede ser éptima), incluso puede ser el tnico elemento maximizador.

(Y; +Y;) C Y. Aditividad.

Dado p € TJ'-, el beneficio méximo no es positivo. (Si una y; posible
tuviese un beneficio positivo, 2y; seria posible y tendria un beneficio
doble.). La aditivdad y la posibilidad de inaccién implican, pues, que
el beneficio maximo, si existe es nulo.

Y es convexo. Dado p € T]f, si p = 0, el conjunto de n;(p) de maximi-
zadores es el mismo Yj; si p # 0, n(p) es la interseccién de Y; con un
hiperplano (Ver discusién de la Figura 3.3.); en ambos casos 7;(p) es
convexo. Si cada Yj es convexo, el conjunto 7(p) = sumj_,n;(p), como

. /
suma de conjuntos convexos, es convexo para todo p € ﬂ?;l T;.

Y; es un cono de vértice 0 (rendimientos constantes a escala). Dado
pE T;, el beneficio méximo es nulo, como en el caso de los incisos 1)
y 2). Por lo tanto, T} = Y}, el cono polar de Y. El origen 0 es un
elemento maximizador; por consiguiente, si p # 0, el conjunto 7;(p) de
maximizadores es la interseccién de Y; y el hiperplano H ortogonal a
p que pasa por 0; si p = 0, el conjunto 7;(p) es el mismo Y;. En ambos
casos el conjunto 7;(p) es un cono de vértice 0. Se puede demostrar
que cuando p pertenece al interior de Y}O, el origen 0 es el inico maxi-
mizador (Ver Figura 3.12.(a)). Es un poco més complicado demostrar
que, cuando p pertenece a la frontera de on e Yj es cerrado, el cono
nj(p) no se reduce al tinico punto 0 (Ver Figura 3.12. (b); el cono de
maximizadores es la semi recta cerrada de trazo fuerte.)

Cada Y es un cono de vértice 0. Entonces Y también lo es. Dado p,
existe un méximo de p-y; en Y; para cada j si y sélo si existe un maximo
p-y en Y. Por consiguiente ﬂ?zl Y}O =Y?" el polar de Y. Dado pen Y?,
el conjunto 7(p) es, de acuerdo con (1'), el conjunto de maximizadores
dep-yenY.

Y D (—Q). Eliminacién libre.

Dado p, existe un maximo de p-y; en Y} para cada 7, s6lo si existe un p-y
en Y, solamente si p 2 0. En efecto, si p;, < 0, seria posible aumentar de
manera arbitraria p-y aumentando el insumo de la h—ésima mercancia
en valor absoluto.
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H

<<

(a) (p)
Figura 2.5: Maximizacion del beneficio.

2.6. Variacion de precios.

Sea p un sistema de precios, e y; una producciéon 6ptima la cual es corres-

. . , . . / . .
pondiente para la j — ésima firma. Si p es un segundo sistema de precios, e

/ s 7 . . . .

y,; una produccién Optima correspondiente, se designara entonces el cambio

. I . ., . ’
de precio p — p por Ap y el cambio de produccién correspondiente a y; — y;

. e ! . .
por Ay;. Por definicion, se sabe que p -y, < p - y;; consiguientemente,

p-Ly; =0 (2.1)
De manera semejante p - Ay; = 0; de esta manera, restando (2.1),
Ap - Ay; 2 0. (2.2)

Si solamente varia un precio, por ejemplo py, (2.2) se convierte en Apy, -
Ay;n, 2 0 donde yjp, es la h — ésima coordenada de y;. Por lo tanto si el
precio de una mercancia aumenta, permaneciendo constantes el resto de los
precios, un productor aumentara o dejara iguala produccién de esta mer-
cancfa. Sumando sobre j se obtienen desigualdades anédlogas a (2.1) y (2.2)
para la produccién total:

p-Ay=0 y (2.3)

Ap-DAy =0 (2.4)

En el capitulo referente a equilibrio, se demostrara como bajo ciertas hipote-
sis, el conjunto Y; puede sustituirse por cierto subconjunto compacto, no
vacio, de Yj. Por lo tanto, el resto de esta seccién se estudiara por lo tanto
el caso en que Y; es compacto.
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Dado un p arbitrario, p - y; define una funcién continua de y; en Y; y pue-
de aplicarse el Teorema A.9. del Anexo A. Por consiguiente p - Y; tiene un
maximo. En otros términos, TJ/ =R’

De hecho, se tiene que p-y; define una funcién continua de (p,y;) en R® x Y]
y puede aplicarse la Proposicién C.1. (en el presente caso la correspondencia
o R — Y; se define por ¢(p) = Y;, para todo p € R’ y por lo tanto es
constante y continua). Asf 7;, la correspondencia de oferta del j — ésima
productor, es s.c.s. en R, y 7;, la funcién de beneficios es continua en R

La Figura 2.6. da una idea intuitiva de las propiedades de continuidad de
n; v ;. Considerando un vector p girando alrededor de cero, de p' a p?. Si
p es el interior del angulo p', 0, p?, entonces 7;(p) consiste en el tinico punto
a'. Si p es igual a p?, entonces 7n;(p) consiste en el segmento cerrado [a*, a?].
Si p es interior al angulo p?, 0, p*, entonces 7;(p) consiste en el tinico punto a?.

De acuerdo con la Proposicién C.1. del Apéndice C, cuando cada Y; es com-
pacto, 1, la correspondencia de oferta total, es s.c.s. en R, y, en virtud de (3)
de las hipdtesis de la funcién de beneficios, 7, la funcién de beneficio total,
es continua en R® [Debreu:1959:48).

. . /
Resumiendo: S5i Y; es compacto, entonces T; = R, 7; es s.c.s. en R¢, y

7; es continua en RY. Si cada Y es compacto entonces 7 es s.c.s. en R¢ y 7
es continua en RY.

Figura 2.6: Variacion de precios.
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Capitulo 3

Teoria del consumidor.

3.1. Introduccion.

De esta manera, en este capitulo se definen los conceptos referentes al
consumidor tales como: plan de consumo, conjunto de planes de consumo
posibles, preferencias y sus propiedades; para posteriormente analizar la res-
triccién de presupuestal, para finalmente exhibir los planes de consumo épti-
mos que dependen de los precios y el ingreso.

3.2. Conjuntos de Consumo y Preferencias.
El siguiente concepto, corresponde a la formalizacién del consumidor. Un
consumidor es parcialmente descrito por un conjunto de consumo, el cual es

un subconjunto del espacio de bienes, formalmente:

Definicién 3.1. El conjunto de consumo es un subconjunto del espa-
cio de mercancias R denotado por X;, i.e. X; C RE.

Definicién 3.2. Un plan de consumo para el consumidor 2, es un ele-
mento z; € X; C R, para cada i = 1, ..., m.

Definicién 3.3. Dado un consumo z;, para cada consumidor,

=1

se denomina el consumo total o demanda total.

27
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Definicién 3.4. El conjunto

se llama el conjunto de consumo total.

Definicién 3.5. Se considera la relacién no es un sucesor de en N y
se designa por <.

Esta relacion corresponde al orden natural de los elementos de N. Para defi-
nir con toda generalidad una relacién de orden es un conjunto se conservan
ciertas propiedades de < en N.

Después de que el conjunto de consumo, i.e. X;, ha sido identificado, el con-
sumidor debe de comparar los diferentes planes que existen para él. Esto
requiere establecer una ordenacién entre todos los elementos x; € X;. Esta
ordenacion se lleva a cabo mediante una operacion binaria >; sobre X;, es
decir, comparando todos los planes de consumo en pares, cuya interpretacién
es que ante dos planes de consumo z} y z?, suponemos que se cumple alguna
de las alternativas conforme a la siguiente definicion.

3.3. Hipobtesis sobre los conjuntos de consu-
mo.

En general, se supondrd que el conjunto de consumo X; = R C R,
satisface las siguientes propiedades.

a) Hipdtesis de continuidad. X; es cerrado.
Es decir, sea {z!} una sucesién infinita de consumos, si todos los ele-
mentos z! son factibles para el i — ésimo consumidor, y si {z?} — z?,
entonces 79 es factible.

b) X es cerrado.
Se intuye que por la hipétesis de continuidad (a), i.e. X es cerrado. Sin
embargo la sumatoria de conjuntos cerrados X;, no necesariamente es
cerrado en X, i.e. 2111 X;=X1+4+..+X,, = X, no es necesariamente
cerrado para X. Ver Ejemplo B.2.

Se sabe que en R’ la suma de una cantidad finita de conjuntos com-
pactos es un conjunto compacto y por tanto cerrado [Debreu:1959:20];
y también que la suma de un conjunto compacto y de un cerrado es
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un cerrado. Una de las formas de asegurar entonces que el conjunto de
consumo total va a ser cerrado, consiste en tomar los conjuntos de con-
sumo individuales compactos, o al menos algunos de ellos. Sin embargo
la condicién de acotacion no es necesaria para asegurar la propiedad de
continuidad de los conjuntos suma.

Debreu proporciona condiciones con las que sin necesidad de tomar
conjuntos de consumo individuales compactos, puede asegurarse la con-
tinuidad para el conjunto de consumo total. En este caso, Debreu
[1959:22] utiliza la condiciéon matematica (semi independencia positiva
de los conos asintéticos) sobre los conjuntos cerrados X;, ¢ = 1,...,m.
Para asegurar que X = )" X; es un conjunto cerrado. Esta condicién
ha sido probada a partir del Teorema B.1.

Hipétesis de cota inferior (£).

Si m; € Rf tal que x; < z; para todo x; en X;, o andlogamente tal
que X; C {z;} + Q. La justificacién de la teorfa econdmica para esta
hipdtesis es la siguiente:

Si la mercancia h — éstma es un input, x;, tiene una cota inferior en
cero. Si la h — ésima mercancia es un output, existe una cota superior
(en valor absoluto) para la produccién.

X tiene una cota inferior para <.

La hipdtesis de (c) es similar para el conjunto de consumo total.

Si (c) cumple para cada X;, entonces ' = > " ; es una cota inferior
de X para <. Reciprocamente se dice que si X esta acotado inferior-
mente para <, se puede observar que para todo X; existe una cota

inferior para <.

Sin embargo, si cada X; es cerrado, X no es necesariamente cerra-
do y se recurre a la siguiente proposicién.

Proposicién 3.1. Si cada X; es cerrado y ademas tiene una cota infe-
rior <, entonces X es cerrado.

Demostracion Proposicion 3.1.
De acuerdo al Teorema B.1., (Anexo B.1.), basta probar que los conos
asintoticos son positivos semiindependientes.

Paso 1. Se demostrara que ), AX; C X, donde X = 377, X;. Dado

0 € X;, existe para cada i, un vector 2? € X; tal que Y z¥ = 0.
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En virtud de la evidencia de la traslacion de los conos asintdticos
(Ver Anexo B.1., seccién B.1.2.), se tiene que AX; C X; — {zV}.
El resultado se deduce sumando sobre <.

AX; C X; — {2}
Aplicando sumatoria sobre i,
YuAXi Y X — {34}
como X =" X; y > af =0, se tiene que
YLAX, X

donde concluye la primera parte de la demostracion.

Paso 2. Finalmente se demostrara que z; € AX; para cada i,y Y . 2; =0

implica x = 0 para todo 7, por ser positivos semiindependientes.
Considérese uno de ellos, z. El vector i/ T; esta en > AX,
por lo tanto en X; para —z que, similarmente esta en —X. Si x
fuese distinto de cero, resultaria una contradiccién de X N (—X) =
{0}. K

e) Hipotesis de conectividad del consumo. X; es conexo
Esto de acuerdo a la Lema A.2.; significa que X; esta hecho en un
solo conjunto de consumo.

f) Hipdtesis de convexidad de Xj.
Sean 1, xs € X;, entonces la cesta de consumo x3 = ax;+(1—a)xs
es también un elementos de X; para cada a € [0, 1].

3.3.1. Preferencias.

Después de que el conjunto de consumo, i.e. X;, ha sido identificado,
el consumidor debe de comparar los diferentes planes que existen para
él. Esto requiere establecer una ordenacion entre todos los elementos
xr; € X;. Esta ordenacion se lleva a cabo mediante una operacion bi-
naria >=; sobre Xj;, es decir, comparando todos los planes de consumo
en pares, cuya interpretacién es que ante dos planes de consumo z} y
x?, suponemos que se cumple alguna de las alternativas conforme a la
siguiente definicion.

Definicién 3.10. Sea >=; una operacién binaria sobre X, si se cumple
solamente una de las siguientes alternativas para el consumidor ¢,
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2

i) z; es preferido a z7.

es indiferente a 7.
1

e

1
i
i) =}
iii) z? es preferido a z
La operacién binaria >; se denomina preferencia del consumidor.

En términos generales la relacién de preferencia x} =; z7, del i — esimo
consumidor se lee: para el consumidor i, el plan de consumo x} es la
menos tan preferido como el plan de consumo 7. [Mas-Colell: 1995:6]

Propiedades fundamentales de las preferencias.

Las preferencias >=; satisfacen las tres propiedades siguientes.

e Completitud. V(z},z?) € X;, o bien z} =; 2?, 0 x? =; z}, 0 ambos.
Este axioma garantiza que dos planes de consumo cualesquiera
pueden ser comparados.

e Reflexividad. Vz; € X;, x} =; x}. Cualquier elemento del conjunto
X, es tan preferido como si mismo.

e Transitividad. V(z}, 22, 23) € X, si o} =; 27 y 27 =; 22, entonces
x! =; x7. Elimina ciclos y genera coherencia en el proceso de
decision del ¢ — ésimo consumidor.

Definicién 3.11. Una relacién binaria >=;, que satisface las propiedades
de completitud, reflexividad y transitividad se denomina un preorden
completo.

A partir de un preorden completo, se pueden definir dos relaciones
binarias adicionales: la relacién de indiferencia y la relacién de prefe-
rencia estricta.

Definicién 3.12. La relacion de indiferencia se presenta como ~;.

Donde, dados dos planes de consumo (z},z? € X;), si se verifica que
1 2 .2 1

Ty 7 x; y Xy 7 x;, entonces

2!~ 2

(2 (3

y se dice que x} es indiferente a zZ. Dicho de otra manera, ambos planes

de consumo son igualmente valorados por el consumidor .
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Dada una relacién de indiferencia, resulta obvia que es reflexiva y tran-
sitiva; sin embargo, también es simétrica, es decir, x} ~; z? implica

;-
Definicién 3.13. Dado un consumo z; € X;, el conjunto
{I‘i € Xz | T; ~ xi},

. . . . !
es decir el conjunto de consumos en X; que son indiferentes a x,, se
. . . / . . .
llama la clase de indiferencia de x,. El conjunto de clases de indife-
rencia forma una particion de Xj.

Definicién 3.14. La relacién de preferencia estricta se represen-
ta por =;. Dados dos planes de consumo (z},2?) € X, si se verifica
que z; = x? y no z? = z}, entonces se dice que x} =; x?, i.e. z} es es-

trictamente preferido a z7. La relacién =; no es reflexiva ni simétrica.

Figura 3.1: Clase de indiferencia.

La Figura 3.1., ilustra el caso de una economia con 2 bienes. La curva
que pasa por el punto ] € X; representa la clase de indiferencia de
r} € X;, todos los puntos z? € X; situados por encima de la curva,
representan planes de consumo estrictamente preferidos a xll e X,.

Hipétesis de continuidad, convexidad y monotonia de las pre-
ferencias. !

Para poder complementar la teoria de eleccién del consumidor, es ne-
cesario introducir una estructura analitica que permita asociar a cada

I Algunas de las siguientes hipétesis son tomadas de las notas de clase del curso Equili-
brio General dictadas por el Dr. Elvio Accinelli, a excepcién de las que se haga referencia
a otros autores.
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clase de indiferencia un nimero real. Se dird que una clase de indiferen-
cia es preferida a otra si el niimero real asociado a la primera es mayor
que el de la segunda.

Continuidad.
La idea de continuidad puede ser ilustrada bajo el siguiente argumento.

Dados dos planes de consumo (z;, :E;) € X, tales que x; >; x; se pueden
definir entornos para estos puntos de tal forma que €(z;) y 6(z;) tales
que

Vz € e(zy), 2> :c;, y
Vs € 6(x;), s

Supuesto 1.1. Para todo z{ € X;, los conjuntos

M;(x)) ={z;i e Xi|z; = x}}
Pi(x)) ={z; € Xi|a) =i x:}

son cerrados.

El conjunto M;(z?) describe los planes de consumo que son mejores

que 2? y el conjunto P;(z?) describe los planes de consumo peores que
0

x; .

Convexidad.

La convexidad de las preferencias, puede formularse a partir de di-
ferentes grados de generalidad. Se establece que la convexidad débil
es el grado mas general establecido para esta propiedad, mientras que
la convexidad estricta es la definicién que contiene el menor grado de
generalidad. Entre ambas generalidades, se encuentra la definicion de
convexidad.

La nocién general de convexidad establece que en un consumidor con
preferencias convexas prefiere un plan de consumo que contenga una
combinacion da cada unos de los bienes en la economia, a otros planes
que no los contengan en alguna cantidad minima, maxima o nula. En
otras palabras, un consumidor con preferencias convexas gusta de la
variedad de bienes. Adicionalmente, la convexidad implica el supuesto
de la perfecta divisibilidad de bienes. A continuacion, se enuncian las
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distintas definiciones axiomaticas de convexidad.

Supuesto 1.2. Convexidad débil. Para todo (z;,z;) € X;, y pa-
ra todo A € [0, 1],

I

Ti 7 x; = [ A\z; + (1 — )\)x;] =i T

7

Bajo el Supuesto 1.2., ademas de dada la reflexibilidad, completitud y
transitividad, equivale a suponer que los conjuntos M;(x;) vy M;I;(z;)
son convexos. Adicionalmente junto a la continuidad de las preferencias,
implica que para todo x;, el conjunto M;(z;) es abierto y convexo y tiene
como frontera al conjunto /;(z;) que es cerrado y conexo. El Supuesto
1.2. admite la posibilidad de que el conjunto I;(x;) sea ancho es decir
que contenga puntos interiores.

X2

Xi

M;(x;)

Pi(x;)
< 1i(x;)

Figura 3.2: Clase de indiferencia bajo el Supuesto 1.2.

Supuesto 1.3. Convexidad. Para todo (z;,r;) € X;, y para todo
A e (0,1],

Ti i x; = [ A\z; + (1 — )\)x;] —i X
El Supuesto 1.3, junto a la continuidad en las preferencias, implica
que si x; no es un punto méaximo en relacién >;, el conjunto I;(x;) no

mantiene puntos interiores. Sin embargo, es accesible la posibilidad de
que el conjunto I;(x;) este formado por una serie de segmentos.

Supuesto 1.4. Convexidad estricta. Para todo (z;,2;) € X;, y para
todo A € (0,1),

Ti 7 x; = [ A\z; + (1 — )\)x;] —; m;
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X2

Figura 3.3: Clase de indiferencia bajo el Supuesto 1.3.

El Supuesto 1.4. elimina la posibilidad de tramos lineales en el con-
junto Iz(x;) garantizando asi que cualquier tangencia de un hiperplano
con una clase de indiferencia solo puede ocurrir en un solo punto, sin
embargo este supuesto no garantiza la diferenciabilidad del conjunto
I;(z;) en todos sus puntos.

Xy X2

X X1

Figura 3.4: Clase de indiferencia bajo el Supuesto 1.4.

Monotonia.

Para finalizar las hipdtesis que se introducen sobre las preferencias se
formularan los supuestos de no saciabilidad. Al igual que el caso de la
convexidad, se pueden definir, tomando en cuentas diferentes grados de
generalidad. La no saciabilidad es la definicién mas general, mientras
que la monotonia es la definiciéon que contiene el menor grado de gene-
ralidad. En medio de las definiciones anteriores, se puede encontrar de
no saciabilidad local y de semimonotonia.

Supuesto 1.5. No-saciabilidad. Para todo z; € X; existe un :E; € X;
tal que x; i Ty
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El Supuesto 1.5., recoge la idea de que un consumidor, dado un plan,
siempre puede encontrar algiin otro mejor. Sin embargo, senalando la
afirmacién contraria, se puede establecer que existe un punto z{ en X;
que es preferible a cualquier otro punto en X;. El punto z? es un punto
de mdzima felicidad y esta situacién, es precisamente la que se trata
de excluir.

X2

X1

Figura 3.5: Preferencias bajo el Supuesto 1.5.

Suponiendo que el punto x? es un punto de saciedad o de mdzima feli-
citdad. Las clases de indiferencia del consumidor, son como se muestra
en la Figura 3.5. El mejor punto siempre sera x? y todo punto que se
aleje de él, se encuentra en clases de indiferencia mas bajas. En este ca-
so las clases de indiferencia, tiene pendientes negativas, cuando se tiene
una cantidad demasiado grande o demasiado pequena de ambos bie-
nes, y una pendiente positiva cuando tiene demasiado de uno de ellos.
Cuando tiene una cantidad demasiado grande de uno de los bienes, este
queda convertido en un mal, por lo que la reduccién del consumo del
bien malo, lo aproxima al punto z?. En cambio, si tiene una cantidad
demasiado grande de ambos bienes, entonces ambos son males; por lo
tanto una reduccion en el consumo de cada uno de ellos, lo acerca a su
punto z? [Varian:1995:45].

Supuesto 1.6. No-saciabilidad local. Sea N,(x;) un entorno de
centro x; y radio «. Para todo x; € X; y para todo escalar a > 0 existe
algtin z; € Nu(z;) N X; tal que x; =; ;.

El Supuesto 1.6., matiza la afirmacién del Supuesto 1.5.; ya que para
planes de consumo arbitrariamente cerca, existe otro plan de consumo
arbitrariamente cerca que es mejor. Este supuesto implica que las cur-
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vas de indiferencia no pueden ser anchas.

Supuesto 1.7. Semimonotonia. Para todo z; € X;, existe algin
J (que puede depender de ;) tal que (x; + ¢/) =; x; para todo > 0y
donde ¢/ € R representa un vector de ceros, excepto en la j — ésima
posicion donde hay un uno.

El Supuesto 1.7. establece que dado un plan de consumo, siempre es
posible construir un plan mejor, aumentando la cantidad de alguno de
los bienes.

Supuesto 1.8. Monotonia. Sean (z;,7;) € X; tales que x; >> ;.
Entonces ; es preferido a ;.

El Supuesto 1.8. establece que cuanto mas es mejor. Este supuesto
es muy restrictivo, ya que exige que el individuo mejore consumiendo
cantidades adicionales de mercancias, ver la Figura 3.4. Existen dos
versiones para este supuesto: monotonia débil (menos exigente) y mo-
notonfa fuerte (mas exigente) [Varian:1995:115].

S.1.8". M. débil. Si z; > a:;, entonces z; =; x;

Este supuesto establece que un plan de consumo z; que contenga
. . , ’
al menos la misma cantidad de mercancias que otro z;. Entonces
’
x,; es al menos tan bueno que z;.

S. 1.8". M. fuerte. Si z; > x;, entonces x; >; x;
La monotonia fuerte, manifiesta que bajo un plan de consumo
x; que contenga por lo menos la misma cantidad de todos los bie-
nes que otro plan z; y mas de alguno de ellos es estrictamente
mejor que éste. Este supuesto establece que todos los bienes son
deseables para el consumidor.

3.4. Funcion de utilidad.

El objetivo de presentar los supuestos anteriores, consiste en generar
una estructura analitica que permite asociar a cada clase de indiferen-
cia en numero real; debido a que si una clase de indiferencia I;(x;) es
preferida a otra I;(z;), es debido a que el niimero real asociado a la
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primera, es superior a la segunda.

Si se tiene que un conjunto de preferencias completamente preorde-
nado por =;, entonces el objetivo es encontrar una funcién creciente
en este conjunto que sea expresién de las clases de indiferencia, si esta
funcién existe, se denomina funcién de utilidad. [Debreu: 1959:56]

Definicién 3.15. Una funciéon w; : X; — R representa el preorden
de preferencias =; si y sélo si, V. (z;, a:;) € X, se verifica que

wi(x:) > ui(x;) & @ =

Donde la funcién u; se denomina funcion de utilidad para el consu-
midor 2.

Debreu, establece que no todas las preferencias pueden ser represen-
tadas por una funcién de utilidad, sin embargo puede demostrarse el
siguiente resultado.

A continuacion se estudia el problema de existencia de una funcién de
utilidad. Para esto tomando en cuenta la continuidad sobre las preferen-
cias, se tiene que para todo x; € X;, los conjuntos {z; € X; | x; =; x;}
yv{r, e X; |z = x;} son cerrados en X;. Como se supone que el Su-
puesto 1.1, satisface la hipotesis de continuidad, se enuncia el siguiente
teorema,

Teorema 3.1. Sea >; una relacién de preferencias definida sobre un
subconjunto conexo de R’. La relacién >; puede ser representada a
través de una funcion de utilidad continua, si y sélo si, =; es reflexiva,
completa, transitiva y continua.

Demostracion Teorema 3.1.
La demostracién se basa en la existencia de un subconjunto numerable
D C X, que es denso, para esto, nos apoyamos en el siguiente Lema

Definicién 3.16. Sea (X;,7) un espacio topolégico, D C X; se di-
ce que es un conjunto denso en X, si y solamente si D = X;, es decir
la clausura topolédgica del conjunto es todo el espacio.

Lema 1.8. Un conjunto es D denso en X, si y solo si para todo abierto
no vacio A C X; se verifica que AN D # ().
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Demostracion Lema 1.8.
Sea D C X; y A un subconjunto abierto. Sea x; € Ay E(z;) C A4;
puesto que z; € D se tiene que E(x;) N D # () y, por tanto,

DNA#0.

reciprocamente, se supone que todo abierto no vacio tiene interseccion
no vacia con D. Sea x; € X; y E(x;) un entorno de x;; puesto que E(x;)
es abierto

y z; € D, lo que prueba que D es denso. X

La demostracién para el Teorema 3.1. se planteara en cuatro etapas.
En la primera etapa se muestra un resultado preliminar auxilidndose
del Lema 1.8.; en el paso 2, se define en D una funcién de valor real
creciente. En la etapa 3 esta funcion se extiende de D a X;; finalizando
el paso 4 con la demostracién de que la funcion asi definida es continua.

. / " . " / .
Paso 1. Si x;,z; € X, satisfacen que z; >; =, existe un z; € D tal que
" /
X; =i Ty 7 Ty
Para proceder a demostrarlo, se consideran los dos conjuntos,

P(x;) ={z; € Xi | & =, 1’;} y M;(z;) ={z; € X; | x;/ =i Ti}

Estos conjuntos, son disjuntos, no vacios y por el Supuesto 1.1.
cerrados en X;. Puesto que X; es conexo no puede ser su unién,
de modo que

Py(x;) U M;(x;) # X;

Procediendo por el método de contradicciéon. Suponiendo que no
hubiera ningin z; € D con la propiedad deseada; esto significa
que D C Py(z;) U M;(z;). En virtud de 2) del Apéndice A.1.3, se
sabe que si D C X; o andlogamente D;(x;) U M;(z;). Sin embargo,
el conjunto P;(z;) U M;(x;) es cerrado, puesto que es la unién de
dos conjuntos cerrados. Por lo tanto se tendria que D C Py(x;) U
M;(x;), o, puesto que D = X; (Lema 1.8.),

lo cual es una contradiccién.
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Paso 2. Funcién de utilidad en D.

La funcidn de utilidad a ser definida en D (conjunto denso) se
designara por u'(+). Tomado dos niimeros a, b € R, tales que b > a,
se procedera de la siguiente manera si,

minimo 1% = u'(2%) = a
DER S s L
maximo xf = u (z”) =10

Extrayendo de D todos los elementos indiferentes a 2% y 2, se
llamara D" al conjunto restante. Por lo tanto, por el paso anterior
D’ no tiene elemento minimo ni méximo.

./ . ! . /
Se define una funcién creciente de D sobre el conjunto () de
nimeros racionales? en el intervalo ]a, b[ como sigue.

1
u u numer u men ueden ser ordena-
Puesto que D es erable sus elementos pueden ser ordena
dos (', 2%, ....xP. ...): este ordenamiento no estd relacionado con
) b ) b )

el preorden >.

. . ’
Similarmente ) es numerable y sus elementos pueden ser orde-
nados (r!, 72, ..r% ...); este ordenamiento no esta relacionado con

el orden <.

Los elementos de D’ seran considerados como z?, donde se asocia-
ra con un elemento de Q" de tal forma que se genera un elemento
r% de tal forma que el pre-orden se conserve y que todo elemento
Q" acabe de ser tomado.

. ’ s’ /
Considérese z'; y témese ¢, = 1, entonces evaluando en u (),
!
tenemos que u (x!) = r.

Considérese z?; efectuando la particién de D" es los siguientes
conjuntos: la clase de indiferencia de x!, los intervalos | <, z'[ y
]z, — [. Donde pueden ocurrir dos casos:

. , /
1. Si 2> ~ ', témese ¢ = ¢i, entonces, evaluando en u ()
/

tenemos que u (2?) = re2,

2. Si 2% esta en uno de los dos intervalos, digamos por ejemplo
| <=, [, entonces si es asi, consideramos el intervalo corres-

. / . , .

pondiente a |a,r![, de @ y se selecciona el nimero racional

2Q'={T=§|p7q€Z; q# 0}
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Paso 3.

mas inmediato de menor rango, qo = 2 de tal forma que r%,

de tal forma que evaluando en u'(-), se tiene que u (z?) = r%.
En general si se considera 2?, se efectia la particién de D’ en los
siguientes conjuntos: las clases de indiferencia de !, 2%, ..., 2P~ !,
los intervalos de la forma | <, zP'[, o |aPm, aPm+1] o JaPr—1, — |
donde m < n implica que 2P > zP™ (el numero de intervalos
no vacios asi obtenido es a lo mucho p). Donde también pueden
existir dos casos.

1) Siaz? ~ 2P donde p > P, témese 4 = gy, evaluando, se tiene
que u (xP) = 1%,
2) Si 2P esta en alguno de los intervalos, tomando por ejemplo

]xp/ : o [, considerando el intervalo correspondiente |r%", r%" |
de Q' y se selecciona en él el nimero racional de menor rango
inmediato, siendo este r%, evaluando en u'() se tiene que
u'(zP) = ri.

Por lo tanto, bajo estos argumentos es evidente que la funciéon
u'() es creciente, con el procedimiento de seleccion del niimero
racional de menor rango, todo esto valido para todo elemento de
Q' que acaba de ser tomado.

Extensién de D a X;.
La funcién de utilidad a ser definida en X; se designara por u(-).
Si 2’ es un elemento de X;, se escribe Dy = {zx € D | 2" = 2} y

Dxlz{x€D|:r;§x'}.

Si z es un elemento minimo de X;, témese u(x) = a. Si = es
un elemento maximo de X;, témese u(z) = b. En los casos restan-

tes, considérense Sup(u'(D,)) e Inf(u'(D%)).

Se demostrara que estos dos ntimeros son iguales.

1) Siz' es un elemento de D, y 2" un elemento de D?, se tiene
x" =2’ Porlo tantosi v € u'(D*) y r"'(D,) se tiene v > 1.
De esto se deduce facilmente que Sup(u' (D)) < Inf(u' (D).
2) Sup(u'(D,)) < Inf(u' (D)), sin embargo, este caso no puede
ser posible, debido a que cualquier nimero racional que se
encuentre entre ambos valores, no seria un valor tomado por
u'(x).
Tomando u(x), como el valor comtin del Sup(u'(D,)) e Inf(u (D%)).
Resultara evidente que si x € D, entonces se tiene que u(x) =
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u'(x); y por lo tanto u(-) es una extensién de u'(-) de D a X;; en
particular

Q' cu(X;) C [a,b],

donde se puede comprobar que por el Paso 2, u(-) es creciente.

Paso 4. Continuidad de u(-)

Se demostrara que si ¢ € R cualquiera, la imagen inversa de [¢, — |
dada por u(-) es cerrada en X;. En virtud de la definicién de
continuidad, se habrd demostrado que u(-) es continua en X;. Si
t € R, se escribira

Xi={zeX;|tzul)}y X ={r e X;|ulx) =t}

Evidentemente, basta considerar el caso en que ¢ pertenece a |a, b|.
Entonces el intervalo [c,— | es la interseccién de los intervalos
[r,— [, donde r € Q" y ¢ = r. Tomando las imagenes inversas
dadas por u(-), se obtiene X{ = MV X Sea x un punto de X;
tal que,

w(z)=r;, X' ={z eX;|z =z}

que es cerrado en X; en virtud del Supuesto 1.1. Por lo tanto X7,
como interseccién de conjuntos cerrados en X;, es cerrado en Xj.

Esto concluye la demostracién. X

A continuacién, siguiendo a Varian [1992:116] se formula un resultado
que es equivalente al Teorema 3.1., el cual se demuestra en la Teorema
3.2., v el cual enuncia la existencia de la funcién de utilidad.

Teorema 3.2. Se supone que la relacion de preferencia >; definida
sobre X; C R’ es reflexiva, transitiva, completa, continua y satisface
la monotonia fuerte. Entonces existe una funcién de utilidad continua
u; : RY = R que representa esas preferencias.

Demostracion Teorema 3.2.

Sea e € R! un vector ¢ — dimensional formado tinicamente por unos.
En este caso, dado un vector x; € X;, sea u(x;) un nimero tal que
x; ~; u(z;)e. Se tiene que demostrar que existe un nimero y € R que
es unico.

Sea B={teR|ter; z;} yW =(t € R| x =; te). En este
caso la monotonia fuerte implica que B no es un conjunto vacio; W
tampoco lo es, desde luego, ya que tiene al menos un elemento, 0. La
continuidad implica que los dos conjuntos son cerrados. Dado que la
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linea real esta conectada, existe algun ¢, tal que t,.e ~; ;. Se proce-
de a demostrar que esta funciéon de utilidad representa, de hecho, las
preferencias subyacentes. Sea.

u(x;) =ty donde tpe~;x;, y u(ly)=t, donde tye~;y

En este caso, si t;, < t,. la monotonia fuerte demuestra que t,e > t,,e
y la transitividad demuestra que

tye ~y > x; ~; tye

Del mismo modo si x; > y, entonces t,e > t,e, por lo que t,, debe ser
mayor que t,. X

3.5. Restriccion presupuestal.

Dado un sistema de precios p y un plan de consumo z;, el gasto del
1 — ésimo consumidor es el producto p - x;. En razén de las convencio-
nes de signo propuestas por Debreu sobre las coordenadas de x; y p,
el producto interior p - x; es la suma de todos los desembolsos menos
la suma de todos los ingresos. Evidentemente el gasto p - x; debe ser
a lo mucho igual al ingreso del ¢ — ésimo consumidor, un nimero real
m;. Este concepto de ingreso corresponde a la nocién del valor presente
de mercancias que el consumidor 7 posee, descontando las deudas de
las que es objeto de cobro. La m-upla (m;) se llama distribucién del
ingreso entre los consumidores, i.e. m = (m;) € R™, y m; € R.

Antes de establecer la restricciéon presupuestal para el consumidor, se
definira las dotaciones iniciales privadas de cada mercancia.

3.5.1. Recursos de la economia.

Los recursos totales de la economia son las cantidades de mercancias
dadas a priori que estan a disposicion de los agentes consumidores.
Estas cantidades pueden ser representadas por niimeros positivos o ne-
gativos. Bajo esta convencién los recursos totales se representan por un
punto w de R, el espacio de mercancias.
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Definicion 3.17. w; es un vector de mercancias para el 1 — ésimo con-
sumidor, la dotacién inicial privada es un elemento del conjunto de
consumo del consumidor i, i.e. w; € X; C R.

Definicién 3.18. La dotacion inicial privada total o recursos
totales para los consumidores i = 1, ..., m, se denota por

m
o=
i=1
donde w € R™.

Adicionalmente, debido a que se esta trabajando sobre una economia
de propiedad, se establece la regla institucional de propiedad sobre la
produccion, esto es: se dice que el consumidor ¢, es accionista o man-
tiene un grado de propiedad sobre la firma ;. De esta manera, 0}
es el porcentaje de participacién en la firma j siendo propietario en este
grado el consumidor 7. Estas participaciones sobre la propiedad son no
negativas y la suma es la unidad.

6; 207 Vi,j, y

zm: 0i=1 Vj.
=1

De esta manera, se esta en condiciones de poder definir el ingreso del
consumidor de la forma siguiente:

Definicién 3.19. Para todo consumidor 7 = 1, ..., m, se define
mi(p) =p-w+ Y _ 0im;(p)
j=1

como el ingreso del consumidor j en el vector de precios p. Ademas
se asume que w; >> ;, teniendo que p - T; < m;(p) para p dados.

Resumiendo: Dado el sistema de precios p y su nivel de ingresos m;,
un numero real, el ¢ — ésimo consumidor elige un consumo z; € X;, de
tal forma que su gasto p-x; satisfaga la restriccion de riqueza p-z; < m;.

Cuando p # 0 se tiene la siguiente situacién geométrica. El hiperplano
{a € R*| p-a=m;} se llama hiperplano de riqueza. La restriccién
p-x; S m; expresa que x; debe estar en el semiespacio cerrado debajo
del hiperplano de riqueza.
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Dado un par precio-riqueza (p,m) arbitrario, el conjunto {z; € X; |
p-x; < m;} en el que el i — ésimo consumidor debe elegir puede ser
vacfo; sin embargo se tomara como S; como el conjunto (p, m) en R*™
para el cual no es vacio.

Definicién 3.20. S; se define por
S;={(p,m) e R"™ |3z, € X; tal que p-x; <my}

De esta manera, se define la correspondencia presupuestal de la
siguiente manera:

Definicién 3.21. Asi como cada par precio-riqueza (p,m) en S; se
asocia como el conjunto no vacio

Bilp,m) ={z;, € Xi | p-x; < my;}

Bajo las definiciones 3.20 y 3.21 queda definida una correspondencia

De hecho S;(p, m;) depende tnicamente de p y m;, es definida de esta
manera para analizar mas adelante la suma de demandas individuales.

3.5.2. Continuidad de la correspondencia presu-
puestal.

Las definiciones C.2. y C.4., son aplicadas tnicamente en el caso en
que X; es compacto. Se vera mas adelante, que bajo ciertas hipédtesis
mas débiles, el conjunto de consumo puede reemplazarse por un cierto
subconjunto de X; no vacio y compacto.

Teorema 3.3. Si X; es compacto, convexo y si (p’, m®) es un pun-
to de S; tal que mY # Min p"- X, entonces f3; es continua en (p°, m").

Se puede decir que dado un conjunto de consumo X; compacto y con-
vexo, y un par de precio-riqueza (p°,m°) en S;, siempre que se excluya
el caso donde m? = Min p°- X;, es decir, donde la riqueza es tan
pequena que no existiria ningin consumo posible que cumpliera con
la restriccion presupuestal, por lo tanto [3; sera continua en el punto

(p°,mP).
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La Figura 3.6. ilustra cémo S3; puede no ser continua sim{ = Min p°- X;.
El conjunto X; es el cuadrado cerrado de lado 2. Considerando p° =
(0,1) y m? = 0; el hiperplano correspondiente es la linea recta 0, 1. El
caso, donde m? = Min p°- X; se presenta, no existe ningtin punto de
X, debajo del hiperplano de riqueza.

Sea a el punto (1,0) y se hace tender (p,m;) — (p,m?) de tal for-
ma que el hiperplano correspondiente gire alrededor de a como en la
Figura 3.6. Si p # p° el conjunto 3;(p, m) es la regién sombreada cuyo
limite es el segmento cerrado [0, a]. Sin embargo, 3;(p°, m°) es el seg-
mento cerrado [0, 2al.

2
X;
\ p° \
I/ p
0 a 2a 1

Figura 3.6: Continuidad de la correspondencia presupuestaria.

Demostracion Teorema 3.5.
Se demostrara que (1) §; es s.c.s. en (p®, m°), (2) es s.c.i. en (p°, mP°).

(1) El grafico de f3; es, por definicién,
{(p,m,2;) € S; x X | p- 2 < my}

Es evidente que el conjunto es cerrado en S; x X;. Por lo tanto en
virtud de la Proposicion C.4., (; es s.c.s. en S;.

(2) Sea {p?,m?} una sucesién de puntos de S; que tiende a (p°, mP),
y sea ¥ un punto en 3;(p°, m°), es decir, 2% € X; y p° - 2? < m).
Debe demostrarse la existencia de una sucesiéon {z7} de puntos
de X; tal que z! — 2¥ y, para todo ¢, 2! € Bi(p?, m9), es decir,
p? -zl < ml. De esta manera, se consideran dos casos.
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. !
2.1) p° - 29 < m{. En consecuencia, resulta que un entero ¢,

p?- 2 < m?. De esta manera, la sucesién {z!} se define de la
siguiente manera:

Si ¢ < ¢, témese como x? un punto arbitrario de 3;(p?, m?).

Si ¢ > ¢, témese ¢ = 2¥. Por lo tanto se concluye que {z?}
tiene las propiedades deseadas para la demostracién.
2.2) p - 2% = m?. Por hipétesis Elx; € X; tal que p° - x; < m). Por
lo tanto para todos los ¢ mayores que cierto entero ¢,
pa; <miyptex; <ptead
Considerando el punto a? en el que la recta z;, 20 intersecta
al hiperplano (p?,m?). Ver Figura 3.7.

Figura 3.7: Continuidad de la correspondencia presupuestaria II.

! .
Se comprueba que para todo ¢ mayor que ¢ , existe un punto
a? que es tnico y tiende a z¥. Se define, entonces la sucesién
{z?} de la siguiente manera:

Si ¢ < ¢, se toma a ! como un punto de f;(p?, m9)
Siq>q yalc|r;,a?, se toma ! = al.

Siqg>q yal ¢ [z,2V], se toma 2?7 = 20 (ya que a? no

necesariamente esta en X;). X
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3.6. Optimizacién de las preferencias.

Dado un par precio-riqueza (p, m) en S;, el i — ésimo consumidor elige
en el conjunto no vacio §;(p,m), un conjunto x; es éptimo de acuerdo
a sus propias preferencias, es decir, selecciona un plan de consumo que
maximiza el preorden de preferencias >;.

Formalmente: Dado el par de precio-riqueza (p, m) en S;, el i — ésimo
consumidor elige dentro del conjunto f;(p,m), un elemento maximo
para su preorden de preferencias >;. La accion resultante se llama con-
sumo de equilibrio del ¢ — ésimo consumidor relativo a (p, m). Cuando
p # 0 se obtiene la siguiente situacion geométrica. Si z} es un elemento
méximo de G;(p, m), el conjunto {z; € X; | ; >; x}} no tiene un punto
en comun con el espacio cerrado debajo del hiperplano de riqueza H. La
Figura 4.9. ilustra el caso donde X es el ortante no negativo. La clase de
indiferencia de =] se muestra como una linea quebrada que pasa por z;.

El conjunto {z; € X; | x; »=; x}} es tnicamente la regién sombrea-
da, solamente excluyendo la curva de indiferencia.

Si xf es un consumo de equilibrio relativo a (p,w), entonces es un
elemento maximo para >; sobre

{r,eXs|p-a;Sp-aj}

H

Figura 3.8: Plan de consumo éptimo.
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Formalmente se definira el consumo de equilibrio de la siguiente mane-
ra:

Definicién 3.22. El plan de consumo z; es un consumo de equili-
brio del i — éstmo consumidor relativo al sistema de precios p si es un
elemento maximizador de {x; € X; | p-x; < p- x}} para =;.

Dado un par arbitrario (p,m) en S;, B;(p, m) puede no tener un ele-
mento maximo. Sea por lo tanto, S; definido de la siguiente manera;

Definicién 3.23.
S; ={(p,m) € S;| Bi(p,m) tiene wun elemento maximizador para >}

S; es el conjunto de (p,m) en S; para los que el conjunto de elemen-
tos maximos de 3;(p,m) no es vacio. Por evidencia se sabe que S; es
un cono de vértice 0, excluyendo al punto 0, si y sélo si, el © — ésimo
consumidor es localmente no saciable.

Asf cada par precio-riqueza (p, m) en S; se asocia el conjunto no vacio
£(p, m) de consumos posibles 6ptimos bajo la restriccién de riqueza de-
finida por (p,m). Ademas se establece que todos los puntos de &;(p, m)
son indiferentes.

Definicién 3.24. La correspondencia &; : S; — X, se llama corres-
pondencia de demanda del i — ésimo consumidor y se define por

§ilp,m) = {z; € Bi(p,m) |z =; 7, i € Bi(p,m)}

Definicién 3.25. La correspondencia de demanda total, ¢ : ()", S; —
X se define por £(p,m) =" &(p,m).

Dados dos pares precio-riqueza (p',m') y (p?,m?) en S;, se dird que
(p', m') es preferido (o indiferente) a (p?, m?) para el i —ésimo consumi-
dor si un punto de &(p*, m') es preferido (o indiferente) a un punto de
&(p?, m?). Si hay una funcién de utilidad u; en X;, la utilidad méaxima,
cuando el par precio-riqueza es (p,m) en S; se designara por wu;(p, m).

Definicién 3.26. Si existe una funciéon de utilidad w;, la funcién
de utilidad indirecta correspondiente del i — ésimo consumidor,
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u; + S; — R, la cual se define por u;(p,m) = Max  w;(Bi(p,m)).

La analogia entre la Figura 2.4. y 3.8. sugiere que, dado (p,m) en
! ’ . . ’
S;, de esta manera z} es un elemento méaximo de fS;(p, m), si y sélo
si 7 minimiza el gasto p - x; en el conjunto {z; € X; | z; =; =} de
una serie de consumos posibles que son al menos tan deseados como ;.

En el punto =} se puede observar la unificacién entre la teoria del con-
sumo y la produccion.

A continuacion se reformula el problema del consumidor de una for-
ma mas precisa y mas general.

’ /

En (a), (a), (b), (b), (p,m) designa a un punto dado de S;, =} un
punto dado en X;, y x; un punto arbitrario de X;.

Considérese en primer lugar la hipotesis:

(a) p-x; £ m; implica o} =; x;.

Esto corresponde a una generalizacién de la definiciéon de z} como
un elemento maximizador de §;(p,m), debido a que esta ultima
relaciéon implicaria ademas que p -z} < m;

El inciso (a) es equivalente a:

(a') x; =; 2 implica p - z; > m;

Se considera en segundo lugar la hipdtesis siguiente:

(b)) x; =; o implica p - z; = m;.

Es una generalizacion de la definicién procedente de z} co-
mo minimizador del gasto en el conjunto {z; € X; | x; =; 27}
puesto que esta ultima implica que p - ] = m,.

(b') es equivalente a:
(b) p-x; < my;implica z7 >; x;

La minimizacion del gasto implica la satisfaccion de las preferencias
siempre que el caso m; = Min p- X, sea excluido.
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La Figura 3.9. muestra como la implicaciéon puede no ser valida si
m; = Min p-X;. El conjunto X; corresponde al cuadrante cerra-
do 1,0, 2. Se han establecido tres curvas de indiferencia. Considerando
p=(0,1) y m; = 0; el caso que se desea excluir aparece.

El conjunto §;(p,m) es la semirecta cerrada 0,1 y es evidente que el
punto 7 = (1,0) no es un elemento maximo de (;(p, m) para >;. Sin
embargo, x; minimiza el gasto en el conjunto {z; € X; | z; =; z}} es
representado por la regién gris.

Figura 3.9: Plan de consumo éptimo.

Teorema 3.4. Si la hipdtesis de continuidad es valida y se excluye
m; = Min p-X;, entonces (b) implica (a).

Demostracion Teorema 3.4.

Puesto que se ha excluido m; = Min p- X, existe un punto z} € X;
para el que p - x; < m;. Para demostrar el teorema es suficiente probar
que si 27 en X, satisface la igualdad p - 2 = m;, entonces z} =; 2.
Para esto se considera un punto cualquiera x; en el segmento cerra-
do [z}, x?] distinto de z7. Por evidencia p - x; < m;, por lo tanto, se
establece que por (b), =} =; x;. Por ello z? es adherente al conjunto
{z; € X; | 2} =; z;}. Puesto que en virtud de la hipétesis de continui-
dad, este ultimo es cerrado, posee a z7. X

El preorden de preferencias >; satisface la hipdtesis de convexidad débil.

. . ! .
Dado un par precio-riqueza (p,m) en S; el conjunto &;(p, m) de consu-
mos posibles 6ptimos para (p,m) es convexo. De esta manera si 2} es
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un elemento maximizador de 3;(p, m) para >;, entonces &(p,m) es la
interseccion de f;(p,m) y {x; € X; | ; =; z}}, los cuales ambos son
CONVEXOS.

Cuando la hipotesis de convexidad débil es valida para todo ¢, y cuan-
do (p,m) estd en (-, S;, el conjunto &(p, m), como suma de conjuntos
CONVEXO0s es Convexo.

Teorema 3.5. Si las hipotesis de convexidad son validas para =; y
si ¥ no es un consumo de saciedad, entonces (a') implica (b).

Demostracion Teorema 3.5.

Puesto que z} no es un consumo de saciedad, existe un punto x} en
X; para el que x} =; x}. Para demostrar el Teorema basta con probar
que si z? en X; satisface 22 ~; x}, entonces p - 2 = m;. Para esto se
considera un punto cualquiera z; del segmento cerrado [z}, #?], distinto
de x2. Por la hipétesis de convexidad se tiene que x; =; z}, por lo tanto,
por (a'). p-x; > m;. En virtud de la continuidad de p - x; se obtiene

p-xfzmi-

. ! / ;.
Corolario 1.6. Dado (p,m) en S;, sea z; un elemento maximo de
Bi(p, m) para >=. Si la hipétesis de convexidad es vélida para =; y si z}

. ’
no es un consumo de saciedad, entonces p - z; = m;.

Demostracion corolario 1.6.

Por definicién se tiene que p - 7 < m,;. Puesto que (b') se cumple en
virtud de el Teorema 3.5., y puesto que ademas se tiene que x; =i T
se tiene que p- = m,.

Si el objetivo del consumidor es satisfacer la desigualdad p - z; < m;,
el consumo x} que se selecciona, satisface la igualdad p - 7 = m,. Su
gasto es igual a su riqueza. Por consiguiente, si (p,m’) estd en S;, y si
m; > m;, la riqueza m’ es preferida a la riqueza m;. X



Capitulo 4

Existencia del equilibrio.

4.1. Introduccion.

En esta seccion se realizan una serie de definiciones sobre el tipo de
economias que son necesarias para a demostracion de la existencia del
equilibrio, adicionalmente se formaliza el concepto de estados reali-
zables de la economia y las respectivas propiedades que hereda a los
conjuntos de produccién y consumo. Se estudian las caracteristicas de
un resultado preliminar sobre la existencia del equilibrio auxilidndose
del supuestos de la libre disposiciéon de mercancias, para posteriormen-
te finalizar con una demostracion mucho més general que mantiene el
objetivo del estudio de la existencia del equilibrio en una economia de
propiedad privada. Las referencias basicas generadas en este capitulo
pertenecen a Gérard Debreu [1959], con algunas adecuaciones genera-
das por el autor del presente documento.

4.2. Economias.

Definicién 4.1.Una economia es definida por
E = {(le i wi)?il ) (}/J)?:l}

Mientras que un estado para la economia E es una (m +n) — upla de
puntos de R% i.e. (Z1, ..o, T Y1, s Um) = (1), (y;)) de (Re)mm

que satisface z; € X; para cada i = 1,...,m e y; € Y, para cada
j=1,...n.

23
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Definicién 4.2. Dado un estado ((x;), (y;)) de E, el punto x — y se
llama demanda neta.

Donde en x — y se cancelan todas las transferencias de mercancias
de los agentes en la economia.

Si x; € X; para todo i e y; € Y; para todo j, la demanda neta z —y
pertenece al conjunto X — Y, ie. (x —y) € (X =Y.

Definicién 4.3. Dado un estado ((;), (y;)) de E, el punto x —y — w
se designa por z y se llama demanda excedente.

Si x; € X; para todo 7 e y; € Y; para todo j, entonces z € Z don-
de Z=X-Y —{w}.

Definicién 4.4. Un estado ((z;), (y;)) de E es un equilibrio de mer-
cadosi z=0,ie. v —y =w.

Definicién 4.5. El conjunto de los equilibrios de mercado se
definen de la siguiente forma

M = {((z:), (y;)) de E|z=0;

4.3. Estados realizables.

Definicién 4.6. Se dice que un estado ((z;)(y;)) de E es realizable
si

a) z; € X; para todo i, y; € Y; para todo j, x —y = w
a) A= (I1X:) x (ITY;) N M.

Donde el conjunto de estados realizables de E es un subconjunto de
RAm+1) designado por A.

Definicion 4.7. Dada una economia FE, se dice que un consumo z;
para el ¢ — ésimo consumidor es realizable si existe un estado rea-
lizable cuyo componente correspondiente a ese consumidor es x;. El
conjunto de sus consumos realizables se designa por X,. Anélogamente
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se designa un conjunto para el j — ésimo productor.

XlAHREDXZ
Y;: A— R DY

4.3.1. Propiedades de los estados realizables.

Las propiedades del conjunto A de los estados realizables de una eco-
nomia F seran estudiados.

Es claro que A es no vacio, si y solo si, w € X — Y. Esto puede ser
escrito como 0 € Z.

Proposicién 4.1. Dada una economia F, si cada X; y cada Y; es
cerrado, entonces A es cerrado .

Lema 1.1. La intersecciéon de cualquier nimero de conjuntos cerra-
dos es un conjunto cerrado.

Demostracion.
Sea {A;} una clase de conjuntos cerrados y sea A = N;A;, por Leyes de
Morgan se tiene que,

CA =C{n;A;} = U;CA;
Donde C denota el complemento,

Asi, CA es la unién de los conjuntos abiertos, consecuentemente CCA =
A, el cual es cerrado. X

o . . ! . . .
Adicionalmente, se tiene que por « ) la interseccién de dos conjun-
tos cerrados, es cerrada.

Proposicién 4.2. Si cada conjunto X; y cada conjunto Y; de una eco-
nomia F son conjuntos convexos, entonces la interseccién A es convexa.

Demostracion.
Si se toman dos conjuntos convexos ([ [, X;) x (H] Yj> y M en R. Se
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procede a demostrar que A es un conjunto convexo.

Para demostrar esto, consideramos dos puntos, z;,y; € ([[, X;) X
(Hj YJ> N M. Se tiene ademas que para todo numero real A € [0, 1],
donde a = Az; + (1 — N)y;.

Ademas que satisface que a € A. Sea entonces t € [0, 1], puesto que
x;,y; € A, entonces z;,y; € ([[; Xi) x <H] Y;), y como ([, X;) x

(Hj YJ> es convexo, entonces se tiene que Az; + (1 — N)y; € ([[, Xi)
(Hj Y}) Pero lo mismo se obtiene, sustituyendo (][, X;) x (HJ Y]>

por M, por consiguiente, Az; + (1 — \)y; € A, con lo cual se concluye
la, demostracién. X

Bajo los mismos supuestos, los conjuntos X — Y y Z son convexos,
como suma de conjuntos convexos.

En el siguiente Teorema se enunciaran las condiciones sobre los conjun-
tos X; y Yj, las cuales aseguran que A es acotado. Como un resultado
incidental, seran obtenidas las condiciones bajo las cuales el conjunto
X —Y es cerrado.

Teorema 4.1. Sea E una economia, tal que X esta acotado inferior-
mente para <, Y es cerrado, convexo y Y N Q = {0}.

e Sin =1, entonces Y N (=Y) = {0}, por lo tanto A es acotado.

e Si X es cerrado, entonces X — Y es cerrado.

Antes de proceder a demostrar el Teorema 4.1, se enuncian una serie
de observaciones y definiciones.

1. El ortante no negativo de R’ es el conjunto 2 = {x € Rf|x > 0}.

2. Y NQ C {0}. Imposibilidad de produccion libre. Si todos los insu-
mos son nulos, entonces toda la produccién sera nula.

3. YN(=Y) C {0}. Irreversibilidad de la produccion. Esta propiedad,
establece que no es posible cambiar el papel de los insumos y de
los productos, excepto en el caso trivial de la inactividad. En otras
palabras, si y; € Y; y y; # 0, entonces —y; € Y;.

4. Definiciones importantes.
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Definicién 4.8. Dado un subconjunto C' de R’ y un punto = € C,
se dice que es un cono con vértice en x, si este contiene las com-
binaciones de la forma z = (1 —t)z +ty, donde z € R, y t € [0, 1].

Definicién 4.9. Dados un par conos C y C5 con vértice 0, estos
son positivos semiindependientes, si y solo si, C; N (—Cy) =

(o).

Considere un subconjunto S C R¢. Sea k un niimero real no nega-
tivo, y se denota por S* al conjunto {x € S|||z|| = k} de vectores
en S los cuales su norma es mas mayor o igual que k. Ademas sea
['(S*) el ultimo cono cerrado con vértice en 0 conteniendo a S*
(i.e. la interseccién de todos los conos cerrados con vértice en 0
contienen a S*).

Definicién 4.10. El cono asintético de S, denotado por AS,
es definido como la interseccién de todos los T'(S¥), ie., AS =
Nk=ol'(S¥), esto es claramente un cono cerrado con vertice en 0.

Propiedad 1. Si T # @ y S son dos subconjuntos de R, en-
tonces AS C A(S+1T).

Propiedad 2. Si para cada j = 1,...,n, S; es un subconjunto
de R, entonces A(T[, S;) C []; AS;.

Propiedad 3. Dada una coleccién de subconjuntos de R, si la
interseccién de sus conos positivos es {0}, entonces la interseccién
es acotada.

Propiedad 4. Dados n subconjuntos cerrados de R, si sus conos
asintoticos son positivos semiindependientes, entonces su suma es
cerrada.

Una vez enunciadas las definiciones y observaciones anteriores, se pro-
cede a dar una demostracién al Teorema 4.1.
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Demostracion Teorema 4.1.
Para demostrar que A es acotado, basta demostrar que la interseccion
de los conos asintoticos,

() ) oe -

de acuerdo a o y la Propiedad 3.

Por la Propiedad 2, se establece que el primer cono esta contenido
en ([T, Xi) x (H?Zl Yj), esto es por lo tanto, suficiente para mostrar

que,
((f1as) - (f1a) o o0

El cono AM es la interseccién de los estados ((x;), (y;)) que satisfacen
la igualdad x —y = 0.

La igualdad (4.1) es equivalente a:

Siz; € AX; para cada i, ; € AY; paracada jy > . x; — Zj y; =0,
implica que z; = y; = 0.

De acuerdo a la Propiedad 1, se tiene que AX; C AX.

Para demostrar que X — Y es cerrado, basta con probar que los co-
nos asintéticos AX y A(—Y') son positivos semiindependientes. Pero
esto es equivalente a AX NAY = {0}, donde AX C Qy AY C Q, por
lo tanto Y N Q = {0}. K

Si A es acotado, o compacto o convexo; X; y Y son entonces acotados,
compactos 0 convexos.

4.4. Modelo.

Definicién 4.11. Una economia de propiedad privada £ se define
de la siguiente manera:

E={(Xi, =i, wi)imy, (V)] (Qé)i':1 ..... m

j=1,...n
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Donde:
1. R*: Espacio de bienes.
2. X; C R’ Conjunto de consumo del i — ésimo consumidor.
3. =;: Relacién de preferencias del ¢ — ésimo consumidor.
4. w; € R Dotacién inicial del ¢ — ésimo consumidor.
5. Y; C R’: Conjunto de produccién del j — ésimo productor.
6. 9;'-: Participacién en los beneficios del ¢ — ésimo consumidor sobre

la j — ésima firma, donde:

0; 20, Vi,j y

Definicién 4.12. Un equilibrio walrasiano es una economia de pro-
piedad privada, existe si satisface las siguientes tres propiedades a un
sistema de precios dado.

1) Cada firma maximiza sus beneficios, tomando los precios como
dados. Para cada j:
vieY, vy pyi>pey; Yy €Y
2) Cada consumidor maximiza sus preferencias sujeto a su restriccién

presupuestaria.
Para cada i:

z; € Bi(p,mi) = {l’z € X |p'$i§p'wi+20§-p-y*},
j=1
donde xf =; x; Vax; € B(p, m;).

3) Todos los mercados se vacian.

* * ok *
(:Elw"al‘mvylﬂ"wyn)'
m m n
* *
DT =D Wity
i=1 7=1 7j=1

Conservando la convencién de signos sobre los insumos y los bienes, el
beneficio generado por el plan y; en el vector de precios p, es p-y;. Asi,
formalmente un equilibrio walrasiano es una lista,

* * o, % *
('Tla "'7xm7y17 ;Z/mp>
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4.4.1. Resultado preliminar sobre la existencia del
equilibrio.

Considerando una economia £ y sea C' un conjunto de precios definido
de la siguiente forma,

C={peR &0 0}
Donde 7 : T]/ — Y}, tal que T]/ se define como
T]f = {p ERY|p-Y; tiene un mdximo}
Adicionalmente
ni(p) ={y; €Yj | p-y; = Max p-Y;}

Anélogamente se define una proyeccién sobre el conjunto de consumo,
de la forma §&; : S; — X; definida por el conjunto,

S;={(p,m;) eR"™ |3, € X; tal que p-z; < my;}
Se establece un conjunto analogo a S;, definido por
S, = {(p,m;) € S; | Bi(p,m;) tiene un mazx sobre =}
Se define §; como
&i(p,mi) = {x; € Bi(p,my) | ¥} =iz, 2} € Bi(p,mi)}

sin embargo, considerando que este conjunto depende tinicamente de los
precios, se establece que & (p,m;) = & (p). Siendo ademas, 7" & (p) =

¢ (p)-

Definicién 4.13. Tomando un z; € & (p) para todo 4, y un 1;(p) para
todo 7, se establece la correspondencia de demanda excedente
(:C — Z, definida como

/

C(p)=¢& () —nlp) —{w}CcZ

El problema de equilibrio consiste en encontrar un p € C tal que

0 € ((p).
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Si ; e y; satisfacen la reestriccion
n
prwi<p-wi+y Opy; Vi
j=1

Recordando que )", 027 = 1 para todo j, sumando sobre %, se obtiene

p-Y wm<p-y wity Y Olp-y
i=1 =1

i=1 j=1
prr<pwtp Y 0>y
i=1 j=1

pr<pwtpy /-y
=1

pr<p-wt+p-y

Como z = x — y — w, se establece que
pr<pwt+p-y=p-z2<0.

Para cualquier p € C, se tiene que p -z < 0 para todo z € ((p), i.e.
p-((p) < 0. Cuando p # 0, el conjunto ((p) esta bajo el hiperplano H.

Intuitivamente de la Definicién 4.2. (3), se sustituye z* — y* < w.

Bajo la condicién del free-disposal, i.e. Y D (—£2), es decir, es posi-
ble tener un conjunto total de produccién Y, que contenga conjuntos
nulos, i.e. todos los productores en conjunto pueden liberarse de mer-
cancias.

Si p € C, entonces se debe encontrar un z < 0 tal que z € (=),
por lo tanto se puede formular la siguiente pregunta: jHay un p € C

tal que C(p) ((~2) # 07

Bajo el free-disposal 7;(p) esta definido solo si los precios son no nega-
tivos, i.e. p > 0, por lo tanto C' C €.

Si 0 se excluye de C, para cada p € C' se tiene que Zizl prn > 0,
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por lo tanto, bajo los precios positivos, se procede a sustituirlos en la
correspondencia de demanda excedente, de tal forma que,

1
() o
> h=1DPh
De esta manera, p € C' puede reemplazarse por la semirrecta cerrada
con origen en 0, por lo tanto p intersecta el conjunto

¢
P={peQ|) p=1}
h=1

Posteriormente, se procede a establecer la correspondencia ( : P — Z
es tal que para todo p € P se tiene que encontrar un p - {(p) < 0. Por
lo tanto se formula la siguiente pregunta: ;Existe un p € P tal que

Cp) N(=$2) # 07

Figura 4.1: Equilibrio de la economia.

En la Figura 4.1, se puede observar graficamente el equilibrio, i.e.
0 € ((p) N(—9), el teorema del punto fijo es evidente, ya que al modi-
ficar la correspondencia de ¢(p) a ¢ (p), el punto de equilibrio en el que
la funcion exceso de demanda es Z = 0 y se cumple la Ley de Walras,
continua siendo el punto cero; i.e. 0 € ¢ (p) N(—)

Para poder generar una respuesta a la pregunta planteada, se procede
a enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 4.2. Sea Z un subconjunto compacto de R’. Si ¢ es una co-
rrespondencia de P — Z s.c.s. tal que para todo p € P, el conjunto
¢(p) es (no vacio) convexo y satisface p - ((p) < 0, entonces existe un

p € P tal que ((p) (=) # 0.

Demostracion Teorema 4.2.

Tomando en cuenta que p es distinto del vacio compacto y convexo,
se procede bajo los siguientes pasos,

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Se toma un Z C Z, donde Z' es ademas compacto y convexo.

Como p # 0, entonces se establece que Z' # ().

Tomando un z € Z', se procede a definir el conjunto
uwiz)={peP|p-z=MaxP -z}

Puesto que P # () y compacto, entonces u(z) # 0.

Adicionalmete se establece que p : Z — P es s.c.s por exacta-

mente las mismas razones que 7; : R® — Y; era s.c.s en la seccién

2.6.

Puesto que P es convexo, entonces j(z) también lo es. De esta
manera, pueden suceder dos casos.

Si z=0=pu(z)=P
St z#Oéu(Z):PﬂH:{pGRZ\p-z:Mamez}
Sobre el punto fijo.
Tomando la correspondencia
0:PxZ —PxZ
Definida por ¢(p, z) = pu(2) x {(p).
El conjunto P x Z' es no vacio, compacto y convexo, puesto que

Py Z' lo son. La correspondencia ¢ es s.c.s puesto que p y ¢ lo
son.
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Paso 4. Finalmente, para todo (p,z) € P x Z', el conjunto ¢(p, z) es con-
vexo, puesto que u(z) y ((p) lo son.

Asi todas las condiciones del Teorema de Kakutani se cumplen
y  tiene un punto fijo (p*, z*). Es decir (p*,z*) € u(z*) x ((p*),
esto es equivalente a

1) p* e p(z*)y 2" € ((p*)

La primera relaciéon de (1) implica que para todo p € P se
tiene que p - z* < p* - z*. La segunda relacién de (1) implica
que p*-2z* < 0. Por lo tanto para todo p € P se tiene p-z* < 0.

Sea k uno de los primeros ¢ enteros positivos y tomando el
punto p € P definido por (pr =1, p, =0 para k # h)
obteniendo z; < 0. Por lo tanto z* € (—), esto es, con

z* € ((p*), por lo tanto demuestra que p* tiene la propiedad
deseada. X

4.4.2. Demostracion sobre la existencia del equili-
brio.

Teorema 4.3. Una economia de propiedad privada tiene un equilibrio
walrasiano, si todas las siguientes condiciones son satisfechas.
1. Condiciones sobre los conjuntos de consumo.

a) Cada X; es cerrado.
b) Cada X; es convexo.
c) Cada X; es acotado inferiormente.
2. Condiciones sobre las preferencias.
a) Cada =; tiene la propiedad de la no saciedad.
b) Cada >=; es continua.

c) Las preferencias son convexas. Esto es, si z »; y, entonces
para cada A € (0,1) se tiene que A\x + (1 — )y >=; y, donde
A+ (1=Ny e X,.

3. Condiciones sobre las dotaciones iniciales.

Para cada 1, existe z; € X, tal que w; > ;.

4. Condiciones sobre los conjuntos de produccién.
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a) Existe la posibilidad de inaccién. Esto es, 0 € Y para cada j.
b) El conjunto de produccién total Y =3 7, Y; es cerrado.
c) El conjunto de produccién total Y =377 Y; es convexo.
d) La produccién es irreversible. Esto es, Y N (=Y) C 0.
e) Existe el la libre disposicién de mercancias (free disposal).
Esto es, Y D (—Q).

El Teorema 4.3. sera demostrado como una generalizacion del Teore-
ma 4.2. Sin embargo, surgen dificultades por el hecho de que algunos
conjuntos Y; pueden no ser cerrados y convexos; ademas algunos de
los conjuntos X;, Y;, pueden no ser necesariamente acotados, a fin de
superar estos inconvenientes, se procede a organizar la notacién de la
forma siguiente.

Definicién 4.14. };j es la capsula convexa y cerrada de Y;.

Definiciéon 4.15. £ es la economia de propiedad privada obtenida al
sustituir Y; por Y en €.

En la primera parte de la demostracién, se procede a exhibir que
E — equilibrio es un € — equilibrio.

En la parte 2 se demuestra que los planes z7,y; de un £ — equilibrio
pertenecen necesariamente a subconjuntos convexos y compactos.
Estos conjuntos son denotados de la siguiente manera,

XY, de X,Y;.

Se designa una letra con el 81gno superior -, por ejemplo 7); es el objeto
matematico derivado de XZ, Y

En un caso particular £ designara la economia de propiedad priva-
da obtenida al sustituir X; y Y en &, por lo tanto en la parte 2 se

demostrara que £ equilibrio es un £ — equilibrio; por lo tanto, se
procede a comprobar que & — equilibrio es un £ — equilibrio.

La parte 3 demuestra que un sistema de precios p, de un & — equilibrio
es, necesariamente el producto de un vector P por un niimero positivo,
de esta manera, se analiza el problema del resultado preliminar, pero
ahora adaptado para £ — equilibrio en el que el sistema de precios se
restringe a P.
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La parte 4 establece la semicontinuidad superior en P de las corres-
pondencias 7;, &;.

La parte 5 muestra que Z y f cumplen todas las condiciones del Teo-
rema 4.2.; en consecuencia existe un p* en P tal que ¢ (p*) tiene una
interseccion no vacia con —€2. En las partes 6, 7, 8 consiste en demos-
trar que, p* es un sistema de precios de equilibrio para £.

Demostracion Teorema 4.35.

1. Un £ — equilibrio es un £ equilibrio.

Sea Y} la capsula convexa de Yj; de esta manera i}j designa la
cédpsula convexa y cerrada de Y. La propiedad

j=i

que se utilizara posteriormente; se demuestra a continuacién. Por
evidencia se tiene que Y C Y}, por lo tanto Y C Z;nzl Y;. Por
otro lado, por la Proposicién B.1. (3_) del Anexo B, 377, Y, =Y;
asi en virtud de A.1.3. Z;n:l Y; C Y. Sin embargo, por 4.0 y 4.c,
este ultimo resultado es igual a Y, y el resultado queda establecido.

Si (27, .., %53 Y1, s Yy P°) €s un € — equilibrio, es también un
& — equilibrio. Para verlo es suficiente en virtud de la Definicién
4.12. (1), (2), (3), se procede a comprobar que si y* maximiza
p*-y; en Y;, también maximiza p* - y; en Y} Pero esto se facilita si
el conjunto cerrado y convexo {y; € R* | p*-y; < p*- y;} contiene

Y; también esta contenido Y.

9. Un € — equilibrio es un E— equilibrio.

Puesto que 4.d y 4.e implica Y N = {0}, todas las condicio-
nes del Teorema 4.1., se cumplen para &, y el conjunto de sus

estados realizables esta acotado. Por lo tanto se tiene que en &, el
conjunto de consumo realizable de cada productor estdn acotados.
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Sea K'' un cubo cerrado de centro 0 que contenga en su interior a
estos m + n conjuntos. Por definicién:

X, =X,nKyY;=Y;nK.

Es claro que X, es compacto, convexo, satisface 1.a y 1.b y posee

a x?, siendo ¥ un plan de consumo realizable para el i — ésimo

17

consumidor en £. De manera anédloga es claro que Y; es compacto,
convexo y posee a 0.

Si(x3, ..., 25591, -, U, PF) esUD E—equilibrio, el estado (@], s T3 YL s Ui)
es realizable para &, por lo tanto 27 € X; C X; ey’ €Y; CYj en
consecuencia (7, ..., x5 yl, ..., yk, p*) es un € — equilibrio.

3. Un sistema de precios de un & — equilibrio es > 0.

Sea p* un sistema de precios de un & — equilibrio. En virtud de
2.a, p* # 0; en virtud de 4.e, p* = 0. Por lo tanto, p* > 0 y la
semirecta abierta 0, p* corta el conjunto P. Asi en la biisqueda de
un £ — equilibrio, por lo tanto se puede imponer que el sistema
de precios pertenece a P.

4. Semicontinuidad superior en P de 7); y éz

Puesto que Y; es compacto, la correspondencia de oferta 7; : P —
Y; es semicontinua superior en P y la funcién de beneficios 7 es
continua en P.

Puesto que w; > ¥, para todo p € P se tiene 7;(p) = 0. Por
lo tanto, para todo p € P, se cumple la desigualdad p - 2y <
prwit+ Yo, 9§7fj (p) v en virtud del Teorema 3.3. la corresponden-
cia B;(p, m;) es continua en el punto (p, m;). Puesto que la funcién
7j es continua en P, también lo es la funcién que asocia con daca
p € Plam — upla de nimeros reales p - w; + Y, 0457;(p). Estas

observaciones demuestran que &; es semicontinua superior en P.

5. Existe p* € Py z € (=) tal que z € C(}?*)

El conjunto Z = 3.7 X, — > Y; — {w} como suma de con-

juntos compactos, es compacto. Puesto que cada fz y cada 7); es

!Sea k un niimero real no negativo; el conjunto K = {z € R*| |z |< k} es un cubo
cerrado de R con centro 0 y lado 2k.
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semicontinua superiormente en P, también lo es en virtud de la
Definicién C.2., la correspondencia (.

De la convexidad de X;, l.a v 1.b; se sigue que fl(p) es conve-
x0 para todo p € P

. Definicién de los planes 7, y; del & — equilibrio.

Puesto que z € ((p*), existe para cada i, un consumo zF en E(p*)
y, para cada j, una produccion y; en 7);(p*) tal que

Zx;‘—z:yj—w:z (4.2)

Sea y = Z?Zl y;; como y; € Y; para todo j, por lo tanto la
produccién total y € Y. El conjunto Y es convexo y cerrado; por
lo tanto y € Y y 2z € — implica por las propiedades de los
conjuntos de produccién que y + z € Y. Asi para cada j existe
una produccion y; € Yj tal que

Dy =yt (4.3)

Se demostrara que (27, ..., x5 ; Y7, ..., ¥, p*) es un equilibrio de &.
Se observara que 4.2 y 4.3 implican

fo—Zy;‘—w:O (4.4)
i J

El plan (z3,...,2%;y5, ..., y5) es, pues realizable g, por lo tanto
todos los 27 y todos los y} estan en el interior del cubo K.

. Propiedades de z.

Se define entonces, m; por
m; =p*-w; + Z 00"y
i=1

Puesto que x esta en &;(p*) el consumo z} es, por definicién de &;
un elemento maximo para >=; del conjunto

Bi(p*,m) = {z; € X; | p* - v < my;}
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En consecuencia:

(6) 27 es un elemento méximo para =; de B;(p*,m) = {z; € X; |
p*-xp S mgt , /

Si no fuera asi, existirfa un consumo z; € B;(p*,m) tal que z; >;
x¥. Sea x;(t) el punto (1 —t)a? +tz;, donde t es un niimero real en
10, 1[. Para cada ¢ en este intervalo el punto z;(t) estarfa en el con-
junto B;(p*, m) que es convexo y por la convexidad del conjunto
de produccion satisfaria la relacion z;(¢) >; 7. Ademas para t lo
suficientemente cercano a 0 el punto z;(t) estaria en el cubo K,
por lo tanto en Bi(p;, m) = K N B;(p*,m), y en consecuencia x}
no serfa un elemento maximo de B; (p*,m) para ;.

8. Propiedades de y;.
(M p" -y =p -y

Puesto que y; estd en 1;(p*), la produccién y; maximiza el bene-
ficio relativo a p* en Y; para todo j; asi en virtud de la Definicién
2.10. (1), y maximiza el beneficio total en Y, tal como y*.

(8) y* maximiza el beneficio relativo a p* en }A/j para todo j. En
particular, p* - y7 = p* - y;, por lo tanto

mi=p"-wi+ Y 0ipty;
J

Esto, con (6), corresponde a (1) de la Definicién 4.12.; mientras
(4.4) corresponde a (3) de la misma definiciéon. Finalmente a (2)
y; maximiza el beneficio relativo a p* en Y; para todo j, de lo que
inmediatamente se plantea que de (8): Debido a que y; esta en
el interior del cubo K, un argumento similar al utilizado para (6)

demuestra que yj maximiza el beneficio relativo a p* en Y. (y
consecuentemente también maximiza Yj).

Por lo tanto se concluye la existencia del equilibrio. X
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Capitulo 5

Conclusiones.

La contribucién de Gérard Debreu en Teoria del Valor, fue brindar un
concepto moderno de la teoria del equilibrio general; se pueden distin-
guir los avances en las herramientas propuestas por el matemaético y
economista francés, todo esto que a su vez, genero un cambio revolu-
cionario en la visién de la teoria econémica contemporanea.

En términos de estos avances se pueden distinguir al menos tres ca-
racteristicas basicas en la estructura de Teoria del Valor

1) Distincién de las mercancias, esto es; la descripcion fisica, dispo-
nibilidad temporal, asi como disponibilidad espacial.

2) La integracion de las teorfas de produccién y consumo.

3) Utilizar métodos analiticos, que permiten generalizar los conceptos
de la teoria econdémica.

Las aplicaciones del equilibrio general, pueden ser observadas en las ma-
trices insumo-producto necesarias para implementar modelos de gran-
des dimensiones y gran detalle sectorial, herramienta habitual de los
analistas ptublicos.

En la actualidad existen una serie de problemas y conceptos que pue-
den ser estudiados a la luz de las contribuciones del equilibrio general y
en los cuales existe un amplio campo de investigacion, ejemplo de esto
son:

1) Teorema de Sonnenschein-Mantel-Debreu. El cual establece que
las funciones de demanda y oferta, resultantes del modelo de equi-
librio general de Debreu, pueden asumir cualquier forma.

71
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2) Modelos en los cuales los agentes pueden negociar a precios que no
estan dentro del equilibrio, y tales negociaciones pueden afectar
los equilibrios a los cuales tiende la economia.

3) Modelos en los cuales la existencia de dinero puede alterar las
soluciones del equilibrio, considerando que la posicién inicial de
los agentes depende de precios monetarios.

Adicionalmente es importante establecer que los modelos de equilibrio
general, mantienen aplicaciones en el modelado de comercio interna-
cional, en especial en las relaciones de intercambio entre los distintos
bloques econémicos o paises.

Se han desarrollado areas tales como el Equilibrio General Compu-
table (E.G.C.), que se pueden considerar aplicaciones practicas donde
se han dado avances tales como como el desarrollo de algoritmos para el
calculo de equilibrios en economias con un alto numero de consumido-
res y productores con funciones de consumo y produccion heterogéneas.

Bajo estos hechos, se puede concluir que el estudio del equilibrio ge-
neral ha sido la base, junto con la teoria de juegos, del desarrollo del
pensamiento econdémico contemporaneo, y es importante incentivar su
estudio y comprension en areas interdisciplinarias, tales como las finan-
zas, planificacion, computacion, biologia, sistemas, optimizacion, etc.



Apéndice A

Espacios topoloégicos.

A.1. Espacios topoldgicos.

A.1.1. Conjuntos abiertos.

Definicién A.1. Sea X un conjunto no vacio. Una clase 7 de sub-
conjuntos de X es una topologia sobre X, si y solo si 7 satisface los
siguientes axiomas.

1) X y 0 pertenecen a 7.

2) La unién de cualquier niimero de conjuntos en 7, pertenecen a 7.

3) La interseccién de cualquiera dos conjuntos en 7, pertenecen a 7.
Un conjunto X para el que se ha definido una topologia 7 se llama
espacio topoldgico. i.e. Un espacio topolégico es un par ordenado

(X, 7), el cual esta formado por un conjunto X y una topologia 7 sobre
X.

Definicién A.2. Si X es un espacio topoldgico con una topologia
7, diremos que U C X es un conjunto abierto, si U pertenece a la
coleccién 7.

Ejemplo A.1. Cosidere las siguientes clases de subconjuntos de X =
{a,b,c,d,e}.

o 7 ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e}}
o n ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c d}}
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o 3=1{X,0,{a},{c,d},{a,c,d}, {a,b,d, e}}

Observese que 7y es una topologia sobre X por lo tanto, esta satisface
los axiomas 1, 2 y 3. Pero 7 no es una topologia sobre X ya que la
uniéon

{a,c,d} U{b,c,d} = {a,b,c,d}

de los dos miembros de 7 no pertenece a 7, i.e. T no satisface el axio-
ma 2.

En el mismo sentido, 73 no es una topologia sobre X, ya que la inter-
seccién

{a,¢,d} n{a,b,d, e} = {a,d}

de los dos conjuntos en 73 no pertenece a 73, i.e. 73 no satisface el axioma

3.

A.1.2. Conjuntos cerrados.

Definicién A.3 Un subconjunto A de un espacio topoldgico X se dice
que es cerrado si el conjunto X — A es abierto.

Teorema A.1. Sea Y un subconjunto de X. Entonces un conjunto
A es cerrado en Y si, y sélo si, es igual a la interseccién de un conjunto
cerrado de X con Y. [Munkres:2000:107]

Demostracion Teorema A.1.

Suponiendo que A = C'NY, donde C es cerrado en X (Ver Figura A.1.
lado izquierdo). Entonces X —C' es abierto en X, por lo que (X —C)NY
es abierto en Y. Pero (X —Y)NY =Y — A. De aqui Y — A es abierto
en Y, por lo que A es cerrado en Y. Reciprocamente, se asume que
A es cerrado en Y (Ver Figura A.1. lado derecho). Entonces Y — A es
abierto en Y, por lo que por definicién es iguala la intersecciéon de un
conjunto abierto U de X con Y. El conjunto X — U es cerrado en X, y
A=YN(X-=U), porlo que A esigual a la interseccién de un conjunto
cerrado de X con Y, como se deseaba probar. X.

Un conjunto A que es cerrado en el subconjunto Y puede ser cerrado
o no en el espacio mas grande X.
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Figura A.1: Teorema 1.6.

A.1.3. Adherencia e interior de un conjunto.

Dado un subconjunto A de un espacio topologico X, el interior del
conjunto, se define como la unién de todos los conjuntos abiertos que
se encuentran contenidos en A, y la adherencia en el subconjunto de
A se define como la interseccién de todos los conjuntos cerrados que
contienen a A. El interior de A se denotara por Int(A) y la adherencia
de A se denota por A. Sin Int(A) es un conjunto abierto y A es un
conjunto cerrado, de esta forma

Int(A) Cc AcC A.
Si A es abierto, A = Int(A), mientras que, si A es cerrado, A = A.

Con la informacién anterior se puede determinar que,

1) AcA
2) ACB= ACB

Si X es un espacio topolégico X y un subconjunto Y, es necesario te-
ner cuidado al tomar adherencia de conjuntos. Se tiene que si A es un
subconjunto de Y, la adherencia de A en Y y la adherencia A en X
son diferentes en general [Munkres:2000:107]; [Debreu, 1959:12-13)].

Teorema A.2. Sean Y un subconjunto de X y A un subconjunto
de Y. Se denota por A la adherencia de A en X. Entonces la adheren-
clade AenY es ANY [Lipschutz:1965:147)].

Demostracion Teorema A.2.

Denotando por B la adherencia de A en Y. El conjunto A es cerrado
en X, por lo que ANY es cerrado en Y por el Teorema A.1. Puesto
que ANY contiene a A, y puesto que por definicién B es igual a la
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interseccién de todos los subconjuntos cerrados de Y que contienen a
A, debe ser B C (ANY).

Por otra parte, se sabe que B es cerrado en Y. De aqui el Teorema
Al., B = CNY para algin C cerrado en X. Entonces C' es un
conjunto cerrado de X que contiene a A; como A es la interseccién
de todos los conjuntos cerrados, se concluye que A C C. Entonces
(AnY)c (CNnY)=B.K

Otro camino, para describir la adherencia de un conjunto, que resulta
ser muy util porque implica una base para la topologia de X.

Teorema A.3. Sea A un subconjunto del espacio topolégico X.

(a) Entonces x € A si, y sélo si, cada conjunto abierto U que contiene
a x intersecta a A.

(b) Suponiendo que la topologia de X estd dada por una base, enton-
ces © € A si, y solo si, cada elemento béasico B que contiene a x
intersecta a A [Munkres:2000:109).

Demostracion Teorema A.3.

Considerando el enunciado de (a). De esta manera se procede a de-
mostrar de la forma P < (). Transformando cada implicaciéon en su
opuesta, para de esta manera, obtener el resultado légico equivalente a
no P < no. Su desarrollo se procede de la siguiente manera:

r ¢ A < existe un conjunto abierto U que contiene a x y que no inter-
secta a A.

De este modo, el teorema es sencillo de probar. Si = no estd en A, el
conjunto U = X — A es un conjunto abierto que contiene a x y que no
intersecta a A, entonces X — U es un conjunto cerrado que contiene a
A. Por definicién de clausura A, el conjunto X — U debe contener a A;
sin embargo, z no puede estar en A.

Continuando con el enunciado (b). Si cada conjunto abierto que con-
tiene al elemento x, el cual intersecta a A, analogamente lo hace cada
elemento basico B que contenga a x, debido a B es un conjunto abierto.
Reciprocamente, si cada elemento basico que contiene a x intersecta a
A, también lo hace cada conjunto abierto U que contenga a x, porque
U contiene un elemento basico que contiene a x. X
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A.1.4. Conjuntos compactos.

Definicion A.4. Una coleccion A de subconjuntos del espacio X se
dice que cubre X, o que es un cubrimiento de X, si la unién de los
elementos de A coincide con X. Se dice que A es un cubrimiento
abierto de X si es un cubrimiento de X formado por conjuntos abier-
tos de X. [Munkres:2000:186]

Definicién A.5. Un conjunto X se dice que es compacto si de cada
recubrimiento abierto A de X podemos extraer la subcoleccion finita
que también cubre X.

Teorema A.4. Sea Y un subconjunto de X. Entonces Y es compacto
si, y solo si, cada cubrimiento de Y por abiertos de X contiene una
subcoleccion finita que cubre Y.

Demostracion Teorema A.4.
Suponiendo que Y es compacto y que A = {A,}acs es un cubrimiento
de Y por abierto de X. Entonces la coleccién,

{A.NY |a € J}

es un cubrimiento de Y por conjuntos abiertos en Y; como Y es com-
pacto, existira una subcoleccion finita de la forma

{A,, NY, . . A, NY}

cubriendo Y. Entonces {A,,, ..., Ay, } es una subcoleccion finita de A
que cubre Y.

Reciprocamente, sea A" = {A]} un cubrimiento de Y por abiertos de
Y. Para cada «, podemos elegir un conjunto A, abierto en X tal que

A, =A,NY.
La coleccién A = {A,} es un cubrimiento de Y por abiertos en X. Por

hipétesis, alguna subcoleccién finita {A,,, ..., Aa, } cubre Y. Entonces
{AL1,..., A, } es una subcoleccién finita de A que cubre Y. X



78

APENDICE A. ESPACIOS TOPOLOGICOS.

Teorema A.6. Cada subconjunto cerrado de un conjunto compacto,
es compacto.

Demostracion Teorema A.6.

Sea Y un subconjunto cerrado del conjunto compacto X. Dado un cu-
brimiento A de Y por conjuntos abiertos en el compacto X, se puede
considerar un cubrimiento abierto B de X uniendo A al conjunto abier-
to X =Y, esto es,

B=AU{X -Y}

Como X es compacto, existe alguna subcoleccion finita que cubre a
X. Si esta subcoleccion contiene al conjunto X — Y, lo descartamos.
Si no es asi, la dejamos como se encuentra. La coleccion resultante, en
cualquiera de los casos, es una subcoleccion finita de A que cubre a Y. X

Teorema A.7. La imagen de un conjunto compacto bajo una apli-
cacién continua es un conjunto compacto [Munkres:2000:189].

Demostracion Teorema A.7.
Sea f : X — Y continua con X compacto. Sea A un cubrimiento del
conjunto f(X) por abiertos de Y. La coleccién

{f71(4) [ Ae A}

es un cubrimiento de X por conjuntos abiertos ya que f es continua.
Por tanto, un ntimero finito de ellos, por ejemplo

AL, fH(AR)

cubren X. Entonces los conjuntos Ay, ..., A, cubren f(X). X

Teorema A.8. El producto de un nimero finito de conjuntos com-
pactos es compacto.

Demostracion Teorema A.S.
Demostraremos que el producto de dos conjuntos compactos es com-
pacto; el teorema se sigue entonces por construccién.

Paso 1. Sean X Y conjuntos, con Y compacto. Sea zy un punto de X, y

sea N un conjunto abierto de X x Y que contiene el elemento,
donde zy de X x Y. Se probara el siguiente resultado:



A.1. ESPACIOS TOPOLOGICOS. 79

Paso 2.

Existe un entorno W de xy en X tal que NV contiene al conjunto
W xY.

El conjunto W xY se denomina tubo sobre xqxY . En primer lugar,
se cubre zy X Y por elementos U x V', de modo que U x V C N.
El espacio 2o X Y es compacto ya que es homeomorfo ! a Y. De
esta manera, podemos cubrir g X Y con un nimero finito de tales
elementos basicos:

U xVi,...,U, xV,

Suponiendo que cada uno de los elementos U; x V; intersecta a
o X Y. Definimos

W=Un..NnU,

El conjunto W es abierto, y contiene zy pues cada conjunto U; x V;
intersecta a o x Y. Afirmamos que los conjuntos U; x V;, que fue-
ron elegidos para cubrir el elemento xy x Y, también cubren el
tubo W x Y. Sea x x y un punto de W x Y. Consideremos el pun-
to xg X y del conjunto xg X Y que tiene la misma y — coordenada
en ese punto. Ahora, xy X y pertenece a algin U; x V; para algin
i, asi que y € V;. Pero x € U, para todo j (ya que x € W). Asi, se
tiene x x y € U; x V;, tal y como se pretendia demostrar. Como
todos los conjuntos U; X V; estan contenidos en N, y como cubren
al conjunto W x Y, se tiene que el tubo W x Y también esta N.
Como se observa en la figura siguiente.

A continuacién, se finaliza la demostracion del teorema. Sean X e
Y conjuntos compactos. Sea A un cubrimientos abierto de X x Y.
Dado zy € X, el conjunto xg X Y es compacto y estara cubierto
por un nimero finito de elementos A4, ..., A,, de A.

La union N = A;U...UA,, es un abierto que contiene al conjunto
xo X Y; por el Paso 1, el abierto N contiene un tubo W x Y sobre
2o XY donde W es un abierto de X . Entonces W xY esta cubierto

1Sea X e Y espacios topoldgicos, y f una funcién de X a Y; entonces, f es un homeo-
morfismo si se cumple que:

1) f es una biyeccién.

2) f es continua.

3) La inversa de f es continua.
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Figura A.2: Conjuntos compactos y tubo.

por un numero finito de elementos A, ..., A4,, de A.

De esta forma, cada z € X, podemos elegir una vecindad W,
de z tal que el tubo W, x Y puede ser cubierto por un nimero
finito de elementos de A. La coleccion de todos los entornos W,
es un cubrimiento abierto de X; por la compacidad de X, existe
una subcoleccién finita

{Wy, ..., Wi}
cubriendo X. La unién de los tubos
Wy xY, ..., W xY

es el espacio X X Y ya que cada uno de ellos puede ser cubierto
por un nimero finito de elementos de A, y asi X XY es compacto.

X

Teorema A.9. Weierstrass. Si f es una funcién continua en el in-
tervalo [a,b]. Es decir Ja € [a,b] tal que f(a) < f(z), Vo € [a,b] v
36 € [0,8] tal que f(z) < £(8), V2 € [a,B].

Demostracion del Teorema de Weierstrass.

Corolario A.1. Sea I un intervalo de Ry f : I — R continua en I,
entonces f(I) es también un intervalo de R.
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Demostracion corolario A.1.

Suponiendo que f(/) no esta acotado ni superior ni inferiormente. En-
tonces, para cada y € R existe algin valor que resulta ser mayor, en
f(I), de tal forma que y < f(b) € f(I), y existe algin valor de f([)
menor que él, y > f(a) € f(I), luego f(a) <y < f(b). Como a y b son
del intervalo I, el intervalo [a,b] C I, luego por el teorema del valor
intermedio, existe un ¢ entre a y b tal que f(c) =y, luego y € f(I) y

F(I) =R.

Suponiendo que f(I) no esta acotado inferiormente pero si superior-
mente, y sea I' = Supf(I). Entonces por ser extremo superior, para
cada y < T, existe un punto f(b) € f(I) tal que y < f(b) < T,
y por no estar f(I) acotado inferiormente, existe un a € I, tal que
f(a) <y < f(b). Luego por el teorema del valor intermedio existe un ¢
entre ay btal que f(c) =y, yluegoy € f(I), de donde (—oo,I") C f(I).
Pero como T es el elemento superior del conjunto, f(I) = (—oo,I") o
f(I) = (—o0o,I'] ¥ [Lipschutz, 1965, 223].

Por el corolario A.1., como J = [a,b] es un intervalo, su imagen f(.J)
es un intervalo de R.

Se observa primero, que el intervalo f(J) estd acotado. Suponiendo
que es un intervalo no acotado superiormente, en cuyo caso el conjunto
{n € N} C f(J) y existen puntos z, € [a,b] tales que f(z,) = n. Los
puntos son diferentes, pues tienen imégenes distintas por la aplicacion
f v son infinitos, luego el conjunto 7' = {x,, | n € N} C [a,b] es infi-
nito y acotado por lo que tiene al menos un punto de acumulacion ¢
(Teorema de Bolzano-Weierstrass). De esta manera se supondrd que £
es un punto de acumulacién de todo el conjunto T'; luego ¢ es el limite
de todos los puntos de un subconjunto infinito de 7.

Como a < z, < b se tiene que a < lim, oo, < b, luego £ € [a,b].
Entonces, por ser f continua en [a, b], lim, oo f(25) = f(lim, so0otn) =
f() € R; pero por su construccion limg, oo f(x,) = lim, 0 = 00 € R,
lo que es absurdo. En consecuencia f(.J) tiene que estar acotado supe-
riormente.

Bajo el hecho de que f(J) es un intervalo acotado de R, luego de la
forma [c,d[ o [¢,d) o (¢,d] o (¢, d).

Se probara si d esta o no esta en el conjunto. Por ser d = Supf(J),
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1
para cada n € N, existe x,, € [a,b] tal que f(x,) =d— - < d, como las

imégenes de los z;,, son distintas, tenemos un conjunto 7' = {z,, | n € N}
infinito y acotado que tiene un punto de acumulacién ¢. Con un razo-
namiento similar al de la parte anterior, sea lim, oo, = £ € [a,b] v
se verifica que lim, oo f(2,) = f(limy_ooxn) = f(£) € R por ser f

continua y por otro lado , limy, o f(x,) = lim, d — — = d, luego

d= f(l) yde f(J), porlo que d = Maxf(J).
Andlogamente, se prueba que ¢ = Minf(.J). Lo que concluye la prueba.
X

A.1.5. Conjuntos conexos.

Definicién A.6. Sea X un espacio topolégico. Una separacion de X es
un par U, V de abiertos disjuntos de X cuya unién es X. El conjunto X

se dice que es conexo si no existe una separacion de X. i.e., U,V C X,
UNnv=0 UUV=X.

Puede observarse que si A es un subconjunto propio distinto al vacio
en X que es simultdneamente abierto y cerrado, entonces los conjuntos
U=AyV = X—A constituyen una separacién de X. Reciprocamente,
si U y V forman una separacién de X, entonces U es un subconjunto
propio no vacio de X que es abierto y cerrado.

Para un subconjunto Y de un espacio topologico X existe otra manera
alternativa de formular la definicién de conexién [Mas-Colell:1995:946].

Lema A.1. Si Y es un subespacio de X, una separacion de Y es un
par A, B de conjuntos no vacios y disjuntos cuya unién es Y de modo
que ninguno de ellos contiene puntos limite del otro. El espacio Y es
conexo sino existe una separacion de Y.

Demostracion Lema A.1.

Suponiendo primeramente que A, B es una separacion de Y. Entonces
A es abierto y cerrado en Y. La adherencia de A en Y es el conjunto
ANY(donde A denota la adherencia de A en X). Como A es cerrado
enY, A= ANY,olo queesigual, ANB = (). Como A es la unién de A
con sus puntos limite, B no contiene puntos limite de A. Un argumento
analogo demuestra que A no contiene puntos limite de B.
Reciprocamente, supongamos que AN B = (), ademas son conjuntos no
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vacios cuya union es Y, ninguno de los cuales contiene puntos limite
del otro. Entonces se satisface que AN B =0y AN B = 0; de esta
forma, concluimos que ANY = Ay BNY = B. Asi, Ay B son cerra-
dosenY y,como A=Y —-By B =Y —A, también son abiertos en Y. X

Ejemplo A.2. Sea Y el subconjunto [—1,0) U (0, 1] de la recta real
R. Los conjuntos [—1,0) y (0,1] son vacios y abiertos en Y (aunque
no en R) y, de esta forma, constituyen una separacién de Y. Por otra
parte, observese que ninguno de estos conjuntos contiene puntos limite
del otro.

De esta forma, aplicando estos dos teoremas para demostrar algunos
espacios especificos, tales como los intervalos en R, las bolas y cubos en
R™, son conexos. En primer lugar, se enuncia el siguiente lema [Mun-
kres:2000:195].

Lema A.2. Si los conjuntos C' y D forman una separaciéon de X, y
ademas Y es un subconjunto conexo de X, entonces Y estd contenido
bien en C, bien en D.

Demostracion Lema A.2.

Como C'y D son abiertos en X, los conjuntos CNY y DNY son
abiertos en Y. Estos dos conjuntos son disjuntos y su unién es Y; si
fueran ambos distintos del vacio, constituirian una separacion de Y.
De esta forma, algunos de ellos es vacio. Por tanto Y esta contenido
enteramente en C' 0 en D. X

Teorema A.10. La union de una coleccion de subconjuntos conexos
de X que tienen un punto en comun es conexa.

Demostracion Teorema A.10.

Sea {A,} una coleccién de subconjuntos conexos de un espacio X y sea
p € NA,. Se probara que el conjunto Y = UA,, es conexo. Suponiendo
que Y = C' U D es una separacion de Y. El punto p estd, bien en C
o bien en D; suponiendo que p € C. Como A, es conexo, A, C C, ya
A, C D, aunque esta ultima alternativa queda descartada pues p € A,
y p € C. Por tanto, A, C C para cada oy asi UA, C C, contradiciendo
el hecho de que D es distinto del vacio. X
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Teorema A.11. Sea A un subconjunto conexo de X. Si A C B C A,
entonces B es también conexo.

Demostracion Teorema A.11.

Sea A conexo y sea A C B C A. Supongamos que B = C'U D es una
separacion de B. Por el Lema 1.5.; el conjunto A verifica A C C o
A C D; suponiendo que A C C. Entonces A C C. Como C y D son
disjuntos, B no puede intersectar a D. Esto contradice el hecho de que
D es un subconjunto no vacio de B. K

Teorema A.12. La imagen de un conjunto conexo bajo una aplicacion
continua es un conjunto conexo.

Demostracion Teorema A.12.

Sea f : X — Y una aplicaciéon continua y suponiendo que X es co-
nexo. Se desea probar que el espacio imagen Z = f(X) es conexo.
Como la aplicacion obtenida de f al restringir su espacio Z es también
continua, es suficiente considerar el caso de una aplicacion continua y
sobreyectiva.

g: X = Z.

Suponiendo que Z = AU B es una separacion de Z en dos conjuntos
disjuntos no vacios y abiertos en Z. Entonces se tiene que g7'(A) y
g~ 1(B) son conjuntos disjuntos cuya unién es X. Ademas son abiertos
en X, pues se tiene que g es continua, y no vacios, porque g es sobreyec-
tiva. De esta forma, constituyen una separacién de X, contradiciendo
la hipétesis de que X era conexo. X

Proposicién A.1. La totalidad del espacio R" es conexo.

Demostracion Proposicion A.1.

Suponiendo que 2 conjuntos abiertos, disjuntos y distintos del vacio,
A, B cuya unién es R™.

Sea x € Ay y € By considere el segmento S que une a x con y; es
decir S ={x +t(y —x), tel0,1]}.

Sean Ay ={teR|x+t(y—xz) € A}, Bi={teR|z+y(y—=x) € B}.
AN By =0, Ay # By # 0 y por lo tanto es una contradiccién ya que
S no es una conexién, ya que el segmento S, se puede ver como un
intervalo, y los intervalos son conjuntos conexos. X
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Conjuntos convexos.

B.1. Conjuntos convexos.

Sean x e y dos puntos de R™, y A1, Ay dos nimeros reales tales que
A1+ Ay = 1. El punto A\jx+ Aoy se denomina el promedio ponderado
de x e y con ponderaciones Ay y As.

Sean x e y dos puntos distintos de R™

Larectaz,yes{z€eR"| AR, z=(1-XNz+ \y}.
La semirrecta cerrada x,y es

{lr,y) R [teR, 0= A, [z,9] = (1 - Nz + Ay}
La semirrecta abierta z,y es
{(,y) eR"[teR, 0<A (z,9) =(1-Nz+ Ay}

Definicién B.1. Un subconjunto A C R" se dice convexo siVz,y € A,
[z,y] C A.

En la Figura B.1., se presentan ejemplos de conjuntos convexo y no
convexo.

Ejemplo B.1. Una bola abierta, B(z,e) = {y € R" | ||z — y|| < €},
centrada en x € R" y de radio € > 0 es convexo.

Definicién B.2. Una funcion f : A — R definida en un conjunto
convexo A C R"™ se dice convexa si

85
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Figura B.1: Conjuntos convexos y no convexos.

fOr+ (1 =Ny) <Af(@)+ (1 =Nf(y), Ve,yed rel01]

f se dice céncava si — f es convexa, es decir, si la desigualdad anterior,
se da para la desigualdad contraria.

Definicién B.3. Sea S un subconjunto de R". Su capsula convexa,
designada por S , es el conjunto de puntos de R™ que puede escribirse
como combinacién lineal convexa de una cantidad finita de puntos de
S [Debreu:1959:24].

Una forma intuitiva de observar la capsula convexa de un conjunto
finito S de puntos en el plano, es imaginar una banda elastica, que
encierra todos los elementos, como puede observarse en la Figura B.2.

Figura B.2: Capsula convexa.

Partiendo de la situacion general, de la definicién, se deriva lo siguiente:

e SCS
e Si S C T,entonces S C T

e S es convexo. _
Dados z,y € Sy A € [0,1], existen x; = x1,...,2,, € S, y; =
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Ui, or Y € S, My s A i1, o i > Ocon S0 A = S0y = 1,
Zﬁl ili = T, Z?:l 1;y; = y. Por tanto,

Azt (1=)y = A Awi+ (1= X))
i=1 j=1

basta ver que la combinacion lineal anterior de m +n sumandos es
convexa, es decir, que sus coeficientes son no negativos y suman
1. Lo primero es evidente, y

m

ADNFA =N py=A 1+ (1-N)-1=1
j=1

i=1
Proposiciéon B.1. Sean A, B C R" no vacios.

(1) Si A es convexo, entonces A = A.

(2) A es la interseccién de todos los conjuntos convexos de R" que
contienen a A.

(3) A+ B=(A+ B)

Demostracion Proposicion B.1.

Para (1), se sabe por evidencia que A C A. Reciprocamente, se supone
que A es convexo y se observa que A C A. Si x € A entonces exis-
ten @1, ..., Tm € A, A, A > 0con Y0 N =1y >0 Ny = o
Razonando por induccién sobre m:

e Sim =1, es evidente que x € A.
e Sim =2, entonces x € [x1, 23] C A (por ser A convexo).

e Suponiendo por hipétesis de induccion que si y € A se escribe
como combinacién lineal de menos de m puntos de A, entonces
y € A. Tomando = € A como arriba. Si ,, = 0, entonces se puede
aplicar a x la hipotesis de induccion luego x € A. Si ,, = 1,
entonces A, ..., \;—1 = 0 luego = es combinacion lineal convexa
de un sélo punto de A, luego z € A. Supongamos ahora que
Am € (0,1). Entonces,

m—1

T = i)\ixi = (1 —Am)z . _/\z/\ Ti + AT
i=1

i=1 m

. El miembro de la derecha es combinacién lineal convexa de

-1 .
> ﬁxl y de x,,. Como A es convexo, bastara probar que
- \m
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_ )\@ , m )‘
st mxl € Apara que r esté en A. Pero 37 -

combinacion lineal convexa de x1, ..., x,,_1 € A, luego por hlpote—
Ai

11—\

———x; es

sis de induccion, Z:Z ——ux; € A. Esto prueba el apartado

(1).

Para el apartado (2), llamando D(A) a la interseccién de todos
los convexos de R" que contiene a A. Como A C Ay A es con-
vexo, entonces D(A) C A. Reciprocamente, sea C' C R™ convexo
con A C C. Tomando las capsulas convexas, A ¢ C' = C. Como C
es cualquier convexo conteniendo a A, se concluye que A C D(A),
esto prueba el apartado (2).

Para (3), se observa que (A +B)=A+ B,
Dadoz € (A+ B), existen ay, ..,ay, € A, by, ...;by € By Ap, oo, Ay >
Ocond "  hi=1y> " Nla; +b;) =x. Asi,

m

r=Y N(a; + b)) Z)\al—l—Z)\b cA+B.

i=1

Reciprocamente, veamos = +y € (A + B) Vx € A, yeB.
Existen aq,...,am, € A, by, ..., by € B, A, ooy Ay i1, -y fiy > 0 con

i =2 =1 e =300 Nag ey =300 by Asi,

i

El miembro de la derecha es una combinacién lineal convexa de
a; +b; € A+ B, ya que los coeficientes A;z1; son no negativos y
suman 1. Por tanto, z +y € (A+ B) y (3) queda probado. X

B.1.1. Conos convexos.

Definicién B.4. Un cono es un subconjunto no vacié de R", cerrado
bajo el producto de escalares no negativos. Esto es, C' es un cono, si
para cualquier z € C'y A € R, entonces Ax € C'. Un cono es no trivial,

si contiene otro punto distinto de cero.

Si ademas, C' es cerrado bajo la adicion , esto es C'+ C' C C, i.e.,
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x+y € C, para cualquier z,y € C, entonces es llamado un cono con-

Tl

Conos no convexos en R?

0 % /
0 0

Conos convexos en R?

Figura B.3: Ejemplos de conos convexos y no convexos.

B.1.2. Conos asintoticos.

En esta seccién, se proporciona una prueba de una condicion utiliza-
da por Debreu, en una economia compuesta por un nimero finito de
agentes, para conseguir la continuidad de los conjuntos de produccion
(capitulo 2) y consumo (capitulo 3) totales, a partir de la condicién de
los conjuntos individuales.

Ejemplo B.2. La suma F + F falla para ser cerrada, incluso si y
sélo si, E'y F son cerrados. Por ejemplo, el conjunto £ = {(z,y) €

R [y> 0> 0by F={(zy) €R|y> <0}
Entonces E y F' son cerrados, pero

E+F ={(z,y) €eR* |y >0}
es no cerrado.

Se presenta la definicién enunciada por Debreu, para los conos asintoti-
Cos.
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Sea R™, con su norma habitual, que se designa por || - ||, v sea S
un subconjunto de R". Para cada k € R, , considerando el conjunto
Sk = {x e S||z| > k}. Se llamara T'(S*) al cono cerrado mas pe-
quetio de vértice en el origen, que contiene a S* [Debreu:1959:22].

Definicién B.5. Dado S C R”, se llama cono asintdtico de S, y
es designado por

A(S) = (T(s%)

k>0

Como consecuencia de la definicién, pueden hacerse algunas observa-
ciones inmediatas.

1) AS es un cono cerrado de vértice en el origen.

2) AS es cerrado, por serlo cada I'(S*).

3) AS contiene las direcciones o rayos no acotados de S.
4) Si S es acotado, se tiene que AS = {0}

5) Siv e R", se tiene que AS = A(v+5).

Definicién B.6. Sean A;, i = 1,...r conos en R", de vértice en el ori-
gen. Diremos que {A;};—1, son positivos semiindependientes si y
solo si de tener » ., x; =0, z; € A;, i =1,...,r, se deduce que z; =0
paratodoi=1,...,7.

Es inmediato observar que si los conos Ay, Ay son positivos semiinde-
pendientes, esto significa geométricamente que no contienen semirectas
opuestas.

La condicién utilizada por Debreu para asegurar que la suma de ce-
rrados en R" es cerrada, viene expresada en el siguiente Teorema.

Teorema B.1. Sean S; cerrados ¢ = 1,...,7, S; C R™. Sean AS;, i =
1,...,7 los conos asintéticos de S;, respectivamente. Si los {AS;}ioq
son positivos semiindependientes, entonces el conjunto S ="' | S; es
cerrado en R™.

Una observacion inmediata que se puede hacer, es que el Teorema B.1.
tiene los siguientes corolarios.



B.1. CONJUNTOS CONVEXOS. 91

Corolario B.1. Sean S, i = 1,...,r, compactos, 5; C R"; la suma
r n
Zi:l S; es cerrado en R™.

Puesto que si S; es cerrado, AS; = {0}, y los conos {AS;},—1__,, son
trivialmente positivamente semiindependientes.

Corolario B.2. Sean S; compacto, Sy cerrado, S1,S; C R". Se tie-
ne que S = .57 + 55 es cerrado en R™.

Puesto que al ser AS; = {0} los conos AS; y AS; son positivos semi-
independientes.

Demostracion del Teorema B.1.
Se realizara para el caso de dos conjuntos cerrados.

Sean Sp, Sy cerrados en R”™, tales que los conos asintoticos AS;, AS,
son positivos semiindependientes. Se probara que S = S + S es un
subconjunto cerrado de R™.

Sea {z, C S} una sucesién convergente y sea z su limite. Cada x, € S
e Yy, € Sy. Pueden presentarse los siguientes casos:

a) La sucesion {z,}n,ecny es acotada. Entonces la sucesion {y,}nen
también sera acotada por ser {z,},en convergente y por tanto,
acotada. Por ser ambas sucesiones {z,}, {y,} acotadas poseen
subsucesiones convergentes {x, }, {yn.}. Pero el limite de estas
subsucesiones esta respectivamente en S; y Ss, por ser cerrados.

Asi,
{zp,} =22 €S, {yn.} 2y,

Pero {z,,, +yn, } es una subsucesion de {z,}. Su limite de x4y = z,
porloque z € Syaquex € S; ey €S,

b) La sucesién {x,},cny es no acotada. Entonces la sucesiéon {y,} es
también no acotada, pero {z,, + — 2. Se vera que este segundo
Y n n
argumento no puede darse, pues si se verificara, entonces los conos
AS;, AS;, no serian positivos semiindependientes. Esto se obtiene
7
del siguiente modo.

b.1) Existen dos sucesiones {z },en C AST, {y:}nen C ASy, tales
que ambas son divergentes en norma, pero {x} + y} conver-
gen al origen.
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Por lo tanto, la demostracion procedera a considerar que la
sucesiéon {z, + y, — z} que converge a 0. Dado § > 0 existe
un numero natural Ny tal que si n > Ny se tiene

low +yn— 2] < 2
Ty + Yy — 2 -
Y 3

Tanto la sucesién {x, },en como la {y,, — z},en son no acota-
das. Por ser la sucesién {x, },en no acotada, posee una sub-
sucesion divergente en norma {z,,}. Entonces existe una su-
cesion {z; } C AS; tal que, para todo § > 0 existe N; € N
de modo que si,

)
—z, || < =.

ns > Ny, ||z} 3

Ns

Por ser {y, — z}n,eny no acotada posee una subsucesion di-
vergente en norma. Tomando los subindices de la subsucesion
idénticos que antes {y,, — z}. Existe entonces una sucesién
{yi.} € A(Sy — 2) tal que, para todo 0 > 0 existe Ny € IV de
modo que si

. )
ng > N27 ||yn5 B yns+2H < g

Asi tomando ng > Max(Ny, Ny, N), se tiene

25, +unll =25, — @n, + Tne + Yne = Yo — 2+ 2+ y;5 |
S Hm;kls - xns

lo que significa que la sucesién {z}, +y;_ } converge también a
0, y se tiene que {z} } C ASy; {y; } C A(Sy—2) = AS,. Por
lo tanto, se pueden encontrar sucesiones {z*} C ASy, {y’} C
A Sy ambas divergentes en norma, pero tales que {z} —y*} —
0.

Existen sucesiones {Z,}, {7} en AS;, AS, respectivamente,
tales que

1Znll = 1gnll = 1,y {Zn + ¥n} — 0.
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* *

x,,
y Yn = se tiene:

De esta manera, si se llama z,, =

Izl T

| = Hx*HyZH + =5 llyn H
I

|70+ T
[Elli7f

= |l
Bl Hyn

_ ”xii!\yiill + ynllynll — yallyall + IIwZHyZH
[l 1

| lynll (@5, + yn) + yn (2l = lyal) ”

2z
TR YO e )
R I 7 R
o i+l
]

b.3) Las sucesiones {Z, }nen, {Un}nen estén contenidas en las bo-
la unitaria de R" la que se denota por B. {z,} C BN AS;
que es un compacto, por lo que posee una subsucesion con-
vergente en un £ € B N AS;. Del mismo modo la sucesion
{yn} € BN AS; que es también un compacto de R™ posee
una subsucesion convergente a un y € BN ASs. Pero, enton-
ces T + ¢ es el limite de la subsucesién de la {z, + y,} por
loquez+y=0,z€ AS; ey € AS,, donde x # 0 e y # 0,
va que ||Z|| = ||g|| = 1. Se obtiene asi una contradiccién con
la semiindependencia positiva de los conos AS;, AS; lo que
indica que el caso b) no puede darse, y S = S; + 55 es cerrado
en R™. X [Border:2013:3].

B.1.3. Separacién de conjuntos convexos.

Definicién B.7. El conjunto de soluciones de una ecuacién lineal en el
espacio numérico n dimensional se llama hiperplano en R", es decir
para todo vector p € R", p # 0, y para todo a € R, el conjunto

H(p,a) :={z e R" | p'a! + p?z* + ... + p"a"}

es un hiperplano. El vector p es llamado la normal del hiperplano
H(p,«). Decimos que el hiperplano H(p,a) C R™ separa los dos con-
juntos Ay B en R” si
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A
A

p-rT=0=pYy
para todo a € Ay todo y € B. También se puede decir que los conjun-
tos Ay B caen en diferentes semiespacios generados por el hiperplano

H(p, a), como se ve en la figura siguiente.

H(p, o)

Figura B.4: Separacion de conjuntos convexos.

Proposiciéon B.2. Sea C' un subconjunto no vacio, cerrado y con-
vexo en R" y z ¢ C. Existe entonces un punto y € C' y un hiperplano
H(p,a) que pasa por y (o sea, « =y - p), tal que

prz2<p-y=infeec p-z,

es decir, el punto z cae por debajo del hiperplano, y el conjunto C' cae
en, o por encima del hiperplano [Hildenbrand y Kirman:1982:210].

Demostracion de la Proposicion B.2.

En primer lugar, existe un punto y € C' que es el mas préximo a z
(ver Figura B.5.), atendiendo a la proximidad del concepto euclidiano
de la distancia ||z — y||. Claramente si se considera un punto x € C. El
conjunto es compacto (y no vacio). La funcién de distancia © — ||z —x||
es continua en B.

Propiedad A. Toda funcién continua de un conjunto compacto S sobre R, admite
un maximo y un minimo, esto es, existen en S un punto z* y x,

tales que f(z*) 2 f(x) 2 f(z.) para todo z € S.
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H(p,a)

Figura B.5: Interseccion del espacio e hiperplano.

Por tanto, por la Propiedad A, existird un minimo, esto es, un punto
y € C, tal que

0<|lz—=y| £ ||z — x| para todo z € C.
Definimos ahora p = y — 2z, @« = p -y y suponemos que H(p,a) es
el hiperplano buscado. Logicamente, z cae por debajo del hiperplano
H(p, @) ya que
prz=p-z—p-y+py=-p-ptpy<p-y=a

Supongamos ahora que el conjunto C' no cayera ni en el hiperplano,
ni por encima de él, esto es, supongamos que existe un punto x € C,
siendo p - x < a. Sea )y = Ax + (1 — \)y. Mediante una operacién
simple, se obtiene que

|z =ylI> = llz=axl>=A2p- (y —2) = My —2) - (y — x)].

Pero, por supuesto, seria p - (y — x) > 0, y, para un A suficientemente
pequeno tendriamos que

Iz =yl > [z = 2]
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Y ya sea que )\ € C'y que 0 < A < 1, hemos llegado a una contradic-
cion, puesto que el punto y fue elegido como el punto de C' mas préximo
az. X

Teorema B.2. Sea C' un conjunto convexo de R" y sea z ¢ C. Existe
entonces un hiperplano H(p, @) que pasa por el punto z y lo separa de
C, esto es,

p-z=asp-x (B.1)

para todo x € C

Demostracion Teorema B.2.

Si z € C, esto es, si z no pertenece a la cerradura del conjunto C.
Entonces por la Proposicién B.2., un vector p € R", p # 0, tal que
p-x > p-z para todo x € C. Entonces el hiperplano correspondiente
sera H(p,p-z). Si z € O, existe una sucesién (z,) convergente a z,
siendo 2, € C' (n = 1,...). Por tanto, existen normales p, € R", p,, # 0,
tales que

P - T > P - 2, para todo z € C

De esta forma sabemos que ¢, = p,/|p.| (n = 1,...). La sucesién de
vectores ¢, esta acotada (pertenece al simplex unitario) y, en conse-
cuencia, existird una subsucesion convergente, sea ésta g,, —¢— o0 P-

Esta claro que p # 0. Puesto que el producto escalar es continuo, de la
ecuacion (B.1) se obtiene que

p-2z<p-x paratodoz € C.
Por tanto, H(p,p - z) es el hiperplano buscado. X

Teorema B.3. Teorema de Minkowski. Sea A y B subconjun-
tos convexos no vacios de R", siendo A N B = ©. Entonces, exis-
tird un hiperplano que separe los conjuntos A y B [Hildenbrand y
Kirman:1982:212].

Demostracion del Teorema de Minkowsks.

El conjunto C'= B — A es convexo y 0 ¢ C'. Asi pues, existe un p € R",
p # 0, tal que p-x = 0 para todo x € C. Por tanto, siy € Ay z € B,
entonces r = z —y € C, y tenemos que p-x = 0, estoes, p-2 = p-y
para todoy € Ay todo z € B. X



Apéndice C

Correspondencias.

C.1. Correspondencias.

Definicién C.1. Una correspondencia ¢ de un conjunto .S sobre un
conjunto 7', es una funcién que asocia a todo elemento € S un sub-
conjunto no vacio ¢(z) C T.

Tal correspondencia es simbolizada por © — ¢(z). El conjunto S es el
dominio de la correspondencia ¢, mientras que 7" es la imagen. La Figu-
ra C.1. representa esta descripcién [Hildenbrand y Kirman:1982:213].

T

Figura C.1: Correspondencia.
Una funcién de S a T es una correspondencia particular, la cual aso-
cia a cada elemento z € S, un elemento y € T. Al expresarlo asi, se

hace una distincién entre el elemento y € Ty {y} C T formado por

97
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un unico elemento. Dada una correspondencia ¢ : S — T, se toma el
subconjunto G, C S x T, definido como

Go:={(z,y) € SxT [y e p(x)}

Figura C.2: Grafo de la correspondencia.

Tal conjunto G, es llamado el grafo de . De la misma manera, si
G C S x T tal que para todo x € S el conjunto de elementos y € T,
siendo (z,y) € G, no es un conjunto vacio, entonces G es el grafo de la
correspondencia, el cual es representado en la Figura C.2. [Hildenbrand
y Kirman:1982:214]

A continuacién se procede a analizar la variacién de ¢(x) cuando existe
una variacion en x. A partir de ahora, a menos que se indique lo contra-
rio los conjuntos S y T seran subconjuntos de algiin espacio euclideo,
estoes SCR*y T C R

C.1.1. Correspondencia semicontinua superior.

Definicién C.2. La correspondencia ¢ : S — T se dice que es semi-
continua superiormente (s.c.s.) en z, si para todo conjuntos abierto
W que contenga ¢(x), existe una vecindad V' de z, tal que

@(x") C W para todo 2’ € V

Esta situacién, es representada en la Figura C.3. De esta forma la co-
rrespondencia se dice semicontinua superior si lo es en todo x € S.
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Figura C.3: Correspondencia semicontinua superior.

Esta correspondencia ¢ : S — T por definicién se dice que es s.c.s. en
el punto x € S, si el conjunto p(x) no aumenta bruscamente con una
pequena variacion del punto x. En otras palabras, se dice que el con-
junto ¢(x) no explota si se da una pequena variacién en el argumento x.

En la Figura C.4., ¢ es s.c.s. en x1, 9 v 74, habiendo una "implosion”
en xp. Sin embargo, ¢ no es s.c.s. en x3 en el cual hay una ”explosion”
en . De hecho, siendo x5 > 2, existe un entorno W de ©(x3), suficien-
temente pequetio, tal que p(z') no estd contenido en él.

Figura C.4: Correspondencia semicontinua superior.

En la mayor parte de las aplicaciones, las correspondencias son de va-
lor compacto, esto es, ¢(z) es un subconjunto compacto de T para
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todo x € S. La definicion general de correspondencias s.c.s., mediante
vecindades o entornos, tiene una formulacién equivalente mediante su-
cesiones. De ahi que el siguiente Teorema, corresponde a una definicion
alterna, pero caracterizada a través de sucesiones.

Teorema C.1. Caracterizacién de la correspondencia semicon-
tinua superior mediante sucesiones. La correspondencia de valor
compacto ¢ : S — T, es s.c.s. en x, si y solo si, para toda sucesién
(xn) que es convergente a x € S y para toda sucesién (y,) siendo
Yn € p(z,), existe una subsucesién convergente de (y,), cuyo limite
pertenece a ¢(x) [Hildenbrand y Kirman:1982:217].

Demostracion Teorema C. 1.

— Sea @ s.c.s. en x, La demostracion, consta de dos pasos; en primer
lugar, se dice que la sucesién {y,} estd acotada y tiene, por lo tanto,
una subsucesion convergente. Se demostrara que el limite de dicha sub-
sucesion pertenece a ¢(x).

Ya que ¢(x) esta acotado, existe un conjunto B, acotado y abierto, que
contiene a (). Por la definicién de s.c.s., se sabe que existe un en-
torno o vecindad V' de x tal que, Vz € V, ¢(z) C B. Como la sucesién
{z,} — =, existe un entero n, tal que y, € B para todo n = n. Se
tiene entonces que p(z,) C B, y, por lo tanto, que y, € B para todo
n 2 1. Luego la sucesiéon {y,} estd acotada, y tendrd una subsucesion
convergente {yn, } — Yq-

Suponiendo ahora que y € ¢(x). Entonces, existird un entorno cerrado
©(x) que no contenga el punto y como por ejemplo, ocurre con la bola
cerrada B, (z) alrededor del conjunto ¢(x), de radio ¢ > 0, siendo €
menor que la distancia de y a cualquier otro punto z € ¢(x), Figura
C.5., esto es,

Be) = (v e T|infrc d(zv) < c}

Entonces, ya que ¢ es s.c.s., se tendra que para un n suficientemen-
te grande ¢(x,) C Bc(x). Como la subsucesién {y,,} — v, y bajo

el supuesto de que Be(z) es cerrado, se tiene que el punto limite es
y € Be(z). Con lo cual se llega a una contradiccién, ya que se partié de

que y € B.(x).

<= Demostrando el inverso, suponiendo que ¢ no es s.c.s. en x, es-
to es, que existe un conjunto abierto 6 que contiene a ¢(z) y tal que
para todo entorno V' de x contiene un punto z,, siendo ¢(z,) ¢ 6. To-
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Figura C.5: Correspondencia semicontinua superior en sucesiones.

mando la siguiente sucesién de entornos, By/,(z)(n = 1,...), esto es,
bolas de centro x y radio 1/n, se obtiene una sucesiéon {z,} — x y
una sucesion {y,} en que y, € ¢(z,), y, ¢ 0. Por hipdtesis, se sabe
que existe una subsucesién convergente de {y,} cuyo limite pertenece
a @(x). Sin embargo esto no es posible, ya que y, € T \ 0 es cerrado.
Por lo tanto, el que y, € T \ 0 para todo n, implica que el limite de
cualquier subsucesién convergente de {y,} no pertenece a 6 ni a ¢(x),
puesto que éste estd contenido en . X

Las siguientes proposiciones, son consecuencia inmediata de la defini-
cién de s.c.s. por medio de sucesiones. Se puede decir que, en términos
generales, las operaciones de conjuntos, tales como la unién, el produc-
to, la suma y capsulas convexas aplicadas punto por punto, conservan
la propiedad de ser s.c.s. [Hildenbrand y Kirman: 1982: 217-218]

Proposiciéon C.1. Sea la correspondencia ¢ : S — T, de valor com-
pacto y s.c.s. Entonces la imagen

O(K) = Ugek ¢(x)

de un conjunto compacto K, es compacta.

Demostracion Proposicion C.1.

Se procede a demostrar que toda sucesion {y,} de la imagen p(K),
tiene una subsucesién convergente cuyo limite pertenece a ¢(K). To-
mando la sucesion {y,} de p(K). Para todo y, existe un z,, € K tal
que y, € ¢(x,). Ya que K es compacto, existe una subsucesion conver-
gente {x, } cuyo limite es x = limgx,, € K. Por lo tanto, aplicando
el Teorema C.1. a las dos subsucesiones {x,, } y {yn,} ¥ obtener asf la
subsucesion convergente de {y,,} buscada. X
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Proposicion C.2. Semicontinuidad superior de la correspon-
dencia producto. Sea las correspondencias ¢;(i = 1,2,...,k) de S en
T de valor compacto y s.c.s. Entonces, la correspondencia producto

T = o1(x) X 2(x) X ... X ()

de S sobre el espacio producto T' x ... x T" es de valor compacto y s.c.s.
en .

Demostracion Proposicion C.2.

Se tiene que demostrar que, para toda sucesion {z,} que converja a z 'y
para toda sucesién y, = {yL, v2, ..., yF b1 en que ¥ € pi(z,) (i =
1,...,k), existe una subsucesion convergente cuyo limite pertenece al
producto ¢;(z) X ... X pg(r). Una sucesion {y}, 42, ...,y },—1 . del es-
pacio producto converge a (y!,4?, ...,y*) si y solo si toda sucesién
{y. }n=1,. converge a y'. Por lo tanto, aplicando el Teorema C.1. a
cada coordenada, se obtiene la sucesion convergente buscada del espa-
cio producto. X [Hildenbrand y Kirman:1982:219]

Proposiciéon C.3. Semicontinuidad superior de la correspon-
dencia suma. Sean las correspondencias ¢;(i = 1,...,k) de S en R”
de valor compacto y s.c.s. en x. Entonces la correspondencia suma

T — p1(x) + pa(T) + ... + pr(T)

de S en R" de valor compacto y s.c.s.

Demostracion Proposicion C.35.
Sea la sucesién {x,} — =, y sea

Yn € ©1(xn) + wo(Tn) + oo + @r(xn),n =1,2, ... (C.1)

Siendo ,, un vector de la forma v, = 3! + 2 + ... + y*, donde ¢ €
i(xy)(i =1,..., k). Por el Teorema C.1, se sabe que toda sucesion de las
{y.}n=1,. (i =1,...,k) tendrd una subsucesién convergente cuyo limite
y' pertenece a ;(x). Por tanto, existird una subsucesién {Unga=1,..} de
la sucesién {y,} — y tal que las sucesiones y,iq de sus coordenadas
converjan a 3°. Entonces se tendrd que

limgyn, =y + 9>+ .. +y" € p1(z) + ... + ()
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Proposicion C.4. Semicontinuidad superior de la correspon-
dencia de la capsula convexa. Sea la correspondencia ¢ : S — R”
de valor compacto y s.c.s. en x. Entonces, la correspondencia de la
capsula convexa

T — o(r)

de S sobre R" es de valor compacto y s.c.s. en x.

Demostracion Proposicion C.4. -

Sea la sucesion {x,} — x y sea y, € ¢(x,). Por el Teorema de Ca-
ratheodory, todo vector ¥, € R"™ puede ser expresado como una suma
convexa de m + 1 vectores de ¢(z,), esto es,

Y = A0 20 AL

n

donde
doeplm),  MNAMN4 o am=1 y N >0

Por el Teorema C.1., para cada ¢ = 0,...,m existe una subsucesion
convergente de {z},—1. . cuyo limite pertenece a p(z). Atin més la
sucesién {)\;}nzl,m estd acotada y tiene, por tanto, una subsucesion
convergente. Por consecuencia, existird una subsucesion convergente
{yn,} de {yn} tal que las subsucesiones correspondientes a {2}, }o=1,..
y {/\;q}q:L_._ son convergentes, o sea z,iq — 2y /\;q — A" Como ya se
sabe, \ + A1+ ..+ A" =1y A 2 0. Por consiguiente,

limgyy, = \°2° + ...+ \"2" € p(x)

X

C.1.2. Correspondencia semicontinua inferior.

Definicién C.4. La correspondencia ¢ : S — T se dice que es semi-
continua inferior (s.c.i.) en z si, para todo conjunto abierto § C T,
siendo () N O # 0, existe una entorno V de z tal que,

e(YNO#D ¥V z €V

La correspondencia se dice s.c.i., si lo es en todos los puntos z € S. Ver
Figura C.6.
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Figura C.6: Correspondencia semi-continua inferior.

La correspondencia presentada en la Figura C.7. es s.c.i. en z7 y 3,
pero no lo es en x5, donde ¢ es s.c.s. Como en el caso de la s.c.s., una
funcién S en T es s.c.i., si y sélo si es continua. Por lo tanto, los dos con-
ceptos de s.c.s., vy s.c.i. que para el caso de correspondencias generales
son diferentes entre si, coinciden y resultan equivalentes al de continui-
dad cuando se trata de funciones [Hildenbrand y Kirman:1982:223].

4

Figura C.7: Correspondencia semicontinua inferior.

Teorema C.2. Caracterizacion de la semicontinuidad inferior
mediante sucesiones. La correspondencia ¢ : S — T es s.c.i. en z, si
y sélo si para toda sucesién {x,, } que converja a x y para todo y € ¢(x),
existe una sucesion {y,} — y, siendo y,, € p(z,).
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En otras palabras, todo punto y que corresponda con z puede obtenerse
como limite de los puntos vy, correspondientes con unos x,, cercanos a .

Demostracion Teorema C.2.
= Sea ¢ s.ci. en z, {z,} — x ey € p(x). Sea B,.(y), para todo

subindice 7, la bola de radio — y de centro y. Debido a que ¢ es s.c.i.

en x, existird un entorno V, dg x para todo z, tal que z € V,. implique
o(z) N (y) # 0. Ya que {z,} — z, para todo r habrd un entero n,
tal que n = n, implica x,, € V,, lo que simultdneamente implica que
©(x,) N B.(y) # 0. La sucesién {y,} construida de esta manera, con-
verge a Y, ya que al aumentar n, el subindice r también aumenta y por
lo tanto la bola B,(y) se reduce.

<= Suponiendo ahora, que ¢ no es s.c.i. en x, entonces existe un con-
junto abierto 6 para el que 6 N p(x) # (), tal que para todo entorno
V de x contenga un punto z,, que cumpla ¢(z,) N6 = (. Entonces,
existird una sucesiéon {z, } que converja a z; siendo p(z,) N0 = 0. Su-
poniendo ahora que y € Np(x). Por hipdtesis, existird una subsucesion
{¥ny Ya=1,.. que converja a y, en la que y,, € ¢(z,,). Sin embargo, ya
que 0 es abierto y que y € 6, se tiene que para un ¢ suficientemente
grande y,,, € 6. Por tanto, se llega a una contradiccion: p(x,,,)N0 # 0. X

Tal como ocurre en las Proposiciones C.2., C.3. y C.4., las operaciones
producto, suma y obtencién de la capsula convexa conservan la s.c.i.
[Hildenbrand y Kirman:1982:224]

Proposicion C.5. Semicontinuidad inferior del producto de co-
rrespondencias. Sean las correspondencias ¢; : S = T (i = 1,2,...k)
s.c.i. en x. Entonces las correspondencia producto,

T = p1(x) X o) X ... X i)

de S sobre el espacio producto T" X ... X T, es s.c.i. en x.

Demostracion Proposicion C.5.

Sea la sucesién {z,} que converja a x y sea y = (y',...,y*) € o1(z) X
... X @p(z). Por el Teorema C.2., cada 3" puede obtenerse como limite
de una sucesién {y’ },—1, siendo vy, € p;(z,) (i = 1,..., k). Entonces,
la sucesién buscaba serd v, = (yi,42,...,y%). K
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Proposiciéon C.6. Semicontinuidad inferior de la corresponden-
cia de la capsula convexa. Sea la correspondencia ¢ : S — R"”, s.c.i.
en z. Entonces la correspondencia de la cdpsula convexa

x — p(zx)

es s.c.1.

Demostracion Proposicion C.6. .

Sea la sucesién {x,} convergente a z. Sea y € ¢(x), esto es, y =
Ny0+ +A"y", donde y' € p(z), N 20 (i =0,...,n)y Yy A =1.Ya
que  es s.c.i. en z, existird una sucesién {y,} — y', siendo ¥, € ¢(z,,).
Por tanto, y, = A\%° + Ayl + ... + A"y" pertenece a la cdpsula convexa
ie. go(xn) y converge a y. X

C.1.3. Correspondencia continua.

Definicién C.5. Una correspondencia ¢ : S — T se dice continua en
T Sl @ ess.c.s. ys.cd. en .



Apéndice D

Teoremas de punto fijo.

D.1. Teoremas de Punto Fijo.

Definicién D.1. Considere un conjunto S y una funcién f : S — S,
i.e. es decir una transformacion de S en si mismo. Si existe un elemento
z tal que 2’ = f (:c') , es decir que coincida con su imagen, entonces
tal elemento se denomina punto fijo.

En la Figura D.1. de el lado izquierdo, se puede observar graficamente
el enunciado de la definicién anterior.

Figura D.1: Punto fijo.
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D.1.1. Teorema de Brouwer.

Teorema D.1. Brouwer. Si S es un subconjunto distinto del vacio,
compacto y convexo en R", y si f: S — S, entonces f tiene un punto
fijo.

En el Teorema anterior, considerando un conjunto S y una corres-
pondencia ¢ : S — S. Un punto fijo en la correspondencia ¢ es un
clemento 2’ tal que 2° € ('), es decir, que pertenece a su propio
conjunto imagen, como se observa en la Figura D.1. del lado derecho.

D.1.2. Teorema de Kakutani.

Shizou Kakutani [1941], realiza una generalizacién del Teorema de pun-
to fijo de Brouwer, se puede encontrar una demostracion en Hilden-
brand y A.P. Kirman [1982:220].

En la teoria del equilibrio general, es utilizado para probar la existen-
cia de un conjunto de precios el cual iguala la oferta con la demanda
en todos los mercados. En este caso S es el conjunto de las tuplas de
precios de las mercancias.

El reto aqui es construir una correspondencia ¢(x) que tenga esta pro-
piedad y, al mismo tiempo que satisface las condiciones en el Teorema
de Kakutani. Si esto se puede hacer entonces ¢(x) tiene un punto fijo
de acuerdo con el teorema. Dada la forma en que fue construido, este
punto fijo debe corresponder a un precio-tupla que iguale oferta con la
demanda en todas partes.

Teorema D.2. Kakutani. Sea A C R" no vacio, compacto y con-
vexo. Sea f : A — P(A) una correspondencia de grafico cerrado, y tal
que f(a) es convexo para todo a € A, entonces f tiene un punto fijo.

Se puede observar la demostracién original de Kakutani, en su articulo
de 1941, consultando el enlace de la bibliografia.
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