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Capitulo 1

Introduccion

Ante el escenario de un grupo de agentes que se unen en la busqueda de un beneficio
comun, el encontrar una manera “justa” o “equitativa” de repartir el costo en el que in-
curren (o los beneficios que obtienen) tomando en cuenta todo el contexto de la situacion,
es uno de los factores cruciales para que la cooperacién se lleve a cabo. Asi, el objetivo
es asociar a cada problema una regla, es decir, una asignacion del beneficio o costo comun
entre los agentes involucrados.

Existen diversos enfoques o maneras de abordar el problema, entre los cuales se encuen-
tran el enfoque directo, el enfoque de teoria de juegos y el enfoque axiomdtico. En el enfoque
directo, se define una regla de manera directa por medio de una férmula, un algoritmo o
un sistema de ecuaciones que tengan un significado (o que surjan de un proceso) intuitivo.
El enfoque de teoria de juegos asocia a cada problema un juego cooperativo, el cual se
resuelve y la regla de asignacién para el problema es la solucién del juego correspondiente.
Finalmente, el enfoque axioméatico se basa en proponer propiedades deseables que una regla
deberia cumplir bajo el contexto en el que se desarrolla el problema; estas propiedades se
establecen formalmente como aziomas, es decir, mediante expresiones matematicas que re-
flejan la idea de la propiedad y finalmente se determina de manera tinica, si es posible, una
regla que los cumpla. Si este es el caso, se dice que dichos axiomas caracterizan la solucion.

El problema de asignacién de costos abordado en este trabajo es una versién simplifi-
cada del siguiente problema general: considérese a un grupo finito de agentes N quienes
consumen cierta cantidad de cada uno de los m bienes distintos dentro de un conjunto
finito M. Entonces, cada agente tiene un vector de demanda M; € R™ donde la j-ésima
entrada representa la cantidad que desea consumir el agente ¢ del bien j € M. Asi, se
tienen diferentes perfiles de consumo los cuales tienen asociada una funcién de costos. El
problema consiste en distribuir el costo de la cantidad total de bienes demandados por los
agentes. En la literatura existen varias soluciones propuestas a este problema. Por ejemplo,
el método de precios de Aumann-Shapley que consiste en construir un juego cooperativo
donde cada unidad consumida por cada uno de los agentes es considerada un jugador y la
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2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

funcion caracteristica refleja el costo de proveer el perfil que representa cada coalicion. Al
calcular el valor de Shapley a este juego, se determina un precio por cada unidad de con-
sumo, para finalmente asignar a cada agente la suma de las unidades que consume. Entre
otras propuestas de soluciones se pueden mencionar a [Moulin, 1995], [Samet & Tauman,
1982] y [Wang & Zhu, 2002].

También se han realizado estudios para el caso discreto, donde los agentes pueden de-
mandar a lo mas, una unidad de cada bien. El método de precios de Aumann-Shapley
opera bajo el mismo razonamiento. Existen dos caracterizaciones de esta solucion dadas
por [Calvo & Santos, 2000] y [Sprumont, 2005]. La primera se basa en la idea de contribu-
ciones balanceadas de [Myerson, 1980], mientras que Sprumount hace dos caracterizaciones
para la versiéon discreta del problema cuando solo existe un bien y una mas para un caso
extendido, es decir, para cuando los agentes consumen mas de un bien.

Las soluciones propuestas en este trabajo son para la versién discreta extendida pero to-
mando en cuenta una caracteristica esencial: el consumo sin rivalidad. Esto es, se considera
que el bien o servicio que demandan los agentes puede ser consumido por todos a la vez.
Existe una solucién axiomatizada en la literatura [Macias-Ponce & Olvera-Lopez, 2013] la
cual se presenta de manera extensiva en el Capitulo 2. Adicionalmente, en este capitulo
se presentan las nociones basicas de Teoria de Juegos Cooperativos y el planteamiento del
problema de manera formal.

En el Capitulo 3 se muestran los resultados de esta tesis. El primero es una caracteriza-
cion axiomatica de una solucién que consiste en una combinacion convexa entre la solucion
de Macias y Olvera y la igualitaria. La siguiente es una axiomatizacion de la solucién que
propone que los agentes que no demandan nada no paguen nada y que el resto del costo
se distribuya el costo por partes iguales. La tercera es otra caracterizacion de la anterior
pero restringida a los problemas donde todos los agentes demandan al menos un servicio.
La tltima solucién tiene un enfoque de teoria de juegos: se propone un juego cooperativo
de utilidad transferible que capture los costos en que incurririan los agentes si se forma-
ran coaliciones y solo se satisficiera la demanda de los agentes en esa coalicién. Se realiza
la caracterizacion de la solucién asociada al valor de Shapley de dicho juego. También se
estudian propiedades que cumplen las asignaciones propuestas, adicionales a los axiomas.
Finalmente, se presentan las expresiones de dos grupos de soluciones que cumplen ciertos
axiomas anteriormente utilizados.



Capitulo 2

Definiciones y nociones basicas

En este capitulo se recopilan las definiciones y conceptos basicos de la teoria utilizada,
tanto para el planteamiento del problema que se va a abordar como la utilizada en la
caracterizacion de las soluciones.

2.1. Juegos cooperativos

Un juego cooperativo de utilidad transferible (o simplemente juego) es un par (N, v)
donde N = {1,2,...,n}, con n € N representa el conjunto de jugadores y v : 2% — R es
la funcion caracteristica del juego asignada a cada coalicién S C N, con v(f)) = 0. El valor
de la funcién caracteristica representa el beneficio (o el costo) que obtiene una coalicidn.
Normalmente, las propiedades que tenga la funcion caracteristica v correspondiente a un
juego (N, v) son las que cualifican y dan nombre al juego. Para fines de simplificacién de la
notacion, se denotara la cardinalidad de un conjunto por la letra mintscula correspondiente
(por ejemplo |N| = n, |Q] = q, etc).

El espacio de funciones caracteristicas sobre N, denotado por
Gy ={v:2Y =R | v(0) =0},

es un espacio vectorial sobre el campo de los reales, con la suma y el producto por un
escalar definidos como sigue:

o (v1 +v2)(5) = v1(S) + v2(9), para cualesquiera vy, vy € G y para todo S C N

o (av)(S) = av(9), para todo v € Gy, todo S C N y todo o € R

Una asignacion es un vector x € R™ donde x; representa la cantidad otorgada al jugador
i. El conjunto de imputaciones I(N,v) del juego (N, v) se define como

I(N,v) ={z e R" | x(N) =v(N) y z; > v({i}), Vi € N}

3



4 CAPITULO 2. DEFINICIONES Y NOCIONES BASICAS

donde z(S) = > ..q xi, VS € N. Este conjunto agrupa las asignaciones que son eficientes,
es decir, que reparten exactamente v(N) entre todos los agentes y donde la asignacién
correspondiente a cada jugador es al menos lo que él obtendria por cuenta propia.

Cuando la funcién caracteristica representa beneficios, una imputacion es deseable ya
que en ésta, un jugador sale mas beneficiado con la cooperacién que actuando solo. Sin
embargo, si se habla de costos, una imputaciéon no es deseable ya que todos los jugadores
tendrian que pagar una cantidad mayor a la que pagarian individualmente, por lo que no
se estaria promoviendo la cooperacién. Bajo este razonamiento, se define el conjunto de
anti-imputaciones de (N, v) como sigue:

AI(N,v) ={z e R" | (N) =v(N) y z; <v({i}), Vi € N}.
El nicleo de (N, v) consiste en todas las imputaciones donde cualquier coalicién S C N

sale beneficiada con la cooperacion, ya que lo que le asigna la imputacién es al menos su
valia v(S). Esto es:

C(N,v) ={z e R" | z(N) =v(N) y z(S) > v(S), VS C N}.
Similarmente, la contraparte del nticleo es el anti-nicleo, que consiste en las asignaciones

eficientes tales que cada coalicién paga a lo mas su valia:

AC(N,v) ={z € R" | 2(N) =v(N) y z(5) <v(S5), VS C N}.
Un juego (N, v) puede tener las siguientes propiedades:

e No decreciente: La valia de una coalicion que esta contenida en otra es a lo mas la
valia de la segunda. Esto es, si A C B C N, entonces v(A) < v(B).

e Superaditivo: Para dos coaliciones disjuntas, la valia de juntarse en una coalicién mas
grande es al menos la valia de mantenerse separadas. Esto es, para todo S,T C N,
con SNT = () se cumple que

v(S)+v(T) <v(SUT)
e (Convezo: La contribucion marginal de un jugador a una coalicién grande es mayor

que su contribucion marginal a una coalicién mas pequena. Es decir, para todo ¢ € NV,
si. S CT C N\{i} se tiene que

v(SU{i}) —v(S) <o(TU{i}) —u(T)

De manera similar a las definiciones de imputacion y nicleo, se define la contraparte de
algunas propiedades:
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e Subaditivo: Para todo S, T C N, con SNT = () se cumple que

v(S)+o(T)>v(SUT)

e Concavo: Para todo i € N y todo S C T C N\{i} se tiene que

v(SU{i}) —v(S) > v(TU{i}) —v(T)

Una solucion para el juego (IV,v) es una funcion
¢ : GN — R"

que recibe como informacién la funcién caracteristica del juego y arroja una asignacion.
La i-ésima coordenada de ¢(v), ¢;(v), representa la cantidad que le corresponde recibir (o
pagar) al jugador i segin la solucién ¢.

El valor de Shapley es una de las soluciones mas conocidas en teoria de juegos. A con-
tinuacion se presenta una caracterizacion de esta solucion, asi como algunas propiedades
interesantes que cumple.

Axioma 1 (Eficiencia). Una solucion ¢ : Gy — R™ satisface el axioma de eficiencia si

> ¢i(v) = v(N)

1EN

para todo v € G .

Las soluciones que son eficientes reparten en su totalidad la valia de la gran coalicién
N. Por ejemplo, tanto las imputaciones como los elementos del nicleo son eficientes.

Axioma 2 (Linealidad). Una solucion ¢ : Gy — R" satisface el axioma de linealidad si
o (v +v2) = ¢(v1) + B(v2)
o d(av) = ag(v)

para todo vi,ve € Gy y todo a € R.

Este axioma indica que la solucién es una funcién lineal bajo el espacio vectorial Gy .

Sea S, = {m: N — N | 7 es biyectiva} el conjunto de permutaciones del conjunto de
jugadores. Este conjunto actiia sobre 2V\) y sobre R" como sigue:

o 1(S)={m(i)| i€ S}, para todo S C N

o m(r1,%2,...,%n) = (Tx-1(1), Tr-1(2), - - - » Tr-1(n)), PaIa todo (1, x2,...,x,) € R"
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Ademas, para cada w € S,, y v € Gy se define el juego 7 - v como

(m-0)(S) =v(x"'S), VS CN.

Axioma 3 (Simetria). Una solucion ¢ : Gy — R™ satisface el axioma de simetria si

o - v) = 76 ()

para todo v € Gy y todo ™ € S,,.

Este axioma simplemente pide que los nombres o papeles de los jugadores no tengan
un rol determinante en la solucién, es decir, si los jugadores intercambian de cierta forma
sus lugares, la solucién intercambiara de la misma manera sus asignaciones. En particular,
una soluciéon que cumple el axioma de simetria otorga la misma asignacion a los agentes
que sean tratados idénticamente por la funcién caracteristica.

Definicién 1. Un jugador i € N se dice nulo en el juego (IV,v) si

o(SU L)) = u(S), VS C N\{il.

Un jugador nulo es aquel que no contribuye a cualquier coalicion. Una solucién que
cumple el siguiente axioma, asigna cero a este tipo de jugadores.

Axioma 4 (Nulidad). Una solucion ¢ : Gny — R™ satisface el axioma de nulidad si

para todo jugador nulo i en (N,v), con v € Gy.

Teorema 1 (Shapley, 1953). Ezxiste una unica solucion Sh : Gy — R™ que satisface los
axiomas de eficiencia, linealidad, simetria y nulidad. Mds aun, tiene la siguiente formula-
cion:
—s)l(s—1)!
sy = 3 = LE 6w\, vie N

n!
S>i
SCN

Esta soluciéon otorga a cada jugador el valor esperado del siguiente proceso: con distri-
buciéon uniforme discreta, se elige primero la cardinalidad de una coalicién para después
elegir una coalicién con esa cardinalidad que contenga al jugador ¢ y finalmente se le otorga
al jugador su contribucién marginal a esa coalicién. El valor de Shapley también se puede
plantear si se consideran las coaliciones que no contienen al jugador ¢ y se le otorga su
contribuciéon marginal ponderada al unirse a cada una de estas coaliciones bajo el mismo
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proceso planteado anteriormente, resultando en la siguiente expresion:

Shi(r) = 3 25D 5 i) — o(S), Vie N

n!
S
SCN

El valor de Shapley es una de las soluciones mas aceptadas debido a que siempre existe
y ademads, es unica bajo estos axiomas. Adicionalmente, cumple las siguientes propiedades:

Propiedad 1. Si (N,v) es no decreciente, entonces

Propiedad 2. Si (N,v) es superaditivo, entonces Sh(v) € I(N,v). Si es subaditivo,
Sh(v) € AI(N,v).

Propiedad 3. Si (N,v) es convexo, entonces Sh(v) € C(N,v). Si es concavo, Sh(v) €
AC(N,v).

2.2. Planteamiento del problema

Consideremos la siguiente situacién, como motivacién del problema: En un fracciona-
miento privado, el servicio ptiblico de recoleccion de basura solo acude un dia a la semana,
lo que provoca inconformidad entre algunos de los habitantes. Se tiene la posibilidad de
contratar un servicio privado. La empresa que proporciona el servicio puede hacer el reco-
rrido una vez al dia, de lunes a jueves y sus costos no dependen de la cantidad de casas que
debe atender, sino solo de los dias que debe hacer recorrido en el fraccionamiento. Entonces,
es razonable pensar que los habitantes se pongan de acuerdo y contraten el servicio para
que acuda todos los dias. Asi, se cubren las necesidades de todos y se incurre en un solo cos-
to. Ahora, el problema es encontrar un método para repartir este costo entre los habitantes.

El problema abordado consiste en un conjunto finito de agentes N = {1,2,...,n} y
un conjunto finito de servicios @ = {1,2,...,q}, con n,q € N. De aqui en adelante, se
considera que N y @ estan dados y son fijos. Cada agente ¢ € N requiere ciertos servicios
en () y estos requerimientos son denotados por un conjunto demanda M; C @); el vector
M = (My, Ms, ..., M,) es el vector de demandas. Se considera que no hay rivalidad por
los servicios, es decir, varios agentes pueden demandar el mismo servicio ya que éste puede
ser proporcionado a todo agente que lo requiera. Cabe notar que un agente ¢ € N puede
no requerir ningin servicio y por lo tanto M; = (). Se hace el supuesto de que todos los
servicios son requeridos por al menos un agente. Esta condicion restringe el conjunto los
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posibles vectores de demandas al conjunto

EQ) ={Me2?x---x2?|VjeQ,JiecN conjec M}.

Para un vector de servicios M € E(Q), se define para cada S C N y T € @ el conjunto
Sr(M)={ie S |35 €T tal que j € M;}

que representa el subconjunto de agentes en S que requieren algun servicio en 7', de acuerdo
al vector de servicios M.

Ademss, existe una funcidn de costos ¢ : 29 — R, con ¢(()) = 0, que asigna un ntimero
real (es decir, el costo asociado) a cada posible subconjunto de servicios de (). Dado un
conjunto de servicios (), el conjunto de todas las posibles funciones de costos se denota por

Go={c:29 =R | c() =0},

el cual es un espacio vectorial real con la suma y el producto por un escalar definidos de la
misma manera que en el espacio de funciones caracteristicas.

Formalmente, un problema de reparto de costos discretos (o problema, por simplicidad)
es un par (¢, M), con c € Gg y M € E(Q). Una solucion es una funcién

0:Gox E(Q)—R"

donde la i-ésima entrada de la solucién, ¢;(c, M), indica la cantidad que debe pagar el
agente ¢ € N por el conjunto de servicios que requiere, de acuerdo a la funcién de costos ¢
y el vector de demandas M.

Ejemplo 1. Considere que en la situacion planteada al inicio de la seccion, la empresa
tiene la siguiente funcion de costos:

c({1}) =30 ¢({1,3})) =41 ¢({1,2,3}) =50
c({2)) =28  ¢({1,4}) =36 c({1,2,4}) =55
{3) =25 c({2,3}) =48 c({1,3,4}) =53
({4}) =26 ¢({2,4}) =39 ({2 3,4}) = 60
c({1,2}) =35 c({3,4}) =42 ¢({1,2,3,4}) = 64

Hay 3 casas en la privada: la primera casa quiere que se recoja la basura los dias lunes y
Jueves; la sequnda casa, el lunes, martes y jueves y la tercera, el martes, miércoles y jueves.
Siguiendo la notacion anterior, se tiene N = {1,2,3}, Q = {1,2,3,4} y

My ={1,4} M,={1,2,4} M;={2,3,4}.

Notese que el problema estd bien definido ya que todos los dias son demandados por al
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menos un agente. Ademds, es mds conveniente para los habitantes contratar el servicio de
lunes a jueves y repartirse el costo final que contratar individualmente, ya que incurririan
en un gasto mayor.

2.3. Antecedentes

A continuacién se estudiard la uinica solucién que se encuentra en la literatura para este
problema en especifico. Se presentan los axiomas que la caracterizan y su interpretacion.
Para mas detalles sobre la demostracién de la unicidad y existencia de esta solucion, se
puede consultar [Macias-Ponce & Olvera-Lopez, 2013].

Axioma 5 (Aditividad). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" satisface el azioma de
aditividad si

p(cr + co, M) = @(c1, M) + p(c2, M)
para todo c¢1, ¢ € Gg.

Supongase, por ejemplo, que el costo de los servicios se puede dividir en meses. Enton-
ces seria deseable que el pago que haga un agente en el problema original sea el mismo
que si se aplica la solucion en cada uno de los meses para luego sumar los montos que le
corresponden en cada periodo.

Axioma 6 (Eficiencia). Una solucion ¢ : Gox E(Q) — R™ satisface el arioma de eficiencia

si
> wile, M) = ¢(Q)
iEN

para todo problema (¢, M).

Una solucion es eficiente si el costo de contratar el conjunto total de servicios se reparte
en su totalidad entre los agentes.

Definicién 2. El agente i € N se dice agente dummy en un vector de demandas M € E(Q),

Axioma 7 (Agente dummy). Una solucién ¢ : Gg x E(Q) — R" satisface el axioma de
agente dummy st

wile, M) =0
para todo problema (¢, M) y para cada agente dummy i € N en M.

Una solucién que cumple con este axioma otorga un pago de cero a los agentes que no
requieren ningun servicio.
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Definicién 3. Dado S C @, se define el problema S-reducido (c|o\s, M|g\s) € Go\s X
E(Q\S) como:
(clo\s)(T) = e(T), YT CQ\S
(Mlg\s)i = M; N (Q\S), Vi€ N.

En un problema S-reducido, los servicios en S son eliminados, tanto de la funcién de
costos como del vector de demandas.

Definicién 4. Dado (¢, M) € Gg x E(Q), el conjunto de servicios S C Q) es gratuito en c
si:

o(T)=0, VT CS
c(TUP)=c(P), YT CSyVPCQ\S.

Axioma 8 (Reduccion). Una solucion ¢ : Gg x E(Q)) — R™ satisface el axioma de reduc-
cion si

e, M) = o(clovs; Mlg\s)
para todo S C Q) gratuito en c, con (¢, M) € Gg x E(Q).

Este axioma nos dice que una solucién no deberia de verse afectada si se reduce el pro-
blema original, descartando los servicios gratuitos.

Definicién 5. Dos agentes i,j € N se dicen equivalentes en M € E(Q) si M; = M;.

Axioma 9 (Agentes equivalentes). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R™ satisface el azioma
de agentes equivalentes si
902'(07 M) = ij(g M)

para cada par de agentes equivalentes i,5 € N en M, con (¢, M) € Gg x E(Q).

Si dos agentes son equivalentes, demandan exactamente lo mismo, por lo que una solu-
cién que satisface el axioma anterior asigna la misma cantidad a pagar a ambos.

Definicién 6. Dos servicios h, k € @) son sustitutos en ¢ € G, si para cada S C Q\{h, k}
se cumple ¢(SU{h}) = ¢(SU{k}). Un problema (¢, M) es sustituto si todos sus servicios
son sustitutos en M.

Axioma 10 (Problema sustituto trivial). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R™ satisface el
axioma de problema sustituto trivial si

wile, M) =0, YieN

para todo problema sustituto (¢, M), con ¢(Q) = 0.
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En un problema sustituto, todos los servicios son indistinguibles entre si con respecto
a la funcién de costos, por lo que se puede considerar que todos contribuyen de igual ma-
nera al costo total. El axioma anterior indica que si se tiene un problema sustituto, donde
ademas el costo total es cero, entonces todos los agentes pagan cero.

Teorema 2 (Macias-Ponce & Olvera-Lopez, 2013). Eziste una tunica solucion ¢ : Gg X
E(Q) — R™ que satisface los aziomas de aditividad, eficiencia, agente dummy, reduccion,
agentes equivalentes y problema sustituto trivial. Mas aun, tiene la siguiente formulacion:

Sh;(Q, c)

e M) = Gl

JEM;

Vi€ N, (2.1)

donde Sh;j(Q,c) es el valor de Shapley del juego determinado por (Q,c), para todo j € Q.

Esta solucién consiste en dos pasos: primero, se calcula el precio de cada servicio con
respecto a ¢ considerando cuanto contribuye individualmente al costo total mediante el
valor de Shapley en el juego (Q, ¢); después se distribuye este precio de manera igualitaria
entre los agentes que requieren el servicio. Sumando sobre cada servicio en su conjunto
demanda, se obtiene la cantidad a pagar por cada agente segun la solucién (2.1).

Por ejemplo, considérese el problema planteado en el Ejemplo 1, calculando el valor del
Shapley del juego cooperativo (@, ¢) se tiene

Sh(Q,c) = (13%, 17, 16%, 16%).
Este vector representa los precios de cada dia que se provee el servicio, considerando

toda la informacion de costos. Nétese que este precio es menor que el costo de contratar
cada dfa por separado. Calculando la solucién (2.1) se obtiene

o(c, M) = (125,202,302).

Nuevamente, se puede observar que el pago que debe realizar cada agente es menor que
en el incurririan si cada uno contratara los servicios que requiere por separado.
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CAPITULO 2. DEFINICIONES Y NOCIONES BASICAS



Capitulo 3

Resultados

En este capitulo se caracterizan tres nuevas propuestas de soluciones para el problema
de reparto de costos discretos y se estudian diferentes propiedades que éstas satisfacen.
Adicionalmente, se presenta un trabajo en proceso sobre una familia de soluciones.

3.1. Caracterizaciones

Existen ciertas situaciones donde seria razonable pedir a los agentes dummy cierta can-
tidad para contribuir en el costo total. Supongase en el ejemplo del fraccionamiento privado,
que el servicio incluye la recoleccion de la basura en las areas comunitarias. Por esta razon,
se les podria pedir a todos los agentes una cuota minima de cooperacién, incluyendo a los
agentes que no requieren nada. El siguiente axioma establece lo anterior.

Axioma 11 (Pago dummy). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" satisface el arioma de
pago dummy con respecto a o € (0, 2] si

pile, M) = ac(Q)
para todo i € N agente dummy en M, con (¢, M) € Gg x E(Q).

Teorema 3. Para todo o € (0,%}, existe una unica solucion ¢ : Gg x E(Q) — R”
que satisface los axiomas de aditividad, eficiencia, pago dummy con respecto a «, agentes

equivalentes, reduccion y problema sustituto trivial. Mds aun, tiene la siguiente formulacion:

Shi(Q, ¢)

wi(c, M) = ac(Q) + (1 — an) N, (D)

JjeM;

Vi€ N. (3.1)

Demostracion. Primero se demostrard la unicidad de la solucion. Como se muestra en
[Macias-Ponce & Olvera-Lopez, 2013] definiendo para cada S C @, los nimeros reales

13
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0s =c(S) = > or,

TCS

cualquier funcién de costos ¢ € Gg puede escribirse como:

Cc = Zés’u,g

scQ

donde cada ug € Gg son las funciones de costos de unanimidad definidas como:

1,siSCT
0, otro caso.

us(T) = {

Sea ¢ : Gg x E(Q) — R™ una solucién que satisface los axiomas. Entonces, por el
axioma de aditividad, se tiene

wi(e, M) = Z ©i(0sug, M).
5CQ

Basta demostrar la unicidad de la solucién en cada funciéon de costos de unanimidad.
Dado S C @, los servicios en Q\S son gratuitos en ug, ya que ug(T) = 0, VI' C Q\S y
para todo P C Q\(Q\S) = S se tienen dos casos:

¢ SiPCS=S¢TUP= us(T'UP)=0=us(P)

Entonces, por el axioma de reduccion
pi(0sus, M) = ¢;(0sus|s, M|s).

Para todo j € Q y r € R, se definen dos funciones de costos ¢/, ¢, € Gg como:

CZ(T):{T,SijET; ,C\T(T):{Tt,siT#Q;

0, otro caso, 0, otro caso,

para todo T' C . Entonces, tomando r = 1/s, para cada S C @) se puede hacer la siguiente
descomposicién:
Ssusls =) dsc];, — Istiys
jes

con ¢’

1 /57/0\1 /s € G para todo j € S. Nuevamente, por el axioma de aditividad

@i(Osusls, Mlg) = Z%’((SSC{/S, M|s) — @i(0sCi/s, M|s).

jes
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Nétese que (65175, M|s) es un problema sustituto, ya que para cualesquiera h,k € S'y
para todo 7' C S\{h, k}

85¢1s(T U {h}) = “; L = 05C1ys(T U {k}).

Ademds, ¢1/5(S) = 0; entonces, por el axioma del problema sustituto trivial ¢;(c1/5(5), M|s) =
0, Vi € N. Adicionalmente, veamos que en cada problema (dgc] /52 M|s), los servicios S\{;j}

son gratuitos: para todo 7" C S\{j}, 1/S( ) =0 (ya que j € T). Entonces por el axioma
de reduccién

pi(dsus|s, M|s) = Z%‘((SS 1/s|{]}7 Mlg3)-
jes
El problema (dg¢] /S|{]}, M]|;y) consiste en un problema discreto de servicios con un solo
servicio {j}. En este problema existen solo 2 tipos de agentes, los que demandan el servicio y
los que no. La cantidad de agentes que requieren j es |Ny;3(M)| y los que no, n— | Ny (M)).
Los segundos son agentes dummy, por lo que les corresponde pagar a cada uno %. Ya que
la solucién es eficiente, a los agentes restantes se les debe distribuir 556{ /s<{j }—(n—

Ny (M)])2% = 95 — (n — [Ny (M)])222. Ademés los agentes son equivalentes, por lo que
deben pagar lo mlsmo Por lo tanto,

dg 1—an
e - , 1 'e i
PR RN B (“ﬂN{j}(MM) HIen
(05 gl gy Mzy) = s

—, otro caso.
S

Asi, se ha determinado la solucién de manera tnica en cada problema reducido. Esto
demuestra la unicidad de la solucién ¢. A continuacion, se demuestra la existencia com-
probando que la solucién (3.1) cumple los axiomas. Sean ¢, c1,c2 € Gg y M € E(Q):

o Aditividad.

i(cr + 2, M) = ac1 + ¢2)(Q) + (1 — an) Z Shiler + 2, Q) Vi e N.

S N (M)

Recordando que el valor de Shapley es aditivo en juegos cooperativos, se tiene

Sh;(c1,Q) N Shj(CmQ))
NGy (M) [Ny (M)

QOZ'(Cl + Co, M) = CJ./Cl(Q) + OéCz(Q) + (1 - Oé’fl) Z (

= ac1(Q) Z N Cl’ —i— acs(Q) + (1 —an)

JjEM; {‘7} jEM; ‘ {J}
= i(c1, M) + @i(co, M), Vie N.
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e [Kficiencia.

ngsz Z (Q)—i—(l—an)ZM

iEN ieN JEM; [Nijy (M)

= anc(Q) + (1 — an) ZZFhCQ

€N jeM,; {]}

Sh;(c,Q)
]EM ‘N{ it M)|

Ya que la solucién (2.1) es eficiente, >,y > = ¢(@Q), entonces

> wile, M) = anc(Q) + (1 — an)e(Q) = ¢(Q).

ieN
e Reduccién. Sea S C @ gratuito en (¢, M), entonces

pi(c, M) = ac(Q) + (1 — an) Z M_,_ Z |Shj(CaQ)

Jje(M;NS) N{J}(M” JjE(M;\S) N{J}(M)|

Nétese que j € S es nulo en el juego (Q,c), por lo tanto Sh;(Q,c) =0y

- Sh]’(ca Q)
i(c, M) = ac(Q) + (1 — an) jé%s) W
Ademas,
Shj(& Q)

wi(c\Q\s, M|Q\S) =ac(Q\ S)+ (1 —an) Z m
je(\s) U

Recordando que ¢(Q) = ¢(Q \ ) se tiene que p;(clo\s, M|g\s) =wi(c, M), Vi € N.

e Problema sustituto trivial. Supéngase que (¢, M) es un problema sustituto con ¢(Q) =
0. Todos los servicios son simétricos en el juego (@, ¢) por lo que Sh;(Q,c) = 0, para
todo j € Q. Asi, p;(¢, M) =0, Vi € N.

Los axiomas de pago dummy y agentes equivalentes son inmediatos. Con esto, queda
demostrada la existencia. [

Esta solucién puede ser vista como una combinacién convexa entre la solucién (2.1) y
la igualitaria, es decir, aquella donde el costo total se divide por igual entre todos los agentes.

La idea tras esta caracterizacion es que todos los agentes paguen una cuota minima; la
solucién (3.1) cumple esta propiedad bajo cierto tipo de funcién de costos: las funciones de
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costos no decrecientes. En este tipo de problemas, es razonable pensar que el costo de un
conjunto de servicios se va incrementando entre mas servicios se demandan.

Propiedad 4 (a-cuota minima). Para un a € (0,1], una solucidn ¢ : Gg x E(Q) — R"
satisface a-cuota minima si ;(c, M) > ac(Q) para todo i € N, cuando la funcion de costos
¢ es no decreciente.

La solucién (3.1) cumple con esta propiedad. En la seccién siguiente se presenta la de-
mostracion.

Ejemplo 2. Considere la misma funcion de costos del ejemplo anterior, con los mismos
conjuntos demanda pero ahora existe otro agente cuya demanda es nula. Entonces se tiene
el vector de demandas

M = ({17 4}7 {17 2, 4}7 {27 3, 4}7 @)
y supongamos que la cuota que se les pedird a los agentes es un 10% del costo total, es
decir, o = 1/10. Entonces, calculando (3.1) se tiene

o(e, M) = (132,185, 24

2
107 10’65)'

Se puede observar que el agente dummy paga exactamente ac(Q) = 32/5.

Las siguientes soluciones son basicas, las que intuitivamente pensamos al momento de
dar solucién a un problema de distribucién de costos en la vida cotidiana: repartir de ma-
nera igualitaria el costo total. La primera de ellas considera a los agentes que no demandan
nada y no les asigna pago alguno, mientras que la segunda es una restriccion de la primera.

Axioma 12 (Irrelevancia ante costo nulo). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" satisface
el arioma de irrelevancia ante costo nulo si

wile, M)=0, YieN
para todo problema (¢, M), con ¢(Q) = 0.
Este axioma pide que si el costo a repartir es cero, nadie pague nada, sin importar el
tipo de agente o el vector de demandas. La idea es relajar el axioma de problema sustituto
trivial y no exigir que necesariamente los servicios sean sustitutos para que nadie pague

nada.

Definicién 7. Dos agentes i,j € N tienen costos equivalentes en (¢, M) € G x E(Q), si
co(M;) = c(M;).

Axioma 13 (Costos equivalentes). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R™ satisface el azioma
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de costos equivalentes si

pi(c, M) = pj(c, M)
para cada par de agentes i,j € N con costos equivalentes en M tales que M;, M; # 0, con
(e, M) € Gg x E(Q).

Este axioma simplemente indica que si dos agentes no dummy tienen conjuntos deman-
da cuyo costo es el mismo, la solucion les otorga el mismo pago.

Teorema 4. Existe una unica solucion ¢ : Gg x E(Q) — R™ que satisface los axiomas
de aditividad, eficiencia, agente dummy, irrelevancia ante costo nulo y costos equivalentes.
Mas atn, tiene la siguiente formulacion

2% g M,
oile M)y={ noq S Mi#0 (32)
0, otro caso,
donde d = |Dys| con Dy = {j € N | M; = 0}.

Demostracion. La existencia es inmediata, ya que es facil ver que la solucién (3.2) cumple
los cuatro axiomas. A continuacion se demuestra la unicidad. Definiendo, para cada S C @,
los niimeros reales d; = 0 y
§ *
6T’

cualquier funcién de costos ¢ € G puede escrlblrse como:
c= E dsus
SCQ

donde cada ug € Gg se define como:

« | L,siTCS
us(T) = { 0, otro caso.

para todo T" C (). El conjunto de juegos u§ es otra base para funciones de costo y se conoce
como base dual.

Sea ¢ : Gg x E(Q) — R™ una solucién que satisface los axiomas. Entonces, por el
axioma de aditividad, se tiene

Z Pi 55‘“87

SCQ

Para todo S C @, 05u*xs(Q) = 0, entonces por el axioma de irrelevancia ante costo nulo
pi(d5us, M) =0, Vi € N. Asi, p;(c, M) = pi(05up, M) = pi(c(Q)ug, M). En el problema
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(c(Q)uy, M) hay dos grupos de agentes con costos equivalentes, los agentes dummy y los
1 € N tales que M; # (); los primeros pagan cero, por el axioma de agente dummy mientras
que los n — d restantes deben repartirse de manera igualitaria c(Q)uy(Q) = ¢(Q). |

Ahora, consideremos los problemas donde todos los agentes demandan al menos un
servicio. Es decir, solo se consideran vectores de demandas en el conjunto

E(Q) = {M € B(Q) | M; 0, Vi € N}.

Teorema 5. Existe una tinica solucion ¢ : Gg X E(Q) — R"™ que satisface los axiomas de
aditividad, eficiencia, irrelevancia ante costo nulo y costos equivalentes. Mds aun, tiene la
siguiente formulacion:

wile, M) = @, Vi € N. (3.3)

n

Demostracion. Como en el caso de la solucién (3.2), la existencia es inmediata. Para demos-
trar la unicidad se sigue de la misma manera que la demostracién de la solucién anterior.
Recordemos que una solucion que cumple con los axiomas de aditividad, eficiencia e irrele-
vancia ante costo nulo se reduce a la expresion:

pile, M) = @i(c(Q)ugy, M).

Ahora, debido a que M € E(Q), en el problema (c(Q)ug), M) todos los agentes tienen
costos equivalentes y por lo tanto se reparten c(Q)ug(Q) = ¢(Q) de manera igualitaria, lo

que nos da la expresion de la solucién (3.3). [

O

Ejemplo 3. Consideremos el mismo problema del Ejemplo 1. Nétese que este problema
eziste en Gg x E(Q), por lo que podemos calcular la (3.3), que coincide con la (3.2):

¢ = (213,213,213).

Si ahora consideramos el vector de demandas del Ejemplo 2 (es decir, el que contiene un
agente dummy) ya no es posible calcular la solucion dada por (3.3), pero sila (3.2), la cual
es:

¢ = (213,215,213,0).

Finalmente, la tltima solucién presentada se basa en el enfoque de teoria de juegos, en el
cual a cada problema (¢, M) se le asocia un juego cooperativo que tenga una interpretacion
intuitiva y se resuelve el juego para proponer una solucién al problema original. También
se hace la caracterizacién axiomatica de esta solucién.
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Definicién 8. Dado (¢, M) € Gg x E(Q), un agente i € N se dice nulo si

C(UMk>:C U M), vScCN\{i}

kes keSu{i}
La demanda de un agente nulo no afecta el costo de las demandas del resto de los agentes.
Observacion 1. Todo agente dummy es agente nulo.

Axioma 14 (Agente nulo). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" satisface el azioma de
agente nulo si

wi(ec, M) =0
para todo i € N agente nulo en (¢, M), con (¢, M) € Gg x E(Q).

Debido a que la demanda de un agente nulo no afecta a los deméds agentes, una solucién
que satisface este axioma otorga a este tipo de agentes un pago de cero.

Definicién 9. Dos agentes ¢,7 € N tienen demandas simétricas en (¢, M) € Gg x E(Q),
si

cl U M|=c| |J M), VSSN\{ij}

keSu{i} keSu{j}

Un par de agentes tienen demandas simétricas si sus conjuntos demanda son indistin-
guibles entre si con respecto a cuanto contribuyen en costos.

Observacion 2. Los agentes equivalentes tienen demandas simétricas. Si dos agentes tie-
nen demandas simétricas, entonces tienen costos equivalentes.

Axioma 15 (Demandas simétricas). Una solucidn ¢ : Gox E(Q) — R™ satisface el azioma
de demandas simétricas st

gpi(C, M) = (pj(C, M)

para cada par de agentes i,5 € N con demandas simétricas en (¢, M), con (¢, M) €

Go x E(Q).

Cualquier par de agentes cuyas demandas sean simétricas, pagan lo mismo en una so-
lucién que cumple el axioma anterior.

Teorema 6. Eziste una unica solucion ¢ : Gg x E(Q) — R™ que satisface los aziomas
de aditividad, eficiencia, agente nulo y demandas simétricas. Mds aun, tiene la siguiente
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formulacion:

gOi(C, M) = ShZ(N, ’LU(CjM)), Vie N (34)
donde weary € Gy es el juego definido como

Wiean)(S) = ¢ (U Mk> , VSCN.

kesS

Demostracion. Primero se demuestra la unicidad de la solucién. Como en la demostracion
de las soluciones (3.2) y (3.3), se descompone la funcién de costos de la siguiente manera:

c= Zésus

5CQ

Sea ¢ : G x E(Q) — R™ una solucién que cumple con los axiomas. Se define el conjunto

Qu={0#SCQ| M, CS, para algin k € N},

el cual agrupa los subconjuntos de () que contienen el conjunto demanda de al menos un
agente.

Notemos que todos los agentes tienen demandas simétricas en (d5ul, M) cuando S & Qn
y ademds, u5(Q) = 0. Entonces, por eficiencia y demandas simétricas ¢;(05u¥, M) = 0,
para todo i € N si S € Q. Por lo anterior y por aditividad, se tiene

@i(cv M) = Z 90%(55‘“37 )

SeQum
Si S € Qu, hay tres grupos de agentes en (0§us, M):
e j € N tales que 0 # M; C S
e j€ Ntalesque D #M; £ S
e j € N tales que M; =)

cuyas demandas son simétricas. Por los axiomas de demandas simétricas y agente nulo
existen \g, s € R para todo S € @), tales que:

/\5, si @ ?é Mz g S
((Sgus, ) = 0, si Mz = @
s, otro caso.
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Para todo T,R C @, se definen las funciones de costo:

L,siTNR#0
0, otro caso.

o) = {

Para cada @ # S € Qu, con M; C S, existe un tnico T' C @ \ M; tal que S = Q \ T}
ademds, dguy = d5(uy — cr). Por aditividad y eficiencia,

5*
(5SuS’ ) ¢Z(5SUQ7 ) @z(ésCTa ) = n f

d _SOZ((SSCT7 )

donde d denota a la cantidad de agentes dummy en M.

Ahora, i € N esnuloen (§5¢r, M ). Entonces, por el axioma de agente nulo, ¢;(d&cr, M)
0. Asi, para todo Q # S € @y con M; C S, se tiene :

0%
n—d

Para cada S € Q) y cada P C N se denota por
P3(M)={jeP|M;CS}

al conjunto de agentes en P tales que su demanda esta contenida en S. Finalmente, por los
axiomas de eficiencia y agente nulo, (|N*(M)| — d)A\s + (n — [N°(M)|)us = 0, para todo
RQ#ESEQuY

; sid#M; CS
n—d .
oi(05ug, M) =4 0, 5 si M; =0
_6S(|N (M)| _ d) otro caso

(n —d)(n — [NS(M)[)’

lo que determina la solucién de manera tnica.

Para demostrar la existencia, solo es necesario recordar los axiomas que caracterizan al
valor de Shapley. La eficiencia y la aditividad se heredan directamente de la eficiencia y
linealidad del valor de Shapley; un agente nulo en (¢, M) es un jugador nulo en el juego
(N, w(ear) por lo que paga cero, y si 4,5 € N tienen demandas simétricas en M, entonces
tienen contribuciones marginales iguales en el juego (N, w(car), por lo que Shi(N, we,)) =
Shj(N,w(c,M)). [ |

La interpretacién del juego asociado (N, Sh. ) es simple: cada agente representa un
jugador y la funcién caracteristica w. ar)(S) representa el costo en el que se incurre si un
grupo de agentes S C N se ponen de acuerdo y contratan el minimo paquete de servicios
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que cubra sus demandas conjuntas.

Ejemplo 4. Sigamos considerando el problema planteado en el Ejemplo 1, con el vector
de demandas M = ({1,4},{1,2,4},{2,3,4}). Entonces, la funcion caracteristica del juego
asociado (N, W nr)) es:

S {1 {2 {8 {12 {13 {23 N
Wean | 96 55 60 55 64 64 04

Calculando el valor de Shapley para este juego, se tiene la solucion (3.4):

o, M) = Sh(N,wean) = (122,22%,293).

3.2. Propiedades adicionales

Propiedad 5 (Monotonia). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R"™ es mondtona si para cua-
lesquiera i,k € N tales que M; C My, se tiene que p;(c, M) < @x(c, M) para toda funcién
de costos ¢ no decreciente.

Observaciéon 3. La definicion de una funcion de costos no decreciente es equivalente a la
planteada en el Capitulo 2 para juegos cooperativos.

Esta propiedad nos indica que si un agente £ demanda al menos los mismos servicios
que un agente ¢, entonces el pago del agente k debe ser mayor o igual que el del agente ¢ si
la funcién de costos es no decreciente.

Definicién 10. Una funcién de costos ¢ es concava si
c(S)+ce(T)—c(SNT)>ce(SUT),

para todo S, T C Q.

Asi que en una funciéon céncava, contratar dos conjuntos por separado es mas costoso
que contratarlos como un solo conjunto, por lo que es rentable contratar el conjunto total
de servicios.

Propiedad 6 (Racionalidad individual). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" es indivi-
dualmente racional si p;(c, M) < ¢(M;) para todo i € N cuando la funcidn de costos c es
concava.

Si la funcién de costos es céncava y la solucién es individualmente racional, un agente
paga a lo més lo que le costaria contratar directamente los servicios que él requiere; en
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otras palabras, ningin agente se ve perjudicado con la cooperacién.

Dado M € E(Q), k € Ny h € @, se define el vector de demanda (M + k) € E(Q)
como
(M + k)i = { M, otro caso.

En este nuevo vector de demandas, el agente k esta incrementando su demanda en un
solo servicio h, mientras que el resto de conjuntos demanda se mantiene igual.

Propiedad 7 (Independencia ante incremento de demanda). Una solucion ¢ : Gg X
E(Q) — R" es independiente ante incremento de demanda si

wile, M) = @i(c, M + ky), sih¢& M,;, Vie N\{k}.

Si una soluciéon cumple esta propiedad, el pago de un agente no debe verse afectado si
otro aumenta su demanda en un servicio que el primero no requiere.

Dado M € E(Q), se le asocia un nuevo vector de demandas M_p, tal que

Este vector de demandas es el mismo que el anterior, pero se quitan los agentes dummy.

Propiedad 8 (Reduccién dummy). Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R™ cumple reduccion
dummy st

wile, M) = @;(e, M_p), ¥i€ N\Dyy.
Lo que nos dice esta propiedad es que una solucién no se ve afectada si los agentes
dummy se descartan del problema.
Proposicién 1 (Macias-Ponce & Olvera-Lopez, 2013). La solucion ¢ : Gg x E(Q) — R"
dada por (2.1) satisface (a) monotonia, (b) racionalidad individual e (c) independencia
ante incremento de demanda.

Observacion 4. La solucion (2.1) también cumple con reduccion dummy.

Proposicién 2. La solucién ¢ : Gg x E(Q) — R" dada por (3.1) satisface (a) a-cuota
minima, (b) monotonia e (c) independencia ante incremento de demanda.
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Demostracion.

(a) Debido a que se considera que la funcién de costos ¢ es no decreciente, el valor de
Shapley del juego (N, ¢) es no negativo. Asi, ¢;(c, M) > ac(Q).

(b) Sean i,h € N tales que M; C M, por la Proposicién 1, sabemos que

Z |N{J} Z |N{J}

JEM;
por lo que de inmediato se sigue que ¢;(c, M) < @r(c, M).

(c) Sea k € @y h e N.Seai € N tal que k ¢ M;, sabemos que en la solucién (2.1)
el agente ¢ no se ve afectado con el incremento, como tampoco se afecta ¢(Q), la
demostracion es inmediata. |

Proposicién 3. La solucion ¢ : Gg x E(Q) — R™ dada por (3.2) satisface (a) agen-
tes equivalentes, (b) reduccidn, (¢) problema sustituto trivial (d) demandas simétricas, (e)
monotonia y (f) reduccion dummy.

Demostracion.

(a) Sean i,k € N tales que M; = M. La solucién solo depende de si el conjunto deman-
da es vacio o es no vacio. Como los agentes tienen exactamente el mismo conjunto
demanda, se sigue que ¢;(c, M) = @i(c, M).

(b) Sea S C @ gratuito en ¢, entonces si M; # 0,

pi(c, M) = ;;(?)d = Cle_\? = ¢i(clo\s, M|q\s)

y si M; = ) paga cero en ambos problemas. Por lo tanto ¢;(c, M) = ¢;(c|g\s, c|o\s)
para todo v € N.

(¢) En un problema sustituto trivial ¢(Q) = 0, entonces ¢;(¢, M) = 0 para todo i € N.

(d) Sean i,k € N dos agentes con demandas simétricas. La Observacién 2 nos dice que
entonces tienen costos equivalentes. Como la soluciéon cumple el axioma de costos
equivalente, entonces ¢;(c, M) = @r(c, M).

(e) Sean i,k € N tales que M; C M. Si M; = M, se tiene la igualdad. Si () £ M; C M,
ambos pagan ¢(Q)/(n — d). Si ) = M; C M, entonces

«(Q)

n —

wi=0<

- gOk(C, M)
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ya que ¢(Q) > 0 porque se considera que la funcién de costos es no decreciente. Por
lo tanto, 901(07 M) < QOk(C, M)

(f) Al salir del problema los agentes dummy, la cantidad total de agentes es n—d y todos

pagan lo mismo, asi que si M; # (), entonces ¢;(¢c, M) = % = @;(e, M_p). [ |

Proposicién 4. La solucién ¢ : Gg x E(Q) — R"™ dada por (3.3) satisface (a) agentes
equivalentes, (b) problema sustituto trivial (¢) cuota minima, (d) demandas simétricas, (e)
monotonia e (f) independencia ante incremento de demanda.

Demostracion. Como en el caso de la solucién (3.2), esta solucién solo depende de ¢(@Q),
asi que la demostracion del cumplimiento de las propiedades (a)-(f) es trivial. [

Proposicién 5. La solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" dada por (3.4) satisface (a) agente
dummy, (b) reduccion, (c) agentes equivalentes, (d) monotonia, (e) racionalidad individual
y (f) reduccion dummy.

Demostracion.

(a) Sea M; = (). Recordando la Observacién 1, un agente dummy es nulo, entonces como
la solucién satisface el axioma de agente nulo, ¢;(c, M) = 0.

(b) Sea S C @ gratuito en ¢, entonces ¢(M;) = ¢(M; N (Q\S)) para todo i € N. Asi,

c (U Mz-) =c (U[Mi N (Q\S)]> =c <U Mi|Q\S>
i€S €S i€S
por lo que ¢;(c, M) = p(clovs, Mg\s)-

(c¢) La Observacién 2 nos dice que si dos agentes son equivalentes, entonces tienen deman-
das simétricas. Asi, por el axioma de demandas simétricas si M; = M, para i,k € N,
entonces @;(c, M) = @r(c, M).

: : (n—s)!(s—1)!
(d) Seani,k € N tales que M; C M y ¢ no decreciente. Denotando por v, =

n!
se tiene:

$en
:Z’ys C(UM]')_C U M;
S34 JES jeS\{i}

SCN
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Notemos que si {i,k} C S

Ua= U u;

JjeSs jeS\{i}
ya que M; C M, .Ademas si S Z k, entonces

C<UMj>§c U M= U M),

Jjes jesu{k} je(S\{iHhu{k}

por lo que

wilc, M) = Z Yo c(UMj)—c U M;

ngva\i{k} JeS\{i}
< Z Vs | € U Mj —C U Mj
Sg?\fa\z{k} jeSU{k} Jjes\{i}
= Z s | c U M;| —c U M;
ngva\z{k} FE(S\{iH)u{k} jeS\{i}

Sea T = S\{i}, entonces

pi(e, M) < Z Ye+1 | C U M; _C<UMJ>

T#k JETU{k} jeT
TCN\{i}

Finalmente, por ser ¢ no decreciente, w (T U {k}) — wean(T) > 0 para todo
T C N{k} con T > i, asi

pi(c, M) < Z Vi1 | € U M| —c (U Mj>
T3k JjeTU{k} JET
TCN\{i} B B
£ % el U an) (o)
Tg?va\l{k} L Ve 7t -
thn—1t—1)!

THk ’
TEN

= Shk(N, w(cvM)) = (pk(C, M)
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(e) Basta notar que al ser ¢ céncava, el juego (N, w.a)) es céncavo. Sea i € Ny S C
T C N\{i} entonces denotemos por

A= | M; y B=|]JM;,

jesufi} jET
entonces como ¢ es céncava ¢(A) + ¢(B) — c(AN B) > ¢(AU B). Veamos que
jesui} jeT jes
yva que S C T C N\{i}. Por la misma razon,
AavB=| |J M U(U%) = U m
jeSu{i} j€T JeTU{i}

entonces

cl U M +C<UMj>—c<UMj>zc U M.

jesu{i} jeT jes JETU{i}
o equivalemntemente,

cl U M —c<UMJ)zc U M —C<UMj>

JESU{i} jes JETU{i} JET

= Wien) (S UA{i}) = wiear)(S) > wiean (T U{i}) — wiean(T),

lo que demuestra que (N, w,ar)) es concavo y entonces Sh(w ) € AC (W), en
especifico, Shi(wea)) < wean({i}) = c(M;).

(f) Un agente dummy en M es un agente nulo en (N, w, ) por lo que el valor de
Shapley no se ve afectado si se retira del juego. [

El cuadro (3.1) muestra tanto los axiomas como las propiedades anteriormente mencio-
nadas e indica cudles son cumplidas por las soluciones estudiadas (x indica que la solucién
cumple la propiedad; — indica que la propiedad no aplica a esa solucién).
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Propiedad (2.1) | (3.1) | (3.2) | (3.3) | (3.4)
Aditividad

Eficiencia

Agente dummy
Reduccion

Agentes equivalentes
Problema sustituto trivial
Pago dummy

a-cuota minima
Irrelevancia ante costo nulo *
Costos equivalentes *
Agente nulo
Demandas simétricas *
Monotonia

Racionalidad individual

Independencia ante incremento de demanda
Reduccion dummy

b S S . S S
bl S S S o *
b S S S S S

* [ %
bl S . S o

* * ok
* ok o

> X
*
*

Cuadro 3.1: Propiedades de las soluciones

3.3. Familia de soluciones

Una pregunta natural que surge al hacer una caracterizaciéon es qué ocurre si se con-
sidera que uno o mas de los axiomas utilizados no es necesariamente cumplido. Esta idea
se desarrolla en [Sanchez-Sanchez et al, 2008] para soluciones de juegos cooperativos de
utilidad transferible; se presenta una expresion que define a todas las soluciones que cum-
plen linealidad, eficiencia y simetria, es decir, el conjunto de axiomas que cumple el valor
de Shapley con excepcion del axioma de agente dummy. Se aplica esta misma idea para la
solucién que viene dada por (3.4). Primero se presenta un expresién de todas las soluciones
que cumplen los axiomas de aditividad, eficiencia y demandas simétricas y una mas que
cumple las tres anteriores mas el axioma de agente dummy.

Proposicién 6. Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" satisface los aziomas de aditividad,
eficiencia y demandas simétricas si es de la siguiente forma:

oM 5555 B B0
ple, M) = [NS(M)| 2 n— [NS(M)] (3.5)
Q#SGQM S€Qnm
SHM;

para ciertos numeros {fs}orseq, Y donde 0% son los coeficientes de la base dual.

Demostracion. Consideremos una solucién ¢ : Gg x E(Q) — R™ que cumpla con los axio-
mas de aditividad, eficiencia y demandas simétricas. Considerando que cualquier funcién
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de costos ¢ € Gq puede escribirse como ¢ = ) 4, d5cs donde cada ¢ € Gg se define

COo1mo:

s [ LsiTCS
cs(T) = { 0, otro caso.

Entonces, como en la demostracién de la solucion (3.4), se tiene

pi(c, M) = Z pi(d5cs, M),
SeQum
ademds, si S € @y, hay dos tipos de agentes en (0%ck, M):
e j & N tales que M; C S
e j€ N tales que M; ¢ S
por lo que existen Ag, s € R para todo S € @, tales que:

)\S, si Mz Q S
s, otro caso.

036500 = {

Por eficiencia, |[N°(M)|\g + (n — |[NS(M)|)us = 0, para todo Q # S € Qu v

C
gpi(q M) =

S+ ) nsdh

Q#ESEQM SeQm

c(Q) |NS(M)|Xsb%
= 2% DY M QR e
+Q¢SeQM o segy, T N (M)

520, SHM,

Tomando Bs = |[N°(M)|)s, se tiene la expresién (3.5).

Esta expresion puede interpretarse por medio de transferencias como sigue: primero, el
costo total de todos los servicios ¢(Q) se divide de manera igualitaria entre los agentes,
luego los los agentes que tiene su demanda contenida en S € @) se dividen una porcion
del costo de S entre ellos por partes iguales y esto se transfiere a los agentes que no tienen

su demanda contenida en S.

Proposicién 7. Una solucion ¢ : Gg x E(Q) — R" satisface los aziomas de aditividad,
efictencia, demandas simétricas y agente dummy si es de la siguiente forma:

555 Bs0%
INS(M)[—d S§M n—|NS(M

) aM = S
wi(e, M) QZS<Qu S
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para ciertos numeros {Bs}oxseq, Y donde 0% son los coeficientes de la base dual.

Demostracion. Sea ¢ : Gg x E(Q) — R" que cumpla con los axiomas. La demostracién
sigue de la misma manera a la del Teorema 6. Existen \g, pg € R para todo S € @, tales
que:
)\S, si @ 7é Mz Q S
pi(05ug, M) = ¢ 0, si M;=10
s, otro caso.

por lo que se tiene la siguiente expresion:

wilc, M) = %vL Z As0g + Z HsOg.

Q#AESEQM SeQm

Por eficiencia, (|[N°(M)|—d)As+(n—|N*(M)|)us = 0, para todo Q # S € Q )y, despejando
is, sustituyendo en la expresién anterior y tomando Sg = (|[N¥(M)| — d)\s, se tiene la
forma (3.6). |

La interpretacién de la expresion (3.6) es muy similar a la de la familia de soluciones
(3.5), solo que en este caso, como los agentes dummy no pagan nada, las transferencias se
llevan a cabo entre el resto de los agente.

Ya que tanto N como () son conjuntos dados, la cantidad de coeficientes g para am-
bas familias de soluciones depende completamente del vector de demandas M. En especial
depende de la cardinalidad del conjunto )y, ya que existe un coeficiente por cada S € @)y,
excepto en el caso de S = (). Asi que se tienen |@Qy/| — 1 coeficientes.

Recordando que el conjunto Q;; se define como
Qu={0#SCQ| M, CS, para algin k € N},

se sabe que al menos tiene un elemento: (). Este es el caso cuando M; = () para todo
1 € N, asi el inico subconjunto de servicios S que cumple que My C S para algin k € N es
exactamente S = (). Ahora considérese el caso cuando g < n, es decir, cuando se tienen al
menos tantos agentes como servicios y el siguiente tipo de conjunto demanda: My = {h},
para algin h € Q y Yk € N con {J,cy M; = @ para que el problema esté bien definido. En
este caso, |Qy| = 29 — 1. Bajo este razonamiento, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1. Dado un problema (¢, M) € Gg x E(Q), toda solucion de la forma (3.5) o
(3.6) tiene 0 < [{Bs}orseqn| < 29— 1.
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Por ejemplo, las constantes g en la familia (3.5) para la solucién (3.4) son

_INS(M)| —d

ﬁS n—d )

VQ#SEQMa

mientras que para la solucién (3.2), s =0, VQ # S € Qu.
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Conclusiones

Existen una infinidad de posibles formas de resolver éste o cualquier tipo de problema
de distribucion de costos, por lo que es imposible decir que el problema ha quedado resuel-
to. Sin embargo, el proponer una solucién formalmente requiere que ésta sea razonable y
atractiva para los agentes involucrados.

Para realizar una caracterizacion, lo mas importante es proponer “buenos” axiomas.
Asi, si los agentes los aceptan, la solucién que se propone serd la unica que los cumple, lo
que representa una gran ventaja. En el caso del enfoque de teoria de juegos, lo principal es
que el juego asociado tenga un sentido légico y real en el contexto en el que se esta traba-
jando. De esta manera, las propiedades de la solucién del juego cooperativo (en este caso,
el valor de Shapley) pueden ser adaptadas e interpretadas de manera natural al problema
de costos, lo que ayuda a plantear sencillamente axiomas razonables.

La ventaja de las soluciones propuestas en este trabajo, es que las propiedades que las
caracterizan son muy naturales e interpretables, ademés de que la unicidad esta formalmen-
te demostrada. A lo largo de este trabajo de investigacion, distintas ideas de propiedades
dieron resultado a las primeras tres soluciones y se logré caracterizar una solucién derivada
de un juego cooperativo muy intuitivo, ademas de un par de expresiones interesantes de
una familia de soluciones.

Para finalizar este trabajo, se presentan una serie de preguntas que se desprenden de
los resultados presentados, las cuales podrian dan lugar a distintas direcciones de futura
investigacion:

e El axioma de aditividad es de gran utilidad debido a que permite utilizar bases
y descomponer los problemas en otros mas sencillos de analizar. Sin embargo, es
interesante realizar caracterizaciones sin considerar este axioma.

e Debido a su importancia en la Teoria de Juegos, el valor de Shapley es el primer
candidato para definir los precios de los servicios en la solucién que se encuentra

33
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en la literatura [Macias-Ponce & Olvera-Lopez, 2013] y para resolver el juego aso-
ciado definido en este trabajo. Es inmediato pensar qué otras asignaciones en un
juego cooperativo se podrian aplicar en ambos casos y qué propiedades interesantes
caracterizarian a las soluciones que éstas definirian.

Los coeficientes de las dos familias de soluciones presentadas en este trabajo dependen
completamente del vector de demandas, lo que hace que, de problema a problema,
la dimensién de estas expresiones varie considerablemente. ;Existe otra manera de
expresarlas en la cual la dimension de los coeficientes no dependa de el vector de
demandas, sino solo de la cardinalidad de los subconjuntos de servicios, por ejemplo?

Como ya se ha mencionado con anterioridad, el hecho que las funciones de costos
sean no decrecientes para este tipo de problemas es sumamente razonable. ;Es posible
realizar estas caracterizaciones cuando el espacio de funciones de costos de interés se
restringe a solo las no decrecientes?
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