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Introduccion

Los problemas de asignacién en la vida cotidiana admiten generalmente una descripcion
matematica y estos se pueden modelar utilizando gran variedad de técnicas, entre ellos a
la teoria de juegos cooperativos, pero para que se lleve a cabo esto pediremos que cumpla
con algunas caracteristicas o propiedades.

Entre las distintas situaciones que se puedan presentar, estd la manera de distribuir
un bien o reparto de costos, ya sea algin tipo de beneficio, de alguna inversién o algtin
tipo de servicio comunes. Los individuos quieren soluciones donde todos estén de acuerdo
con lo que reciben, es decir, que mejoren el pago que pudieran obtener individualmente;
el problema serd indicar cémo efectuar este reparto para obtener una distribucion justa o
razonable para todos los individuos.

Por ello, debemos encontrar algiin método de distribucion justa de ganancias o de cos-
tos para todos los individuos, todo depende si los individuos aceptan o no las soluciones
propuestas, la teoria de juegos puede proporcionar varias soluciones que se pueden aplicar
al mismo problema. La solucién que es mejor no depende sélo de la descripcién matematica
de la situacion, sino también del tipo de problema que se lleve a cabo. En este trabajo se
mostraran ejemplos de varias situaciones que pudieran ocurrir y estudiaremos varias so-
luciones, entre ellas el valor de Shapley, la soluciéon Banzhaf y la solucién de divisién de
€xcesos.

Sin embargo, ;qué pasa cuando algin individuo o un grupo de ellos decide dejar la
situacion? lo que se espera para los individuos que decidieron quedarse es que no les afecte
en su manera de pago de acuerdo a la soluciéon que se planted en el problema original, es
decir, que cada uno gane lo que originalmente le fue asignado, entonces surge el problema
de cémo repartir el pago ahora con esta nueva situacién que queda después de que un
grupo de individuos decide irse. Es aqui cuando surge la idea de juegos reducidos, siendo
el juego que se define después de que algunos jugadores se han ido, llevandose su pago de
acuerdo a la solucién del juego original. El axioma de consistencia nos asegura que para
cada jugador que no abandoné el juego, obtenga el mismo pago para el juego reducido
asociado de acuerdo al juego original; es decir, una solucién es consistente si obtenemos
los mismos beneficios en el juego reducido que en el problema original. Para esto necesita-
mos un nuevo juego para los individuos que decidieron quedarse, es decir, cada coaliciéon
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tiene que volver a estimar su valia en términos de una regla relacionada con el juego original.

Una de las propiedades importantes al caracterizar soluciones en juegos cooperativos
es el axioma de consistencia. Por ello uno de los objetivos de esta tesis es caracterizar
soluciones utilizando el axioma de consistencia ademas de encontrar juegos reducidos para
algunas situaciones en los que un grupo de agentes decidi6 salir del juego. Probaremos que
las soluciones de acuerdo al juego reducido con respecto a la solucion de division de excesos
y la solucion dual de éste sean consistentes: para esto hay que probar la existencia de U? (un
juego reducido). En general, una caracterizacion para cada juego seria lo mas deseable, sin
embargo, incluso en los ejemplos mas simples, pueden surgir diferentes maneras de carac-

terizar los juegos reducidos, entonces todo depende de la manera en que caracterizamos a wﬁ.

En la literatura, consistencia fue introducida por primera vez en Hart y Mas-Colell [2]
donde se propuso un juego asociado con respecto al valor de Shapley y se demostré que
este valor es consistente con respecto a tal juego. También en Driessen [1] se analizan varias
caracterizaciones axiomaticas del valor de Shapley con la propiedad de consistencia. En [§]
se caracterizan juegos reducidos para la solucién de division de excesos y el dual de esta
solucién, ademas de la combinacién convexa de ambas.

El trabajo se organiza de la siguiente manera. En el Capitulo 1 introducimos algu-
nas definiciones y conceptos sobre teoria de juegos cooperativos y se fija la notaciéon que
sera utilizada més adelante.

En el Capitulo 2, se estudian varios juegos reducidos con respecto a las soluciones vistas
en el Capitulo 1, ademés se mostraran ejemplos y que estas soluciones cumplen con la
propiedad de solucién estandar para el juego de dos jugadores.

En el Capitulo 3 se mostraran algunos juegos reducidos con respecto a la solucién de
divisién de excesos y la solucién dual de divisién de excesos. Si bien no es Unica la manera
de representar un juego reducido para estas soluciones, veremos que éstas soluciones en
relacion a los juegos reducidos cumplen con el axioma de consistencia y ademas cumple con
la propiedad de solucion estandar para el juego de dos jugadores. Por ultimo, se presentan
ejemplos donde se vera la aplicacion de estos resultados.



Capitulo 1

Preliminares

Como motivacion, planteamos dos situaciones:

1)

Supongamos que hay tres agentes econémicos; cada uno de los agentes invierte para
la creacion de una fabrica las siguientes cantidades: el agente 1 invierte la cantidad
de $ 100 000, el agente 2 invierte $ 400 000 y el agente 3 invierte la cantidad de $200
000. Los agentes estan tratando de llegar a un acuerdo mutuo para que todos reciban
el mayor beneficio posible de la ganancia obtenida, ;como se debe de repartir la dicha
ganancia entre los tres agentes?. En este problema queremos analizar de qué manera
se repartird la ganancia que obtendran de dicha inversion, buscando que todos los
agentes estén de acuerdo con ella.

Un médico ha sido requerido para una consulta en cuatro comunidades distantes.
Ademas de sus honorarios de consulta que son fijos, se espera una compensacién por
viajar. Pero ya que estas cuatro comunidades estan relativamente cerca, los gastos de
viaje se pueden reducir en gran medida si los realiza en un sélo viaje. El problema
es decidir como deben dividirse los gastos del viaje entre sus anfitriones en las cuatro
comunidades. Los gastos de viaje son solo de ida entre estas cuatro comunidades cl1,
c2, c3, c4.

La teoria de juegos cooperativos analiza este tipo de problemas, donde se tiene la asig-
nacién de algunos recursos (o costos, ganancias, etc.) entre n agentes. Los distintos agentes
pueden decidir cooperar entre ellos de modo que se logren ventajas para cada uno y conse-
gir un mayor beneficio. Dicha cooperacion puede presentarse entre dos o mas agentes que
participen en el problema o puede presentarse el caso no exista cooperacion. Una vez de-
terminado el beneficio (o costo) total de llevar a cabo alguna de las situaciones planteadas,
el problema sera de qué manera debe distribuirse el mismo entre todos los agentes que
participan. Esta situcion se puede modelar con los juegos cooperativos en forma de funcion
caracteristica, definidos a continuacién.
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1.1. Juegos cooperativos

Un juego cooperativo de utilidad transferible en forma de funcién caracteristica es una
pareja (N,v) donde N = {1,2,3,--- ,n}, con n € N, es el conjunto finito no vacio de
jugadores y v es una funciéon

v:2Y = R con v(2) =0,
donde una coalicién, S, es definida como un subconjunto de N; S C N, 2V denota el con-

junto de todos los subconjuntos o coaliciones y v(5), la valia conjunta de la coalicién S.

En adelante, para referirnos a un juego (IV,v), lo haremos tinicamente con la funcién
caracteristica v si el conjunto de jugadores es N.

Se denotard por G al espacio de todos los juegos con conjunto finito de jugadores NN,
ie.,
GN ={v:2Y = Rlv(2) =0}
El conjunto N también es llamado la gran coalicién. Se denotara la cardinalidad de un

conjunto por su correspondiente letra minuscula, |N| =n, |S| = s, |T| = t, etcétera .

Dados v,w € GV y X € R, definimos la suma y producto por escalar, v +w y v en
GV, en la forma usual; i.e.,

(v +w)(S) = v(S) +w(S) ¥y
(Av)(S) = Av(S) para todo S C N
respectivamente.
Un juego v € GV se dice superaditivo si para todo S, C N tal que SNT = & se

cumple v(SUT') > v(S)+v(T). Se dice subaditivo si la desigualdad se cumple en el otro sen-
tido. Se denomina aditivo si v(SUT) = v(S)+v(T) para todo S,T C N tal que SNT = @.

Definicién 1. Un juego v € GV, se dice simple si v(S) € {0,1} para todo S C N.
Definicién 2. Si un juego v € GV es simple,

= S C N es ganadora si v(S) =1

» S C N es perdedora si v(S) =0

= i € N se dice vetador si estd en toda coalicion ganadora.

Definicién 3. Un juego v € G¥ se dice mondtono si para todo S,T C N tal que S C T
se cumple:

v(S) <vu(T).
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Ejemplo 1. Ahora con las situaciones planteadas en la seccién anterior y usando los con-
ceptos vistos hasta el momento, podemos obtener la funcién caracteristica para cada uno
de los problemas; entonces se describiran posibilidades que nos serviran como punto de
referencia en la negociacion, donde las valias tienen que estar ajustadas al problema.

Para la primera situacién planteada se requiere llegar aun acuerdo entre los inversionis-
tas. Sea N = {1,2,3} el conjunto de agentes que invirti6 en este juego, ademéds se desea
repartir una ganancia que se obtuvo por invertir en dicha fabrica de $800 000 tomando
en cuenta el capital aportado de los inversionistas en la fabrica; de manera que todos los
inversionistas estén de acuerdo con lo que recibird cada uno, donde las ganancias estan
expresadas en cientos de miles de pesos. La siguiente funcién caracteristica es una manera
de valorar las ganancias conjuntas de cada grupo de agentes:

v{1}) =1 v({1,2}) =6
v({2}) =4 v{1,3}) =4 v({1,2,3})=8
v(f3) =2 wv({2,3}) =8
Ahora consideremos la situacién del medico. Los gastos de viaje son solo de ida entre
estas cuatro comunidades cl, ¢2, ¢3, c4, se dan de la siguiente manera:
v({cl,2}) =18
v({cl}) =10 v({cl,3}) =30 v({cl,2,¢3}) = 32
v({c2}) =10 v({cl,c4}) =40 v({cl,2,c4}) = 48
) =20 v({e2,c3}) = 26 v({cl,e3,c4}) = 52
v({c4}) =30 v({c2,cd}) =40 v({e2,3,cd}) = 52
v({e3,c4}) = 44

v({cl, e2,c3,c4}) = 60

Donde ya vienen incluidos los honorarios de consulta. En el caso en que la comunidad cl
y ¢2 decidieran unirse para que el medico haga un solo viaje el costo del viaje es de 18
unidades.

Definicién 4. El juego dual (N,v*) de un juego (NN, v), se define como
(v*)(S) =v(N) — v(N\S) para todo S C N
es decir, es el juego que asigna a cada coalicion S C N la perdida de la gran coalicién

N si la coalicion S deja .

Ahora veremos las posibles propiedades de un acuerdo sobre la distribucién justa o
razonable, que sea estable en el sentido de que ninguna coalicion debe tener el deseo y el
poder para alterar el acuerdo.

Un vector de pagos para v € G es un vector X € R™. Si X es un vector de pagos
asociados a v € G
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(i) X se dice racional individual si X; > v({i}) para todo i € N.
(ii) X se dice racional de grupo si X(S) > v(S) para todo S C N, donde X(S) :=
Zies Xi.
(iii) X es eficiente si X(N) = v(NV)

(iv) X se dice imputacidn si X es racional individual y eficiente. I(v) denota el conjunto
de imputaciones de v

I(v) = {X e R"X, > v({i}) Vi, X(N)=uv(N)}.

En la literatura podemos hallar muchas maneras de plantear una solucién para los jue-
gos cooperativos en forma de funcion caracteristica, la solucion mas adecuada para cada
juego dependera de las caracteristicas que se busca para la soluciéon de dicho problema. La
existencia de relaciones entre los conceptos de solucién es un tema importante para la teoria
de juegos cooperativos (por ejemplo, el problema de asignacién de costos o de bienes). En
esta parte veremos algunas soluciones conocidas en la literatura.

Definicién 5. Una solucién para un juego (IV,v) es una funcién
¢: GN — R"
donde la i-ésima coordenada es el pago ¢;(v) € R que recibe el jugador i en el juego v.
Axioma 1. (Linealidad.) Una solucién ¢ : G¥ — R" se dice lineal si
(1) ¢(cv) = c(v).
(ii) ¢(v+w) = P(v) + d(w)
para todo v,w € GV yceR.

El axioma de linealidad significa que los beneficios (o los costos) que obtiene cada ju-
gador en la suma de dos juegos es exactamente lo mismo que la suma de lo que obtiene en
cada uno de los juegos por separado. Asi mismo, la distribucién no depende de la unidad
utilizada para medir los beneficios (o costos).

Definicién 6. Para cada v € GV y § € S, donde S,, = {# : N — N0 es biyectiva },
definimos un nuevo juego permutado (6v), como:

(0v)(S) =v(0~*(S)) paracada S C N
donde
0(5) = {0()li € 5}

671(S) = {j € N|6(j) € S}.
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Axioma 2. (Simetria.) Una solucidn ¢ : GN¥ — R" se dice simétrica si
o(0v) = Op(v) Yu € GV, para cada § € S,,.

El axioma de simetria es una propiedad de anonimato, es decir, el valor que obtenga
cada jugador en el juego permutado es lo que obtenia el jugador por el cual cambia. Esto
significa que el pago que reciben los jugadores no depende de su nombre.

Axioma 3. (Eficiencia.) Una solucion ¢ : GY — R" se dice eficiente si
> i(v) = v(N)

para todo v € GV.

El axioma de eficiencia nos dice que la suma total del pago de los jugadores debe ser
exactamente el valor de la gran coalicion.

Definicién 7. Seai € N y v € GV; i se dice jugador nulo en v si
v(SU{i}) =v(S) paracada S C N\ {i}.
Axioma 4. (Nulidad.) Una solucién ¢ : GV — R™ satisface el azioma de nulidad si
¢i(v) =0
para todo i € N jugador nulo en v € GV,

El axioma del jugador nulo en v se asegura de que un jugador sin ninguna influencia
sobre los pagos de cualquier coalicion no deba recibir ni pagar nada, es decir, participe
como observador en el juego.

Existen varias soluciones propuestas para juegos de utilidad transferible entre las cuales
se encuentra el valor de Shapley y el valor de Banzhaf, donde la diferencia de estas dos
soluciones es que el valor de Shapley cumple con el axioma de eficiencia mientras que el
valor de Banzhaf cumple con el axioma amalgamiento que se presenta mas adelante.

Teorema 1. (Shapley, 1953.) Eriste una tinica solucién Sh : GN — R"™ que satisface
los axiomas de linealidad, simetria, eficiencia y nulidad, y estd dada por:

Shi(v) =Y W[U(s U {i}) — v(S)] para todo i € N.
SHi ’
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Ejemplo 2. Resolviendo los problemas de la primera seccion con respecto al valor de
Shapley, donde la solucién para el primer juego es:

Sh(v) = (1%2)

El valor de Shapley que obtenemos para el problema de medico es:

26 46
Sh(U) = <?,8, 3728) .

El primer vector de pago nos representa la manera en que se hara el reparto de la ganancia
obtenida para los inversionistas. El segundo vector de pagos nos dice la manera de repartir
los gastos entre las cuatro comunidades por la consulta del medico, notemos que si cooperan
todas la comunidades el pago que realice cada una por requerir la consulta va a hacer menos
que si cada comunidad paga el viaje del medico. De esta manera estamos repartiendo costos
o beneficios de manera eficiente para cada situacion sin pedir condiciones a los jugadores,
el problema de esta solucién esta en que si los jugadores la aceptan o no.

También veremos otra solucidn, caracterizada por Lehrer [3], que cumple con tres axio-
mas anteriores con una propiedad més (axioma de amalgamamiento).

El Valor de Banzhaf 3 corresponde a cada v € GV un vector f(v) € R™ B(v) es

definido por
Bi(v) = 2n1_1 Z [v(SU{i}) —v(S)] para todo i € N

SCN

El valor de Banzhaf en juegos de votacién es la proporcion de coaliciones en los que el
jugador i es fundamental (indice de poder de votacion). Es decir, si v en un juego simple
y monétono con n jugadores, 2" 3;(v) cuenta el nimero de coaliciones perdedoras que se
convierten en ganadora después de que 7 se une a ellos.

Definicién 8. Juego amalgamado. Dados v € GN y T C N, si lo jugadores en T' se
amalgaman en 7', podemos construir el juego (N \ 7)) U{T},vr) como:

or(S) = v(S) VSCN\T,
e v(SUT) en otro caso

Axioma 5. (Amalgamiento).Una solucién ¢ : GN — R" satisface la propiedad de amal-
gamiento si

$i(N,v) + ¢;(N,v) < ¢p(N\{i, j} U{T},vr) si T = {i, j} (1.1.1)

El axioma de amalgamamiento nos dice que si una coalicion se amalgama a otra este
proceso no perjudica a la coaliciéon a la que se une, es decir al menos conseguira lo que
conseguiria por separado.
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Teorema 2. (Lehrer, 1988). Eziste una tnica solucion ¢ : G — R, que satisface
simetria, linealidad, nulidad y amalgamiento si y solo si

¢=p

En muchas ocasiones, la propiedad de eficiencia en un juego es natural ya que se trata
de repartir beneficios (costos), pero por ejemplo en el contexto de juegos de votacién, no
existe un beneficio a repartir, ya que el objetivo del juego es medir el poder, no distribuirlo.

Ejemplo 3. Resolviendo los problemas de la primera secciéon con esta nueva solucion,
donde el valor de Banzhaf para el primer juego es:

5 19 11
w=(3171)

El valor de Banzhaf para el problema del pago por la consulta del medico para las cuatro
comunidades: 715 5
6(1}): (?797777) .

Notemos que esta solucion no es eficiente y es aqui donde para cada problema se debe iden-
tificar el tipo de solucién que le conviene utilizar y eso va a depender de las caracteristicas
que se buscan para la solucién en el contexto del problema.
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Capitulo 2

El Axioma de Consistencia

El problema que abordamos aqui es jqué pasa cuando algin jugador o un grupo de juga-
dores decide dejar el juego? entonces se tiene que analizar la manera de repartir esta nueva
asignacion solo con los jugadores que decidieron quedarse. Dos cuestiones importantes sur-
gen y estas son las ganancias esperadas por las partes involucradas, y la reorganizaciéon de
las valias que determina en gran medida la distribucién de los beneficios.

El juego reducido se juega después de que un jugador haya dejado el juego. Entonces
tenemos que encontrar una manera de estimar las valias para este nuevo juego con los
jugadores que decidieron quedarse.

La consistencia tiene que ver con la posibilidad de renegociaciéon entre un grupo de
individuos, cada vez que se enfrentan a la desercién de un solo individuo o a un grupo de
ellos. Si algunos individuos se van, llevandose con ellos sus pagos asignados de acuerdo a la
situacion planteada, lo mas justo seria que para los individuos que se quedan no cambien
sus resultados utilizando una nueva regla de asignacién sobre el problema reducido. Si esto
se cumple decimos que la solucién cumple con consistencia.

La forma de presentar el axioma de consistencia se debe al articulo de Hart y Mas-Colell
2], donde consistencia puede ser descrita informalmente de la siguiente forma : sea ¢ una
funcién que asocia un pago a cada jugador en cada juego. Para cada grupo de jugadores en
un juego, se define un juego reducido entre ellos, dando al resto de los jugadores pagos de
acuerdo a ¢. Entonces ¢ se dice ser consistente si, cuando es aplicado a cada juego reducido,
conserva los mismos pagos que en el juego original.

13
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Formalmente, sea ¢ una soluciéon. Denotamos a ¢,(NN,v) el pago para cada jugador
jEN.

Definicién 9. Una solucién ¢ : GV — R™, (N,v) es consistente con respecto al juego
reducido (S, Ug) si, para todo v € GV y para toda coalicién no vacia S ¢ N,

¢i(N,v) = ¢;(S,08) Vi €S
donde fugi denota el juego reducido de S.

Notemos que una solucién es consistente con respecto a distintos juegos reducidos, to-
do dependerd en la forma de definir las valias para coaliciones de S, cuando un grupo de
jugadores N \ S decide salirse del juego.

En adelante, se caracterizaran soluciones empleando las propiedades de consistencia y
la propiedad de solucién estandar para el juego de dos jugadores, donde esta propiedad
reparte el excedente equitativamente entre los dos jugadores.

Definicién 10. Una funcién solucion ¢ es estandar para juegos de dos jugadores si

oe({i, 5}, v) = v({k}) + %[U({ijj}) —v({i}) —v({7})]
para todo k € {i,j}.

Donde [v({i,j}) —v({i}) — v({j})] es el excedente después de darle a cada jugador su
valia original y es dividido equitativamente entre los dos jugadores.

2.1. Consistencia en el valor de Shapley

Definicién 11. Sea ¢ : G — R"™ una solucién, (N,v) un juego, y S C N. Definimos un
juego reducido (S,v%) como sigue

vE(T) = v(T'US°) — Z (T U S v), paratodoT C S, (2.1.1)

iese
donde S¢= N\ S.

Interpretacion : Dada una funcién solucién ¢, un juego (N, v) y una coalicién S C N,
los miembros de S (o, més preciso, cada subcoalicién de S) se necesita considerar el pago
total restante después de pagar a N'\ S de acuerdo a ¢. Para calcular la valia de la coalicién
T C S (en el juego reducido), suponemos que los miembros de S\ T" no estan presentes; en
otras palabras, se considera el juego (T'U S¢ v), en el que los pagos son distribuidos segin
¢. Lo apropiado de esta definicion de juego reducido depende, por supuesto, en la situacion
particular que se esté modelando.
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Teorema 3. (Hart y Mas-Colell, 1989) Sea ¢ una funcion solucion. Entonces:
(i) ¢ es consistente; y

(ii) ¢ es estandar para el juego de dos jugadores; si y solo si ¢ es el valor de Shapley.

Por otra parte, los juegos reducidos no necesariamente comparten algunas de los pro-
piedades del juego original; por ejemplo, aditividad.

Ejemplo 4. Regresando a los problemas de la primera secciéon. Supongamos que uno de
los inversionistas decide retirarse el juego llevandose consigo su pago por invertir en dicha
fabrica, digamos el inversionista 3, entonces aplicando el juego reducido (2.1.1) para los
jugadores que no se salieron, es decir, para Ug donde S = {1,2} obtenemos: Entonces
estimando las nuevas valias con respecto al juego reducido (2.1.1) obtenemos:

v({1}) = 3/2
v({2}) =5

Ahora aplicando el valor de Shapley para estas nuevas valias obtenemos:

Sh(u) = (1, g) |

Para el segundo ejemplo supongamos que la comunidad ¢l ya no requiere la consulta del
medico. Entonces estimando las nuevas valias con respecto al juego reducido (2.1.1) obte-
nemos:

v({1,2}) = 11/2.

v({c2}) =9 v({e2,e3}) =71/3
v({e3}) =20 v({e2,c4}) =39 v({e2,¢3,c4}) = 154/3
v({4c}) =30 v({c3,c4}) = 128/3

Aplicando el valor de Shapley para este nuevo juego obtenemos

4
Sh(vg) = (8, 56 28) .

Ademas, notemos que a los agentes que decidieron quedarse no les afecté la salida del
inversionista 1, es decir, obtuvieron lo mismo que en el juego original.

Podemos definir otro juego reducido (ver Sobolev [7]), que también cumple consistencia
en el valor de Shapley.

Definicién 12. Dado un juego (N,v), con n > 3 y un jugador ¢ € N, y su pago ¢; € R,
hay un juego reducido asociado (N \ {i}, Uif\{i}) con un conjunto de jugadores N \ {i} para
todo N\ {i} C S definido por

Uf\’,\{.}(S) _ sfu(SU{i}) — i(N,v)] + (n — 5 — 1)1}(5)'

o (2.1.2)
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Interpretacion: Para la valia de cualquier coalicion en el juego reducido se obtiene como
una combinacion convexa del pago de la coaliciéon en el juego original y el valor original de
la coalicion menos el pago ¢; del jugado ¢ que se lleva por su participacion en el juego.

Ejemplo 5. Solo analizaremos el caso del pago de las consultas del medico. Analizando de
la misma manera que el ejemplo anterior, supongamos la comunidad c1 decide salirse y ya
no pagar por las consultas entonces tenemos que encontrar las nuevas valias para este juego
reducido, aplicando el juego reducido (2.1.2) para Ug donde S = {2, 3, ¢4}, obtenemos:

2({c2}) = 88/9 v8({c2,c3}) = 218/9
vo({e3}) =184/9  vl({c2,¢4}) =356/9  vi({c2,¢3,c4}) = 154/3,
vi({c4}) = 274/9  vi({c3,c4}) = 392/9

v

Aplicando el valor de Shapley para este nuevo juego, obtenemos

4
Sh(vg) = <8, 36 28) .

Donde la solucion de los agentes 2, 3 y 4 es igual al obtenido en el juego original entonces
esta es otra manera de definir un juego reducido donde el valor de Shapley es consistente
con respecto a este juego reducido.

A continuacién, enunciamos un tercer tipo de juegos reducidos donde se cumple el
axioma de consistencia para el valor de Shapley.

Definicién 13. Dado un juego (NV,v), con n > 3 y un jugador ¢ € N, y su pago ¢; € R,
hay un juego reducido asociado (N \ {¢}, vf\’,\ (y) con un conjunto de jugadores N'\ {i} para
todo N\ {i} C S definido por

0 si S =g,
08 (S) = 4 VN) = éi(N, ) si S C N\ {i}, 2.1.3
O = ) e ) sy o
n—1

donde T C S. Donde ¢ es la solucién del juego original del jugador <.

Ejemplo 6. Regresando al ejemplo de las comunidades y las consultas del medico. Anali-
zando de la misma manera que el ejemplo anterior aplicando el juego reducido (2.1.3) para
vg, donde S = {2, 3,4}, obtenemos:

vi({c2}) = —278/9  v5({c2,¢3}) = —94/9

vi({e3}) = —194/9  0i({c2,e4}) = —22/9  vE({c2,¢c3,c4}) = 154/3.

vi({cd}) = —38/9 v5({c3, c4}) = 26/9

Aplicando el valor de Shapley para este nuevo juego, obtenemos
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4
Sh(vg) = <8, 36 28)

donde obtenemos el mismo pago para los jugadores que decidieron quedarse.

2.2. Consistencia en el valor de Banzhaf

En Sénchez Pérez [5], se demuestran resultados de consistencia para el Valor de Banzhaf
con respecto al siguiente juego reducido:

Definicién 14. Dada una solucién ¢ : GV — R", un juego (N,v)(con n > 3) y k € R. El
juego reducido (N \ {k}, v, ) se define como

s0(N) +o(N\ {k}) —v({k})] st S =N\ {k},
s0(N) —v(N\ 9)] sig£SC N\ {k (2.2.1)
siS=g,

Ui (9) =

)

Proposicién 2.1. El Valor de Banzhaf es una solucion consistente con respecto al juego
reducido (2.2.1).

Demostracion. Aplicamos el valor al juego reducido (N \ {k}, U]B\[\{k}).
Para un jugador ¢ € N \ {k} se tiene que

BN\ Vi) = 5 ; [V (S UL = iy (9)] (¥ € )
ScN\{ik}
2N (KL V) = D [P (SULD) = v (9)]
SCN\{i,k}
= L Y WSUE eV (SUL) —u(S) +u(N\ S +
SN\ {i,k}
5 [U(N) = o(N \ {£}) = o({£}) — o(N \ {£})]
5 (0N {3, k) + o {i k)
PIGNA R V) = D0 (S U{) — v(S) +o(N\ 8) — (N \ (S U {i}))]
SCN\ {i,k}
= > PEUEH —u©I+ Y [(SU{i}) —o(S)]
SCN\ {i,k} RISEACE
BN\ ) = gog 3o W(SUL) — ()
SCN\{i}

= ﬁz<N, U)
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Teorema 4. Sea ¢ una funcion solucion. Entonces:
(i) ¢ es consistente con respecto al juego reducido (2.2.1); y
(ii) ¢ es estandar para juegos de dos jugadores;

st y solo si p es el Valor de Banzhaf.

Demostracion. La proposicion anterior demuestra que el axioma de consistencia se satisface,
solo falta revisar la propiedad de solucion estandar para el juego de dos jugadores.
Sea N = {i,j}

Gi{i o) = s Y WSULi}) —u(S)]

SC{ZJ}
_ % {i}) +v({i}) —v({i}) +v({i.j}) — v({i})]
= W({i}) + lo({i )~ v({iD) — ()]

La otra implicacién.supongamos que ¢ satisface i) y i7) , la demostracién se sigue por
induccion sobre el niimero de jugadores. Notemos que cuando n = 2 la solucién satisface
solucion estandar, i.e, ¢ = § cuando n = 2.

Supongamos que ¢ y [ coinciden en todos los juegos con n — 1 jugadores. Conside-
ramos los juegos reducidos para dos jugadores ({i,j},v?) v ({i,j},v?) coinciden ya que
v{ﬁ.j}(S’) = U?Z.j}(S) para todo S C {i,j}. Por i) se tiene que i ({7,7}) = Be({7,5}).

Entonces al usar el juego reducido en cada paso de la induccién provoca que la soluciéon
se extiende al siguiente caso, es decir, en cada paso se considera un jugador mas entonces
por ii) se sigue que

ka(Nv U) = QDk(U?j}) - 6/6(7}@'7]'}) = ﬁk(va)'

Aplicando esto a cualquier par de jugadores se obtiene @i (N,v) = Bx(NV,v) para todo
i €N). [
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2.3. Otra forma de caracterizar el valor de Banzhaf

Otra manera de ver consistencia del valor de Banzhaf es como lo demuestran en [4],
donde la caracterizacion es via consistencia (con respecto a un juego reducido w?) y solucién
estandar para dos jugadores que mantiene una relacion paralela con la definida por Hart y
Mas-Colell en [2].

Definicién 15. Dada una solucién ¢ : G¥ — R un juego (N, v), y una coalicién S C N;
el juego reducido (S, w%) se define como

siT =,
siT # @,

)

0
wsll) = {ch({T} (N §),07),

donde v? representa el subjuego entre coaliciones cuyos jugadores son: por un lado la

coalicion T' como un solo jugador y por el otro lado las n — s coaliciones formadas por los
jugadores individuales de N \ S (es decir n — s + 1) jugadores en total. Tal que

v(Q sSiQCN\S (ieT ¢&Q),

oT(Q) = { @ \S )

v(TU(@\AT})) siTcCQ,

Interpretacion : Como en el juego reducido de Hart y Mas-Colell el supuesto principal
es que los jugadores en N \ S aceptan la solucién ¢; sin embargo en este caso los jugadores
en cualquier coalicion T' C S suponen que si ellos aceptan la solucién ¢, y también lo hacen
los jugadores en N \ S, lo que corresponde a su coalicién T' como grupo es lo que ¢ asigna
a T en el subjuego entre esta coalicién como un solo jugador y los jugadores en N\ S como
jugadores individuales. Entonces la unica diferencia con el juego reducido de Hart y Mas-
Colell, es que, ahi lo jugadores en T' juegan el subjuego como jugadores individuales y T
obtiene la suma de los pagos de los jugadores que lo componen; sin embargo, los jugadores
en T juegan el subjuego como un grupo unificado no como jugadores individuales.

Ejemplo 7. Retomemos el ejemplo anterior de las consultas del medico a las cuatro co-
munidades y haciendo que la comunidad cl ya no quiera seguir pagando por la consulta,
entonces tenemos que

Q | vPHQ) | vPHQ) | v(Q) | v*HQ) | Q) | vPH(Q) | vFHH(Q)
(T} 10 20 30 26 40 44 52
{1} 10 10 10 10 10 10 10
(T, 1} || 18 30 40 32 48 52 60

Cuadro 2.1: v7(Q)
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T wi(T)
{2} 9
{3} 20
{4} 30

{2,3} 24
{2,4} 39
(3,44 | 43
{2,3,4} | 51

Cuadro 2.2: Juego reducido para wg

Aplicando el valor de Banzhaf a este juego reducido obtenemos:

Bi(w?) = (? 15,%)

Notemos que el pago que tienen que realizar las comunidades que decidieron no salir del
juego, es decir, pagar la consulta del medico para que realice el viaje a solo esas comunidades
es el mismo que en el juego original y no les afecto la salida de cl1.



Capitulo 3

Resultados

Es este capitulo estudiaremos una clase de soluciones para juegos de utilidad transferible
que en cierto sentido se podria llamar igualitario, en el sentido que asigna a cada jugador
algin pago inicial y reparte el resto de la valia de la gran coalicién v(IV) en partes iguales
para todo los jugadores, ejemplo de estas soluciones son la solucion C'I1S y ENSC.

La soluciéon C1S (Centro de gravedad del valor del conjunto de Imputaciones) corres-
ponde a una igualdad de pérdida entre todos los jugadores si la soluciéon se ve desde el punto
de costos, o si la regla igualitaria reparte un beneficio pueden ser vistos como una ganancia
igualitaria. De aqui definimos un tipo especial de soluciéon para los juegos cooperativos,
como la solucion dual de divisién de excesos, llamado el valor de contribucién Igualitario
no separable (se conoce con el nombre de valor-ENSC). La solucién ENSC' asigna a cada
jugador en el juego su contribuciéon marginal como un miembro de la gran coalicién y divide
el resto de v(IV) por igual entre todos los jugadores.

En este capitulo veremos diferentes juegos reducidos para la soluciéon de divisién de
excesos y su dual y se estudian diferentes propiedades que satisfacen estas soluciones (el
axioma de consistencia y la propiedad solucién estandar para dos jugadores).

3.1. Caracterizaciones

3.1.1. Consistencia en soluciones de division de excesos

Primero estudiaremos la soluciones de division de excesos. La solucién le asigna a cada
jugador su valia individual y reparte el resto de v(NV) por igual.
La solucion esta dada por

CIS;(N,v) =v({i}) + %

v(N) — ZU({J'})] para todo i € N. (3.1.1)

JEN

21
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Ejemplo 8. Continuando con el ejemplo para la primera situacion, la solucion con respecto
a la division de excesos la solucién de division de excesos para los inversionistas es:

CIS(N,v)=(4/3,13/3,7/3)
Y para el ejemplo de la consulta del medico a las cuatro comunidades:

CIS(N,v) = (7.5, 7.5, 17.5, 27.5)

Con la solucion de division de excesos podemos encontrar juegos reducidos para cuan-
do uno o varios jugadores deciden irse del juego llevandose su pago, como se muestra a
continuacion.

Definicién 16. Sea ¢ una funcién solucion, (N, v) un juego y S C N. Definimos el juego
reducido (S,v%) como

(

0 siS =g,
o(T) = > [6:(N,v)—v({i})] sig#TcCS
vi(T) = ien\s (3.1.2)
v(N) = Y ¢i(N,v) siT =8,
\ ieN\s

donde T' es una coalicién de S'y ¢; es el pago del jugador i en el juego original.

Interpretacion. Para cada coalicién T' C S es necesario considerar la valia de su coalicién
menos la diferencia del pago que recibieron los jugadores que se fueron con respecto a su
valia individual y al pago de cada miembro de N\S de acuerdo a ¢, es decir, la pérdida de
la parte del excedente para cada coalicién T' C S en el juego reducido.

Proposicién 3.1. La solucion CI1S es una funcion solucion consistente con respecto al
Juego reducido (3.1.2).

Demostracion. Usando la solucién en el juego reducido (S, U?)
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Para cada jugador k € S le corresponde

C’IS ZUCIS {]} ]

JES

= o({k}) = D [6WV,0) —o({i})]

iEN\S

CIS(v§"™) = vg™({k}) + -

= > N0) =) o)) = Y [ai(WV,v) — o({i})]

iEN\S Jjes 1EN\S
= v({kh) - > [U<{z’}) +% <v(N) - Zv({j})> —v({i}>]
iEN\S JEN
J% o) - Y (U({i})+% (v(N) —Zv({j}))>
i 1EN\S JEN
1 [ Gy (n—s) B :
=12 (oD = o) = 2w
= v({k}>+% v(N) —Zv({m]
= C[Sk(v) T
Por lo tanto tenemos que C'ISy(v) = CIS;(v§") |

Teorema 5. Sea ¢ : G — R™ una solucion entonces:

i) ¢ es estandar para el juego de dos jugadores,

ii) ¢ es consistente con respecto al juego reducido (3.1.2)
sty solo si ¢ = CIS

Demostracion. Por la Proposiciéon 3.1, la solucién C'IS es consistente y es facil verificar
que se cumple la solucién estandar para juego de dos jugadores.

Ahora la otra implicacién. Sea ¢ : GY¥ — R" y supongamos que satisface i) y ii).
Usando induccion sobre el ntimero los jugadores. Notese que cuando n = 2 la solucion del
juego coincide con la solucion estandar. i.e, ¢ = CIS sin = 2.

Supongamos que ¢ y C'1.S coinciden en todos los juegos con n — 1 jugadores. Conside-
ramos los juegos reducidos para dos jugadores ({4, j},v?) v ({i,;},v“"¥) coinciden ya que
U?M}(S) = v'3(S) para todo S C {3, 5}.
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Entonces por 1) (bi(v?i’j}) =CIS; (Uglﬁ) y por 7).

$i(N,v) = ¢i(v]; ) = CIS;(v() = CLSi(N,v).
Aplicando esto a cualquier par de jugadores se obtiene ¢;(N,v) = CIS;(N,v) (Vi€ N). B

Ejemplo 9. Si alguna de las comunidades decide dejar el juego, digamos que el que decide

salirse la comunidad 1, entonces ya con solo tres comunidades podemos definir la funcion

caracteristica para el nuevo juego reducido vg en el ejemplo 3.1.1; obtenemos:
g§4}({02}) =12.5 Ug{§4}({c2, c3}) =28.5

vee L ({e3}) =225 vE L ({e2,e4}) =425 0P ({e2,¢3,c4}) = 52.5.

{2 3,4} {2,3,4} {2,3,4}

veE L ({cd}) =325 veE ({3, c4}) = 46.5

{2,3,4} {2,3,4}

Aplicando la solucion 3.1.1 de para este nuevo juego obtenemos

CIS(vSIS ) = (7.5, 17.5, 27.5).

{2,3,4}

Ahora con respecto a la primera situacion, si el inversionista 3 decide salirse del juego,
es decir, si el inversionista decide que ya no quiere participar mas en la inversion de la
fabrica, entonces las nuevas valias para este nuevo juego estan dadas por:

vaa{1)=2/3

Wiy =113 T

({1,2}) = 17/3.

El pago para los dos inversionistas que decidierén quedarse es:

CIS(WCS) = (4/3,13/3).

Notemos que esta solucién lo que propone es que si algin agente no quiere pagar por algin
servicio o simplemente se quiere retirar del juego y llevarse la solucién que le corresponde,
los otros agentes no tienen por que ser afectado.

El siguiente resultado es otra manera de caracterizar un juego reducido de forma mas
natural que el anterior.

Definicién 17. Sea ¢ una funcién solucién, (N, v) un juego y S C N. Definimos el juego
reducido (S,v%) como

0 siS =g,
vd(T) = v(T) S? oFTCS (3.1.3)
- Z ¢1(N7U) SlS:T7
1EN\S

Donde T es una coalicién de S y ¢;(v) es el pago del jugador i en el juego original.
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Interpretacion. Para cada coalicién T' C S se considera solo el pago con respecto a la
valia original después de que los jugadores que decidieron irse y obtuvieron su pago de
acuerdo a ¢, es decir, la pérdida que sufre la gran coalicion cuando S¢ deciden salirse del
juego original. Y para T'= S el valor de la gran coalicién, es la pérdida que tiene la gran
coalicién con respecto al pago de los individuos que decidieron salir del juego.

Proposicién 3.2. La solucion CI1S es una funcion solucion consistente con respecto al

Juego reducido (3.1.3).
Demostracion. Sea (N, v) el juego. Usando la solucién en el juego reducido (S, v§79).
Para cada jugados k € S le corresponde

1
CISM(E™) = v§™S({k}) + -

WG5(5) - 3 vgf%{m]

jeSs

= WD+ o) = 2 ) = S e

1EN\S JES
= W)+ o)~ Y (v({z‘}) +2 (v(N) - me)) SO
iEN\S JEN jes

= WD+ o) = X i) - - Y (vuv) —Zv<{j}>> ML)

iEN\S iEN\S jeEN jes

= (k) 4 fon) - (v(N) - va})) - ZUW})]

JEN reN

= o({k}) + % %v(N) - %ZU({T})]

= (k) + - [u(V) —me]
Por lo tanto tenemos que CISy(v) = CIS;(v%) [

Teorema 6. Sea ¢ : GY — R"™ una solucion en GN entonces:
i) ¢ es estandar para el juego de dos jugadores,

ii) ¢ es consistente con respecto al juego reducido (3.1.3)

sty sélo si o = CIS
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Demostracion. La Proposicion 3.2 se demuestra que el axioma de consistencia se satisface,
solo falta demostrar la propiedad de solucién estandar para el juego de dos jugadores.
Sea N = {i,j}

CIS({i,j}v) = v{i}) +5 |v({igh) = Y v({k})

he{i}
[v({7,53) = (v({i}) + v({k}))]
({7, 5} —o({i}) —v({i )]

= (i} +
= (i) +

N — DN — N | =

La otra implicacién.supongamos que ¢ satisface 7) y ii) , la demostracién se sigue por
induccion sobre el niimero de jugadores. Notemos que cuando n = 2 la solucién satisface
solucién estandar, i.e, ¢ = C'1.S cuando n = 2.

Supongamos que ¢ y C'1.S coinciden en todos los juegos con n — 1 jugadores. Conside-
ramos los juegos reducidos para dos jugadores ({3, j},v®) v ({i,5},v“"¥) coinciden ya que
U?M}(S) = U{C;Iﬁ(S) para todo S C {i,j}. Por i) se tiene que ¢({7,5}) = CISp({7,j}).

Entonces al usar el juego reducido en cada paso de la induccién provoca que la solucién
se extiende al siguiente caso, es decir, en cada paso se considera un jugador mas entonces
por ii) se sigue que

Or(N,v) = ¢ (v], ;) = CISK(v) = CLISK(N, v).

Aplicando esto a cualquier par de jugadores se obtiene ¢ (N,v) = CISk(N,v) para todo
i€ N).

3.1.2. Consistencia en la soluciéon dual de divisiéon de excesos

También podemos definir una soluciéon consistente con respecto a la solucién dual de
division de excesos
Entonces el valor ENSC' asigna a cada juego (N, v) el valor dual CIS, es decir,

esto es,
1
ENSCi(N,v) = —o(N\{i}) + — |v(N) + > w(N\{j}) (3.1.4)
JEN
Asi, el valor ENSC' asigna a cada jugador en el juego su contribucién marginal a la

gran coalicién y distribuye el resto (positivo, negativo o cero) en partes iguales entre los
jugadores.
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Ejemplo 10. Retomando el ejemplo tenemos que para esta nueva solucion para las comu-
nidades es:

ENSC(N,v) = (9,9, 13, 29)
Y la solucién para los inversionistas es:

ENSC(N,v) = (2/3, 14/3, 8/3).

Definicién 18. Sean ¢ una funcién solucién, (N, v) un juego y S C N. Definimos el juego
reducido (S,v%) como

0 si S =0,
V(T = v(T'US°) — iezszcgbi(]\f, v) si@#TCS (3.15)
v(N) = ¢i(N,v) siS =T,
iese

donde S¢ = N\S, T es una coaliciéon de S y ¢;(v) es el pago del jugador i en el juego
original.

Interpretacion. Dada una funcién solucién ¢(N,v) en un juego (N,v) y sea S C N los
individuos que no salieron del juego, entonces para calcular la valia de cada coalicién T,
se debe considerar a los miembros de N\S (Los miembros que no estdn presentes en el
juego reducido), es decir, consideramos los miembros que se fueron y el pago total restante
después de pagarle a cada miembro de S¢ de acuerdo a ¢(N,v).

Proposicion 3.3. La solucion ENSC' es una funcion solucion consistente con respecto al
Juego reducido (3.1.5).

Demostracion. Sea (N, v) el juego. Usando la solucién en el juego reducido (S, vEV5¢).
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Para cada jugador k € S le corresponde

ENSCUWE) = —uBYSC(S\[K)) + L [oB () + 30 o S\{m]
jES
= —u(N\{E)+ Y iV
i€EN\S
+- [U — > %N +Z( (MGH - Y @(N,v))
iEN\S jes iEN\S
= —o(NM\{kH+ Y <—U(N\{i})+— N)+ZU(N\{j})]>
iEN\S jEN
% [v(N) > <—U(N\{i})+— N)+Zw(N\{j})]>]
JEN\S JEN
3 e - Y (—v(N\{m N+ v(N\{}) m
5 ies iEN\S JEN
= —o(N\{k})+ > (—u(N\{i})) + ° [v(N)Jer(N\{j})]
iEN\S JEN
PN = 3 (o i) - [v<N> + ZUW\{J})]
iEN\S JEN
UG — Y (e ) - N>+ZU<N\{J'}>]
j€S reN\S JEN
= —v(N\{k})Jr% v(N)+Zv(N\{r}>]
= ENSCk(U) '
Por lo tanto tenemos que ENSCy(v) = ENSCy(v%) para toda k € S [

Teorema 7. Sea ¢ una solucion en GV entonces:
i) ¢ es estandar para el juego de dos jugadores,

ii) ¢ es consistente con respecto al juego reducido de la Definicion 3.1.5

sty solo st p = ENSC
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Demostracion. Por la Proposicién 3.3 una implicacion ya estd dada, sélo falta verificar que
se cumpla el axioma de solucién estandar para ENSC.
Notese que

ENSCi({i,j},v) = —v(N\{z‘}>+% v(N) + > v(N\{j})

= —v({7h)+ [ ({7,53) +v({i}) + v({5})]
= o({ih) + §[v({i,j}) —v({i}) —v({i}]

Para finalizar la otra implicacién. Sea ¢ una soluciéon y supongamos que cumple con
el axioma de consistencia y la propiedad de solucién estandar para dos jugadores. Usando
induccion sobre el niimero de los jugadores. Notese que cuando n = 2 la solucién del juego
dual coincide con la solucién estandar. i.e. ¢ = ENSC sin = 2.

Supongamos que ¢ y ENSC coinciden en todos los juegos con n — 1 jugadores. Consi-
deramos los juegos reducidos para dos jugadores ({i,j},v?) v ({i,7}, vEV9) coinciden ya
que U?ijj}(S) = Uﬁjjfc(S) para todo S C {1, j}.

Entonces por cumplir con solucién estdndar para dos jugadores gzﬁz-(v‘{i.’j}) = ENSCi(v7).
Y por ser consistente con el juego reducido (3.1.5)

$:(N,v) = qsi(Ufi’j}) — ENSCi(vfN5C) = ENSCi(N, v).
Aplicando esto a cualquier par de jugadores se obtiene ¢;(N,v) = ENSC;(N,v*) (Vi €
N). n

Ejemplo 11. Ahora siguiendo con el Ejemplo 9, en el caso de las comunidades, tomamos
el mismo ejemplo y suponemos que la comunidad cl se llevandose con el su pago, entonces
las nuevas valias para este juego reducido son:

UENSC(feol) =9 ENSC(£9 (31 = 23

Via,3,43 Vio,3,43
f;gsf}({c?)}) =21 Ué{\;’SAS({CQ, c4}) =39 U{E;E?f}({cl c3,c4}) = 51.
voo({cd}) =31 vENSC ({3, c4}) = 43

{2 3,4} {2,3,4}

Aplicando la solucién 3.1.4 en relacién de las valias anteriores obtenemos
ENSC(vEN ) = (9, 13, 29)

{2,3.4}
Retomemos el caso en el que el inversionista 3 decide dejar el juego, entonces las nuevas
valias para este nuevo juego esta dada por:

Uﬁj\éfc({lb =4/3 LENSC
oENOen =163 1Y
Aplicando la solucién 3.1.4 de para este nuevo juego obtenemos
ENSC(vi"®?) = (2/3, 14/3).

Notemos que ambas soluciones son consistentes con respecto a la solucion EFNSC.

({1,2}) =16/3
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Comentarios finales

En este trabajo se estudiaron diversas soluciones de juegos cooperativos con utilidad
transferible en el contexto de juegos reducidos. Se propusieron definiciones de juegos redu-
cidos para la solucién de division de excesos(valor-C1.S) y la solucién dual de ésta (valor-
ENSC). Ademsés se caracterizaron ambas soluciones utilizando como referencia los axiomas
de consistencia y solucion estandar para juegos de dos jugadores.

Algunas de estas soluciones ya habian sido estudiadas en otros trabajos y lo que se pro-
ponen son nuevos juegos reducidos para diversas situaciones donde las soluciones coinciden
con la solucién del juego original respecto a la situacién planteada para el valor- CIS y el
valor-EENSC. Notemos que las soluciones estudiadas en este trabajo s6lo dependen de los
jugadores que no abandonaron el juego, es decir, para coaliciones de tamano n — s y no
se restringe solo al caso de que sea un unico jugador el que sale del juego, incluso el juego
depende de las aportaciones que obtuvieron al hacer coaliciones.

Aunque no hay una tinica manera de representar un juego reducido para una determina-

da solucion, en este trabajo se caracterizaron con el axioma de consistencia y la propiedad
de solucién estandar para el juego de dos jugadores.
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