
Universidad Autónoma de San Luis Potośı
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Resumen

En esta tesis se presenta la primera extensión de la teoŕıa mecánico-estad́ıstica co-

nocida como teoŕıa autonsistente de la ecuación de Langevin generalizada (SCGLE)

para describir la dinámica coloidal y predecir la existencia de estados dinámicamen-

te arrestados en ĺıquidos de part́ıculas con simetŕıa no esférica. A partir del mismo

formalismo sobre el cual se construyó la teoŕıa para part́ıculas esféricas, pero consi-

derando en este trabajo el conjunto de variables que toma en cuenta además de las

coordenadas del centro de masa de las part́ıculas, los grados de libertad orientacional

de las mismas, se deduce un conjunto de ecuaciones que tiene la misma estructura

general que la teoŕıa original y que depende de las propiedades estáticas del sistema,

las cuales pueden ser determindas dado el potencial de interacción entre part́ıculas.
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Apéndice A. El tensor de fricción en términos de las funciones de
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Introducción

Las suspensiones coloidales son sistemas que aparecen en muchos procesos indus-

triales y en una gran diversidad de productos como pinturas, fármacos, alimentos y

en fluidos biológicos [1]. Debido a ésto, las suspensiones constituyen una clase im-

portante de materiales con un alto potencial tecnológico. El rápido desarrollo de la

tecnoloǵıa e ingenieŕıa de estos sistemas ha exigido una comprensión cada vez más

precisa de sus propiedades microscópicas fundamentales, generando aśı una gran can-

tidad de preguntas tanto de nivel práctico como de investigación básica [2, 3]. Estas

preguntas han impulsado la búsqueda de respuestas a partir de nuevas técnicas ex-

perimentales o teóricas que competen a diferentes áreas del conocimiento como la

Bioloǵıa, la Fisicoqúımica y la F́ısica. En particular, las técnicas experimentales y

desarrollos teóricos de la F́ısica han jugado un papel cada vez más relevante [4–6].

Aśı mismo, estos sistemas proporcionan problemas abiertos en los cuales se pueden

analizar las predicciones de teoŕıas modernas mecánico-estad́ısticas e hidrodinámicas

de sistemas complejos [7].

Las suspensiones coloidales pertenecen a una clase general de sistemas llamados

fluidos complejos, entre los cuales se encuentran los sistemas poliméricos, micelares y

los geles [8]. Una suspensión coloidal está formada por part́ıculas aproximadamente

ŕıgidas, de dimensiones que van desde varios nanómetros hasta una micra, de ma-

nera que las part́ıculas no son lo suficientemente masivas para que se sedimenten

por gravedad, encontrándose dispersas en un solvente molecular, generalmente agua

ó diversos solventes orgánicos. Es bien conocido que las fluctuaciones térmicas en

el solvente le confieren a estas part́ıculas el caracteŕıstico movimiento Browniano,

siendo éste el proceso dinámico más fundamental que gobierna las propiedades de

difusión de la suspensión. Gran parte del esfuerzo experimental y teórico hoy en

d́ıa se realiza con el propósito de comprender cómo el movimiento Browniano de las

part́ıculas es afectado por las fuerzas de interacción entre ellas [4–7]. En las suspen-

siones coloidales hay dos tipos de interacciones que determinan completamente las

propiedades dinámicas. En primer lugar, están las llamadas interacciones directas,

tales como las interacciones Coulómbicas, de Van der Waals, etc., es decir, aquellas
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Introducción

que son derivables de un potencial. Estas interacciones son las responsables de las

propiedades termodinámicas y del orden estructural promedio en el equilibrio termo-

dinámico, y tienen también una incidencia importante en las propiedades dinámicas.

El otro tipo de fuerzas entre part́ıculas lo constituyen las interacciones hidrodinámi-

cas, las cuales se deben al campo de velocidad promedio del solvente alrededor de

una part́ıcula, originado por el movimiento de todas las demás. Estas interacciones

son más dif́ıciles de considerar a causa de su naturaleza disipativa y de largo alcance,

resultando ser más importantes en suspensiones muy concentradas. De esta manera,

en el programa general de investigación sobre estos sistemas, se pretende describir

el rico comportamiento estructural y dinámico de los mismos, en términos de las

fuerzas o interacciones entre part́ıculas.

Cuando las part́ıculas coloidales no interactúan entre śı, el movimiento individual

descrito por la ecuación de Langevin, y el movimiento colectivo, descrito por la Ley de

Fick, son equivalentes y para part́ıculas esféricas están bien entendidos desde hace un

siglo gracias al trabajo pionero de Einstein [9], Langevin [10] y Smoluchowski [11]. Sin

embargo, para part́ıculas que interactúan entre śı constituyendo un ‘ĺıquido coloidal’,

la descripción teórica de estos fenómenos no fue desarrollada sino hasta el final de

siglo pasado [7]. Estos desarrollos han conducido en años recientes al estudio de los

fenómenos de arresto dinámico, término que describe el caso extremo en el que la

intensidad de las interacciones entre las part́ıculas de dicho ĺıquido coloidal son tan

intensas, que el sistema sufre una transición a un sólido amorfo [12–14].

Motivación

A la fecha, la gran mayoŕıa de los trabajos de investigación en este campo se han redu-

cido al estudio de sistemas formados por part́ıculas esféricas [4–7], debido a la dispo-

nibilidad de ciertas suspensiones experimentales modelo, tales como las constituidas

por part́ıculas de poliestireno cargadas, cuyas propiedades estructurales y de difu-

sión han sido caracterizadas experimentalemente en forma muy precisa [7]. Gracias

a la fabricación de estos sistemas experimentales modelo, ha sido posible comprobar

con ellos la validez o limitaciones de teoŕıas mecánico-estad́ısticas e hidrodinámicas

de transporte en sistemas de muchos cuerpos interactuantes en un solvente. En este
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Introducción

sentido, también han sido importantes los estudios de simulación por computadora

para los casos en los cuales no se dispone de los correspondientes datos experimen-

tales [5]. De esta manera, se han propuesto teoŕıas mecánico-estad́ısticas aplicables

a sistemas modelo ideales de part́ıculas esféricas interactuantes que se corresponden

en ciertos ĺımites con los modelos experimentales o de simulación referidos antes [15].

La investigación en estos sistemas se ha extendido en diferentes direcciones, tales co-

mo la determinación de la forma en que la polidispersidad afecta las propiedades de

transporte [16], el estudio de la difusión en sistemas de baja dimensionalidad [17–19],

y la difusión en medios porosos [20, 21], por citar algunas.

En contraste, y a pesar de su relevancia práctica y fundamental, la descripción del

movimiento browniano y de los fenómenos difusivos en suspensiones de part́ıculas

no esféricas tiene un grado de desarrollo notablemente inferior, particularmente en

referencia a la descripción de los fenómenos de arresto dinámico. La no esfericidad

de las part́ıculas coloidales es fuente de un conjunto de fenómenos dinámicos que se

superponen a los ya referidos en el caso de part́ıculas esféricas. Por ejemplo, al tiempo

que las part́ıculas se difunden translacionalmente, dando lugar a transporte de ma-

sa, también cambian de orientación dando lugar a fluctuaciones en el ordenamiento

orientacional local de la suspensión. El acoplamiento de la difusión traslacional con

su contraparte rotacional, y la manifestacion de este acoplamiento en los posibles

escenarios de arresto dinámico en sistemas de part́ıculas coloidales anisotrópicas es

un tema de enorme relevancia. Se piensa, por ejemplo, que la enorme dificultad para

lograr la deseable cristalización de una solución de protéınas (para permitir la deter-

minación de su estructura molecular [22]) tiene su origen en las complejas interac-

ciones no radiales entre dichas macromoléculas y en los efectos sobre las propiedades

estructurales y dinámicas de la solución. Por las razones anteriores, desentrañar esta

compleja relación entre los grados de libertad traslacionales y rotacionales constituye

la motivación fundamental del presente proyecto de tesis.
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Antecedentes

Dinámica coloidal

Los desarrollos teóricos de la descripción de la dinámica en sistemas de part́ıculas

coloidales esféricas, han tenido lugar de acuerdo a una interesante analoǵıa. Al igual

que en un ĺıquido molecular las fuerzas entre moléculas determinan la totalidad de

las propiedades de equilibrio y de transporte, en un sistema coloidal, las fuerzas

efectivas entre macropart́ıculas, están detrás de las propiedades termodinámicas, es-

tructurales y de transporte de éste. Por consiguiente, se han propuesto desarrollos

formales de la dinámica coloidal, que enfatizan esta analoǵıa con el comportamiento

de un ĺıquido molecular, tomando en cuenta la diferencia básica que surge debido al

amortiguamiento ocasionado por el solvente. Aśı, en lugar de partir de la dinámi-

ca fundamental (de Schrodinger o de Hamilton), un punto de partida posible de la

dinámica coloidal lo constituye, por ejemplo, la ecuación de Fokker-Planck [4] para

la distribución de probabilidad de los momentos y coordenadas de todas las ma-

cropart́ıculas. Otro enfoque se basa en la ecuación de Smoluchowski [23, 24] para la

distribución de probabilidad definida en el espacio de configuración. Ambos enfoques

han sido la base de muchos estudios anaĺıticos de las propiedades de transporte en

suspensiones, proporcionando expresiones formales generales de las propiedades de

transporte de interés.

Una tercera descripción alternativa, que no parte del mismo nivel detallado de des-

cripción, pero que por sus predicciones concretas ha resultado ser eficaz, se obtiene

con el tratamiento de la dinámica Browniana a través de la ecuación de Langevin

generalizada derivada como una contracción de la descripción que proporciona la

teoŕıa termodinámico-irreversible de las fluctuaciones [25]. Este enfoque ha resultado

ser una herramienta poderosa que permite estudiar de manera simple, por medio

de propiedades promedio de difusión de trazadora, los efectos de la polidispersidad

presente en las mezclas coloidales sobre las constantes de difusión [26], la difusión

en suspensiones concentradas de esferas duras (introduciendo de una manera sencilla

las interacciones hidrodinámicas [27]), propiedades dependientes del tiempo [28–30],

y propiedades de sistemas coloidales bidimensionales [17], siendo estas propiedades

accesibles experimentalmente o por simulación numérica. Sin embargo, ni ésta ni las
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demás formulaciones han extendido lo suficiente su aplicabilidad práctica a ciertos

casos de mayor complejidad. Por ejemplo, uno de los retos actuales más interesantes

y exigentes desde el punto de vista teórico es la descripción de la dinámica rotacional

en suspensiones de part́ıculas no-esféricas. Hasta el presente, los progresos en esta

dirección han sido singularmente escasos, debido sobre todo a la considerable difi-

cultad teórica y matemática que representa la descripción rigurosa de la dinámica

rotacional en estos sistemas [31]. Aśı pues, cualquier progreso real en esta dirección

deberá involucrar enfoques ó esquemas teóricos que permitan reducir el peso de la

complejidad matemática y formal, en favor de una discusión más sistemática y con-

creta de las propiedades f́ısicas relevantes de estos fenómenos. Lo anterior no quiere

decir que el enfoque más deseable sea el desarrollo de múltiples teoŕıas ó resultados

particulares desconectados entre śı, de naturaleza más bien heuŕıstica y casúıstica.

Por el contrario, el enfoque más eficaz habrá de ser aquel que, sin perder la generali-

dad y el rigor de una teoŕıa fundamental, permita su aplicación concreta y conduzca

a predicciones cuantitativas particulares, y unifique en lo posible los pocos resultados

desconectados ya existentes.

Arresto dinámico

En un ĺıquido ordinario en su estado de equilibrio termodinámico, los procesos

dinámicos y de transporte, aśı como los tiempos de relajación, están directamen-

te relacionados con los procesos de transporte a escala molecular [32]. Esto permite

al sistema explorar casi instantáneamente todos sus posibles estados microscópicos

dando al sistema la propiedad de ergodicidad [33]. Muchos materiales, sin embargo,

pueden perder esta propiedad bajo circunstancias que llamamos de arresto dinámi-

co [12–14]. Cuando un sistema pasa de un estado de equilibrio termodinámico a uno

de tales estados, se dice que ha sufrido una transición a un estado no-ergódico o de

arresto dinámico.

Los materiales en estado de arresto dinámico están presentes en múltiples circuns-

tancias en la vida diaria. Por ejemplo, los vidrios, los geles, las espumas, y muchos

otros materiales son sistemas que han sido incapaces de alcanzar su verdadero estado

de equilibrio termodinámico [33], ya que alguna barrera energética impide su paso

al estado final de equilibrio, ocasionando que el tiempo de relajación a dicho estado
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crezca sin ĺımite en comparación con la escala de tiempos experimentales [34–36]. De

esta forma, dichos sistemas quedan “arrestados”, temporal o indefinidamente, en un

estado que no corresponde al mı́nimo de su enerǵıa libre (o máxima entroṕıa).

La termodinámica clásica y la termodinámica estad́ıstica proporcionan leyes fun-

damentales de enorme generalidad, tales como el principio de máxima entroṕıa. Por

más de un siglo, estos principios nos han permitido describir las propiedades de es-

tos materiales en términos de una imágen molecular representada por las fuerzas

intermoleculares, cuando dichos materiales se encuentran en estados de equilibrio

termodinámico [33]. Desafortunadamente, esta descripción deja fuera a los estados

de arresto dinámico, para cuya descripción no existe un principio o enfoque canónico

equivalente al principio de máxima entroṕıa que define a los estados de equilibrio.

Existen, sin embargo, unos pocos enfoques parciales que pretenden describir algu-

nas caracteŕısticas de los sistemas en estados de arresto dinámico [12–14]. La más

exitosa es la teoŕıa conocida como teoŕıa de acoplamiento de modos (MC, por sus

siglas en inglés) [36]. Más recientemente, la última teoŕıa mencionada en la sección

anterior, aqúı referida como “teoŕıa autoconsistente de la ecuación generalizada de

Langevin” (SCGLE, por sus siglas en inglés), fue generada por el grupo de M. Me-

dina Noyola, asesor de la presente tesis [37–44]. La ventaja ya mencionada de esta

teoŕıa es su relativa sencillez tanto conceptual como práctica. La expectativa es que

estas ventajas permitan su extensión a sistemas de part́ıculas no-esféricas.

Objetivos

El objetivo general de la presente tesis es contribuir al desarrollo de una descripción

teórica general de los fenómenos de difusión traslacional, rotacional y de arresto

dinámico de part́ıculas coloidales no-esféricas, con un enfoque que pretende tener las

caracteŕısticas mencionadas. En particular, evaluando la posibilidad y factibilidad

de extender la teoŕıa autoconsistente (SCGLE) de la dinámica coloidal y del arresto

dinámico a sistemas de part́ıculas coloidales y desarrollar algunos de los elementos

de esta extensión.

Dada la complejidad del trabajo y, teniendo en mente el tiempo y esfuerzo que

han sido necesarios para construir las versiones existentes de la teoŕıa SCGLE, cabe
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Introducción

recalcar que el presente trabajo pretende construir una primera propuesta de la ex-

tensión de la teoŕıa a sistemas de part́ıculas anisotrópicas. De modo que los resultados

obtenidos no representarán necesariamente los resultados más generales (aunque se

procurará tanto como sea posible que aśı sea), o bien, las mejores aproximaciones

que puedan construirse a partir de nuestras herramientas base.
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1
Conceptos generales

En este primer caṕıtulo se resumen algunos de los conceptos básicos sobre los cuales

se han construido algunos de los elementos de la actual teoŕıa auto-consistente de

la ecuación de Langevin generalizada, aśı como de la extensión de la ecuación de

Langevin generalizada a sistemas de part́ıculas no-esféricas. Se introducen primero

los conceptos asociados a la teoŕıa del movimiento Browniano de una part́ıcula libre

seguidos por una descripción de los resultados del enfoque de la ecuación de Lange-

vin generalizada al caso de trazadoras esféricas en interacción con otras part́ıculas

también esféricas. Posteriormente se presentan los casos análogos para sistemas de

trazadoras no-esféricas.

1.1. Ecuación de Langevin generalizada
Part́ıculas esféricas

1.1.1. Trazadora esférica libre

Considérese primero el movimiento Browniano de una part́ıcula esférica sin inter-

acción alguna con otras part́ıculas coloidales. Este movimiento está descrito por la

ecuación de Langevin ordinaria.

M
dv(t)

dt
= −ζ0v(t) + f(t), (1.1)

en donde v(t) es la velocidad instantánea y M es la masa de la part́ıcula. ζ0 es su

coeficiente de fricción hidrodinámica, el cual entra aqúı como un parámetro que debe

ser determinado externamente, ya sea por mediciones experimentales, por conside-

raciones teóricas, o bien, modelado. Por ejemplo, dicho coeficiente se puede calcular

resolviendo la ecuación de Navier-Stokes linealizada, con condiciones de frontera ade-

cuadas. Para una esfera, el resultado de dicho cálculo es la famosa fórmula de Stokes,
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1.1. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas esféricas

ζ0 = 6πηa, donde η es la viscosidad del solvente y a es el radio de la esfera. Por su

parte, f(t) es una fuerza aleatoria que representa las fluctuaciones espontáneas de la

fuerza neta ejercida por el solvente sobre la part́ıcula. Esta fuerza se modela como

un proceso estocástico aleatorio puro (ruido blanco), estacionario (en el estado de

equilibrio) y gaussiano con media cero (〈f(t) = 0〉) y función de autocorrelación dada

por la siguiente relación de fluctuación-disipación

〈f(t)f(0)〉 = 2kBTζ0δ(t)1,
1 (1.2)

donde 1 es la matriz identidad de 3 × 3, δ(t) la delta de Dirac, kB la constante de

Boltzmann y T la temperatura. Como consecuencia, la velocidad v(t) resulta ser un

proceso estocástico estacionario, markoviano y gaussiano de media cero y función de

autocorrelación dada por

〈v(t)v(0)〉 =
kBT

M
exp

[
−ζ0t

M

]
1, (1.3)

la cual define la escala de tiempo τB ≡ M/ζ0 a la que se relaja el momento de

la part́ıcula. En general se tiene interés en la determinación de las propiedades de

transporte únicamente en el régimen difusivo, es decir, a tiempos grandes, tales que

t� τB, en el cual los efectos inerciales son despreciables.

Otra propiedad de transporte del movimiento Browniano es el desplazamiento

cuadrático medio 〈(∆r(t))2〉, el cual, en el régimen difusivo, está dado por

〈
(∆r(t))2

〉
= 6

kBT

ζ0

t (1.4)

Por su parte, el coeficiente de difusión de la trazadora puede ser definido como

D0 = ĺım
t→∞

〈(∆r(t))2〉
6t

(1.5)

1 A lo largo del art́ıculo, el producto ab de los vectores a y b denotará el producto diádico de los
mismos.
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1.1. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas esféricas

o alternativa y equivalentemente, por la fórmula de Kubo

D0 =
1

3

∫ ∞
0

〈v(t) · v(0)〉 dt (1.6)

De estas ecuaciones, usando (1.3) ó (1.4), se desprende la relación de Einstein,

D0 =
kBT

ζ0

(1.7)

1.1.2. Trazadora esférica interactuante

El resumen anterior se refiere a una part́ıcula que se difunde sin interacción con otras

part́ıculas brownianas. Ésta es la situación considerada en la teoŕıa clásica del mo-

vimiento Browniano desarrollada a principios de siglo, y su realización experimental

corresponde a una suspensión infinitamente dilúıda. En condiciones más realistas, es

decir, a concentraciones finitas, se deben tomar en cuenta los efectos de las interac-

ciones entre las part́ıculas. La extensión de la teoŕıa clásica en esta dirección, y su

verificación experimental, ha sido el objetivo de numerosos esfuerzos de investigación

en las últimas tres décadas. En una suspensión coloidal a concentración finita, las in-

teracciones entre part́ıculas coloidales afectan el movimiento de cada una de ellas. A

fin de describir estos efectos, considérese el movimiento de una sola part́ıcula marca-

da, a la que se llamará trazadora. Esta puede ser idéntica a las demás (autodifusión),

o diferente (difusión de trazadora). En la práctica, ésto corresponde a introducir no

una, sino muchas (digamos N) part́ıculas marcadas, cada una de las cuales inter-

actúa con las de la suspensión, pero no entre ellas, ya que deben estar presentes a

concentración despreciable. El movimiento de una part́ıcula trazadora representativa

estará descrito entonces por la siguiente ecuación de Langevin generalizada

M
dv(t)

dt
= −ζ0v(t) + f(t)−

∫ t

0

dt′∆ζ(t− t′)v(t′) + F(t) (1.8)

En ausencia de interacciones hidrodinámicas, esta ecuación sólo difiere de la ec.

(1.1) en los dos últimos términos. Al igual que la fuerza fluctuante f(t), F(t) es

también una fuerza fluctuante, sólo que esta última se origina en las fluctuaciones
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1.1. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas esféricas

espontáneas de la fuerza neta ejercida por las otras part́ıculas sobre la trazadora, y

en la escala de tiempos de interés, corresponde a un proceso estocástico con media

cero, que es estacionario, pero no necesariamente gaussiano, y ciertamente no es ruido

blanco, sino que su función de autocorrelación está dada por la siguiente relación de

fluctuación-disipación

〈F(t)F(0)〉 = kBT∆ζ(t)1. (1.9)

La función de memoria ∆ζ(t) contiene los efectos de fricción derivados de las inter-

acciones directas de la trazadora con otras part́ıculas coloidales alrededor suyo. Su

tiempo de relajación está determinado por la relajación estructural de la “nube” de

part́ıculas circundantes, y está caracterizada por el tiempo τI en el que una de tales

part́ıculas se difunde una distancia media entre ellas. En general, τI � τB. De esta

forma, en el régimen difusivo (t� τB) se puede hablar de una separación de escalas

de tiempo en referencia a τI . Aśı, “tiempos grandes” quiere decir t � τI , mientras

que por “tiempos cortos” nos referimos al régimen t� τI (pero todav́ıa en el régimen

difusivo, es decir, tal que t� τB). Con este entendido, “t = 0” en la ec.(1.8) significa

t/τI → 0, ĺımite en el cual esta ecuación no difiere de la ec. (1.1). Por lo tanto, a

tiempos cortos, los efectos de las interacciones, contenidos en ∆ζ(t), no se hacen aún

perceptibles, y el movimiento de la trazadora es idéntico al de una trazadora libre,

descrito en el apartado anterior. En particular, en este régimen, 〈(∆r(t))2〉 está dado

aproximadamente por

〈
(∆r(t))2

〉
≈ 6

kBT

ζ0

t (t� τI) (1.10)

En el régimen opuesto, (t � τI), la función ∆ζ(t) puede aproximarse por una

función delta de Dirac (ĺımite Markoviano) multiplicada por dos veces la integral

temporal de ∆ζ(t), es decir, la ec.(1.8) puede escribirse como la ec.(1.1), pero con el

coeficiente de fricción puramente hidrodinámico ζ0 remplazado por el coeficiente de

fricción total ζ,

ζ ≡ ζ0 + ∆ζ, (1.11)

con ∆ζ dada por

∆ζ ≡
∫ ∞

0

∆ζ(t)dt (1.12)
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1.1. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas esféricas

Aśı, en el régimen asintótico de tiempos grandes, el movimiento Browniano está des-

crito básicamente por las mismas ecuaciones que las de difusión libre, pero con ζ0

remplazado como se indicó. En particular, el desplazamiento cuadrático medio es-

tará dado por 〈
(∆r(t))2

〉
≈ 6

kBT

ζ0 + ∆ζ
t (t� τI), (1.13)

y, consecuentemente, el coeficiente de difusión a tiempos grandes, definido por las

ecs.(1.4) y (1.5), está dado ahora por la relación de Einstein, similar a (1.7), es decir,

DL =
kBT

ζ0 + ∆ζ
(1.14)

El detalle de la evolución temporal de 〈(∆r(t))2〉 al progresar del régimen de tiempos

cortos al de tiempos grandes (es decir, de la ec.(1.10) a la ec. (1.13)) puede obtenerse

a partir de la dependencia temporal de ∆ζ(t), usando las siguientes relaciones exactas

〈
(∆r(t))2

〉
= 2

∫ t

0

dt′(t− t′)V (t′), (1.15)

con

V (t) ≡ 1

3
〈v(t) · v(0)〉 , (1.16)

dada, en términos de las transformadas de Laplace de V (t) y de ∆ζ(t), por

V (z) =
kBT/M

z +
ζ0

M
+

∆ζ̃(z)

M

≈ kBT

ζ0 + ∆ζ̃(z)
.

(1.17)

La segunda expresión en esta ecuación corresponde al ĺımite que caracteriza al régi-

men difusivo (t � τB ≡ M/ζ0, ó z � ζ0/M). De esta forma, concluimos que las

principales cantidades que caracterizan al movimiento Browniano de la trazadora,

(es decir, 〈(∆r(t))2〉, 〈v(t)v(0)〉, DL, etc.) pueden ser conocidas una vez que ∆ζ(t)

haya sido determinada.
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1.1. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas esféricas

1.1.3. Cálculo de ∆ζ(t)

La determinación de ∆ζ(t), o de otra propiedad equivalente, es precisamente el ob-

jetivo de las teoŕıas del movimiento Browniano de trazadoras interactuantes. Siendo

éste un t́ıpico problema de muchos cuerpos, dichas teoŕıas no pueden ser sino aproxi-

madas. El enfoque referido como “contracción de la descripción” [25], permite llegar

a expresiones aproximadas para ∆ζ(t), en términos de las propiedades estructurales

estáticas de la suspensión. Primero, sin embargo, conduce a un resultado exacto y

completamente general, que puede ser escrito como [25]

∆ζ(t) = β

∫
d3r

∫
d3r′ [∇u(r)]G?(r, r′; t) [∇u(r′)] , (1.18)

donde β = (kBT )−1, u(r) es el potencial par entre la trazadora y una part́ıcu-

la coloidal circundante, con la cual interactúa y el supeŕındice (?) indica que las

posiciones están referidas a la posición de la trazadora. La función de van Hove,

G(r, r′; t) = 〈δρ(r; t)δρ(r′; 0)〉, es la correlación espacio-temporal de las fluctuaciones

en la concentración local. Es en esta función en la que radica toda la información

sobre la relajación por procesos difusivos de la “nube” de part́ıculas alrededor de

la trazadora, y es en ella en la que deben hacerse importantes aproximaciones, an-

tes que el resultado general y exacto en la ecuación anterior pueda ser utilizado en

aplicaciones concretas. Resulta que existe una variedad de aproximaciones a las que

se puede recurrir, conduciendo por tanto a diversas expresiones aproximadas para

∆ζ(t). A manera de ilustración, se muestra aqúı una de las expresiones más útiles [44]

que han sido derivadas de esta forma, la cual es un elemento importante de la teoŕıa

auto-consistente de la ecuación de Langevin generalizada

∆ζ(t) =
kBTρ

3(2π)3

∫
d3k

[
kh(k)

1 + nh(k)

]2

F (k, t)FS(k, t), (1.19)

en donde h(k) es la transformada de Fourier de h(r) ≡ g(r) − 1, con g(r) =

ρeq(r)/ρ, siendo ρ la concentración en el bulto de la suspensión y ρeq(r) la con-

centración local promedio de éstas alrededor de la trazadora. F (k, t) es conocida

como función de dispersión intermedia y no es otra cosa que 〈δρ(k, t)δρ∗(k, 0)〉 =∑
n 6=n′ 〈exp[ik · (rn(t)− rn′(0))]〉, esto es, la función de correlación de la transfor-
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1.2. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas no-esféricas

mada de Fourier de las fluctuaciones de la concentración respecto a su valor en el

equilibrio. La función FS(k, t) es la función de auto-dispersión intermadia y se defi-

ne de manera similar a F (k, t) como FS(k, t) ≡ 〈exp[ik ·∆r(t)]〉, donde ∆r(t) es el

desplazamiento de cualquiera de las N part́ıculas coloidales en un lapso de tiempo t.

Expresiones aproximadas como (1.19), son aún generales, en el sentido que no se

ha especificado aún el potencial par u(r). Su aplicación a sistemas espećıficos puede

involucrar aproximaciones adicionales, que no son ya de naturaleza dinámica, sino

que se refieren al cálculo particular de h(r), dado u(r).

1.2. Ecuación de Langevin generalizada
Part́ıculas no-esféricas

En esta sección se revisarán las expresiones análogas a las que aparecen en las sec-

ciones anteriores, para un sistema en el cual las part́ıculas coloidales son no esféricas

y axialmente simétricas.

Los resultados mostrados siguen principalmente el trabajo de Hernández Contreras

[45–47], el cual, fue uno de los primeros esfuerzos para extender la teoŕıa de la

ecuación de Langevin generalizada a sistemas de part́ıculas con anisotroṕıa.

1.2.1. Trazadora no-esférica libre

1.2.1.1. Movimiento Browniano traslacional

A diferencia de lo presentado en la sección 1.1.1, la ecuación de Langevin para el

movimiento traslacional de una part́ıcula no esférica y axialmente simétrica debe ser

escrita como

M
dv(t)

dt
= −ζ0 · v(t) + f(t), (1.20)

en donde se ha sustituido ζ0 de la ecuación (1.1) por el tensor de fricción ζ0. En

este caso la fuerza f(t) se modela aún como un proceso estocástico estacionario

y gaussiano con media cero (〈f(t) = 0〉), pero a diferencia de la ecuación (1.2), la

función de autocorrelación ya no es diagonal y con sus entradas distintas de cero

iguales, y está dada por la siguiente relación de fluctuación-disipación
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1.2. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas no-esféricas

〈f(t)f(0)〉 = 2kBTζ0δ(t). (1.21)

Al resolver la ecuación (1.20) se obtiene,

v(t) = exp

[
−ζ0

M
t

]
· v(0) +

1

M

∫ t

0

dt′ exp

[
−ζ0

M
(t− t′)

]
· f(t′), (1.22)

en donde la función exponencial de un tensor está definida, como usualmente, por

su expansión de Taylor, esto es,

exp

[
−ζ0

M
t

]
≡

∞∑
n=0

(−1)n

n!

(ζ0)n

Mn
tn. (1.23)

Si û = û(t) es un vector unitario alineado con el eje de simetŕıa de la trazadora, el

producto diádico ûû es entonces el operador de proyección paralelo a la orientación

la part́ıcula axialmente simétrica y 1− ûû es el operador de proyección de dirección

perpendicular a û. De lo anterior, se tiene que ζ0 puede reescribirse como

ζ0 = ζ‖ ûû + ζ⊥ (1− ûû) . (1.24)

ζ‖ y ζ⊥ son los coeficientes de fricción hidrodinámica para la paŕıcula moviéndose en

dirección paralela y perpendicular a û respectivamente. A partir de esta ecuación es

fácil demostrar por inducción que

(ζ0)n = ζn‖ ûû + ζn⊥ (1− ûû) (1.25)

por lo que (1.23) puede reexpresarse como

exp

[
−ζ0

M
t

]
= exp

[
−
ζ‖
M
t

]
ûû + exp

[
−ζ⊥
M
t

]
(1− ûû) . (1.26)

Adicionalmente, a partir de (1.22) se sigue que v(t) = v‖(t) +v⊥(t), con v‖ = ûû ·v,

v⊥ = (1− ûû) · v y
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v‖(t) = exp

[
−
ζ‖
M
t

]
v‖(0) +

1

M

∫ t

0

dt′ exp

[
−
ζ‖
M

(t− t′)
]
f‖(t

′)

v⊥(t) = exp

[
−ζ⊥
M
t

]
v⊥(0) +

1

M

∫ t

0

dt′ exp

[
−ζ⊥
M

(t− t′)
]
f⊥(t′)

(1.27)

Las componentes f‖(t) y f⊥(t) de la fuerza aleatoria se definen de manera análoga a

las componentes paralela y perpendicular de la velocidad.

Al igual que f(t), sus componentes son delta autocorrelacionadas. Además son no

correlacionadas entre śı, esto es

〈
f‖(t) · f⊥(t′)

〉
= 0〈

f‖(t) · f‖(t′)
〉

= F‖δ(t− t′)

〈f⊥(t) · f⊥(t′)〉 = F⊥δ(t− t′)

(1.28)

Ahora bien, puesto que
〈
v‖(t) · v⊥(t)

〉
= 0, la enerǵıa cinética correspondiente

al movimiento Browniano traslacional de la trazadora no esférica es la suma de

dos términos cuadráticos relacionados con la velocidad perpendicular y un término

cuádratico adicional relacionado con la velocidad paralela. Luego, del teorema de

equipartición se tiene

ĺım
t→∞

〈
v‖(t) · v‖(t)

〉
= kBT/M

ĺım
t→∞
〈v⊥(t) · v⊥(t)〉 = 2kBT/M.

(1.29)

El hecho de que último de estos dos ĺımites sea el doble del otro, se debe a que para

la simetŕıa considerada de las part́ıculas, el movimiento es equivalente para cualquier

dirección perpendicular al eje de simetŕıa.

Sustituyendo (1.27) en las expresiones anteriores, y haciendo también uso de (1.28),

se encuentra que

F‖ = 2kBTζ‖ y F⊥ = 4kBTζ⊥. (1.30)

Las magnitudes de los elementos del tensor ζ0/M , aśı como de ζ‖/M y ζ⊥/M son

t́ıpicamente similares [53], digamos a 1/τT . A tiempos mucho mayores que τT , es

decir en el régimen difusivo, la ecuación (1.20) se puede expresar como
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dr

dt
= (ζ0)−1 · f(t), (1.31)

donde (ζ0)−1 es el inverso de ζ0. Sin dificultad se puede mostrar a partir de (1.24)

que

(ζ0)−1 =
1

ζ‖
ûû +

1

ζ⊥
(1− ûû) (1.32)

Entonces la ecuación de Langevin (1.31) puede ser escrita en términos de las com-

ponentes paralela y perpendicular de la fuerza aleatoria,

dr

dt
=

1

ζ‖
f‖(t) +

1

ζ⊥
f⊥(t)

⇒ r(t) = r(0) +

∫ t

0

dt′
[

1

ζ‖
f‖(t) +

1

ζ⊥
f⊥(t)

]
.

(1.33)

Puesto que las fuerzas fluctuantes son delta correlacionadas, haciendo uso de (1.28)

se sigue que

W (t) =
〈
(∆r(t))2

〉
= 6D̄t (1.34)

donde

D̄ =
1

3

(
D‖ + 2D⊥

)
, (1.35)

siendo a su vez

D‖ = kBT/ζ‖

D⊥ = kBT/ζ⊥

(1.36)

las relaciones de Einstein para los coeficientes de difusión del movimiento paralelo y

perpendicular.

De las últimas tres expresiones, se puede definir el coeficiente de fricción trasla-

cional armónico medio ζT0 ,

1

ζT0
=

1

3

(
1

ζ‖
+

2

ζ⊥

)
, (1.37)

aśı como el tiempo de relajación armónico medio τT = M/ζT0 , que puede usarse para
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definir el régimen difusivo para el movimiento Browniano traslacional del centro de

masa de la trazadora no esférica y axialmente simétrica.

1.2.1.2. Movimiento Browniano rotacional

Considérese el movimiento Browniano rotacional de una part́ıcula no esférica pero

que es un sólido de revolución y que no interactúa con otras part́ıculas coloidales.

Este movimiento está descrito por la ecuación de Langevin

dJ(t)

dt
= −ζR0 ω(t) + t(t), (1.38)

en donde ω(t) es la velocidad angular instantánea de la trazadora (y debe ser en-

tendidad como la componente de la velocidad angular que cambia la orientación de

la part́ıcula), J(t) = I · ω(t) e I es el tensor de inercia de la part́ıcula. ζR0 es su

coeficiente de fricción hidrodinámica rotacional, el cual (tal como en el caso esférico)

entra aqúı como un parámetro que debe ser determinado externamente, ya sea por

mediciones experimentales, por consideraciones teóricas o por alguna aproximación.

Para un rodillo por ejemplo [53], se puede demostrar que ζR0 = πηL3/3 ln(L/D),

donde η es la viscosidad del solvente y, L y D son el largo y el diámetro del cilindro,

respectivamente. Por su parte, t(t) es un torque aleatorio que representa las fluctua-

ciones espontáneas del torque neto ejercido por el solvente sobre la part́ıcula. Este

torque, de manera análoga a la fuerza aleatoria en el caso eférico, se modela como

un proceso estocástico aleatorio puro (ruido blanco), estacionario (en el estado de

equilibrio) y gaussiano con media cero (〈t(t)〉 = 0) y función de autocorrelación dada

por la siguiente relación de fluctuación-disipación

〈t(t)t(0)〉 = 2kBTζ
R
0 δ(t)1, (1.39)

donde 1 es la matriz identidad de 3 × 3, δ(t) la delta de Dirac, kB la constante de

Boltzmann y T la temperatura. Para este sistema es viable establecer una relación

análoga a (1.3) y definir una escala de tiempo “rotacional” cuando se conoce la

forma expĺıcita del tensor de esfuerzos I. En particular, para moléculas axialmente

simétricas, existe una rotación R que mapea los ejes en el sistema de laboratorio
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con los ejes en el marco de refencia de la part́ıcula, y dicho marco de refencia puede

elegirse de tal manera que sea posible expresar el tensor de inercia como

I′ = RIR−1 =


I 0 0

0 I 0

0 0 I ′

 . (1.40)

En dicho caso, se tiene que

〈ω(t)ω(0)〉 =
kBT

I
exp

(
−ζR0 t
I

)
1 (1.41)

y las escalas de tiempo rotacionales se determinan a través del tiempo de relajación

τr ≡ I/ζR0 .

El desplazamiento cuadrático medio 〈(∆r(t))2〉, como se mencionó en la sección

1.1.1, es una propiedad importante de transporte del movimineto Browniano. En el

caso de sistemas de part́ıculas no esféricas y axialmente simétricas es posible definir

también una cantidad análoga 〈(∆Θ(t))2〉, la cual puede ser referida como desplaza-

miento rotacional cuadrático medio, y en donde

∆Θ(t) =

∫ t

0

|ω(t′)| dt′ (1.42)

Desafortunadamente, es d́ıficil relacionar ésta con (o calcularla en términos de) otras

propiedades que caractericen la estructura o dinámica de los ĺıquidos, a pesar de que

puede ser medida en algunos experimentos o simulaciones. Alternativamente, uno

puede definir el desplazamiento “orientacional” cuadrático medio (OMSD) [53]

〈
|û(t)− û(0)|2

〉
= 2 [1− 〈û(t)〉 · û(0)] (1.43)

En realidad el desplazamiento orientacional cuadrático medio en (1.43), puede ser

definido cambiando û(t) por û(t)û(t), o por cualquier otro tensor que sea el producto

diádico de el vector û(t) algún número de veces. El que tan conveniente sea utilizar

una u otra definición, requiere un estudio más cuidadoso de estas cantidades para

diferentes sistemas espećıficos. Es probable que para algunos sistemas, valga la pena
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tomar en cuenta más de una definición del OMSD y que cada una corresponda a una

propiedad relacionada con la fase (isotrópica, nemática, etc.) de los mismos.

La velocidad angular ω(t) y el vector de orientación û(t) se relacionan por medio

de la siguiente expresión

ω(t) = û(t)× dû(t)

dt
. (1.44)

Considerando el regimen difusivo en (1.38), aśı como la expresión anterior, se tiene

que

dû(t)

dt
=

1

ζR0
t(t)× û(t) = A(t) · û(t) (1.45)

con

A(t) =
1

ζR0


0 −t3(t) t2(t)

t3(t) 0 −t1(t)

−t2(t) t1(t) 0

 , (1.46)

donde ti es la i-ésima componente de t. La ecuación (1.45) es equivalente a la ecuación

integral

û(t) = û(0) +

∫ t

0

dt′A(t′) · û(t′) (1.47)

que puede ser resuelta iterativamente para determinar 〈û(t)〉. El resultado de hacer

esto es

〈û(t)〉 = exp{−2DR
0 t} û(0), (1.48)

donde el coeficiente de difusión rotacional DR
0 está definido por la relación de Eins-

tein, DR
0 = kBT/ζ

R
0 . Luego, el desplazamiento orientacional cuadrático medio es

〈
|û(t)− û(0)|2

〉
= 2

[
1− exp{−2DR

0 t}
]
. (1.49)

Para tiempos pequeños este resultado es similar a la ecuación (1.4) para el desplaza-

miento cuadrático medio del centro de masa de la trazadora,

〈
|û(t)− û(0)|2

〉
= 4DR

0 t, DR
0 t� 1. (1.50)

Este corresponde a la difusión de un punto en dos dimensiones. El movimiento Brow-

20



1.2. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas no-esféricas

niano rotacional puede ser visualizado como el movimiento de un un punto en la

superficie de una esfera unitaria, representando la punta del vector de orientación

û(t), que lleva a cabo un movimiento Browniano. Para tiempos pequeños esto es

el movimiento Browniano en una superficie plana bidimensional. Para tiempos más

grandes la punta del vector “ve” la curvatura de la superficie esférica lo que lleva al

comportamiento más complejo descrito por (1.48).

1.2.2. Trazadora no-esférica interactuante

De acuerdo al trabajo de Mart́ın Hernández Contreras [45–47], para un sistema mono-

componente genérico de part́ıculas coloidales no esféricas (con geometŕıa arbitraria)

e interactuantes, las ecuaciones de movimiento de una part́ıcula coloidal trazadora

son las ecuaciones de Langevin acopladas

M
dv(t)

dt
=− ζ0 · v(t)− ζ0

RT · ω(t) + f(t) + Ftot(t)

I · dω(t)

dt
=− ζ0

TR · v(t)− ζ0
R · ω(t) + t(t) + Ttot(t)

(1.51)

Estas ecuaciones son básicamente las expresiones (1.20) y (1.38), acopladas mediante

los tensores de fricción hidrodinámica ζ0
TR y ζ0

RT , que además toman en cuenta la

fuerza neta y el torque total que las demás part́ıculas coloidales ejercen sobre la

trazadora.

Cabe aclarar que tanto la velocidad lineal v(t) como la velocidad angular ω(t)

está definidas con respecto al marco de referencia del laboratorio, empero, cuyas

respectivas componentes se proyectan en un marco de referencia K con origen fijo en

el del laboratorio, pero tal que su orientación sigue instantáneamente la orientación

de los ejes principales de la trazadora.

Por otro lado, si el potencial de interacción entre las part́ıculas se supone como

aditivo a pares, es factible expresar la fuerza neta y el torque total ejercido por las

demás part́ıculas sobre la trazadora como

F(t) =
N∑
n=1

∇nU(r?n,Ω0,Ωn) y T(t) =
N∑
n=1

R̂ΩnU(r?n,Ω0,Ωn), (1.52)
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respectivamente. El vector de posición r?n(t) = rn(t)− r0(t), representa la ubicación

relativa del centro de masa de la n-ésima part́ıcula con respecto a la posición del

centro de masa de la trazadora r0(t). Ω0 y Ωn definen las orientaciones de la trazadora

y de la n-ésima part́ıcula respectivamente (por ejemplo, pueden denotar los ángulos

de Euler usando la convención de Gray y Gubbins [48] o los vector de orientaciones

entre otros). El operador ∇n = ∇r?n es el gradiente y R̂Ωn es el operador de rotacion.

Si Ω = û, es conveniente escribir

R̂Ω (. . . ) = û×∇û (. . . ) (1.53)

Si en cambio Ω representa los ángulos de Euler (φ, θ, χ), es más útil expresar el

operador rotacional en términos del operador de momento angular, como R̂Ω = iL̂,

donde L̂ = (L̂1, L̂2, L̂3) y

iL̂1 = − cos(φ) cot(θ)∂ φ − sen(φ)∂ θ + cos(φ) csc(θ)∂ χ

iL̂2 = − sen(φ) cot(θ)∂ φ + cos(φ)∂ θ + sen(φ) csc(θ)∂ χ

iL̂3 = ∂ φ

(1.54)

Al igual que v(t) y ω(t), todas las cantidades vectoriales en (1.52), están referidas

al marco de referencia K.

Como se mencionó en las secciones anteriores, se tiene interés de estudiar sistemas

de part́ıculas anisotrópicas pero axialmente simétricas. La mayoŕıa de las part́ıculas

de interés con este tipo de geometŕıa son además ortotrópicas, es decir, contienen tres

planos de simetŕıa ortogonales dos a dos. Algunos ejemplos son, cilindros, elipsoides

de revolución y esféras con dipolos.

Las part́ıculas ortotrópicas no tienen acoplamiento traslacional-rotacional de fric-

ción hidrodinámica, de manera que en este caso ζ0
TR y ζ0

RT son ambos cero. Más

aún, los tensores ζ0 y ζ0
R son diagonales para part́ıculas ortotrópicas. El hecho de

que ζ0
TR y ζ0

RT sean cero resulta de que los tres planos de simetŕıa de la part́ıcu-

la concurren en un punto que coincide con el centro de reacción hidrodinámica en

cuerpos ortotrópicos [49].

22



1.2. Ecuación de Langevin generalizada - Part́ıculas no-esféricas

Por lo tanto, si el enfoque del estudio se limita a únicamente ĺıquidos coloidales de

part́ıculas ortotrópicas y axialmente simétricas, las ecuaciones de Langevin (1.51) se

simplifican a

M
dv(t)

dt
=− ζ0 · v(t) + f(t) + Ftot(t)

I
dω(t)

dt
=− ζR0 ω(t) + t(t) + Ttot(t)

(1.55)

Aun cuando en las expresiones anteriores no aparecen los términos de acoplamiento

traslacional-rotacional debido a la fricción hidródinámica, los movimientos Brownia-

nos rotacional y traslacional están todav́ıa acoplados a través de las fuerzas y torcas

de interacción entre la trazadora y las demás part́ıculas.

Con ayuda de las expresiones para la fuerza y el torque de interacción (1.52), de

la densidad local ρ(r,Ω; t) “vista” desde el centro de masa de la trazadora

ρ(r,Ω; t) ≡
N∑
n=1

δ (r− r?n(t)) δ (Ω− Ωn(t)) , (1.56)

y de la definición de las fluctuaciones en la densidad local

δρ(r,Ω; t) ≡ ρ(r,Ω; t)− 〈ρ(r,Ω; t)〉 , (1.57)

es posible reescribir las ecuaciones (1.55) como

↔
M · d

→
v(t)

dt
= −

↔
ζ · →v(t) +

→
f (t)−

∫
dr

∫
dΩ
[→
∇U(r?,Ω0,Ω)

]
δρ(r,Ω; t). (1.58)

La ecuación anterior se ha escrito utilizando la notación compacta en la que los

vectores
→
v(t) y

→
f (t) se definen como

→
v(t) =

(
v(t)

ω(t)

)
,

→
f (t) =

(
f(t)

t(t)

)
, (1.59)

y en la que las matrices
↔
M,

↔
ζ se pueden descomponer en bloques como
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↔
M =

(
M1 0

0 I1

)
,

↔
ζ =

(
ζ0 0

0 ζ0
R1

)
. (1.60)

El operador
→
∇ se define de manera análoga a

→
v(t) y a

→
f (t) como

→
∇ =

(
∇
R̂

)
. (1.61)

La ecuación (1.58) es la base de la teoŕıa de la ecuación generalizada de Langevin

y expresa una idea f́ısica muy simple, esto es, que la fuerza y el torque sobre la

trazadora debido a las interacciones directas con el resto de las part́ıculas puede ser

escrita de manera exacta como una función lineal de las fluctuaciones instantáneas de

la concentración local. Aśı mismo expresa que la fuerza y el toque ejercidos debido a

la presencia del solvente pueden ser representados tal como en la ecuación ordinaria

de Langevin, es decir, como un término disipativo más uno aleatorio, asumiendo que

el último tiene media cero y correlacion temporal dada por
〈→
f (t)

→
f (0)

〉
= 2kBT

↔
ζδ(t).

Para poder resolver la ecuación (1.58), se requiere una ecuación que acople la derivada

temporal de la varible δρ(r,Ω; t) con
↔
v(t). La estructura más general de tal relación se

determina en base a los principios generales de la termodinámica irreversible, siendo

de hecho la versión lineal de una ecuación de difusión generalizada [25, 45]. Dicha

ecuación junto con (1.58), constituyen un sistema cerrado de ecuaciones estocásticas

de las cuales puede eliminarse δρ(r,Ω; t) conduciendo aśı a una versión más general

(anisotrópica) de la GLE

↔
M · d

→
v(t)

dt
= −

↔
ζ · →v(t) +

→
f (t)−

∫ t

0

dt′∆
↔
ζ (t− t′) · →v(t′) +

→
F(t), (1.62)

en donde

→
F(t) =

(
F(t)

T(t)

)
(1.63)

representa el vector de las fuerzas y toques aleatorios sobre la trazadora debido a su

interacción con el resto de la part́ıculas coloidales, el cual resulta tener media cero y

función de correlación temporal dada por
〈→
F(t)

→
F(0)

〉
= kBT∆

↔
ζ (t), con [45]
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∆
↔
ζ (t) =

(
∆ζT (t) ∆ζTR(t)

∆ζRT (t) ∆ζR(t)

)

= β
[→
∇U(r,Ω0,Ω)

]
◦G?(r, r′,Ω,Ω′; t) ◦

[→
∇U(r′,Ω′,Ω0)

]∗
.

(1.64)

El śımbolo ◦ está definido de tal manera que para dos funciones X(r,Ω) y Y (r,Ω),

X(r,Ω) ◦ Y (r,Ω) =
∫
dr dΩ X(r,Ω)Y (r,Ω)

Al igual que se indicó en la sección 1.19, la determinación de ∆
↔
ζ (t) es el objetivo

principal de las teoŕıas del movimiento Browniano y en particular de este trabajo.

Más adelante, en la siguiente sección, se desarrollará un esquema de ecuaciones que

permitirá la evaluación de esta cantidad dentro de cierto marco de aproximaciones

razonables para sistemas de coloides axialemente simétricos.

25



2
Teoŕıa SCGLE y su extensión
a sistemas con grados de
libertad orientacionales

En el presente caṕıtulo se exponen las ideas que son base de la extensión de la

teoŕıa de acoplamiento de modos a sistemas moleculares de particulas no-esféricas,

las cuales han servido para definir las variables dinámicas que nos han permitido

construir una primer versión de la teoŕıa SCGLE para part́ıculas con simetŕıa lineal.

Dicha “construcción” se hace análoga a la llevada a cabo para el desarrollo de la ya

existente SCGLE, por tal razón, se revisan también los principios sobre los cuales se

fundamentó la actual teoŕıa auto-consistente.

2.1. Teoŕıa de acoplamiento de modos

La teoŕıa de acoplamiento de modos (MCT por sus siglas en inglés) fue desarrollada

inicialmente por Götze, Sjögren y colaboradores, para la descripción de la dinámica

de sistemas de ĺıquidos superenfriados y del fenómeno de la transición v́ıtrea.

A pesar del hecho de haber surgido en el marco de la dinámica de ĺıquidos mo-

leculares (y no de la dinámica de coloides que es el objeto de estudio de la teoŕıa

SCGLE), la teoŕıa de acoplamiento de modos de la transición v́ıtrea ideal fue adap-

tada en 1983 por Hess y Klein al contexto de los sistemas coloidales. Posteriormente,

Nägele y colaboradores desarrollaron una versión más elaborada de esta teoŕıa, cuyo

esquema ha sido exitosamente aplicado en diversas direcciones y ha demostrado su

capacidad de predecir el mismo escenario de arresto dinámico que la versión original

de la teoŕıa MCT.

MCT ha sido, durante las últimas dos décadas, una de las teoŕıas más difundidas

y aceptadas para el estudio teórico de la dinámica de sistemas formadores de vidrios.

Lo anterior, se debe a la amplia cantidad de predicciones, aśı como al relativamente
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buen grado de acuerdo de la misma con mediciones experimentales y simulaciones

de diversos sistemas.

2.1.1. La versión básica de la MCT

La teoŕıa de acoplamiento de modos consiste, de manera general, en encontrar un

conjunto cerrado de ecuaciones para función de dispersión intermedia

F (k, t) = 〈δρ(k, t)δρ∗(k, 0)〉 , (2.1)

donde δρ(k, t) = ρ(k, t)− 〈ρ(k, t)〉 son las fluctuaciones de la Transformada de Fou-

rier de la densidad local alrededor del equilibrio. Esta función, la cual describe la

dependencia temporal de la estructura del ĺıquido, puede ser medida en experimen-

tos de dispersión o calculada en simulaciones computacionales, por lo cual es de gran

relevancia.

Si se considera entonces al correlador normalizado φ(k, t) = F (k, t)/S(k), con

S(k) = F (k, t = 0) el factor de estructura estático, uno puede, dentro del formalismo

de operadores de proyección de Mori-Zwanzig, derivar la ecuación de movimiento

φ̈(k, t) + Ω2
kφ(k, t) +

∫ t

0

dt′M(k, t− t′)φ̇(k, t′) = 0 (2.2)

en donde Ωk es la frecuencia promedio, tal que Ω2
k =

∫
ω2φ′′(k, ω)dω/

∫
φ′′(k, ω)dω,

con φ′′(k, ω) la Transformada Coseno de Fourier de φ(k, t).

Los efectos de las interacciones no triviales entre las part́ıculas del ĺıquido, quedan

expresados en términos del kernel o función de memoriaM(k, t). Este kernel puede ser

escrito como la correlación de una fuerza fluctuante f(k, t), de modo que M(k, t) =

〈f(k, t)f∗(k, 0)〉. Dentro del marco de la MCT, el kernel se divide en una “parte

regular” y en la “contribución principal”. La primera se asume como aquella que

describe la dinámica convencional de un fluido y la otra se asocia a las lentamente

fluctuantes fuerzas causadas por el lento movimiento de la estructura

M(k, t) = M reg(k, t) + Ω2
km(k, t) (2.3)
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Las ecuaciones hasta ahora presentadas no son más que un reescritura exacta del

problema de determinar la función de dispersión intermedia, en donde se desconoce

la forma del kernel y en particular de m(k, t). La parte regular del kernel puede

ser aproximada por una función delta de Dirac, esto es, M reg(k, t) = ν(k)δ(t). Adi-

cionalmente, la teoŕıa de acoplamiento de modos emplea la siguiente aproximación

(introducida por Kawasaki en otro contexto) para m(k, t)

m(k, t) =
∑

p+q=k

V (k;p,q)φ(p, t)φ(q, t) , (2.4)

donde los “vértices” V (k;p,q) quedan determinados en función del factor de es-

tructura estático S(k). Puesto que el factor de estructura puede ser determinado

(por ejemplo, a través de la relación de Orstein-Zernike y una relación de cerradura

pertinente), se obtiene un conjunto cerrado de ecuaciones para F (k, t).

Dada la complejidad de las ecuaciones de la MCT, en general, las soluciones pueden

ser solo obtenidas numéricamente.

2.1.2. MCT para ĺıquidos de part́ıculas no esféricas

El alcance de la teoŕıa de acomplamiento de modos va más allá de únicamente la

posibilidad de explicar, hasta cierto grado, el fenómeno de la transición v́ıtrea para

ĺıquidos simples, y posteriormente a su formulación inicial, ha sido generalizada para

el tratamiento de mezclas y de moléculas no esféricas.

La extensión de la teoŕıa a sistemas de moléculas no esféricas es fruto del trabajo

realizado por Schilling y Latz, entre otros. La idea principal en la que se basa esta

extensión consiste en considerar las fluctuaciones de la densidad δρ(r,Ω, t), las cuales

son función de las coordenadas del centro de masa r y de la orientación Ω = (ϕ, θ, χ)

(espećıficada por ejemplo, por los tres ángulos de Euler), y hacer una expansión de

éstas en productos de ondas planas eik·r y de los armónicos esféricos generalizados

Dl
mn(Ω). A través de esta expansión se obtienen los modos tensoriales de las fluc-

tuaciones de la densidad δρlmn(k, t), para los cuales l corre sobre todos los enteros

positivos además de cero y m, n toman los valores enteros entre −l y l. Aśı entonces,

se definen los correladores moleculares análogos a la función de dispersión intermedia
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Flmn,l′m′n′(k, t) = 〈δρlmn(k, t)δρ∗lmn(k, 0)〉 (2.5)

Haciendo uso de las fluctuaciones de densidad δρlmn(k, t) y las fluctuaciones en

la densidad de corriente traslacionales δjTlmn(k, t) y rotacionales δjRlmn(k, t) como

conjunto base de variables para construir el esquema, proyectando después sobre el

subespacio de varibles lentas (en este caso la densidad), es posible, al igual que para

la versión simple de la MCT, emplear la técnica de operadores de proyección de

Mori-Zwanzig y obtener el siguiente conjunto de ecuaciones

∂

∂ t
Fλ,λ′(k, t) = JTλ,λ′(k, t) + JRλ,λ′(k, t) (2.6)

∂

∂ t
Jαλ,λ′(k, t) =− Ω2

α,λ,λ′(k)Fλ,λ′(k, t)−
∑
α′

ναα
′

λ,λ′(k, )J
α′

λ,λ′(k, t)

− Ω2
α,λ,λ′(k)

∑
α′

∫ t

0

mα,α′

λ,λ′ (k, t− t
′)Jα

′

λ,λ′(k, t
′)dt′

(2.7)

Además, la aproximación de acoplamiento de modos considerada para la función de

memoria es ahora

mα,α′

λ,λ′ (k, t) =
∑
k1,k2

k=|k1+k2|

∑
λ1,λ2
λ′1,λ

′
2

V α,α′

λ,λ1,λ2
λ′,λ′1,λ

′
2

(k, k1, k2)Fλ1,λ′1(k1, t)Fλ2,λ′2(k2, t) (2.8)

Los ı́ndices α, α′ ∈ {T,R} hacen referencia a las densidades de corriente tanto tras-

lacional como rotacional. Las funciones Jαλ,λ′(k, t) son las correlaciones de las densi-

dades de corriente traslacional (α = T ) y rotacional (α = R) multiplicadas por k y√
l(l + 1), respectivamente. El śımbolo λ es la notación abreviada de (l,m, n).

En este caso es de nuevo posible, bajo una mayor serie de consideraciones y apro-

ximaciones que en la versión simple, expresar los vértices de la factorización de

mα,α′

λ,λ′ (k, t) en términos del factor de estructura estático Sλ,λ′(k).

El conjunto de ecuaciones de acoplamineto de modos es ahora infinito e imposible

de resolver numéricamente, sin embargo, en la práctica se truncan las ecuaciones

hasta cierto valor de corte lc que permita calcular las propiedades dinámicas del

sistema tanto como sea posible y capturar la esencia f́ısica de la transición v́ıtrea.
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2.2. Teoŕıa SCGLE

La teoŕıa auto-consistente de la ecuación generalizada de Langevin fue desarrollada,

al igual que la versión de la MCT de Nägele y colaboradores, con la intención de

modelar la dinámica de sistemas coloidales a tiempos cortos e intermedios.

Afortunadamente, la teoŕıa SCGLE permite también establecer un criterio, deri-

vado del análisis de la dinámica a tiempos largos de la misma, para la determinación

de la formación de estados arrestados. Esto es razonable ya que, uno puede esperar

que la fenomenoloǵıa de la dinámica de arresto no dependa del movimiento a tiempos

cortos (el cual distingue entre las dinámicas molecular y coloidal).

De manera general, puede decirse que la teoŕıa auto-consistente de la ecuación

generalizada de Langevin no presenta alguna ventaja cuantitava sobre las descrip-

ciones existentes, tales como la teoŕıa MCT, para la descripción de la dinámica de

arresto en distintos escenarios de estudio. Sin embargo, en distintos casos su apli-

cación práctica es, de alguna forma, más simple que aquella de la teoŕıa MCT. Por

ejemplo, la extensión de la teoŕıa a mezclas (entre ellas a electrolitos) es directa, lo

que permite su ampliación a muchos sistemas y fenómenos espećıficos.

Para tener claro en que consiste teoŕıa SCGLE, y cuáles son sus diferencias y

similitudes con respecto a la teoŕıa de acoplamiento de modos, se expondrán en las

siguientes secciones, tanto las bases, como los ingredientes de la teoŕıa en cuestión.

2.2.1. Funciones de dispersión intermedia

El desarrollo de la teoŕıa auto-consistente de la GLE involucra cuatro elementos

fundamentales. El primero consiste en el conjunto de expresiones exactas para las

funciones F (k, z) y FS(k, z) en términos de una jerarqúıa de funciones de memo-

ria. Para determinar éstas funciones de correlación, se consideran las condiciones

matemáticas generales que la concentración local ρ(r, t), o cualquier otra variable o

conjunto de variables que describen las fluctuaciones alrededor del equilibrio, debe

satisfacer. Dichas condiciones generales están establecidas por el teorema de esta-

cionaridad [43]. De acuerdo a este teorema, la ecuación diferencial estocástica li-

neal más general que describe un proceso (multivariable) estocástico y estacionario

a(t) = [a1(t), a2(t), . . . , aν(t)], debe tener la estructura [43],
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da(t)

dt
= −wχ−1a(t)−

∫ t

0

L(t− t′)χ−1a(t′) dt′ + f(t), (2.9)

donde χ es la matriz de correlaciones estáticas, χij ≡
〈
ai(0)a∗j(0)

〉
, ω es una matriz

antihermitiana (wij = −w∗ji) y la matriz L(t) está determinada por la relación de

fluctuación disipación Lij(t) = 〈fi(t)fj(0)〉, siendo fi(t) la i-ésima componente del

vector de fuerzas aleatorio f(t).

Uno puede elegir una descripción poco detallada (ν = 1) de la d́ınamica del sistema

y considerar a(t) ≡ [a1(t)] = [δρ(k, t)], para la cual la ecuación (2.9) queda expresada

como
∂ δρ(k, t)

∂ t
= −

∫ t

0

L(k, t− t′)S−1(k)δρ(k, t′) dt′ + f(k, t) (2.10)

donde f(k, t) representa los flujos difusivos aleatorios, con función de correlación

dependiente del tiempo dada por su respectiva relación de fluctuación-disipación

〈f(k, t)f(−k, 0) = L(k, t)〉. Si se multiplica (2.10) por δρ∗(k, 0) y se toma el promedio

de ensamble al equilibrio, se obtiene una ecuación para F (k, t), cuya solución en el

espacio de Laplace puede escribirse como

F (k, t) =
S(k)

z + L(k, z)S−1(k)
(2.11)

A este nivel de descripción, el enfoque de la GLE es incapaz de ir más allá en reve-

lar la estructura de la memoria de función L(k, t). Sin embargo, para el desarrollo de

la teoŕıa auto-consistente de la GLE, tal como se emplea hoy en d́ıa, se ha encontra-

do conveniente utilizar el vector a(t) = [δρ(k, t), δj(k, t), δσK(k, t), δσU(k, t)], donde

como antes, δρ(k, t) y δj(k, t) son las fluctuaciones en la densidad y en la densidad

de corriente respectivamente. Las cantidades δσK(k, t) y δσU(k, t), están definidas

de modo que la matriz de correlaciones estáticas χ sea diagonal, y se pueden escribir

en términos de las fluctuaciones de los valores locales de la presión osmótica y el

tensor de esfuerzos [39]. En este último caso la expresión para F (k, t) es exactamente

igual a (2.11); pero, ahora se tiene la ventaja de conocer a un mayor nivel de detalle

(el cual permite considerar algunas aproximaciones de los términos de memoria que

quedan indeterminados), la estructura de L(k, t), dada en el espacio de Laplace, por
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L(k, z) =
k2χjj

z + zB + χ−1
jj ∆Ljj(k, z)

(2.12)

con

∆Ljj(k, z) =
k2χKK

z + LKKχ
−1
KK

+

k2χUU

[
1− LKUχ

−1
UU

z + LKKχ
−1
KK

]2

z + LUUχ
−1
UU −

χ−1
KKLKULUKχ

−1
UU

z + LKKχ
−1
KK

(2.13)

En las expresiones anteriores χjj = kBT/M es la correlación estática de las fluctua-

ciones de la densidad de corriente; zB = ζ0/M es la frecuencia Browniana; y LKK ,

LKU , LUK , LUU , son componentes de la matriz L(k, z).

En realidad, la utilidad de la expresión anterior, tiene lugar cuando se considera

el régimen difusivo, que se obtiene al tomar el ĺımite de sobre amortiguamiento,

z/zB � 1. En dicho ĺımite, se puede argumentar que las memorias LKK , LKU y LUK ,

han decáıdo debido a su dependencia en el flujo de la densidad (que es una variable

rápida), a diferencia de LUU , que contiene únicamente infromación estructural del

sistema [39]. Bajo estas consideraciones, la expresión más general para F (k, z), puede

ser escrita como

F (k, z) =
S(k)

z +
k2D0S

−1(k)

1 + C(k, z)

(2.14)

con la función de memoria C(k, z) dada por

C(k, z) =
k2D0χ(k)

z + χ−1(k)L0(k) + χ−1(k)∆L(k, z)
, (2.15)

donde D0 = kBT/ζ
0 es el coeficiente de difusión libre de cada part́ıcula, χ(k) es la

función de correlación estática de las fluctuaciones de la componente configuracional

del tensor de esfuerzos, L0(k) es otra propiedad estática que puede ser escrita en

términos de las funciones de correlación para dos y tres part́ıculas g(r) y g(3)(r, r′)

(en donde al igual que para χ(k) y la función de memoria ∆L(k, z), se ha omitido el

sub́ındice “UU” utilizado en [39]).

Los resultados correspondientes para FS(k, z) pueden ser escritos como
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FS(k, z) =
1

z +
k2D0

1 + CS(k, z)

(2.16)

donde

CS(k, z) =
k2D0χS(k)

z + χ−1
S (k)L0

S(k) + χ−1
S (k)∆LS(k, z)

, (2.17)

con χS(k) y L0
S(k) definidos en [39] de manera análoga a χ(k) y L0(k).

Si en ambas ecuaciones (2.15) y (2.17) se desprecian los términos ∆L(k, z) y

∆LS(k, z), se obtienen las llamadas aproximaciones de exponencial simple

CSEXP(k, z) =
k2D0χ(k)

z + χ−1(k)L0(k)
(2.18)

y

CSEXP
S (k, z) =

k2D0χS(k)

z + χ−1
S (k)L0

S(k)
(2.19)

Las aproximaciones C(k, z) ≈ CSEXP(k, z) y CS(k, z) ≈ CSEXP
S (k, z), son exactas a

tiempos cortos o para vectores de onda grandes, lo cual es un hecho importante a

considerar en el desarrollo de la teoŕıa.

2.2.2. Dinámica colectiva y de autodifusión

El segundo elemento consiste en la formalización de la idea de que la dinámica

colectiva debe estar relacionada de alguna manera simple con la dinámica de auto-

difusión. Lo anterior reduce el problema de la determinación de FS(k, z), o bien de

su función de memoria CS(k, t).

La aproximación de Vineyard [52], la cual relaciona F (k, t) y FS(k, t) de manera

directa como F (k, t) ≈ FS(k, t)S(k) es una implementación simple (pero cualitativa

y cuantitativamente primitiva [32,33]) de esta idea. En lugar de esto, en el esquema

ya establecido en la teoŕıa auto-consistente de la ecuación generalizada de Langevin

y sus aplicaciones a la descripción del fenómeno de arresto dinámico, se ha propuesto

relacionar las funciones de memoria de segundo orden C(k, z) y CS(k, z) [44]. En es-

pećıfico se han considerado dos aproximaciones de tipo Vineyard [39,42], que pueden
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ser escritas de manera general como

C(k, z) = q(k, z)CS(k, z) + y(k, z) (2.20)

siendo q(k, z) y y(k, z) dos funciones conocidas. La primera aproxima la razón entre

las funciones de memoria C(k, z)/Cs(k, z) por su valor SEXP,

C(k, z) =

[
CSEXP(k, z)

CSEXP
S (k, z)

]
CS(k, z). (2.21)

Esta es referida como aproximación “multiplicativa” de tipo Vineyard y correspon-

de a q(k, z) = [CSEXP(k, z)/CSEXP
S (k, z)] y y(k, z) = 0. La segunda, referida como

aproximación “aditiva” de tipo Vineyard, aproxima la diferencia C(k, z) − CS(k, z)

por su valor SEXP. La última corresponde a q(k, z) = 1 y y(k, z) = CSEXP(k, z) −
CSEXP
S (k, z), esto es,

C(k, z) = CS(k, z) +
[
CSEXP(k, z)− CSEXP

S (k, z)
]
. (2.22)

Las dos aproximaciones antes descritas relacionan la dinámica colectiva con la diná-

mica de autodifusión representada por la función de memoria CS(k, z). Por ello, se

requiere de alguna aproximación adicional para dicha función de memoria.

2.2.3. Función de memoria CS(k, t)

El tercer elemento de la teoŕıa es una propuesta para la determinación aproximada

de CS(k, t), la cual se basa en la intuitiva expectación f́ısica de que la dependencia

temporal de la autodifusión esté simplemente relacionada con las propiedades que

caracterizan el movimiento Browniano de las part́ıculas individuales. Por ejemplo, en

la aproximación gausiana se puede expresar FS(k) en términos del desplazamiento

cuadrático medio W (t) como FS(k) = exp [−k2W (t)].

La teoŕıa auto-consistente introduce una conexión entre la función FS(k, t) y W (t),

pero a nivel de sus respectivas funciones de memoria [44]. La función de memoria de

W (t) es la función de fricción dependiente del tiempo ∆ζ(t); la cual, normalizada
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por la fricción del solvente ζ0, es en escencia la función de memoria de la función de

autocorrelación de las velocidades.

A pesar de que no se cuenta con una noción f́ısica que permita establecer la relación

buscada, se conocen los ĺımites exactos que CS(k, t) debe satisfacer. Aśı pues, se sabe

que para vectores de onda largos CS(k, t) está dada exactamente por CSEXP
S (k, t),

mientras que para vectores de onda pequeños estada dada por ∆ζ∗(t) ≡ ∆ζ(t)/ζ0.

En la referencia [37] sea ha propuesto interpolar CS(k, t) entre estos dos ĺımites, por

medio de la expresión

CS(k, t) = CSEXP
S (k, t) +

[
∆ζ∗(t)− CSEXP

S (k, t)
]
λ(k), (2.23)

donde λ(k) es una función fenomenológica interpoladora tal que λ(k → 0) → 1

y λ(k → ∞) → 0. Para esta función interpoladora, se propuso en [37] la forma

funcional λ(k) = [1+(k/kc)
ν ]−1. La elección de los parámetros kc y ν, se llevó a cabo

comparando las predicciones teóricas para distintos valores de kc y ν con datos de

simulación para un sistema modelo en particular, a un estado y un tiempo dados. Lo

anterior permitió establecer

λ(k) =
1

1 +

(
k

kmı́n

)2 , (2.24)

donde kmı́n es la posición del primer mı́nimo del factor de estructura estático S(k)

del sistema.

Este ha resultado un excelente mecanismo de interpolación para todos los sistemas

considerados hasta ahora; y a pesar de que no existe una base fundamental para esta

elección de λ(k), esta definición es universal (en el sentido de que es la misma para

cualquier sistema o estado), lo que permite que el esquema auto-consistente resultante

esté libre de parámetros ajustables.

Para la versión simplificada de la teoŕıa SCGLE [57], se ha mostrado que si uno

cambia la expresión (2.23) por

CS(k, t) = ∆ζ∗(t)λ(k), (2.25)
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obtiene las mismas soluciones estacionarias asintóticas a tiempos largos que con la

primer propuesta. Más aún, la comparación numérica entre los resultados obtenidos

haciendo uso de cada una de las dos proposiciones para la función de memoria de

autodifusión, tanto para los régimenes de tiempos cortos e intermedios, muestra que

la versión simplificada es lo suficientemente precisa para estudiar la dinámica y el

arresto en un medio coloidal.

2.2.4. La función de fricción

El último ingrediente de la teoŕıa está provisto por una expresión para la función

de fricción, ∆ζ(t), que incorpora los efectos de las interacciones entre part́ıculas

sobre el movimiento Browniano individual de part́ıculas trazadoras y que puede ser

escrita de manera aproximada en términos de F (k, z) y FS(k, z). En [25], Medina-

Noyola derivó un resultado general y exacto para esta propiedad bajo el enfoque

de la ecuación generalizada de Langevin. Dicho resultado puede ser simplificado por

medio de una serie de aproximaciones [25] y puede ser escrito como

∆ζ∗(t) ≡ ∆ζ(t)

ζ0

=
D0n

3(2π)3

∫
dk

[
kh(k)

1 + nh(k)

]2

F (k, t)FS(k, t), (2.26)

donde h(k) = [S(k)− 1]/n.

Como resultado de todos los argumentos expuestos y las consideraciones hechas en

las últimas cuatro secciones, se obtiene un sistema cerrado de ecuaciones que puede

concretarse como los resultados exactos de las ecuaciones (2.14) y (2.16), complemen-

tado por alguna de las aproximaciones tipo Vineyard con la forma general mostrada

(2.20), más la expresión de interpolación (2.23) y la relación de cerradura para la

función de fricción dependiente del tiempo (2.26). Todos los elementos requeridos

para la solución de este conjunto de ecuaciones, incluyendo las aproximaciones de

exponenciales simples para las funciones de memoria, involucran propiedades estáti-

cas únicamente. Dichas propiedades pueden ser determinadas por los métodos de

la temodinámica stad́ıstica de equilibrio, dado el potencial u(r) de la interacción a

pares entre part́ıculas.
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2.3. Extensión de la teoŕıa SCGLE a sistemas de
part́ıculas no esféricas

Antes de comenzar a abordar el tema central de esta sección, cabe mencionar que

muchos de los detalles y estrategias utilizados a lo largo de este trabajo para la

descripción teórica de fluidos con simetŕıa no esférica se encuentran ampliamente

descritos en el libro de Gray y Gubbins [48]; y son utilizados al igual que en [50],

para adaptar los elementos base de las teoŕıas existentes con el fin de lograr construir

un esquema análogo para el caso rotacional. Dicho lo anterior, se emprenderá ahora

śı el desarrollo del principal objetivo de la presente tesis.

Dada la complejidad del problema y los intereses del presente trabajo, todas las

consideraciones que se realicen, se harán tomando en cuenta un sistema de N part́ıcu-

las brownianas idénticas, no esféricas, con simetŕıa axial, masa M y tensor de inercia

I. Las posiciones de los centros de masa se denotaran como (r1, r2, . . . , rN) y las

coordenadas orientacionales como (Ω1,Ω2, . . . ,ΩN). Bajo estás condiciones, las coor-

denadas orientaciones Ωi pueden expresarse en términos de solo dos ángulos de Euler

(φi, θi), siendo el tercer ángulo de Euler χi redundante debido a la simetŕıa ciĺındrica.

Como ya se ha visto, tanto para la MCT como para la teoŕıa auto-consistente de

la GLE, se considera al conjunto de variables que permite escribir ecuaciones para

la función de dispersión intermedia. En el caso de la teoŕıa de acoplamiento de mo-

dos, éstas son generalmente la densidad (variable lenta) y la densidad de corriente

(variable rápida). De forma similar, en el esquema de la teoŕıa SCGLE, se conside-

ra un vector estocástico de variables que describan las fluctuaciones alrededor del

equilibrio y tiene como componentes a las fluctuaciones en la densidad y densidad

de corriente, aśı como en otras variables que dependen de la presión osmótica y el

tensor de esfuerzos.

De igual forma que para las versiones básicas de las teoŕıas MC y SCGLE, el

punto de partida para describir la dinámica de arresto en un sistema con part́ıculas no

esféricas, es considerar la cantidad más básica que nos permite describir la estructura

de un ĺıquido en un momento dado, es decir, la densidad local dependiente del tiempo.

ρ(r,Ω; t) =
N∑
n=1

δ(r− rn(t))δ(Ω− Ωn(t)). (2.27)
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Puesto que cualquier función f(r,Ω) puede ser expandida en una serie de ondas

planas y armónicos esféricos;

f(r,Ω) =
1√

4πV

∑
k

∑
l,m

(−i)lflm(k, t)e−ik·rY ∗lm(Ω) (2.28)

con coeficientes

flm(k) =
√

4πil
∫
V

d3r

∫
dΩ f(r,Ω)eik·rYlm(Ω), (2.29)

podemos hacer uso de la idea, ya descrita en la sección 2.1.2, de emplear los modos

tensoriales de la densidad en lugar de la densidad local, para definir un conjunto de

correladores similares a la función de dispersión intermedia que tomen en cuenta la

geometŕıa no esférica de las part́ıculas.

Substituyendo la ecuación (2.27) en (2.29), obtenemos los modos tensoriales de

densidad

ρlm(k, t) =

√
4π√
N
il

N∑
n=1

eik·rn(t)Ylm(Ωn(t)) (2.30)

a los cuales nos referiremos como proyecciones de la densidad. Nótese que ρlm(k, t)

está normalizada de tal forma que la generalización del correlador de la densidad

(2.1) sea

Flm,l′m′(k, t) = 〈δρlm(k, t)δρ∗l′m′(k)〉 (2.31)

con

δρlm(k, t) = ρlm(k, t)− 〈ρlm(k, t)〉 . (2.32)

Este correlador es cero para k = 0, (l,m) = (l′,m′) = (0, 0) y, de otro modo, está dado

por

Flm,l′m′(k, t) =
4π

N
il−l

′ ∑
n 6=n′

〈
eik·(rn(t)−rn′ )Ylm(Ωn(t))Y ∗l′m′(Ωn′)

〉
. (2.33)

Se ha encontrado que generalmente tiene más ventajas representar éstos corre-

ladores en el marco de referencia de k [48, 50], o bien, el marco de referencia del

laboratorio donde k = (0, 0, k) y k = |k|. En dicho caso, se puede demostrar que
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Flm,l′m′(k, t) debe ser diagonal en m y m′

Flm,l′m′(k, t) ≡ Fll′;m(k, t)δmm′ (2.34)

y que

Fll′;m(k, t) = Fll′;−m(k, t). (2.35)

Los correladores Flm,l′m′(k, t) son de interés tanto teórico como experimental. Por

ejemplo, el correlador con l = l′ = 0 describe la dinámica de los grados de libertad

traslacionales. Si las moléculas poseen un momento dipolar permanente, los corre-

ladores con l = l′ = 1 contiene información que puede ser obtenida por mediciones

dieléctricas. También existe relación entre los correladores con l = l′ = 2 y la contri-

bución de los grados de libertad orientacionales a la dispersión de luz de un medio

coloidal anisotrópico.

2.3.1. Elección de las variables estocásticas

Al igual que en la versión de la SCGLE para part́ıculas coloidales esféricas, si se

desea tener más información acerca de la estructura de la función de dispersión

intermedia, es necesario tomar en cuenta además de la densidad (o las proyecciones de

la densidad ρlm en nuestro caso), otro conjunto de variables que puedan relacionarse

con la densidad misma. Como ya se mencionó antes, una de éstas variables puede

ser la densidad de corriente.

Para el sistema en cuestión, en lugar de la densidad de corriente, utilizaremos las

proyecciones de la densidad de corriente traslacional jTlm y rotacional jRlm. En principio

de cuentas, uno podŕıa considerar adicionalmente otras variables para obtener una

expresión más detallada de la función de dispersión intermedia, como en el caso de

la ya existente de la SCGLE; sin embargo, para elaborar una primera versión de

la extensión de la teoŕıa, es más conveniente trabajar con el vector estocástico que

tenga como componentes, a las tres variables justo indicadas.

Las proyecciones de las densidades de corriente traslacional (α = T ) y rotacional

(α = R), se definen como

39
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jαlm(k, t) =

√
4π√
N
il

N∑
n=1

vαn(t)eik·rn(t)Ylm(Ωn(t)), (2.36)

con

vαn(t) =

vn(t), α = T

ωn(t), α = R.
(2.37)

La derivada temporal de ρlm y jαlm, están relacionados a través de la ecuación de

continuidad
∂ δρlm(k, t)

∂ t
= i
∑
α

kα · jαlm(k, t), (2.38)

donde

kα =

k, α = T

L, α = R,
(2.39)

con L como el operador de momento angular, cuya acción sobre una función flm(k)

es

kµαflm(k) =


kµflm(k), α = T

l∑
m′=−l

Lµl,mm′flm′(k), α = R.
(2.40)

Aqúı, µ = 1, 2 y 3 denotan las componentes en coordenadas cartesianas y

L1
l,mm′ ± iL2

l,mm′ ≡ L±l,mm′ = [l(l + 1)−m(m± 1)]
1
2 δm′,m±1,

L3
l,mm′ = mδm′m.

(2.41)

En la sección 2.2.1, se indicó que las ecuaciones (2.9) a partir de las cuales se cons-

truyen las expresiones generales y exactas para las funciones de dispersión intermedia

de la teoŕıa auto-consistente, tienen como base el teorema de estacionaridad [43]. Uno

de los elementos de éstas ecuaciones es la matriz de correlaciones estáticas, χ.

Es de esperarse que se desee que tal matriz sea diagonal (o por lo menos diago-

nal a bloques). Por ejemplo, en [39], se tiene que para el vector estocástico a(t) =

[δn(k, t), δj(k, t)], su matriz de correlaciones estáticas es
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χ =

(
S(k) 0

0 kBT/M

)
(2.42)

De hecho, para el sistema que se está estudiando, deseaŕıamos generalizar la anterior

en el caso en que la densidad de corriente se separa en sus contribuciones traslacional

y rotacional. Ésto puede lograrse, si en lugar de incluir en el vector estocástico de

variables de interés a las densidades de corriente como fueron definidas anteriormente,

se elige el siguiente vector:

a(t) =
[
δρ(k, t), δjT (k, t), δjR(k, t)

]t
, (2.43)

en donde δa(k, t), con a = ρ, jT , jR, es el subvector de componentes δalm(k, t). De

manera más expĺıcita, se tiene por ejemplo que

δρ(k, t) = [δρ0,0(k, t), δρ1,−1(k, t), δρ1,0(k, t), δρ1,1(k, t), . . . ]t (2.44)

Las fluctuaciones de la densidades de corriente δjαlm(k, t), para α = T y R, no son

otra cosa que

δjαlm(k, t) =
1

klα(k)
kα · jαlm(k, t) (2.45)

con

kl
α(k) =

k, α = T√
l(l + 1), α = R.

(2.46)

Esta densidad de corriente normalizada, en el caso traslacional, es la componente

de jTlm en la dirección de k, o bien, si consideramos como marco de referencia el

marco de laboratorio k=(0,0,k), δjTlm es la magnitud de jTlm. Por lo anterior, estas

fluctuaciones de densidades de corriente, se pueden denominar como componentes

“longitudinales” de las densidades de corriente jTlm y jRlm.

Con la elección de variables hecha y dado que [50],

χαα
′

lm,l′m′ =
〈
δjαlm(k)δjα

′∗
l′m′(k)

〉
=
kBT

Mα

δαα′δll′δmm′ ,

MT = M, MR = I,

(2.47)
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2.3. Extensión de la teoŕıa SCGLE a sistemas de part́ıculas no esféricas

se encuentra que la matriz de correlaciones estáticas para (2.43) es

χ =


S(k) 0 0

0 (kBT/M)1 0

0 0 (kBT/I)1

 . (2.48)

Veamos también, que la ecuación de continuidad (2.38), puede reescribirse en

términos de δjTlm y δjRlm como

∂ δρlm(k, t)

∂ t
= i
[
k δjTlm(k, t) +

√
l(l + 1) δjRlm(k, t)

]
. (2.49)

2.3.2. Funciones de dispersión intermedia

Ahora estamos listos para escribir la ecuación generalizada de Langevin (2.9) para

nuestro vector (2.43). Nótese primero, que de entre nuestras variables estocásticas,

sólo las fluctuaciones en las proyecciones de la densidad son funciones pares bajo

inversión temporal. Aśı, de acuerdo a las relaciones de reciprocidad de Onsager, y las

condiciones generales de antihermiticidad de w y hermiticidad de L(z) [43], tenemos

que

w =


0 wρT wρR

−w∗ρT 0 0

−w∗ρR 0 0

 (2.50)

y

L(t) =


Lρ(t) 0 0

0 LT (t) LTR(t)

0 LTR(t)∗ LR(t)

 . (2.51)

La determinación de los distintos elementos de w y algunos de los elementos de L(z)

resulta inmediata si se comparan la ecuación de continuidad (2.49) y la ecuación ge-

neralizada de Langevin (2.9), de donde se deduce que (wρα)lm,l′m′′ = −ikαl (k)χααlm,l′m′

y que Lρ(t) = 0. Hasta este punto, todas las entradas de la matriz w han sido

precisadas y solo quedan las matrices LT (t), LR(t) y LTR(t) sin determinar.
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Luego, las ecuaciones de evolución temporal que completan la descripción de la

GLE para el vector a(t) en (2.43), además de (2.49), son las siguientes expresiones

para δjT (k, t) y δjR(k, t)

∂ δjT (k, t)

∂ t
=− wTρS−1(k)δρ(k, t)

−
∫ t

0

LT (k, t− t′)χ−1
T δjT (k, t′)dt′

−
∫ t

0

LTR(k, t− t′)χ−1
R δjR(k, t′)dt′ + fT (k, t),

(2.52)

∂ δjR(k, t)

∂ t
=− wRρS−1(k)δρ(k, t)

−
∫ t

0

LR(k, t− t′)χ−1
R δjR(k, t′)dt′

−
∫ t

0

LRT (k, t− t′)χ−1
T δjT (k, t′)dt′ + fR(k, t).

(2.53)

en donde χα = kBT/Mα.

El objetivo es todav́ıa escribir una ecuación general que sea punto de partida para

determinar cada Flm,l′m′(k, t) y, tal como ya se manifestó anteriormente, se tiene

interés en que dicha expresión revele de su estructura tanto como sea posible, pero

a su vez hasta donde sea práctico.

Aśı, haciendo uso de las ecuaciones (2.49), (2.52), (2.53) y el teorema de la con-

tracción [25,43], no es complicado mostrar que

∂ δρ(k, t)

∂ t
= −

∫ t

0

Γ(k, t− t′)δρ(k, t′) dt′ + f(k, t), (2.54)

donde f(k, t) es una función aleatoria de media cero que satisface la relación de

fluctuación-disipación 〈f(k, t)f∗(k, 0)〉 = Γ(k, t).

Si se multiplica ésta última por δρ∗(k, 0) y se promedia en el ensamble, se tiene

en el espacio de Laplace que

F(k, z) = (z1 + Γ(k, z))−1 S(k). (2.55)
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La estructura de Γ(z) está dada por

Γ(k, z) = k2χTS(k)−1AT (z)−1 + χRΛS(k)−1AR(z)−1Λ

− kχRS(k)−1ART (z)Λ− kχTΛS(k)−1ATR(z)
(2.56)

en donde

AT (z) = z1 + χ−1
T LT − χ−1

T χ−1
R LRT (z1 + χRLR)−1 LRT ,

AR(z) = z1 + χ−1
R LR − χ−1

T χ−1
R LRT (z1 + χTLT )−1 LRT ,

ART (z) =
(
z1− χ−1

T LT
)−1

LRTAR(z)−1,

ATR(z) =
(
z1− χ−1

R LT
)−1

LRTAT (z)−1

(2.57)

y Λ es la matriz cuyos elementos son Λlm,l′m′ =
√
l(l + 1)δll′δmm′ .

Hasta este momento hemos determinado solo una de las dos expresiones que cons-

tituiŕıan el primer elemento de la teoŕıa autoconsistente de la ecuación generalizada

de Langevin para sistemas anisotrópicos, el cual es el equivalente en el caso de un

sistema de part́ıculas esféricas a las ecuaciones (2.11) y (2.12). Si eventualmente se

consideraran las ecuaciones (2.55) y (2.56) como parte del esquema autoconsistente

que se desea obtener, la implementación de una solución numérica de dicho esquema

seŕıa en general complicada, incluso si se considera un subconjunto de proyecciones

en lugar de cada proyección posible. Afortunadamente, el teorema de estacionariedad

nos permite elegir como vector estocástico cualquier conjunto de variables que des-

criban las fluctuaciones alrededor del equilibrio de cualquier conjunto de cantidades

que caractericen el sistema coloidal.

Como se ha podido observar hasta ahora, el teorema de estacionareidad no nos per-

mite per se determinar las funciones de memoria de la dinámica de manera completa,

por lo que, para tener un esquema cerrado se requiere adicionalmente ecuaciones pa-

ra la evolución temporal de cada una de las variables elegidas en términos del resto

de las variables de nuestro vector estocástico. Lo anterior normalmente no es posi-

ble o es muy dif́ıcil de lograr, de tal forma que es necesario buscar adicionalmente

otros argumentos ya sea f́ısicos o basados en resultados de simulaciones y experimen-

tos que permitan hacer aproximaciones en las funciones de memoria. Usualmente se

espera que sea mejor considerar un vector estocástico con la mayor cantidad de ele-
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mentos posible que puedan ser relacionados entre śı, de manera que las expresiones

resultantes para la dinámica de una de sus variables, luego de haber contráıdo la

descripción, sean más detalladas y las aproximaciones se hagan en funciones de me-

moria correspondientes al resto de las variables (por ejemplo, de los flujos), teniendo

aśı una repercusión poco significativa en la capacidad del esquema para predecir la

dinámica y las condiciones de arresto. A pesar de lo anterior, uno puede limitarse

a un conjunto pequeño de variables que describan la estructura y la dinámica, con

la esperanza de que sea posible realizar aproximaciones en las funciones de memo-

ria lo suficientemente buenas como para describir los aspectos más relevantes de los

fenómenos estudiados. Por tal razón, y debido a que algunas de las cantidades medi-

das experimentalmente en esta clase de ĺıquidos se pueden expresar en términos de

los Flm;l′m′(k, z) con (l,m) = (l′,m′), la descripción puede limitarse a considerar una

sola proyección de la densidad y las densidades de corriente a la vez, en tal forma

que el vector estocástico (2.43) elegido en la sección anterior se remplace por

a(t) =
[
δρlm(k, t), δjTlm(k, t), δjRlm(k, t)

]t
. (2.58)

Luego, para este vector, las ecuaciones (2.55) y (2.56) toman la forma

Flm(k, z) =
Slm(k)

z + Γ(lm)(z)S−1
lm (k)

(2.59)

y

Γ(lm)(z) =
k2χT

z + χ−1
T L

(lm)
T − χ−1

T χ−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

z + χ−1
R L

(lm)
R

+
l(l + 1)χR

z + χ−1
R L

(lm)
R − χ−1

T χ−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

z + χ−1
T L

(lm)
T

−
k
√
l(l + 1)(L

(lm)
TR + L

(lm)
RT )

(z + χ−1
T L

(lm)
T )(z + χ−1

R L
(lm)
R )− χ−1

T χ−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

.

(2.60)
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Aqúı, denotamos a Flm,lm y Slm.lm por Flm y Slm respectivamente.

Estas son las expresiones que formaran parte del esquema autoconsitente genera-

lizado propuesto y sobre las cuales se realizaran las aproximaciones pertinentes para

que el esquema sea cerrado.

Puede observarse que las escalas de tiempo τT ≡ M/ζ0
T y τR ≡ I/ζ0

R, no aparecen

de manera expĺıcita en (2.60), por lo que no podemos obtener el ĺımite de sobre-

amortiguamiento, el cuál define el régimen relevante para las distintas mediciones

experimentales, por ejemplo, de dispersión de luz. Información como ésta puede ser

obtenida de la siguiente forma. Revisemos la definición microscópica de δjTlm(k, t):

δjTlm(k, t) =

√
4π√
N
il

N∑
n=1

k̂ · vn(t)eik·rn(t)Ylm(Ωn(t)). (2.61)

Tomando la derivada temporal de esta expresión obtenemos

∂ δjTlm(k, t)

∂ t
=

√
4π√
N
il

N∑
n=1

{
k̂ · dvn(t)

dt
eik·rn(t)Ylm(Ωn(t))

+ k̂ · vn(t)
∂

∂ t

[
eik·rn(t)Ylm(Ωn(t))

]}
.

(2.62)

Empleando ahora la ecuación de Langevin para N part́ıculas interactuantes (1.55)

M
dvn(t)

dt
= −ζ0vn(t)− ζ0

RTωn(t) + f0(t) + Fn(t), (2.63)

para sustituirla en (2.62), nos lleva al siguiente resultado:

∂ δjTlm(k, t)

∂ t
=− ζ0

T

M
δjTlm(k, t) +

√
4π√
N
il

N∑
n=1

k̂ · an(t)eik·rn(t)Ylm(Ωn(t))

+

√
4π√
N
il

N∑
n=1

k̂ · vn(t)
∂

∂ t

[
eik·rn(t)Ylm(Ωn(t))

]
,

(2.64)

donde

an(t) =
1

M

[
−ζ0

RTωn(t) + f0(t) + Fn(t)
]
. (2.65)
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A pesar de que no es posible establecer una correspondencia detallada de los térmi-

nos de (2.64) con los de (2.52), el resultado anterior indica que, la función de memo-

ria LT (t) podŕıa ser escrita de forma que exhiba expĺıcitamente el primer término de

(2.64) como

L
(lm)
T (z) =

ζ0
T

M
χT + ∆L

(lm)
T (z). (2.66)

Analogamente, es posible llevar a cabo el procedimiento anterior para δjRlm(k, t) y

escribir

L
(lm)
R (z) =

ζ0
T

I
χR + ∆L

(lm)
R (z). (2.67)

Entonces

Γ(lm)(z) =
k2χT

z + zT + χ−1
T ∆L

(lm)
T − χ−1

T χ−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

z + χ−1
R L

(lm)
R

+
l(l + 1)χR

z + zR + χ−1
R ∆L

(lm)
R − χ−1

T χ−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

z + χ−1
T L

(lm)
T

−
k
√
l(l + 1)(L

(lm)
TR + L

(lm)
RT )

(z + χ−1
T LT )(z + χ−1

R L
(lm)
R )− χ−1

T χ−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

.

(2.68)

en la que zT ≡ ζ0
T/M y zR ≡ ζ0

R/I son las frecuencias Brownianas correspondientes

a los tiempos Brownianos τ antes mencionados.

Hasta este momento, las ecuaciones escritas para Flm(k, t) y Γ(lm)(z) son todav́ıa

exactas. Sin embargo, el presente enfoque teórico, no nos permite ir más allá en la

determinación de las funciones de memoria desconocidas en base a solo principios de

simetŕıa. De hecho, para los fines del presente trabajo, el resto de las observaciones

con respecto a las memorias de función de las variables de nuestro vector estocástico

a(t) no tendrán como justificación algún hecho emṕırico o algún razonamiento teórico

fundamental.

Ya se comentó la relevancia de tomar el ĺımite de sobreamortiguamiento de la ex-

presión de Flm(k, t), no obstante, se puede notar que se tienen dos posibles reǵıme-
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nes brownianos (uno traslacional y otro rotacional). En [53], se muestra que para

part́ıculas ciĺındricas, los valores de los tiempos que definen los reǵımenes brownia-

nos traslacional y rotacional son del mismo orden (∼ 1 ns), y ya que la simetŕıa de

las trazadoras coloidales de nuestro sistema de estudio es prácticamente la misma,

diremos que hay un sólo regimen de sobreamortiguamiento.

Para poder analizar el ĺımite browniano, conviene reescribir (2.68) de la siguiente

forma

Γ(lm)(z) =
k2DT

0

1 +
z

zT
+DT

0 ∆L
(lm)
T − DT

0 χ
−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

z + χ−1
R L

(lm)
R

+
l(l + 1)DR

0

1 +
z

zR
+DR

0 ∆L
(lm)
R − χ−1

T DR
0 L

(lm)
TR L

(lm)
RT

z + χ−1
T L

(lm)
T

−
k
√
l(l + 1)(L

(lm)
TR + L

(lm)
RT )

(z + χ−1
T L

(lm)
T )(z + χ−1

R L
(lm)
R )− χ−1

T χ−1
R L

(lm)
TR L

(lm)
RT

,

(2.69)

con D0
α ≡ kBT/ζ

0
α. Si se asume que las funciones ∆L

(lm)
T , ∆L

(lm)
R son no nulas y que

la función L
(lm)
TR es siempre cero,1 podemos reescribir (2.59), en este ĺımite, con la

forma

Flm(k, z) =
Slm(k)

z +
k2DT

0 S
−1
lm (k)

1 + C
(lm)
T (z)

+
l(l + 1)DR

0 S
−1
lm (k)

1 + C
(lm)
R (z)

(2.70)

en donde C
(lm)
α (z) = D0

α∆L
(lm)
α .

Todo el análisis hasta aqúı realizado, se ha hecho para la dinámica colectiva del

sistema, pero es aplicable de manera completamente análoga para la dinámica de

autodifusión. La diferencia está en las definiciones de las proyecciones de la densidad

1 La consideración de que las funciones de memoria “cruzadas” son cero, al igual que la considera-
ción correspondiente en (2.77), puede interpretarse como la asunción de que es posible generalizar
el hecho mencionado en la sección 1.2.2, es decir, que los tensores de fricción hidrodinámicos que
acoplan la velocidad del centro de masa con la velocidad angular son cero para part́ıculas or-
totrópicas.
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y de la función de corelación de las fluctuaciones de la densidad, que en el caso de

autodifusión son respectivamente

ρSlm(k, t) =
√

4πileik·rt(t)Ylm(Ωt(t)), (2.71)

F S
lm,l′m′(k, t) =

〈
ρSlm(k, t)ρS∗l′m′(k, 0)

〉
= 4πil−l

′ 〈
eik·(rt(t)−rt)Ylm(Ωt(t))Y

∗
l′m′(Ωt)

〉
.

(2.72)

Y puesto que [54]

SSlm,l′m′(k) = F S
lm,l′m′(k, 0) = 4π 〈Ylm(Ωn)Y ∗l′m′(Ωn)〉 = δll′δmm′ (2.73)

podemos escribir el equivalente a (2.70) en el caso de la autodifusión

F S
lm(k, z) =

1

z +
k2DT

0

1 + C
S(lm)
T (z)

+
l(l + 1)DR

0

1 + C
S(lm)
R (z)

. (2.74)

Ahora contamos con el equivalente al primer elemento de la teoŕıa autoconsistente

de la ecuación generalizada de Langevin en su version “simple”. Continuemos ana-

lizando el resto de los elementos de la teoŕıa en el caso de part́ıculas o moléculas

lineales.

2.3.3. Aproximaciones de tipo Vineyard y
las funciones de memoria

Debido a la elección de nuestro vector de variables estocásticas a(t), no es posible

conocer de forma más detallada la estructura de las funciones de memoria C
(lm)
T (z),

C
(lm)
R (z), C

S(lm)
T (z) y C

S(lm)
R (z), ni tampoco establecer expresiones semejantes a (2.15)

y (2.17). Por tal razón, como un primer paso para conseguir construir la versión “pri-

mitiva” de la extensión de la SCGLE a ĺıquidos coloidales de part́ıculas no esféricas,

hagamos uso de la aproximación de tipo Vineyard más simple que es posible obtener

a partir de la generalización de (2.20)
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2.3. Extensión de la teoŕıa SCGLE a sistemas de part́ıculas no esféricas

C(lm)
α (z) = qαlm(z)CS(lm)

α (z) + yαlm(z), (2.75)

es decir, fijar qαlm(z) = 1 y yαlm(z) = 0, de modo que

C(lm)
α (z) = CS(lm)

α (z) (2.76)

Esta aproximación, de forma similar al caso esférico, establece una relación entre las

dinámicas traslacional y rotacional de difusión colectiva y autodifusión del sistema.

En realidad, la aproximación CT (z) = CS
T (z) ha sido estudiada y comparada con

simulaciones para diversos sistemas de part́ıculas esféricas [57]. En todos los casos la

aproximación ha permitido representar de manera apropiada o razonable la dinámica

de la difusión de las part́ıculas (salvo a tiempos cortos, los cuales ciertamente no son

de particular relevancia experimentalmente, ni tampoco para el estudio del arresto

dinámico).

2.3.4. El tensor de fricción

En la sección 2.2.3 se expuso uno de los elementos de la teoŕıa SCGLE para siste-

mas coloidales de part́ıculas esféricas, que establece una relación entre la función de

memoria de autodifusión y la función de fricción de la ecuación de Langevin genera-

lizada. Aśı, de manera semejante, en esta sección se mostrará la expresión que cierra

el esquema autoconsistente, la cual expresa al tensor de fricción ∆
↔
ζ (t) en términos

de las funciones de dispersión intermedia colectiva y de autodifusión. Para la gene-

ralización de la teoŕıa SCGLE se presentará primero la relación entre el tensor de

fricción de la ecuación de Langevin generalizada (1.62) y las funciones de dispersión

intermedia Flm,l′m′(k, t) y F S
lm,l′m′(k, t) y posteriormente se mostrará la relación entre

el tensor de fricción y las funciónes de memoria CS
lm,l′m′(z).

El tensor de fricción (1.64) que puede escribirse como

∆
↔
ζ (t) =

(
∆

↔
ζ T (t) ∆

↔
ζ TR(t)

∆
↔
ζ RT (t) ∆

↔
ζ R(t)

)
(2.77)

tiene dos entradas, ∆
↔
ζ TR(t) y ∆

↔
ζ RT (t), que acoplan la evolución de las velocidades
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traslacionales y rotacionales de una part́ıcula trazadora no-esférica en un medio co-

loidad. Sin embargo, dada la complejidad del sistema, no tomaremos en cuenta dicho

acoplamiento. Cabe aclarar que la consideración anterior no descarta por completo

el hecho de que existe una correlación entre los movimientos brownianos traslacional

y rotacional, ya que como se verá claramente en seguida, existe aún un grado de

acoplamiento a nivel estructural y de las funciones de dispersión intermedia.

En el trabajo realizado por Mart́ın Hernández Contreras [45, 46] se demostró que

los tensores de fricción ∆
↔
ζ T (t) y ∆

↔
ζ R(t) pueden ser calculados a partir de la siguiente

expresión

∆
↔
ζ α(t) = kBT [∇αn

eq(r,Ω0,Ω)] ◦ σ(r, r′,Ω,Ω′)−1 ◦G?(r′, r′′,Ω′,Ω′′; t)

◦ σ(r′′, r′′′,Ω′′,Ω′′′)−1 ◦ [∇′′′αneq(r′′′,Ω0,Ω
′′′)]
∗

(2.78)

En donde ∇α representa ∇ y ∇Ω para α = T y α = R respectivamente.

En el Apéndice A se muestra que (2.78) puede ser reescrito, bajo una serie de

aproximaciones, como

∆
↔
ζ α(t) =

∑
lm

∑
l′m′

[
kBT

(2π)3

4π

ρ

∫
dk

↔
kαA

α
lm(k)F S

00(k, t)Flm,l′m′(k, t)Bα
l′m′(k)

]
(2.79)

con
↔
kT = kk (2.80)

y

↔
kR =

1 0 0
0 1 0
0 0 0

 (2.81)

Las funciones Dα
lm(k) y Eα

lm(k) están definidas en el Apéndice A. Las últimas depen-

den solamente de propiedades estáticas como Slm;l′m′(k), que serán el único insumo

requerido por la teoŕıa para poder calcular las propiedades dinámicas y de arresto.

La expresión anterior puede ser también expresada como

∆
↔
ζ α(t) =

∑
lm

∑
l′m′

∆
↔
ζ αlm,l′m′(t) (2.82)
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2.3. Extensión de la teoŕıa SCGLE a sistemas de part́ıculas no esféricas

con

∆
↔
ζ αlm;l′m′(t) =

kBT

(2π)3

4π

ρ

∫
dk

↔
kαA

α
lm(k)F S

00(k, t)Flm;l′m′(k, t)Bα
l′m′(k) (2.83)

2.3.5. La memoria de autodifusión como función
del tensor de fricción

Recordando lo establecido en la sección 2.2.3, se observa que la relación entre la

funcione de memoria CS(k, t) y el tensor de fricción ∆ζ∗(t) se construye a partir del

ĺımite demostrado por Hess y Klein en [4]. En el Apéndice B se muestra un ĺımite

similar al calculado por Hess y Klein pero en el ĺımite de tiempos cortos, para el cual

se tiene que

C
S(lm)
T (z) = ∆ζ∗T (z) ≡ 1

3
Tr [∆

↔
ζ ∗T (z)], (2.84)

y que

C
S(lm)
R (z) = ∆ζ∗R(z) =

1

2
Tr [∆

↔
ζ ∗R(z)] (2.85)

En la sección anterior se vió que ∆
↔
ζ α acopla a cada elemento de la matriz de dis-

persión intermedia, lo cual, a pesar de las simplificaciones hechas al considerar una

sola proyección de la densidad y de las corrientes para construir el esquema autocon-

sistente, hace todav́ıa complicado la determinación numérica de cada elemento de la

teoŕıa. Por tal razón haremos un ansatz adicional, basado en el hecho de que se desea

recuperar la información correspondiente al caso esférico en el ĺımite apropiado.

Puesto que las proyecciones de las funciones de dispersión intermedia con l =

l′ = m = m′ = 0 corresponden a la información de los centros de masa de las

part́ıculas, éste es precisamente el ĺımite (ignorándo todas las funciones con l, l′ > 0)

en el que se recupera el caso esférico. Aśı, de manera semejante, supondremos que el

único término de la serie (2.79) que contribuye de manera significativa a la evolución

temporal de Flm;l′m′(k, t) es ∆ζα∗lm;l′m′(t).2

2 ∆ζα∗lm;l′m′(t), está definido como en (2.84) y (2.85), por ejemplo, ∆ζT∗lm (t) ≡ 1
3Tr [∆

↔
ζ T∗lm(z)].
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Finalmente, la relación que cierra el conjunto de ecuaciones para la dinámica de

nuestro sistema de interés es

CS(lm)
α (k, z) = ∆ζα∗lm(z)λ(|k|). (2.86)

La función λ(k), en el caso esférico, interpolaba el comportamiento de la función

de memoria entre los ĺımites k → 0 y k → ∞. En el trabajo actual tiene el mismo

cometido, y en este caso será definida como

λ(k) =
1

1 + (k/kc)
ν (2.87)

en donde kc y ν podŕıan ser determinados emṕıricamente, pero que se considerán en

un principio como los valores equivalentes al caso puramente esférico, es decir, ν = 2

y kc será la posición del primer mı́nimo después del primer máximo en el factor de

estructura de los centros de masa S00(k).3

3 Puesto que el sistema coloidal considerado tiene una distribución homogénea en los centros de
masa de las part́ıculas, entonces S00(k) no depende de la dirección de k. Luego, S00(k) = S00(k).
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3
Alcance de la teoŕıa SCGLE
para sistemas coloidales de
moléculas lineales

En el caṕıtulo anterior se discutieron y presentaron los diferentes elementos que

constituyen la primer versión teoŕıa SCGLE generalizada a ĺıquidos coloidales de

part́ıculas no-esféricas y de simetŕıa ciĺındrica. En el presente caṕıtulo se exami-

nará con mayor detalle la solución del conjunto de ecuaciones de la teoŕıa, aśı como

algunos aspectos de las propiedades que pueden ser calculadas a partir de esta.

Posteriormente, se planteará un esquema para determinar el arresto dinámico tras-

lacional para el sistema coloidal homogéneo de part́ıculas con simetŕıa ciĺındrica con

base al esquema teórico constrúıdo en la presente propuesta.

3.1. Solución de la versión extendida de la teoŕıa
SCGLE

Los resultados del caṕıtulo anterior, esto es, las expresiones para las proyecciones de

las funciones de dispersión intermedia de la difusión colectiva (2.70) y la autodifusión

(2.74); la aproximación tipo Vineyard (2.76); la relación entre las proyecciones de la

función de dispersión de autodifusión y las funciones de fricción de la ecuación de

Langevin generalizada (2.86); y la ecuación de las funciones de fricción ∆
↔
ζ αlm(t) en

términos de las proyecciones de las funciones de dispersión intermedia (2.83); definen

el sistema de ecuaciones

Flm(k, z) =
Slm(k)

z +
k2DT

0 S
−1
lm (k)

1 + ∆ζT∗lm (z)λ(|k|)
+

l(l + 1)DR
0 S
−1
lm (k)

1 + ∆ζR∗lm (z)λ(|k|)

, (3.1)
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3.1. Solución de la versión extendida de la teoŕıa SCGLE

F S
lm(k, z) =

1

z +
k2DT

0

1 + ∆ζT∗lm (z)λ(|k|)
+

l(l + 1)DR
0

1 + ∆ζR∗lm (z)λ(|k|)

,

∆ζα∗lm(t) =
Dα

0

nα(2π)3

4π

ρ

∫
dk k2

αA
α
lm(k)F S

00(k, t)Flm(k, t)Bα
lm(k),

(3.1)

en donde nT = 3, nR = 1, kT = k y kR = 1.

Para resolver el sistema de ecuaciones anterior, es necesario conocer de antemano

las proyecciones del factor de estructura estático Slm(k), para cada dirección del

vector k, lo cual, en general implica muchas dificultades.

En la sección 2.3 se mencionó que es particularmente conveniente escribir los co-

rreladores de las proyecciones de la densidad en el marco de referencia de k, esto

es, para k = (0, 0, k), ya que las proyecciones de la función de dispersión intermedia

Flm,l′m′(k, t) son diagonales en m y m′. En el caso del sistema de ecuaciones autocon-

sistente (3.1) que debemos resolver, considerar este marco de referencia provee una

ventaja adicional, puesto que solo es necesario conocer las proyecciones del factor de

estructura para k = kẑ (que podŕıan ser determinadas por simulación, o bien, con

ayuda de alguna teoŕıa estática).

Para encontrar las propiedades dinámicas de un ĺıquido coloidal de part́ıculas

esféricas, la versión existente de la teoŕıa se resuelve numéricamente en el espacio

temporal [56]. Dado que las ecuaciones de la nueva versión extendida de la teoŕıa tie-

nen una forma estructural semejante a las ecuaciones de la versión esférica, uno puede

emplear escencialmente la misma idea para resolver el sistema de ecuaciones auto-

consistente.1 Existe una única diferencia entre las ecuaciones de la teoŕıa original y

las de la versión extendida a sistemas de part́ıculas no esféricas: cada proyección de la

función de dispersión intermedia colectiva, Flm(k, t), está acoplada con la proyección

F S
00(k, t) de la función de dispersión intermedia de autodifusión. Afortunadamente,

esto no representa un problema, ya que uno puede calcular inicialmente las proyec-

ciones de las propiedades dinámicas que corresponden a la información de los centros

de masa de las part́ıculas (l = 0,m = 0) y una vez conocida F S
00(k, t) determinar los

1 Las expresiones expĺıcitas de (3.1) en el espacio temporal pueden encontrarse en el Apéndice C.
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3.1. Solución de la versión extendida de la teoŕıa SCGLE

correladores y la memoria correspondientes a otra proyección de las fluctuciones de

la densidad.

Adicionalmente a las funciones que pueden ser calculadas a partir de la teoŕıa,

existe un par de propiedades dinámicas de carácter orientacional que pueden ser

obtenidas a partir de las proyecciones de la función de dispersión intermedia y las

cuales vale la pena hacer mención. De la definición de las funciones de dispersión

intermedia colectiva (2.33) y de autodifusión (2.72), no es dif́ıcil ver que

Flm,l′m′(k = 0, t) =
4π

N
il−l

′ ∑
n6=n′

〈Ylm(Ωn(t))Y ∗l′m′(Ωn′)〉 , (3.2)

y que

F S
lm,l′m′(k = 0, t) = 4πil−l

′ 〈Ylm(ΩT (t))Y ∗l′m′(ΩT )〉 (3.3)

Estos correladores son importantes, ya que algunas cantidades medidas experimen-

talmente, ya sea por dispersión dinámica de luz [54], espectroscoṕıa dieléctrica o

video-microscoṕıa [58], entre otras, pueden ser escritos en términos de los anteriores.

Por ejemplo, del teorema de la adición para los armónicos esféricos, se sigue que

l∑
m=−l

Flm(k = 0, t) =
4π

N

l∑
m=−l

∑
n6=n′

〈Ylm(Ωn(t))Y ∗lm(Ωn′)〉

=
2l + 1

N

∑
n6=n′

〈Pl(ûn(t) · ûn′)〉

(3.4)

y

l∑
m=−l

F S
lm(k = 0, t) = 4π

l∑
m=−l

〈Ylm(ΩT (t))Y ∗lm(ΩT )〉

= (2l + 1) 〈Pl(ûT (t) · ûT )〉

, (3.5)

donde Pl(x) es el polinomio de Legendre de orden l y û es el vector unitario co-

rrespondiente a la dirección definida por los ángulos de Euler Ω. Las cantidades

〈Pl(û(t) · û)〉, son los comúnmente denominados parámetros de orden. En particular,
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3.2. Arresto dinámico

con ayuda del parámetro de orden uno (l = 1), podemos computar el desplazamiento

orientacional cuadrático medio (1.43),

〈
|û(t)− û(0)|2

〉
= 2 [ 1− 〈û(t)〉 · û(0) ]

= 2 [ 1− 〈P1(û(t) · û)〉 ]

= 2− 2

3

1∑
m=−1

F S
1m(k = 0, t)

(3.6)

3.2. Arresto dinámico

Como se ha dicho antes, la teoŕıa SCGLE, permite no solo determinar las propie-

dades dinámicas de un sistema coloidad, sino que además proporciona un esquema

para detectar transiciones a estados dinámicamente arrestados. Tales transiciones

son caracterizadas (en un sistema de part́ıculas coloidales esféricas) por paráme-

tros de orden dinámicos, tales como el coeficiente de autodifusión de tiempos largos

DL ≡ ĺımt→∞ 〈∆x(t)〉2 /(2t), el cual llega a un valor cŕıtico, en este caso DL = 0,

al alcanzar la ĺınea de la transición. Esto indica que, en promedio, las part́ıculas

constituyentes han sido inmovilizadas, y cualquier fluctuación en la concentración

local no será capaz de decaer, quedando congelada debido a la imposibilidad de las

part́ıculas para muestrear el espacio configuracional del sistema. Aśı, si tenemos una

teoŕıa que permite predecir el valor de DL para un sistema dado (es decir, dadas

las interacciones entre las part́ıculas) y para un estado dado (esto es, dadas la con-

centración y la temperatura), entonces será suficiente explorar el espacio de estados

monitoreando este parámetro de orden para detectar la localización de la transición

de arresto dinámico.
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3.2. Arresto dinámico

3.2.1. Parámetros de no-ergodicidad
Sistema de part́ıculas esféricas

En la sección anterior se expresó que el coefficiente de autodifusión DL es un paráme-

tro que denota la pérdida de ergodicidad del sistema cuando este cruza la ĺınea de

transición de arresto dinámico. Existe, sin embargo, un criterio complementario pa-

ra detectar la transición v́ıtrea cuando la buscamos desde la región no-ergódica, y

detectamos cuando la ergodicidad del sistema se restablece. Las propiedades dinámi-

cas F (k, t), FS(k, t), C(k, t), CS(k, t) y ∆ζ∗(t), en un fluido en equilibrio decaen a

cero, mientras que en un estado no-ergódico decaen a un valor diferente de cero. Los

valores asintóticos a tiempos largos de las propiedades anteriores son referidos co-

mo los parámetros de no-ergodicidad, y se denotan, respectivamente, por f(k)S(k),

fS(k), c(k), cS(k), y ∆ζ∗(∞) [44]. Uno puede entonces reescribir las ecuaciones (2.14),

(2.16), (2.20), (2.25) y (2.26) en términos de estos valores asintóticos más su contri-

bución regular que decae a cero. Tomando el ĺımite de tiempos largos a las ecuaciones

resultantes obtenemos un sistema de cinco ecuaciones para estos parámetros de no-

ergodicidad, que puede ser fácilmente reducido a una sola ecuación para el parámetro

escalar ∆ζ∗(∞), escrita como

1

γ
=

1

6π2ρ

∫ ∞
0

dk k4 [S(k)− 1]2λ2(k)

[λ(k)S(k) + k2γ][λ(k) + k2γ]
(3.7)

donde γ = D0/∆ζ
∗(∞) es el desplazamiento cuadrático medio de una part́ıcula locali-

zada en la “celda” formada por sus vecinas, es decir,
√
γ es la longitud de localización

de una part́ıcula trazadora en un vidrio. La forma de este criterio exhibe una gran

simplicidad; dadas las fuerzas efectivas entre part́ıculas, los métodos de la termo-

dinámica estad́ıstica nos permiten determinar S(k), y la ausencia o existencia de

soluciones finitas de la ecuación anterior indicará si el sistema está o no en su fase

ergódica.

Las otras cuatro ecuaciones para los parámetros de no-ergodicidad pueden ser

usadas para expresar esas cantidades en términos de γ. La ecuación resultante para

el parámetro de no ergodicidad f(k), por ejemplo, se escribe como
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3.2. Arresto dinámico

f(k) =
λ(k)S(k)

λ(k)S(k) + k2γ
(3.8)

3.2.2. Parámetros de no-ergodicidad
Sistema de part́ıculas de simetŕıa ciĺındrica

La idea de esta sección es describir un criterio equivalente al de la sección anterior,

para determinar la transición v́ıtrea en un coloide de part́ıculas con la simetŕıa consi-

derada a lo largo del trabajo. Esencialmente, al igual que para el sistema esférico, las

propiedades dinámicas Flm(k, t), F S
lm(k, t), C

(lm)
α (k, t), C

S(lm)
α (k, t) y ∆ζ∗α(t) deben

decaer a cero en un ĺıquido en equilibrio o a un valor distinto de cero en un estado

no-ergódico.

Definiendo, de manera análoga al caso esférico y de forma similar a la teoŕıa MCT

[50],

flm(k) = ĺım
t→∞

Flm(k, t)

Slm(k)
, (3.9)

fSlm(k), c
(lm)
α (k), c

S(lm)
α (k) y

∆ζ∗(∞)
α =

∑
lm

∑
l′m′

∆ζ
α∗(∞)
lm,l′m′ (3.10)

como los parámetros no-ergódicos de las funciones mencionadas en el párrafo ante-

rior, respectivamente, y tomando el ĺımite de tiempos largos en (3.1), obtenemos el

siguiente sistema de ecuaciones para los parámetros ergódicos

flm(k) =
λ(|k|)Slm(k)

λ(|k|)Slm(k) + k2γTlm + l(l + 1)γRlm
,

fSlm(k) =
λ(|k|)

λ(|k|) + k2γTlm + l(l + 1)γRlm

(3.11)

y
1

γ αlm
=

1

nα(2π)3

4π

ρ

∫
dk k2

αA
α
lm(k)fS00(k)flm(k)Bα

lm(k) (3.12)

con γ αlm ≡ Dα
0 /∆ζ

α∗(∞)
lm . No es dif́ıcil anticipar que, de manera análoga al sistema de
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3.2. Arresto dinámico

ecuaciones para la dinámica, los valores asintóticos de tiempos largos de cada flm(k)

estarán acoplados con fS00(k), por lo cual, es natural determinar en primer lugar los

parámetros no-ergódicos con l = 0 y m = 0, y después, los mismos para cualquier

otra proyección que sea de interés.

A diferencia del caso puramente traslacional (esférico), aqúı es necesario tener

en mente que γ αlm no representa el ĺımite de tiempos largos de un desplazamien-

to cuadrático medio (traslacional o rotacional), sino una contribución a este. Para

ver esto, considérese el inverso del ĺımite del desplazamiento cuadrático traslacional

medio

1

γT
≡ ∆ζ

∗(∞)
T

DT
0

=
∑
lm

∑
l′m′

∆ζ
T∗(∞)
lm,l′m′

DT
0

=
∑
lm

∑
l′m′

1

γTlm,l′m′
(3.13)

Luego, existen varios posibles escenarios de arresto que podŕıan imaginarse. Por

ejemplo, si γT00 tuviera un valor finito, y cada γTlm,l′m′ con {l,m, l′,m′} 6= {0, 0, 0, 0}
fuera no finito, ello implicaŕıa que γT seŕıa finito y el sistema se encontraŕıa en un

estado (como mı́nimo) traslacionalmente arrestado.

La discusión anterior parece impedir el que se pueda precisar un criterio de arresto

para el sistema estudiado en el trabajo. Sin embargo, haciendo una cuidadosa ins-

pección de (3.11), es fácil notar que si en general, tanto γTlm como γRlm tienen valores

finitos, entonces las proyecciones de las funciones de dispersión intermedia no de-

caen a cero en el ĺımite de tiempos largos, es decir el sistema se encuentra en una

fase arrestada. Más aún, debido a que los parámetros f00(k) y fS00(k) son los valores

asintóticos (a tiempos largos) de las correlaciones de las proyecciones de la densidad

que contienen únicamente la información de las posiciones de los centros de masa, y

que para l = l′ = m = m′ = 0, las expresiones (3.11) toman la forma

f00(k) =
λ(|k|)S00(k)

λ(|k|)S00(k) + k2γT00

,

fS00(k) =
λ(|k|)

λ(|k|) + k2γT00

,

(3.14)

basta con encontrar las condiciones que hacen γT00 finito para determinar el arresto

traslacional de las part́ıculas coloidales.

En cuanto al arresto orientacional concierne, para establecer un criterio para la
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3.2. Arresto dinámico

transición v́ıtrea, seŕıa necesario determinar las condiciones de no-ergodicidad de

alguna cantidad similar o relacionada con las funciones de dispersón intermedia en

k = 0. Por ejemplo, en un ĺıquido coloidal de esferas con dipolos, se podŕıa definir

el parámetro de no-ergodicidad orientacional como el ĺımite asintótico de alguna

propiedad medible por espectroscoṕıa dieléctrica proporcional al parámetro de orden

l = 1,

f1(k) = ĺım
t→∞

1∑
m=−1

F1m(k, t)

1∑
m=−1

S1m(k)

(3.15)

para k = 0. En tal caso, habŕıa que determinar condiciones para las cuales γT1,−1,

γR1,−1, γT1,0, γR1,0, γT1,1 y γR1,1, fueran todas finitas, lo que implicaŕıa que el parámetro

de orden uno no decae a cero y el sistema se encuentra en un estado de arresto

orientacional.
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4
Conclusiones y perspectivas

En este trabajo de tesis se ha presentado la primera propuesta de la extensión de

la teoŕıa SCGLE de la dinámica y el arresto a sistemas coloidales de part́ıculas con

geometŕıa no esférica, en particular con simetŕıa ciĺındrica. Esta teoŕıa está basada

en el formalismo de la ecuación generalizada de Langevin, y consiste en un sistema

de ecuaciones para las funciones de dispersión intermedia colectiva, aśı como para su

contraparte de autodifusión. Dichas funciones se construyen como las correlaciones

de las fluctuaciones de las proyecciones de la densidad en un espacio cuya base son

productos de ondas planas y armónicos esféricos.

Al igual que en el la teoŕıa ya existente para ĺıquidos coloidales de part́ıculas

esféricas, se construyeron cada uno de los cuatro elementos que conforman el sistema

autoconsistente. Las aproximaciones de Vineyard son completamente análogas a las

de la teoŕıa SCGLE simplificada y reflejan la misma idea f́ısica, es decir la difusión

colectiva de las part́ıculas está estrechamente relacionada con su autodifusión.

La evaluación del ĺımite en el cual la función de memoria de la autodifusión es igual

a la función de memoria adimensionada de la ecuación de Langevin generalizada,

comparte prácticamente la misma escencia que en la versión original de la teoŕıa;

salvo por el hecho de que no existe una relación semejante a la de Green-Kubo,

que relacione el desplazamiento rotacional cuadrático medio con la memoria de la

ecuación de Langevin. Por esta razón hubo necesidad de hacer una aproximación

del RMSD (rotational mean square displacement) en términos del desplazamiento

cuadrático medio definido por la velocidad angular.

La función de interpolación se definió tal como en el caso esférico, tanto para la

memoria traslacional como para la rotacional. No existe una razón fundamental para

esta elección, excepto por el interés que existe en que la nueva teoŕıa contenga a la

teoŕıa original como un caso particular de la misma. Un análisis más detallado de

la validez de esta propuesta, apoyado en la comparación con datos de simulación y

experimentales, permitirá evaluar cual es la mejor opción para la forma funcional de
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λ(k).

En cuanto a la relación que cierra el esquema, esto es, la relación entre la función

de memoria de la ecuación de Langevin y las proyecciones de las funciones de disper-

sión intermedia, se propuso que cada proyección Flm(k, t) esta acoplada únicamente

con una de las contribuciones, ∆ζTlm(t) a la función de memoria traslacional ∆ζT (t)

(al igual que con un de las contribuciones a la memoria rotacional). La aportación

anterior, permite que la solución numérica del esquema autoconsistente constrúıdo

tenga la misma estructura fundamental que la de la teoŕıa hasta hoy en d́ıa. Si esta

proposición prueba ser acertada, permitirá que el estudio de sistemas de part́ıculas

con simetŕıa no esférica crezca rápidamente, lo cual ha sido un problema desde la

concepción de las teoŕıas estad́ısticas que estudian los fenómenos de difusión y arresto

dinámico es sistemas moleculares y brownianos.

Finalmente, el conjunto de ecuaciones constrúıdo, y que conforman la nueva teoŕıa

SCGLE para part́ıculas axialmente simétricas pudo ser reescrito en términos de los

parámetros de no-ergodicidad correspondientes a las cantidades que es capaz de

predecir el esquema. Este sistema cerrado de ecuaciones, permitió extender también

el criterio de arresto dinámico presente, para el sistema con la simetŕıa ya descrita

y tiene como novedad, el hecho de que ahora es posible estudiar también aquellos

estados arrestados orientacionalmente.

Como ya se mencionó, en este trabajo se ha presentado la primera versión de la

extensión de la teoŕıa, sin embargo, esta todav́ıa debe ser probada y calibrada con

sistemas ya se reales o de simulación, con el fin de poder ser aplicada al estudio

de la dinámica en forma rigurosa. El estudio de las debilidades más importantes

del esquema autoconsistente expuesto, son objeto de investigaciones tanto actuales,

como futuras.
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A
Apéndice:

El tensor de fricción en
términos de las funciones de
dispesión intermedia

En este apéndice se deriva la ecuación (2.79) tomando en cuenta una serie de con-

sideraciones y aproximaciones respecto a la función de van Hove y las propiedades

estáticas de una ĺıquido coloidal con grados de libertad rotacionales.

Se considerarán como punto de partida las ecuaciones para los tensores de fric-

ción ∆
↔
ζ T y ∆

↔
ζ R que fueron demostradas por Mart́ın Hernández Contreras [45, 46].

Explićıtamente, éstas tienen la forma (2.78)

∆
↔
ζ α(t) = kBT

[
∇αρ

?(eq)(r,Ω0,Ω)
]
◦ σ−1(r, r′,Ω,Ω′) ◦G?(r′, r′′,Ω′,Ω′′; t)

◦ σ−1(r′′, r′′′,Ω′′,Ω′′′) ◦
[
∇′′′α ρ?(eq)(r′′′,Ω0,Ω

′′′)
]∗ (A.1)

Para evaluar esta expresión dentro del marco la presente extensión de la teoŕıa SC-

GLE es necesario determinar previamente las dos cantidades estáticas que aparecen

en la expresión, es decir, ρeq(r,Ω0,Ω) y σ−1(r, r′,Ω,Ω′). La segunda es la inversa de

la correlación estática σ(r, r′,Ω,Ω′) = 〈δρ(r,Ω)δρ(r′,Ω′)〉 entre dos part́ıculas coloi-

dales en presencia de la trazadora. La inversa de σ(r, r′,Ω,Ω′) está definida de tal

manera que

σ(r, r′,Ω,Ω′) ◦ σ−1(r′, r′′,Ω′,Ω′′) = δ(r− r′′)δ(Ω− Ω′′)

y

σ−1(r, r′,Ω,Ω′) ◦ σ(r′, r′′,Ω′,Ω′′) = δ(r− r′′)δ(Ω− Ω′′)

(A.2)

La determinación de σ(r, r′,Ω,Ω′) implica encontrar una correlación de tres part́ıcu-
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las (la trazadora y otro par de éstas), lo cual en la práctica constituye un problema

cercano a imposible en general. Por esta razón se aproximarán todas aquellas co-

rrelaciones de tres cuerpos por su valor lejos de la trazadora, es decir en el bulto.

Ignorar el efecto del campo generado por la trazadora sobre la correlación entre el

otro par de part́ıculas, reduce cada correlación de tres cuerpos a una correlaciones

entre pares, en cuyo caso, cada función de r, y r′ deja de depender de las posiciones

de forma individual, para depender ahora de la diferencia r− r′.

La aproximación anterior es referida como aproximación de homogeneidad [25], y

nos permite escribir

G?(r′, r′′,Ω′,Ω′′; t) =

(
1

2π

)3 ∫
dk e−ik·(r−r

′)F ?(k,Ω,Ω′, t), (A.3)

en donde F ?(k,Ω,Ω′, t) es la función de dispersión intermedia, salvo por el śımbolo

(?) que indica que los vectores de posición rn(t) y rn′(0) tienen origen en el centro

de masa de la trazadora. Explićıtamente, F ?(k,Ω,Ω′, t) tiene la forma

F ?(k,Ω,Ω′, t) =
〈∑
n,n′

eik·(r
?
n(t)−r?

n′ (0))δ(Ω− Ωn(t))δ(Ω′ − Ωn′(0))
〉

(A.4)

Denotando por rT (t) a la posición del centro de masa de la trazadora referida al

marco de referencia del laboratorio, se puede reexpresar (A.4) como

〈
eik·(rT (t)−rT (0))

∑
n,n′

eik·(rn(t)−rn′ (0))δ(Ω− Ωn(t))δ(Ω′ − Ωn′(0))
〉

(A.5)

siendo rn(t) la posición de la n-ésima part́ıcula en el marco de referencia del labora-

torio. Si se aproxima el promedio del producto por el producto de los promedios, se

obtiene

F ?(k,Ω,Ω′, t) = F S
00(k, t)F (k,Ω,Ω′, t), (A.6)

aproximación a la cual se llamará referencia de desacoplamiento.

Expandiendo F (k,Ω,Ω′, t) en series de armónicos esféricos, nos permite escribir (A.6)

como

65
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F ?(k,Ω,Ω′, t) = F S
00(k, t)×

∑
l,m

∑
l′,m′

Flm;l′m′(k, t)Ylm(Ω)Y ∗l′m′(Ω′) (A.7)

Por otro lado, considérese ∇αρ
?(eq)(r,Ω0,Ω). Puesto que la densidad al equilibrio

y la función de distribución de pares se relacionan a través de

ρ?(eq)(r,Ω,Ω′) = ρ/(4π)g(r,Ω,Ω′)

= ρ/(4π) [h(r,Ω,Ω′) + 1] ,
(A.8)

se tiene que ∇αρ
?(eq)(r,Ω0,Ω) = ρ/(4π)∇αh(r,Ω0,Ω)

Regresando a la ecuación (A.1), es posible ver que puede reescribirse con ayuda

del Teorema de Parseval como

∆
↔
ζ α(t) =

kBT

(2π)3

ρ

(4π)

∫
dk

∫
dΩ · · · dΩ′′′ [kαh(k,Ω0,Ω)]E(k,Ω,Ω′)

× F S
00(k, t)F (k,Ω′,Ω′′, t)E(k,Ω′′,Ω′′′) [k′′′αh(k,Ω0,Ω

′′′)]
∗

(A.9)

Aqúı, kα tiene la misma definición que en (2.39). Además, E(k,Ω,Ω′) es 4π/ρ veces

la transformada de Fourier de σ−1(r, r′,Ω,Ω′). Más aún, expandiendo cada función

con dependencia en la orientación de las part́ıculas en series de armónicos esféricos,

la expresión de ∆
↔
ζ α(t) toma la forma

∆
↔
ζ α(t) =

kBT

(2π)3

ρ

(4π)

∫
dk

∫
dΩ · · · dΩ′′′

↔
kαF

S
00(k, t)

×
∑
l0,m0

∑
l,m

hl0m0;lm(k)Yl0m0(Ω0) [LαY
∗
lm(Ω)]

×
∑
l̃,m̃

∑
l′,m′

El̃ m̃;l′m′(k)Yl̃ m̃(Ω)Y ∗l′m′(Ω′)

×
∑
l̃′,m̃′

∑
l′′,m′′

Fl̃′m̃′;l′′m′′(k, t)Yl̃′m̃′(Ω
′)Y ∗l′′m′′(Ω′′)

×
∑
l̃′′,m̃′′

∑
l′′′,m′′′

El̃′′m̃′′;l′′′m′′′(k)Yl̃′′ m̃′′(Ω
′′)Y ∗l′′′m′′′(Ω′′′)

×
∑
l̃′′′,m̃′′′

∑
l̃0,m̃0

h∗
l̃0m̃0;l̃′′′m̃′′′(k)[L′′′αY

∗
l̃′′′m̃′′′(Ω

′′′)]∗Y ∗
l̃0m̃0

(Ω0)

(A.10)
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Dada la definición de σ−1(r, r′,Ω,Ω′) (A.2), es conveniente establecer una relación

entre la matriz de la estructura estática S(k) ≡ (Slm;l′m′(k)) y la matriz de las

“proyecciones” de E(k,Ω,Ω′), digamos E(k) ≡ (Elm;l′m′(k)). Teniendo esto en mente,

se reescribirá la primer parte de (A.2) como 1

∫
dk e−ik·(r−r

′)
∑
l,m

∑
l̃,m̃

∑
l′′,m′′

Slm;l′′m′′(k)El′′m′′;l̃ m̃(k)Ylm(Ω)Y ∗
l̃ m̃

(Ω′)

=

∫
dk e−ik·(r−r

′)
∑
l,m

Ylm(Ω)Y ∗lm(Ω′).

(A.11)

Luego, la integral∫
dk e−ik·(r−r

′)
∑
l,m

Ylm(Ω)
[∑
l̃,m̃

∑
l′′,m′′

Slm;l′′m′′(k)

× El′′m′′;l̃ m̃(k)Y ∗
l̃ m̃

(Ω′)− Y ∗lm(Ω′)
] (A.12)

es cero para todos r y r′. Por lo anterior y de la dependencia lineal de los armónicos

esféricos se tiene que

∑
l̃,m̃

∑
l′′,m′′

Slm;l′′m′′(k)El′′m′′;l̃ m̃(k)Y ∗
l̃ m̃

(Ω′)− Y ∗lm(Ω′) = 0 (A.13)

Multiplicando (A.13) por Yl′m′(Ω′) e integrando con respecto a Ω′ se obtiene

∑
l′′,m′′

Slm;l′′m′′(k)El′′m′′;l′m′(k) = δl,l′δm,m′ . (A.14)

Análogamente, de la segunda parte de (A.2) se encuentra

∑
l′′,m′′

Elm;l′′m′′(k)Sl′′m′′;l′m′(k) = δl,l′δm,m′ . (A.15)

De las ecuaciones (A.14) y (A.15) se puede concluir que E(k) es la matriz inversa de

1 Ver el Teorema de Parseval Generalizado en [48]
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S(k).

Nótese ahora que en la ecuación (A.10), ∆
↔
ζ α(t) depende de las funciones hlm;l′m′(k)

que, al igual que las funciones Elm;l′m′(k), se puede expresar como función de los

factores de estructura Slm;l′m′(k) a través de

hlm;l′m′(k) =
4π

ρ
[Slm;l′m′(k)− δl,l′δm,m′ ] (A.16)

Dadas las diferencias entre las expresiones para ∆
↔
ζ T (t) y ∆

↔
ζ R(t), se examinará por

separado la forma que adquiere (A.10) en cada caso.

A.1. El tensor de memoria traslacional

Puesto que el operador LT = 1 en (A.10), es posible hacer uso directamente de la

ortogonalidad de los armónicos esféricos, en conjunto con (A.14), (A.15) y (A.16)

para escribir

∆
↔
ζ T (t) =

∑
l,m

∑
l′,m′

[
kBT

(2π)3

4π

ρ

∫
dk (kk)ATlm(k)F S

00(k)Flm;l′m′(k, t)BT
l′m′(k)

]
(A.17)

en donde

ATlm(k) =
∑
l0,m0

∑
l′,m′

Yl0m0(Ω0) [Sl0m0;l′m′(k)− δl0,l′δm0,m′ ]El′m′;lm(k)

=
∑
l0,m0

Yl0m0(Ω0) [δl0,lδm0,m − El0m0;lm(k)]
(A.18)

y

BT
lm(k) =

∑
l0,m0

∑
l′,m′

Elm;l′m′(k)
[
S∗l0m0;l′m′(k)− δl0,l′δm0,m′

]
Y ∗l0m0

(Ω0)

=
∑
l0,m0

∑
l′,m′

Elm;l′m′(k) [Sl′m′;l0m0(k)− δl′,l0δm′,m0 ]Y
∗
l0m0

(Ω0)

=
∑
l0,m0

[δl,l0δm,m0 − Elm;l0m0(k)]Y ∗l0m0
(Ω0)

(A.19)
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Para pasar de la primera a la segunda igualdad en la ecuación anterior se utilizó que

F ∗lm;l′m′(k, t) = Fl′m′;lm(k, t), lo cual es inmediato de la definición (2.31).

Los ángulos de Euler Ω0 corresponden a la orientación de la trazadora en el marco

de referencia tal que esta es constante y que por simplicidad se harán Ω0 = (0, 0, 0),

en cuyo caso Yl0m0(Ω0) = Y ∗l0m0
(Ω0) = [(2l0 + 1)/4π]1/2δm0,0. Por consiguiente,

ATlm(k) =
1√
4π

∑
l′

(2l′ + 1)
1/2

[δl′,lδm,0 − El′0;lm(k)] (A.20)

y

BT
lm(k) =

1√
4π

∑
l′

(2l′ + 1)
1/2

[δl,l′δm,0 − Elm;l′0(k)] . (A.21)

A.2. El tensor de memoria rotacional

A diferencia del cálculo del tensor de fricción traslacional, en el caso rotacional es

necesario considerar el operador de momento angular L = (Lx, Ly, Lz). Debido a

la simetŕıa axial de las part́ıculas coloidales y al sistema de referencia elegido, debe

observarse que ∆
↔
ζ R(t) es diagonal, que las entradas correspondientes a las direcciones

perpendiculares al eje se simetŕıa son iguales, y que la entrada de la fricción alrededor

del eje de simetŕıa es cero, esto es,

∆
↔
ζ R(t) =


∆ζR(t) 0 0

0 ∆ζR(t) 0

0 0 0

 (A.22)

en donde ∆ζR(t) = ∆ζxR(t) = ∆ζyR(t). Evidentemente, basta entonces con evaluar

∆ζxR(t), por ejemplo, para obtener la información concerniente a la fricción rotacional

originada por la interacción de las part́ıculas.

Para simplificar (A.10) en el caso α = R, es adecuado evaluar el término LxY
∗
lm(Ω),

el cual impide hacer uso de la propiedades de ortogonalidad de los armónicos esféricos

de manera directa.
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Recordando las propiedades de los operadores de momento angular L+ y L−, que

Lx = (L+ + L−)/2 y que Y ∗lm(Ω) = (−1)−mYl−m(Ω), se tiene

LxY
∗
lm(Ω) = (−1)−mLxYl−m(Ω)

= (−1)−m
1

2

[√
(l +m)(l −m+ 1)Yl−(m−1)(Ω)

+
√

(l −m)(l +m+ 1)Yl−(m+1)(Ω)
]

= (−1)−m
1

2

[
(−1)m−1

√
(l +m)(l −m+ 1)Y ∗l(m−1)(Ω)

+ (−1)m+1
√

(l −m)(l +m+ 1)Y ∗l(m+1)(Ω)
]

= −1

2

[√
(l +m)(l −m+ 1)Y ∗l(m−1)(Ω)

+
√

(l −m)(l +m+ 1)Y ∗l(m+1)(Ω)
]

= −1

2

[
C+
lmY

∗
l(m−1)(Ω) + C−lmY

∗
l(m+1)(Ω)

]

(A.23)

Especificando ahora (A.10) para α = R, no permite obtener una expresión de

estructura similar a (A.17), esto es

∆ζR(t) =
∑
l,m

∑
l′,m′

[
kBT

(2π)3

4π

ρ

∫
dkARlm(k)F S

00(k)Flm;l′m′(k, t)BR
l′m′(k)

]
(A.24)

con

BR
lm(k) =

∑
l0,m0

∑
l′,m′

∑
l′′,m′′

Elm;l′m′(k) [Sl′′m′′;l0m0(k)− δl′′,l0δm′′,m0 ]

×
[
C+
l′′m′′δl′,l′′δm′,m′′−1 + C−l′′m′′δl′,l′′δm′,m′′+1

]
Y ∗l0m0

(Ω0)

=
1√
4π

∑
l0

∑
l′,m′

∑
l′′,m′′

(2l0 + 1)1/2Elm;l′m′(k) [Sl′′m′′;l00(k)− δl′′,l0δm′′,0]

×
[
C+
l′′m′′δl′,l′′δm′,m′′−1 + C−l′′m′′δl′,l′′δm′,m′′+1

]
(A.25)

y
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ARlm(k) =
∑
l0,m0

∑
l′,m′

∑
l′′,m′′

Yl0m0(Ω0) [Sl0m0;l′m′(k)− δl0,l′δm0,m′ ]

×
[
C+
l′m′δl′,l′′δm′−1,m′′ + C−l′m′δl′,l′′δm′+1,m′′

]
El′′m′′;lm(k)

=
∑
l0,m0

∑
l′,m′

Yl0m0(Ω0) [Sl0m0;l′m′(k)− δl0,l′δm0,m′ ]

×
[
C+
l′m′El′(m′−1);lm(k) + C−l′m′El′(m′+1);lm(k)

]
=

1√
4π

∑
l0

∑
l′,m′

(2l0 + 1)1/2 [Sl00;l′m′(k)− δl0,l′δ0,m′ ]

×
[
C+
l′m′El′(m′−1);lm(k) + C−l′m′El′(m′+1);lm(k)

]

(A.26)
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B
Apéndice:

Relación entre el tensor de
fricción y la memoria de
autodifusión

En este apéndice se justifica la aproximación para la función de memoria de autodifu-

sión en términos de la función de memoria de la ecuación de Langevin generalizada.

Tomando en cuenta solamente a la ecuación de Langevin para la velocidad del

centro de masa de la trazadora

M
dv(t)

dt
= −

↔
ζ 0v(t) + f(t)−

∫ t

0

dt′∆
↔
ζ T (t− t′)v(t′) + F(t), (B.1)

multiplicándola por v(0) y promediando en el ensamble, se obtiene

d 〈v(t)v(0)〉
dt

= −
↔
ζ 0 〈v(t)v(0)〉 −

∫ t

0

dt′∆
↔
ζ T (t− t′) 〈v(t′)v(0)〉 (B.2)

Sea
↔
φ(t) = 〈v(t)v(0)〉, entonces (B.2) en el espacio de Laplace tiene la forma

↔
φ(z) =

kBT

M

[
z1 +

1

M

↔
ζ 0 +

1

M
∆

↔
ζ (z)

]−1

(B.3)

Por otro lado, es sencillo demostrar que

〈v(t) · v(0)〉 = Tr
[↔
φ(t)

]
(B.4)

Si ahora se toma en cuenta la simetŕıa de la trazadora y la elección del sistema de

referencia hecho, se tiene que
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↔
ζ 0 =


ζ⊥ 0 0

0 ζ⊥ 0

0 0 ζ‖

 , ∆
↔
ζ T (z) =


∆ζ⊥(z) 0 0

0 ∆ζ⊥(z) 0

0 0 ∆ζ‖(z)

 (B.5)

Se va a introducir en este punto la primera aproximación, que consiste en remplazar

el tensor
↔
ζ 0 por la media armónica de sus entradas y el tensor ∆

↔
ζ T (z) por sus valores

promedio sobre todas las direcciones del desplazamiento traslacional de la trazadora,

es decir
↔
ζ 0 → 3

(
ζ⊥ζ‖

ζ⊥ + 2ζ‖

)
1 = ζ0

T1,

∆
↔
ζ T (z)→ 1

3
Tr
[
2∆ζ⊥(z) + ∆ζ‖(z)

]
1 =

1

3
Tr
[
∆

↔
ζ T (z)

]
1

(B.6)

El primer objetivo que se busca lograr en este apéndice es relacionar el desplaza-

miento traslacional cuadrático medio con la función de memoria de la ecuación de

Langevin generalizada. Para ello, se puede recurrir a la relación de Green-Kubo

W (t) =
1

6

〈
|∆r(t)|2

〉
=

1

3

∫ t

0

dt′(t− t′) 〈v(t) · v(0)〉 (B.7)

Luego, de las ecuaciones (B.3), (B.4), (B.6) y (B.7), se puede escribir el desplaza-

miento cuadrático medio en el espacio de Laplace como

W (z) =

1

z2

kBT

M

z +
ζ0
T

M
+

1

3

Tr[∆
↔
ζ T (z)]

M

(B.8)

Si en lugar de considerar inicialmente la ecuación de Langevin generalizada para

la velocidad del centro de masa, se hubiera partido de la ecuación de Langevin para

la velocidad angular de la trazadora con el fin de encontrar la ecuación análoga a

(B.8), se obtendŕıa la expresión

WA(z) =

1

z2

kBT

I

z +
ζ0
R

I
+

∆ζR(z)

I

, (B.9)

73



Relación entre el tensor de fricción y la memoria de autodifusión

siendo WA(t) = 〈(∆s(t))2〉 /4 y el desplazamiento del vector de velocidad angular,

∆s(t), definido como

∆s(t) =

∫ t

0

dt′ω(t′). (B.10)

Para poder continuar, es necesario establecer una relación entre las funciones de

dispersión intermedia de autodifusión F S
lm(k, t) y los desplazamientos cuadrático me-

dios. En el caso esférico, esta relación es la llamada aproximación gaussiana. En el

caso actual, existe una aproximación equivalente que ha sido demostrada teórica y

experimentalmente, y que puede ser expresada como

F S
lm(k, t) = 1− k2W (t)− l(l + 1)WR(t) (B.11)

Esta relación es válida a tiempos cortos [55], para valores de k pequeños y para siste-

mas diluidos. De cualquier manera, para fines de la presente tesis, se considerará su

validez para tiempos cortos, en cuyo caso puede ser reescrita con la ayuda de (B.8)

y (B.9),1 obteniendo

F S
lm(k, t) = 1−

k2 1

z2

kBT

M

z +
ζ0
T

M
+

1

3

Tr[∆
↔
ζ T (z)]

M

−
l(l + 1)

1

z2

kBT

I

z +
ζ0
R

I
+

∆ζR(z)

I

(B.12)

Esta expresión ĺımite para F S
lm(k, t) tiene la misma estructura que las ecuaciones

(2.59) y (2.68) en el ĺımite de valores de z grandes (tiempos cortos), para el caso

en que (2.59) se reexpresa para la autodifusión (Slm(k) = 1) y cuando se ignoran la

funciones de memoria cruzadas L
(lm)
TR y L

(lm)
RT . En tal caso F S

lm(k, t) adquiere la forma

1 WA(t) y WR(t) están definidos de manera distinta, de hecho

WR(t) =
1

4

〈(∫ t

0

dt′|ω(t′)|
)2
〉
≥ 1

4

〈∣∣∣∣∫ t

0

dt′ω(t′)

∣∣∣∣2
〉

= WA(t).

En este momento no se cuenta una mejor propuesta para estimar el desplazamiento rotacional
cuadrático medio, pero es un buen punto de referencia para comenzar a refinar los elementos y
aproximaciones que constituyen la teoŕıa.
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F S
lm(k, t) = 1−

k2 1

z2

kBT

M

z +
ζ0
T

M
+
ζ0
T

M
C
S(lm)
T (z)

−
l(l + 1)

1

z2

kBT

I

z +
ζ0
R

I
+
ζ0
R

I
C
S(lm)
R (z)

(B.13)

Comparando esta última y (B.12), se encuentra que en el ĺımite de tiempos cortos

C
S(lm)
T (t) = ∆ζ∗T (t) ≡ 1

3
Tr[∆

↔
ζ ∗T (t)]

C
S(lm)
R (t) = ∆ζ∗R(t)

(B.14)
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C
Apéndice:

Solución numérica de la
teoŕıa autoconsistente

La determinación de las propiedades dinámicas de la teoŕıa SCGLE para un sistema

coloidal, se realiza numéricamente y el esquema de la solución está basado en el tra-

bajo hecho por Juárez-Maldonado [56]. La idea es básicamente, reescribir el conjunto

de ecuaciones de la teoŕıa en el espacio temporal, para después escribir la derivada

de las ecuaciones resultantes. Estas últimas se discretizan y permiten calcular las

propiedades dinámicas en intervalos de tiempo razonablemente largos y en general

rápida y eficientemente.

En el presente apéndice se presentarán solamente las ecuaciones de la teoŕıa en el

espacio temporal, aśı como sus derivadas. La discretización de las últimas se puede

hacer siguiendo el trabajo de Juárez-Maldonado [56].

En escencia, solo hay que obtener la transformada inversa de Laplace de las expre-

siones para las proyecciones de los factores de estructura colectivo y de autodifusión,

que en el espacio de Laplace se ven tal como lo muestran las ecuaciones (3.1).

Su forma en el espacio temporal tiene la siguiente estructura1

Flm(k, t) =Slm(k) + λ(k)

∫ t

0

dt′
[
∆ζT∗lm (t′) + ∆ζR∗lm (t′)

]
Slm(k)

− λ(k)

∫ t

0

dt′
[
∆ζT∗lm (t− t′) + ∆ζR∗lm (t− t′)

]
Flm(k, t′) (C.1)

+ λ2(k)

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′∆ζT∗lm (t′ − t′′)∆ζR∗lm (t′′)Slm(k)

1 Las ecuaciones están escritas en el el marco de referencia de k, pero pueden escribirse en su forma
general simplemente haciendo el cambio de variable k → k
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− λ2(k)

∫ t

0

dt′
∫ t−t′

0

dt′′∆ζT∗lm (t− t′ − t′′)∆ζR∗lm (t′′)Flm(k, t′)

− S−1
lm (k)

∫ t

0

dt′
[
k2DT

0 + l(l + 1)DR
0

]
Flm(k, t′) (C.1)

− λ(k)S−1
lm (k)

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ k2DT
0 ∆ζT∗lm (t′ − t′′)Flm(k, t′′)

− λ(k)S−1
lm (k)

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ l(l + 1)DR
0 ∆ζR∗lm (t′ − t′′)Flm(k, t′′)

y

F S
lm(k, t) = 1 + λ(k)

∫ t

0

dt′
[
∆ζT∗lm (t′) + ∆ζR∗lm (t′)

]
− λ(k)

∫ t

0

dt′
[
∆ζT∗lm (t− t′) + ∆ζR∗lm (t− t′)

]
F S
lm(k, t′)

+ λ2(k)

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′∆ζT∗lm (t′ − t′′)∆ζR∗lm (t′′)

− λ2(k)

∫ t

0

dt′
∫ t−t′

0

dt′′∆ζT∗lm (t− t′ − t′′)∆ζR∗lm (t′′)F S
lm(k, t′) (C.2)

−
∫ t

0

dt′
[
k2DT

0 + l(l + 1)DR
0

]
F S
lm(k, t′)

− λ(k)

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ k2DT
0 ∆ζT∗lm (t′ − t′′)F S

lm(k, t′′)

− λ(k)

∫ t

0

dt′
∫ t′

0

dt′′ l(l + 1)DR
0 ∆ζR∗lm (t′ − t′′)F S

lm(k, t′′)
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[41] M. A. Chávez-Rojo, M. Medina-Noyola, Physica A 366, 55 (2006).
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