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Resumen

Se estudian las propiedades magnéticas y estructurales de cimulos pequenos. Se utiliza el
hamiltoniano de Hubbard de una banda el cual se resuelve considerando soluciones gene-
ralizadas de Hartree Fock. De esta manera las soluciones con espines no colineales (NCE)
son obtenidas aprovechando la invariancia de las ecuaciones de Hartree Fock ante rotaciones
SU(2). La solucién autoconsistente de las ecuaciones de Hartree Fock, se encuentra mediante
el método de punto de silla (saddle point). En general la solucion mas estable corresponde
al caso de considerar NCE. excepto aquellos sistemas donde la frustracion magnética no es
importante (z.e. cimulo de cuatro atomos con estructura de rombo). Para cumulos de cinco
atomos la estructura magnética encontrada se asemeja a la que se obtiene en los pentagonos
que conforman el Cgy. Los cimulos de trece atomos presentan arreglos de espines similares
a los encontrados en el tetrahedro. El efecto de agregacion y colision en las propiedades
magnéticas es también estudiado. Se discuten las limitaciones y las posibles extensiones al
presente trabajo.
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Introduccion

En los ultimos anos el estudio del magnetismo en sistemas complejos ha sido un campo
particularmente activo. El magnetismo es un fenémeno electronico, el cual se manifiesta
en una gran variedad de formas. Su naturaleza es cudntica y su origen se fundamenta en
el principio de exclusion de Pauli y en la existencia del espin del electron [1]. En particu-
lar, el comportamiento magnético de electrones itinerantes (por ejemplo los 3d), es muy
sensitivo a la estructura geométrica y al entorno de los atomos. Un ejemplo tipico de este
comportamiento es, por ejemplo, que a-Fe (bce) es ferromagnético, mientras que y-Fe (fec)
es antiferromagnético débil. Por lo tanto, la investigacion de la relacion entre estructura
geométrica y magnetismo, v la estabilidad del ferromagnetismo contra cambios estructu-
rales es de crucial importancia para el entendimiento de los fenémenos comprendidos en
este campo. Esta variedad de comportamientos ha dado lugar a que la ciencia de matenales
magnéticos haya tenido un crecimiento explosivo, ya que esta se aplica a una gran diversidad
de sistemas tales como superficies, cimulos, peliculas delgadas, etc.

Desde el punto de vista tedrico, de particular importancia es el describir la estructura
magnética de estos sistemas. Es decir, estudiar la incidencia y distribucion del magnetismo
en ellos (por ejemplo, espines paralelos o anti-paralelos). Desde un punto de vista electromico,
la consideracion mas utilizada es suponer que los espines tienen un mismo eje de cuantizacion
2.e “espines colineales”. Es bien conocido que cuando el llenado de la banda responsable del
nivel de Fermi es aproximadamente la mitad, la solucién obtenida considerando espines co-
lineales es aquella con acoplamiento antiferromagnético. Cuando la estructura geométrica es
tal que no permite que todos los sitios tengan un acoplamiento antiferromagnético entre sus
vecinos (por ejemplo el triangulo equilatero) , sucede el fenémeno llamado frustracion. ks
de esperarse que el sistema, para bajar la energia, deba tener el grado de libertad adicional
de que los sitios vecinos coloquen sus espines con alguna componente antiferromagnética.
Esto sélo se logra si se consideran soluciones donde los espines se orienten de una manera
no colineal. Fases magnéticas de este tipo han sido observadas en algunos elementos (por
ejemplo volumen de Mn) y obtenidas en calculos tedricos [2]. Dada la relacion estructu-
ra geométrica con magnetismo, es de esperarse que para sistemas complejos (por ejemplo
cumulos, superficies, multicapas. cumulos absorbidos, etc.) el comportamiento magnético
complejo (espines no colineales) pueda ocurrir.

Si bien este tipo de comportamiento magnético se ha obtenido, desde un punto de vista
teorico, utilizando hamiltonianos fenomenologicos (por ejemplo tipo Heisenberg). la ultima
respuesta al problema debera darse desde un punto de vista electronico. Actualmente. [a
solucion de este problema en sistemas reales continua siendo un reto teorico.

El objetivo de este trabajo es el de estudiar el magnetismo no colineal en sistenmas. Para



poder dilucidar resultados de tales sistemas complejos, uno se ve forzado a considerar modelos
que son lo suficientemente simples para permitir su solucion, y al mismo tiempo que posean
la suficiente complejidad para poder contribuir al entendimiento de la fisica de los sistemas
reales. Uno de estos modelos esta dado por el hamiltoniano de Hubbard. A pesar de su
simplicidad, este hamiltoniano ha jugado un papel preponderante en el entendimiento de la
teoria del magnetismo. Nosotros aqui consideraremos sistemas en los cuales podamos obtener
una diagonalizacién exacta y por lo tanto involucrar el menor nimero de aproximaciones.
Tales sistemas son los ciimulos de atomos, los cuales actualmente juegan un papel muy
importante en la Fisica tanto aplicada como bdsica. Estos sistemas ofrecen la oportunidad
de estudiar como las propiedades magnéticas cambian cuando los electrones localizados de
un atomo aislado empiezan a deslocalizarse a través de varios atomos.

El presente trabajo esta organizado de la siguiente manera: En el capitulo 1 se describe
el hamiltoniano de Hubbard. En el capitulo 2 se considera el hamiltoniano de Hubbard en la
aproximacion generalizada de Hartree Fock, v se demuestra la invariancia de las ecuaciones de
Hartree Fock ante rotaciones del eje de cuantizacion de espin. Algunas cantidades relevantes
magnéticas (e.g. momento magnético promedio) son también obtenidas en esta seccion.
En el capitulo 3 se describen los métodos de solucion numeéricos utilizados para resolver
las ecuaciones generalizadas de Hartree Fock. En el capitulo 4 se presentan los resultados
obtenidos considerando ciimulos de distinto tamano y estructura. Finalmente, en el capitulo
5 se describen conclusiones v algunas perspectivas.



Capitulo 1

Hamiltoniano de Hubbard: Conceptos
Basicos

1.1 Introduccion

Todas las teorias de sistemas fuertemente correlacionados parten del modelo de Hubbard [3].
debido a su particular simplicidad. Este es un modelo en el cual los electrones de banda
interaccionan via un potencial repulsivo a dos cuerpos, sin incluir vibraciones de los 1ones v
sin contener en forma explicita interacciones atractivas. El modelo de Hubbard proviene de
considerar que de todas las diferentes bandas que pueden existir en el solido cristalino solo
unos cuantos estados por celda unitaria contribuyen significativamente a las propiedades del
sistema en el estado base. siendo estos los mas cercanos al nivel de Fermi.

El modelo de Hubbard contiene el minimo de caracteristicas necesarias para que. el
comportamiento electronico en un cristal, tanto de caracter localizado como extendido. pueda
obtenerse a partir del modelo en los limites apropiados de sus pardametros. En este modelo,
el conjunto total de los estados electronicos en un ion o sitio se restringe a solo un orbital
localizado. Los estados electronicos se determinan especificando las cuatro posibles confi-
guraciones de cada sitio: tales pueden ser: el estado vacio, un electron con cualquiera de las
dos posibles direcciones de espin o dos electrones con espin opuesto (necesariamente).

El hamiltoniano para el modelo de Hubbard contiene dos tipos de términos: (a) uno
diagonal en estos estados. dado por el producto de una energia U > 0 v el niumero total de
sitios doblemente ocupados (mas una energia € por el nimero de electrones en el sitio). v (b)
un termino no diagonal en estos estados que tiene elementos de matriz no nulos. 7, solo para
aquellos pares de estados que difieren solo por un electron que ha sido removido (sin cambio
en el espin) a uno de sus vecinos. El primero de estos términos, en ausencia del segundo.
favorece la creacion de momentos magnéticos locales ya que reduce la posibilidad de que se
formen sitios doblemente ocupados. Por esta razon el modelo es apropiado para el estudio
del magnetismo . El segundo término, en ausencia del primero. origina estados clectronicos
extendidos en todo el cristal, lo que implica la existencia de una banda de energia.

Cuando ambos conjuntos estan presentes. el modelo a pesar de su sencillez es dificil de
resolver en la mayoria de los casos. De cualquier forma, existen casos especiales en los cuales
se puede extraer informacion importante. Si. por ejemplo, el niimero total de sitios es 1gual al



numero total de electrones, en el limite ¢ >> U uno tiene la banda metalica semillena. En el
limite opuesto, U >> t, uno puede derivar el hamiltoniano de Heisenberg antiferromagnético
con una constante de intercambio |J| = 4¢*/U [4], con el cual se describen las excitaciones
de mads baja energia. Sin embargo nadie ha podido resolver exactamente el hamiltoniano
de Hubbard de tal forma que sea posible entender como cambia el modelo de un metal no
magnético a un aislante antiferromagnético, conforme el parametro t/U varia. El modelo de
Hubbard se puede obtener a partir de lo siguiente

Sea Yk o(r) un estado de Bloch de energia €, vector de onda k ¢ indice de banda a. Se
puede entonces construir estados ortonormales de Wannier [5],

do(r — R)) kReah o (1), (1.1)

1
= — e
VN ke B.Z
donde R, es la posicion del -ésimo ion o sitio v la suma en k es sobre la Zona de Brillouin.
En el modelo sélo un indice de banda es tomado en cuenta. Eliminando el indice de banda,
los elementos de la matriz de interaccion de Coulomb son,

Uyay = [ Tir3 6 (11 = R)" (r2 = Ry)V (11 = ra)(rs — RoJo(ra — Ry). (1)
donde \i’(rl —1y) es el potencial de interaccién de Coulomb (apantallado). Se espera que
esta interaccion decaiga conforme aumente la separacion entre los sitios. el valor mas grande
de los elementos de matriz U,; ,/,+ es el correspondiente a un sélo sitio o intra-sitio: U, ,, = U.
Los siguientes en orden descendente corresponden a los primeros vecinos, segundos, etc, res-
pectivamente. Mas ain, va que los estados de Wannier son muy localizados en torno a los
sitios [5], es de esperar que U, disminuya exponencialmente con la separacién entre sitios.

El hamiltoniano de los electrones en segunda cuantizacion (en la base de Wannier) [4] es,

=5 iz g 1 3 dod -
H == — (l(ftlj(]” +§ Ul],l’]’(zd(’]a’('llﬂ(‘]'(7/* (l;)
) R
=Tl g.0'=1.1

donde CIU crea un electron en el sitio 7 con espin ¢ (mds preciso con componente o en la
direcciéon local de cuantizacion) v ¢,, aniquila un electrén en el correspondiente sitio. Estos
operadores son fermiénicos por lo tanto satisfacen las relaciones de anticonmutacion,

{Cw.(';ﬂ/} - 50,0'(51.11 (]1)
{0107(:]0I} = 0. |

El modelo de Hubbard consiste en realizar una aproximacion al hamiltoniano (1.3). en
la cual el término de las wntegrales de salto t,, es restringido a solo aquellos sitios que son
primeros vecinos,

] t >0 si1,) corresponden a primeros vecinos.

tis = .
o 0 en cualquier otro caso.

La matriz de interaccion de Coulomb es restringida a sélo intra-sitios. U/, ;0 = 00,0, 00,0, .
Dando como resultado el modelo de hamiltoniano.

H = — }: fl_,(',Tr,('_l,7 + U Z g1l (1.5)
1) !

a="1.1



el cual es conocido como hamiltoniano de Hubbard de una banda. Los términos en la primer
suma son no nulos sélo si 2, 7 son primeros vecinos, las interacciones electronicas son tomadas
en cuenta sélo cuando los electrones estan en el mismo sitio.

Como se verd en la siguiente seccion, es conveniente definir los siguientes operadores:

e Los operadores de espin S? (a =1, 2, 3) en el sitio 2 son definidos como (en unidades

de h),
S = Z(m 7% i (@ =1, 2, 3) (1.6)

donde 7% son las matrices de P;mli:

1 0 1 9 0 —1 3 1 0
n I 0 ! 0

e Los operadores de escalon
+ _ .

Sl — (ZT(":" -y

S,

t
('ZL(TXT.

e Bl operador de niimero (o carga) en el sitio
. = I 4 )
_an fZ(w(m, (1.8)
a a

v la carga total ()

J=e¢e Zn, =¢dN,. (1.9)

1.2 Simetria SU(2) del Modelo de Hubbard

Supdngase que rotamos la base local de espin (i.e. los ejes de cuantizacion), obteniéndose
un nuevo conjunto de operadores

ZDU(T'(IU ’

; (1.10)
(il - Z D{T pas 7(7

Donde D,, es un elemento de SU(2), cuvas entradas, son los elementos de matriz del
operador de rotacion en el espacio de estados de espin 1/2 cuva base es {|z, 4+ >, |z. 33
Bajo esta transformacion unitaria el espin S se transforma como sigue.

: 1 f
S;L - 3 Z (/m oo’ dl“'
oo’
1 )
- ) Z (Z D(m ‘1()> T(:’)(TI Z D(Y'J{IJ> (1.11 )
oo’ 3
1 f
- 5 Zj (DTT”D)” 5 CiaCris
af /

donde a =1, 2. 3 especifica las componentes cartesianas del operador.



La matriz D'7¢D es hermitica v de traza nula por ser una transformacion de similaridad
de la matriz 7¢. De acuerdo con lo anterior [6], DI7D puede expresarse como combinacion
lineal de las matrices de Pauli tal que:

D7D =Y Ru7’, (1.12)
b

donde la matriz de coeficientes I,, es una matriz ortogonal. finalmente

S =) R85 (1.13)
b

En otras palabras tenemos una rotacion de los ejes de cuantizacion.

Los ejes de cuantizacion pueden ser escogidos arbitrariamente. Por lo tanto, el hamilto-
niano de Hubbard no cambia su forma bajo rotacion de los ejes de cuantizacion. Esto no
es evidente en la forma estandar del hamiltoniano. La parte de las interacciones puede ser
escrita en forma tal que la simetria bajo SU(2) sea evidente.

Considere el operador (

2 @
a=1,2,3

este puede escribirse en la forma [7]
3 3
Z (Sl)2 — ; (an - 572”7110 4 (1.15)
Por lo tanto podemos escribir
: 2 2 NU .
DZ”lT”u:“gUZ(S') + 5 (1.16)

El dltimo término de la expresion anterior es una constante sin importancia que puede ser
eliminada del hamiltoniano. El hamiltoniano de Hubbard tiene ahora la forma

H== 5ty - U () + 2 (L)

s=1.1

La cual es invariante ante operaciones SU(2). En el capitulo siguiente se pruba que las
ecuacionees de Hartree-Fock para el modelo de Hubbard tienen esta misma propiedad.



Capitulo 2

Hamiltoniano de Hubbard en la

Aproximacion Generalizada de
Hartree-Fock

2.1 Conceptos previos

En la Fisica del estado solido la mayoria de los sistemas que son objeto de estudio estian
constituidos por particulas (electrones, iones) que interacionan entre si ya sea en forma
débil o fuerte. En particular. el magnetismo en la materia es debido a la existencia de
fuertes interacciones dependientes de la direccion del espin de las particulas [1, 7, 8. No
obstante, los modelos que toman en cuenta las interacciones de las particulas (al menos de
manera subestimada) dificilmente se pueden resolver en forma exacta. Debido a lo anterior,
son siempre utiles las simplificaciones que puedan hacerse del problema real que conserven,
dentro de su rango de aplicacion, las caracteristicas esenciales del sistema bajo consideracion.,

En particular, en este trabajo nos interesa es el modelo de Hubbard, el cual solo ha
sido resuelto en forma exacta en una dimension [9]. Como vimos en el capitulo anterior,
el hamiltoniano de Hubbard (1.5) contiene un término que representa las interacciones en-
tre los electrones. La dificultad en este término. >, n;1n,;, es comunmente removida [10)]
intoduciendo en el hamiltoniano la identidad

nin; =n; <n; >+ <n; >n;i— <n; ><n; > +H(ni— < n; >)(nj— < n; >), (2.1)

despreciando en el hamiltoniano de Hubbard el ultimo termino de la identidad se obtiene un
hamiltoniano de una particula. que es mas sencillo de resolver que el hamiltoniano original.
sta aproximacion es llamada de campo medio [4]. Como veremos mas adelante ella es un
caso particular de la aproximacion de Hartree-Fock que expondremos en este capitulo.

La primera version de la aproximacion de Hartree-Fock (AHFE) fue concebida inicialmente
en 1928 por D. R. Hartree [11] para resolver el problema del atomo de muchos electrones,
v posteriormente suplementada por V. Fock v J. C. Slater en 1930 [12. 13]. La idea fisica
sobre la que descansa la aproximacion se puede sintetizar en la siguiente. Si las interacciones
determinan fundamentalmente el comportamiento del sistema real, la aproximacion mias
simple que se haga sobre él. v que contenga como minimo algo que pueda asociarse con



las interacciones, es aquella aproximacion que sustituye las interacciones directas por su
promedio. Tal vez bajo esta idea Hartree llevd a cabo su aproximacion. Supuso que la
interaccion electrostatica de un electron con los restantes en el atomo se podia sustituir por
la interaccion de este mismo electron con la densidad de carga promedio debida a los otros
electrones (nube electronica). Hartree asocio una funcion de onda para cada electron en el
sistema e; — ¢;(r), de tal forma que la interaccion del i-ésimo electron con los demas tiene
la forma

V(r)=¢€* Z /drl [9,(r0)[" (2.2)

7#1 v x|

En esta forma se obtiene una ecuacion de Schrodinger para cada electron usando el potencial
de la ecuacion (2.2). Al conjunto de ecuaciones de Schrodinger para los electrones se le
denominan ecuaciones de Hartree (EH). Este conjunto solo puede ser resuelto en forma
autoconsistente, mas adelante veremos que significa esto.

Posteriormente Hartree determiné que las EH pueden ser obtenidas a partir de un meétodo
variacional. Supuso que la idea de sustituir las interacciones efectivas por el promedio,
v de postular una funciéon de onda a cada electron, significa que los electrones no estan
correlacionados. En este contexto, la ausencia de correlacion implica que la funcion de onda
total del sistema es el producto de las funciones de onda de un electron

U(ry,....rx) = ¢i(r1) ... on(rn), (

(N}
- .
—

Las EH son obtenidas a partir de minimizar la energia total del sistema

Eyg =< \I/‘H‘\I/ o (:

Do
NeN
—

respecto a la variacion de las funciones de onda electronicas
0Fy = (5(( \IIIH|\I/ >) = 0. (2.5)

De este modo que la aproximacion de Hartree resulta ser al menos til para determinar en
forma aproximada el estado de minima energia del sistema (estado base).

Tiempo después, Fock y Slater introdujeron en la aproximacion los requisitos de simetria
que debe tener una funciéon de onda que describa un sistema de particulas idénticas. es decir.
el principio de exclusion de Pauli. De esta forma la funcion de onda (2.3) es ahora un
determinante de funciones de un electron llamado determinante de Slater,

1 \ .
\IJ(rI.A...rA-) = N(](‘i(@](r])"’(/');\'(I'/\:)). (2.6)

Analogamente el conjunto de ecuaciones de un electron es obtenido a partir del método
variacional v las ecuaciones resultantes son llamadas ecuaciones de Hartree-Fock (EHEF). No
entraremos aqui en mas detalles sobre la aplicacion del método al atomo, tal como lo hizo
Hartree, puesto que nos interesan sistemas de mavor tamano. como por ejemplo un cimulo
de atomos.

Cuando se tiene un agregado de atomos. es decir. un ciumulo. las funciones de onda de un
electron en el sistema pueden construirse en forma aproximada como combinacion hineal de



funciones de onda localizadas en torno a los nucleos o iones [14], los cuales suponemos que
permanecen en posiciones fijas en el espacio por lo que usaremos la palabra sitio para denotar
al ion o atomo. Tales funciones localizadas son el andlogo finito de las funciones de Wannier
(1.1) utilizadas en el capitulo anterior. Asimismo, las funciones de onda localizadas pueden
construirse en forma tal que posean la simetria angular de las funciones de onda atdmicas
(s, p, d, etc.) [15]. En nuestro caso estamos interesandos en una sola banda no degenerada,
la cual coincide con la banda s, es decir, solo puede haber a lo mas dos electrones por sitio.
Supongase entonces que

Ue(r) =" A¥ei(r; — Ry), (2.7)

1

donde ¢,(r, — R,;) es la funcion de onda localizada en el sitio cuyo vector de posicion es R,
Yy es la funcion de onda de un electron en el cimulo cuya energia depende del nimero k.
A las funciones de onda con distinto valor de este nimero las lamaremos estados de una
particula v a sus energias correspondientes niveles de una particula. Los tinicos parametros,
de los cuales dependen los estados de una particula, son los nimeros { A%}, que en general
son complejos. Estos son determinandos mediante el método variacional de Hartree-Fock.
La idea es la siguiente: se propone un determinante de Slater compuesto por los estados de
una particula y se minimiza la energia total respecto a la vanacion de los paramétros. en
esta forma se obtiene un conjunto de ecuaciones que determinan los {A*}.

Siempre es atractivo realizar las operaciones matematicas necesarias para resolver un pro-
blema dado, utilizando un formalismo que simplifique el dlgebra. En la fisica contemporanea
del estado solido es ya estandar el uso del método de segunda cuantizacion, con el cual se
evitan las complicaciones con el algebra de los determinantes de Slater. En el formalismo
de segunda cuantizacion el espacio de Hilbert es el espacio de mimeros de ocupacion de los
estados de una particula [16, 17], donde un estado del sistema |ngy, nyo, ... > especifica el
numero de particulas ng, ngo - - - que ocupan estos estados. En este formalismo la suposicion
de que los estados de una particula son combinacion lineal de estados localizados se traduce
en el operador

af =" Ak, (2.8)

donde a}c v cj son operadores que actuan sobre los elementos del espacio de numeros de
ocupacion tal que cada operador crea una particula en el estado correspondiente, el operador
c:' crea una particula en el estado localizado |i > 6 o,(r — R,) v el operador a) crea una
particula en el estado [k > 0 yy(r). El estado total del sistema, esto es. el determinante de
Slater, se escribe como

N
R T— H (IZ“ [vac >. (2.9)

n=1
con |vac > el estado vacio (sin particulas), vy N el nimero total de electrones. Esto significa
que estamos creando N electrones en el sistema, los cuales ocupan los estados k, para
n =1,....N. De nuevo los coeficientes {Af} son obtenidos a partir del método variacional
para la energia total. Esta es entonces la aproximacion de Hartree-Fock para sistemas que
consisten en agregados finitos de atomos. Posteriormente entraremos un poco mas en los
detalles del calculo de las EHF. Por lo pronto sélo haremos una observacion importante: kn
los estados [k > no se hace ninguna referencia acerca del espin del electron. Esto significa
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que el estado es degenerado, es decir, cada estado se desdobla en dos estados de la misma
energia pero de distinta direccion de espin, de modo que en el estado base del sistema los
electrones ocupan los niveles de energia mas bajos con dos electrones de espin opuesto en
cada nivel ocupado. Lo que queremos decir es que en este método no hay dependencia de
la parte orbital de la funcion de onda electronica con el espin. Por lo anterior, el método
se denomina restringido con el acronimo RHF. Es claro que si todos los sitios del ciimulo
son equivalentes el estado base del sistema es aproximadamente paramagnético (momento
magnético nulo). Sin embargo, se ha senalado por parte de algunos autores [10, 18, 19], que
en algunos sistemas esta restriccion no es aplicable.

Una forma de solventar esta situacion consistente en eliminar la restriccion impuesta por
el método RHF, Usando un método no restringido. Tal método existe y es llamado Hartree-
Fock no restringido (UHF). EI método no restringido considera los niveles de una particula
en la forma

(1};(, = Z Ak el (2.10)

donde o denota el nimero cuantico de espin. Asi, cada nivel de energia depende del estado
de espin. Por otra parte, como resultado de haber eliminado la restriccion es posible obtener
estados de energia mas baja que los del método restringido. Por lo tanto, la aproximacion
a la energia del estado base real del sistema es mas precisa. Principalmente, el método
permite incorporar los sistemas magnéticos dentro del marco de la teoria electronica, ya que
la dependencia de los niveles de energia en el espin puede ocasionar la predominancia de una
componente de espin, resultando en un momento magnético no nulo. En la siguiente seccion
entraremos en los detalles del método dentro de un contexto mas general.

2.2 Ecuaciones generalizadas de Hartree-Fock

Antes de entrar en materia, daremos un repaso sobre el orden de ideas que anteceden a la
aproximacion generalizada de Hartree-Fock, la cual presentaremos en este trabajo.

En el capitulo anterior mencionamos que cuando hay en total un electron por sitio. el
limite del hamiltoniano de Hubbard cuando U >> t es el hamiltoniano antiferromagnético
de Heisenberg (AHH).

Hy=J > B;-8; (2.11)

<i,7>

donde < 7, 7 > significa que la suma es solo para aquellos sitios ¢, 3 que son primeros vecinos,
S, el el operador de espin del sitio 7. En la aproximacion cldsica de este hamiltoniano. los
operadores de espin son considerados como vectores unitarios. La configuracion de los espines
en el estado de minima energia es resuelta mediante la variacion de los angulos polares de
cada espin {0,, ¢, }. Resultados recientes [20] en ctimulos de los llamados Fullerenos muestran
que la solucion del AHH corresponde a un ordenamiento tridimensional de los espines, es
decir, el estado de minima energia no es aquel en el cual todos los espines son colineales.
Este mismo resultado fue obtenido mediante simulaciones de Monte Carlo cuanticas sobre
el hamiltoniano de Hubbard con banda semillena. Debido a lo anterior se emprendieron
calculos del estado base del hamiltoniano de Hubbard en la aproximacion no restringida de
Hartree-Fock [‘21], cuya meta era encontrar soluciones con la misma simetria en los espines
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locales del caso cldsico. Sin embargo, antes hubo que introducir algunas modificaciones a la
aproximacion no restringida de Hartree-Fock. Veamos cuales son éstas.
Consideremos de nuevo la ecuacion (2.10) para los estados de un electrén en el ciimulo

al, = Alcl,, (2.12)

mediante los cuales se construye el estado base de Hartree-Fock |HF >. En este estado,
producto de estados de una particula, el valor medio para todos los operadores locales de
espin esta en la misma direccion, por lo tanto no es posible en pricipio obtener una solucion
con espines no colineales. Este impedimento es removido por los autores de la anterior cita
forzando la solucion buscada. Con este fin, una vez que se determinan los angulos {6,, ¢,}
se rotan los ejes de cuantizacion de cada sitio en la direccion local dada por la configuracion
de los angulos. Con esto, los estados de una particula son propuestos en la forma,

gL =Y Brdl. (2.13)

donde dL crea una particula en el sitio 2 con espin 1 en la direccion local de cuantizacion.
Una observacion importante sobre este método es que no es posible resolver sin conocer
las direcciones de cuantizacion de cada sitio. Una de las contribuciones principales de este
trabajo de tesis radica en resolver el problema sin necesidad de conocer previamente las
direcciones locales de cuantizacion.

El modelo que usamos parte del hamiltoniano de Hubbard para una banda.

H=- Zf,]cfgcja + UZTL,Tn,l, (2.14)
1 1

donde cf(, V ¢ son los operadores fermionicos de creacion y aniquilacion respectivamente, los
cuales crean o destruyen un estado de una particula en el sitio 7 con espin o en la direccion z.
N, es el operador de niimero de ocupacion del estado 10 >, t,; es la integral de salto v U es
la energia de interaccion para los electrones en un mismo sitio. Para realizar la aproximacion
generalizada de Hartree-Fock (AHF), se proponen los estados de una particula en el sistema
como combinacion lineal de estados atémicos centrados en los distintos sitios, esto es,

ol = Y A, 213
10

<sta aproximacion es de la misma naturaleza que la anterior, va que el operador . puede
Esta aproximac le 1 turaleza que | t va ( I operadon /f ned

expresarse como combinacion lineal de ('zTT y ('jl. En esta ecuacion (1,1, es el operador que

crea un estado de una particula en el nivel k. Debido a que ambos operadores deben ser
fermionicos, se tiene la relacion reciproca

b Tk —
(M_ZAmuk. (2.16)

k

donde la barra signigica conjugacion compleja.
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La aproximacién de AHF es obtenida considerando que el estado base total del sistema
esta dado por un determinante de Slater, que en el método de segunda cuantizacion viene
dado por un solo producto de operadores de creacion sobre el estado vacio,

N
Wyp >= H (1,1, lvac >, (2.17)

=1
donde |vac > es el estado vacio (sin particulas). La energia de HF es el valor promedio del
Hamiltoniano en el estado base de HF
Eyr = (Vup|H|VYyp) =< H >. (2.18)

Sustituyendo la ecuacion (2.14) en (2.18) se obtiene

Eyr=— Zf” < CI(,('],, > +L"Z £ Nl > . (2.19)
1) 1

a

Esta energia debe ser minima repecto a las variacion del estado de HF. En nuestra apro-
ximacion esta variacion se lleva a cabo respecto de los coeficientes que aparecen en la ecuacion
(2.16). Notese que es necesario calcular los valores promedio de los operadores que aparecen
en la ecuacion para la energia,

< cja(‘]r,/ >= Z 4/” 4“, < (1,C s, @ = (2.20)
ki,k2

Ahora bien, < a,tlak2 > es no nulo sélo si el estado ky esta ocupado en el estado de HE v si
el estado £y es el mismo. Entonges,

< (ILIch2 >= 0k, hy < a,tlu,‘:Z > . (2.21)
Se tiene entonces que
ik gk e
Piojer =< Clytyer >= > A A% (2.22)
k occ

donde p,; ;. es un elemento de la matriz de densidad de una particula. El subindice occ
en el indice de suma significa que se suma solo sobre estados ocupados. Con estas mismas
consideraciones se obtiene la siguiente expresion para los operadores de nimero

< Tt Tl = plT,LT/)ll,ll - /)lT,ll/)lL,lT' (23‘)

Entonces. la energia de HE en términos de los elementos de la matriz de densidad se escribe
cOomo

EHF — Z ,11/)1,(7,](7 + lvz (/)1,1,1,7/)11‘11 - ]/)11,“[2) . (23 1)
1) 1

Vamos ahora a obtener las ecuaciones de Hartree-Fock (EHF) a partir de minimizar la
energia £y p respecto de los coeficientes 4,\ sujetos a la condicion de normalizacion

Z |A% | =1, para todo k. (2.25)



Entonces,

8E[IF 8)010 Jo /)zT zT ,Ou zi) ()(/)17 1l Pl 17) ;
— = — ! — : ’ 2?(
oar = 2ltigar UL GAF ity

Hace falta ahora calcular las derivadas parciales en la ecuacion (2.26). Estas derivadas son
faciles de calcular dando como resultado en cada caso

e - 5
5} Doao e C § :
_(/l—javliflla) = bzl(sosAfa/)lﬁ,lr’r + 01[(555/455/)10,1(7» (228)
01415
I(Picis Pis
M = 011(5,,914 5Pia o + 0 l()ﬂs 410/)”7 10 (22())
844(8

donde la notacion ¢ significa que la direccion de espin es la contraria a 0. Sustituyendo el
resultado de las derivadas en la ecuacion (2.26) v renombrando los subindices se obtiene la
ecuacion para la variacion de la energia de HF,

OEyr
0A,

- Z tlJA;CU + U (Azaplﬂ 1w ‘Afﬁ/)lﬁﬂﬂ) . (23())
J

La condicion de minima energia junto con la de normalizacion (2.25) da origen a las ecua-
ciones autoconsistentes de Hartree-Fock,

- Z tz]A_};a +U (Alk(rl)lﬁ.lff - Alkﬁ/)u’r.m) = fkflf“ﬁ' (2.31)
J

En las ecuaciones anteriores [16] el nimero real £ es el nivel de energia de una particula o
electron en el estado k.

2.3 Invariancia de las Ecuaciones de Hartree-Fock ante
Rotaciones del Eje de Cuantizacion de Espin
Supongase que rotamos la base local de espin (i.e. el eje de cuantizacion de espin) segin
ZDnmm

(llT Z fo a I(T

donde D €SU(2).

Calculemos el valor medio de los nuevos operadores en el estado de HF

1o

= - f 1 [
Picas =< dm(]m' = ZD,TmDrY’J < C0CiB Z D,,,, o 3 a3 {

ad (276!
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/)za.za’ - ZDLaDﬂ’ﬁ Z AfaAfﬂ’
afl

k occ

k occ

. _ t Ak k
Pigao’ = Z (Z DaaAz(y) ZD"'ﬂAzﬁ )
e} Jé;
entonces es natural la extension a

Bf, = L DL, A

1007

ko Ak
Bl(‘f’ — %:DU’H/{””

tal que
Bigsy = 3, BoBl
k- oec
Con la relacion inversa
450 - ZDIm’ 1350’
o

Dadas las ecuaciones de HF para los coeficientes AX |
cientes Bf

o

Comenzamos sustituyendo (2.38) en (2.31) obteniendose

f k
-ty £ D, Bl

+L' {Z (Dj;.ﬂ/ Blkg’plﬁ,lﬁ - D;UI B:ir’pl(f,uY)} f— gk Z DITU/ lkn'

0/
Multiplicando por D,», v sumando sobre ¢ tenemos
~ Y ¥ t,; XDy, D! BY +
(2] o'
‘+‘U {Z Z DUII” (DZ’U’ Blkg'pzé.m === Dj’ny’Bf(r’/)lﬂ,L(I>} =
o g
£x =¥ Dy, D} B,
g o
Como D es unitaria. tenemos
- Z tz_] Z 60//01 B‘j\‘ol +
J a’

+U {Z Z D(T”rr (D,Tyn’ Blkn’/)v("mn o Djin’ B,ﬁy’/)m.m)} =

g g

= S o
2k X 8 Bl
a

Sumando sobre ¢’ en los términos donde hay deltas se obtinene

- z tl]B;C(y”+
J

s, {Z YD,y (D} Bl pis s — Db Blyois )} = Bk,
o g
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(2.37)

(2.38)

vamos a mostrar que los nuevos coefi-
obtenidos a partir de la ecuacion (2.37) satisfacen las ecuaciones de HI.

(2.39)

(2.40)



En la ecuacién (2.42) el primer término del lado izquierdo y el primer término del lado
derecho de la igualdad ya tienen la forma de las EHF (2.31). Entonces en adelante solo
trabajamos el término restante

> {(DooD},pisis — DonoDlyipios) Bl } - (2.43)

oo’

Sustituyendo en (2.43) los elementos de matriz

7 o= T =
Pigas — Z D(YﬁD(}/j/)l(Y‘lﬁv P a0 — Z} anrij/)ur,u% (‘)./14)
af

o/l

y reordenando se obtiene

Z Z {DLU/DLH o DL”'DI;H} D(T”(TDufr Blk(r’ /)1(1,1/1- (245)

oo’ aff

el término entre llaves es nulo si o' = /3, de tal forma que la sumatoria en o’ v 7 se reduce a
una sola sumatoria, resultando finalmente la ecuacion

Z Z {DLJ :,; - Dj'rﬂDij} D(,//,,DMB,";,, /\)z(m/}' (2.46)

o af

De nuevo, si ¢ = 3 el término entre llaves es el determinante de la matriz DT, el cual es uno.
Si o = [ el término es el negativo del determinante. Entonces (2.46) se escribe como

Z Z {(SUU - 535} DU"”D”ﬁsz:’i /\)1(1«1,;"5' (217)
o af
Sumando en o
Z {DU”HDQB - DG"HD(IZf} Blkﬁf)m.vﬂ‘ (2118)
aff

Otra vez para el término entre llaves, si @ = 0" el este es. nulo, de modo que solo queda el
caso = ¢", resultando (2.48) en

> {Do1sDyus = DyngDarns} Blspion s (2.49)
I}

Realizando la sumatoria en 4. para [ = ¢” el término entre llaves es el determinante de
s
D. el cual es uno. v para 4 = @” el término es el negativo del determinante. Finalmente la
ecuacion (2.43) resulta en
ko~ k- 2.5
(Bm”/)z&”,lﬁ" - Bm”/’:ﬁ”.m”) . (2)())

Por lo tanto. la ecuacion (2.42) resulta en
k T ko~ Bk 2.5
- Z f’,lBj(I” + ( (Blﬂ///)l(}"_lﬁ” o B,ﬁ/(/)]f)’“_]ﬂ”) == ;/\'13)(#" (_))l )
]
Lo cual significa que los coeficientes BX satisfacen las ecuaciones de HE.
Asi las ecuaciones de HE son invariantes ante las rotaciones de los ejes de cuantizacion

de espin. Esto implica que si un estado {A* } es solucion de las EHE. la rotacion de este
estado tambien lo es.
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2.4 Espin y correlacion

Una vez resueltas las ecuaciones (2.31) se obtienen los coeficientes A¥ v a partir de éstos los
elementos de la matriz de densidad con los cuales es posible construir los valores promedio
de cualquier operador. En esta seccion construimos los valores promedio de los operadores
de espin locales S;.

El operador de espin en el sitio 2 es el operador

S: = (87,57, 57). (2.52)

Mediante los operadores de ascenso y descenso, S;" y S, escribimos los operadores S* y SY

1
como

St 45
sr=t 1% (2.53)
SY = S5 ;}S . (2.54)

Estos operadores se escriben, en segunda cuantizacion, en términos de los operadores locales
de creacion v aniquilacion como

1

B = ('IT G (2.55)

o

S =l B (2.56)

El operador S? es

B CITClT — CIqu

| 5; = S (2.57)
De esta forma tenemos los valores promedio en el estado base
S+ — o - 2.58
<57 >=< ¢y Gy >= Pty (2.58)
< 87 >=<c} et >= piay (2.59)
}7
f. R
< S >= < CpCip > — < €6 > _ Pitat — Pl (2.60)
2 2
De manera que al valor promedio del operador de espin en el sitio 7 es
) +p ) — 0 ). — P :
£ B e </zm /zm’ Pit,il _/zm\ Pit it /11,11)\ (2.61)
2 2 2
o bien
) — ) | .
o Bs = (R(‘{p,“l}, Im{pir.,}. L”—'T—)u> . (2.62)
su norma es :
2 2 & g
l < S' & | - |/)1,T,1,l‘ + 1(/)1T,1T o /)11.11) (2-(")’)

Obsérvese que si p,y,; = 0 implica < S; >=< 87 >, es decir. el eje de cuantizacion de espin
del sitio 7 es paralelo al eje z. En general. la direccion de cuantizacion es aquella en la cnal
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la matriz densidad en el sitio es diagonal en los espines. Claramente la energia no cambia
bajo la diagonalizacion de la matriz puesto que esta depende del determinante de la matriz,
el cual es invariante en la diagonalizacion.
Ahora vamos a calcular la correlacion entre espines en distintos sitios < S, - S, > para
1 # j. Con este fin calculamos primero el valor promedio del producto de operadores de
ascenso y descenso en los distintos sitios 7, j.
£ BBy el om0l B
& §°8F »=< el eyl on >
< S8 >=< (:IT('IL(',T('“ >

N— O — o R )
<85S >=< ¢ e ¢ >

(2.64)

Utilizando la ec.(2.16), el valor promedio de cualquiera de estos operadores esta dado por la
ecuacion

AP . ki qks jka fk. ¥ 9 an
< CCigrChsCiy >= — Y ApAJAZ ATY < ay ay ag,0k, > . (2.65)
kiko
kaky
En esta ecuacion el valor promedio
! a) 2.66
<y, ., Ak, Ak, > (2.66)

es nulo si ky = k4 6 ky = ks, Asi, si ax, destruye una particula en k4 ocupado, ”L, O ul,{ deben
de crear una particula en el mismo nivel, de lo contrario el valor promedio es nulo puesto
que ag, aparece a la izquierda. La misma consideracion es necesaria al considerar el nivel £,
Esto da el siguiente resultado

< allahn’kzakq o= (1 - (5k2k4)(1 - (Sklkii).

‘ (2.67)
{Okaka Ok ks Uk, — Ok Ok ey Tk Tk,

donde ng,, ng, son los nimeros de ocupacion de los correspondientes estados ky v Ay En-
tonces

RS T _ ki gAks gk1 gk3 ky Aks gks Ak 9 a
< CipCig? CysChst >= > A A Ain Ay ~ > Aig A Aih Ay (2.68)
kyocc kyocc
kgocc kgocc

con lo cual obtenemos

+Qo- < ki gk3 pki gks Ak Aks Aks gk 9 [
< SHSy >= 3 A AR AN AN S Ak Ak Ak 4k (2.69)
oce kjocc
2—1‘0(‘( k-llmw
-+ < — ki pk3 pki gks ki gks ks 3k o =
< S7Sf>= 3 AJARARAT - >0 AARARAT (2.70)
kjocc kyjocc
IS l;m’t k l;m(
+ Qo+ o ki Aks gk gk3 o Ak A{‘klkkl 9 -
<SS >= ) ARABAJAR - > ARARAGA], (2.71)
kyocc kjoce
k l,ur‘r k l{m'('
- Q- — Aki qk3 qki qky k,‘lA""Ak‘ ki ) =9
< S78; >= ) AJAJAJTAZ - Y AJAJAZ AL (2.72)
Ajocc Akjocc
kliu(( l\l(nu



A partir de estos valores promedio obtenemos < S, - S, > mediante las relaciones

<8;+8; >=< 5787 >+ < 8YS] > + < §i8? >, (2.73)
con N
rTqQr — - + = 4~ N
gégé . (gir +§2)(§-’+ ’ ?_)/1 (2.74)
l_]_(zwl)(]_—])/Z
y
SfS; = (Tl” - nzl)(”]‘[ - TL]i)/4 (27’))

v haciendo un poco de algebra.
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Capitulo 3

Solucion de las Ecuaciones de
Hartree-Fock

En el capitulo anterior hicimos notar que todos los valores medios, de los operadores del
sistema en el estado de HF pueden ser determinados si se conocen los elementos de la matriz
densidad ;0. A su vez, la matriz densidad se calcula a partir de los coeficientes de
HF, {Af}, para los niveles k& ocupados en el estado base de HF. Estos coeficientes deben
determinarse mediante la solucion de las ecuaciones de HE (2.31)

3.1 Meétodo estandar

Los coeficientes { A* } para los cuales la energia es minima deben ser solucion de las EHF
10

k g 1k k - k ‘
— Z fUA],, + L <Awp,,(-,‘,;, — Am/;,ﬁ‘m) = gl (3.1)
i
donde
A,,:/\'f 7‘\/ k/
Pia e == kz "11,'(7“11,(’7
=il
(3.2)
k/:l‘[ T !/ /
Pigaoc = 466‘50
k'=1

Aqui kg corresponde al nivel ocupado de mayor energia, £4,. o nivel de Fermi.

La ecuacion (3.1) representa un conjunto de M = 2N, ecuaciones simultaneas. donde .\
es el nimero total de sitios. Esto proviene de las dos direcciones de espin Ay . AY . Dicho
conjunto se puede escribir en la forma matricial

[H<{/)m.z(7'})] ’ {AL} = €y [Ak] (3.3)

donde H({pis.io}) es una matriz hermitica de MxM funcion del conjunto {p,, .} v A" es
un vector de Mx1, cuyas entradas son los coeficientes { A% 1.

A primera vista la ecuacion (3.3) representa el método de diagonalizacion de Ta matiiz
H({p.s.0' }), donde AF es autovector de eigenvalor = de la matriz. Pero esto no es tan simple:
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el problema principal es que la misma matriz es funcion de la solucion buscada. Por lo tanto,
la tnica forma en que se puede resolver la ecuacion (3.3) es de manera autoconsistente.
Esta es una caracteristica intrinseca de las ecuaciones de Hartree-Fock. Por ejemplo, si se
considera un cimulo de 13 atomos, el nimero de variables que se tienen que determinar
autoconsistentemente es de 52.

La manera o el método autoconsistente de resolver la ecuacion (3.3) es por iteraciones
sucesivas. Los pasos del método son los siguientes:

1. Se propone un conjunto inicial {&,,,,»} como probable solucién, en correspondencia
con el conjunto {p.,s.0 }-

2. Se calcula la matriz H como funcion de {&,.,}, es decir, H({&.00 }).

3. Se diagonaliza la matriz H({&,,,, }), obteniéndose en esta forma un conjunto ortonor-
mal de autovectores {A¥}.

4. Con las entradas de los autovectores {A¥} se construye el conjunto {p,,..}. Luego si
Piviocr = &0 (para todo 1, o, 0'), se tiene entonces la solucion autoconsistente de las
ecuaciones de HE.

5. Si el conjunto {&,,.,} no es solucion comienza un nuevo ciclo proponiendo ahora a
{pis.io'} como conjunto inicial

Una observacion sobre el ultimo paso. Hartree demostro [13] que tomando como conjunto
inicial de la n-ésima iteracion al conjunto calculado en la iteracion anterior, las iteraciones
sucesivas convergen a la solucion de las EHF. Sin embargo, este método de calculo involucra
un nimero de iteraciones muy grande que no hacen posible que el método se pueda llevar
a la practica en estee modelo. Una alternativa para solventar esta situacion es optimizar
el conjunto propuesto para una iteracion dada, de tal forma que la energia disminuya en la
siguiente iteracion. En la siguiente seccion presentamos un método de cdlculo con el cual es
posible alcanzar la autoconsistencia en las EHF mas rapidamente.

3.2 Meétodo de Punto de Silla

El método de punto de silla proviene del hecho de que el hamiltoniano de Hubbard se puede
resolver a temperatura finita en la aproximacion estdatica [7]. En esta aproximacion el hamil-
toniano de muchos cuerpos se reduce a un hamiltoniano para una particula en presencia de
campos de carga e intercambio (definidas posteriormente) los cuales representan en promedio
la interaccion de esta particula con las demas en el sistema. Una vez obtenido el hamilto-
niano de una particula se calcula la energia libre de Helmholtz como funcion de los campos.
y por medio de ésta se resuelven autoconsistentemente [10] los valores medios de todos los
observables del sistema. El limite de la aproximacion estdtica a temperatura igual a cero es
la aproximacion de Hartree-Fock. Es en esta conexion sobre la que descansa el meétodo de
punto de silla. El procedimiento es el siguiente:



Escribimos un hamiltoniano de Hubbard para una particula en la aproximacion de Hartree-
Fock como funcién de las variables {&,4.i0 },

H”F - Z ti]cIUCiU +U Z (7710516,16 o (.Incl(_ffl(‘f,lﬂ) +U Z (ng,llfll,lT o ElT,leliJl) ) (3-4)
v 10 1

o

Definiendo las variables
M = flT,lT + fzi,us

Cl — flT,lT o gll,llv
o; = Rel&ina1)s

B = Im(&:4.4),
a las que llamaremos campos la energia de Hartree-Fock, < Hpyp >= Fyp se escribe en
téerminos de los camposcomo

EHF = 2 tt]pw,](r + % Z {(ptT.lT I pzi,zl) Th — (/)IT,lT - /)ll.u) Ct}
te] 1

o

=2U Y- {Re(piay) s + Im(pira)) Bi } + (3.6)

+U Z{(af + B7) + (¢ — ni)/4}

Esta ecuacion representa la energia de una particula en presencia de los campos autoconsis-
tentes de carga 7, y de intercambio (,, «, v 4, ocasionados por la presencta de las demas
particulas en el sistema.

Haciendo uso de la aproximacion estatica a 7 = 0, la energia debe ser minima [10]
respecto a variaciones en los campos, entonces

okyr U
—,‘)‘,t]lft - —2'(< n, > _111)

S U ‘
(721& = = g B = < Wy > ~L;)

10y70 - —2U(Re(< (‘jy(i‘zl > o)

o,

OEy F ‘ t ,
e = -2U(Im(< c;ciy > —0i)

En estas derivadas se observa que cuando 7, es igual a < n, > la energia tiene un maximo.
veuando (; =2< S > a, =< S’ >y 4, =< SY > un minimo. Entonces esto nos sugiere
que la energia tiene un punto de silla en la autoconsistencia. Asi. la solucion autoconsistente
se puede determinar encontrando el punto de silla de la energia. El algoritmo puede ser el
sigulente:

1. Se propone una carga inicial (para banda semillena v en ciimulos con todos los sitios
equivalentes, la mejor eleccion para la carga propuesta cs un electron en cada sitio)

)



2. Se minimiza la energia con la carga fija.

3. Una vez encontrados los valores de los espines locales que dan el minimo, se fijan ¢stos
y se maximiza en la carga.

4. La solucién que da el maximo respecto a la carga se compara con la carga en el punto
1. Si esta es la misma, se tiene el punto de silla, y por tanto la solucion autoconsistente
de las ecuaciones de Hartree-Fock.

3.3 Aspectos de calculo

Una vez resueltas las ecuaciones de Hartree-Fock, se calculan los valores medios de la energia
total, asi como de sus componentes, la energia cinética (Ekin) v la energia de interaccion
electronica (Ecoul). También se obteniene la carga promedio en cada sitio v los valores
medios de espin locales < ST >, < SY >y < S? > En el capitulo anterior vimos que
dada una solucion autoconsistente de las ecuaciones de Hartree-Fock, esta es invariante ante
rotaciones de espin SU(2). Las posibles configuraciones de espin se obtienen utilizando
rotaciones, usando el siguiente algoritmo.

1. Se asigna un numero a cada sitio del cumulo v se fija el eje z de las coordenadas
cartesianas.

2. Se rotan todos los espines, la rotacion que se usa es aquella que lleva el espin en el sitio
1 a ser paralelo al eje z.

3. Se determina la direccion del radio vector rj, que une el sitio 1 con el sitio 2.

4. Se realiza una rotacion alrededor del eje z tal que el espin del sitio 2 quede en el plano
formado por el espin del sitio 1 y el vector ry,.

Antes de entrar en la parte de los resultados queremos mencionar que siempre es posible
obtener una solucién autoconsistente con < S; >=< SY >= 0 en todos los sitios, es decir,
todos los espines son colineales. Resolver para éste tipo de soluciones, que son las comun-
mente encontradas en la literatura, disminuye a la mitad el nimero de variables a resolver
autoconsistentemente respecto de la solucion en la que los espines no son colineales. s de
notar que en algunos casos la solucion con espines colineales puede ser la unica.



Capitulo 4

Resultados y discusion

4.1 Introduccion

Hemos aplicado la teoria expuesta anteriormente a cimulos de distintas estructuras geométri-
cas como funcidén del paramétro U/t. Para poder resolver el problema notarsee que en el
modelo de Hubbard solamente es relevante, para el calculo de las propiedades electronicas.
el aspecto topoldgico de la estructura geométrica, en otras palabras, definir la estructura del
sistema es equivalente a definir para cada atomo ¢ los atomos ) que son conectados a ¢ a
través del elemento de salto t,;. En este caso, t;; toma solo dos posibles valores: t,, = 1 si la
distancia es a primeros vecinos (Fy) y t;; = 0 si la distancia es mayor que Ry. Para todos los
cumulos estudiados hemos resuelto autoconsistentemente las ecuaciones de Hartree-Fock en
el rango 0.5 < U/t < 25.0 . En la mayoria de las estructuras geométricas fue posible obtener
una solucién con espines colineales (CE) y con espines no colineales (NCE). No obstante.
salvo en un caso, la solucion de espines no colineales es la de menor energia. En todos los
casos hemos resuelto para banda semillena (el nimero total de electrones es igual al nimero
total de sitios). Resolver el caso dopado (nimero de electrones mas grande que el nimero de
sitios) es siempre de mayor dificultad que el caso no dopado especialmente cuando el ctiimulo
posee simetria espacial (presencia de sitios equivalentes). Esto tultimo es debido a que la
simetria tiene el efecto de producir degeneracion en el nivel de Fermi, lo que dificulta en
extremo encontrar una solucioén autoconsistente.

Los cumulos para los que hemos resuelto autoconsistentemente las ecuaciones (2.31)son:

1. Cuamulos de tres atomos.

(a) Sitios localizados en una recta (Figura 4.1).

(b) Sitios localizados en los vértices de un triangulo equilatero (Figura 1.2)
2. Camulos de cuatro atomos.

(a) Sitios localizados en los vértices de un cuadrado (Figura 4.3).

(b) Sitios localizados en los vértices de un tetrahedro (Figura 4.4).

(¢) Sitios localizadas en los vértices de un rombo formado por dos triangulos equilateros
(Figura 4.5).



3. Cimulo de cinco 4tomos.
(a) Sitios localizados en los vértices de un pentagono (Figura 4.6).

4. Cumulo de trece atomos (Figura 4.7).

Figura 4.1: El sitio del centro tiene dos vecinos v los extremos un vecino.

Figura 4.2: Cada sitio tiene dos vecinos.

Figura 4.3: Cada sitio tiene dos primeros vecinos.



Figura 4.4: Cada sitio tiene tres vecinos.

Figura 4.5: Los sitios del tipo 1 tienen dos vecinos y los del tipo 2 tienen tres vecinos.



CUMULO FCC 13

Figura 4.7: Cumulo del tipo fee. Este es construido a partir de un atomo central y sus
doce primeros vecinos segun la estructura cristalina fee. En la figura el atomo central se ha
sombreado distinto de sus vecinos. Todos los vecinos del central tiene a su vez cinco primeros

vecinos en el cumulo.
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Figura 4.8: Variacion del valor medio de Hartree-Fock del cuadrado del espin < S? > |1 =1,
2 que son los sitios extremos para la estructura antiferromagnética de tres sitios.

4.2 Cumulos de tres atomos

Los resultados para los ciumulos de tres atomos son mostrados en las Figuras (4.8)-(4.14).
No obstante el tamano peqeno de estos ctiimulos, los resultados muestran ya una relacion entre
el comportamiento magnético v la estructura geométrica del sistema. Esto se manifiesta al
comparar los resultados de los ciimulos con el arreglo geométrico de las Figuras (4.1) v (4.2)
(la cadena lineal v el triangulo). Para la cadena lineal no existe una solucion con espines
no colineales para cualquier valor de U/t. La soluciéon de minima energia para los espines
en cada sitio es antiferromagnética, con los espines extremos siempre de igual magnitud
pero de mayor valor que el del centro que apunta en sentido contrario. El valor menor del
espin del centro es sin duda debido a que tiene mayor nimero de coordinacion [22]. Para
valores menores que un cierto valor critico (U/t = 6) la magnitud de los espines comienza
a disminuir drasticamente. tal como es de esperarse en el modelo de Hubbard debido a la
competencia entre t v [/, Esta disminucion se muestra en la figura (4.8) donde se ha graficado
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Figura 4.9: Energias promedio de Hartree-Fock como funcion de U/t. Ecoul es la energia de
interaccion electronica, Ekin es la energia debida a la transferencia de carga entre los sitios
y EHF es la energia total, es decir la suma de las dos anteriores.

< S > como funcién de U/t. Notese que la solucién magnética es tal que no puede haber
frustracion, es decir, todos los sitios tienen un arreglo antiparalelo de espines con sus vecinos.
Este puede ser el motivo de que para este caso, no existan soluciones NCE. La dependencia
de la energia con U/t es mostrada en la figura (4.9), esta es una curva tipica del Hubbard.
Cuando U/t — oo los electrones se localizan y la energia Coulombica (Ecoul) crece. Esto
significa que las doble ocupaciones disminuyen a expensas de una disminucion en la energia
cinética (Ekin). También cuando U crece la brecha de energia entre el nivel de Fermi v el
primer estado no ocupado tiende a U, ya que las excitaciones del estado de Hartree-Fock
corresponden a invertir un espin contra el campo medio ocasionado por los demas electrones.
Algo notorio en la figura (4.9) es un méaximo en la Ecoul en un valor de {7/t ~ 2.
Resultados mas interesantes aparecen para el ciumulo de tres sitios en los vértices del
triangulo equildtero. Aqui cada sitio tiene dos vecinos.  Resolviendo las ecuaciones de
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Figura 4.10: Solucién con espines colineales. Hay un sitio para el cual sus vecinos tienen
espin opuesto. Los demas sitios estan frustrados.

Hartree-Fock, hemos encontrado tres distintas soluciones autoconsistentes (esta es una ca-
racteristica del método de H.F.). No obstante las tres son de distinta energia. Entre ellas
existen dos soluciones con espines colineales. La de mas alta energia corresponde a una
solucion ferromagnética. Este es el tipo de solucion que se obtiene cuando se consideran
sitios equivalentes (todos los sitios son geometricamente equivalentes) v solo soluciones con
espines colineales. La otra solucién con espines colineales, pero de mads baja energia que
la ferromagnética, se muestra en la figura (4.10). El sitio cuyo espin apunta en la direc-
cion negativa del eje z, tiene sus vecinos en direccion contraria, este sitio tiene menor carga
promedio que sus vecinos cuya carga es igual. Este tipo de solucion ha sido encontrada en
cumulos con la estructura del Cg [20]. Este arreglo de espines, sin embargo, presenta una
fuerte frustracion magnética, es decir, a pesar de la tendencia de los espines a tener una
orientacion anti-paralela, la estructura geométrica del sistema hace que esta orientacion sea
imposible (ver Figura (4.11)). El sistema, para bajar la energia, deberia tener el grado de
libertad adicional a que los sitios vecinos coloquen sus espines de manera antiferromagnética.
Esto solo se logra si se consideran soluciones donde los espines se orienten de una manera no
colineal.

En la Figuras (4.12)-(4.14) se muestran la comparacion de la energia total de H.I' y energia
cinética, respectivamente. La ganancia de Ekin para la solucion NCE es la responsable de
su mayor estabilidad con respecto a la solucion CE. La figura (4.14) muestra la diferencia
en la energia de HF para las dos soluciones NCE v CE.
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Figura 4.11: Solucion con espines no colineales. Esta solucion no presenta frustracion y es

la mas estable.
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Figura 4.12: Energias de H.F. como funcién de U/t para las diferentes soluciones magnéticas.
La leyenda NCE etiqueta la no frustrada y la CE la frustrada.
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Figura 4.13: Energia cinética Ekin para las soluciones magnéticas CE v NCE del triangulo.
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Figura 4.14: Diferencia de energia total entre la solucion CE v NCE del triangulo.
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4.3 Citmulos de cuatro atomos

Para los cimulos de cuatro sitios (cuadrado,tetrahedro y rombo) se observa un comporta-
miento interesante, inducido por la geometria del sistema. Para el cuadrado y el tetrahedro
las soluciones son degeneradas en energia para toda U/t > 0. Este resultado ya habia sido
encontrado previamente considerando métodos exactos [23]. En el cuadrado se encuentra
que la solucién de minima energia corresponde a la antiferromagnética. Como el calculo es
a primeros vecinos, cada sitio tiene dos vecinos. En el caso del tetrahedro, todos los sitios
tienen por vecinos a todos los demds sitios, es decir, tres vecinos. Se tiene entonces que el
tetrahedro tiene mayor conectividad que el cuadrado. Por otra parte, la solucion de espi-
nes colineales del tetrahedro esta frustrada, (figura 4.15). Como consecuencia se espera que
exista una solucién no frustrada de espines no colineales (como en el caso del triangulo).
El hecho es que esta solucion existe (figura 4.16) y es de la misma energia que la frustrada
para todo valor de U/t para ambas energias, Ecoul y Ekin, (al menos para los parametros
estudiados). Sin embargo, como se mencion6 arriba, las energias son las mismas que en el
cuadrado.

Figura 4.15: Configuracion magnética con espines colineales para el tetrahedro. En cada
cara hay dos espines iguales y uno opuesto a estos. Cada sitio tiene dos vecinos con espin
antiparalelo a él y un vecino con espin paralelo.



Figura 4.16: Configuracion magnética con espines no colineales para el tetrahedro (el espin
del sitio del fondo no es visible en la figura). Esta configuracion es de completa simetria, es
decir, cada sitio es identico a los demas.

La estructura con los sitios en los vértices de un rombo formado por dos triangulos
equilateros presenta la solucion con menor energia para toda U/t > 0. ofrece un sistema
interesante donde se establece la fuerte dependencia de las correlaciones de espin. Para U/t <
2 la solucién que se obtiene es la paramagnética’ Para este caso, los sitios que tienen dos
vecinos muestran una mayor densidad de carga que los que tienen 3 vecinos. Para U/t > 2,
la soluciéon de minima energia es la mostrada en la figura (4.17), donde se han dibujado dos
tipos de flechas para representar los espines. Las flechas de linea continua indican la solucion
autoconsistente. Notese que existe una fuerte correlacion antiferromagnética entre los sitios
que tienen dos vecinos y aquellos que tienen tres. Esta solucion esta frustrada puesto que los
sitios de espin hacia abajo tienen tres vecinos. Esta frustracion de los atomos centrales con
el de arriba compite con la que tiene a su vez con el de abajo. Las lineas punteadas indican
las soluciones no colineales que tendrian si alguno de los dtomos con sélo dos vecinos fuera
removido. Al superponer estas dos soluciones se obtiene la solucién de la linea continua. En
la proxima seccion se discutira mds en detalle este comportamiento. En las Figuras (4.18)
v (4.19) se muestran las energias obtenidas para el tetrahedro y el rombo, respectivamente.
Obsérvese que para el rombo existe una discontinuidad en la Ecoul y Ekin en U/t ~ 2.0.
Esta discontinuidad es debida a que para U/t < 2.0 la solucién es paramagnética, mientras
que para U/t > 2.0 la solucion es la mostrada en la figura (4.17).
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Figura 4.17: Configuracion magnética del rombo. Las flechas continuas indican la solucion
obtenida. Las lineas punteadas se utilizan en el texto para explicar esta situacion.
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Figura 4.18: Energias de Hartree-Fock para el tetrahedro.
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Figura 4.19: Energias de Hartree-Fock para el rombo. La discontinuidad en Ecoul v Ekin
indica el inicio de la solucion paramagnética.
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Figura 4.20: Solucién magnética con espines colineales. Los espines estan a lo largo del
eje z, paralelo al plano de la figura. Los espines que vacen en la base del pentagono estan
antiferromagnéticamente frustrados.

4.4 Cumulo de cinco atomos

En esta seccion se muestran los resultados obtenidos para el cumulo de cinco sitios en los
vértices de un pentagono. Para esta estructura existe solucion con espines colineales tanto
como con espines no colineales. Nuevamente, al igual que para el triangulo, la solucion de
espines no colineales es de menor energia que la otra. La solucion con espines colineales se
muestra en la Figura (4.20). Note la frustracion magnética de los sitios colocados en la linea
horizontal.

La solucién con espines no colineales es mostrada en la Figura (4.21). Esta solucion es
similar a la encontrada en las caras pentagonales de la estructura Cgy [20]. De esto se deduce
que la soluciéon para el Cgq es fundamentalmente debida a la frustracion en los pentagonos.
En las Figuras (4.22)- (4.24) se muestran la energias de Hartree-Fock para ambas soluciones.
En la figura (4.24) se mustra la diferencia de energia entre la solucion CE y NCE.

Figura 4.21: Solucion magnética con espines no colineales. Aqui los espines apuntan a lo
largo de los ejes de simetria del pentagono, solo que, a diferencia del triangulo, el eje de
simetria a lo largo del cual apunta el espin de cada sitio no corresponde al eje de simetria
que pasa por el sitio.
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Figura 4.23: Energia de Hartree-Fock para el pentigono con espines no colineales.
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Figura 4.25: Solucion magnética con espines colineales.

4.5 Cumulo tipo fcc de 13 atomos

Los cumulos del tipo fcc,, donde n es el numero de sitios, son de particular interés puesto
que comforme n — oo se tiene la estructura cristalina de algunos elementos de la tabla
periddica. El estudio de estos ciimulos como funcién del tamano es importante puesto que
ofrece la posibilidad de entender la evolucion de las propiedades electronicas al ir de un
atomo a un solido. En particular, en este trabajo calculamos las propiedades magnéticas del
cumulo de 13 sitios. En la Figura (4.25) la solucion CE es presentada esquematicamente.
Esta solucion se asemeja a la solucién antiferromagnética encontrada en un volumen fec.
Esto es, las subredes de espines opuestos se pueden visualizar en las direcciones (110) o
(001) de una red fec. Cuando se considera la solucion NCE, se obtiene una distribucion de
espines como la mostrada en la Figura (4.26). Lo interesante de esta solucion es que los sitios
comprendidos en un mismo plano presentan la misma distribucion de espines. Aun mas, si
uno considera tetrahedros formados por el a&tomo central y tres de sus vecinos en la superficie,
el arreglo magnético encontrado en estos sub-cumulos es muy similar al que se obtiene para
un cimulo de cuatro atomos con estructura de tetrahedro. Estas soluciones autoconsistentes
dan también una distribucién de carga polarizada diferente para ambas soluciones, es decir,
existe una transferencia de carga del dtomo central a la superficie para el caso NCI, mientras
que para el caso CE sucede lo opuesto. En las Figuras (4.27)-(4.29) se muestran las energias
como funcién de U/t obtenidas para las soluciones CE y NCE respectivamente. Para todo el
rango de valores de U/t la solucion NCE es aquella que presenta menor energia, alcanzando
una diferencia mayor para U/t pequenas (ver figura (4.29)).
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Figura 4.26: Solucion magnética con espines no colineales. Los sitios en la figura sombredos
en forma igual representan atomos del mismo espin, los vectores escritos sobre cada circulo
senalan la direccion del espin. Las lineas continuas representan los subciimulos tetrahedrales.
cada uno de los cuales tiene una configuraciéon de espines similar al de un ciimulo tetrahédrico
aislado.
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Figura 4.27: Energia de la solucion de espines colineales.
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4.6 Efectos de agregacion en las propiedades magnéticas
de los ciumulos

Un fenémeno que presenta gran interés desde el punto de vista de investigacion basica y de
aplicacion tecndlogica es el estudio del efecto en el magnetismo de cimulos cuando se agregan
o colisionan atomos. Obviamente este tipo de fenomenos solo se pueden estudiar desde un
punto de vista electronico. ya que cuando un atomo se aproxima a un cimulo existe una
redistribucion de los niveles de energia y por ende una redistribucion de la carga polarizada
de espin. En este trabajo consideramos dos casos: a) cimulo de tres atomos con geometria
de triangulo equildtero al que se le aproxima un atomo en la direccion de su mediatriz hasta
formar un rombo (Figura (4.30)) v b) ctiimulo de 12 atomos al que se le aproxima un atomo
hasta formar el cimulo de trece atomos con estructura fee. En ambos casos se considera una
dependencia en la distancia R de integral de salto como R~?. Para el caso a) va se tienen las
dos soluciones extremas. a saber, para R — oo la solucion es la NCE del triangulo equilatero,
v cuando R — Ry la solucion es la del rombo (R se refiere a la distancia de equilibrio del
rombo). La Figura (4.31) muestran la variacion de la componente y del espin (ver Figura
(4.17)) para el caso de distancias intermedias. Notese que la dependencia en la distancia del
espin en la direccion y varia en forma continua con ésta, indicando la gran estabilidad de
esta solucion magnética. Esto explicaria la ausencia de solucion NCE en el ciimulo de cuatro
atomos con estructura en forma de rombo.

En el b) el &tomo se aproxima a lo largo de una recta formada por el a&tomo central v un
otro de la superficie del ciimulo de trece atomos.

i) Cuando R = Ry (R es la distancia a primeros vecinos del cimulo de trece atomos
tipo fec) la solucion mas estable es la NCE con planos de simetria magnéticos, tal v como se
discutieron en la seccion anterior. Al aumentar R con respecto a Ry, estos planos de simetria
magnética se rompen v la solucion obtenida es totalmente no colineal (ver Figura (4.32)).
Esto trae como consecuencia una disminucién en el promedio del cuadrado del espin total
(< S? > en el caso CE). Por el contario, < S? > aumenta en el caso NCE al aumentar la
distancia. Estos resultados son no triviales y sélo se pueden dilucidar a través de un calculo
de estructura electrénica.
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Figura 4.30: Se muestra la disposicion geométrica de los atomos, los tres sitios de arriba
forman el triangulo equilatero. El dtomo que se acerca a lo largo de la direccion z estd en la
parte inferior de la figura, Ro es la distancia a la cual se forma el rombo.

1 | | | ‘ ]
T
o

08 | ‘

0.6 T— —
S sl -
2]
@
[
he)
s 02} -
»
a’ //
?
g O —
@
& 02Ff “
o
(o]
4

el —
g 04

06 | o —

08 -

1 1 | | 4 |

0 0.05 0.1 0.15 02 i J
dx

Figura 4.31: Variacion de la componente en la direccion y del espin de los sitios 1 v 2 de la
figura anterior como funcion de la distancia del sitio 3 a Ro.
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Figura 4.32: Se muetra el arreglo geométrico de los dtomos, el atomo que se desplaza es
el 1. Su desplazamiento ocurre a lo largo de la linea que lo une con el atomo 2. Se han
unido con lineas continuas los atomos que son vecinos del sitio 1. la configuracion de espines
se muestra de manera cualitativa a traves del los nimeros con los que se han marcado los
atomos; todos los atomos con el mismo nimero tienen el mismo espin. El espin del dtomo 1
y 2 estd en la misma direccion. los atomos 1, 8 v 7 conforman un arreglo de espines similar
al del tridangulo, los espines de las parejas 3 v 5 estdn relacionados entre si en tal forma que
tienen componentes que se anulan entre si cuando éstas se suman, lo mismo sucede con las
parejas 6 y 4.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

En este trabajo se estudiaron las propiedades magnéticas v estructurales de cumulos pe-
£ )

quenos. Se encontroé la solucion generalizada de las ecuaciones de Hartree Fock aprovechando
la invariancia ante rotaciones SU(2). Se obtuvo que el método mimerico mas eficiente para
resolver autoconsistentemente estas ecuaciones es el método de punto de silla. En general la
solucion mas estable corresponde a aquella en que la configuracion de espines es no colineal.
Las estructuras magnéticas encontradas son caracteristicas del sistema geométrico conside-
rado. Por ejemplo, para el caso fcc la solucion no colineal asemeja a sub-ctiimulos de cuatro
atomos en forma de tetrahedro. Los resultados obtenidos son similares a cdlculos electronicos
exactos [23]. Soluciones magnéticas interesantes se encontraron cuando se agrega un atomo a
un cumulo dado, las cuales nos permiten concluir que este tipo de problemas solo se pueden
abordar usando los métodos de estructura electrénica.
Este trabajo se puede extender en varias direcciones:

4

&

Considerar el caso dopado, 1.e., mas de un electrén por sitio.

Una aplicacion util de este método es que se pueden considerar sistemas mucho mas
grandes que los que se podrian estudiar con cédlculos exactos (tipicamente, el limite de
un calculo exacto es de aproximadamente 20 atomos).

Estudio de sistemas reales de metales de transicion 3-d. En este tipo de sistemas los
electrones de valencia presentan un caracter itinerante, dependendiente de la direccion
en que estan enlazados los atomos. Esto traeria como consecuencia una muy fuerte
dependencia de las propiedades magnéticas en la estructura geométrica.

Considerar una mejora en el tratamiento de las correlaciones electrdnicas. considerando
por ejemplo el método de bosones esclavos [24].

Estudio de otros sistemas complejos, por ejemplo, multicapas.
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