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Resumen

La presente tesis reporta un estudio sobre las propiedades del movimiento brown-
iano traslacional y rotacional de una particula coloidal no-esférica que se difunde
en una suspension coloidal de particulas esféricas. Este estudio estda basado en la
realizacién de un experimento de simulacién computacional, e involucra un modelo
idealizado del sistema anterior. Como resultado, se genera informacion extensiva
sobre las principales propiedades que describen el movimiento browniano de es-
ta trazadora no-esférica interactuante. Parte de nuestro estudio consiste también
en el andlisis tedrico de esta informacioén, para lo cual nos basamos en enfoques
mecanico-estadisticos, especialmente en los resultados de la teoria referida como

ecuacion de Langevin generalizada para difusion de trazadora.
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Introduccion

La presente tesis reporta un estudio sobre las propiedades del movimiento brown-
iano traslacional y rotacional de una particula coloidal no-esférica que se difunde
en una suspension coloidal de particulas esféricas. Este estudio estd basado en la
realizacion de un experimento de simulacién computacional, e involucra un modelo
idealizado del sistema anterior. Como resultado, se genera informacién extensiva
sobre las principales propiedades que describen el movimiento browniano de es-
ta trazadora no-esférica interactuante. Parte de nuestro estudio consiste también
en el analisis tedrico de esta informacion, para lo cual nos basamos en enfoques
mecanico-estadisticos, especialmente en los resultados de la teoria referida como
ecuacion de Langevin generalizada para difusion de trazadora. Algunos aspectos de

este trabajo han sido reportados ya en la literatura [1,2], y otros por reportarse [3].

La motivacion del presente trabajo parte de la siguiente consideracién muy
general. La importancia practica de las suspensiones coloidales en la industria
farmacéutica, petroquimica, metalirgica, de alimentos, de las pinturas, etc., ha
forzado en las tltimas dos décadas un creciente interés por el entendimiento funda-
mental de las propiedades de esos sistemas [4,5]. Este interés, junto con el desarrollo
de poderosas técnicas experimentales (dispersién de luz y de neutrones, videomi-
croscopia, etc.), ha permitido la observacién detallada de las pricipales propiedades
de estos sistemas [6]. La variedad de aspectos relevantes, desde el punto de vista
practico o fundamental, va desde las propiedades de equilibrio de las suspensiones
(propiedades termodindmicas, equilibrio de fases, microestructura, etc.) hasta sus

propiedades dindmicas, de transporte, y reoldgicas [5].

Hasta ahora, el grueso de la investigacion fundamental que se ha desarrollado
en el contexto anterior ha involucrado sistemas modelo particularmente simples,
disenados precisamente para exhibir s6lo unas pocas de las multiples complica-

ciones que estan presentes en sistemas coloidales de mayor interés practico. En
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éstos, lo mas comun es encontrar, por ejemplo, suspensiones altamente concen-
tradas (en donde las interacciones hidrodindmicas pueden ser dominantes), alta-
mente polidispersas (es decir, con una gran variedad de especies coloidales), y
altamente alejadas del concepto de esfericidad e isotropia asociado a la forma de
las particulas y a sus fuerzas de interaccion en suspensiones formadas por particulas
esféricas. La necesidad de contar con una descripcion fundamental de cada una de
estas complejidades determina lo que en este instante son las fronteras relevantes
de la investigacién cientifica de estos sistemas [5]. La presente tesis pretende con-
tribuir al entendimiento detallado de una de ellas, es decir, la no-esfericidad de las

particulas coloidales y los correspondientes efectos en su movimiento browniano.

Idealmente, la investigacion sistemadtica de los efectos de la no-esfericidad de
una particula coloidal sobre su movimiento browniano deberia proceder de manera
analoga a como procedié la investigacion del movimiento browniano de particulas
esféricas interactuantes. En este caso, técnicas tales como la dispersion dindamica
de luz fueron utilizadas en el estudio de sistemas experimentales modelo cuida-
dosamente preparados [6]. El objetivo buscado al fabricar estos sistemas modelo
reales es producir en el laboratorio las condiciones méds cercanas posibles a las de
los modelos idealizados, suceptibles de ser analizados con enfoques tedricos fun-
damentales [7] o por medio de simulaciones numéricas [8]. Esto permite tener
una descripcién firmemente basada en conceptos y teorias fundamentales sobre el
sistema o fenémeno que se pretende estudiar. Un ejemplo de tales sistemas exper-
imentales modelo lo constituyen las suspensiones de particulas coloidales de polie-
stireno en solucién acuosa a muy baja intensidad iénica. Estos sistemas constituyen
excelentes realizaciones experimentales del concepto idealizado de una suspension
coloidal totalmente monodispersa (mismo tamano y carga eléctrica para todas
las particulas), fuertemente interactuante (intensa repulsion coulémbica entre las
particulas, con un débil apantallamiento iénico), y sin interacciones hidrodindmicas
(debido a las muy pequenas fracciones de volumen involucradas). La conexién en-
tre las mediciones experimentales, las simulaciones, y los resultados teoricos sobre
estos sistemas relativamente simples, ha podido ser establecida sin ambigiiedad
durante los 1ltimos anos [6], y ello constituye la historia reciente del campo de la

fisica de las suspensiones coloidales.

De la misma forma, uno desearia contar con modelos simples e idealizados. pero
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FIGURA 1. Particulas elipsoidales de poliestireno suspendidas en la interfase agua-aire.
El tamano aproximado de las particulas es de 7.0um en su didmetro mayor y 1.5um en

su didmetro menor. Cortesia del Dr. Jaime Ruiz Garcia.

no triviales, que contengan los elementos esenciales de los efectos que uno pretende
entender acerca del movimiento browniano traslacional y rotacional de particulas
coloidales no-esféricas, y que encuentren una realizacion experimental en sistemas
modelo reales accesibles en la practica. Como ilustracion de la factibilidad de
fabricacién de sistemas modelo experimentales podemos mencionar las particulas
coloidales aproximadamente elipsoidales obtenidas a partir de un proceso de elon-
gacion térmica de particulas esféricas de poliestireno. Estas particulas pueden ser
depositadas sobre la interfase agua-aire, constituyendo un fluido coloidal cuasibidi-
mensional de particulas no-esféricas (ver Fig. 1). Otro ejemplo, conceptualmente
mas cercano al modelo especifico que estudiaremos en esta tesis, se ilustra en la Fig.
2. Este corresponde a una suspension cuasibidimensional de particulas coloidales
esféricas, confinadas entre dos placas de vidrio. En el proceso de preparacién de
estos sistemas, es posible que algunas particulas esféricas formen agregados lineales
rigidos de 2, 3 y hasta 4 particulas. Estos agregados lineales, por la rigidez de su
estructura, bien pueden ser considerados como una realizacién experimental de una
particula browniana no-esférica, la cual a su vez permitira la observacién experi-
mental de su movimiento browniano traslacional y rotacional, y la descripcion de
los efectos de sus interacciones con otras particulas esféricas no agregadas de ese
sistema coloidal cuasibidimensional. Dicho estudio sistematico esta en proceso, y

su eventual reporte constituira un avance especialmente relevante en el estudio de
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FIGURA 2. Particulas esféricas de poliestireno suspendidas en agua y confinadas entre
dos placas de vidrio. El tamano aproximado de las particulas de latex es de 0.5um. Note
los agregados lineales de dos o tres particulas, los cuales se difunden en el medio acuoso

como una particula axial rigida. Cortesia del Dr. José Luis Arauz Lara.

los efectos de la anisotropia en el movimiento browniano de particulas coloidales
no-esféricas. Mientras tanto, estos ejemplos, ademas de servir de ilustraciéon, consti-
tuyen una fuerte motivacion para proponer y estudiar en detalle algunos sistemas
idealizados que capturen los aspectos esenciales del problema bdsico general de
describir el movimiento browniano de particulas coloidales no-esféricas interactu-

antes.

La presente tesis es precisamente una contribucién en esta direccién. Dicha con-
tribucién consiste en la propuesta de un modelo idealizado especialmente sencillo,
pero que contiene los elementos esenciales del problema que deseamos estudiar.
El modelo propuesto serd usado en esta tesis en dos maneras. En primer lugar,
llevaremos a cabo un experimento de simulacion numérica, el cual nos permitira
determinar de una vez por todas, y en total detalle, las principales propiedades aso-
ciadas a la descripcién del movimiento browniano traslacional y rotacional de una
particula trazadora no-esférica que interactia con otras particulas coloidales. En
segundo lugar, utilizaremos este mismo modelo como sistema de prueba para cali-
brar la precisién cualitativa y cuantitativa de la tnica teoria mecédnico-estadistica
que existe en la literatura [9-12], que permite predecir en forma aproximada algu-

nas propiedades que el experimento simulado determina exactamente.
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Nuestro sistema modelo consiste de una particula browniana no-esférica forma-
da por un arreglo lineal de (dos o tres) particulas esféricas con separacién entre
vecinos AL, rigidamente enlazadas unas con otras por fuerzas imaginarias. Esta
particula no-esférica ejecuta movimiento browniano mientras interactia a través de
fuerzas directas con las particulas esféricas de una suspension coloidal en la que se
difunde. Con el fin de entender la relevancia practica de este modelo, consideremos
primero el tipo de condiciones experimentales que motiva las abstracciones y sim-
plificaciones que nos lleva al sistema idealizado y a las condiciones descritas en esta
tesis. Considere una suspension coloidal de particulas esféricas, tales como las es-
feras de poliestireno en agua, a la concentracion de bulto n. Agreguemos ahora una
traza de una segunda especie formada por particulas no-esféricas rigidas, tales como
segmentos de DNA [13], virus del tabaco [14-16], particulas elipsoidales [17,18] u
otro polielectrolito lineal. La pregunta general a la cual nos abocaremos concierne
a los efectos de las interacciones directas entre una de tales particulas no-esféricas
y las particulas esféricas de la suspension circundante, en el movimiento browni-
ano traslacional y rotacional de la primera. De esta manera, deseamos investigar
la dependencia de cantidades tales como el coeficiente de difusion rotacional de la
particula no-esférica en parametros tales como la concentracion n de particulas de

la suspensién que la contiene.

Como parte de este andlisis, deseamos investigar el grado de precision cualitati-
va y cuantitativa de las aproximaciones involucradas en la teoria de la Ecuacion de
Langevin Generalizada (ELG) para difusion de trazadoras no-esféricas [9-12]. En
la condicion limite de concentracién cero de las particulas trazadoras (np — 0), los
resultados exactos de este enfoque pueden ser convertidos [12] en expresiones aprox-
imadas para las més importantes propiedades de difusion de la trazadora, las cuales
se simplifican cuando la particula no-esférica es de simetria axial, es decir, cuando
sus interacciones con otras particulas permanece sin cambios si la trazadora rota
alrededor de su eje de simetria. De hecho, aqui adoptamos el modelo mas sencillo
para este tipo de objetos no-esféricos, a saber, un arreglo lineal rigido de particulas
esféricas. Las interacciones entre cualquiera de las particulas esféricas que consti-
tuyen al arreglo lineal rigido de la particula trazadora y cualquiera de las particulas
esféricas de la suspensién se suponen idénticas a la fuerza de interaccion entre

cualquier par de estas ultimas. El potencial par que consideramos es el coulémbico
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apantallado, o potencial de Yukawa repulsivo. Ademas, por simplicidad, nosotros
consideramos la versién bidimensional de este sistema (si bien continuaremos us-
ando el término “particula esférica”, en vez de “disco”). Claramente, nuestra
aspiracion en esta etapa es entender unicamente unas pocas caracteristicas gen-
erales del movimiento browniano de traslacion-rotacion de una particula trazadora
no-esférica que se difunde en una suspension coloidal de particulas esféricas, sin
ningiin compromiso con la interpretacion de la fenomenologia de algin sistema

experimental especifico.

Ahora explicaremos cuales son las propiedades que deseamos estudiar. Una de
las propiedades mas fundamentales que describen el movimiento browniano trasla-
cional y rotacional de una particula coloidal no-esférica es el tensor de coeficientes
de friccién. En su definicidon méds simple, para un sistema tridimensional, este es
el conjunto de 6 x 6 coeficientes definidos por la relacion lineal F; = ;;v; entre las
componentes cartesianas F; de la fuerza aplicada (1 = 1,2, 3) y del torque aplicado
(i = 4,5,6), y las componentes v; de la velocidad lineal (j = 1,2,3) y angular
(j = 4,5,6) resultante de la particula no-esférica. A concentracion cero de las
particulas esféricas de la suspension, estos coeficientes de friccion inicamente refle-
jan la interaccion disipativa entre la particula no-esférica y el solvente circundante,
y son denotados por €. En este trabajo supondremos que &; han sido determina-
dos de antemano, sea por mediciones directas, por calculos tedricos, o por alguna
suposicién o simplificacién, como lo haremos méds adelante. A concentracion finita

n de las particulas esféricas, &;; difiere de ¢/, debido a los efectos de las interac-

0
1)
ciones directas entre la particula trazadora y las particulas de la suspension. En
un sistema real, las interacciones hidrodinamicas-también contribuyen a la difer-
encia entre &; y £, Sin embargo, en este trabajo estudiaremos un sistema modelo
en el cual estas interacciones no estan incluidas. De esta manera, la diferencia
A&i; = & — & unicamente refleja los efectos de las interacciones conservativas
(o directas) de la particula trazadora con las otras particulas coloidales. Nuestro
propoésito en este trabajo es estudiar estos efectos a través de la dependencia de
cantidades relacionadas con A&;;, en pardmetros tales como la concentracion de las

particulas esféricas.

En nuestro sistema modelo particular, restringido a moverse en un espacio

bidimensional, A;; es de hecho un tensor de 3 x 3, el cual, en la representacion
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apropiada, y dentro de las suposiciones involucradas en nuestro modelo, se vuelve
diagonal. Los elementos diagonales, denotados por A&, A§, y A&g, correspon-
den, respectivamente, al movimiento traslacional perpendicular (L) y paralelo (||)
al eje de simetria de la particula no-esférica, y al movimiento rotacional (1) alrede-
dor de un eje normal a este eje de simetria y perpendicular al plano que confina
al fluido. En realidad, en nuestro trabajo estudiaremos una extensién dependiente
del tiempo de estos coeficiente de friccion, los cuales denotamos como A&, (t) (con
a =1,]|, R). Los coeficientes de friccién estdticos A&, (sin el argumento temporal)
son justamente la integral temporal de las funciones de friccion A&, (1). De A&, (1),
sin embargo, pueden ser calculadas otras importantes propiedades dependientes
del tiempo. En particular, de A&,(t) uno puede deducir la dependencia tempo-

ral completa del correspondiente desplazamiento cuadratico medio, denotado por

((Ara())?).

Nuestro enfoque para el estudio de las propiedades dindmicas de nuestro sis-
tema modelo consistird basicamente en un experimento de simulacion, el cual nos
permitird determinar ({Ar4(t))?). La simulacién computacional se basard en el al-
goritmo de dindmica Browniana [8]. Este algoritmo describe el movimiento Brow-
niano de las particulas uinicamente en el régimen difusivo, es decir, despreciando
los efectos inerciales, los cuales suponemos son amortiguados instantaneamente por
la friccién con el solvente [6]. El andlisis tedrico de estos resultados involucrara
la aplicacion del formalismo de la ELG, el cual provee una determinacién aproxi-
mada de A&,(t), de la que pueden ser deducidas las correspondientes predicciones
tedricas para ((Ar,(t))?). La presentacién y discusion de estos resultados es el

objetivo de la presente tesis, la cual ha sido organizada de la siguiente manera.

Bésicamente, la tesis esta estructurada en 3 partes principales. La primera,
que consiste en los capitulos 1 y 2, incluye un resumen de los conceptos esenciales
en los que estd basado nuestro trabajo (capitulo 1). El capitulo 2 explica en todo
detalle las bases conceptuales y la metodologia de nuestro experimento de simu-
lacion. El resto de la tesis constituye el reporte v analisis de nuestros resultados, y
puede separarse en las otras dos partes, una abocada al estudio de las propiedades
estaticas o de tiempos cortos, y otra al analisis de las propiedades dependientes

del tiempo y de sus limites asintdticos de tiempos largos. Asi. el capitulo 3 se
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aboca al estudio de las principales propiedades estaticas del sistema, represen-
tadas basicamente por la concentracion local n“(r) de particulas esféricas alrede-
dor de la trazadora. Esta propiedad, de significado esencialmente termodinamico,
es analizada tedricamente con la ayuda de la aproximacion de superposicion de la
termodinamica de los liquidos simples. El capitulo 4, contiene nuestros resulta-
dos para otra propiedad estdtica que tiene, sin embargo, un importante significado
dinamico. Esta propiedad es el valor inicial de la funcién de friccion dependiente del
tiempo, A&, (t = 0), la cual describe los efectos iniciales de las interacciones de la
trazadora con las particulas esféricas circundantes. Los capitulos 5 y 6 constituyen
la tercera parte de la tesis. El capitulo 5 despliega la dependencia temporal de la
principal propiedad estudiada en esta tesis, es decir, el desplazamiento cuadratico
medio ((Ar4(t))?) de la trazadora no-esférica. El capitulo 6 se refiere a la propiedad
que caracteriza el comportamiento asint6tico de ((Ar,(t))?), es decir, el coeficiente
de difusién de tiempos largos. En todos los casos, hemos hecho un esfuerzo por
separar por una parte la descripcion directa y el andlisis fisico de los resultados
del experimento de simulacion, y por otra parte, el analisis de estos resultados uti-
lizando teorias mecanico-estadisticas aproximadas. Esto permite tener no sélo un
escenario muy nitido de los fen6menos estudiados, sino también una evaluacion de
las pocas teorias fundamentales reportadas en la literatura. En conjunto, nuestro
trabajo deja este tema en un punto tal que lo tinico que resta es la aplicacion de
las teorias y métodos introducidos aqui, al analisis directo de resultados experi-
mentales en sistemas reales concretos, tales como el de la Fig. 2, que sin duda

apareceran en un futuro cercano.



Capitulo 1

Conceptos generales

Este capitulo es un resumen de los principales conceptos generales que seran uti-
lizados en esta tesis. En la primera parte nos abocaremos a la definicion precisa
de las cantidades que describen las propiedades estaticas de sistemas como el que
estudiaremos en los capitulos posteriores. La segunda parte hace lo propio con las
nociones bésicas sobre la descripcion tedrica del movimiento Browniano en suspen-

siones coloidales.

1.1 Propiedades estaticas

En este trabajo necesitamos algunos conceptos de la termodindmica estadistica
de los liquidos simples. La utilidad de estos conceptos en el ambito de las sus-
pensiones coloidales proviene del siguiente hecho. Para efectos del estudio de las
propiedades estaticas de equilibrio, una suspension coloidal constituida por un
conjunto de particulas brownianas interactuantes, es conceptualmente idéntico a
un fluido molecular, ya que las diferencias dindmicas (movimiento browniano vs.
balistico) no tienen efecto alguno sobre las propiedades estaticas, las cuales sélo
dependen de las fuerzas de interaccion entre las particulas (coloidales o molecu-

lares).

Consideremos primero un fluido simple, es decir, formado por N particulas de
la misma especie, que interactian a través de un potencial par radial. En ausen-
cia de fuerzas externas, la propiedad estructural mas fundamental es la funcién
de distribucién radial g(r). Esta funcién, multiplicada por el valor de la concen-
tracién de bulto n = N/V (donde V es el volumen total), es la concentracion

local promedio de particulas alrededor de cualquiera de las particulas del fluido.
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La funcion de distribucién radial contiene toda la informacion termodinamica del
sistema en ausencia de campos externos, y también es medida directamente, ya que
en experimentos de dispersién de luz es posible medir el llamado factor estatico de
estructura S(k). Este no es otra cosa que la transformada de Fourier de ¢(r), més

precisamente,

S(k)51+n/d3rexp(ik-r)[g(r)—1]. (1.1)

Notemos desde ahora que, aunque en general, como en esta ecuacion, usaremos
el contexto tridimensional (notese el uso de “d*r” o de la expresion “esferas”),
todos estos conceptos pueden ser trivialmente adaptados al contexto bidimensional

requerido en esta tesis.

Una definicién mas precisa de g(r) puede ser hecha en términos de la funcién de
distribucién de pares. Esta es una de las funciones de distribucion de s particulas,

definidas en general como

(1.2)

en donde Qn = [exp(—fUn(ry,...,rN))d’ry---d?ry. Por su parte, Uy es la
energia potencial de las interacciones entre las N particulas y un campo externo,
donde § = 1/kgT, siendo T la temperatura y kp la constante de Boltzmann.
Asociadas a estas funciones, se definen las funciones de correlacion de s particulas

como

g (ry, . .. ,Ts) = P (ry,. .. ,rs)/[p(l)(rl) o -p(”(rs)]. (1.3)

El calculo exacto de estas funciones es en general complicado. Sin embargo, en

ausencia de campos externos, se tiene que
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pP(r, 1) = nPg(Ir — o). (1.5)

En este caso, existen teorias aproximadas o enfoques de simulacion, como el que
emplearemos en este trabajo, que convierten el calculo de ¢(r), dado el potencial
radial de interaccion entre pares de particulas, en un ejercicio casi rutinario en
nuestros dias. El calculo de p(*)(ry,... ,r,), para s > 2 es, en cambio, un ejerci-
cio tedricamente muy complicado en general, y muy costoso desde el enfoque de
las simulaciones numeéricas. Esto hace deseable la disponibilidad y el estudio de
aproximaciones que permitan evaluar, aunque sea solo aproximadamente, a estas
funciones de distribucién. Una de tales aproximaciones es la llamada aproximacion

de superposicion, definida como

9(3)(1‘1,1‘2, r3) ~ 9(2)(1'1, 1‘2)9(2)(1'13 r3)9(2)(r2, r3), (1.6)

g(‘l) (rla Io, I3, r4) ~ 9(2) (r17 r2)9(2) (r17 r3)g(2) (rla I'4)g(2) (I'2, r3)g(2) (rZa r4)g(2) (r3) r4)7
(1.7)

etc. En los capitulos 3 y 4 se estudiard la precision cualitativa y cuantitativa de

esta aproximacion.

En esta tesis estudiaremos las propiedades de un sistema constituido por un
fluido simple, al cual se anade una particula en general no-esférica. Una manera
de conceptualizar este sistema, es considerar a esta particula no-esférica como la
fuente de un campo externo que actia sobre las particulas del fluido. En este
caso, pM(r) ya no estd dada por la concentracién de bulto, es decir, pV)(r) # n, vy

pM(r) describe ahora a la concentracién local n*(r) de esferas del fluido alrededor
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de la trazadora no-esférica. Por lo tanto, la correspondiente funcién de distribucién

gW(r), definida como

g (r) = p(r)/n, (1.8)

s6lo tendrd su valor unitario lejos de la fuente del campo externo (es decir, lejos

de la trazadora).

En el caso especifico del modelo que estudiaremos en esta tesis, uno de los
aspectos esenciales sera el cdlculo de la concentracion local n®(r) de las esferas
de un fluido simple alrededor de una particula no-esférica. Esto se harda usando
directamente enfoques de simulacién numérica. Sin embargo, por una peculiaridad
del modelo, introducida por simplicidad, esta propiedad podra ser calculada aprox-
imadamente con la ayuda de la aproximacién de superposicion. El procedimiento
es el siguiente. Suponga, como en nuestro modelo de interés, que la particula no-
esférica, que es la fuente del campo externo sobre las esferas del fluido, fuese en
realidad un arreglo rigido de dos particulas del mismo tipo que las del fiuido. En

este caso, n®(r) estard dada por

n(r) = ng® (r,r1,12) /9" (r1,12), (1.9)

donde ry y ry son las posiciones de las esferas del arreglo rigido que constituye a
la particula no-esférica. De igual manera, si esta particula estuviese formada por

3 esferas, tendriamos

n(ed) (F] = ng<4)(r, ri, Ty, rg)/g(s)(rl,rg, r3), (1.10)

donde ry,ry, ry son las posiciones de las esferas del arreglo rigido. Utilizando la
aproximacién de superposicion, Ec. (1.6) y (1.7), en las Ecs. (1.9) y (1.10), tenemos

que n®(r) estara dada, respectivamente, por
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n(r) ~ ng(|r—rif)g(|r —raf), (1.11)
nD(r) ~ ng(lr —ri|)g(|r — ra2f)g(|r — rs)), (1.12)

donde se usé el hecho de que en esta forma de conceptualizar el sistema, este es
en realidad un fluido homogéneo, en el cual ¢ (r,r') = g(|r —r'|). De esta forma,
la aproximacién de superposicién nos permite reducir el cilculo de n®(r) (que,
como lo indican las Ecs. (1.9) y (1.10), es equivalente a una funcion de 3 o 4
particulas de un fluido homogéneo), al calculo sélo de la funcion de distribucion
radial. El andlisis de la precision de esta aproximacién serda uno de los objetivos de
los capitulos 3 y 4 en esta tesis. Por el momento, estos son los principales conceptos

sobre las propiedades estdticas que necesitaremos en esta tesis.

1.2 Propiedades dinamicas: trazadora esférica

Discutiremos ahora algunos conceptos bdsicos sobre las propiedades dindmicas que
nos proponemos estudiar en esta tesis. En particular, en esta seccion discutiremos
los conceptos basicos de la teoria del movimiento Browniano de una trazadora
no-esférica. Sin embargo, primero introduciremos los conceptos asociados a la
teoria del movimiento Browniano de una particula esférica libre seguidos por la
descripcién de los resultados del enfoque de la Ecuaciéon de Langevin Generalizada
(ELG) al caso de trazadoras esféricas en interaccién con otras particulas también

esféricas.

1.2.1 Trazadora esférica libre

Considérese primero el movimiento Browniano de una particula esférica sin inter-
accién alguna con otras particulas coloidales. Este movimiento estd descrito por

la ecuacién de Langevin ordinaria [19-21],
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Mfl% = —€v(t) + (1), (1.13)

en donde v(t) es la velocidad instantdnea y M es la masa de la particula. £° es
su coeficiente de friccion hidrodindmico, el cual entra aqui como un pardmetro que
debe ser determinado externamente, ya sea por mediciones experimentales o por
consideraciones tedricas o por alguna suposicion. Por ejemplo, dicho coeficiente
se puede calcular resolviendo la ecuacién de Navier-Stokes linealizada, con condi-
ciones de frontera adecuadas. Para una esfera, el resultado de dicho calculo es
la famosa férmula de Stokes, £° = 3mno, donde 70 es la viscosidad del solvente y
o el diametro de la esfera. Por su parte, f(¢) es una fuerza aleatoria que rep-
resenta a las fluctuaciones espontdneas de la fuerza neta ejercida por el solvente
sobre la particula. Esta fuerza se modela como un proceso estocdstico aleatorio
puro (ruido blanco), estacionario (en el estado de equilibrio), gaussiano, con media
cero ((f°(t)) = 0) y funcién de autocorrelacién dada por la siguiente relacién de

fluctuacién-disipacion

(£o(1)F°(0)1) = kpTE€°26(t) 1, (1.14)

“r
donde 1 es el tensor identidad de rango 3 y 6(¢) la delta de Dirac. Como consecuen-
cia, la velocidad v(t) resulta ser un proceso estocdstico estacionario, markoviano y

gaussiano de media cero, y funcién de autocorrelaciéon dada por

(v(t)v(0)') = %&—T 1 exp ( - %t), (1.15)

la cual define la escala de tiempo 7° = M/£° en la cual se relaja el momento de la
particula. Nosotros estaremos interesados en la determinacion de las propiedades
de transporte inicamente en el régimen difusivo, es decir, a tiempos largos, tales

que t > 7°. En este régimen los efectos inerciales pueden ser despreciados.
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Otra propiedad asociada al movimiento Browniano es el desplazamiento cuadratico

medio (JAr(t)[?), el cual, en el régimen difusivo, estd dado por

(AT(@)P) = 6’“—;,1t. (1.16)

Por su parte, el coeficiente de difusion de la trazadora puede ser definido como

o _ i (AXOP)

, 1.17
t—00 6t ( )

o0, alternativa y equivalentemente, por la formula de Kubo

1

Df =5 /O.Oo dt(v(t) - v(0)T). (1.18)

De estas ecuaciones, usando la Ec. (1.15) o la Ec. (1.16), se desprende la relacion
de Einstein,

(1.19)

1.2.2 Trazadora esférica interactuante

El resumen anterior se refiere a una particula que se difunde sin interaccién con
otras particulas brownianas. Esta es la situacién considerada en la teoria clasica del
movimiento Browniano desarrollada a principios de siglo, y su realizacion exper-
imental corresponde a una suspensién infinitamente diluida. En condiciones mas
realistas, es decir, a concentraciones finitas, se debe tomar en cuenta los efectos

de las interacciones entre las particulas. La extension de la teoria clasica en esta



CAPITULO 1. CONCEPTOS GENERALES 8

direccion, y su verificacion experimental, ha sido el objetivo de numerosos esfuerzos
de investigacion en las ultimas dos décadas, y mas intensivamente en los iltimos
anos [5]. En una suspension coloidal a concentracion finita, las interacciones entre
las particulas coloidales afectan el movimiento de cada una de ellas. Con el fin de
describir estos efectos, consideremos el movimiento de una sola particula marcada,
que llamaremos trazadora. Esta puede ser idéntica a las demds (autodifusion), o
diferente (difusion de trazadora). En la practica, esto corresponde a introducir no
una, sino muchas particulas marcadas, cada una de las cuales interactiia con las de
la suspension, pero no entre ellas, ya que deben estar presentes a concentracion des-
preciable. El movimiento de una particula trazadora representativa estara descrito

entonces por la siguiente ecuacién de Langevin generalizada [9-12]

M%%l = —&%v(t) +£°(t) - /Ot dt' AE(t — t')v(t') + F(t). (1.20)

En ausencia de interacciones hidrodindmicas, esta ecuacion solo difiere de la Ec.
(1.13) en los dos tltimos términos. Al igual que la fuerza fluctuante £°(t), F(t) es
también una fuerza fluctuante, sélo que esta ultima se origina en las fluctuaciones
espontaneas de la fuerza neta ejercida por las otras particulas sobre la trazadora, y
en la escala de tiempos de interés, corresponde a un proceso estocdstico con media
cero, que es estacionario, pero no necesariamente gaussiano, y ciertamente no es
ruido blanco, pues su funcién de autocorrelacion estd dada por la siguiente relacién

de fluctuacién-disipacion

(F(OFO)D) = ksTAL(H) T . (1.21)

La funcién de memoria A£(¢) contiene los efectos de friccion derivados de las in-
teracciones directas de la trazadora con las otras particulas coloidales alrededor
suyo. Su tiempo de relajacién esta determinado por la relajacion estructural de la
distribucién de las particulas circundantes, la cual est4 caracterizada por el tiempo
77 en el que una de tales particulas se difunde una distancia media entre ellas. En

general, 7; > 7°. De esta forma, en el régimen difusivo (¢t > 7°), podemos hablar

=
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de una separaciéon de escalas de tiempo en referencia a 7;. Asi, “tiempos largos”
quiere decir ¢ > 77, mientras que por “ttempos cortos” nos referimos al régimen
t < 77 (pero todavia en el régimen difusivo, es decir, tal que ¢ > 7%). Con este en-
tendido, “t = 0” en la Ec. (1.20) significa t/7; — 0, limite en el cual esta ecuacién
no difiere de la Ec. (1.13). Por lo tanto, a tiempos cortos, los efectos de las inter-
acciones, contenidos en A&(t), no se hacen atin perceptibles, y el movimiento de
la trazadora es idéntico al de la trazadora libre, descrito en el apartado anterior.
En particular, en este régimen, el desplazamiento cuadratico medio (|Ar(¢)[?) esta

dado aproximadamente por

(IAr()*) ~ 6—-t, (1.22)

En el régimen opuesto, ¢ > 77, la funcién A&(t) puede aproximarse por una
funcion delta de Dirac (limite Markoviano) multiplicada por dos veces la integral
temporal de A&(t), es decir, la Ec. (1.20) puede escribirse como la Ec. (1.13),
en donde el coeficiente de friccién puramente hidrodinamico es remplazado por el

coeficiente total &,

£ =&+ A¢, (1.23)

con A¢ dada por

Al = /Oothf(t). (1.24)
0

Asi, en este régimen asintético de tiempos largos, el movimiento Browniano esta
descrito basicamente por las mismas ecuaciones que las de difusion libre, pero con
£° remplazado como se indic6. En particular, el desplazamiento cuadratico medio

estard dado por
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o . ksT
(18e () ~ 655

t, (t>7), (1.25)
y, consecuentemente, el coeficiente de difusion a tiempos largos, definido por las
Ecs. (1.17) y (1.18), estd dado ahora por la relacion de Einstein, similar a la Ec.
(1.19), es decir,

L kT
£+ AE

(1.26)

El detalle de la evolucién temporal de (|Ar(t)|?) al progresar del régimen de tiempos
cortos al de tiempos largos (es decir, de la Ec. (1.22) a la Ec. (1.25)) puede
obtenerse a partir de la dependencia temporal de A&(t), usando las siguientes

relaciones exactas [11]

(Ar()]2) = 2 /0 4t (t — #)C(t), (1.27)
con
C(t) = %(v(t) () (1.28)

dada, en términos de las transformadas de Laplace de C'(t) y de A&(t), por

@Y
—~

N
N

I

M[H &L Ag(z)}*l, (1.20)

M M M
kT

€0+ A€(2)

Q

(1.30)
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La segunda expresion, Ec. (1.30), corresponde al limite que caracteriza al régimen
difusivo (t > 7° = M/E° o0 z < £°/M). De esta forma, concluimos que las
principales cantidades que caracterizan al movimiento Browniano de la trazadora
(es decir (JAr(8)]?), (v(t) - v(0)T), DX, etc.), pueden ser conocidas una vez que
A&(t) haya sido determinada.

1.2.3 Caélculo de A&(1)

La determinacién de A&(t), o de otra propiedad equivalente, es precisamente el
objetivo de las teorias del movimiento Browniano de trazadoras interactuantes.
Siendo éste un tipico problema de muchos cuerpos, dichas teorias no pueden ser
sino aproximadas. El enfoque referido como “contraccion de la descripcion” [22],
cuya extension a trazadoras no-esféricas utilizaremos en esta tesis, permite llegar a
expresiones aproximadas para A&(t), en términos de las propiedades estructurales
estaticas de la suspension. Primero, sin embargo, conduce a un resultado exacto y

completamente general, que puede ser escrito como [11]

A&(t) = g[/d%/d%' [V (r)](on(r; t)on(r’; 0)) - [V'o(r)] ], (1.31)

donde 9 (r) es el potencial entre la trazadora y una particula coloidal circundante,
con la cual interactia. La funcién de van Hove (dn(r;t)dn(r’;0)), es la correlacion
espacio-temporal de las fluctuaciones en la concentracion local de las particulas
circundantes. Es en esta funcion en la que radica toda la informacion sobre la rela-
jacion por procesos difusivos de la “nube” de particulas alrededor de la trazadora,
y es en ella en la que deben hacerse importantes aproximaciones, antes que el re-
sultado general y exacto en la ecuacién anterior pueda ser utilizada en aplicaciones
concretas. Resulta que existe una variedad de aproximaciones [7,23] a las que se
puede recurrir, conduciendo por lo tanto a diversas expresiones aproximadas para
A&(t). A manera de ilustracién, acotamos aqui una de las expresiones mas sencil-
las [23] que han sido deducidas de esta forma, aplicable al caso en que la trazadora

es idéntica a las otras particulas (autodifusion)
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CkpTn [, [kh(R))? D ‘
ALl = 83 /d kl + nh(k) = < 1+ nlf(/?))’ 1-32)

en donde h(k) es la transformada de h(r) = g(r) — 1, con g(r) = n®(r)/n, siendo n
la concentracion numérica de la suspension y n°(r) la concentracion local promedio
de estas alrededor de la trazadora. Expresiones aproximadas como estas, son atin
generales, en el sentido de que no se ha especificado ain el potencial par ¢)(r). Su
aplicacion a sistemas especificos puede involucrar aproximaciones adicionales, que

no son ya de naturaleza dinamica, sino que se refieren al cdlculo preciso de h(r),
dado ¥ (r).

1.2.4 Extensiones recientes

El esquema anterior ha sido extendido en varias direcciones. Por ejemplo, la exten-
sién a mezclas coloidales ha sido hecha en todos los niveles, desde la deduccién de
resultados generales [24] como la Ec. (1.31), pasando por la deducciéon de expre-
siones aproximadas [25] como la de la Ec. (1.32), hasta su aplicacion concreta en
sistemas especificos [26]. Una aplicacién reciente especialmente interesante se ha
hecho en el contexto del estudio de difusién en medios porosos [27]. Otra direccion
en que este enfoque ha sido extendido es precisamente el tema de la presente tesis,
es decir, la consideracién de particulas no-esféricas. La primera contribuciéon en
este sentido, consistié en la extension de la teoria a la descripcion del movimiento
Browniano traslacional de una trazadora no-esférica con orientacion fija, pero que
interactiia con otras particulas que si son esféricas [29]. En esta tesis, sin embar-
go, utilizaremos la teoria mas general, en la cual el énfasis es en la descripcion
simultanea de la difusion traslacional y rotacional de la trazadora no-esférica. En
seguida nos abocaremos a resumir los resultados esenciales de dicha extension, los

cuales seran utilizados en esta tesis.



CAPITULO 1. CONCEPTOS GENERALES _ 13
1.3 Propiedades dinamicas: trazadora no-esférica

En esta seccién resumiremos los resultados esenciales de la extension del formalismo
de la ecuacion de Langevin generalizada al caso en que la trazadora es no-esférica.
Consideremos primero una trazadora no-esférica que se difunde libremente para

posteriormente considerar el caso de la trazadora interactuante.

1.3.1 Trazadora no-esférica libre

Para el caso de la trazadora no-esférica que se difunde libremente en el solvente,
las ecuaciones de Langevin que describen su movimiento son conocidas como ecua-
ciones de Euler-Langevin, puesto que no son otra cosa que las ecuaciones de Fuler
para un cuerpo rigido, en donde las fuerzas y los torques correspondientes son la
suma de un término de friccion y su correspondiente fuerza fluctuante. La forma

mas general de escribir estas ecuaciones es la siguiente

Md‘;ff) +ow(t) x Mv(t) = — € v(t)+£(t), (1.33)
1 didz(fi) + w(t) % { T w(t) = - & w(t) + o). (1.34)

En estas ecuaciones, v(t) y w(t) son, respectivamente, la velocidad lineal del cen-
tro de masa y la velocidad angular de la trazadora, M es la masa total, e Y su
tensor de inercia. En el lado derecho de estas ecuaciones aparece la fuerza total
y el torque total sobre la trazadora. El primer término en ambas ecuaciones es el
tensor de friccidn, traslacional y rotacional respectivamente, y el segundo término
es la fuerza y el torque ﬂuctuant(;s cogespondiontes. La determinacion de los ten-
sores de friccién hidrodindmicos €° y €% constituye un problema separado, y puede
ser hecho experimentalmente o tedricamente, o, como lo haremos en esta tesis,
pueden ser determinados por alguna suposicion o simplificacion. Por el momento,
supondremos que, de una forma u otra, estos coeficientes han sido proporcionados

de antemano. Debe hacerse notar que en principio, estas dos ecuaciones podrian
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exhibir fuerzas de acoplamiento cruzadas (por ejemplo, en la primera ecuacién,
un término de friccién lineal en w(t)). Por simplicidad, en el modelo que estu-
diaremos,HestosH acoplamientos cruzados se suponen ausentes. Por otra parte, los
tensores £° y €% son en general no diagonales. Sin embargo, si la orientaciéon de
los ejes del sistema de referencia en el que estan escritas las ecuaciones de Euler-
Langevin coincide con los ejes principales de la trazadora, entonces dichos tensores
son diagonales. De igual manera, el tensor de inercia angular <I» de la trazadora es
diagonal en este sistema de referencia. Por otra parte, el uso de este marco de ref-
erencia no-inercial tiene el inconveniente de introducir el término cinematico que es
cuadrético en las velocidades (segundo término del lado izquierdo de las Ecs. (1.33)
y (1.34). Sin embargo, en este trabajo nos enfocaremos en estudiar el proceso de
difusion de la trazadora no-esférica en un sistema en equilibrio termodinamico. La
descripcién de estas fluctuaciones alrededor del equilibrio pueden ser hechas con
una teoria linealizada, por lo que. para nuestro caso, los términos cinemdticos no
contribuyen y, por lo tanto, son ignorados (ver el apéndice A). Asi, las ecuaciones

de Euler-Langevin linealizadas (sin los términos cinematicos) son las siguientes

dv(t) N o . .
— o~ &)+ ) (1.35)
120 o e (1.30)

Por su parte, la fuerza fluctuante £°(¢) y el torque fluctuante t°(t), que el sol-
vente ejerce sobre la trazadora, son modelados como ruido blanco, con media cero
y funciones de autocorrelaciéon dadas por las siguientes relaciones de fluctuacion-

disipacién

E(OF0)) = kT € 20(t); (1.37)
OO = kT €5 26(2); (1.38)
OO = oo = o. (1.39)
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Como consecuencia, las componentes de la velocidad lineal v(t) y de la velocidad
angular w(t) constituyen procesos estocdsticos independientes, siendo cada uno de
ellos estacionario, markoviano y gaussiano, de media cero y funciéon de autocor-

relacion dada por

(va(t)up(0)) = kBVT exp < - Mgt> dapp (1.40)
(walt)ws(0)) = %exp(—gfft)m (1.41)
Waldos0) = (au(0) = 0, (1.42)

en donde «, 8 = z,y,2 y 0qp es la delta de Kronecker. Como se ha mencionado
anteriormente, los tensores de friccién son diagonales y sus correspondientes ele-
mentos no nulos estdn indicados como &2 y €%, . Por su parte, el tensor de difusion

en este caso esta dado por la siguiente formula de Kubo

2, = / " d(va(t)us(0)): (1.43)
s = / " dt{wa(t)os(0)). (1.44)

De esta manera, usando las Ecs. (1.40), (1.41), (1.43) y (1.44), se deduce la relacion

de Einstein [28], que en nuestro caso corresponde a las siguientes expresiones

(1.46)
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1.3.2 Trazadora no-esférica interactuante

La discusion del apartado anterior resume los conceptos mas relevantes concernientes
a la difusion libre de una particula no-esférica. En este apartado, presentaremos los
conceptos mas importantes que describen la dinamica de la trazadora no-esférica
que interactia con otras particulas coloidales en la suspension. La siguiente dis-
cusion considera el caso de una particula no-esférica con geometria axial, que inter-
actua con otras particulas de geometria esférica, en la suspension coloidal bidimen-
sional. Sin embargo, el presente resumen solo se enfoca en los resultados finales que
son necesarios en este trabajo. En este caso, la dindmica de la trazadora, cuando
es referida al sistema de coordenadas con origen fijo y los ejes orientados en las
direcciones de los ejes principales de la trazadora (ver apéndice A), es descrita por

las siguientes ecuaciones de Langevin generalizadas

Ma d”:;,f” == Ea5vp(t) + falt) = D / dt' Aap(t — t)vg(t) + Falt),
p 5 Y0

(1.47)

en donde los subidices o, =L1,|, R identifican las componentes perpendicular
y paralela con respecto al eje axial de la particula, y la componente rotacional
de la misma, de modo que M, = M = M y My = I, con M e I siendo la
masa total y el momento angular inercial de la particula, respectivamente. Estas
ecuaciones no son otra cosa que las Ecs. (1.35) y (1.36) reescritas para nuestro
sistema bidimensional, a las que se han anadido los efectos de las interacciones
sobre la particula trazadora, los cuales estan descritos por la fuerza de friccion
no-local, determinada por la funcién de friccion A&,z(t), y la fuerza fluctuante
F,(t). Esta fuerza fluctuante es un proceso estacionario, que no es, sin embargo,
necesariamente gaussiano, y ciertamente no es ruido blanco, aunque su media es
cero. De hecho, la funcién de autocorrelacion estd dada por la siguiente relacion
de fluctuacién-disipacion (Fy, (t)F3(0)) = kT A&.p5(t).

El resultado més fundamental de la extension a trazadoras no-esféricas de la

ecuacion de Langevin generalizada es una expresion exacta y general, correspon-
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diente a la Ec. (1.31), para la funcién de friccion Aé,s(t). Para el sistema que

estudiamos en este trabajo, esta funcién puede escribirse de la siguiente manera

Abap(t) = — /d2T1 /d2T2 [Kﬁj’)w(rl)} x(r1,T2;t) [Kff)?lcq(rz)}, (1.48)

en donde 1(r) es el potencial de interaccion entre la trazadora y una particula
esférica de la suspension localizada en la posiciéon r referida en el sistema coorde-
nado de la trazadora (ver el apéndice A), y n“/(r) es la concentracién local promedio
de esferas alrededor de la trazadora. Por su parte, x(ry,ry;t) es el propagador de
difusion colectiva de las particulas esféricas alrededor de la trazadora. Es decir,
si denotamos por G(ry,ro;t) a la funcién de van Hove de las particulas esféricas

alrededor de la trazadora,

G(ry,re;t) = (dn(ry;t)dn(ry; 0)), (1.49)

con dn(r;t) siendo la desviacién de la concentracion instantanea de n(r;t) de esferas
con respecto de su valor de equilibrio n°(r), entonces, x(ry,ro;t) es la funcién de

Green que relaciona a dn(r;t) con su valor inicial de la siguiente manera

G(rlvrQ;t) :/d2T3X(r17r3;t)G(r37r2;0)' (150)

Evidentemente, x(ry,ry;0) = d(r; —r2), y por lo tanto, el valor inicial de la funcién

de friccion Aé,5(t) estd dado exactamente por

A os(0) = —/d?r [Kr(“)z/)(r)J {Kﬁﬁ)ne%r)} (1.51)

En las Ecs. (1.48) y (1.51), los operadores K\ con a = L, I, R, estan dados por
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0 0 0
.. ElFz-. KFflmp——p-—
T 83:’ y 8:1/7 i o ‘T(f)y ?/ (9.’[,"

(1.52)
en el sistema de referencia con origen fijo y ejes coordenados orientados segun los

ejes principales de la trazador axial (ver apéndice A).

En el modelo del sistema coloidal que es estudiado en esta tesis, el potencial
par 1 (r) entre una particula esférica en la suspension, localizada en r = (z,y), y
la trazadora (cuyo centro de masa se localiza en Repy = (0,0), con su eje axial
paralelo al eje Y del sistema de coordenadas) es tal que ¢ (z,y) = Y(—z,y) =
Y(z,—y). El perfil de concentracién local n°(r) tiene las mismas propiedades
de simetria, mientras que x(r,r';t) = x(z,y;2',9';t) es tal que x(z,y;2',y';t) =
x(—z,y; —2',y';t) = x(z, —y; 2', —y';t). De esta manera, se puede demostrar que

nd
el tensor de friccion A € (t) con elementos A&,z(t) es diagonal,

Aéaﬁ(t) = daﬂAga(t)a (CY, ﬂ :-Lv Ha R)v (153)

con A&, (t) = Aéaa(t) para a =1, || y R. Por otra parte, el tensor de friccién £,
por el solvente es también diagonal cuando la dindmica de la trazadora es referida
a este marco de referencia movil y, por lo tanto, la Ec. (1.47) se desacopla en tres

ecuaciones estocasticas con la misma estructura, a saber,

M,

dv;ft) = —&ava(t) + fo(t) — /0 dt' Alo(t — t)va(t') 4 Fo(t). (1.54)

De la funcién de friccion A&, (t) se calculan las propiedades de difusién de la

trazadora. Asi, si definimos la funcién de autocorrelacion de velocidades C,(t)

como

Calt) = (a(t)v.(0)), (1.55)
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y de la ecuacién de Langevin, Ec. (1.54), se puede ver que la transformada de

Laplace de esta funcion C,(t) esta dada por

- kgT & AL )
gl 2) = A z+Ma+ M, ; (1.56)

Esta ecuacién describe la relajacion de la autocorrelacién de la velocidad v, (t) no
unicamente en el régimen difusivo (que es de interés en este trabajo), sino que
también en el régimen en donde la velocidad de la trazadora es amortiguada por la
friccién con el solvente. Con el propdsito de enfocarnos en el régimen difusivo de la
trazadora, los efectos inerciales son ignorados al considerar el tiempo ¢t mucho mas
grande que el tiempo de relajacion 77 = M, /&S de la velocidad de la trazadora,
es decir, t > 72. En el espacio de Laplace, el régimen difusivo es equivalente a
considerar frecuencias z que sean mucho menores que las “frecuencias” de relajacién

2% = 1/715. Por lo tanto, en el régimen difusivo, la Ec. (1.56) puede escribirse como

~ kT

CQ(Z) = m. (157)

De esta funcién C,(2) es posible determinar el desplazamiento cuadritico medio
((Ara(t))?), en donde Ar,(t) esté definido por

Ary(t) = /Ot dt've (1), (1.58)

No es dificil demostrar de esta definicion que el desplazamiento cuadratico medio
((Arq(t))?) se relaciona con la funcién de autocorrelacién de velocidades C, () de

la siguiente manera

((Arq(t))?) :2/0 dt'(t —t')Cu(t'). (1.59)
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La manera de usar estos resultados en la teoria de la ELG involucra diferentes
etapas. La primera de estas etapas consiste en evaluar la funcion n(r), dado el po-
tencial par de interaccion 1 (r) entre la trazadora y una particula esférica en r. Este
problema de la termodinamica estadistica de fluidos en equilibrio, puede ser ataca-
do por dos rutas diferentes. La primera de ellas consiste en la evaluacion “ezacta”
de esta propiedad con la simulacion numérica del modelo, tal y como lo haremos
en este trabajo. La segunda ruta consiste en usar teorias aproximadas para las
propiedades estaticas en equilibrio de los liquidos. En este trabajo consideraremos
la aproximacion de superposicion para evaluar aproximadamente la funcién n®(r).
Una vez determinado el perfil estatico de la concentracién local n(r), damos una
propuesta especifica para el propagador de difusién colectiva y(r,r’; ), que es muy
complicado para ser evaluado exactamente en la practica. De esta manera, con
el propagador x(r,r’;t) aproximado y los resultados del perfil de la concentracion
local n(r), podemos finalmente evaluar la funcién de friccion A€, (t), para pos-
teriormente, con ayuda de las Ecs. (1.56) y (1.59), determinar el desplazamiento
cuadratico medio ((Ar4(t))?). Los resultados teéricos para ((Ar,(t))?) son en-
tonces comparados con los correspondientes resultados derivados de la simulacidn

numeérica del modelo.

En este trabajo adoptaremos un esquema de aproximaciones para y(r,r’;t)
que involucran en realidad a tres aproximaciones fundamentales. Sin describirlas
en detalle, s6lo diremos aqui que estas son las aproximaciones de homogeneidad,
que serd discutida en el capitulo 3 para A&,(t = 0), y las aproximaciones de
desacoplamiento y de tiempos cortos las cuales seran introducidas en el capitulo 4.

El esquema resultante conduce a la siguiente expresion para A&, (1),

kgTn [ ., |KPHK) De
AL, () = —’jr—z—”/dzk‘—“—s(%l exp ( — k*(Dgy, + gm)t) (1.60)

en donde el operador f(l((a) esta dado por

’ | . - ) )
KW =ik, KW =—ik,, KPP =, fo | /\-‘,,5‘7- (1.61)
Y T
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En la Ec. (1.60) para A&, (t), la funcion H(k) es la transformada de Fourier de
H(r) = n®(r)/n— 1,y D&, es el coeficiente de difusion del centro de masa de la
trazadora axial definido por D¢, = (D7 + D[))/2. En el capitulo 4, esta expre-
sién para la funcién de friccion A&, (t) serda evaluada utilizando el valor exacto de
la concentracion local n®(r) obtenida de la simulacion numérica del sistema. De
A&, (t) podremos calcular las demds propiedades de autodifusion de acuerdo con
las Ecs. (1.56) y (1.59). Esto nos permitira tener las predicciones tedricas para el
desplazamiento cuadrético medio ((Ar,(t))?), las cuales seran contrastadas con el
valor exacto de ((Ary(t))?) calculado directamente del experimento de simulacion.
Esta comparacion, que serd presentada en el capitulo 4, no esta contaminada por
aproximaciones adicionales en el cdlculo de la funcion estatica n°/(r), puesto que
para ésta se hara uso del valor exacto de esta propiedad. En el capitulo 4 consid-
eraremos también, sin embargo, los efectos originados en la introduccién de una
aproximacion adicional, especificamente, de la aproximacién de Kirkwood [29] para

n®(r).



Capitulo 2
Descripcion del experimento de

simulacion

Como indicamos antes, el trabajo desarrollado en'la presente tesis esta basado en
el andlisis de un experimento computacional que simula el movimiento browniano
de una particula trazadora no-esférica que se difunde en el seno de una suspen-
sién coloidal formada por particulas esféricas. El objetivo de dicho experimento de
simulacion es describir los efectos de las interacciones entre la particula trazadora
no-esférica y las particulas esféricas de la suspension, sobre el movimiento brow-
niano de la primera. En este capitulo se hace una descripcion detallada de dicho
experimento simulado, y se detallan algunos aspectos técnicos de la implementacion
y calibracién del algoritmo resultante. Los resultados de este experimento de sim-

ulacién seran presentados y analizados en los capitulos restantes.

2.1 Simulaciéon de dinamica Browniana

Hoy en dia, la simulacién molecular constituye una metodologia de gran utili-
dad en el estudio de las propiedades estdticas y dindmicas de sistemas de muchas
particulas. Por ejemplo, importantes aspectos del estudio de fenémenos tales
como coagulacién [30], dindmica de polimeros [31,32], y difusién de particulas
coloidales [33], han sido asistidos por estos enfoques. Dependiendo del sistema
que se quiera estudiar, de las escalas espaciales y temporales involucradas, y del
fenomeno o propiedad que se busca describir, uno debe selecionar el método o
algoritmo apropiado. Por ejemplo, si nuestro interes fuese solamente describir las

propiedades estaticas de equilibrio (termodindmicas o estructurales) de un sistema,

22
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el enfoque apropiado seria el método de Monte Carlo [34]. Si, por el contrario, nue-
stro énfasis fuese el estudio de propiedades dindmicas, entonces es importante sim-
ular en detalle la evolucion temporal del sistema de acuerdo a las leyes dindmicas
que gobiernar el movimiento de todas las particulas. Por ejemplo, para estudiar
las propiedades dinamicas de un liquido simple, el enfoque natural seria el de la
dindmica molecular [35], que esencialmente resuelve las ecuaciones de Newton para
cada una de las moléculas que constituyen al liquido. Este enfoque, en cambio,
seria excesivamente detallado, e intil en la practica, si nuestro objetivo fuese sim-
ular las propiedades de difusion de las particulas coloidales de una suspension. En
este caso, el algoritmo apropiado es aquel que describa la evolucion temporal de las
posiciones y orientaciones de cada una de las particulas de la suspension, incluyen-
do los efectos del solvente sélo a través de fuerzas efectivas promediadas sobre los
grados de libertad de éste. El algoritmo apropiado para este proposito es conocido
como dindmica browniana. Este algoritmo, originalmente propuesto por Ermak y
McCammon [8], también estd basado en resolver las ecuaciones de movimiento, es
decir, las leyes de Newton, pero solo para las particulas suspendidas. Los efectos
del solvente son incluidos solamernte a través de un término de friccién y un término

fluctuante en la fuerza total sobre cada particula de la suspension.

En esta seccién comenzaremos indicando como se escriben estas ecuaciones de
movimiento, e indicaremos como ellas conducen al algoritmo concreto sobre el que
se basa nuestro experimento de simulacién. Si no existieran fuerzas de interaccion
entre las particulas de nuestro sistema, constituido por N, particulas esféricas y
una particula no-esférica, su evolucion dinamica estaria descrita por una ecuacion
de Langevin como la de la Ec. (1.13) para cada particula esférica, y por las ecua-
ciones de Euler-Langevin como las de las Ecs. (1.33) y (1.34) para la trazadora
no-esférica, aunque despreciando en éstas ultimas los términos cuadraticos en la
velocidad lineal o angular. La presencia de las interacciones entre las particulas
simplemente anade al lado derecho de las Ecs. (1.13), (1.33) y (1.34) un término
correspondiente a la fuerza o el torque total sobre cada una de esas particulas.
Comencemos por escribir primero las ecuaciones de Euler-Langevin, ya linealizadas,
para la trazadora no-esférica de nuestro sistema modelo. en el cual ignoramos las
interacciones hidrodindmicas, v suponemos bidimensional. En este caso. solo ten-

emos que describir las dos componentes de la velocidad lineal v(t) = (v, (). v,(t)) v
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la componente relevante de la velocidad angular, w(t) = w,(t). Por comodidad en
la notacion, hablaremos de un vector de velocidad con componentes v, () definidas
como v (t) = vz (t), va(t) = v, (1) y v3(t) = w.(t). Suponiendo que las componentes
vz(t) y vy(t) de la velocidad lineal se refieren al sistema de coordenadas orienta-
do con el eje Y a lo largo del eje principal de la particula no-esférica, también
usaremos la notacion v,(t) = v (t) y v,(t) = v)(t). Con estas convenciones, las
ecuaciones linealizadas de Euler-Langevin (Ecs. (1.33) y (1.34) con la fuerza y el

torque anadidos al lado derecho) pueden ser escritas como (ver apéndice A)

dvug(t)

M
Cdt

=— ) &uup(t) + fo) + Fult), con (a=L],R), (21)
B=L1,,R

en donde M, = M para o =1, y M, = [ para « = R, con M la masa e I el
momento angular inercial de la trazadora. Estas ecuaciones de Langevin describen
el acoplamiento traslacién-rotacion en el movimiento de la trazadora, en donde
fS(t) representa la fuerza estocdstica, cuya funcién de correlacion temporal esta
dada por la relacién de fluctuacién-disipacion (f3(t)f5(0)) = kpTEl426(t). El
término F,(t) en la Ec. (2.1) corresponde, para a =1 y ||, a la componente « de la
fuerza total sobre la trazadora debida a las interacciones directas entre ésta y las
particulas esféricas en la suspension. Para o« = R, F,(t) representa el torque total
sobre la particula trazadora ejercida por las fuerzas de interaccion directa con las

particulas esféricas.

En la Ec. (2.1), suponemos que la fuerza disipativa ejercida por el solvente
sobre la trazadora es una simple superposicion, en donde los coeficientes de friccién
€op son exactamente los mismos que gobiernan la difusion libre de la trazadora.
Estas suposiciones sélo indican que las interacciones hidrodinamicas no estan siendo
consideradas en este experimento numérico. Ademds de estas consideraciones,
supondremos que para el sistema coordenado que se ha seleccionado (con origen
en el centro de masa y el eje Y paralelo al eje axial de la trazadora), el tensor de

friccién hidrodindmico de la trazadora es diagonal, es decir,

o = &30ap, (2.2)
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en donde £9, éﬁ y €f serdan definidos mas adelante. Nuestro experimento numérico
se basa en el algoritmo de dindamica browniana, que corresponde a resolver la Ec.
(2.1) en el régimen difusivo (definido por t > 72 = M,/£%). Esto equivale a
ignorar también el término inercial M, (dv,(t)/dt). En ausencia de interacciones
(Fy(t) = 0), esto determina un algoritmo muy sencillo que consiste en generar el
desplazamiento aleatorio Ar, = Om dtv,(t) para trasladar el centro de masa de la
trazadora en las direcciones perpendicular (Ar ) y paralela (Ar) al eje axial, y

rotar la orientacion de la trazadora (Arg), de acuerdo con

At
Arg =€) [ disz(o (2.3

0

Esta no es mas que la version integral en el tiempo de la Ec. (2.1) en ausencia de
interacciones (F,(t) = 0), y en la que ignoramos el término inercial M, (dv,(t)/dt)
y tomamos en cuenta que £J5 = 6a58S. Es claro, de las propiedades de fg(t), que
Ar, es entonces una variable aleatoria gaussiana de media cero y varianza dada

por

(Bra)?) = 2D2AL, (2.4)

en donde DY estd definido por la relacion de Einstein [28]

D2 = kuT/€l. (2.5)

Moviendo a la trazadora en esta forma, del experimento numérico es facil de-
terminar el desplazamiento cuadritico medio ((Ar,(¢))?) para cualquier tiempo
arbitrario ¢ > At. En ausencia de interacciones (difusion libre), el resultado que

se obtiene para ((Ar,(t))?) es el siguiente

((Arq(t))*) =2D%, con (a =1.|.R). (2.6)
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Cuando las particulas esféricas en el solvente estan presentes, éstas interactiian
con la trazadora, ejerciendo la fuerza total F(¢) sobre el centro de masa, y el torque
T,(t) = Fgr(t). Dela Ec. (2.1), se puede ver que en este caso, en vez del resultado

en la Ec. (2.3), tendremos la siguiente expresion para el desplazamiento

At

At
Ary = (€) / dtf§<t>+<sz>*/0 dLE, (1):

Ar? + Arint

En este caso, Ar, es la superposicion del desplazamiento aleatorio dado en la
Ec. (2.3), indicado ahora por Ar?, y el desplazamiento Ar’™ dado por el segundo
término en la Ec. (2.7). Si el intervale temporal At (conocido como time-step)
es lo suficientemente pequeno, entonces el segundo término en la Ec. (2.7) puede
ser aproximado por (£2)7'F,(t)At. El desplazamiento aleatorio Ar, resultante
corresponde ahora a un proceso no necesariamente Gaussiano y definitivamente
no Markoviano, debido al acoplamiento entre el movimiento de la trazadora y el

movimiento de las otras particulas esféricas en la suspension.

El movimiento de las N, particulas esféricas de la suspensiéon esta gobernado

por el siguiente conjunto de ecuaciones de Langevin

dV,‘ (t)
a7

= —€%v;(t) + f7(t) + Fi(t), con (i=1,2,...,N,). (2.8)

En estas ecuaciones, m es la masa y v;(t) es la velocidad de la i-ésima particula,
y &2 es el coeficiente de friccion de cualquier esfera en ausencia de interacciones
(difusioén libre). El término f?(¢) es la fuerza aleatoria, modelada con el proceso
Gaussiano conocido como ruido blanco [43] de media cero y varianza dada por
(£2(1)£7(0)) = kpTE&°26(t)dy; ?ﬁ, con i,7 = 1,2,..., N, en donde ‘f es el tensor
unitario de orden 2. En la practica, el algoritmo de dindmica browniana desplaza
a las particulas esféricas desde su posicién r;(t) al tiempo ¢ hasta la posicion r, (¢ +

At) con desplazamientos dados por Ar;(t) = Ar?(t) + Ar™ (1), en donde las dos
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componentes de Ar?(¢) son desplazamientos aleatorios independientes con media
cero y varianza dada por 2D°At, en donde D° es el coeficiente de difusién en
ausencia de interacciones asociado al coeficiente £° en la relacién de Einstein D¢ =
kpT /€. El desplazamiento Ari™(t) es aproximado por (£°)7'F,(t)At.

2.2 Coeficientes de friccion hidrodinamicos

El anterior algoritmo de simulacién—que por otra parte, es similar a los ya reporta-
dos en la literatura para suspensiones coloidales tridimensionales [36-38]—queda
completo una vez que se definen los valores de los coeficientes de friccion €2 y
€5 (con a =1,]||,R) o sus correspondientes cocficientes de difusién libre D° y
D? = kpT/£2. En la préctica, el valor de D? es usado para definir la escala tempo-
ral 7° = 0%/D°, en donde o es el didmetro de las particulas esféricas. La definicién
de los coeficientes de friccion &9, fl‘!’ y &5 depende del modelo especifico que se
adopte para la particula no-esférica. En este trabajo el modelo para la trazado-
ra consiste de un arreglo lineal rigido de dos (dimero) o tres (trimero) particulas
esféricas separadas por una distancia AL entre particulas vecinas, como se ilustra
en la Fig. 2.1. Es importante recordar que el presente trabajo no pretende repro-
ducir las propiedades de algin sistema real en particular y, por lo tanto, tenemos la
libertad de definir los coeficientes de friccion libre de la manera mas simple posible.
En este sentido, suponemos que la fuerza de friccion del solvente sobre la trazado-
ra (modelada con el arreglo lineal de Ny particulas esféricas) es la superposicion
de la friccién sobre cada una de las Ny particulas que conforman a la trazadora.
Esta suposicion nos permite entonces proponer las siguientes expresiones para los

coeficientes de friccion &2

£l = Nrg°, &§=Nr& y &= NpR*E°, (2.9)

en donde R es el radio de giro del arreglo lineal, dado por
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FIGURA 2.1. Ilustracién del modelo. Las particulas obscuras forman el arreglo lineal

rigido de la trazadora (trimero en este caso). Todas las particulas esféricas son identicas.

Nr
1 1
Ri= Ny E v = E(AL)Z(N% - 1), (2.10)
i=1

y; es la distancia entre la particula i-ésima de la trazadora con respecto al centro
de masa localizado en el origen del sistema coordenado. Notese que el coeficiente
de friccién de las Ny particulas esféricas de la trazadora es el mismo que el que se
emplea para las N, particulas esféricas en la suspension, lo cual nos indica que las
particulas esféricas de la trazadora son idénticas a las particulas de la suspensién.
La anterior suposicién es introducida por simplicidad. En términos de D° y D9,

la Ec. (2.9) es equivalente a

D’ D° D°
LA — 0 — DU = —_— »
L= Ny 1= N, y Dy Ny R? (2.11)

En este trabajo sélo se consideran los casos para Ny = 2 (dimero) y Ny = 3

(trimero).
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2.3 Fuerzas de interaccion

Con la definicién de los coeficientes de friccion €7, de la seccion anterior, el as-
pecto cinematico de la simulacién de la dindmica browniana queda completo. De
esta forma, el unico elemento de nuestro experimento de simulacién que queda
por definirse corresponde a las fuerzas F,(t) y F.(¢) que se intoducen en las Ecs.
(2.1) y (2.8). La fuerza total F,(t) y F;(t), sobre la trazadora y sobre cada una
de las particulas esféricas, respectivamente, resulta de suponer que la interacciéon
es aditiva por pares. En este sentido, la fuerza entre dos particulas esféricas local-
izadas en r; y ry es el resultado de algin potencial radial denotado por u(|r; —ra).
Evidentemente, el potencial de interaccion ¢/(r) entre la trazadora y una de las
particulas esféricas localizada en r estara dado entonces por la superposicion de

N7 interacciones esfera-esfera, es decir,

Nr
Y(r) = ZuT(lr—ml), (2.12)

en donde R; (con ¢ = 1,2,..., Ny) son los vectores que localizan a las particulas
esféricas que conforman a la trazadora. Es claro que la definicién del potencial
de interaccién trazadora-esfera, 1(r), también depende de los vectores R;. Sin
embargo, en el sistema coordenado con origen en el centro de masa y con el eje ¥
paralelo al eje axial de la trazadora, los vectores R; son constantes con los siguientes
valores: R; = (0,(Nr + 1 — 2i)AL/2). En principio, el potencial de interaccion
entre una esfera de la trazadora y una esfera en la suspension, denotada en la Ec.
(2.12) por ur(r), no tiene por que ser igual al potencial de interaccién u(r) entre
dos particulas en la suspensiéon. Sin embargo, por simplicidad, en este trabajo se

considera el caso con ur(r) idéntico a u(r).

La seleccion de la forma funcional para el potencial de interaccion u(r) es
mas bién arbitraria. En este trabajo el potencial de interaccion u(r) que hemos
seleccionado serd el de esfera dura mas Yukawa repulsivo. Esto corresponde al
potencial de DLVO (Derjaguin, Landau, Verwey v Overbeek) sin el término de

interaccién de Van der Waals [39,40]. La tnica razon para usar este potencial
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es que las propiedades estdticas y dinamicas de esta suspension coloidal modelo,
en ausencia de la trazadora, se han estudiado extensamente en trabajos recientes

[41,42]. La definicién del potencial anterior es la siguiente

pu(r) = (2.13)

en donde 3 = (kpT)~', K es el potencial en el contacto en unidades de kgT'/o, 27!

es la longitud de Debye en unidades de o y r es la distancia entre dos particulas en
unidades de o. En este trabajo, los valores de los parametros K y z en el potencial
de Yukawa se mantendran fijos, y serdn los siguientes: K = 500 y z = 0.15. Estos
valores para K y z son los de la suspensién coloidal de referencia (en ausencia
de la trazadora) que ha sido ampliamente estudiada y caracterizada en trabajos
recientes [41,42]. Para este sistema, el potencial repulsivo induce una distancia de
maximo acercamiento entre las particulas esféricas mucho mayor que el diametro o
de esfera dura, lo cual es una ventaja para el desarrollo del algoritmo de simulacion

como veremos enseguida.

2.4 'Técnica de simulacion

La implementacion numérica de la etapa inicial del algoritmo anteriormente de-
scrito se divide en dos partes, que consisten en: 1) definicion de la configuracion
inicial del sistema, y 2) generacién de una sucesion de configuraciones que conduz-
can a la termalizacion del sistema. Las etapas posteriores, destinadas a determinar

las propiedades estaticas y dinamicas del modelo, seran descritas mas adelante.

Tal como se ha mencionado, la primera parte consiste en la construccion de
la configuracion inicial de la suspension, la cual estd compuesta por Ny = N, +
Np particulas esféricas, en donde Ny es el mumero de esferas que constituyen

a la trazadora y N, es el numero de particulas esféricas de la suspension. Las
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N, particulas son confinadas a la celda de simulacion que corresponde al drea
cuadrada con longitud L 4, en donde el valor seleccionado para L4 (que, en general,
tomaremos como L4 ~ 2000) permite que las propiedades del modelo alcancen
los valores en el bulto. EI ntumero total de esferas N, depende de la densidad
reducida n* = no? de las particulas en la suspension, en la siguiente manera,
Ny = Np+n(L4)?% Enlaconstruccion de la configuracion inicial, a las N, particulas
esféricas se les asigna posiciones arbitrarias. A las restantes Np particulas se les

asignan las siguientes coordenadas iniciales

1 v
7,=0, yi=5(2i—1- Np)AL (2.14)

en donde 2 = 1,2,..., Np. Todos los vectores de posicion son referidos al sistema
inercial, cuyo origen se localiza en el centro de la celda de simulacién con los ejes

paralelos a los lados de la misma.

En la siguiente etapa, se procede a generar una sucesion de configuraciones
con el objetivo de termalizar el sistema. Para determinar una de las configura-
ciones del modelo, el procedimiento es el siguiente: partiendo de la configuracién
i (definida por el conjunto de coordenadas en la celda de simulacion {ry(t;)} con
a=1,||,R,1,2,...,2N, ) se determinan las fucrzas F,({;) en cada una de las
N, particulas esféricas. Con el conjunto de fuerzas {F,(t;)} determinado, se gen-
eran entonces, como primer movimiento, los desplazamientos Ar,(t;) de las N,
particulas esféricas en la suspension con la Ec. (2.7) y se actualizan las N, posi-
ciones con ro(t;+At) = rqo(t;) +Arg(t;). Es importante mencionar que el algoritmo
que se ha descrito atin no ha generado movimiento alguno para la trazadora, y en
este caso, el procedimiento contintia de la siguicnte manera. Dado el conjunto
de fuerzas {F,(t;)} sobre las particulas esféricas que conforman a la trazadora, se
determinan la fuerza neta sobre el centro de masa F(¢,) = Zj\’l F;(t;) y el torque
T(t;) = ZjV:TI (r;(ti) x F;(t;)).. La fuerza sobre el centro de masa de la trazadora se
separa en sus componentes perpendicular y paralela F(t;) = (I, (), Fj(;)) con la
transformacion de rotacion definida por el angulo 0(¢,) que determina la orientacion
de la trazadora axial (ver la Fig. A.1 en el apéndice A). Con estas componentes

de la fuerza, F'|(t;) y Fj(t;), se generan los desplazamientos Ar(t,) v Ary(t,)
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(referidos al sistema coordenado rotado) con la Ec. (2.7), v se actualiza la posicion
o v CM _ .OM i
del centro de masa de la siguiente manera, v (t, + At) = riM(¢) + ArSM(t,).
CM .CM
T

El nuevo vector, con componentes (r{ ). que localiza el centro de masa de

la trazadora axial, es expresado de regreso al sistema coordenado inercial como
(r&™, r0M) a través de la transformacion de rotacion inversa correspondiente. En
el ultimo paso del procedimiento de actualizacion, se genera el desplazamiento an-
gular Af(t;) con la Ec. (2.7), y la orientacion de la trazadora, definida con el
angulo 6(t;), se actualiza con 0(t; + At) = 0(t;) + Ad(¢;). El procedimiento que
acabamos de describir, para generar la configuracién actualizada al tiempo t + At,
da como resultado un conjunto de vectores de posicion {r,(¢,;1)} en donde algu-
nas de las particulas del modelo pueden quedar fuera de la celda de simulacion que
confina al sistema y, por lo tanto, la nueva configuracion no reproduce las condi-
ciones de una suspension con dimensiones infinitas. Iiste problema se resuelve con
la aplicacion de las bien conocidas condiciones periodicas de acuerdo con las cuales,
toda particula que sale por un lado de la celda de simulacion, ingresa por el lado

opuesto [35].

El proceso que acabamos de describir para calcular una configuracion es repeti-
do entonces para generar una sucesion de 10,000 a 15,000 configuraciones en una
primera corrida con el objetivo de termalizar la suspension. Dado que el potencial
en la Ec. (2.13) es repulsivo, la configuracion inicial —que puede no tener sentido
fisico por posibles traslapes entre algunas de sus particulas—converge a las con-
figuraciones representativas de la suspension en equilibrio al finalizar la corrida.
El tamano del intervalo temporal At (conocido como time step) que encontramos
que era el 6ptimo para nuestro caso estd dado por At* = At/7° ~ 0.1. Este
valor particular se encontré que optimiza el proceso de muestreo del espacio de
configuraciones del sistema para acelerar la convergencia al estado de equilibrio.
La cantidad 7° = 0?/D? es el tiempo medio para que la particula esférica libre se
difunda una distancia similar a su diametro o v, por lo tanto. el time step esta aso-
ciado a un desplazamiento cuadratico medio del orden de una décima del diametro

a.
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2.5 Propiedades estaticas

La descripcion anterior del algoritmo numérico de la simulacion de dindmica brow-
niana, solo se refirio a los aspectos relacionados con el equilibrio del sistema, es
decir, con la generacion de una secuencia de configuraciones, partiendo de la con-
figuracion inicial (que no es tipica del ensamble en equilibrio) hasta llegar a una se-
cuencia de configuraciones representativas de este ensamble. Las etapas siguientes
consisten en continuar la sucesion de este tipo de configuraciones con el objetivo
de determinar las propiedades estaticas y las propiedades dindmicas del modelo.
En este apartado presentaremos los aspectos mds relevantes para la determinacion

de las propiedades estaticas microestructurales del modelo.

Uno de los calculos mas importantes en nuestro trabajo corresponde a la con-

centracion local de particulas esféricas alrededor de la trazadora axial. Esta funcion
. » ; _ N,

es el valor medio de la concentracién local instantanea n(r;t) = > . 6(r — ri(t)),

es decir,

n®(r) = <Nzoa(r = r?)>, (2.15)

1=1

en donde (...) representa el promedio en el ensamble candnico de las N, config-
uraciones generadas con el algoritmo descrito. El nimero de configuraciones N,
requerido para realizar una estadistica aceptable de la concentracion local n®(r)
es del orden de ~ 107. Este valor para V., contrasta con los cdlculos tipicos en
sistemas homogéneos de particulas esféricas [41,42], en donde, el nimero de config-
uraciones necesarias para la estadistica, por ejemplo, de la funcién de distribucion
radial g(r) es del orden de ~ 10%. Los tres ordenes de magnitud restantes en el valor
de N, quedan plenamente explicados por los siguientes hechos. En un modelo com-
puesto de N, particulas esféricas equivalentes, el numero de pares por configuracion
es No( N,—1)/2, mientras que en este modelo, el niimero de pares trazadora-esfera
es N,. Esto indica, por ejemplo, que para tener una estadistica de la concentracion

local n®(r) que sea comparable a la estadistica de la funcion de distribucion radial
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g(r), el nimero de configuraciones N, necesarias es N, veces el nimero de con-
figuraciones necesarias en el calculo de la funcion g(r). En segundo lugar, en el
calculo de la funcion de distribucién radial ¢(r), el espacio ocupado por el fluido es
muestreado con una ventana espacial con forma geomdtrica de una banda circular
de ancho Ar centrado en cada particula. Esta geometria para la ventana espacial
brinda una mejor estadistica que la requerida en el modelo con la trazadora axial,
en donde el espacio ocupado por el fluido es muestreado con una red rectangular
orientada segin la trazadora axial localizada en el origen. La red que discretiza el
espacio ocupado por el fluido esta compuesta por celdas clementales cuadradas con
longitud fija Az = Ar. De lo anterior, se deduce que el nimero de configuraciones
N, debe compensar el menor tamano de la celda cuadrada (respecto al tamano de
la banda circular usada en el caso radial). Para tener una idea del valor de N,
en un sistema con N, = 300 particulas esféricas y la trazadora axial, una corrida
tipica para calcular n®4(r) requiere de N, = 9 x 10° configuraciones, como minimo.
Este ejemplo muestra que el cdlculo de la funcion n®(r) es muy costoso en tiempo
de computo y, por tal motivo, se implementaron algunas técnicas numéricas para

hacer mas eficiente el cdlculo de n®(r), como veremos en los siguientes apartados.

2.5.1 Trazadora fija

El pardmetro que mayor impacto tiene en el ticmpo de computo es el tamano de
la, celda de simulacion. En el caso de la trazadora axial, el tamano de la celda
que confina a la suspensién (con lados de longitud L, ~ 2000) desempena un
rol importante en el cdlculo de la concentracion local n®(r), como veremos un
poco mas adelante en este apartado. El procodhhiento para determinar el perfil
de la concentracion local n°(r) merece un poco de atencion. Este se divide en
tres etapas, y la primera de éstas es la siguiente: dada cierta configuracion del
sistema (previamente termalizado), el vector r, (con a = 1.2.. .. N,) que localiza
a la particula esférica a con respecto al centro de masa de la trazadora axial esta
inicialmente referido al sistema coordenado inercial (cuvo origen se localiza en el
centro geométrico de la celda de simulacion. v sus ejes paralelos a los lados de la
misma). Al aplicar la condicién de frontera periédica a este vector r,, la posicién

de la particula estd ahora referida al sistema coordenado con origen en el centro
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de masa de la trazadora. De esta manera, al aplicar el procedimiento anterior
sobre las posiciones de las N, particulas de la suspension, el origen del sistema
coordenado inercial se traslada al centro de masa de la trazadora. En la Fig. 2.2
ilustramos con el drea cuadrada [ la celda que confina al sistema, en donde el
centro de masa de la trazadora se localiza en el centro goemétrico de la misma.
En el siguiente etapa, el sistema coordenado es rotado de tal manera que el eje Y
queda paralelo al eje axial de la trazadora que forma el angulo 0(¢;) (ver la Fig. A.1
en el apéndice A). De esta manera, el vector r,, es referido al sistema coordenado
con ejes paralelos a los ejes principales de la trazadora axial cuyo centro de masa
se localiza en el origen. Este procedimiento aplicado a las N, particulas esféricas
mapea los vectores de posicién a la celda de simulacion rotada. Esta celda de
simulacion rotada es ilustrada en la Fig. 2.2 con el drea rotada I/. Como se ha
descrito, la rotacion esta determinada por la orientacion de la trazadora, definida
con el angulo 6(t;) que forman el eje X rotado con respecto al eje X inercial. En
la siguiente y ultima etapa, en principio, se procede a generar el histograma que
dard lugar al perfil de la distribucién local n(r). Sin embargo, es justo en este
momento que surge el siguiente problema: en la Fig. 2.2 podemos ver que la celda
de simulacion rotada I forma regiones triangulares con los lados de la celda I, y el
area total de dichas regiones triangulares depende del dangulo 6(t;) que se actualiza
para cada configuraciéon que es generada en la simulacion numérica del modelo.
En estos tridgulos se localizan las posiciones de algunas particulas virtuales que
inducen errores en el calculo de la concentracion local n®(r). Por otra parte, en las
regiones triangulares formadas por la celda de simulacion 7 con los lados de la celda
rotada I, se localizan las posiciones de algunas particulas legitimas del sistema
que no pueden contribuir a la estadistica del perfil de concentraciéon local n®(r).
En primera instancia, la solucién a este problema es, simplemente, considerar sélo
a las particulas cuyos vectores de posicion se localizan en el interior de la celda de
simulacién que estd inscrita en el perimetro circular de radio Ry = L4/2. Esta
celda de simulacidn inscrita estd ilustrada en la Fig. 2.2 con el drea cuadrada I11,
en donde, claramente, sélo se considera el 50% del sistema original y, por lo tanto,
el procedimiento para calcular el perfil de concentracion local n®(r) no es eficiente.
En la préctica, el procedimiento que sc ha descrito fuc sustituido por el siguiente:

para determinar el perfil de concentracion local n(r) se realiza la simulacién del
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Ficura 2.2. Hustracion de las diferentes celdas de simulacion. El centro de masa de la
trazadora se localiza en el centro geométrico de estas celdas y su orientacién (definida
por el dngulo 6(t;)) determina la rotacién de las dreas I7 y I11. En el célculo del perfil

de la concentracién local n®(r) sélo se toman en cuenta las particulas localizadas en la
celda IT11.

modelo con la trazadora fija, cuyo centro de masa se localiza en el origen del
sistema coordenado inercial y con el eje axial paralelo al eje Y del mismo sistema
coordenado. De esta manera se aprovecha al 100% el sistema. Si el tamano del
sistema es del orden del sistema confinado a la celda inscrita en el procedimiento
anterior, entonces el algoritmo con la trazadora fija reduce el tiempo de computo
en un 25% aproximadamente. Sin embargo, el tamano del sistema también tiene
otrc efecto en el cdlculo del perfil de concentracién local n°(r) como veremos en

el siguiente apartado.

2.5.2 Efecto del tamano de la celda de simulacién

En el apartado anterior se ha descrito el algoritmo con la trazadora fija que opti-
miza el cdlculo del perfil de distribucion local n°?(r), en donde el tamano de la celda
de simulacién que confina al sistema regula el tiempo del proceso de simulacion.
Sin embargo, el tamano del sistema (dado por la celda de simulacién) determina el

radio de corte R.,; en donde el perfil de concentracion local n“9(r) queda inscrita.
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Ficura 2.3. Efecto del tamano de la celda de simulacion en el cdlculo de la funcién de
distribucién radial, g(r), para el sistema homogéneo con densidad reducida n* = 0.005.
Los resultados para el radio de corte R.,; = 400 sobrestiman los valores correctos (curva

solida).

Lo anteriormente dicho establece la existencia de un tamano éptimo para la celda
de simulacion. En efecto, se requiere que el sistema sea lo suficientemente grande
para que la funcién n®(r) alcance el valor en el bulto, y suficientemente pequetnio
para que el tiempo de computo no se incremente inecesariamente. Los valores que
encontramos para la longitud L4(~ 2R.,) de la celda de simulacion se encuen-
tran en el rango de 1400 a 2000. En particular, para la longitud L4 = 1400 se
presenta un efecto numérico peculiar que se manifiesta con un incremento anormal
en los valores de la funcién n®(r). Como ejemplo, en la Fig. 2.3 se muestran los
resultados de la funcién de distribucion radial ¢(r) en el bulto (sin la trazadora)
correspondiente a la densidad reducida n* = 0.005. En esta Fig. 2.3 podemos ver
que para el radio corte Re; = 400 se presenta una sobre-estimacion anormal de

los datos correctos mostrados con la funcién en trazo continuo.

Para el sistema con la trazadora axial, el efecto del tamano de la celda de
simulacién se manifiesta en igual forma como se puede ver en la Fig. 2.4. Los
resultados mostrados en la Fig. 2.4 corresponden al sistema con densidad reducida
n* = 0.005 y un trimero (Ny = 3) con una distancia AL = 200. La funcién

n®(r) fué calculada para diferentes valores del radio de corte, pero en la figura
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FIGURA 2.4. Efecto del tamano de la celda de simulacion en el cdlculo de la funcién
n®(r) = nG(z,y), (ilustrada sélo en las dos direcciones mds importantes, a saber, per-
pendicular y paralela), para el sistema con densidad reducida n* = 0.005 y un trimero
con AL = 200. Los resultados para el radio de corte R.,; = 700 sobreestiman los datos

correctos para el radio de corte Ry = 1000.
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2.4 solo se ilustran los datos correspondiente para dos valores del radio de corte
Reyt, a saber, Reyy = 700 y 1000. En la Fig. 2.4 se muestra la funcién n®(r) en
las direcciones definidas por y = 0 (perpendicular) v @ = 0 (paralelo), en donde
los datos exactos corresponden al radio de corte 7, = 1000, mientras que los
datos para R, = 700 son anormales. I'ste problema estd presente en los sistemas
pequenos, y en la practica se encontré que la longitud L 4 2 2000 es suficiente para

eliminar estos efectos.

2.6 Propiedades dinamicas

La seccion anterior sélo describe los aspectos relacionados con el calculo de la
propiedad estdtica n°/(r). En este apartado, continuamos con la descripcién de
las propiedades dindmicas, mas especificamente, del coeficiente de difusion depen-
diente del tiempo D(t). Con la finalidad de describir los aspectos importantes en
el calculo de la funcién D(t), en este apartado nos restringiremos al caso del co-
eficiente de difusiéon para una particula esférica. Este coeficiente esta definido en

términos del desplazamiento cuadratico medio en la siguiente forma,

D(t)

I

(Az(h)
! Qi)”, (2.16)

en donde (...) representa el promedio en el ensamble de las trayectorias de la
trazadora generadas con la simulacién. En la definicion del coeficiente de difusién
dependiente del tiempo D(t), el desplazamiento Az(t) en cierta trayectoria estd
compuesto por M pequenios desplazamientos consecutivos que estan asociados al

intervalo temporal At, es decir,
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F1GURA 2.5. Efecto del tamano del intervalo temporal At en el calculo del coeficiente

de autodifusiéon D(t) de una esfera en el sistema homogéneo con densidad reducida n* =
0.005.

en donde t; = iAt y t = tjps. El principal problema que esta presente en el calculo
de la funcién D(t) es su dependencia en el tamano del intervalo temporal (referido
como “time-step”) At. En efecto, el método numérico basado en el algoritmo de
simulacién de la dindmica browniana dard las propiedades estadisticas requeridas
para la funcién D(t) en el limite At — 0. Asi, por ejemplo, la Fig. 2.5 muestra
la dependencia en el intervalo temporal At del coeficiente de difusién D(t) en el
sistema homogéneo de particulas esféricas (sin la trazadora axial), con densidad
reducida n* = 0.005.

Los resultados de la funcién D(t), mostrados en la IMig. 2.5, corresponden a los
valores del intervalo temporal At = 0.107°, 0.027° y 0.017°. Como podemos ver, en
la escala temporal expandida, el coeficiente de difusion (¢) solo presenta pequenas
diferencias. Sin embargo, para tiempos cortos podemos ver que la funciéon D(t)
depende claramente del tamano del intervalo temporal At. La Fig. 2.5 muestra que
el coeficiente de difusiéon D(t) tiende a su valor exacto a medida que At — 0y, por
lo tanto, la estimacién de los resultados exactos sdlo es posible con la extrapolacion
de los datos calculados. Por otro lado, el método de extrapolacion que acabamos
de describir es impractico por el tiempo de cémputo que es empleado. En efecto,
se requiere realizar la simulacién del modelo tantas veces como valores para At

sean usados, y el tiempo de computo se incrementa con los valores pequenos de
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At. Por otra parte, la Fig. 2.5 sugiere que el valor At = 0.017° para el time-step
genera resultados para D(t) bastante aceptables, y en la prictica, los coeficientes
de difusion D(t) correspondientes a la trazadora axial fueron calculados con el valor
At/T° = 0.01.

2.7 Método de Monte Carlo

Para un propésito especifico, en esta tesis utilizamos también el método de sim-
ulacién de Monte Carlo [34] (ver capitulo 3. scccion 3.2), para el calculo de las
propiedades estaticas de equilibrio de nuestro sistema modelo en el caso partic-
ular en el que sdlo se consideran las interacciones de esfera dura. En este caso,
suponemos que la trazadora axial se encuentra fija en la celda de simulacién, con
el centro de masa localizado en el centro geométrico de la celda cuadrada de sim-
ulacion, en donde uno de sus lados es paralelo al eje axial de la trazadora com-
puesta por Np particulas esféricas en un arreglo lineal y rigido. Las N, particulas
esféricas libres, en la configuracién representativa del estado de equilibrio, se en-
cuentran dispersas alrededor de la trazadora axial, en donde ahora la distancia de
méximo acercamiento es precisamente o (particulas en contacto una con la otra).
El método de Monte Carlo que adoptamos cn este trabajo consiste en mover a
las N, particulas esféricas libres, con el siguicntc alporitmo que esta dividio en 3
etapas. La primera de estas etapas consiste cn seleccionar a la particula i-ésima
localizada en la posicién r; en forma aleatoria. En la siguiente etapa, se genera el
desplazamiento aleatorio Ar; con media cero v distribucion uniforme en la celda
elemental cuadrada de ancho /.. El valor de [, entra cn el algoritmo de simulacion
como un parametro de muestreo del espacio de configuraciones, como veremos
mas adelante en esta secciéon. En la tercera v ultima etapa, se actualiza la posi-
cién de la particula seleccionada sélo si la particula en su nueva posicion definida
por r; + Ar; no presenta traslapes con las particulas esféricas vecinas incluyendo
posiblemente a la trazadora fija en el centro de la celda de simulacion, en caso
contrario, la actualizacion de la posicion r; no se lleva a cabo. Estas etapas en
conjunto definen un evento en el método de simulacin de Monte Carlo, en donde

una configuracion representativa del sistema ¢ dehiie como el conjunto de 3N,
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eventos independientes. De esta manera, el algoritino completo de simulacién con-
siste en generar una sucesion de N, configuraciones representativas para calcular la
concentracion local n®(r) de particulas alrededor de la trazadora axial. El nimero
de configuraciones necesarias para calcular el perfil de distribucion local n®(r) esta
determinado por las mismas limitaciones que estan presentes en el sistema con el

potencial de Yukawa discutido en la seccion 2.5.

Para finalizar este apartado, es importante resaltar que el nimero de eventos,
que son aceptados durante el desarrollo de la simulacion, depende del tamano
de la celda elemental definida por la longitud /.. Este pardmetro es ajustado en
forma automatica para que el porcentaje de eventos aceptados sea alrededor del
70%. Este porcentaje de eventos aceptados es tipico en este método de simulacion
con Monte Carlo, y permite un muestreo optinio del espacio de configuraciones.
Asi, por ejemplo, si el porcentaje de eventos aceptados fuese el 100%, entonces el

muestreo del espacio de configuraciones serfa extrenadamente lento.



Capitulo 3

Propiedades estaticas

En los capitulos anteriores hemos introducido las definiciones y conceptos bésicos
(Cap. 1) que nos permiten describir los aspectos csenciales de la pricipal con-
tribucion de esta tesis, es decir, el experimento de simulacion para el estudio del
movimiento browniano de una trazadora no-esferica interactuante (Cap. 2). Los
resultados de éste experimento computacional seran reportados y analizados en
este y en los siguientes capitulos. El presente capitulo reporta los resultados para
las principales propiedades estaticas del sistema modelo que estudiamos en este
trabajo, y que fué totalmente definido en el capitulo anterior. Estas propiedades
estdticas son la funcién de distribucién radial g(r) entre pares de esferas en ausen-
cia de la trazadora, y la concentracion local de equilibrio n/(r) de esferas alrededor
de la trazadora. En el capitulo siguiente, estas dos propiedades seran utilizadas
para analizar las propiedades dindmicas del sistema. Las propiedades estdticas pro-
porcionadas por el experimento de simulacion, sin embargo, son interesantes por
si mismas. sobre todo la concentracion local de cquilibrio n°¢(r). Como veremos,
en nuestro sistema en particular, esta funcion es equivalente a la funcién de cor-
relacion de tres (o de cuatro) particulas. Estas funciones de correlacién de varias
particulas no son calculables de manera sencilla, por lo que su andlisis merece un
tratamiento independiente de su aplicacion al estudio de las propiedades dinamicas
del sistema. Por esta razén, en este capitulo reportaremos los resultados de simu-
lacién para n®(r), enfatizando su significado fisico y su utilidad en el contexto del
estudio de las propiedades estaticas de los liquidos simples, mas que en el contexto

de la aplicacién que motivé su estudio en este trabajo.

La seccién que sigue contiene los resultados basicos de nuestro experimento de

simulaciéon para n®(r). Se trata de la distribucion de esferas alrededor de una
trazadora no-esférica constituida por un arreglo 1icicdo de dos particulas esféricas.

43
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Todas las esferas, incluidas estas dos, interaccionan por medio del potencial repul-

sivo de esfera dura mas Yukawa,

Kexp(—z(r— 1)) /r 3 1
Bulr) = (3.1)

+00 i o5 A,

Para este sistema, la funcién n®(r) es en realidad cquivalente a la funcion de
distribucién de tres particulas ¢®® (r,r;,ry) en un fluido simple (las dos esferas de la
trazadora, situadas en ry y ro, y una esfera de la suspcusion circundante, situada en
r). Ademds de presentar y discutir los resultados de simulacion para esta funcion,
estableceremos una comparacion entre estos y los resultados de la aproximacion
de superposicién. En la secciéon 3.2 se extiende este analisis al caso en que la
interaccion entre particulas es de esfera dura, y no de Yukawa. Asi se encuentra
una interesante correspondencia entre estos dos sistemas modelo en cuanto a sus
propiedades estructurales estaticas. Finalmente. la scccion 3.3 extiende el andlisis
de la seccién 3.1 al caso en que la trazadora esta constituida no por dos, sino por

tres particulas rigidamente alineadas.

3.1 Resultados con el potencial de Yukawa

En este apartado discutiremos los resultados de nuestro modelo en el régimen en
el cual el potencial repulsivo de Yukawa (dado cn la Fc. (3.1)) es dominante, de
modo que el diametro o de esfera dura es usado como una escala arbitraria de
longitud. Para este andlisis, como se ha mencionado en el capitulo 2, fijaremos la
energia en el contacto K a un valor relativamente grande, ' = 500.0, y la longitud
de apantallamiento, z~! (en unidades de o), a un valor mayor que 1, z = 0.15.
Para estos pardmetros, las posibles configuraciones con particulas en contacto de
esfera dura son virtualmente cero. Esto es ilustrado en la Fig. 3.1, en donde se
presenta la funcién de distribucion radial, obtenida ¢ L simulacion numérica del

modelo, para tres sistemas representativos con las [cnsidades n* = 0.002,0.005 v
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2.0

g(r/o)

F1GURA 3.1. Funcién de distribucidn radial g(r) para el fluido homogéneo. La densidad
reducida es n* = 0.002,0.005 y 0.008. Note que el didmetro efectivo o, s—definido por

el tamano de la zona de exclusion—disminuye con la concentracion n*.

0.006. Los principales rasgos de la informacién estructural contenida en la funcion
g(r) en este modelo fueron discutidos en trabajos recientes [41,42], precisamente
para los valores de K y z empleados en este trabajo. La Fig. 3.1 solo sirve para
ilustrar unos cuantos hechos necesarios para entender algunos aspectos de nuestros
resultados para el perfil de concentracion local n“(r). En esta figura, es claro
que g(r) = 0 define una regién que se extiende mas alla del contacto, y que esta
region depende de la concentracion n*. El tamano de esta regiéon nos permite
definir un didmetro efectivo o,y como la distancia de mdximo acercamiento entre
las particulas, el cual, como puede verse en la Iig. 3.1, decrece con n*. Para
estos sistemas representativos, o.; es del orden de 100, Otro rasgo bien conocido e
illustrado en la Fig. 3.1 es el hecho de que la distancia entre dos picos consecutivos
de la funcién g(r) esta dado aproximadamente por (,*) /2.

Ahora presentaremos nuestros resultados de simulacion para n(r). Como se
indicé en el Cap. 1, para el sistema particular que cstamos considerando, esta
funcién puede ser escrita en términos de las funciones de distribucién de 2 y 3

particulas -como se indica en la Ec. (1.9), la cual seri reeserita como
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FiGUrRA 3.2. Funcién de distribucién local G'(x.vy). La densidad reducida de las
particulas esféricas es n* = 0.002. Las dos particulas fijas forman un dimero con longitud
AL = 100, con centro de masa en el origen y localizadas sobre el eje Y. (Nota: Los ejes

coordenados estdn normalizados con el didmetro o)

n®(r)/n = G¥(r|ry,ry) = ¢® (x,r1,15) /9P (r1, 1), (3.2)

donde la funcién G®(r|r;,ry) es la probabilidid condicional, en un fluido ho-
mogéneo, de tener una particula en r, dado que tcnemos una particula en ry y otra
en ro. De hecho, estas tdltimas estan fijas en r; = (0,AL/2) y ry = (0,—AL/2)
en nuestro sistema bidimensional, por lo que omitiremos la referencia a ry y ry
en GO (r|ry, 1), asi como el superindice @), y escribiremos G®)(r|r;, ry) solamente
como G(r) o, escribiendo r = (z,y), como G(z.y). Asi, nuestros resultados para
la concentracion de esferas n°(r) alrededor de nun arreglo rigido de dos esferas fi-
jas (“dimero”) seran presentados en términos dc la funcién G(z,y), es decir, en
términos de G(z,y) = n®(r)/n. Para el mismo si-tema y parametros de la Fig. 3.1
(K =500.0,z = 0.15,n* = 0.002, 0.005 y 0.008). -1 las Figs. 3.2, 3.3 y 3.4 se mues-
tran los resultados para G(z,y) correspondientes a la distancia AL = 100 entre

las dos particulas fijas que constituyen al dimero. Tomando en cuenta el valor del
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FIGURA 3.3. Lo mismo que en la Fig. 3.2 pero con n* = 0.005.
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FI1GURA 3.4. Lo mismo que en la Fig. 3.2 pero con n* = 0.008.
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F1GURA 3.5. Funcién de distribucion local G'(i.y). La densidad reducida de las
particulas esféricas es n* = 0.002. Las dos particulas fijas forman un dimero con longitud
AL = 200, con centro de masa en el origen y localizadas sobre el eje Y. (Nota: Los ejes

coordenados estan normalizados con el diametro o)

didmetro efectivo para este sistema (o.; ~ 100). podemos decir que para esta esta
separacion AL = 100 el dimero esta formado con psudo-particulas de diametro
oes aproximadamente en contacto, lo cual evita que una tercera particula pueda
penetrar la region central del dimero. Los cfectos de exclusion de estas particulas
del dimero sobre las restantes particulas de la suspension son ilustrados en las Figs.
3.2-3.4 con la region plana alrededor del origen. De manera consistente con el de-
crecimiento del didmetro efectivo o,y con n* (ver Fig. 3.1), esta regién también

decrece con n*.

Los resultados mostrados en las Iigs. 3.2-3.1 son comparados con los corre-
spondientes resultados para el caso AL = 200. Estos resultados son mostrados en
las Figs. 3.5-3.7. En este caso (AL = 200). notamos que la regién de exclusion
inducida por las particulas del dimero decrece con n*. Una consecuencia impor-
tante de la dependencia de o, en n* es el hecho de que para esta separacion entre
las dos particulas del dimero, ahora s posible cncontrar una tercera particula de

la suspensién en la region central del dimero. Iiste hecho es casi imposible para
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CAPITULO 3.

FIGURA 3.6. Lo mismo que en la Fig. 3.5 pero con n* = 0.005.
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F1GURrA 3.7. Lo mismo que ¢ la |
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sistemas con baja concentracién, en donde o, ¢s grande, pero cuando n* se in-
crementa, el valor de G(0,0) puede ser difercute de cero. Esto es ilustrado en las
Figs. 3.5-3.7.

Por otra parte, como se indicd anteriormente, uno de los objetivos laterales
de este trabajo es tener una estimacion de la precision de la aproximacién de su-
perposicién para n®(r) que, de acuerdo con la Ec. (1.11), equivale a aproximar
a G(z,y) por G(r) = g(|r — r1])g(]r — r2|). Para esto, uno podria mostrar los
resultados predichos para G(z,y) por esta aproximacion, usando para ello los re-
sultados de la funcién g(r) de la simulacién numcrica, y comparar estos resultados
con los resultados exactos ya mostrados en las I'igs. 3.2-3.7. De esta comparacion,
nosotros encontramos inmediatamente que los mds importantes rasgos cualitativos
de los resultados simulados para G(x,y) son exhibidos por los resultados de la
aproximacion de superposicion. Esto fué encontrado para todos los casos consid-
erados en las Figs. 3.2-3.7. Por supuesto. la grifica tridimensional para G(z,y)
es la mejor manera para mostrar los principales rasgos cualitativos. Sin embargo,
para tener una buena apreciacién del aspecto cuantitativo de esta comparacion,
es mejor mostrar la funcién G(z,y) en grificos bidimensionales a lo largo de una
direccién en el plano (z,y). Esto ultimo es hecho en las Figs. 3.8 y 3.9, en donde
los resultados de la simulacion numérica en las Figs. 3.2-3.7 y de la aproximacion
de superposicion, son mostrados a lo largo de dos direcciones representativas, a
saber, a lo largo del eje X (perpendicular al eje axial del dimero) y a lo largo del
eje Y (paralelo al eje axial). De esta manera. las Figs. 3.8.a y 3.8.b corresponden,
respectivamente, a G(z,y = 0) y G(x = 0.y) para el sistema con menor concen-
tracion. De manera similar, las Figs. 3.8.¢ v 3.8.d corresponden al sistema con
la concentracién intermedia, y las Figs. 3.8.¢ v 3.8.f para el sistema con la may-
or concentraciéon. Finalmente, la Fig. 3.8 corresponde al dimero con AL = 100,

mientras que la Fig. 3.9 corresponde al dimero con AL = 200.

De estas figuras, podemos apreciar el grado de precisién cuantitativo de la
aproximaciéon de superposicién para los sistemas considerados. Se puede observar
que el desacuerdo cuantitativo es mas grande para densidades bajas, y que es
mucho mayor a lo largo del eje X (perpendicular al eje del dimero), que a lo largo
del eje Y. En general, el desacuerdo cuantitativo mds notorio es observado en

y alrededor del pico principal de G(z,y). Dec esta manera, la aproximacién de
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FI1GURA 3.8. Funcién de distribucién local G (., i) alrededor del dimero con separacién

AL = 100. La funcién G(z,y) se presenta sobre el eje perpendicular (y = 0) y el eje

paralelo (z

0) al eje axial del dimero. La linea sélida y los puntos corresponden,

respectivamente, a los resultados obtenidos con la aproximacion de superposicién y la

simulacién numérica del sistema, para diferentes concentraciones n*.
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F1GURA 3.9. Lo mismo que en la Fig. 3.8 pero con AL = 200.
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superposicién en algunos casos sobreestima la altura del pico principal, y en otros
casos lo subestima, pero sin seguir un patron regular. También la posicion del pico
principal, y en general, de los mdximos y minimos sucesivos de la aproximacién
de superposicién de G(z,y), se encuentran ligeramente defasados con respecto a
los resultados de la simulacion. A pesar de todas esta deficiencias cuantitativas,
sin embargo, las Figs. 3.8 y 3.9 nos indican que la aproximacion de superposicion
es una representaciéon semicuantitativa lo suficicntemente precisa de G(x,y) para
los sistemas considerados aqui, y particulariicnte para los sistemas con mayor
concentracién. De esta manera, por ejemplo. uno de los rasgos mas interesantes
de los resultados de la simulacion para G(u.y) con AL = 200, se refiere a la
penetracién de las particulas esféricas de la suspension en la region central entre
las dos particulas fijas del dimero, tal como lo ilustran la Figs. 3.9.e y 3.9.f. Cabe
mencionar que hemos encontrado el mismo grado de acuerdo para comparaciones
similares a lo largo de otras direcciones cn el plano (z.y) (por ejemplo, a lo largo
de la direccién x = y), de tal manera que las comparaciones mostradas en las Figs.

3.8 y 3.9 pueden ser consideradas como represcntativas.

Mencionaremos finalmente una interesante observacion concerniente al compor-
tamiento de la funcién exacta (calculada del experimento numérico) G(z = 0,y) a
lo largo de una direccion particular, a saber. el ¢je Y. Ademads de la comparacién de
G(z,y) con la aproximacién de superposicion ¢(|y — AL/2|)g(|ly + AL/2|) mostra-
do en las Figs. 3.8 y 3.9, también comparamos G(r = 0,y) con g(|ly — AL/2|)
para y > AL/2. De esta comparacién, no mosirada aqui, encontramos que para
esta direccién en particular, esta es mejor aproximacion para G(z = 0,y) que la
aproximacién de superposicién. Si incluyeranios la grafica de g(ly — AL/2|) en
las Figs. 3.8 y 3.9, el resultado correspondicnte estard muy cercano y en general
seria casi indistinguible del resultado exacto para G(z = 0,y), en la escala de las
figuras. Esto significa que el factor g(|y + AL/2|) involucrado en la aproximacion
de superposicion g(|ly — AL/2|)g(ly + AL/2|) aiin contribuye con una apreciable
interferencia en este producto, lo que nos lleva a1 las discrepancias mostradas en las
Figs. 3.8 y 3.9. Esta interferencia, sin cmbareo, es la esencia de la aproximacion
de superposicién, la cual, como lo ilustran las Figs. 3.8 v 3.9, tiene la virtud de
representar con bastante precision, el comportamiento general de G(z,y) en todas

las regiones y a lo largo de todas las dirccciones en el plano (z,y).
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3.2 Resultados con el potencial de disco duro

El modelo de discos duros es un caso particular del potencial par de la Ec. (3.1)
correspondiente a K = 0, y aqui presentamos los resultados para G(z,y) obtenidos
con el algoritmo de simulacion de Monte Carlo. Como en la seccién previa, nuestra
meta es describir los rasgos generales e csta propiedad estructural, y estimar
la precisiéon de la aproximacion de superpo-icion.  Con respecto a este primer
objetivo, empezaremos con una observacion s bien general. Esta se refiere a
la correspondencia entre la estructura de un fluido de Yukawa y la estructura

correspondiente al fluido de esfera dura.

Para un fluido tridimensional con el potencial de Yukawa, es bien conocido
que podemos definir un didmetro efectivo o,, como la distancia de maximo acer-
camiento entre las particulas coloidales. La !lamada aproximacién esférica media
reescalada (RMSA) [44-46] para la funcion de distribucién radial g(r), provee de
un algoritmo muy simple y prdctico para determinar o.p. El sistema efectivo asi
determinado, sin embargo, no es un sistema puro de esferas duras. Este es otro
sistema con el potencial de Yukawa, con particulas de un diametro de coraza dura
oef, y un potencial de Yukawa muy débil, pero con el mismo valor de la concen-
tracién. Uno podria, en un paso adicional, tratar la cola del potencial de Yukawa
como una perturbacién [44-46], para definir un segundo didmetro efectivo o*, lig-
eramente mayor a oy, tal que el correspondicnte (ahora puro) sistema con esferas
duras exhiba la misma estructura en terminos e ¢(r) que el sistema original con el
potencial de Yukawa. En este caso, sin eimbarco. o* depende del estado del sistema
en cuestion. Desafortunadamente, para el caso bidimensional, el algoritmo para
determinar ¢* descrito anteriormente, si bicn es factible en principio, no ofrece

ninguna conveniencia practica.

De esta manera, nosotros hemos desarrollado un algoritmo alternativo para

determinar ¢* para un fluido de Yukawa o nna concetracion n* dada. Como
ilustracion, considérese el sistema con ¢l porencial de Yukawa y concentracion
n* = 0.008, el cual es mostrado en la Fig. 3 1 De esta grafica para ¢(r) primero
estimamos de manera visual un valor tentativo para ¢ como la distancia de may-

or acercamiento entre las particulas, es decii o, en donde ¢(r) empieza a sep-
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FIGURA 3.10. Funcién de distribucién radial para el fluido con el potencial de Yukawa
g(r) (puntos) y para el fluido de discos duros gyp(r) (linea continua). La densidad

reducida n* en cada sistema es, respectivamente, 0.008 y 0.780.

ararse de cero. El valor que puede leerse de la Fig. 3.1 es aproximadamente
o* =~ 8. Calculando entonces la funcién g, p(r) del sistema con discos duros con
el mismo valor en la concentracién n como el fluido con el potencial de Yukawa,
pero con un didmetro de disco duro dado por ., es decir, con una densidad de
discos duros nj;, dada por nyp = no’; = n'(0./0)’. En nuestra ilustracién,
np ~ 0.008 x 82 = 0.512. La funcién resultante gyp(r) para este sistema con
discos duros es entonces graficado junto con la funcién g¢(r) del sistema original
con el potencial de Yukawa, pero con la distancia r normalizada en tal forma que
la posicién del segundo pico coincida con la posicion del segundo pico de la funcién
g(r) del sistema de Yukawa. Este reescalamicnto, sin embargo, no forzard que las
posiciones de los picos restantes coincidan con los picos de g(r), ni mucho menos
que las alturas sean las mismas. De este modo, iniciamos un proceso de ajuste fino
variando el valor de n};, y repitiendo el proceso anterior, hasta que finalmente se
encuentra el mejor valor de nyp, en donde la coincidencia sea 6ptima. En par-
ticular, este procedimiento asigna un valor para el diametro de disco duro o* en
unidades de o, en la discontinuidad de g;p(r). En la Fig. 3.10 comparamos la
funcién de distribucién radial del fluido del potencial de Yukawa (mostrado en la
Fig. 3.1) con la funcién ggp(r) del sistema puro de discos duros determinda de

esta manera, en ambos casos, con la distancia r cn unidades de o*, para quien este
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FIGURA 3.11. Funcién de distribucién local Gz, i) para los sistemas con el potencial de
Yukawa (puntos) y el potencial de discos duros (linca continua). La densidad reducida

n* de los sistemas es, respectivamente, 0.008 y 0.780.

procedimiento determina el valor o* = 10.40. Bl valor resultante para njp no se
relaciona con n* con n};, = n*(0*/0)?. Esto significa que sistema efectivo de discos
duros determinado de esta manera no ticne el mismo valor de la concentracién del

sistema original de Yukawa.

Una vez determinado el sistema efectivo de discos duros, el siguiente paso es
comparar G(z,y) ya determinado para cl fluido con el potencial de Yukawa, con
G(z,y) del correspondiente sistema de discos duros. La comparacién estd mostrada,
en la Fig. 3.11, para el mismo sistema de la I'ig. 3.10, y para el caso AL =
200 = 1.930*. En las Figs. 3.11.a y 3.11.b, presentamos G(z,y) a lo largo de
las direcciones y = 0 y x = 0, respectivamente. Los resultados para el sistema
con discos duros fueron obtenidos con ¢l algoritino de Monte Carlo. Nétese que las

diferencias cuantitativas mas notorias sc localizan en la region de exclusion formada
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por las particulas fijas. Esto se debe, por supuesto. a las diferencias fundamentales
entre el potencial suave de Yukawa y ¢! potencial discontinuo de disco duro. El
mismo efecto es encontrado en el resultado para gy, (r) en el contacto en la Fig.
3.10. De estas comparaciones uno puede ver que a lo largo de estas dos direcciones,
la posicién de los picos sucesivos de G(2. ;) de los dos sistemas, coincide muy bien.
También podemos ver que las alturas dc¢ los picos restantes en ambos sistemas se
encuentran en muy buen acuerdo en la direccion x = 0, pero la discrepancia se
incrementa cuando observamos las corrclaciones en la direccion transversal al eje
axial del dimero (y = 0). La principal diferencia cuantitativa se encuentra, por
supuesto, en la vecindad de la region dc contacto. Aqui, la naturaleza suave del
potencial de Yukawa se manifiesta en los rasgos cualitativamente diferentes de los
encontrados para el sistema de discos duros. Esto se refiere a la posibilidad de
penetracién en la regién central entre las particulas fijas del dimero por parte de
las particulas esféricas de la suspension, lo cual es matemadticamente imposible para
el sistema de discos duros. La Fig. 3.11 b ilustra esta posibilidad para el sistema
con el potencial de Yukawa con el valor no nulo de G'(z,y) en la region cercana al

origen.

Consideremos ahora el caso de un sistema puro de discos duros y compare-
mos, en las Figs. 3.12 y 3.13, los resuliados de Monte Carlo para G(z,y) y los
correspondientes resultados de la aproximacion de superposicion. La Fig. 3.12
se corresponde, para AL = o, con las Iigs. 2.12.a v 3.12.b para el sistema con
la concentracién n* = 0.5, y con las I'igs. 3.12.¢ y 3.12.d para el sistema con la
concentracién n* = 0.7. Las Figs. 3.12.¢ v 3.12.¢ muestran la funciéon G(z,y = 0)
a lo largo de la direccién perpendicular al cje axial del dimero formado por las dos
particulas fijas, mientras que las Figs. 3.12.0 v 3.12.d corresponden a la funcién
G(xz = 0,y) a lo largo de la direccién paralela al cje axial. La Fig. 3.13 provee la
misma comparacion, pero para el caso A/ = 30. De estas comparaciones, podemos
ver que la aproximacion de superposicion s cualitativa, v aiin cuantitativamente,
una buena y sencilla aproximacién para (/(.r, y) para cl fluido de discos duros para
las configuraciones y concentraciones considerados aqui. Podemos agregar que
dichas comparaciones son representativis ¢ la precision de la aproximacion de

superposiciéon en los fluido bidimensionaics con discos duros.



CAPITULO 3. PROPIEDADES ESTATICAS

6.0

|

L

L 1 l -

G(x,y)

(b) n*=05, x=0 |

G(x,y)

(¢) n*=07, y=0 |

08

FIGURA 3.12. Funcién de distribucién G(z. y) para el dimero con separaciéon AL = o en

las direcciones perpendicular (y = 0) y paralela (z = 0). La linea sélida corresponde a la

aproximacién de superposicion y los puntos a los datos exactos de la simulacién numérica

del modelo con Monte Carlo. n* es la densidad reducida del sistema de esfera dura.
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FIGURA 3.13. Lo mismo que en la Fig. 3.12 pero con AL = 30.
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3.3 Funcion de distribucion de 4-particulas

También hemos calculado la funcién de (istribucion de d-particulas ¢ (r, vy, o, r3)
para algunas configuraciones especificas para el fluido bidimensional con el po-
tencial de Yukawa considerado en la scccion 3.1. De hecho, hemos calculado
G(z,y) = g¥W(r,r1,rs,13)/¢® (r1,12,1,), el cual es proporcional al perfil de la
concentracién local n®(r) (dada por la Iic. (1.10) en el capitulo 1), de particulas
en la posicién r = (z,y) alrededor del arreglo formado por las tres particulas fijas en
r1, ry y r3. El arreglo especifico que consideramos esta definido por ry = (0, —AL),
r, = (0,0) y r3 = (0,AL). Esta es la extension del dimero considerado en la
seccién 3.1 al trimero lineal. Como en «quella seccion. aqui también consideramos
dos valores para la separacion AL entre las particulas fijas, a saber, AL = 100 y
AL = 200. Los resultados son presentados en las Figs. 3.14 y 3.15, respectiva-
mente. En estas figuras, comparamos los resultados obtenidos con la simulacion
numeérica para G(z,y), con los resultados derivados de la aproximacion de super-

posicién para ¢ (r,ry, T2, T3).

Los resultados en las Figs. 3.14 v 315 corresponden a la suspension coloidal
con el potencial de Yukawa para tres liferentes concentraciones, a saber, n* =
0.002,0.005 y 0.008. De esta manera, las Figs. 3.14 v 3.15 para el trimero cor-
responden, respectivamente, a las Figs. 3.8 y 3.9, para el dimero, discutido en la
seccién 3.1. Observamos en primer lugar la secuencia de Figs. 3.14.a, 3.14.c y
3.14.¢, en donde la funcién G(z,y = 0) para AL = 100 es mostrada a lo largo del
eje perpendicular al eje axial del trimcro, en funcion de la concentracion n* del
sistema. Claramente, la aproximacién de superposicion sobreestima la estructura
para el sistema con menor concentracion, y muestra un apreciable defasamiento.
Para sistemas con mayor concentracion. sin embargo. cste defasamiento es mucho
menor, pero el pico principal es ahora subestimado. Esta secuencia comparati-
va se corresponde a la secuencia 3.8.a. 3.8.¢ v 3.8.d para el dimero. La funcién
G(z = 0,y) que describe como varia G(..y) en la direccion paralela al eje axial del
trimero es mostrada en la secuencia de Figs. 3.14.0. 3.14.d y 3.14.f en funcion de
la concentracion. Aqui, la aproximacion de superposicion subestima la estructura
de los sistemas con menor concentracidr 1. v la sobreestima para los sistemas con

mayor concentracion. El defasamiento 1 esta direccion os mas pequeno que en la
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FigurA 3.14. Funcidn de distribucién local G(r,y) para el trimero con separacién
AL = 100. La funcién de distribucion local G(r,y) sc presenta sobre el eje perpen-
dicular (y = 0) y el eje paralelo (z = 0) al eje axial del trimero. La linea sélida y los
puntos corresponden a los resultados obtenidos con la aproximacion de superposicion y

la simulacién numérica del sistema, respectivamente. n* es la densidad reducida.
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FIGURA 3.15. Lo mismo que en la Fig. 3.14 pero con AL = 200.
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direccion perpendicular.

La Fig. 3.15 presenta una comparacion similar para el caso AL = 200. De esta
figura, podemos ver que la aproximacion de superposicion se compara bastante
bien con los resultados de la simulacién del sistema en la direccién paralela al eje
axial del trimero (Figs. 3.15.b, 3.15.d y 3.15.f), mientras que en la direccién perpen-
dicular (Figs. 3.15.a, 3.15.c y 3.15.¢) las discrepancias son mads importantes. Esto
es particularmente notable para el sistema con la concentracion intermedia (Fig.
3.15.b), en donde atn el acuerdo cualitativo es poco satisfactorio. Esto ilustra, sin
embargo, las peores condiciones que se pueden observar. Junto con los otros resul-
tados en las Figs. 3.14 y 3.15, podemos atn decir que, a pesar de su simplicidad,
la aproximacién de superposicién provee una muy razonable representacion de los

principales rasgos de G(z,y) para los sistemas y configuraciones considerados aqui.



Capitulo 4

Funcion de friccion

En este y en el siguiente capitulo presentaremos los resultados de nuestro exper-
imento de simulacién para las propiedades dindamicas de nuestro modelo. Estas
propiedades son, esencialmente, los desplazamientos cuadraticos medios ((Ar (t))?),
((Ar(1)?) ¥ ((Arg(t))?) de nuestra trazadora no-esférica que se difunde trasla-
cionalmente en la direcciéon perpendicular (L) y paralela (||) a su eje de simetria
axial, asi como rotacionalmente (/?). Nos interesa describir estas cantidades co-
mo funcién de las propiedades de la suspension de esferas con las que interactia
la trazadora (por ejemplo, la concentracion n*) y de las propiedades de la propia
trazadora (el nimero N7 de esferas del arreglo rigido que la constituyen, y la sep-
araciéon AL entre ellas). Los aspectos dindmicos que deseamos estudiar consisten,
por supuesto, en la dependencia temporal de las funciones ((Ary(t))?) (o =1,y
R). Al igual que en el caso de trazadora esférica interactuante, también aqui los
procesos fisicos que se asignan en las interacciones de la trazadora con las particulas
esféricas circundantes definen una separacion de escalas de tiempo asociadas a las
colisiones entre particulas. A tiempos muy cortos, el movimiento browniano de la
trazadora es basicamente difusién libre, mientras que a tiempos largos, el efecto de
las interacciones ha quedado plenamente establecido, resultando en una renormal-
izacién del coeficiente de friccién, que evoluciona de su valor £2 a tiempos cortos,
al valor &, = €2 + A&, a tiempos largos, en donde A&, representa el efecto de las
interacciones directas entre la trazadora y sus vecinas esféricas. El transito entre
el régimen de tiempos cortos y el de tiempos largos define el régimen de tiempos
intermedios, que es el que nuestro experimento de simulacion pretende describir.
Por el momento, sin embargo, nos acotaremos en este capitulo a la discusién de las
propiedades de ((Ar,(t))?) en el régimen de tiempos cortos; el régimen de tiem-
pos intermedios sera discutido en el siguiente capitulo. En la siguiente seccién

reiteramos o ampliamos algunos conceptos sobre el movimiento browniano de la
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trazadora no-esférica interactuante, y sobre el experimento de simulacién cuyos
resultados presentamos y analizamos aqui, en el régimen de tiempos cortos, en la
secciéon 4.2. En el andlisis de estos resultados exactos se hara uso extensivo de
resultados tedricos también exactos. En las secciones 4.3 v 4.4, en cambio, se dis-
cuten las predicciones tedricas que resultan de la introduccion de aproximaciones,

y estos resultados aproximados se comparan con los resultados de la simulacion.

4.1 Régimen de tiempos cortos

Como se indicd en los capitulos 1 y 2, a tiempos muy cortos, el movimiento
browniano de nuestra trazadora no-esférica es basicamente difusion libre, es decir,
((Arq(t))?) estd dado por 2D2%t, donde DS = kgT /€5, con & siendo el coeficiente
de la friccién debida sélo al solvente. Estos coeficientes son conocidos de antemano,
y en nuestro experimento, fueron definidos en las Ecs. (2.9). Asi, los primeros efec-
tos debidos a las interacciones entre la trazadora no-esférica y sus vecinas eféricas

aparece a orden t? en la dependencia temporal de ((Ar,(t))?). Asi, si escribimos

(Aro(®)?) = 2D0¢ |1 - %Aat o), (4.1)

el estudio del efecto de las interacciones sobre ((Ar,(t))?) en el régimen de tiempos
cortos se puede reducir al andlisis del coeficiente A, del término cuadratico en el

tiempo. Este es el objetivo del presente capitulo.

En el capitulo 2 se explicé el procedimiento que se utiliza para calcular ((Ar,(t))?)
en nuestro experimento de simulacién. De los resultados directos de este experi-
mento puede extraerse, haciendo el ajuste de los datos en el régimen de tiempos
cortos, el coeficiente A, del término cuadratico. Esto lo hemos hecho, v los resul-
tados correspondientes constituyen la esencia de este capitulo, y son presentados
en la siguiente secciéon. En la practica, sin embargo, este ajuste se hace de manera
mas directa graficando mas bien el coeficiente de difusion dependiente del tiempo,

definido como
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Ary(t))?
D)= ) o ) (1)
ya que en términos de esta cantidad, la expansion a tiempos cortos de la Ec. (4.1)

se puede reescribir como

Da(t) _
Do

= %Ag;t* +O((t)?), (4.3)
a

en donde A& = 7°A,, y t* = t/7° es el tiempo, en unidades de 7° = 0?/D° (o es
el didmetro de esfera dura de las esferas y D su coeficiente de difusion libre). Asi,
de la gréfica de los resultados de la simulacién para D, (t)/D2 encontramos que su
pendiente inicial como funcién del tiempo, nos proporciona directamente (salvo un
factor de 1/2) el coeficiente AE?.

Por otra parte, existe también una expresion tedrica para esta misma propiedad.
Recordemos primero que los desplazamientos Ar,(t) estan definidos en términos
de las correspondientes velocidades v,(t) (vz(t), v,(t) y w,(t) para a =1, || y
R, respectivamente) como Ar,(t) = fﬂt dt'v,(t'). Entonces, podemos escribir a
((Ara(t))?) en términos de la funcién de autocorrelacién de velocidades Cy(t) =

(va(t)va(0)), de la siguiente manera

{((Ara(t))*y = 2/ dt'(t — t")C, (1), (4.4)

0

en donde @ =1, || y R. Por su parte, la funcién de autocorrelacion de velocidades
Cu(t) se puede relacionar, de acuerdo a la Ec. (4.4), con la funcién de friccién
A&, (t) que representa los efectos de la friccién debido a las interacciones directas
entre la trazadora axial y las particulas esféricas en la suspension. De acuerdo con
la Ec. (1.57), la transformada de Laplace de dicha relacién puede ser escrita, en el

régimen difusivo, como
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Cu(e) = — oL (4.5)
£ + Ada(2)
Las expresiones anteriores ilustran la importancia de la funcion de friccion A&, (t)
en la determinacién del desplazamiento cuadratico medio de la trazadora. Supong-
amos ahora que las funciones A&, (1), Cu(t) v ((Ar,(1))?) que entran en las rela-
ciones anteriores pueden ser expandidas en una serie de potencias del tiempo alrede-
dor del valor t = 0. (Esto no puede aplicarse para el caso de sistemas con un po-
tencial singular como, por ejemplo, el potencial de coraza dura, pero si en nuestro
sistema de Yukawa). Uno puede demostrar que para tiempos cortos, ((Arq(t))?)

puede ser escrita como

Dy(t) _ ((Ara(t))2> B T°AL(t=10) , :
Do = b C 1- T_t + O(t%). (4.6)

Asi, el coeficiente adimensionado A}, es esencialmente el valor inicial de la funcién

de friccién AE,(t), es decir,

Ag, = 1AL (t = 0)/€;. (4.7)

Por lo tanto, si pudieramos determinar A&, (¢), o al menos el valor inicial, po-
driamos tener una determinacion alternativa del coeficiente A&’ que describe el

comportamiento dindmico en el régimen de tiempos cortos estudiado en este capitulo.

Por otra parte, en efecto, tenemos que el resultado mas fundamental de la
extension a trazadora no-esférica de la Ecuacion de Langevin Generalizada (ELG),
es precisamente una expresion general y exacta para la funcion de friccién A&, (t),

que para nuestro modelo se puede escribir como

A (t) = — /d2r1 /dzrz [I\'ﬁ?)d)(rl)} x(ry.19; 1) [>]\'§;')71,""(r);] i (4.8)
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en donde ¥(r) es el potencial de interaccién entre la trazadora y una particula
esférica localizada en r con respecto al centro de masa de aquella, n“(r) es el perfil
de distribucién de particulas esféricas alrededor de la trazadora, cuyos resultados
fueron presentados y discutidos en el capitulo 3, x(r;,ry;7) es el propagador col-
lectivo del sistema cuya condicién inicial exacta es y(r,,ro;t = 0) = d(r; —ry), y

K es el operador

J 0
KL - = == g® _ .= = )
r oz’ ’ oy’ b I dy o (4.9)

De acuerdo a la Ec. (4.8) y la condicién inicial x(ri,r2;¢ = 0) = 6(r; — 1), la

funcion de friccion en t = 0 esta dada por la ecuacion

Ab(t=0)= - | / d*r [Kﬁ%(r)] [A’ﬁa)nm(r)]. (4.10)

Esta ecuacién nos indica que A&,(t = 0) es una propiedad estdtica, la cual es
escrita en forma exacta en términos de 9 (r) y n®(r). Utilizando este resultado
en la Ec. (4.7) que relaciona a A&,(t = 0) con el coeficiente AE! del término

cuadrético en t de ((Ar4(t))?), tenemos finalmente que éste puede ser escrito como

S { K gy )} [A’s%:(r)] (4.11)

en donde A; = Ay = Nry Agp = NyR? y con G(r) = n®(r)/n siendo una funcién

de distribucién discutida en el capitulo anterior.

4.2 Resultados exactos

En esta seccién presentamos y discutiremos los resultados de nuestro experimen-

to de simulacién en el régimen de tiempos cortos. En todos los resultados de este
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F1GURA 4.1. Desplazamiento cuadratico medio rotacional de un dimero con longitud

AL = 100, en una suspension con concentracién n* = 0.006.

capitulo, supondremos que los parametros de la interaccion de Yukawa entre esferas
se mantienen fijos con valores K = 500 y z = 0.15, v solo variaremos su concen-
tracién n*. Como ilustracion, en la Fig. 4.1 presentamos los datos de simulacién
para el desplazamiento cuadrédtico medio rotacional de un dimero browniano de
separacién AL = 100 en una suspension de esferas con concentracion n* = 0.006.
En esta figura se incluye también el resultado para difusion libre (n* = 0), y se ilus-
tra el comportamiento de ((Ar,(t))?) en todo el régimen de tiempos intermedios.

Sélo en el inserto se amplia la escala para ilustrar el régimen de tiempos cortos.

Los datos mostrados en el inserto son graficados enseguida en la Fig. 4.2.¢, pero
ahora en términos del coeficiente de difusién rotacional D (t)/D%,. Los resultados
de la difusion libre, ((A6(t))?) = 2D%t, representados por la linea punteada con
pendiente 2 en la Fig. 4.1, corresponde en la Fig. 4.2.c alarcecta con Dg(t)/Dg, = 1.
Los resultados de la simulacién para la trazadora interactuante (curva solida en
la Fig. 4.1), ahora corresponde a la curva sélida en la Fig. 4.2.c. En este caso,
tnicamente en el limite t — 0, Dy(t)/D% — 1. La desviacion de Dg(t)/ D9, de la
unidad es una medicién de los efectos de las interacciones entre la trazadora y las
particulas en la suspension. A primer orden (en el ticmpo). esta desviacién estéa
representada por la pendiente inicial de la curva solida en la Fig. 4.2.¢, la cual, de

acuerdo con la Ec. (4.3), es justamente A&}, /2. De esta manera, como indicamos
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FIGURA 4.2. Coeficientes de difusién del dimero en el sistema de la Fig. 4.1.
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FIGURA 4.3. Funcién de distribucion de particulas esféricas G(z,y) alrededor del dimero

en el sistema de la Fig. 4.1.

antes, podemos hacer un ajuste de Dg(t)/D$, para tiempos muy cortos, del cual
podemos extraer el valor Ay obtenido de la simulacion numérica del modelo.
Alternativamente, para determinar el valor exacto de A&}, podemos determinar
primero, de la simulacién numérica, la propiedad. estatica n®(r) del modelo, que
es entonces introducida en la expresién tedrica exacta para Aég(t = 0) en la Ec.
(4.10).

Para el sistema que empleamos como ilustracion, n®(r) = nG(xz,y) esta presen-
tado en la Fig. 4.3. De esta manera, este resultado es usado para evaluar la integral
correspondiente para determinar la funcién de friccion A&}, lo cual nos permite
comparar la linea recta Dg(t)/Dj = 1 — LA&Ht*, con los resultados derivados de
la simulacién para Dg(t)/D%. Esto estd hecho en la Fig. 4.2.¢, en donde la linea
recta es el resultado de la Ec. (4.6) truncada hasta el término lineal en t*, con A&},
determinada del resultado tedrico exacto mostrado en la Fc. (4.11). Claramente,
si bien las desviaciones de Dg(t)/D$, de orden mayor al término lineal en ¢* son
ya apreciables en los datos de la simulacién, existe un total acuerdo cuantitativo
a tiempos muy cortos con la prediccion tedrica para la pendiente inicial A&},/2.

El valor numérico para este parametro para las condiciones de la Fig. 4.2.¢ es
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A€y = 0.452. En las Figs. 4.2.a y 4.2.b tenemos las comparaciones correspondi-
entes para los coeficientes de difusion traslacional en las direcciones perpendicular

(L) y paralela (]|) al eje axial de la trazadora.

En nuestro trabajo, hemos determinado A&} para o =1, || y R en esta forma,
es decir, usando los datos obtenidos de la simulacion para n°(r) en la Ec. (4.11),
para varias concentraciones n* de las esferas alrededor de la trazadora no-esférica
formada por Ny = 2 y 3 particulas esféricas espaciadas por la distancia AL = 100
o AL = 200. En todos los casos, la comparacion de la pendiente inicial AEL/2 de
D,(t)/D? con los datos de la simulacién fué con el mismo grado de calidad como
se ilustr6 en la Fig. 4.2. De esta forma, la mejor manera de resumir los datos de
simulacién para D,(t)/DS en este régimen de tiempos muy cortos es presentar los
resultados para A&} obtenidos de la Ec. (4.11) y de los datos de simulacién de

n®(r) para todos estos sistemas y condiciones. Esto sc hace en las Figs. 4.4 y 4.5.

En la discusién de estos resultados, es util considerar un limite interesante de
nuestro modelo en el cual la distancia de separacion AL entre las particulas de
la trazadora es muy grande. En este limite, uno puede esperar que la fuerza de
friccién total sobre la trazadora sea la superposicion de las fuerzas en cada una de
las particulas individuales que la constituyen. De esta manera, uno espera que el
coeficiente de friccion total £, = £ + A&, se relacione con el coeficiente de friccion
total £ = &° + A€ de una particula esférica individual, en la misma forma como
&2 se relaciona con £° en nuestra suposicion en la Ec. (2.9). Como consecuencia,
en este limite, las contribuciones Aé, debido a las interacciones directas se van a
relacionar de la misma manera con la correspondiente cantidad A& para la trazado-
ra esférica. Si esto se aplica para las funciones dependientes del tiempo A&, () y
A&(t), entonces uno puede esperar que, en particular, A&, (1 = 0) y A&(t = 0) se

relacionen en este limite por una relacién andloga, es decir,

AL (t=0) = NpA&(t=0).
Ag(t=0) = NpA&(t=0). (4.12)
Alp(t =0) = NpREAE(t = 0)
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Estos ansatz para A,(t = 0) son entonces normalizados con su respectivo coefi-
ciente hidrodindmico &2, definido en la Ec. (2.9), dando por resultado las siguientes

relaciones entre los coeficientes adimensionados A&

AL = Ag = Ay = AL (4.13)
en donde
AL = T”Ag(zoz O), (4.14)

Esto ultimo nos indica que, graficando A} como una cantidad adimensionada, los
resultados correspondientes para o =L, || y R, y para los diferentes valores de Ny y
AL, deberan colapsarse en el limite AL — oo al valor iinico A&*, que corresponde

a una trazadora esférica.

En realidad, no es dificil demostrar que las anteriores expectativas, basadas en
argumentos intuitivos, se derivan exactamente de nuestros resultados exactos en
las Ecs. (4.10) y (4.11), al tomar el limite AL — co. En tal andlisis, se hace uso del
hecho de que para una separacion grande AL entre las particulas que constituyen

a la trazadora, G(r) puede ser aproximada con la aproximacion de superposicién,

G ~ [ [ ol - x.)), (4.15)

donde g(r) es la funcién de distribucion radial de particulas esféricas libres alrede-
dor de cada una de las Ny particulas esféricas de la trazadora axial, y el cual
corresponde a la funcién de distribucién radial en el sistema homogéneo. Ademds,
para un valor suficientemente grande de AL, si escribimos g(r) en la Ec. (4.15)
como g(r) =1+ (g(r) — 1), entonces la Ec. (4.15) puecde ser escrita, en el limite

en el cual AL es mucho mayor que la longitud de correlacion A de g(r), como
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N]+Z (v =) - 1]. (4.16)

Sustituyendo esta ecuacién, junto con la Ec. (2.12) para 1)(r), en la Ec. (4.11)

para A&} se consigue el siguiente resultado

AL = %/ d2r [Vﬁu(r)] : [vw-)] (4.17)

La linea sélida en las Figs. 4.4y 4.5 corresponde a A¢;, /2 evaluado de esta ecuacion,
con fu(r) dado por la Ec. (2.13) y con los resultados cxactos de g(r) obtenidos de

la simulacién numérica del sistema homogéneo.

Las Figs. 4.4 y 4.5 presentan nuestros resultados para A&, (¢ = 0) en la manera
sugerida por la propiedad de escalamiento discutida anteriormente. En la Fig. 4.4
se han graficado los resultados para A£} /2, A& /2 v A&}, /2 correspondientes al
“dimero” y al “trimero” (es decir, Ny = 2 y Ny = 3), cuyas particulas se encuen-
tran espaciadas por la distancia AL = 100. La Fig. 4.5 contiene los resultados
para una distancia de espaciamiento mas grande, a saber, AL = 200. Los datos
en la Fig. 4.4 corresponden a la situacién en la cual uno no esperaria que estas
reglas de escalamiento limite se cumplieran, dado que la separacion AL = 100
es tal que la aproximacién en la Ec. (4.15) para G/(r) no se satisface. De esta
manera, encontramos que A&} para esta pequena separacion depende de Np, y
del correspondiente modo de movimiento (L, | y /2). Notemos, sin embargo, que
los resultados correspondientes para A&} concuerdan con las predicciones cuali-
tativas de estas reglas de escalamiento limite en forma precisa, mientras que Afl‘l
exhibe la mayor desviacion de este comportamiento. [-n contraste, de la Fig. 4.5
podemos ver que cuando la separaciéon AL se incrementa a AL = 200, los tres
coeficientes A&} exhiben todas las caracteristicas predichas por esta regla de es-
calamiento limite. De esta manera, en la Fig. 4.5, las diferencias entre los valores

obtenidos para AE}, para el dimero y para el trimero. son casi despreciables en los
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FIGURA 4.5. Lo mismo que en la Fig. 4.4 pero con AL = 200.
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tres casos (o =1, || y R). También, existen pequenias diferencias entre los resulta-
dos correspondientes a estos tres modos de movimiento. v entre ellos y la curva de
escalamiento limite. Como en la Fig. 4.4, estas diferencias son mayores para Ag)

que para A€} y A,

De esta manera, la primera conclusion que derivaimos de las Figs. 4.4 y 4.5,
es que las reglas de escalamiento limite para A&, las cuales se espera se cum-
plan solo en el limite AL — oo, resultan ser un concepto bastante 1til, incluso
en el aspecto cuantitativo, para el caso AL = 200. Para esta separacion, las
aproximaciones dadas en las Ecs. (4.15) y (4.16) son todavia insuficientemente
precisas; no obstante, podemos decir que aun cuantitativamente, las reglas de es-
calamiento limite proveen una aproximacion simple v razonablemente precisa de
los resultados exactos para separaciones de AL que no scan muy pequenas. En
este aspecto, para tener una nocion mds cuantitativa de los valores de AL emplea-
dos aqui, recordaremos que para nuestro sistema con ¢l potencial de Yukawa uno
puede definir un didmetro efectivo o.; como la distancia de maximo acercamiento
entre dos particulas coloidales de la suspension. Para nuestro sistema, tenemos
que este didmetro efectivo es del orden de 100. De esta manera, en términos de
este diametro efectivo, la separacién AL = 100 corresponde a un arreglo lineal
de particulas con un didmetro efectivo de o,y = 100 en “contacto” una con otra,
mientras que para AL = 200 corresponde a una distancia de centro a centro con
el doble del didmetro efectivo o,;. Asi, los resultados en las IMigs. 4.4 y 4.5 indican
que la distancia AL no tiene que ser mas grande que ¢l doble del didametro efectivo
oes para que A} concuerde con las predicciones de las propicdades de escalamiento

discutidas arriba.

Como anteriormente se puntualizo, las desviacioncs del comportamiento de es-
tas reglas de escalamiento son siempre mayores para A&7, y menores para A&Y.
Esto se puede entender en términos de un efecto de apantallamiento de las “col-
isiones” entre las particulas esféricas de la trazadora con las particulas esféricas
de la suspension. Si la trazadora se mueve en la direccion longitudinal, la primera
particula “apantalla” a la segunda, y esta dos particulas apantallan a la tercera (en
el caso del trimero) de las colisiones con otras particulas. Iisto reduce la friccion
total Ag sobre la trazadora con respecto a su valor \; A cuando este apan-

tallamiento estd ausente, tal como en el limite AL — ~ . [-sto explica porqué Ag)



CAPITULO 4. FUNCION DE FRICCION 78

se encuentra abajo de la curva del escalamiento limite cn todos los casos en las
Figs. 4.4 y 4.5. Esto también explica porqué Afﬁ es mas pequeno para el trimero

que para el dimero, como se pucde ver en la Fig. 4.1.0.

En contraste, este efecto de apantallamiento esta auscute (o es menos impor-
tante) cuando la trazadora se mueve en la direccion perpendicular a su eje axial.
Por consiguiente, para este movimiento, la superposicion directa de las fuerzas de
friccién sobre todas las esferas en la trazadora es una cstimacion mas precisa de
la friccion total sobre la trazadora, y esto explica porque AT se encuentra mucho
mas cerca de la curva de escalamiento limite en las IFigs. 1.4 y 4.5. El hecho de
que A}, se encuentre entre ALY v Aéﬂ indica que este cfecto de apantallamiento es
moderadamente importante para el movimiento rotacional. Lo que es mas notorio
de los resultados para Agj en la Fig. 4.4.c, es el hecho de que este caso, A}, es
menor para el dimero que para cl trimero (compare con los resultados de la Fig.
4.5.c, en donde sucede lo opuesto para A&y como consccuencia de este efecto de
apantallamiento). Nosotros entendemos esta cualidad de A&}, para AL = 100 en
términos del hecho de que G(r) estd mas cercana a una funcién de distribucion
radial para el dimero que para el trimero, el cual ticne una excentricidad maés

grande.

Esto completa la presentacion de los resultados para A’ obtenidos de la sim-
ulacién numérica del sistema. Ahora emplearemos cstos resultados para estimar

la precision cualitativa y cuantitativa de dos aproximaciones alternativas para el
calculo de AE},.

4.3 Aproximacion de superposicion

Ahora discutiremos los resultados de evaluar la expresion exacta para AEL, Ec.
(4.11), cuando usamos la funcién G(r) obtenida de la aproximacion de superposi-
cién, definida en la Ec. (1.11) para el dimero o la Ec. (1.12) para el trimero. En
el capitulo anterior, hemos presentado la comparacion dirccta entre los resultados
para G(r) obtenidos de la simulacién numérica del modelo v los resultados para

G(r) obtenidos de esta aproximacion de superposicion. \qui deseamos estimar la
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precisién de la aproximacion de superposicion en el contexto de la evaluacion de la
integral que esta involucrada en ¢l calculo de AE:. Il principal proposito de esta
comparacién es ver si esta aproximacion podria constituir una aproximacién con-
fiable (y, por lo tanto, bienvenida!) para simplificar los cilculos de las propiedades
dinamicas. Por supuesto, podemos adelantar que, dado que la aproximacion de
superposicién para G(r) serd exacta en el limite para N/ oo, al menos en este
limite los correspondientes resultados aproximados para A no van a diferir de
la evaluacion exacta de esta propiedad discutida en la seccion anterior. Ademas,
dado que los resultados exactos se encuentran razonablemente cercanos (excepto
para Aﬁﬁ) a su valor limite, para AL = 200, uno espera que los resultados con la
aproximacion de superposicion para A&’ sean lo suficicnteniente precisos para este
valor de AL. De hecho, esto es exactamente lo qué encontramos. De esta manera,
nuestra primera conclusion en esta direccion pueden establecerse diciendo que si
tomamos en cuenta la incertidumbre numérica, los resultados de la aproximacion
de superposicion para A} y A&y, correspondientes al dimero y el trimero son indis-
tinguibles de los resultados exactos en la escala de las I'igs. 1.6.a y 4.6.¢c. De hecho,
esto prodria decirse de los resultados para A{ﬁ correspondientes a la Fig. 4.6.b,
excepto que en este caso, pueden notarse ligeras desviaciones para los sistemas
mas concentrados. Esto, sin embargo, no cambiara la conclusion general de que
la aproximacién de superposicion para A&} provee una muyv buena representacion

cuantitativa de estas propiedades para separaciones del orden de AL = 200.

Para una separacion pequena entre las particulas esl¢ricas de la trazadora, tal
como el valor AL = 100, uno espera que las imprecisiones introducidas por la
aproximacion de superposicion sean grandes. Para ilustrar esto, en la Fig. 4.7
graficamos los resultados de la aproximacion de superposicion para AE), corre-
spondiente a las mismas condiciones de la Fig. 4.6. Dec esta figura, podemos
inmediatamente ver que todas las tendencias cualitativas de los resultados exactos
discutidos en la seccién anterior, son correctamente exhibidas por los resultados de
la aproximacién de superposicion para A&’ también para ol valor AL = 100. Las
diferencias cuantitativas, sin embargo, son mas importantes que para la longitud
AL = 200, particularmente para Afﬁ' De esta comparacion, uno puede concluir
que al menos para los sistemas v condiciones en cste trabajo. la aproximacion

de superposicidn constituye una importante simplificacion o ser considerada en la
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FIGURA 4.6. Pendiente inicial A’ /2 para un dimero (N7 = 2) y un trimero (Np = 3),

para la longitud AL = 200. La curva sélida y la curva en trazos corresponden a los

datos calculados con la funcion G(r) de la simulacién, mientras que los datos mostrados

con simbolos corresponden a los resultados calculados con la funcién G(r) obtenida con

la aproximacién de superposicion.
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evaluacién de las propiedades dinamicas del tipo estudiado en este trabajo. Men-
cionaremos, sin embargo, que estas conclusiones estan basadas en ¢l uso de esta
aproximacion unicamente, puesto que para la funcion de distribucion radial g(r)
hemos empleado los resultados derivados de la simulacion numérica del sistema.
De esta manera, evitamos el uso de cualquier otra aproximacion para ¢(r), como
aquellas que se basan en ecuaciones integrales [47,48]. Atn con el uso de la funcién
g(r) obtenida de la simulacion, la aproximacion de superposicion resulta ser una
ruta muy sencilla para evaluar (/(r), comparado con ¢l extenso cilculo numérico

requerido para determinar la funcion G(r) de la simulacion numérica del sistema.

4.4 Aproximacion de homogeneidad

En la seccién previa hemos discutido los resultados aproximados de A& usando
la expresién exacta dada por la Ec. (4.11), con la funciéon G/(r) obtenida de la
aproximacion de superposicion. En esta seccion discutiremos otra aproximacion
para calcular A&} basada en el uso de la funcién G/(r) exacta (obtenida de la
simulacién) en otra expresion, esta vez aproximada, para A’. Resulta ser que
la Ec. (4.11) es una de tres expresiones exactas y cquivalentes para AE}. Las
otras dos se pueden derivar de la Ec. (4.8) y el uso de la llamada ecuacién de
Wertheim-Lovett [49,50]. Esta es una relacion exacta derivada de la teoria de los

fluidos inhomogéneos [48], la cual puede escribirse conio

Vn®(r) = — / d’rG(r,r';t = 0)V3y(r'), (4.18)

en donde G(r,r';t = 0) = (6n(r:0)on(r’;0)) es el valor inicial de la funcién de van
Hove definida en la Ec. (1.49). La Ec. (4.18) tambicn se cumple, si en lugar del
operador ordinario del gradiente V, aplicamos cualquicra de los operadores Kﬁa)
definidos en la Ec. (4.9). El uso de la Ec. (4.18) para eliminar [/\'ﬁ‘”'}["’"(ﬂ] en
favor [Kﬁa)ﬁw(r)] en la Ec. (4.11) nos lleva a la llamada “ccuacion de la fuerza”
para AE’, mientras que la eliminacién de [[\'ﬁ”)dzx(r)\ de la Ec. (4.11) nos lleva

a la ecuacién que es referida como la “ ecuacidn dc la concentracion™ [23]. De
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esta manera, usando la Ec. (4.18), podemos reescribir el resultado exacto para
A, (t = 0) dado en la Ec. (4.8) como

AL (f=1] = kBT/d2T1 / d*ro {I\’ﬁ?)neq(rl)} G~ (ry, 1ot = 0) {1\’}.,‘3”7),“"(1'2)},
(4.19)

en donde la funcién G~ (ry,ro; ¢ = 0) es la inversa de la funcion G(ry, ro;t = 0) en

el siguiente sentido

/dQ’I‘IG(I‘,I‘I;t =0)G7(r',x";t =0) =6(r — 1"). (4.20)

En principio, la ecuacién de la concentracion para A&, (¢ = 0), Ec. (4.19), es tan
exacta como la ecucién fundamental dada por la Ec. (4.8). Su uso practico, sin
embargo, requiere del conocimiento del valor inicial de la funcion de van Hove

G(r,r';t = 0). Esta funcién puede ser escrita como
) ) p

G(r,r';t = 0) = n®%(|r — 1'|) + n®(r)n(x") [¢'P(r, 1) — 1], (4.21)

en donde g®(r,r’) es la funcién de correlacién entre dos particulas esféricas en el
fluido inhomogéneo en presencia del campo externo producido por la trazadora. De
esta manera, ¢ (r,r') en la Ec. (4.21) es en realidad una funcién de distribucién
de tres particulas (la trazadora v dos particulas esféricas de la suspension). Sobra
decir que una evaluacién exacta de G(r,r’;t = 0), si bien es en principio factible,
es cuando menos impractica. La aproximacion de homogeneidad consiste en des-
preciar la influencia de la trazadora en el calculo de esta funcion, de tal forma que

podamos remplazarla por su valor en el bulto, tal que

G(r,r';t = 0) = né(jr — r'|) + n*[g(|r —1|) - 1], (4.22)
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en donde g(r) es la funcién de distribucion radial de un fluido de particulas esféricas.
Esto nos permite evaluar la Ec. (14.19) de una manera aproximada, y ¢l resultado de
esta aproximacion es el que descamos comparar con los resultados ya presentados
y discutidos en la seccién 4.2. En la practica, las Ecs. (4.8) y (4.22) son evaluadas
introduciendo la transformada de Fourier, de tal forma que A&, (t = 0) de la Ec.

(4.19) puede ser reescrita como

)
|2

KSH®K)| /S(k), (4.23)
]

Agzﬁh /#k

n=Ada

en donde H(k) es la transformada de Fourier de //(r) = G(r) — 1, S(k) es el
factor estdtico de estructura de la suspension en el bulto (sin la trazadora), y los

operadores K\ estan definidos por

KW = —ik,, KV =—ik,, K= /;_,.% - /.;],-0%. (4.24)
y a

En las Figs. 4.8 y 4.9 presentamos los resultados para A&’ /2 obtenidos de la Ec.
(4.23) en el cual la funcién de entrada G(r) que es empleada es la obtenida de la
simulacién numeérica del sistema. Para la comparacion. se usan los correspondientes
resultados exactos para A&}, discutidos en la seccion 1.2, De esta comparacion en
la Fig. 4.8, encontramos que para AL = 100 los resultados con la aproximacion de
homogeneidad presentan todos los rasgos cualitativos de los resultados exactos dis-
cutidos en la seccion 4.2. Las principales diferencias cuantitativas, consisten en una
sobreestimacién sistematica de los efectos de las intceracciones. Estas diferencias
son mayores para los sistemas mas concentrados. Para el caso de una separacion
mayor, AL = 200 (Fig. 4.9), los resultados aproximados también exhiben los mis-
mos rasgos cualitativos de los resultados exactos, tal como la coincidencia entre
Ag} para el dimero y para el tiimero. La dependencia de A&, en la concentracion
n*, ahora difiere, sin embargo. del comportamiento de los resultados exactos, mas
cuantitativamente, y en especial para los sistemas con mayor concentracion. De
esta forma, de las Figs. 4.8 v 1.9, uno esperaria que la introduccion de la aproxi-

macion de homogeneidad sea mas itil para trazadoras cortas que para trazadoras
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FIGURA 4.8. Pendiente inicial A} /2 para un dimero (N = 2) y un trimero (Np = 3),
para la separacién AL = 100. La curva sélida y la curva en trazos corresponden a
los datos usando la expresién exacta para A}, mientras que los datos mostrados con

simbolos corresponden a los resultados derivados con la cxpresion aproximada para AE}.
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mas elongadas. Esta conclusion, sin embargo, unicaiiente se aplica para el valor
inicial A& de A&,(t), el cual define el comportamicnto de ((Ar,(1))?) en la etapa
inicial del régimen de tiempos intermedios, considerado en este capitulo. A tiem-
pos més grandes, el uso de la aproximacion de homogeneidad serd inevitable [23], y
tiene que ser introducida en conjunto con otras aproximaciones para el propagador
colectivo x(r,r';t). Entonces. sin embargo, no serd posible separar los efectos de
las varias aproximaciones quc cs necesario introducir en el calculo tedrico de las
principales propiedades de difusion de la trazadora axial para tiempos arbitrarios.
De esta manera, el valor de las comparaciones realizadas en las Figs. 4.8 y 4.9
es que ellas nos permiten tener una idea cuantitativa v cualitativa mas precisa de
los efectos introducidos por una de las aproximaciones simplificadoras mds impor-
tantes y necesaria para desarrollar un esquema tedrico que describa razonablemente

el movimiento browniano del modelo.



Capitulo 5

Coeficientes de difusion

En este capitulo continuamos con la presentacion y ¢l analisis iniciado en el capitulo
anterior de los resultados de nuestro experimento de simulacion. Aqui nos abo-
caremos a la discusion de los resultados correspondientes al régimen de tiempos
intermedios. Este régimen se refiere a la transicion del régimen de tiempos cortos
al régimen de tiempos largos. Es en este régimen transitorio en donde se man-
ifiesta la evolucién temporal de los efectos de las interacciones directas entre la
particula trazadora no-esférica y las particulas esféricas en la suspension circun-
dante. Al igual que en el capitulo anterior, presentaremos primero los resultados
de la simulacién numérica, discutiendo sus principales caracteristicas en términos
de sus tendencias cualitativas generales y de su significado fisico. In la segunda
parte de este capitulo, estos resultados exactos seran utilizados como referencia en
la discusién de los resultados aproximados que proporciona la teoria de difusién
de trazadora no-esférica basada en el formalismo de la ecuacion generalizada de

Langevin.

5.1 Resultados del experimento de simulacion

Las propiedades dinamicas a las que haremos referencia son los coeficientes de
difusiéon dependientes del ticmpo D (t), Dy(t) v /7,(t), definidos en el capitulo
anterior (Ec. (4.2)), los cuales describen el proceso de difusion traslacional y rota-
cional de la trazadora. Nuestro estudio del proceso de difusion de la trazadora
no-esférica comienza aqui con la presentacién de los resultados de simulacién para
D, (t) como funcién de la concentracion n* de las particulas esféricas, de la distancia
de espaciamiento AL entre las particulas esféricas quc constituyen a la trazadora,

y el nimero de aquellas (N7 = 2 (dimero); Ny = 3 (trimero)).

88
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En este apartado presentamos los resultados de simulacion para los coeficientes
de difusion de la trazadora axial. normalizados con ¢l valor D¢ de D, (1) en ausencia
de interacciones. En las Figs. 5.1 y 5.2 presentamos los resultados para D,(t)/D?
correspondientes al dimero (N, = 2) y al trimero (\\') = 3), respectivamente. En
ambas figuras, los sistemas. que pueden considerarse como representativos, estan
caracterizados por la concentracion n* = 0.002 v »° = 0.008. v la distancia de
separacién AL = 100 y AL - 200. En todos los casos, continuarcimos tomando
fijos los pardmetros asociados a la interaccion de Yukawa entre particulas, con los
valores z = 0.15 y K = 500.

En la discusion de estos resultados, es util considerar un limite interesante, cor-
respondiente a una separacion infinita entre las particulas de la trazadora, es decir,
AL — o0o. En este aspecto. cn el capitulo pasado sc examino la funcion de fric-
cién en el régimen de tiempos cortos, encontrando que los valores adimensionados
AL: = T°ALy(t = 0)/€2 se colapsan al valor adimensionado A&* = 7°A€(t = 0)/€°
de la funcién de friccion de una particula esférica cuando AL — oo, Iste resultado
nos indica que, al menos en cl régimen de tiempos cortos y en el limite AL — oo,
el valor A&, (t = 0) de la funcién de friccion de la trazadora se relaciona con el
valor A¢(t = 0) de una particula esférica en la forma indicada por la Ec. (4.12),

es decir,

At [t =0) = NplA&(t=D),
Afu(i = O) = NTAf(f = ). (51)
Afr(t =0) = NpRPAE(1 = 0).

En realidad, este resultado proviene de un argumento intuitivo que es mas bien
aplicable a los coeficientes cstiticos A, = fooo dt \&,, (t). Sin embargo, el hecho
de que esta propiedad de recscalamiento se satisfaoa también a tiempos cortos,
como se vi6 en el capitulo antcrior, parece implicar 1 validez de las 1oes. (5.1), no
sélo para t = 0, sino para todos los valores de ¢. C'omo consecuencia de ello, para
tiempos arbitrarios y AL — ~o. se espera que los cocficientes de difusion D, (t) de
la trazadora axial se relacioncn con el coeficiente do difusion D(t) de la particula

esférica de la siguiente manera
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F1GURA 5.1. Coeficientes de difusion normalizados D, (7)/ D¢, para el dimero, calculados
de la simulacién numérica del sistema. La curva solida corresponde al coeficiente de

difusién de una particula esférica en el fluido homogénco (sin la trazadora).

1
D (t) = ]—V;D(t),
Dit) = N%D(x). (5.2)
Dp(t) = NTIR'ZD(”'

Los resultados de simulacion para D(t)/D° son mostrados con la curva sélida en
las Figs. 5.1 y 5.2, y representan la curva limite sobre la cual esperamos que
se colapsen las curvas correspondientes a D (t)/D°. D (t)/D{ v Dy(t)/D% en el

limite AL — oo, es decir, en cste limite esperamos e
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Dt D (t Dy (t Dp(t)
() = (*) = ”( ) = ( ) para AL — oo. (5.3)

D>~ Dg B D

Las Figs. 5.1.d y 5.2.d, indican que las condiciones mds cercanas a este limite
corresponden al dimero y al trimero mas elongados. Enfocidndonos en los resultados
mostrados en la Fig. 5.1, podemos ver que el comportamiento decreciente de
D,(t)/D? es més acentuado cn los sistemas con mavor concentracion, en donde
sabemos que las fuerzas de intcraccion son grandes. Otra cualidad importante que
podemos observar en la Fig. 5.1, se refiere a los coclicientes de difusion traslacional
en la direccién longitudinal v transversal al cje axial de la trazadora, en donde
encontramos que en general ¢l coeficiente de difusion transversal es menor que el
coeficiente de difusién longitudinal, es decir, D (1) D < Dy(t)/D?. en donde
1 =D = D°/Nyp (ver Ec  (2.11)). Esta propicdad se observa en todos los
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casos considerados en este trabajo, lo cual nos indica que la trazadora se difunde

longitudinalmente con mayor lacilidad.

En cuanto a la difusion rotacional, en la Fig. 5.1. podemos ver que el coeficiente
de difusion correspondiente, cn general, se encuentra entre los valores de los dos
coeficientes de difusion traslacional. Sin embargo. en ¢l caso especifico del sistema
con concentracion n* = 0.002 v trazadora corta (AL = 100), encontramos que
Dg(t) se desvia muy poco de su valor de difusion rotacional libre. DY,. I5n este caso,
podemos observar en la Fig. 3.2 que la distribucion local de particulas esféricas
alrededor del dimero posee una simetria aproximadanmente radial, lo cual nos indica
que la difusion corresponde aproximadamente a la difusion rotacional libre de una
particula esférica. Esta obscrvacién contrasta con los resultados del coeficiente
de difusion rotacional del trimero en el mismo sisteia con concentracion n* =
0.002 y AL = 100, mostrado en la Fig. 5.2.a. I este caso. la simetria del
trimero es marcadamente axial. y esto dificulta la ditusion rotacional de la misma.
Finalmente, todas estas obscrvaciones que hemos realizado en la Fig. 5.1 (con

excepcion de la dltima) son aplicables a la Fig. 5.2 para el trimero.

Otra observacién importante que puede hacerse cn los datos en las Figs. 5.1
y 5.2 se refiere a la relevancia de la regla de escalaniiento expresada en el limite
AL — oo. Como puede verse cn los resultados en las Figs. 5.1 y 5.2, los datos para
Dy (t)/D? caen en una banda mads estrecha alrededor de D(1)/D? (curva sélida)
para los sistemas con AL = 200 (tanto en el caso del dimero (Iig. 5.1) como en
el caso del trimero (Fig. 5.2)). v para la concentracion mds grande (n* = 0.008),
es decir, para los sistemas correspondientes a la Fig. 5.1.dy 5.2.d. Esto es exacta-
mente lo que uno esperaria, va que la regla de escalinniento esperada en el limite
AL — oo debe ser satisfecha mds precisamente por los sistemas con AL = 200
que por los sistemas con trazadora mds corta (AL = 100). Asimismo, a concentra-
ciones mayores (n* = 0.008). la concentracion local 17(r) de esferas alrededor de
la trazadora tiene una forma s cercana a la supcrposicion de Ny distribuciones
radiales centradas en cada particula de la trazadora. lo cual ¢s una de las condi-
ciones necesarias para que la regla de escalamiento Inmite se satisfaga. A menor
densidad (n* = 0.002 en las Iies. 5.1.6 y 5.2.5). la desviacion de los diferentes co-
eficientes dependientes del ticinpo D, (t)/D¢ del conportamicnto limite D(t)/D°

(curva sélida) es considerablcinente mayor.
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5.2 Resultados tedricos

Adicionalmente, a su determinacion directa por medio del experimento simulado,
los coeficientes de difusién 1), (1) pueden ser calculados a partir de las expresiones
tedricas que se derivan de la lcuacion de Langevin Generalizada (ELG), cuyo
resultado principal es una expresion general para la fincion de friceion A&, (t) que
representa la friccion sobre la trazadora debido a las imteracciones entre ésta y las
particulas esféricas de la suspension. La relacion entve el coeficiente de difusion
D,(t) y la funcién de friccion A&, (t) se establece con la ayuda de la funcién de
autocorrelacién de velocidades Cy(t) = (va(t)va(0)). En efecto, de la definicion
del desplazamiento cuadratico medio ((Ar,(t))?) dada en la Be. (1.59), se sigue
que el coeficiente de difusion D, (t) se relaciona con la funcion de correlacién de

velocidades en la siguiente forina

Dq(t) = ((ra(®)F) _ /Ot df’(l : ’%)Ca(t'). (5.4)

2t

mientras que de la EGL para la trazadora (Ec. (1.54)) se deriva la funciéon de
correlacion de velocidades (' (1), para la cual su transformada de Laplace en el
régimen difusivo es la expresion exacta dada por la I5c¢. (1.57) que aqui reproduci-

mos

kgl

(5.5)
De esta manera se establece I conexién entre el cocficiente de difusion Dy (t) y la
funcién de friccion A€, (¢). Las Ecs. (5.4) y (5.5), manifiestan la importancia de
la funcién de friccién A&, (¢) on la determinacion del cocficiente de difusion Dy(t),
en donde el resultado exacto para la funcion de friccion A&, (1) esta dado por la

Ec. (1.48), que puede ser esciita como

AL = —/d2r] / (7 x{]\'r(‘:)w(rl)} X(ry. 1o t) {[\'ﬁi“"/)“"(r,)} (5.6)
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donde (r) es el potencial de interaceion entre la trazadora y una particula esférica
circundante localizada en r. "/(r) es el perfil de distiibucion estatica en equilibrio
de las particulas esféricas alrcdedor de la trazadora. v(ry,ry: 1) cs el propagador
de difusion colectiva del sisteina. y K son operadores definidos en la Ee. (1.52).
Esta expresién, Ec. (5.6). si bien es exacta, sélo cs posible evaluarla en forma
aproximada por la siguiente razon. Notemos que cu esta expresion exacta para
A&, (1), el propagador de difusion colectiva \(ry.ro. /) depende de la posicién de
dos particulas esféricas localizadas en ry v ro. las cuales se difunden bajo la influ-
encia del campo de fuerzas iiducido por la trazadora localizada en el origen del
sistema de referencia. Por lo tanto, resulta casi nnposible determinar en forma
exacta esta funcién. Para enfientar este problema se introduce una aproximacion
para el propagador de difusion colectiva x(ry.ro:¢) la cual consiste en ignorar la
inhomogeneidad producida por la trazadora. En tales condiciones. ¢l propagador
s6lo depende de la distancia de separacion entre las particulas esféricas, es de-
cir, x(ry,re;t) = x(|r; — ryf: /). Esta suposicion es conocida como aprozimacion
de homogeneidad y permite rcescribir la funcion de friccidn A&, (1) (e, (5.6)),

introduciendo trasformadas (¢ Fourier, de la siguiente forma

/»' T « et Y. ¢ /\1,'t
Agalt) = " [ @R H ()] \ff)) (5.7)

donde S(k) es el factor de estrnctura estdtico del sistenna homogéneo (sin la trazado-
ra), H(k) es la trasformada dc IFourier de la funciéu //(r) = G/(r) — 1, en donde
G(r) = n®(r)/n es la funcion de distribucion local de particulas esféricas alrededor
de la trazadora. Tanto para S(/) como para n“(r) podemos, y asi lo haremos aqui,
utilizar los resultados calculados con la simulacion ninmeérica del modelo. I~(l((a) son
los operadores definidos por i I2c. (1.61). Sin embargo. en esta expresion aprox-
imada para A&,(t), la transiormada de Fourier del propagador. y(k;t), es ain
una cantidad que requiere dc aproximaciones adicionales para poder determinarla,
y para este fin, en este trabajo utilizaremos la Lev de Fick con desacoplamien-
to. Esta consiste [23] en desacoplar la difusion colectiva de las particulas esféricas

circundantes, de la autodifusic i de la trazadora. es decnsen esceribiv a (A3 t) como
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Vht) & X (ks ) xe(k; t). (5.8)

en donde x;,(k;t) es el propagador de autodifusion libve de la trazadora y x.(k; t)
es el propagador de difusion colectiva de las particulas esféricas en el sistema ho-
mogéneo. Estas funciones, a su vez, son aproximadas con sus expresiones exactas

en el régimen de tiempos cortos. es decir

Xs(k;t) = exp ( -~ /;'QD(-A,/). (5.9)
) D()

/(- /":1 ~ >X = /\:Z / . 5.10

Xc(kst) exp ( S0 ) (5.10)

donde D¢y = (DY +Dfj)/2 es el coeficiente de difusion libre del centro de masa de
la trazadora. Cabe destacar que la expresion dada en la Ec. (5.9) es en realidad la
expresion exacta en el régimen de tiempos cortos para el propagador que describe
la autodifusién de una particula esférica libre cuyo cocficiente de difusion es Doy,
mientras que la expresién dada porla Ec. (5.10) es la expresion exacta en el régimen
de tiempos cortos para el propagador que describe la difusion colectiva del sistema
homogéneo (sin la trazadora axial) de particulas esféricas interactuantes. Las Ecs.
(5.8), (5.9) y (5.10) constituyen la aproximacion de Fick con desacoplamiento para

x(k;t), con la cual se completa cl esquema tedrico para determinar D, (t).

Para efectos de complementar la descripeion de los resultados tedricos de Dy(t),
presentaremos en forma adicional los resultados tedricos para el caso de la trazadora
con separacion infinita, AL — ~o. En este caso, la expresion para la funcién de

friccién (Ec. (5.7)) en el limite AL — oc es la siguiente

. kpTn [~ g X(/\Ti 1)
1 A& (1) = A, Ikk3h? (k — 511
A Stal = /(, ek 5 ) (5:11)

donde Ay = Ay =Ny Ap = NyR v h(k) = (S(k) 1)/n. La derivacion de esta

expresion limite para la funcion de friceion (Ec. (5.111) se encuentra detallada en
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FIGURA 5.3. Coeficientes de difusion normalizados D, (t)/ D¢, para cl dimero, calculados
con la teoria. La curva sélida corresponde al coeficiente de difusion de la trazadora en el

limite AL — oo.

el apéndice B. Los resultados tcoricos para D, (1) que se calculan de esta expresion

son ilustrados con la curva solida en las Figs. 5.3y 5 L

Los resultados teéricos para D, (t) son ilustrados cn las Figs. 5.3 v 5.4 para el
dimero y el trimero, respectivamente. Estos resultados corresponden a los sistemas
con la concentraciéon reducida n* = 0.002 y 0.008, v separacion entre particulas
AL = 100 y 200. En primera instancia, nos enfocarcmos en la descripeién de las
caracteristicas que exhiben los coeficientes de difusion traslacional para enseguida
describir el coeficiente de difusion rotacional. De csta manera. nuestra primera
observacion se refiere a la comparacion entre los cocficientes de difusion en las
direcciones paralela y perpendicular. En este caso, ¢ las Figs. 5.3 v 5.4 se puede

ver que, tal como se observd cn los resultados exactos de simulacion. aqui también
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FIGURA 5.4. Lo mismo que en la [ig. 5.3 pero para el trimero.

el coeficiente de difusién longitudinal es en general mayor que el coeficiente de
difusién transversal, es decir Dy(t) > D, (t). Esto nos indica que, de acuerdo
a nuestros resultados aproximados, la difusién longitudinal de la trazadora axial
presenta, en general, menor dificultad. Sin embargo, observamos excepciones, ya
que para los sistemas con la concentracion reducida n* = 0.008 v la separacion
AL = 200 encontramos que Dy (1) < D, (t). lo cual nos indica que los efectos de

las aproximaciones introducidas son importantes para tales sistemas.

A pesar de la discrepancia de los resultados teéricos de D (1) v Dy(t) con re-
specto a los resultados de simulacion para estos sistemas, en las IMigs. 5.3.dy 5.4.d
podemos ver que los coeficientes D, (t) y Dy(t) se aproximan a su valor limite
(curva sélida) de separacion infinita, AL — oc. Esta observacion establece que las
predicciones tedricas describen bien el comportamiento cercano al de separacion

infinita, AL — o0, en las mismas circunstancias en que esto ocurre en los resul-
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tados de simulacion, es decir. para AL = 200 y n* = 0.008. Por otra parte, el
limite AL — oo para D, (t)/D que la teoria predice es independiente del valor
de a (a =1,||, R), en acuerdo con los resultados de simulacion. Sin embargo, los
resultados tedricos para D,(/)/ D¢ en el limite AL~ oo dependen del nimero
Nr de particulas esféricas que constituven a la trazadora, lo cnal estd en desacuer-
do con los resultados de sinmlacion cuvo resultado para D, (1)/1)? en el limite
AL — oo no depende de Ny ni del tipo de componente a. Esta discrepancia entre
la teoria y los datos de simulacion tiene su origen en la aproximacion de Fick con

desacoplamiento, que introducinos anteriormente.

Para el coeficiente de difusion rotacional Dg(t). tlustrado cen las Figs. 5.3 y
5.4, encontramos que, en general, su valor se encucntra entre los valores de los
coeficientes de difusién D | (1) v /), (). Esta observacion describe la misma cualidad
encontrada en los resultados de simulacion, en donde. ademis. encontramos que
para el caso del sistema con concentracion reducida n' = 0.002 v separacion AL =
100, el coeficiente de difusion rotacional exacto se desvia sélo ligeramente de su
valor de difusién rotacional libre. hecho cualitativo que el resultado tedricos para
Drg(t) describe bien, como lo ilustra la Fig. 5.3.a. Sin embargo. para el sistema
con concentraciéon n* = 0.008 v separacion AL = 200, el cocficiente de difusién
rotacional teérico Dg(t) es ligeramente mayor a cualquiera de los dos coeficientes
de difusién traslacional D (t) v 1)(t), pero se proxima al valor limite de separacion

infinita, AL — oo. Este hecho contrasta con los resultados de simulacion.

La descripcién de las principales propicdades cualitativas de los resultados
tedricos que hemos presentado no muestra con claridad las propiedades cuantita-
tivas de los mismos. Para este cfecto, en la Fig. 5.5 presentamos una comparacion
directa entre los resultados teoricos que acabamos de describir v los resultados de
simulacién de D, (t) que hemos analizado en la seccion anterior. on las Figs. 5.5.a,
5.5.c y 5.5.e presentamos los resultados para los cocficientes de difusion Dy (t) del
dimero con separaciéon AL = 100 para cl sistema con concentracion n* = 0.002,
mientras que en las Figs. 5.5.b. 5.5.d v 5.5.f] se presentan los cocficientes para
el dimero con separacion AL = 200 en ¢l sistema con concentracion n* = 0.008.
Nuestra primera observacion cu csta comparacion entre los resultados tedricos y los
de simulacién para D,(t) se reficre a los valores a tienipos cortos vy en especial

a la pendiente inicial de D, (/)//)7 en donde en la ie. 5.5 podenos ver el buen
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acuerdo entre teoria y simulacion para los resultados correspondientes al sistema
con concentracion n* = 0.002. En este caso, en el capitulo 4, referente a la funcion
de friccién evaluada a tiempos cortos A& /2 (que no es otra cosa que la pendiente
inicial de D,(t)/D?2), hemos indicado que los resultados tedricos estan en buen
acuerdo cuantitativo con los resultados exactos de simulacion para los sistemas
con baja concentracién, mientras que las principales discrepancias cuantitativas
ocurren para los sistemas con mayor concentracion. De esta manera, lo que obser-
vamos en la Fig. 5.5 solo es réplica de lo anterior. Sin embargo, para el sistema
con concentracién n* = 0.002, podemos ver que el buen acuerdo entre la teoria y la
simulacion se extiende mas alld del régimen de tiempos cortos hasta los valores en
el tiempo ¢t para los cuales los efectos de la aproximacion de Fick que introdujimos
en la teoria empiezan a ser importantes. Para el caso de tiempos intermedios, la
Fig. 5.5 nos muestra que los resultados tedricos de D,(t), estan en general por
encima de los resultados de la simulacion. De este andlisis comparativo podemos
establecer que los resultados tedricos de D, (t) describen las principales cualidades
de los resultados de simulaciéon, en donde ademads, el acuerdo cuantitativo es bueno

para los sistemas con baja concentracion.

5.3 Aproximacion de superposicion

Los resultados tedricos que acabamos de analizar en la seccion anterior se pueden
considerar como “semiezactos” dado que en el cilculo de los coeficientes D, (1)
se usan los resultados exactos de simulacién para el perfil de concentracion local
n®(r) y para la funcién de distribucion radial ¢(r), en la expresion aproximada
para A,(t) proporcionada por la ecuacién generalizada de Langevin. Las tnicas
aproximaciones que estdn presentes en esta expresion tedrica son las aproxima-
ciones de homogeneidad y la aproximacion de Fick con desacoplamiento. Como
lo hemos indicado en el capitulo 3, referente a los resultados de las propiedades
estdticas de nuestro modelo, la funcién de distribucion local n(r) derivada de
la simulaciéon numérica requiere de un extenso cdlculo numérico, lo cual propicia
la busqueda de rutas alternativas para su evaluaciéon. La aproximacion de super-

posicion introducida en el capitulo 1 (ver Ecs. (1.11) y (1.12) determina en forma
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F1GURA 5.6. Coeficientes de difusién normalizados D, (t)/ D, para el dimero, calculados
con la teorfa y la funcidén n®(r) calculada con la aproximacién de superposicion. La

curva solida corresponde al coeficiente de difusion de la trazadora en el limite AL — oo.

aproximada la funcién de distribucién local n®(r) a partir del resultado exacto
para la funcién de distribucién radial ¢(r). La aproximacion de superposicion fué
analizada en detalle en el capitulo 3 y posteriormente en el capitulo 4 bajo el con-
texto de la evaluacién de las propiedades dindmicas de la trazadora en el régimen

de tiempos muy cortos.

En este apartado revisamos nuevamente la utilidad de la aproximacion de su-
perposicién en el contexto de la evaluacién de las propiedades dinamicas de la
trazadora en el régimen de tiempos intermedios. Los resultados de D, (t) son
entonces calculados con el esquema tedrico de la seccion pasada y los datos de la
funcién de distribucién local n®(r) evaluada con la aproximacion de superposicion.

Los resultados aproximados de D,(t) son mostrados en las Figs. 5.6 v 5.7 para
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FIGURA 5.7. Lo mismo que en la Fig. 5.6 pero para el trimero.

el caso de un dimero y un trimero, respectivamente. Los sistemas que empleamos
en estas ilustraciones son los mismos que hemos empleado en las Figs. 5.3 y 5.4,
es decir, son sistemas caracterizados por la concentracion n* = 0.002 y 0.008, con

separacion AL = 100 y 200 entre las particulas que conforman a la trazadora.

Para efecto de complementar la descripcion de los resultados aproximados de
D,(t), en las Figs. 5.6 y 5.7 hemos incluido los resultados tedricos para la trazadora
con longitud infinita, es decir AL — oco. Estos resultados (mostrados con la curva
sélida) se generan del resultado tedrico para A&, () en el limite AL — oo que estd
indicado en la Ec. (5.11) y derivado en el apéndice B.

En la descripcién de los resultados aproximados nos enfocaremos en los sis-
temas con la separacion AL = 100 entre las particulas de la trazadora, dado que
los resultados para AL = 200 son aproximadamente idénticos a los resultados

semiexactos de la seccién anterior, cuyas propiedades cualitativas y cuantitativas
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con respecto a los resultados exactos de simulacion fueron descritas antes. Para el
caso con AL = 100, por su parte, las Figs. 5.6 y 5.7 nos muestran propiedades
cualitativas que se encuentran en desacuerdo con los resultados de simulacion. Asi,
por ejemplo, encontramos que los coeficientes de difusion D, (t) y D) (t) tienden a
colapsarse al coeficiente correspondiente al caso con AL — oo en el sistema con
concentracion n* = 0.008, mientras que los resultados de simulacién presentan un
claro distanciamiento entre estos coeficientes. Otra cualidad que no esta presente
en los resultados exactos de D,(t) pero que manifiestan los resultados aproximados
de estas figuras es el siguiente. El coeficiente de difusion rotacional Dg(t) aproxi-
mado es menor que los coeficientes de traslacion D, (t) y Dy(t). Esta cualidad que
hemos mencionado para el coeficiente de difusion rotacional aproximado Dp(1)
contrasta con lo datos exactos de simulacién de Dg(t) que se encuentra entre los
valores exactos de los coeficientes de traslacién para el sistema mas concentrado,
y es mayor que ¢éstos (desvidndose ligeramente de su valor de difusion rotacional
libre) para los sistemas con baja concentracion. Estas discrepancias ponen de man-
ifiesto que los efectos de la aproximacién de superposicion son importantes para
la trazadora con AL = 100, mientras que los mismos efectos son apenas percep-
tibles para la trazadora con AL = 200, lo cual nos indica que la aproximacion de
superposicion es un buen recurso para tratar al menos el caso de trazadoras con
separacion AL > 200.

En la Fig. 5.8 presentamos ahora una comparacion directa entre los resultados
aproximados de D,(t) y los resultados exactos de simulacion. La Fig. 5.8 presenta
los resultados de los coeficientes de difusion de un dimero para los mismos sis-
temas que presentamos en la Fig. 5.5. De esta manera, comparando directamente
las Figs. 5.5 y 5.8 podemos ver que los resultados correspondientes para el dimero
con separacion AL = 200 son aproximadamente idénticos y, por lo tanto, podemos
centrar nuestra atencion solo en los resultados correspondientes al caso AL = 100.
En la Fig. 5.8, y para la trazadora con AL = 100, podemos ver el desacuerdo entre
los resultados aproximados de D, (t) y los resultados de simulacion, principalmente
para el caso del coeficiente de difusion rotacional, en donde se puede ver un claro
distanciamiento entre los resultados aproximados y simulados. Esta observacion
para el coeficiente de difusion rotacional contrasta con los resultados semiexactos

que hemos presentado en la Fig. 5.5.¢, en donde el acuerdo con los resultados de
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FIGURA 5.8. Comparacién entre los datos de D,(t)/D?, calculados con la teoria y la

aproximacion de superposicién, y los datos de D, (t)/D?, obtenidos de la simulacion.



CAPITULO 5. COEFICIENTES DE DIFUSION 10

(@1

simulacién es excelente. Otro hecho que llama la atencion en la Fig. 5.8.¢ es el
siguiente. El resultado aproximado de Dg(t) sobreestima los efectos de las inter-
acciones, dando una reduccién en Dg(t)/D$, mucho mayor que en los resultados
exactos de simulacién. Esta tltima observacion difiere de lo que hemos encontrado
en la comparacién entre los resultados semiexactos y de simulacién (Fig. 5.5), en
donde, en general, los resultados semiexactos estan por encima de los resultados de
simulacion en todos los casos ilustrados. El efecto de la aproximacion de superposi-
cién también se manifiesta en la pendiente incial de D,(¢), en donde, como hemos
indicado en la seccién anterior, los resultados semiexactos (Fig. 5.5) presentan un
excelente acuerdo cuantitativo con los resultados de simulaciéon en el régimen de
tiempos cortos, mientras que en la Fig. 5.8, podemos ver que los resultados aproxi-
mados difieren de los resultados de simulacion en dicho régimen temporal. De todo
lo que hemos indicado anteriormente, podemos establecer que la aproximacion de
superposicion presenta un buen acuerdo cualitativo y cuantitativo sélo para los
sistemas caracterizados por una trazadora axial con AL > 200. Para trazadoras
menos elongadas (i.e., AL = 100), la aproximacién de superposicion introduce
imprecisiones apreciables, consistentes en una sobreestimacion de los efectos de las
interacciones sobre sobre todo en el coeficiente de difusién rotacional. Esto puede
ser entendido como un efecto de la “descorrelacion” que introduce la aproximacion
de superposicion entre la distribucion de esferas libres alrededor de cada una de las
esferas que constituyen a la trazadora, lo cual reduce los efectos de apantallamiento
que si describe correctamente la n°(r) exacta. Esto concluye la presentacién de
los resultados para D,(t) en el régimen de tiempos intermedios. En el siguiente
capitulo, concluiremos nuestra presentacién con el analisis de los resultados para

el coeficiente de difusién de tiempos largos DY = limy o, Dy (1).



Capitulo 6

Régimen de tiempos largos

En el capitulo pasado analizamos los resultados de simulacion y las predicciones
tedricas para los coeficientes de difusién D (t), Dy(t) y Dg(t) de la trazadora axial
en el régimen temporal de transicion o régimen de tiempos intermedios. En este
capitulo continuamos con el andlisis de los resultados para D, (t) (con o =1 ||, R)
en el régimen asintético de tiempos largos. El comportamiento de D, (t) en este
régimen estd caracterizado por un sélo parametro, conocido como coeficiente de

difusion a tiempos largos, y definido como

Di = lim Da(t), (a=L,],R). (6.1)

Por otra parte, dado que el experimento de simulacién solo es capaz de registrar
el comportamiento difusivo de la trazadora en el régimen de tiempos interme-
dios, el andlisis de los resultados que presentamos aqui se basa exclusivamente en
las predicciones teéricas para DE. Estos cdlculos tedricos involucran propiedades
estdaticas que son derivadas de la simulacion numérica, tales como la funcién de
distribucion local de las particulas esféricas alrededor de la trazadora. Estos re-
sultados tedricos para D son usados como referencia para evaluar el efecto que
tendria introducir la aproximacién de superposicién de Kirkwood en la evaluacion
de DE. Adicionalmente, los resultados teéricos de referencia son comparados con
los valores D% que resultan de extrapolar los datos de simulacion de D, (t) calcula-
dos en el régimen de tiempos intermedios. Este capitulo, referente a los coeficientes
Dk de un dimero, finaliza con el anilisis de los resultados de D% correspondientes

al sistema de esferas duras.

106
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6.1 Resultados

En este apartado damos inicio a la presentacion de los resultados tedricos de los
coeficientes de difusion en el régimen de tiempos largos, DX, Estos coeficientes D2
se relacionan con los coeficientes de friccion estaticos £, = £ + A&, a través de la

relacion de Einstein

D = —kﬁT—, (6.2)
& + AL,
en donde el coeficiente estatico de friccion A&, representa la friccion por efectos de
las interacciones entre la trazadora y las particulas esféricas de la suspensiéon. Este
coeficiente de friccion estatico A&, es la integral temporal de la funcion de friccion
dependiente del tiempo A&,(t). En este trabajo, A&,(t) es calculado a partir de
la expresion proporcionada por la ecuacion de Langevin en la cual se introducen
la aproximacion de homogeneidad y la aproximacién de Fick con desacoplamiento.
De esta manera, la expresiéon aproximada para el coeficiente de friccion estatico

A&, es la siguiente

7@ b 12

H(k

_kBTn/ko Ky H (k)| (6
k2 (

a6 = [ e = 5 S(k) Dy + D)’

Los resultados para D que se derivan de las Ecs. (6.2) y (6.3) son presentados en la
Fig. 6.1. Para completar la descripcion de los mismos hemos incluido también los
resultados de DL para el caso particular de trazadora con longitud infinita (curva
solida). Las expresiones tedricas de los coeficientes de friccion estdticos A€, para
la trazadora con AL — oo pueden facilmente derivarse con ayuda del resultado
limite para }I;’}((“)H(k)\g, que es derivado y discutido en el apéndice B, el cual estd

dado por la Ec. (B.6) que en seguida reproducimos
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( NpkR(k) a=1;
¥ ~r(a 2 ~
AlLlinoo’Kl(( HK)|" = ] Nrk2h?(k) a=|; (6.4)
| Nrk2R%h%*(k) a=R.

De esta manera, la expresion para el coeficiente de friccion estdatico A€, para la

trazadora con AL — 00 es la siguiente

, kpTn [ kh? (k)
lim Af, = 5
e e /0 dkS(k)DCM+D°’ (6:5)

donde Al = A” = NT y AR = NT’R,Q.

En la Fig. 6.1 presentamos los resultados para los coeficientes de difusién D
normalizados con los coeficientes de difusién libre, es decir DZ/D?. Estos coefi-
cientes de difusiéon normalizados son presentados en la Fig. 6.1 para exhibir su
comportamiento con la concentraciéon reducida n* de las particulas esféricas de
la suspensién, para dos tipos de trazadora, a saber, un dimero con separacion
AL = 100 y 200, respectivamente. Nuestra primera observacion general de estos
resultados concierne al comportamiento decreciente de DZ/D? con n*. Sin em-
bargo, podemos ver que para los sistemas con AL = 200 y alta concentracion n*,
los coeficientes de difusion normalizados tienen un ligero comportamiento creciente
que converge al resultado limite (curva sélida). Este peculiar comportamiento tiene
su origen en el hecho de que para estos sistemas existe una probabilidad no nula
de encontrar una particula de la suspension entre las particulas que conforman al
dimero y, por lo tanto, destruye el apantallamiento mutuo entre las particulas del
dimero. Este hecho fue revisado en detalle en el capitulo 3 (ver, por ejemplo, el

caso ilustrado en la Fig. 3.7).

En esta Fig. 6.1 destaca también el comportamiento del coeficiente normalizado

asociado a la difusion rotacional, D}/ D%, el cual, como funcién de la concentracion
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concentracion reducida n* de las particulas esféricas circundantes, para el dimero con la

distancia AL indicada. La curva sélida representa el comportamiento de DL /D¢ para

la trazadora con AL — oo.
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n*, decrece lentamente para los sistemas con baja y alta concentracion, mientras
que su tasa de decrecimiento aumenta para los sistemas con concentracion interme-
dia. Esta observacion nos indica que para los sistemas con muy baja concentracion,
el coeficiente de difusion D% no difiere mucho del valor D%, lo cual nos permite
concluir que los efectos de las interacciones directas entre la trazadora axial y las
particulas esféricas de la suspension es minima, principalmente, porque la simetria
efectiva de la trazadora (definida por la zona de exclusién de la misma) es aprox-
imadamente radial (con mayor claridad si AL = 100). Para los sistemas con
concentracion intermedia los efectos de las interacciones son importantes y propi-
cian que conforme aumenta la concentracién n los valores para D se aproximan

a su valor de saturacion.

Otra observacion general que podemos notar en la Fig. 6.1 tiene que ver con el
comportamiento de DZ/D? con la distancia de separacién AL entre las particulas
que conforman al dimero. En efecto, en la Fig. 6.1 podemos ver que los diferentes
valores para D% /D¢ estan contenidos en una banda que esta centrada en la curva
limite (curva sélida), y para la cual el ancho de la misma disminuye con AL,
indicandonos con ello que los resultados para DL/D? se aproximan a la curva

limite conforme AL — oo.

Para finalizar la descripcién de estos resultados, permitanos comentar que la
curva limite (curva sélida) que se deduce de las Ecs. (6.2) y (6.5), es la misma
para a =L, || y R, pero depende del nimero Ny de particulas que conforman a
la trazadora. Por otra parte, dado que en el calculo de los resultados que hemos
presentado en la Fig. 6.1, son evaluados con expresiones aproximadas para A&, (1)
(necesarias, por cierto) y recursos tales como la funcién de distribucion local G(r),
que se derivan de la simulacién numérica del modelo, entonces podemos considerar
los resultados para DY como una referencia para estudiar los efectos de introducir
aproximaciones adicionales en el cdlculo de D% como veremos en los siguiente

apartados.

6.1.1 Aproximacion de superposicion

En el cdlculo de DY discutido en el apartado pasado, se requirié de recursos

derivados de la simulaciéon numérica del modelo, y por tal razon, dichos resultados



CAPITULO 6. REGIMEN DE TIEMPOS LARGOS 111

para DX constituyen una referencia. Por otra parte, y en particular, la simulacion
de la funcién de distribucion local G(r) requiere de un gran esfuerzo computacional
para su evaluacion. En este apartado nos proponemos investigar cuales son los
efectos de usar una funcion G(r) aproximada en lugar de la funcion exacta de
simulacion. El cdlculo aproximado al que hacemos referencia esta basado en la
aproximacién de superposicion de Kirkwood, la cual fue analizada en los capitulos
pasados bajo el contexto de evaluar las propiedades dinamicas de la trazadora axial
en el régimen de tiempos cortos (capitulo 4) y en el régimen de tiempos intermedios
(capitulo 5). La aproximacion de superposicion para el caso del dimero esta dada
en la Ec. (1.11). En este apartado, nos enfocaremos a describir la comparacion
entre los resultados de referencia (del apartado pasado) y los resultados que se

derivan de usar la funcién G(r) aproximada.

La Fig. 6.2 muestra los resultados de DL /D? para los sistemas considerados en
la Fig. 6.1. De esta comparacién podemos ver que el efecto de introducir la funcion
G (r) aproximada se manifiesta principalmente en los sistemas con AL = 100, y
para los coeficientes DHL y DE. En esta figura podemos ver que para los sistemas
caracterizados por AL = 200, los resultados que involucran a la aproximacion
de superposicion poseen un buen acuerdo cualitativo y cuantitativo con los datos
de referencia. Sin embargo, para estos mismos sistemas, el cdlculo asociado al
coeficiente estatico de la difusion longitudinal, DHL/Dﬁ presenta desacuerdos en el
aspecto cualitativo, lo cual es debido al efecto de la altura del pico principal de la
funcion de distribucion local G(r). De hecho, en el capitulo 3, abocado a estudiar la
propiedad estdtica G'(r), hemos visto que la aproximacion de superposicion presenta
irregularidades en la estimacion de la altura de los picos principales de la funcion
G(r) (ver Figs. 3.8 y 3.9), los cuales se localizan en las zonas intersticiales que
forman las particulas del dimero. Estas irregularidades en la estimacién en la
altura de los picos principales de G(r) son importantes en el calculo aproximado
de DIIIJ’ mientras que para los sistemas con baja concentracion y AL = 200, los

efectos de esta irregularidad son menos notorios.

Para finalizar este apartado permitanos comentar que los resultados que hemos
presentado con la aproximacién de superposicion, si bien nos evitan el engorroso
calculo de la funcion G(r) con la simulacion del modelo, no nos salva del uso

de otras técnicas numéricas elaboradas para determinar A&, En efecto, en la
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FIGURA 6.2. Comparacién entre los resultados para DL /DS calculados con la funcion

de distribucién local G(r) de la simulacién (e) y la aproximacién de superposicion (+).
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determinaciéon numérica de A€, se requiere usar la funcion H(r) que no es otra
cosa que la transformada bidimensional de Fourier de la funciéon H(r) = G/(r) — 1.
De esta manera, en el siguiente apartado presentamos una nueva aproximacion que

en este sentido es mucho mas simple.

6.1.2 Aproximacion de superposicion parcial

En el calculo de DL de la apartado pasado, se usé la funcién de distribucion
G(r) aproximada con la superposicién de Kirkwood. Sin embargo, el tratamiento
numeérico para finalmente obtener el valor de DX es complicado, principalmente
por el uso de la transformada de Fourier bidimensional de la funcion H(r) =
G(r) — 1. La transformada de Fourier de la funcién H(r) cuando es aproximada

con la superposicion de Kirkwood, tiene la siguiente estructura general

H(k) ~ ) exp (ik - r,)h(k) + AH (k), (6.6)

donde ry (con s = 1, 2) es la posicion de las particulas que conforman al dimero. En
esta expresion el término AH (k) representa el término convolutivo que se deriva
del producto de las funciones A(|r — ry|)h(|r — r3|), en donde h(r) es la funcién
de correlacion total entre un par de particulas esféricas en el sistema homogéneo.
Generar numéricamente el término convolutivo AH (k) requiere, como se dijo ante-
riormente, de técnicas numéricas mas elaboradas y, por lo tanto, en este apartado
proponemos un calculo aproximado para H (k). La aproximacion a la que hacemos
referencia para determinar la funcién H (k) consiste en despreciar el término con-
volutivo AH (k) en la Ec. (6.6). De esta manera, la funcién H(k) es aproximada
por la suma de dos ondas planas pesadas por la funcién de correlacion total A(r).
Esta aproximacion es, en realidad, la aproximacion de superposicién pero truncada
en la forma indicada y, por lo tanto, la denotaremos como la aprozimacion de su-
perposicion parcial. Como se puede apreciar, esta nueva aproximacion para H (k)
es muy simple y sélo requiere del conocimiento de la funcion h(k), la cual se calcula
en forma rutinaria. De esta manera, en este apartado nos enfocamos en investigar

los efectos de usar la aproximacion de superposicion parcial en el cdlculo de D,
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cuyos resultados son presentados en la Fig. 6.3, para los sistemas y condiciones de
la Fig. 6.1, en donde los datos de referencia (mostrados en la Fig. 6.1) son usa-
dos para comparar los resultados obtenidos con la aproximacion de superposicion

parcial para H (k).

Como podemos ver de la Fig. 6.3, los resultados de la superposicion parcial,
en general, retiene las cualidades de los datos de referencia. En el aspecto cuan-
titativo, las principales discrepancias de estos resultados corresponden para los
coeficientes de difusion traslacional, es decir, D} y Dj. Para el coeficiente de di-
fusion rotacional D% correspondiente al sistema caracterizado por AL = 100, los
resultados con la superposicion parcial son una mejor aproximacion, cuantitativa-
mente hablando, que los resultados con la superposicién completa, mientras que
para los sistemas caracterizados por AL = 200, los calculos para DY con la aproxi-
macién de superposicion, parcial y total, ofrecen un grado similar de acercamiento

a los datos de referencia.

La comparacién entre el coeficiente de difusién longitudinal de referencia y
los resultados con la aproximacion de superposicion parcial exhiben desacuerdos
cualitativas. Esta irregularidad que presentan los datos con la superposicion parcial
es diferente a la exhibida por los resultados con la superposicion total (compare,
por ejemplo, las Figs. 6.2.c y 6.3.¢). Esta comparacién nos pone de manifiesto
cual es el efecto de despreciar el término convolutivo AH (k) en la aproximacion
de superposicién. El efecto de ignorar el término convolutivo AH (k) en el calculo
del coeficiente de difusion transversal, se manifiesta para los sistemas con baja
concentracion, para los cuales, por ejemplo, en el caso de los sistemas con AL =
100, los resultados calculados con la superposicion parcial subestiman los datos de
referencia en forma mas notoria que los datos calculados con la superposicién total,
mientras que para los sistemas con AL = 200 el acercamiento de los resutados con

la superposicén parcial a los datos de referencia es en forma irregular.

De esta comparacion podemos extraer como conclusion que la aproximacion
de superposicion parcial en el calculo de Df’z supera los cdlculos de esta misma
propiedad pero con la aproximacion de superposicion total, mientras que para los
coeficientes de difusién traslacional, DY y DHL, la aproximacion de superposicon

total es preferible.
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FI1GURA 6.3. Comparacién entre los resultados de D% /D? calculados con la funcion H (k)

derivada de datos exactos de simulacién (e) y la aproximacion de superposicion parcial

().
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6.2 Extrapolacion de resultados de simulaciéon

En la seccién pasada hemos mostrado las predicciones tedricas para DL como
también los resultados que se derivan de usar dos aproximaciones simplificadoras,
a saber, las aproximaciones de superposicion total y parcial. Los resultados que
se generan con estas aproximaciones fueron cotejados con los datos tedricos origi-
nales de D%, cuyo cdlculo involucra el uso de recursos generados de la simulacion
numérica del modelo. Estos iltimos datos pueden, con justicia, ser considerados
como referencia para los resultados derivados con otras aproximaciones adicionales
como las mencionadas anteriormente. Sin embargo, estos valores de refencia para
DE son calculados con la expresion aproximada de A&, (t) que involucra las aprox-
imaciones de homogeneidad y la aproximacion Fick con desacoplamiento. Lo de-
seable es disponer de resultados exactos para D% que nos permitan evaluar cuales
son los efectos de introducir las aproximaciones mencionadas en la expresion de
A&,(t). Una forma de enfrentar este problema consiste en generar los datos de
DL a partir de los datos de simulacién de D,(t) en el régimen de tiempos inter-
medios. La técnica, en si misma, consiste en proponer una expresion aproximada
para D,(t) que ajuste los datos de simulacién con el mayor grado de acercamiento
posible, para posteriormente determinar el valor extrapolado de D”. En este orden
de ideas, la expresion aproximada de D, (t) que usaremos para este proposito es la

siguiente

D.(t) Dk DE A
=2 _[_&_ 1 _ 6.7
Do~ De (Dg t+t, 00}

Esta expresion aproximada para D,(t) [61] contiene dos pardmetros de ajuste que
son, precisamente, el coeficiente de difusion D% extrapolado y el pardmetro t,. Los
pardmetros de ajuste son calculados en forma tal que la suma de los cuadrados
de las desviaciones de esta ecuacién aproximada y los datos exactos de simulacion
de D,(t), corresponda al minimo. La ventaja de esta expresién aproximada es su
excelente ajuste con los datos de simulacién. Este ultimo hecho es importante,
porque el dato extrapolado de DL que se extrac de este procedimiento, es ex-

tremadamente sensible al ajuste de los datos de simulacion vy, por lo tanto, lo que
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podemos concluir con los resultados extrapolados y los datos de referencia para D
estard basado en las tendencias generales que los resultados extrapolados exhiban.
Estos resultados extrapolados son presentados en la Fig. 6.4 y son usados para

comparar tinicamente el aspecto cualitativo de los datos de referencia de DL,

6.2.1 Expansion a muy baja concentracion

Para complementar la discusion de la comparacion entre los datos de referencia y
los extrapolados para DX en la Fig. 6.4 incluimos, adicionalmente, los resultados
de DL aproximados por su expansion en serie de potencias de la concentracion n
para los sistemas con baja concentracion (n — 0). En la Fig. 6.4, se presentan
la aproximacion lineal y la cuadrética de dicha expansion. El calculo de DY para
n — 0 estd basado en el desarrollo en serie de potencias del coeficiente estatico de

friccion cuyos primeros dos términos son los siguientes

At 0 (A&, 1 8% (A¢, :
g E( ;. )Lﬁ* [m( . )]nzo”’”'“' P

Estos coeficientes son calculados en el limite de un fluido altamente diluido, es

decir, n — 0, y son calculados aproximadamente de las siguientes expresiones

|2

()] m ] e ony o

[; o (Ag)} _ D / ko{29?[(%Ho<k)>*(%m<k>)]

2 on? Eo {2 ) kQ(D(‘M + Do)
- W(,Ho(k)fDCMh(,(k)}
k?(De + Do)2 7

(6.10)
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en donde

Ho(r) = g PRl g (6.11)
Hi(r) = e P /d2r1 [e“ﬁ’/’(”) ~ 1} [e‘ﬂ¢(|r“r|) — 1}; (6.12)
ho(r) = e P9 1 (6.13)

con ¥(r) y ¢(r) siendo los potenciales de interaccién trazadora-esfera y esfera-
esfera, respectivamente. Por otra parte, la relacion entre el desarrollo en serie de

potencias de la concentracién de DY y A€, estd dada por

Dg _ d (A, 8 (A& 1 8% (AL, ,
oot (@) {m G2 - e ()] e

(6.14)

En la Fig. 6.4 mostramos los resultados para DX en el sistema coloidal caracter-
izado por el dimero con AL = 100. En esta figura, se presentan los diferentes
coeficientes estaticos de difusion de referencia y los datos extrapolados, en donde,
ademds, hemos incluido los valores de DZ/D? cuando son determinados con la Ec.
(6.14) truncada hasta el término lineal y el término cuadratico. Como se indico al
inicio de este apartado, el objetivo de la Fig. 6.4 es comparar los datos tedricos de
referencia de D% con los datos extrapolados que se derivan de la ecuacién de ajuste
dada en la Ec. (6.7). La inclusiéon de los resultados generados por la expansion
lineal y cuadrética de DL (Ec. (6.14) tiene el fin de reforzar la informaciéon que
define el comportamiento de DX para los sistemas muy diluidos. En particular,
para el coeficiente de difusién estdtico rotacional, los resultados de la expansion
truncada nos muestra que el valor de D% decrece lentamente desde su valor de
difusién rotacional libre D%, lo cual nos indica que los efectos de las interacciones,

al menos para este caso, no son muy importantes.

Con respecto a la comparacion entre los resultados de referencia y los datos

extrapolados, la Fig. 6.4 nos permite ver que los resultados teéricos conservan todas
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F1GURA 6.4. Comparacién entre los resultados tedricos (curva en trazos) y los datos
extrapolados de la funcién D,(t) obtenida de la simulacién numérica en el régimen de
tiempos intermedios (curva solida). La recta y la pardbola en trazos representan las
aproximaciones sucesivas del desarrollo en serie de potencias de la concentracién n de

DL /D¢ para sistemas muy diluidos.
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las cualidades de los resultados extrapolados. La Fig. 6.4, también nos permite
apreciar que los efectos de las aproximaciones de homogenidad y la aproximacion
de Fick con desacoplamiento se manifiestan a través de una subestimaciéon de los
efectos de las interacciones sobre la trazadora, es decir, el valor de D! determinado
con las expresiones aproximadas es mayor al valor de D% extrapolado. Sin embargo,
para el coeficiente de difusion rotacional en los sistemas con baja concentracion
encontramos que los efectos de las interacciones sobre la trazadora son ligeramente
sobreestimados, es decir, el valor tedrico de D% es ligeramente menor al valor
extrapolado. Finalmente, como conclusién general (al menos para los sistemas
presentados en la Fig. 6.4), podemos decir que los resultados aproximados de D
registran las cualidades de los resultados extrapolados, en donde, ademds, para los

sistemas con muy baja concentracion, el acuerdo cuantitativo es adecuado.

La Fig. 6.4 pone de manifiesto la utilidad de la expresion aproximada de la
funcion de friccién estdtica aproximada A&, en el cdleulo de DL De esta manera,
en el ultimo apartado de este capitulo presentamos las interesantes predicciones

teéricas de DL para sistemas tridimensionales con interaccién de esfera dura.

6.3 Esferas duras

Para finalizar el andlisis de los coeficiente de difusion D, (t) en el régimen de tiem-
pos largos, en este ultimo apartado presentamos las predicciones tedricas de los
coeficientes asintéticos DL para trazadora axial en los sistemas tridimensionales

con interacciéon de esfera dura, definidos por

Bo(r) = (6.15)

donde r es la distancia de separacion entre dos particulas esféricas en unidades
del didmetro de esfera dura, o. Los cdlculos que presentaremos corresponden a

los coeficientes de difusion traslacional Dil. D §05

1,

v [)"". v para los coeficientes de
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difusion rotacional Dﬁl y be. De la simetria axial de la particula trazadora,
es claro que los coeficientes de difusion transversales al eje axial, que son D’J‘]
(eje X) y DY, (eje Y), son idénticos e independientes del coeficiente de difusion
longitudinal DHL (eje Z), mientras que los coeficientes de difusion rotacional D;;]
(alrededor del eje X) y D (alrededor del eje Y) son también iguales. De esta
manera, la descripcion del proceso de difusion de la trazadora axial sélo requiere
del conocimiento de uno de los coeficientes de difusion transversal, el coeficiente

de difusion longitudinal v uno de los coeficientes de difusion rotacional.

El céleulo de los coeficientes de difusion estaticos, D (con o =1y, Ly, ||, Ry, Ry),
al igual que en los sistemas bidimensionales con interaccion de Yukawa de las sec-
ciones pasadas, estda basado en la funcion de friccion A&, (¢) que es aproximada con
la aproximacién de homogeneidad y la aproximacion de Fick desacoplada. Por su
parte, los recursos necesarios tales como, por ejemplo, la funcion de distribucion
local de las particulas esféricas alrededor del dimero G(r), pueden ser calculados
con el método de Monte Carlo. Sin embargo, en este apartado la funcion G(r) es
determinada con la aproximacién de superposicion de Kirkwood, motivados, prin-
cipalmente, por el excelente desempeno de esta aproximacion en los sistemas con
interaccion de esfera dura (ver la seccién 3.2). De esta manera, para el caso del

dimero la funciéon H(r) = G(r)—1 aproximada corresponde a la signiente expresion

H(r) = h{|r — ry|) + h(Jr — r2}) + A(|r — r1|)h(jr — r2}), (6.16)

donde ry = (0,0,+AL/2) y ro = (0,0,—AL/2) son los vectores de posicion de
las particulas esféricas que constituyen al dimero, mientras que A(r) es la funcién
de correlacion total. Por otra parte, dada la simplicidad del sistema homogéneo
de esferas duras, la funcién h(r) puede ser calculada, como se dijo anteriormente,
con el método de Monte Carlo, o bien usando ecuaciones integro-diferenciales, sin
que esto ultimo represente un deterioro excesivo de la funcién A(r) con respecto
de su valor exacto con Monte Carlo. De esta manera, en este trabajo la funcion
H(r) queda plenamente determinada con la funcién h(r) derivada de ecuaciones
integro-diferenciales. Aqui utilizaremos a la aproximacion de Percus-Yevick [52,53]

para este efecto. La funcién H(r) determinada de esta forma es entonces usada
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para determinar la funcién de friccién estdtica A&,, que para el caso del fluido

tridimensional esta dada por

kT K9 H (k)|
A€, = BZ/&k | K" H ()] , (6.17)
(27) kQ(S(k)DCM + D")
donde ahora 1~(l((a) es un operador definido por
f(ff‘) = —ikg, f(]((“) = —iky, f{l((“) = —ik,,
(6.18)

B = ke — kg, K™ = hgl — kgl

La expresion para A,, Ec. (6.17), es muy similar a la que empleamos para el
caso del fluido bidimensional, dada por la Ec. (6.3). Los resultados para D% /D¢
que se generan de el esquema tedrico que hemos descrito son presentados en la
Fig. 6.5, en la cual, para complementar la discusion de estos resultados, se han
incluido, adicionalmente, los calculos de D% /D¢ generados con la aproximacién de
superposicion parcial (la cual consiste en despreciar el término h(|r —ry|)h(|jr —r3|)
de la Ec. (6.16)), y los calculos correspondientes para la trazadora con separacion
infinita (AL — 00). La expresién correspondiente para el caso de la trazadora con
separacion infinita se puede derivar facilmente a partir de la expresion limite de

|K{* H(K)|?, que para el fluido tridimensional corresponde a

( Npk2h?(k) a =Ly
NrkZh? (k) g ==lor
lim KM HK)|? = { Npk2h2(k) a=|; (6.19)

AL—o0

Nrk*R2R2(k) o = Ry

| Npk2R2R2(K) o = R,.
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De estos resultados, la expresion para la funcion de friccion A&, dada en la Ec.

(6.17), en el limite de separacién infinita arroja el siguiente resultado

. kBTn /oo
| Ay = Ayg——— dk
im A A STk

AL— o0 6’/’!’2

K2R2()
)Dceym + DO’

(6.20)

donde A}, = Ay, = Ay = N,y Ap, = Ap, = NyR? Los resultados que se
generan para D% /D¢ en el caso de separacion infinita (AL — 00), al igual que en el
fluido bidimensional de las secciones pasadas, no dependen del tipo de componente
«, pero si del numero de particulas que constituyen a la trazadora axial. Estos
resultados de DL/D? para AL — oo son mostrados en la Fig. 6.5 con la curva
solida. La Fig. 6.5 presenta los resultados de DX/D? en funcién de la fraccion de
empaquetamiento ¢ = mno? /6, para los sistemas caracterizados por un dimero con

separacion entre sus particulas de AL = ¢ (en contacto) y AL = 30.

Las cualidades mas destacadas que podemos observar en la Fig. 6.5 correspon-
den, por una parte, a los efectos de introducir la aproximacion parcial en el cdlculo
de H(k), y por otra parte, al comportamiento de estos resultados con la distancia
de separacion AL. En el primer caso, en la Fig. 6.5 podemos ver claramente que
el efecto de truncar la aproximacién de superposicion se manifiesta en los sistemas
caracterizados por un dimero con particulas en contacto, en donde la diferencia
entre los resultados de DE/D? calculados con la aproximacién de superposicién
parcial con respecto a la total es mas bién irregular, siendo mas importante los
efectos para el coeficiente de difusién rotacional. En el segundo caso, en la Fig.
6.5 podemos ver que los resultados de DL /D¢ calculados con la aproximacion de
superposicion parcial como la total, rapidamente convergen a su valor limite (curva

solida) para distancias AL > 30, con igual grado de aproximacion.

Finalmente, como observacién general, en la Fig. 6.5 podemos ver que los
coeficientes de difusion estaticos del dimero duro, decrece con la fraccion de empa-
quetamiento en forma aproximadamente lineal, al menos para los sistemas consid-

erados en esta figura.
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FIGURA 6.5. Coeficientes de difusién estdticos normalizados D% /D¢ para un dimero en

el fluido tridimensional con interaccién de esfera dura.
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Conclusiones

En este trabajo nos hemos abocado a estudiar el movimiento Browniano trasla-
cional y rotacional de una particula trazadora no-esférica interactuante que se di-
funde en un fluido coloidal bidimensional de particulas esféricas, en donde, por sim-
plicidad, la especie formada por las particulas no-esféricas se encuentra altamente
diluida en el sistema, es decir ny — 0. El modelo considerado para la trazadora
no-esférica corresponde a un arreglo lineal rigido de Ny elementos esféricos del
mismo tipo de las particulas esféricas libres en el fluido. De esta manera, en este
trabajo consideramos que el modelo para la interaccion entre una particula esférica
de la trazadora axial y una particula esférica libre en la suspension, es el mismo
para la interacciéon entre dos particulas esféricas libres, siendo éste el potencial de

esfera dura mas Yukawa.

En este trabajo nos enfocamos el andlisis de los efectos de las interacciones
directas en el proceso de difusién traslacional y rotacional de la trazadora axi-
al, en donde las interacciones hidrodindmicas son ignoradas. El andlisis de las
propiedades estaticas del sistema, como también las propiedades dindmicas de la
trazadora axial (desplazamiento cuadratico medio), estd basado en resultados de
un experimento de simulaciéon numérica con el algoritmo de Dinamica Browniana.
Adicionalmente, en esta tesis reportamos el andlisis de los resultados tedricos para
las propiedades dindamicas de la trazadora. Estos resultados teoricos estan basados
en la ecuacién de Langevin generalizada para trazadora no-esféricas. Las conclu-
siones del analsis de los resultados de simulacion, como las de los resultados tedricos,
se encuentran en la parte final de cada uno de los capitulos que los abordan. En
este apartado final, s6lo mencionaremos algunos de los aspectos mas generales,
como, por ejemplo, el hecho de que D, (t)/D9 < DH(t)/Dﬁ para los resultados
de simulacion de los coeficientes de difusion dependientes del tiempo en las direc-

ciones transversal y longitudinal al eje axial de la trazadora. De igual manera, otro
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aspecto importante que podemos mencionar es la convergencia de los diferentes
coeficientes de difusién normalizados, D,(t)/ D2, los cuales tienden a colapsarse
al coeficiente de difusiéon normalizado de trazadora esférica D(t)/D? conforme la

separacion entre las particulas de la trazadora aumenta, es decir, AL — oco.

En este trabajo, presentamos un andlisis tedrico de los coeficientes asintoticos
DE para el régimen de tiempos largos, usando para su determinacion numérica,
expresiones aproximadas con diferentes grados de precision cualitativa y cuanti-
tativa. En el andlisis de estos resultados tedricos empleamos, adicionalmente, los
resultados extrapolados de los coeficientes asintoticos DX que se derivan de los
resultados de simulacién de D, (t) en el régimen de tiempos intermedios. En este
apartado podemos extraer como conclusion general lo siguiente: las prediciones
tedricas para DX (evaluadas con los recursos obtenidos de la simulacién) reproduce

las principales caracteristicas cualitativas de los resultados extrapolados para DL

Adicionalmente, en este trabajo realizamos un esfuerzo por evaluar la aprox-
imacion de superposicion de Kirkwood en sus aspectos cuantitativos y cualita-
tivos. El objetivo de este analisis extra se enfoca en determinar la utilidad de la
aproximacion de superposicion cuando ésta es usada para evaluar las propiedades
estaticas del sistema y, principalmente, las propiedades dinamicas que describen el
proceso de difusion de la trazadora no-esférica. Como conclusion general de este
analisis desarrollado con la aproximacion de superposicion podemos decir que la
aproximacion es un buen recurso, a tomar en cuenta, si se consideran sistemas
con el potencial de Yukawa y AL > 200, o bien si se consideran sistemas con

interaccién de esfera dura.

Finalmente, en este trabajo, hemos hecho un esfuerzo por separar por una
parte la descripcion directa y el andlisis fisico de los resultados del experimento de
simulacidn, y por otra parte, el andlisis de estos resultados utilizando el esquema
tedrico de la ecuacion de Langevin generalizada. Esto nos permitio tener una
evaluacion de las diferentes aproximaciones fundamentales introducidas en este
trabajo. En resumen, nuestro trabajo deja el tema del proceso de difusién de una
trazadora no-esférica en un punto tal que lo tinico que resta es la aplicacion de las
teorias y métodos introducidos aqui, al andlisis directo de resultados experimentales

en sistemas reales concretos.



Apéndice A

Sistemas coordenados

Este apéndice estd abocado a describir los diferentes sistemas coordenados que
son utilizados para referir el movimiento traslacional y rotacional de la trazadora
axial, y los movimientos de traslacion de las particulas esféricas en la suspension
coloidal bidimensional. En la préactica, se emplean solo tres sistemas coordenados

cuya definicion y el uso de cada uno de ellos es discutido enseguida.

A.1 Definiciones

El primero de estos sistemas coordenados es el marco de referencia inercial. En
este sistema de referencia, los movimientos fundamentales de la trazadora corre-
sponden a una traslacién y una rotacién que son realizadas simultaneamente. Sin
embargo, el propdsitos de este trabajo es estudiar el proceso de difusion de la
trazadora cuando éste es referido al sistema coordenado con origen fijo en el mar-
co de referencia inercial, pero con la orientacién definida por los ejes principales
de la trazadora. En este marco de referencia mdvil, los movimientos aparentes
de la trazadora corresponden a una traslacion pura, sin rotacion. En realidad,
este marco de referencia efectia las rotaciones de la trazadora, instantaneamente.
De esta manera, los movimientos de traslacion de la trazadora quedan referidos a
las direcciones perpendicular y paralela al eje axial de la misma, mientras que el
movimiento rotacional es descrito con el dngulo 6(t) que definen el eje X' maovil y
el eje X inercial. La Fig. A.1 ilustra estos dos sistemas coordenados, en donde el
origen del sistema coordenado mévil (que es un punto fijo y arbitrario en el marco

de referencia inercial), sin pérdida de generalidad, es ubicado en el origen inercial.
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F1GurA A.1. Ilustracion de los tres sistemas coordenados que describen la mecanica de

una trazadora axial con geometria elipsoidal.

En el marco de referencia mévil, la descripcion mecanica de la trazadora se
adapta a las necesidades de este trabajo, pero el manejo tedrico es ain complicado.
El siguiente y ultimo sistema de coordenadas a definir, simplifica las ecuaciones
tedricas que aparecen en este trabajo y mantiene la descripcién mecanica de la
trazadora lograda con el sistema coordenado movil. En este sentido, el nuevo
marco de referencia es una copia del sistema coordenado maévil, pero con el origen
ubicado en el centro de masa de la trazadora. Por tal motivo, este marco de
referencia es denotado como el sistema coordenado de la trazadora. Es claro que la
dinamica del sistema, cuando es referida a este marco de referencia fijo al cuerpo
de la trazadora, corresponde a las particulas esféricas en la suspension moviéndose
alrededor de la trazadora inmovil, en donde, en realidad, este marco de referencia
se desplaza y rota con la trazadora. En este marco de referencia de la trazadora,
ilustrado en la Fig. A.1, se simplifica la descripcion, por ejemplo, del perfil de
concentracién local n®(r) de las particulas esféricas alrededor de la trazadora (ver

los resultados de n°(r) en el capitulo 3 de esta tesis).

A.2 Ecuaciones de movimiento

Los dos sistemas coordenados en movimiento que se han definido en el anterior

apartado, permiten referir la dinamica de la trazadora en las direcciones perpendic-
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ular y paralela al eje axial de la misma. Sin embargo, y en general, el inconveniente
de utilizar sistemas coordenados no inerciales es que las ecuaciones de movimiento
que describen la dinamica de cualquier particula no-esférica arbitraria (ecuaciones
de Euler), a diferencia de las ecuaciones de movimiento referidas al sistema co-
ordenado inercial, poseen un término cinemdtico extra que es cuadratico en la
velocidad. Asi, por ejemplo, para el caso de una particula coloidal no-esférica que
se difunde libremente en una suspension tridimensional, las ecuaciones de Euler-
Langevin, para el sistema coordenado con origen fijo y ejes en las direcciones de

los ejes principales de la particula, son las siguientes

Md‘c’lit) Fow(t) x My(t) = — & v(B)- £ w(t) +£(0); (A1)
?'%W(t) x (Tw(t) = & V)~ Eppwlt) + (). (A2)

Estas ecuaciones no son lineales en la velocidad debido a los términos cinematicos
que corresponden al segundo término en el lado de izquierdo de ambas ecuaciones.
Sin embargo, en este trabajo nos enfocaremos al estudio del proceso de difusion
de la trazadora no-esférica en el régimen temporal difusivo o régimen lineal en la
velocidad, en donde los términos cinematicos no contribuyen y, por lo tanto, son
ignorados en la forma indicada en el capitulo 1, referente a los conceptos generales

de este trabajo.



Apéndice B

Trazadora con longitud infinita

Este apéndice es una parte complementaria del capitulo 5 referente a las propiedades
dinamicas de la trazadora axial con separacion AL entre las Ny particulas esféricas
que la constituyen. En este apéndice nos enfocamos en derivar la expresion tedrica
de la funcién de friccion A&,(t) para el caso particular de la trazadora con sep-
aracién infinita, es decir AL — oo. Por su parte, la expresion tedrica de A&, (1)
para la trazadora con separacién AL arbitraria estd dada en la Ec. (5.7) y es la

siguiente

k

pea() = 22 [ eHE 00X (B.1)

4 S(k)

donde S(k) es el factor de estructura estético del fluido homogéneo (sin la trazado-
ra), y x(k;t) es la transformada de Fourier del propagador de difusién colectiva
del sistema, el cual es aproximado en este trabajo con la Ley de Fick desacoplada
(Ecs. (5.8), (5.9) y (5.10)). Ambas funciones, S(k) y x(k;t), por su significado
fisico y por su definicion, respectivamente, son independientes del parametro AL.
Sin embargo, la funcién de friccién A€, (t) depende del pardmetro AL a través de
la funcién |[K\% H(K)|?, en donde la funcién H (k) es la transformada de Fourier de
H(r) = G(r) — 1, siendo G(r) = n®(r)/n la funcién de distribucién local estdtica
en equilibrio de las particulas esféricas alrededor de la trazadora. Por su parte,
K'l((a) es un operador cuya definicién se encuentra en la Ec. (1.61) que enseguida

reproducimos

~ ) it 4 e ‘)__ ‘)
K =ik, KV =-ik, K=k, 0(/; ~hy (
Y

ok,
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Por otra parte, en el capitulo 5 hemos confirmado que la aproximacién de
superposicién de Kirkwood [29] para la funcién de distribucion local G/(r) (ver las
Ecs. (1.11) y (1.12)), tiende al resultado exacto conforme la separacion AL — oo.
De esta manera, la funcién H(r) para valores grandes pero finitos de AL puede ser

aproximada por

H(r) = G(r)—1; (B.3)

X
|
—
-
[
o
_+_
|

donde h(r) = g(r) — 1 es la funcién de correlacion total radial en el fluido ho-
mogéneo, la cual es determinada en forma exacta con el resultado de simulacion
de la funcién de distribucion radial g(r). Por su parte, la transformada de Fourier

de la funciéon H(r) aproximada (Ec. (B.3)) es la siguiente expresion

H(k) ~ iexp (ik - 1,)h(k) + AH (k), (B.4)

donde ry = (z = 0,y = (2s — Ny — 1)AL/2) es el vector de posicion de la particula
s (= 1,2,...,Nr) que conforma a la trazadora. En esta Ec. (B.4), el término
AH (k) es la transformada de Fourier de los términos convolutivos, los cuales con-
stituyen un patron de interferencia que tiende a desvanecerse conforme AL — o0y,
por lo tanto, el término importante de H (k) es el primer término en el lado derecho
de la Ec. (B.4). De esta manera, en el limite de separacion infinita tenemos como
resultado final

Nt
lim H(k)= lim exp (tk - ry)h(k). B.5
AL—00 ( ) AL—o00 " p ( ‘s) ( ) ( )
§=
Por otra parte, para determinar la funcion de friccion de la trazadora axial (Ec.
(B.1)) en el limite de separacidn infinita, sélo requerimos determinar el valor de la

funcién [I;(l((“)H(k)I2 para AL — oo, cuya funcién limite es
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( Npk2h?(k) a=1;
~ ( 2
Jim KMH(K)| = ¢ Npk2h?(k) a=|; (B.6)
| Npk2R2h2(k)  a =R,

donde R es el radio de giro. De esta manera, la funcién de friccion de la trazadora

(Ec. (B.1)), en el limite AL — oo, es la funcién

lim Aga(t):Aaki:n /Oodkk?’h?(k)X(k;t) (B.7)
0

AL—o0

con AL - A” =S NT y AR = NTRQ‘
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