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CAPITULO 1

INTRODUCCION A LA INVESTIGACION DE
OPERACIONES

Breve reseiia historica de la Investigacion de Operaciones.

El hombre desde que apareci6 en la tierra ha buscado mejorar su forma de vida, esto lo ha hecho
preguntarse sobre como lograr mas satisfactores con menores esfuerzos.

Este espiritu fue el que movio a Frederick W. Taylor "El padre de la Administracion Cientifica” a
observar como desarrollaban los obreros sus diversas tareas y lo llevo a plantearse varias opciones para
mejorar la eficiencia de los mismos.

De igual forma al inicio de la segunda guerra mundial, los ingleses se vieron obligados a agrupar gentes
que dominaban diferentes disciplinas para estudiar los problemas militares, tacticas de abastecimiento y
demas inherentes a la guerra para el aprovechamiento 6ptimo de los recursos escasos, tanto materiales como
humanos. Aqui es donde se considera que nacio La /nvestigacion de Operaciones. De igual forma y casi al
mismo tiempo en Estados Unidos de Norteameérica, se integraron exitosos grupos de trabajo cuyo objetivo era
el desarrollo de estrategias para las operaciones militares, tales como problemas logisticos, planeacion de
maniobras navales y establecimiento de patrones de vuelo para aviones,

Al finalizar la guerra, ese personal que habia aplicado los métodos de Investigacién de Operaciones a
acciones militares, pronto se dio cuenta que las téenicas empleadas podian utilizarse para problemas
industriales.

Fue en la década de los 50 cuando la Investigacion de Operaciones comenzd a tener auge a nivel
industrial, lo cual impulsd su avance y evolucion,

En 1947, en Estados Unidos de Norteamérica, George B. Dantzig desarroll6 el Merodo Simplex de
Programacion Lineal, el cual ha tenido amplias aplicaciones y ha servido de base para otros modelos de
programacion, como la entera y 1a programacion por metas.

En la década de los 60, 1a Investigacion de Operaciones fue implantada en la formacion académica de las
escuelas de niveles superiores como una nueva parte de los planes y programas de estudios en los Estados
Unidos.

Hoy en dia, la Investigacion de Operaciones es un tema muy popular, el cual esta incluido casi en la
totalidad de las curriculas de las carreras ingenieriles y administrativas que se imparten en las instituciones
de educacion superior en nuestro pais.

Todo esto se debe a que se ha reconocido su importancia para mejorar el proceso de toma de decisiones
en los problemas técnicos, econdmicos y administrativos de las empresas e instituciones de servicios.

Definicion de la Investigacién de Operaciones.

La Investigacién de Operaciones puede definirse como un grupo de métodos v técnicas aplicables a fa
solucion de problemas operativos de los sistenas.

Esta definicion no es completa, pero si nos da una idea de lo que trata la materia.

También suele conocérsele como Ciencias de la Administracién o como Métodos v Modelos
Cuantitativos para la toma de decisiones.

Un rasgo que debemos sefialar de la Investigacion de Operaciones es su caracter interdisciplinario, es
decir, se aplica a situaciones de diversa indole en las empresas e instituciones. como pueden ser las areas de
Ventas, Produccion, Finanzas, Personal. Mantenimiento y otras.

Resolucion de problemas.
El administrador suele frecuentemente encontrarse con numerosos problemas en su trabajo diario, para los
cuales debera llevar a cabo una serie de acciones racionales que le permitan enfrentarlos exitosamente, de tal



manera que aquellos ne le afecten al logro de los objetivos que se ha propuesto.

Lo primero sera establecer qué es un problema, el cual puede definirse como un conjunto de hechos no
deseados en la operacion de un sistema, los cuales deberan ser corregidos para lograr el desarrollo dptimo
del mismo.

Para la resolucion de problemas, numerosos autores estan de acuerdo en seguir un procedimiento 16gico
que debe constar de las siguientes etapas:

1.- Definir el Problema. Esto significa identificar todas las caracteristicas que describen el problema.

2.- Examinar todas las causas posibles. Esto es, listar y analizar todas las posibles causas que dieton
lugar al problema.

3.- Obtener los hechos. Tratar de conseguir la mayor cantidad de informacién concerniente al problema.

4.- Confrontar las posibles causas con la informacion obtenida. Esto es, analizar cada una de las causas
para ver su factibilidad de haber sido la responsable del problema, de esta forma quedara identificada la(s)
causa(s) mas probable(s).

5.- Efectuar accién correctiva. Una vez identificada la(s) causa(s) que origind el problema, se procedera a
resolver éste, eliminando dicha causa y ejecutando las acciones pertinentes para su solucidn.

6.- Implementar acciones preventivas para el caso de reincidencia. Es decir, prever la repeticion del
problema y prepararse para ello.

Toma de decisiones.

En toda empresa o institucion, el administrador debe tomar numerosas decisiones sobre diferentes
situaciones en las que se halla involucrado. Al igual que en el inciso anterior, podriamos sefialar una serie de
pasos racionales para lograr una buena decision, los cuales pueden ser los siguientes:

1.- Establecer los objetivos de la decisian.

Definir los objetivos que se pretenden alcanzar con la decision, de esta etapa quedari en claro ia
importancia de tomar una decision.

2.- Clasificar los objetivos.

Esto sera jerarquizar los objetivos de acuerdo a su importancia respecto a la decision.

3.- Desarrollar alternativas de decision.

Esto sera listar todas las posibles opciones de decisién que puedan ser tomadas.

4.- Evaluar las alternativas.

Aqui cada alternativa debera sopesarse respecto a los objetivos para ver con cuales de ellos y en qué
medida los cumple. Al final de esta etapa debera elegirse 1a mejor opcién de todas.

5.- Implementar la alternativa elegida.

Es decir. ejecutar las acciones que involucren la opcion seleccionada en el paso anterior.

6.- Controlar efectos no deseados de la decision.

Esto sera el analisis y prevencion de los posibles problemas a los que puede dar lugar la implementacion
de la alternativa de decision escogida.

7.- Seguimiento,

Una vez llevada a cabo la opcion de decision elegida en el paso 5, debera darse un seguimiento del
desarrollo de 1a misma, pues en muchas ocasiones ésta constara de una serie de pasos a realizar.

Es muy importante sefialar que la bondad de la decision puede algunas veces ser distinta al resultado que
se obtenga con la misma.

Otras definiciones.
En este inciso daremos algunas definiciones adicionales que consideramos utiles para la mejor
comprension del texto.

Algoritmo.- Es un procedimiento que consiste en una serie de pasos ejecutables y de decision ordenados en
una secuencia légica para hallar la solucién de un problema,



Modelo.- Es una representacion de una situacion real. En el caso de la Investigacién de Operaciones los
modelos que se manejan son matematicos, los cuales consisten en una ecuacion que describe el
comportamiento de un fendmeno que sucede en un sistema dado.

Existen varias clasificaciones de los modelos de acuerdo a sus funciones, propésitos, temas o tipo de
informacién que utilizan, Algunos de los mas usuales son los siguientes:

Maodelos Probabilisticos y Deterministicos.

Los primeros son aquellos que se basan en probabilidades en cuanto a la informacion que usan como
datos.

Los segundos seran los que emplean informacion que se conoce exactamente, o bien que puede ser

obtenida.
A los modelos probabilisticos también suele conocérseles como estocasticos.

Modelos Estiticos y Dinamicos.
Los primeros son aquellos que se ocupan de una situacion que tiene condiciones que no cambian respecto

al tiempo, es decir, son constantes. )
Los Dindmicos en cambio, son aquellos en los cuales si existen variaciones en las condiciones con el

tiempo.

Modelos Descriptives y Normativos.

Los descriptivos son {os modelos gue no indican ninguna accion a ser tomada, simplemente presentan
una relacion que nos dice lo que sucede en el mundo real. '
Los normativos por el contrario, si sefialan un curso de accion a ser tomado. A estos ultimos también suele
denomindrseles modelos de optimizacion.

Sistema.- Es una parte del universo que se toma aparte para ser estudiada, pudiendo estar unida con el
exterior o con otros sistemas por medio de flujos de materiales, tal y como se muestra en la figura .1

Figura 1.1 Representacion de un sistema

Flujos de Flujos de \\
SISTEMA V4
entrada salida




CAPITULO II

REPASO DE ALGEBRA

Introduccian

En este capitulo presentaremos un breve repaso de dlgebra, tratando los temas de matrices ¥
determinantes.

El algebra de matrices se aplica para la solucién de ecuaciones algebraicas lineales como las que
aparecen en la Programacion Lineal y en especial en el método Simplex. el cual utiliza la inversion de
matrices para llegar a la solucion,

Los determinantes por su parte, son aplicados para resolver ecuaciones algebraicas simultaneas. este tipo
de sistemas aparecen en los problemas de Andlisis de Markov, los cuales se veran posteriormente.

Determinantes

Definicion: Se /e llama determinante a un arreglo tabular de elementos en Jorma cuadrada, es decir con
igual nimero de renglones que de columnas. el cual tiene un valor numérico dado. Sus elementos pueden
ser variables o constantes, siendo la mayoria de las veces valores numsricos,

Los determinantes hallan amplias aplicaciones para la solucion de sistemas de ecuaciones algebraicas
lineales, como veremos mas adelante.

El orden de un determinante es el namero de renglones y/o de columnas que posee. De esta forma el
determinante mas sencillo es el de segundo orden con 4 elementos. como por ejemplo el siguiente:

an a2
Ec.(IL.1)

az dn

Donde los subindices significan la posicion del elemento en el arreglo, representando el primer subindice
el rengldn en el cual se halla situado el elemento y el segundo a la columna, asi por ejemplo el elemento aj,
sera el correspondiente al primer rengldn y a la segunda columna.

El valor de un determinante de segundo orden se calcula de la siguiente manera:

an daz

= anan - anaz Ec.(11.2)
a1 dz

Como puede observarse, es la diferencia de los productos formados con los elementos de las diagonales.
A continuacion presentaremos un ejercicio.

Ejemplo I1.1.- Hallar el valor de los siguientes determinantes de segundo orden

6 -1 5 a b

3 0 Oy 4 a b

(a) (c)

Solucion:
De acuerdo a 1a Ec.(i1.2) tendremos

(a) =60 -(-)(3)=0+3=3

6 -1
3 0

s 8
(b)-, 4= ()Y~ (BT =20-56=-36




a b
= (a)(p)— (b)a)= ab—ba =10
a b
Existen determinantes de érdenes mayores, como los de tercer orden, de los cuales el siguiente es un
ejemplo:

(©)

an Q12 s
az an  an Ec.(IL3)

31 I3z ds33

Por su parte para encontrar el valor de éste, deberemos reatizar un poco mas de trabajo, sin embargo, una
manera simple de hacerlo es agregando las dos primeras columnas del determinante como cuarta y quinta
columnas respectivamente, con lo cual tendremeos:

an a2 a3z an  an
@21 awr G a2 an Ec.(IL4)

a1l a3z a3 aym  asz

Ahora formaremos 3 diagonales en un sentido y 3 en el sentido opuesto, del modo siguiente:

ad °1><C'13><11 a12

Q21 2 D G20
Ga¢ d3 Gy 31 932

Ec.(11.5)

Estas representan los productos de los elementos que las forman. de manera que el valor del determinante
es:
a11a:2ass + 2402343 + @13a21a32 - Q13322431 - 11423432 - 312a21a33 Ec.(IL.6}

Enseguida presentamos un gjercicio:
Ejemplo 11.2.- Hallar el valor del determinante

4 6 3
-2 5 0
3 -1 2

Solucion;
De acuerdo a la metodologia explicada, aplicaremos 1a Ec.(I1.6) a los elementos del determinante para
obtener

(A)(5)(2) + (6)0)(3) + B)-2)(-1) - BUSN3) - (HO)-1) - (6)-2X2)
=40+0+6-45-0+24=25

Propiedades de los determinantes.
Propiedad nimero |.- Un determinante puede descomponerse en otros determinantes de ordenes
menores conforme a la siguiente formula:

D = aiCiv + ai2Ci2+.. .. +ainCin i=12,.... .0 Ec.(IL.T
De esta forma descompondremos un determinante de orden n, en n determinantes de orden n-1
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Enestaférmulaa;), ajs, ......., aj son los elementos del renglon i ésimo del determinante, mientras que
Ci1, Cia. ... Cjp son los cofactores de cada elemento, los cuales se obtienen con la ecuacion siguiente:
Cjj= (D™ M Ec.(IL8)

Donde M;; es el menor del elemento a;; el cual sera el determinante de orden inmediato inferior que

resulta de eliminar el renglon i y la columna j del determinante original, asi por ejemplo para el caso de un
determinante de 3x3 definido por 1a Ec.(I1.3), el menor M4 sera el determinante de segundo orden que

resultara al eliminar el primer renglén y la segunda columna del determinante original, es decir:

921 94 923 Ec.(11.9)

a31 a3z 4933

Quedando de este modo
a2l azl

M= Ec.(IL10)
131 33

Ahora presentaremos un ejemplo para ilustrar lo antes sefialado.
Ejemplo I1.3.- Resolver el determinante del ejemplo I1.2 utilizando la metodologia de los cofactores.

Solucidn:
El determinante de tercer orden es
4 6 3
-2 5 0
3 -1 2

Si aplicamos 1a Ec.(11.7) al primer rengion, tendremos:

D=anCn+ agi2Ciz+ anais
Donde cada cofactor se obtendra por la aplicacion de la Ec.(11.8) a nuestro case, de esta forma tendremos:

Cpr =DMy,
Donde M| sera el determinante de segundo orden resultante de eliminar en D el primer renglén y la

primera columna,

5
M11=_

0
1 2‘ =(5X2)—(0O}-1)=10-0=10

Resultando entonces para Cyy:
C11= D20y =10

Ahora para Cjq:
Crp=(D1*2My
Donde M5 sera:
-2 0
M= 3 4| =EDR)- (O =-4-0=-4

Resultando entonces el cofactor:
Ciz =1’ (4=4



Finalmente para C{3:
Cp3 =COMIMy;
Donde M3 es:

5
s L |F D@ =2-15=-13

Dando para Cy3:

Ciz =D (-13)=-13
Finalmente sustituiremos los cofactores para calcular D conforme a 1a Ec.(IL7).
D ={H(10}+ (6)d)+ (3)(-13)=40+24-39=125
El cual es el mismo valor del ejemplo anterior.
Esta propiedad de los determinantes es muy utilizada cuando aparecen casos de ordenes cuartos o

mayores.

Mis=

Propiedad ntimero 2.- El valor de un determinante no se altera si sus renglones se escriben como
columnas en el mismo orden,

Esto lo comprobaremos con un gjercicio.

Ejemplo 1L.4.- Comprobar la segunda propiedad con el determinante

p= 6 -4
38
Solucion:
Este determinante vale
6 —4
D= 3 8|7 (6)B)Y— (—4)(3)=48+12 =60

Ahora de acuerdo a lo enunciado en la segunda propiedad, pondremos los dos renglones como columnas
en el mismo orden, entonces tendremos:
6

3
D=, 4=(6O)X®)-()-4)=48+12=60

Con lo cual ha quedado comprebado.

Propiedad niimero 3.- Si los elementos de un rengldn (o de una columna) cualquiera se multiplican por
un valor dado S, el valor del determinante quedara multiplicado por S.
Esto lo ilustraremos con el siguiente ejemplo:
Ejempto I1.5.- Comprobar la tercera propiedad para el determinante del ejemplo anterior para el caso
de que S=1/2.
Solucion:
Elegiremos arbitrariamente a la primera columna para efectuar la comprobacién, entonces al
multiplicar tos elementaos de ella por S, tendremos:

6/2 -4
D=D§ = 3/7 3 =(6/2)8)-(-4)(3/2)=24+6=30

El cuat es igual al valor del determinanie D’ que serd D (60) multiplicado por S, con lo que ha quedado
comprobado.

Propiedad nimero 4.- Si todos los elementos de un renglon o una columna son cero, el valor del
determinante sera también de cero.
Propiedad niimero 3.- S$i se intercambian de posicién 2 lineas cualquiera de un determinante, que pueden
ser renglones o celumnas, el valor del determinante sera el mismo con el signo cambiado.
A continuacion presentaremos un ejemplo:
Ejemplo 11.6.- Comprobar la quinta propiedad para el determinante del ejemplo anterior.



Solucion:
El determinante original es:
6
D= 3 g|= 60
Escogeremos cambiar de postcion los renglones, con lo cual tendremos;
3 8
D= 6 _a| = GX-D-(8)X6) = -12-48=-60

Con lo que ha quedado comprobado.

Propiedad nimero 6.- Si los elementos de dos hineas cualquiera, sean renglones o columnas son
proporcionales, el determinante valdra cero.
Esto lo ilustraremos con el siguiente caso:
Ejemplo 11.7.- Comprobar la sexta propiedad.

Para el siguiente determinante

4 8 5
D=7 14 -1
-3 —6 2

Solucidn: )

Vemos que los elementos de la segunda columna son el doble de los de la primera, por lo que conforme a
la sexta propiedad este determinante debe valer cero, lo cual estimaremos ahora mediante la aplicacion de la
Ec (IL6):

D =(H(14)(2) + (B)-1)(-3) + (5UTH-6) - (5)(14)(-3) - (4)(-1)(-6) - (8UT)(2)
= 112+24-210+210-24-112 = 0
Con lo cual se ha comprobado.

Propiedad nimero 7.- El valor de un determinante no se altera si a los elementos de una linea cualquiera,
ya sea renglon o columna, se le agregan o restan un multiplo constante de los elementos respectivos de otra
linea cualquiera. .

Esto lo comprobaremos enseguida.

Ejemple I1.8.- Para el determinante

9 7
D=5 ,
Comprobar la séptima propiedad.
Solucion:
El determinante vale
D= 2 ; ={(D2)-(N(5)=18~35=-17

Ahora conforme a la propiedad numero 7, al primer renglén le agregaremos el doble del segundo
renglon, con lo cual tendremos:

19 11
D= s o =(19)}2)-(11)(5) = 38— 55=—17

Por lo que su valor no ha cambiado y ha sido valido el enunciado de 1a propiedad.

Es conveniente sefialar que en las transformaciones de lineas de un determinante no deberan mezclarse
elementos de renglones con aquellos de columnas, esto significa que no podremos agregar o restar elementos
de un renglon a los de una columna,




Propiedad ntimero 8.- Si cada uno de los elementos de un renglén o una columna cualquiera de un
determinante pueden expresarse como un binomio, entonces el determinante podra descomponerse en dos,
de acverdo a la siguiente formula:

a+k bhi+k: a+k) lar b oal |k k2 ks
D=| & b2 2 |=laz b2 c+jaz b2 2 Ec(IL11)

as b3 c3 a1 by ¢l |las b o

La cual demostraremos con un ejercicio.
Ejemplo 1L9.- Demostrar la propiedad ntimero 8 para el determinante

6 5 2
D=7 4 1
-2 -3 -4

Solucion;
El determinante D vale:
D=(6)4)(-4) + (Y 1)-2) + {2)(TN-3)- (2)(4)(-2) - (6} 1)(-3) - GRT)(-4)
=-96-10-42+ 16+ 18+ 140 =26
Conforme a la propiedad nimero 8, lo descompondremos en la forma siguiente:

4+2 4+1 1+1 |4 4 1| {2 1 1

D=| 17 4 (=7 4 1{+|7 4 1

-2 -3 4 |-2 -3 -4 |-2 -3 -4
Dy D:

Deberemos evaluar estos determinantes, los cuales seran: ‘
Dy = ($@)-H + (D) + (N3 - (HEE2) - (4X(N(E3) - ()(T)-4)
=-64-8-21+8+12+112=39
y para Do o
Dy = (2)(4)(-4)} + (D2 + QNTN3) - (DEN-2) - (2)D(-3) - ANTH-4)
=-32-2-21+8+6+28=-13
Por lo que D =Dj+ Dy =39- 13 =20, con lo cual ha quedado demostrado.

Propiedad nimero 9.- Para la multiplicacion de determinantes se tiene que

an an ... dauwl tbu bz ... bul jen ez .. €m
an azn ... am Vb bz ... bl jcu czz ... cu

X = Ec.(I11.12)
nl dn2 ... dm bnl b2 ... brm Cul Cw2  .... Cun

Donde cada elemento ¢j; vendra dado por

Cij = Oilblj + Clizsz T + Clinbnj
para i=1,2, ..., n Ec.(11.13)
FL2 ..n

Aqui los determinantes multiplicados deberan ser necesariamente del mismo orden.

A continuacion presentaremos un ejercicio.

Ejemplo 11.10.- Comprobar ta propiedad nimero 9 con los siguientes determinantes de segundo orden
4 3 5 —2]

A: y B:

-1 2 4 -1
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Solucidn:
En base a la formula dada por la Ec.(1.13), deberemos obtener los elementos del determinante C, los
cuales seran:

Para i=1, j=licy ) = ay by + Qpsby =@X5) +(3)4)=20+12=32
Para i=1, j=2:c|p = ay b3 + Q2bas =((-2)+ 3)(-1}=-8-3=-11
Parai=2, j=l:cy| = Qg by + Qgaby) =(-1)(5)}+ (2)(4)=-5+8=3
Para i=2, j=2:cp3 = Qp1bj2 + O39byy =(-1)(-2)+ (2}-1)=2-2=0

Entonces el determinante C es:
32 -11
C =
3 0

Cuyo valor es:
C=0C2)0--11)X3)=0+33=33

El cual debera de ser igual al producto de los valores de los determinantes A y B, los cuales valdran:
A=) -(-1H=8+3=11 y B=05)-1)-(-2)4)=-5+8=3
Por lo que el producto de ambos sera:
AxB=(11)(3)=33
Con lo cual ha quedado demostrado,

Es pertinente comentar que la multiplicacion de determinantes es exactamente igual a la de matrices, la
cual se vera mas adelante en este mismo capitulo.
Ahora presentaremos la Regla de Cramer, 1a cual es muy conocida pues se aplica a la solucién de
sistemas de ecuaciones algebraicas lineales.
Regla de Cramer.- Para el sistema de ecuaciones algebraicas lineales
anXi+anXz+.. 4awmXe= o
anXi+anX:+.. +amXe=c2
+ et =L Ec.(1.14)

S T U
an X1+ anXa+... +awmXe = Cn
Cada incognita puede calcutarse por medio de la siguiente formula;

xi = D;/D parai=1,2, ... . n Ec.(11.15)

Donde D sera un determinante de orden n dado por:

an iz ain
21 dn veee 20

D= Ec.(I1.16)
dml dm2  .... dm

Mientras que D; sera aquel determinante que resulta de reemplazar en el D la columna i por los términos

independientes ¢y, ¢3, ..., ¢y Esto significa que para el caso de D5 tendriamos:
an (5] ciar [ M
azi 2 e azn
D2 =
am Cn ... (T

Enseguida presentaremos un ejemplo de la aplicacion de esta regla.



Ejemplo TL11.- Resolver el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas lineales utilizando la regla de
Cramer

X1-Xp =
X+ X2 = 17
Solucion:
De acuerdo a lo establecido por 1a Ec.(11.16), D sera:
1 -
D= _—s M- =1+1=2

Mientras que Dy y Dy seran:

1
D= =3 -(=D(1H=3+17=20

17 1

1
Dz =

3 .
| 17,‘:(1)(17)—(3)(1):17-3:14

Por lo tanto al aplicar la Ec.(11.15) a nuestro caso, tendremos:

X;=D;/D =202 =10, Xy=D,/D = 14/2=7

Matrices

Definicion: La matriz es un arreglo de elemenios en forma rectangular dispuestos en, renglones y
columnas. Estos elementos pueden ser numéricos, variables, constantes, funciones, etc.

La siguiente es una matriz de m renglones y n columnas:

an  awiz ... aln\
an dx ... d2n

Ec.(IL17)
adm Omz (... aan

Siendo el orden de la matriz m x n, el cual indica el tamario del arreglo.
Cada ajj es un elemento de la matriz y la notacién de los subindices, significa la posicién del mismo, de

esta forma fa i se refiere al renglon en el cual esta colocado el elemento, mientras que la j representa la
columna, al ignal que la notacién vista anteriormente para los determinantes.

Las matrices a diferencia de los determinantes no poseen ningiin valor numeérico para todo el arreglo.

La diagonal principal de una matriz es el grupo de elementos ajj para los cuales se cumpla que 1 sea igual

a j, o sea que estara integrada por elementos aj |, a3, -..... B S

A continuacion presentaremos algunos tipos de matrices, los cuales es conveniente recordar.
Matriz Cuadrada.- Es aquella matriz que tiene e] mismo nimero de renglones y de columnas. De esta
manera habrd matrices cuadradas de 2x2, de 3x3, de 4x4, de las cuales presentamos ejemplos:

4 3
5 2) Matriz cuadrada de 2 x 2

5I0\

3 2 —IJ Maitriz cuadradade 3 x 3
6 3 -2



4 3 0 -6
6 -2 -1 -3 .
Matriz cuadrada de 4 x 4
-2 5 3 2
1 0 2 8

Matriz Identidad.- Es aquella matriz en la cual los elementos de la diagonal principal son la unidad y el
resto de los elementos son cero.

Estoes;
aij s 1=j§, aif=1
sloisj, aij= 0
E c.(11.18)
La matriz identidad siempre es cuadrada, asi por ejemplo, la matriz identidad de 3 x 3 sera:
1 00
010
0 01
Matriz Nula.- Es aquella matriz en la cual todos sus elementos son cero.
Ejemplo:
000 .
0 0 0) Matriznulade 2x 3

Matriz Regular.- Es aquella matriz cuyo determinante formado con sus elementos es diferente de cero.

[4]=0 Ec.(11.19)
Matriz Singular.- Es aquella cuyo determinante vale cero.
|4|=0 Ec.(11.20)

Rango de una Matriz.- Es el orden maximo del determinante que puede formarse con los elementos de
la matriz cuyo valor sea diferente de cero.

Para aclarar esta definicion presentaremos un ejemplo:

Ejemplo I1.12.- Determinar el rango de las siguientes matrices

6 5 3 (1 2 s
A={1 8 1 y B=l2310
-1 4 3 -1 8 5

Solucidn: Deberemos calcular los determinantes formados con los elementos de cada matriz. Entonces
para la A tendremos:

6 5 3
l4l=17 s 1] = (6XBY(3) + (MH4X3) + (= D51 — (3NBY=1) = (1)(4)(6) ~ (3U5NT)
-1 4 3 '

= 144 +84-5+24-24-105 = 118
El cual por ser diferente de cero y de tercer orden, nos indica que 1a matriz es de rango 3.
Por su parte para la matriz B, calcularemos su determinante,

1 2 5
IBl=[2 3 10 = (DOX=5) + (2X(8X5) + (-1(2)(10) ~ ()(3)=1) - (10X8)(1) - (-5} 2X(2)
1 8 -5

=-15+80-20+15-80+20=0



Por lo tanto [B|=0 y la matriz B no es de rango 3, por lo que deberemos buscar un determinante
cualguiera de orden 2 que pueda formarse con los elementos de la matriz y que sea diferente de cero. Si
tomamos los 2 primeros elementos de los dos primeros renglones, tendremos:

1B =

2
= (- @D =3-4=-1

El cual ya es diferente de cero, por lo que el rango de la matriz es 2.
La dnica matriz de rango cero es la nula.

Matriz Escalar.- Es aquella matriz en la cual los elementos de la diagonal principal valen un escalar
dado k diferente de cero y el resto de sus elementos son cero, por ejemplo;

ko .. 0}
0 £ ... 0

R= J es Matriz escalar Ec.(11.21)
0 0 k

Matriz Transpuesta.- Es aquella matriz denotada como AT que se obtiene a partir de la matriz original
A, en la cual los elementos de cada renglon de ésta pasan a ser los elementos de cada columna de aquellia.
Esto quedara claro con el siguiente ejemplo:;

Ejemplo 11.13.- Obtener la matriz transpuesta de A, si

A_(4s—3)
T\ 7 2

Solucion.- Colacaremos los elementos del primer renglén como primera columna y los del seg,undo
renglon como segunda columna en la matriz transpuesta, de esta forma obtendremos:

(4 5)
AT =8 7
-3 2

Observamos que la transpuesta no es del mismo orden que la matriz original a menos que ésta sea
cuadrada.
Una propiedad de las matrices transpuestas es que la transpuesta del producte de 2 matrices A y B es igual
al producto de las transpuestas colocadas en sentido inverso, es decir:

(AxB)T= BTx AT Ec.(11.22)
Esto puede demostrarse con un ejemplo numerico, tal es el caso del problema propuesto namero I1.30.

Matriz Simétrica.- Es toda matriz que es igual a su transpuesta, por ejemplo:

5 7 1)
A=[71 3 5
-1 5 6
La cual implica que
Qjj= Qji para toda i y para toda j Ec.(I11.23)

Matriz Antisimétrica.- Es aquella matriz para la cual se cumple que
AT = - A Ec.(11.24)
La cual implica que Gij = ‘Gji si i es diferente de |
Qjj= =0 si 1) Ec.(11.25}
Presentaremos ahora un ejemplo de este tipo de matriz:
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Ejemplo I1.14.- Demostrar que la siguiente matriz es antisimetrica,
0 -5 2 \

A=50—J
-2 4 0

Solucién: La matriz A sera antisimétrica si se cumple lo sefialado en la Ec.(I1.24). Entonces obtendremos

AT y luego - A para ver si se satisface la igualdad.
La transpuesta implicara poner cada rengldn de la matriz original como columna para cbtener:

(o0 s —2)

AT = L-s 0 4
2 4 0
La matriz -A sera la matriz original con el signo de cada elemento cambiado, entonces tendremos:
(0 s -2
—A= L—S 0 4
2 -4 0

La cual es exactamente igual a la transpuesta, con lo cual se ha comprobado.

Operaciones matriciales.

Suma.- La suma de matrices solo puede llevarse a cabo si las matrices sumando son del mismo orden.
Entonces se suman tos elementos de la misma posicion de las matrices sumando para obtener el efemento de
la matriz suma para esa posicion. Esto es, dadas las matrices A y B

C=A+B Ec. (11.26)

Donde cada elemento Cjj = Qjj + bij para toda i y para toda | ’

Esto lo ilustraremos con un par de ejemplos

Ejemplo IT.15.- Cblener C= A+ B si

(s 8 -7) (4 -2 7

A=l-6 1 0 y B=|6 -1 &6
4 -2 3 3 8 -2
Solucion: Cada elemento cjj de la matriz suma se obtendra de sumar los correspondientes elementos de

las matrices sumando. Asi para el caso del elemento del primer renglén y la primera columna tendremos:
1= an* by

=5+4=09
parai=1, j=2
cj2= Ar2+bj2
=8+ (-2)= 6

parai=1, j=3:
c13=013+b3

=-7+7=0
Procediendo del mismo modo para el segundo y tercer renglén, obtendremos:
para i=2, j=1
€21 =9A21% ba;
=-6+6=0
para i=2, =2;
€23 =d22* b3
= 14+(-1)=0

para i=2, j=3:



¢p3 = Qa3+ by3
=0+6 =6
para i=3, j=1.
c31= a3t b3y
=4+3 =7
para i=3, F=2:
¢35~ 933+ by
=-2+8 =6
para =3, =3
€33~ d33+ b33
=3+(-2)=1
De esta forma la matriz C sera:

{9 6 o

Ejemplo 1L.16.- Obtener la matriz resta D= A -B para las matrices A y B dadas en el gjemplo

anterior.
Solucién: De hecho la operacion de ‘restar matrices puede considerarse un caso especial de la suma, pues

la matriz que va a ser restada (Ja B en este gjemplo) se suma con el signo cambiado, es decir:
D= A-B= A+(-B)
Entonces tendremos que

(<4 2 -7)

-po=|-6 1 -6
-3 -8 2
La cual sumada a A nosdara D,
( 5 8 -7 (—4 2 -7
D:A+(—B)=L—6 I 0 |+[-6 1 -6
4 -2 3 -3 -8 2
Efectuando operaciones tendremos:
. (s—4 8+2 -7-71 {1 10 -14)
D=L—6—6 1+1 0-6 =L—12 2 -6
4-3 -2-8 3+12 1 -16 5

En la suma de matrices se cumplen las siguientes leyes:

Conmutativa; A+B=B+A Ec. (11.27)

Asociativa; A+ (B+C) = (A+B)+C Ec. (IL.28)

Estas leyes son obvias si consideramos que el orden en que se agregan los sumandos no afecta al
resultado de la suma,

Multiplicacion:
Multiplicacién de una matriz por un escalar- En la muitiplicacion de una matriz A por un escalar k

se tendra lo siguiente.
Ak=kA Ec.(11.29)



ann a2 ... aln]
ax arm ... azn
SiA= J deorden mxn
aml  Om2 tmn
Entonces
kant kar: ... kﬂln)
kann kann ... kazia
Ak =kA = J deorden mxn Ec.(I1.30)

kam  kam: kamn

Notese que el resultado es también una matriz del mismo orden que la matriz origjinal.
A continuacién presentaremos un ejemplo.
Ejemplo I1.17.- Resolver la multiplicacién de 1a matriz A por el escalar k=1/2, si A es
p ( 6 8
T\-2 4
Solucién:
De acuerdo a lo sefialado por la Ee. (11.30), tendremos:

Ak =(l/2(6) 1/2(3))2(3 4)= A
1/72(=2) 1/2(4) -1 2

Nétese que la division de una matriz por un escalar es un caso especial de la multiplicacion, pues este
ejemplo podria haberse planteado como la division de la matriz A entre el escalar 2, que es lo mismo que
multiplicar por el inverso, es decir 1/2,

Algunas propiedades de las multiplicacion de matrices por un escalar son las siguientes:

Propiedad Distributiva respecto a la suma de matrices: k(A+B)=k A + kB Ec. (I1.31)

Propiedad Distributiva respecto a la suma de escalares; (k+1}) A= kA + 1 A Ec. (IL.32)

Propiedad Asociativa del producto de escalares por una matriz. k (1 A)=(k ) A Ec. (11.33)

Siendo k y | escalares; A y B matrices.

Ahora presentaremas 2 ejemplos que comprueban parte de lo anterior.
Ejemplo II.18.- Comprabar la propiedad distributiva respecto a la suma de matrices, si k=2 y Ay B son

)y (5

Solucién: De acuerdo a la Ec.(I1.31) tenemos que k (A+B) = kA + kB

Obtendremos primeramente el lado izquierdo de la igualdad, para ello debemos recordar que los
paréntesis afectan el orden en que se deben efectuar las operaciones, por tanto iniciaremos ejecutando la
suma de matrices A+B que es lo que esta dentro del paréntesis:

A+B [3 5)_{4 6) [7 11)
79\ -5/ e 4
Ahora procederemos a multiplicar el escalar k = 2 por esta matriz suma:
AN 201 1)) (14 22)
+ = =
k(A +B) (2(8) 2(4) 8§ 8
y este es el resultado del lado izquierdo de la igualdad.

Por su parte, para el lado derecho tendremos que obtener el producto kA, luego el producto kB y
finalmente la suma de ambos.
El producto k A sera:



(2(3) 2(5)) (6 10)
M=oy 29)7\Us 13
Por su parte k B sera
(2(4) 2(6)) (s :2)
B=12-3 25/ \=6 -10
Finalmente, 1a suma de kA + kB sera:

. (6 10) (s 12) [14 22)
k+kB={14 18/ 6 —10)7\s 8

La cual es exactamente igual al resultado del lado izquierdo.

Ejemplo I1.19.- Comprobar la Ec.(11.32),sik=4y 1= 1/2,

, (5 11)
snA—__3 ;)

Solucion: Conforme a la Ec.(11.32), procederemos a obtener el primer miembro, para lo cual lo primero
sera efectuar la suma de escalares k+1 y luego este resultado que también es un escalar, multiplicarlo por la
matriz A, entonces: :

(kt)= 4+ 1/2 = 82+ 1/2 = 972

entonces la multiplicacion es:

9/2(5) 9/2(11) 45/2 99/2
(k+DA= =
9/2(-3) 9/ -27/2 63/2

Por su parte, para el segundo miembro de la Ec.(11.32), debemos obtener el producto kA, -luego el
producto |A y finalmente la suma de ambos, entonces:

[4(5) 4(11)) [zo 44)
kd = 4-3) X7/ \-12 28
(1;2(5) 1!2(11)) (5/2 11/2)
4= 1723 172n) " \-372 772
por su parte, la suma sera ’
20 44 5/2 11/2 45/2 99/2
va+lA=(—12 28)*[—3/2 7/2]{-27/2 63/2)
que es exactamente igual al resultado obtenido para el primer miembro, por lo cual ha quedado
demostrado.

Multiplicacion de matrices.

Para poder efectuar la multiplicacién de 2 matrices cualesquiera A x B, sera necesario que el nimero de
columnas de la primera de ellas sea igual al nimero de renglones de 1a segunda, de lo contrario el producto
no estara definido.

Si por ejemplo, la matriz A es de orden m x n y la matriz B de orden n x p, 1a matriz producto Ax B=C
sera de orden m x p, es decir, del nimero de renglones de la primera matriz y del numero de columnas de la
segunda, esto es:

Ax B = C Ec.(11.34)
(mxn) (nxp) (mx p)

donde cada elemento cjjde la matriz C se calcula por medio de 1a siguiente formula:

Cyj = Zn:tlikblg‘ Ec.(11.35)

k=]
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siendo cjj, ajj, bjj los elementos de las matrices C, A y B respectivamente.

A continuacion presentaremos 2 ejemplos para ilustrar lo anterior:
Ejemplo 11.20.- Obtener C=A x B si

Solucion:
La matriz Aesdeorden 3 x 2 ylaB de 2 x 2, debiendo resultar C de 3 x 2.
Para obtener cada elemento de la matriz C, aplicaremos la Ec.(11.35), siendo n=2 en nuestro caso.
Entonces para i=1, j=1:
Ci1= Qb + 9p2by
= (4 + (-I1-2) =16+2=18
Ahora para i=1, j=2:
Cj2= 911 b2 + 912b22
= @#)8) + -1)(-3)=32+3=35
Parai=2, j=1:
€21 = Q21 by + G2 by
= (D@ + (5%-2)=28-10=18
Para =2, j=2;
cy2= Q21 b12 + azaby
= (DB + (5X-3)=56-15=41
Para i=3, ]=1:
€31 = Q311 + O33by
= (D@) + A(D=4-4=0
Para i=3, j=2;
¢32= A31bjz + a3z by
= (18 + 2X-3)=8-6=2

Con 1o que 1a matriz producto C es:

(I 8 35\

C= tl 8 41J
0 2
Ejemplo I1.21.- Obtener C=A x B si

a=(4 8) vy B:(_Sz)

Solucion:
Aesdeorden 1 x2yBesde2x 1, por lo que la matriz producto C sera de 1 x 1, es decir solamenie de
un elemento, el cual obtendremos mediante 1a aplicacion de la Ec.(11.35) a nuestro caso para obtener:
Parai=1, j=1:
cl1 = A by + gz by
= (4)(5) + (8)(-2) =20-16=4

El cual es el unico elemento de 1a matriz C.

La multiplicacion de matrices tiene las siguientes propiedades:



No es conmutativa AxB + BxA Ec.(11.36)

Propiedad asociativa (AxB)x C=Ax(BxC) Ec(l.37)

Propiedades distributivas {A+B) x C= AxC+ BxC  Ec(.3%)
Cx(A+B)=CxA+ CxB Ec.(I1.39)

A continuacion demostraremos con ejercicios numéricos algunas de estas propiedades:
Ejemplo 11.22.- Demostrar la propiedad asociativa de la multiplicacion de matrices para

T S S

Solucion:
Conforme a la Ec.(I1.37), el primer miembro debera obtenerse efectuando primeramente AxB y el
resultado se multiplicara por D, entonces procederemos a llevar a cabo esto:

s [65)‘{43) c
AXB={3 oMy 2)°

Al aplicar la formula dada por 1a Ec (I1.35), parak de 1 a 2, tendremos:
Para i=1, =1; ‘
€11 = aprby + aygby)
— (BB +5Y1)=24+5=29
Para i=l1, j=2:
cl2 =arbiz + apzb22
— B3+ (5)N2)=18+10=28
Para i=2, j=1:
c31= Gz1bpt Apbyy
= GXH+(O)H=12+0=12
Para =2, j=2:
€2 =Qabyp + dpoboy
= 3N+ (O0X2)=9+0=9
Por 1o cual C que es la matriz producto AxB es
c [29 23] -
=12 9 de orden 2 x
Ahora procederemos a calcular C x D, para lo cual también aplicaremos la Ec.(11.35),

c (29 28){5 2) |
D=2 oMo )77

Donde denominamos como P a la matriz producto. Entonces cada elemento de P sera:
Para i=1, j=1:
Pi1 = cypdpg *op2dyg
= (29)(5) + (28)(0) = 145+ 0= 145
Para i=t, j=2:
P12 =cp1dj2+cyadp
=(29)(2) + (28)(-1)=58-28=30
Para i=2, j=1:
P21 = ca1dyy + c22dz)
= (12)(5) + (9(0) =60 + 0 = 60
Para i=2, j=2:
P22 =¢21d)2 + 22422
=(I2)2D)+ (N(-1)=24-9=13



=(12Y2)+ (9)(-1)=24-9=15
Por lo tanto la matriz producto P es;
(145 30]
P=\60 15
Ahora vamos a calcular el segundo miembro de la igualdad dada por la Ec.(i1.37), para lo cual
primeramente obtendremos BxD y este producto que llamaremos E seré el segundo factor que luego sera
multiplicado por A, entonces tendremos;
Para i=1, j=1:
et = byydyy +bydy
= 5+ (3)(0)=20+0=20
Para i=1, j=2:
€12 = byidig +bydy
=HD+CN-1)=8-3=5
Para i=2, j=1:
€21 = byjdy) + byady)
=5+ (2X0)=5+0=5
Para i=2, j=2:
€22 = bpydy) +byody)
=D+ 2}-1)=2-2=0
Por lo que la matriz E sera:
(20 5)
E=ls o _
Ahora procederemos a obtener el producto final AxE el cual debera ser igual a P, entonces:
Para i=1, j=1:
P11 = 911811+ Aj2e2)
= (6)(20) + (5}(5) = 120+ 25 = 145
Para i=1, j=2:

P12= Q11812+ A28
— (6X5) + (5)(0)=30+0=30
Para =2, 1.
P21 = Q21811 *+ O22¢7)
=(3)20) + (0)(5) =60+ 0= 60
Para i=2, j=2:
P22 = 021812 + O32¢22
=X+ (OXOH=15+0=15
Siendo la matriz P exactamente igual a la obtenida para el primer miembro, por lo que ha quedado
demostrado.

Ejemplo I1.23.- Demostrar para las mismas matrices de! problema anterior la propiedad distributiva
dada por ta Ec. (11.39).

Solucioén;

Lo primero sera obtener el primer miembro, es decir D x (A+B), para lo cual haremos la suma, a la que
llamaremos S, entonces:

g (6 5) (4 3) (10 s)
SEAB= oty ) e 2

Ahora efectuaremos el producte D x $, al que llamaremos P, entonces:



NNRE 2{10 3]
I—Dx.S—O_] 4 2

Utilizando nuevamente la Ec.([[.35), tendremos;
Para i=1, j=1:
P1) = d1s11 T dp2s2)
= (5)(10)+ (2)(4) =50+ 8 = 58
Para i=1, j=2:
P12= dysj2+di2822
= (5)8)+ (2X2)=40+4=44
Para i=2, j=I:
p21 =dzi1511 + d2a82)
= ()0 + (-1)#)=0-4=-4
Para i=2, j=2:
p22=d21812+dasa
= (OX8)+ (-D)()=0-2=-2
Por lo que 1a matriz P sera

, (58 44)
=7, -

Ahora procederemos a calcular el segundo miembro, los productos DxA al que denominaremos U, y el
DxB al que llamaremos V. Entonces hallaremos primeramente U:

sema(® 29

Aplicando la Ec.(11.35), tendremos
Para i=1, j=1:
upp = dpapy + dppan
= (5X6)+ (23)=30+6=36
Para i=1, j=2:
upp =dyQrpt djpans
— (5)(5)+ (2)(0)=25+0=25
Para i=2, j=1:
uy) =dy Q1+ dypdz)
— (OB + (-1)(3)=0-3=-3
Para i=2, j=2:
ugp =dp1912+ dypdy)
=0+ -1H=0+0=0
Por lo que 1a matriz U sera:

y (36 25)
-3 00

Por su parte para la matriz V tendremos:

- [5 2){4 3]
“PE S M 2
donde cada elemento de ella se obtiene mediante 1a Ec.(I1.35), entonces
Parai=1, j=1:

Vi1 = diibyp + dygby
- CYH+2)(1)=20+2=22
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Para i=1, j=2:

viz=dyibj2 + dizbss
— (B3 + (2 =15+4=19
Para i=2, j=1;
va1 =dagby) + dagby
= O+ -DH=0-1=-1
Para i=2, j=2:
vay = da b2+ daoby;
— (O3 +(DR)=0-2=-2
Quedando la matriz V como

(5 %)

Finalmente sumaremos Uy V para obtener:

ey (36 25){22 19) (58 44)
U=, 0/ \~1 -2/ \~4 -2

La cual es exactamente igual al resultado del primer miembro, con lo que ha quedado demostrado.

Transformaciones de matrices.

Es posible hacer transformaciones elementales de matrices, las cuales no alteran ni el orden ni el rango
de las mismas.

Las mas usuales son las siguientes:

1.- Intercambio de posicidn entre dos renglones o entre dos columnas.

Ejemplo: Si tenemos la matriz de 3x3

4 6 3)
-1 2 5
7 8 9
Si cambiamos el primero y tercer renglones, tendremos:
7 8 9\
-1 2 5
4 6 3)
O bien si a la matriz original le cambiamos la primera y segunda columnas de posicion, tendremos:
6 4 3\
2 -1 5
8 7 9

2.- Multiplicar un renglon o una columna por una constante.
Ejemplo: Si en la matriz del ejemplo anterior, multiplicamos los elementos del segundo renglon por 2,
tendremos:

4 6 3
-2 4 10
7 8 9

3.- Sumarle o restarle a un renglén o a una columna k veces otro renglon u otra columna.
Ejemplo: Si a la matriz original de los casos anteriores a los elementos del primer renglén le sumamos
los del segundo renglén multiplicados por 3, tendremos:



1 12 18\

—125J
7 8 9

O bien, si para esta ultima matriz a 1a primera columna le restamos la segunda, nos dara:

=11 12 18\

-3 2 SJ

-1 8 9
Matriz Adjunta.

Para una matriz A dada, su matriz adjunta se obtiene de la siguiente forma: Primeramente habra que

tener la matriz transpuesta de A, es decir AT y luego obtener los cofactores de los elementos de esta,
conforme a lo visto en determinantes. La adjunta estara entonces integrada por los cofactores ubicados en la
misma posicidn de los respectivos elementos para los cuales fueron calculados.

La matriz adjunta se denota como A™ .
Para ilustrar la obtencion de la matriz adjunta, presentaremos un caso:

Ejemplo [1.24.- QObtener la adjunta de la matriz A la cual es:

7 8 6)
A=l 5 4 —lJ
-2 3 2
Solucidn:
Lo primero sera obtener la transpuesta de A, es decir AT, 1a cual sera:
7 5 —2\
A T 8 4 3
6 -1 2

Ahora habra que obtener los cofactores de cada elemento de AT, para lo cual aplicaremos la técnica vista
en el tema de determinantes.

T

Para a’ {: el menor sera el determinante

3 .
1 2T BHRD-N-N=8+3=1

El cofactor sera (-1)2 (11) = 11

Para 0T|2 el menor sera

¢ 2= -C)6) =16-18=2

y el cofactor sera (- ¥ =2
Para GTI 3 el menor es

4
o _|=®ED- @6 = -8-24= 32

y el cofactor sera (-1)* (-32)=-32
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Para 0T2 1 &l menores

Ly 2T O@-2(-D=10-2=38

y el cofactor es (-1)° (8)=-8

Para GT22 el menor es

6 2
y el cofactor es (-1)4 (26) = 26

=(N2)-(-2X6)=14+12= 26

Para 0T23 el menor es

75
6 —I = (TX-1)— (5)6) = -7 -30=-37

y el cofactor es (-1)° (-37) = 37

Para OT3| el menar es

4 3= OD-CD@=15+8=23

y el cofactor es (- D% (23)= 23

Para 0T32 el menor es

3 3
y el cofactor es (-l)5 (37)= -37

= (N3 - (-)(8) = 21+ 16 = 37

Para GT33 el menor es

5
3 4~ (N4 -(5K8)=28~40=-12

y el cofactor es (-l)6 -12F= -12

Poar lo tanto la matriz adjunta sera:

12 -32\
AT ={-8 26 37J
23 37 -12

La obtencion de la adjunta tiene importantes aplicaciones en la inversion de matrices y también en la
resolucion de sistemas de ecuaciones algebraicas lineales.

Matriz inversa. :
La matriz inversa A~! de una matriz A dada, debera cumplir con la siguiente condicion:

Ax Al=alx A =1 Ec.(11.40)
Donde 1 es 1a matriz identidad



Solamente las matrices regulares tienen inversa, no asi las singulares. Ademas la inversa cuando existe
es Unica, es decir, qué ninguna matriz podra tener dos inversas. Otra caracteristica de la inversa es que
siempre es cuadrada,

Inversion de matrices.

Para obtener la inversa de una matriz se pueden seguir varios métodos. En este texto presentaremos dos:

El método de la Adjunta y el método Gauss Jordan.

Método de la Adjunta,

Este consiste en obtener l1a matriz adjunta de A, denominada AT 1al y como se ha estudiado en este
capitulo y por su parte la inversa se obtendra por medio de la formula siguiente:

Al = At/(A| Ec.(11.41)

Tlustraremos esto con un gjercicio:
Ejemplo 11,25, Obtener la inversa de A por el método de la Adjunta, si A es:

(5 2 1
A= Lfs 4 2
1 -1 2
Solucién:
Lo primero sera obtener la adjunta A, para lo cual obtendremos antes la transpuesta AT,
(5 31 \
A" = Lz 4 - J
1 2 2

Por su parte los cofactores seran:

a"n= (12 : L= @D- D@ =8+2=10
a’ = (-1’ f L= @@ - D=3+ =-
a"i= (-1 f : =(2XD- (@) =4-4=0

a’u= (-1’ ; ; = (XD~ (XD} = ~(6-2) = -4
a’n= (—l)“f ; = (@) -(N=10-1=9

a’n= (-1’ ? i = {52 - (B3XD] = ~(10~3) = -
a’n=-n j _'J = (XD~ (@) =-3-4=-7
a’n= (1’ Z _11 = -[5X-1)- (N = ~(-5-2) =7
a’s= 1o ; =@ -@=20-6=14

Entences 1a adjunta es:



10 -5 0
A =|-4 9 -7
-7 7 14
Par su parte el determinante de los elementos de la matriz sera:
5 2 1
lAl=13 4 2[=(5)2)+ G)U=11) + (DN2)2) — (X1} - 2X~1X5) - 2)2)(3)
1 -1 2

=40-3+4-4+10-12=35
Entonces al aplicar la Ec.(I1.41) tendremos:

P 10 -5 0 207 -1/7 0 )
A-lzm=(1/35 -4 9 —7|=[-4735 9735 -1/5J
-7 7 1) \-t/5 1/5 2/5

La cual podria comprobarse al multiplicarla por la matriz original A debiendo resultar la matriz
identidad conforme a la Ec.(I1.40). :

Método de Gauss Jordan.

Este método es muy utilizado para la resolucién de ecuaciones algebraicas lineales simultaneas, asi como
para obtener la matriz inversa, Conslta de las siguientes etapas;

1.- Dada la matriz cuadrada A de orden n, se agrega a ésta la matriz identidad, quedando de esta forma
el arreglo de n renglones y 2n columnas.

2.- En la matriz original A se tratard de generar la matriz identidad mediante transformaciones
elementales que son de dos tipos y las cuales se llevan a cabo ordenadamente de la siguiente manera:

a). Normalizacién del renglén. Este paso consiste en generar un uno en el elemento del rengidn
correspondiente a la diagonal principal, 1o cual se logra simplemente mediante la divisidén de los elementos
del rengldn por el valor del elemento citado.

b). Reduccién de la columna. Esie paso consiste en generar ceros en la columna donde se halla el
elemento normalizado en el paso anterior, con excepcion de éste. Esto se efectiia mediante transformaciones
matriciales de sumarle o restarle a los elementos de un renglén dado x nimero de veces los respectivos
elementos del rengldn normalizado, el cual de esta manera serd el renglon pivote para realizar estos
cambios.

De tal forma se llevan a cabo estos pasos comenzando por el primer renglén y primera columna hasta
llegar a los altimos, lo que dara al final del procedimiento la matriz identidad ubicada del lado izquierdo,
Justo donde estaba A y la inversa de ésta del lado derecho donde se encontraba la matriz identidad al
principio.

Enseguida presentaremos un ejemplo de esta metodologia:

Ejemplo I1.26.- Obtener la inversa de la matriz A del problema anterior por el método de Gauss Jordan.

Solucion:

Lo primero sera agregar la matriz identidad a la A, con lo cual tendremos:

52 1100
34 2010
I -1 2 0 0 1

Ahora procederemos a los pasos de normalizacion y reduccién para esta matriz aumentada, iniciando por
el primer renglén, cuyo elemento correspondiente a la diagonal principal es el 5 ubicado en la primera
columna, por lo cual para hacerlo la unidad dividiremos todo el renglén entre 5, con este cambio nuestra
matriz quedara en la forma siguiente:

1 04 02 02 0 O
34 2 0 10

I -1 2 0 01



Ahora procederemos a la reduccion de los elementos de la primera columna, es decir, hacerlos cero, con
excepcion del elemento normalizado en la etapa anterior, lo cual haremos mediante transformaciones
matriciales, para lo cual vemos que si al segundo renglon le restamos el triple del primero, se generara un
cero en el elemento respectivo de la primera columna:

3 4 2 0 1 0
- 3 { 1 04 02 02 0 0O )
0 28 14 -06 ! 0
Por su parte para hacer cero el elemento de la primera columna y tercer renglon, simplemente hay que
restarle al tercer renglon los valores del primero, es decir:
I -l 2 0 0 1
- { 1 04 02 02 0 0
0 -14 18 -02 0O 0
Con estos cambios nuestra mattiz quedara de la manera siguiente:
1 04 02 02 0O
0 28 14 -06 1 0
0 -14 18 -02 0 |

Ahora pasaremos a la normalizacién del segundo renglon, para lo cual vemos que el elemento
correspondiente a fa diagonal principal es el 2.80, por lo que dividiremos todo el rengién entre este valor,
quedandonos entonces:

0 1 0.50 -0.2143 03571 0

De aqui proseguiremos con la reduccidn. la cual implica hacer ceros los elementos de la segunda
columna excepto el del renglén pivote, por lo que vemos de nuestra matriz que si al primer renglon le
restamos el segundo renglén multiplicado por 0.40, nos generara un cero en el elemento del primer renglon
y segunda columna, es decir:

| 04 0.2 0.2 0 0
- 0.40 ( 0 ] 0.5 -0.2143 073571 0 )
‘ [ 1 0 0 02857 -0.1428 0 |
Por su parte para hacer cero el elemento del la segunda columna y tercer renglon, a este le sumaremos el
segundo renglon multipticado por 1.40, con {o cual tendremos:

0 -14 18 -02 0 I
+ 140 0 1 0.5 -02143 03571 0 )
[ o 0 25 -05 0.5 1]

Con estos cambios nuestra matriz sera ahora;
1 0 0 02857 -01428 ¢
0 I 05 -02143 03571 0
0 0 25 -0.5 05 |

Finalmente iremos a la ultima normalizacién, que sera la del tercer renglon, para lo cual dividiremos a
éste entre 2.50. para que se nos haga la unidad el elemento correspondiente a la diagonal principal, con lo
cual tendremos:

o 0 1 -020 020 040

Ahora procederemos a la reduccion, por lo que si vemos nuestra matrlz nos daremos cuenta que el
elemento que corresponde a la tercera columna y al primer renglon ya es un cero, por lo cual pasamos al
segundo renglon, donde vemos que el elemento de €1 y de la tercera columna es 0.50, por lo que para hacerlo
cero deberemos restarle a este renglon el pivote multiplicado por 0.50, es decir:

0 1 05 -02143 03571 0O
- 050 0 0 I -0.2 0.2 040 )
[ o I 0 -0.1143 02571 -0.20 |

Con estos cambios nuestra matriz sera;



I 0 0 02857 -01428 0
0 1 0 -01143 02571 -020
001 -02 0.2 04
Quedandonos la matriz identidad del lado izquierdo (3 primeras columnas) v la inversa del lado derecho

(3 ultimas columnas).

Si comparamos la inversa con la obtenida en el ejemplo anterior, nos daremos cuenta que son

exactamente iguales.

La matriz inversa de un producto tiene la siguiente propiedad:

(AxByl = Bl x Al Ec.(11.42)
la cual demostraremos con un ejercicio.

Ejemplo 11.27.- Demostrar la Ec.(11.42) para las siguientes matrices:
3§ -3 6 -2

A= =
5 1 y B=l_4 3

Solucidn:
Lo primero sera obtener el primer miembro, para lo cual obtendremos el producto A x B, el cual sera:

=3 THS )

Por lo que el elemento del primer renglon y primera columna de la matriz producto sera:
(8)6)+ (-3)(-4) = 48+ 12 = 60

El elemento del primer rengldn y segunda columna sera:
8)-2)+ (-3)3) = -16-9 = -25

El del segundo renglén y primera columna sera:

' (5¥6) + (1)(-4) = 30-4 = 26

El del segundo renglén y segunda columna:
(5X-2) + (1X3) = -10+3 = -

Por lo que la matriz producto, que denominaremos P es:

[60 —25]
“\26 -7

A ésta tendremos que sacarle la matriz inversa, lo cual efectuaremos por el método de la adjuma,

entonces lo primero sera obtener la transpuesta de P, 1a cual es:

+ (60 26
Pl =(25 —7)
Para la cual los cofactores son:
Parapl ;= (-2 (:1)=-7
Parapl |y = (-1)3 (-25)=25
Paraply; = (-1)° (26)=-26

Parapl 99 = (-1)? (60} =60
Entonces 1a adjunta es:

-7 25
+ —
P ’(—26 60)

Por su parte el determinante de P sera:



60 25
P = [ s 7 ] = (60)(=7) — (=25)(26) = —420+ 650 = 23u

Entonces la inversa de P sera:

o P* (—7/230 5!46)
TPl \-13/115 6723/

La cual es el primer miembro.
Por su parte, para obiener el segundo miembro debemos hallar las inversas de B y A y luego
multiplicarlas, entonces primeramente hallaremos la inversa de B, para la cual 1a transpuesta es:

5 - (—62 3 )
Mientras que los cofactores seran;
bl = D2(3)=3
bl 1y = 13 (2)=2
bT21 = (-1)3 (-4)=4
blyy = D4 E)=6

Siendo la adjunta:

o
3_46

y el determinante

N R _
Bi=| _, 5 ]=(6X3)-(-2(-4=18-8=10

(Quedando entonces la inversa;

L B [3/10 1/5)
B'=+—=
i8] “\2s5 375

Por su parte para la matriz A tendremos primero su transpuesta, Ia cual es:

8 5
At =(-3 J
Para la cual los cofactores seran:
aly =% (H=1
alyp= 1P ¢3)=3
alyy= 13 5)=-5
alas = (1)* (8)=8
Siendo la adjunta: )

1 3
+ —
4 ‘[—s s)

y el determinante

8 -3
|A|:[5 l]=(3)(1)-(—3)(5)= 8+15=23

Quedando entonces la inversa;

A"—A+ [1/23 3/23)
T4l T\-5/23 8/23
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Finalmente obtendremos el producto B-lx Al
g (3/ 10 1/5){1/23 3/23)
BxA" =35 315M\s/23 3123
Para esta matriz producto el elemento del primer renglén y la primera columna sera:
(/10X 1/23) + (1/5)-5/23) = 3/230 - 5/115=-7/230
El del primer renglon y segunda columna sera:
(3/10)(3/23) + (1/5)(8/23) = 9/230 + 8/115 = 25/230 = 5/46
El del segundo renglén y primera columna:;
(2/5)(1423) + (3/5X-5/23) = 2/115 - 15/115=-13/115
El del segundo renglon y segunda columna:

(2/5)(3/23) + (3/5X8/23y = 6/115 + 24/115 = 30/115 = 6/23
Quedando entonces el producto;

By 4 [7/230 5/46)
A= 35 6/23

que es exactamente igual a pl por lo cual queda demostrado.

Solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas lineales
La matriz inversa es muy util para solucionar un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, tal como el
indicado en la ecuacion (I1.14), el cual puede representarse en forma matricial de la manera siguiente:

AX = C Ec.(11.43)
Donde
an an ... din X1 €
a:n a2z ... awm ) X2 2
A= X = C= Ec.(11.44)
nl dnz ... mn Xn Cn

Si en la Ec.(11.43) multiplicamos por la matriz inversa de A, es decir A1 2 ambos lados, tendremos:
Alax=alc Ec.(11.45)
y dado que A"l A =1, la matriz identidad que es la unidad, por lo tanto:

X =AalcC Ec.(11.46)

De donde concluimos que la matriz solucidn X se obtiene del producto de 1a matriz inversa de aquella

formada con los coeficientes de las ecuaciones, A"l y la matriz de los términos independientes, C. Las
matrices X y C son de una sola columna, por lo que en realidad son vectores.
Para ilustrar lo anterior presentaremos un ejemplo senciilo.

Ejemplo II. 28.- Solucionar por medio de 1a inversion de matrices el sistema de ecuaciones
4Xl - X2 = 2
Xl + 2 X2 =5
Solucion:
Identificando las matrices A y C, de acuerdo a la notacion anterior, éstas seran;

() v ()

Entonces obtendremos la inversa de A, para lo cual la transpuesta AT es:

T [4 1)
AT\ 2



G

y los cofactores son
aly = (n2@=2
alip= 13 en=1
aly = D3 )=-1
alyy= (D@ =4
Quedando entonces la adjunta

2 1
+ —
A ‘(—1 4)

y el determinante de A:

4 -1
IAI:[I 2)‘=(4)(2)—(—1)(1)= 8+1=9

Siendo Ia inversa

Y ‘(219 1/9]
A ==
4] “\-1/9 ar9

Ahora ya podemos aplicar la Ec.(11.46), para obtener:

P C_(zm 1/9)){2]
=4 XY= 9 4195

Cuyo producto sera la matriz sotucidn X, la cual estara formada por 2 renglones y una columna,
calculandose sus elementos en la forma siguiente:
Elemento para e} primer renglon y primera columna:
(2/942) + (1/9)(5)=4/9 + 5/9=9/9= ]
Elemento del segundo rengidn y primera columna:
(-1/9)(2) + (4/9)5)=-2/9+ 20/9=18/9=2
Siendo la matriz solucidn entonces:

)

La cual significa que X| =1, Xy =2 para ¢l sistema de ecuaciones.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

IO
8
I1.2.- Calcular los determinantes
28 4 40 -1
®), 801 ©

(ay, ,

I1.3.- Hallar el valor del determinante
4 § =2
5 4 -1
6 3 2

II.1.- Catcular el valor de los siguientes determinantes

@) | (b) ©

8§ 7
6 5

6 6
6 4

1I.4.- Calcular el valor del determinante
6 5 4
32 1
1 0 -2

IL.5.- Calcular el determinante
6 5 -4 2

12 10 -8 4

6 -2 8 1

7 6 -5 -3
I1.6.- Evaluar el determinante
7 5 -1 2

4 -2 6 3

3 -1 2 2

2 0 4 -
11.7.- Evaluar el determinante
7 4 3 2

5 2 -1 0

-1 6 2 4

2 3 2 -1
11.8.- Hallar el valor del determinante
75 2 -

4 -2 3 6

3 -1 2 2

2 0 -1 4
[1.9.- Evaluar el determinante
g -7 4

6 -14 8

5 -3 =2




[1.10.- Hallar el valor del determinante C = A x B, siendo

4 3 2 4 5 1
A=l 0 5 y B=6 -3 2
8 -2 6 7 -1 4
II.11.- Por la regla de Cramer resalver el sistema de ecvaciones
4 Xl + X2 - X3 = 15
6X| - X9 -X3 = 13
‘Xl - Xot X3 = 90

I1.12.- Resolver usando la regta de Cramer el sistema
2X  + 88Xy = 30
4X) - 9Xy =43
11.13.- Por la regla de Cramer solucionar el sistema de ecuaciones
2X1 - Xz + X3 = 7
- X t X3 =-3
4X] - Xy - X3 =17
II.14.- Determinar el rango de la siguiente matriz
5301

A=|4 4 2J
\J 2 1
i1.15.- Hallar el rango de la matriz
4 8 5 \
B=]8 16 —3J
-1 -2 -4

11.16.- Obtener la matriz transpuesta de A y de B si

A={Z :} v B=C _(’2 "7')
-2 5 .

11.17.- Determinar si la matriz A es antisimétrica.

(0 -7 3)
44=L7 0 2J
3 2 0

11.18.- Determinar si la matriz B es simétrica.

(s 4 -1\
B:t4 6 2
12 -7

11.19.- Hallar la suma de las siguientes tres matrices A, By C, si

A_F 37) 63—2—) (‘(4
L6 5 4 B=lai 22 - 3

-2
|

-1
=2

)

43



[1.20.- Dadas las matrices

(6 5 4) (4 1 2
A=l3 2 1J B=(3 0 3
RN 01 —a

Hallar: (a)A+B. (b)A-B; (c)AxB. (d)Bx A

11.21.- Hallar Ax Bsi

(4 1)

1 e

1 3

1122 - Con las mismas matrices del problema anterior. hallar B x A.

[1.23.- Demostrar la propiedad distributiva dada por la Ec.(11,38) para las siguientes matrices
4 7 9 6 4 -2
A:(—z 5) B=(3 —l) Cz(—ﬁ 3]

11.24.- Obtener la matriz adjunta de A

(0 6 2)
Y :L—] 7 —2J
4 -1 3

I1.25.- Obtener la inversa de A del problema anterior.

[1.26.- Por el método de Gauss Jordan obtener 1a inversa de B

( 4 7 3 \
= L—z 5 OJ
6 0 -1
[1.27.- Resolver por el método de Ia adjuma el siguiente sistema de ecuaciones

4N -3Xy = -
X1+ Xy = 17

11.28.- Por el método de Gauss Jordan resclver el sistema de ecuaciones
6 Xl + X2 = 15

4){] -Xz +X3 i)
SX] +X2 -X3 12

11.29.- Por el método de 1a adjunta resolver el sistema
4X) - Xy -X3 =13
Ny + X2+ X3 = 17
2 X] - X:)- + X3 =15



11.30.- Comprobar laigualdad ( AxB)T = BT x AT para

(4 6 -1 (4 -1 2)

A=t3 0 -2 y B=|2 1 2J
5 -1 3 3 2 -
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CAPITULO III

PROGRAMACION LINEAL
PLANTEAMIENTO DE PROBLEMAS

Introduccion.

La programacion lineal es una parte de 1a programacion matematica que tal y como su nombre lo indica,
maneja ecuaciones lineales, es decir, aquellas donde todas las varniables que intervienen tienen como
exponente la unidad en todos sus términos.

En este capitulo vamos a ver la manera de plantear un problema dado, expresandolo en forma
matematica.

No se procederd a su resolucion, inicamente a su planteamiento, el cual consistira en convertir una serie
de datos e informacion concerniente al problema en ecuaciones matematicas.

Definiciones.

Para facilitar la comprension de la terminologia usada, a continuacién daremos algunas definiciones
utiles:
Funcion Objetivo.- Esta es una variable, normalmente simbolizada por la letra Z, la cual representa aquello
que se desea optimizar, por ejemplo, un costo que se pretende minimizar, o bien, una utilidad que se busca
maximizar.
Variables del Problema.- Son aquellas variables que no se conocen y que al momento de resolver el
problema, deberan quedar definidas de tal manera que logren la optimizacion de la funcién objetivo. A estas
variables también se les conoce como variables de decision.
Coeficientes de la funcién objetivo.- Son cantidades constantes que aparecen en la ecuacion de la funcién
objetivo multiplicando a las variables del problema.
Restricciones.- Son las limitaciones fisicas o condiciones que debe cumplir el problema, por ejemplo,
cantidad disponible de materiales, tiempo, mano de obra, etc. También suele ilamarseles restricciones
funcionales,
Restricciones no explicitas.- Son aquellas condiciones ocultas en ei problema, las cuales no aparecen en la
informacién disponible, pero que deben de ser tomadas en cuenta tanto en el planteamiento como en la
resolucion del mismo. Los ejemplos més frecuentes de este tipo de restricciones es la no negatividad de las
variables del problema o el que éstas deban ser niimeros enteros.

Metedologia.

Para plantear un problema pueden aplicarse los signientes pasos:

Paso 1.- Definir las variables del problema. Este paso consiste en identificar dichas variables y
denotarlas por letras.

Paso 2.- Definir la funcién objetivo. Esto sera identificar aquella variable a ser optimizada, la cual
representaremos como Z y expresar su ecuacion matematica en funcion de las variables del problema y sus
coeficientes. En este paso deberd ademas establecerse si la optimizacion es una maximizacidn o una
minimizacion.

Paso 3.- Definir las restricciones. Esto sera el establecer una ecuacién para cada restriccion en funcién
de las variables del problema. Es frecuente que las ecuaciones de las restricciones sean desigualdades del
tipo mayor o igual que (>) y/o menor o igual que(<).

Es conveniente sefialar aqui que no todas las variables del problema pueden aparecer en cada restriccién,
esto dependera del tipo particular de problema det que se trate,



Paso 4.- Definir las restricciones no explicitas. Consiste en identificar y expresar dichas restricciones en
el planteamiento del problema.

A continuacion presentaremos varios gjemplos resueltos:
Ejemplo IT1,1.- Un expendio naturista prepara sus alimentos que vende al piblico basandose en 3 materias
primas cuyos contenidos se presentan en la siguiente tabla:

Materia prima  Costo, N$/kg % Azlcares % Grasas % Proteinas % Inertes
A 235 _ 12 10 60 18
B 2.00 10 10 50 30
C 1.70 8 6 44 42

iCuanto deberan mezclar de cada una de las 3, si se desea minimizar el costo de preparar un kg de
alimento cuyo contenido de azicar no sea menor al 10%, su contenido de grasa no mayor del 9.5% y su
contenido de proteinas no menor de 52%?
Solucion: De acuerdo a la metodologia descrita anteriormente, iremos al primer paso, es decir definir las
variables del problema.
Estas variables serdn los contenidos necesarios de cada una de las 3 tmaterias primas, las cuales
definiremos de la siguiente manera;
X = Fraccion de kilogramo de la materia prima A
Xy = Fraccion de kilogramo de la materia prima B
Xq= Fraccion de kilogramo de la materia prima C
Con esto queda satisfecho el paso 1.
Prosiguiendo con el paso 2, definiremos la funcion objetivo Z que sera el costo de un kg de alimento, el
cual debera minimizarse y cuya ecuacion en funcién de las variables X1. X9, X3 sera:
Min Z= 235X, +200Xy+ 170X,
Aqui los coeficientes de las variables son los costos unitarios de cada materia prima,
Al continuar con la metodologia y de acuerdo al paso 3. hay limitacicnes en cuanto al contenido de
azicares, grasas y proteinas, por lo que habra una restriccion por cada limitante, éstas seran:
Contenido de Azilcares: 12X + 10Xy + 8X52>100
Contenido de Grasas: 10X; + 10Xy + 6X3 < 95
Contenido de Proteinas: 60 X + 50 X5 + 44 X3 >52.0
Ademas habra una condicién adicional. en cuanto a la sumatoria de las 3 variables X, X4 y X3 la cual
debera ser la unidad., es decir:
Xp+Xg+Xy=1
Finalmente al ir al paso 4. la unica restriccion no explicita sera que las variables X, X» y X3 deberan
ser no negativas, pues no tendria ningun sentido fisico hablar de alguna X negativa, esto es:
X1, X3, X3, No negativas
Al agrupar las ecuaciones, dejaremos planteado el problema, el cual serd;
Min Z= 235 X +2.00 X5+ 1.70 X5
sujela a las restricciones:
12X + 10Xy + 8X3 > 100
10X + 10Xy + 6Xg3 < 95
60X + 50Xy + 44Xy > 520
X| + Xz + X3 = |
Con X, X5, X3, No negativas

Presentaremos otro ejemplo:
Ejemplo 111.2.- Una fabrica de calzado dispone de 45 unidades de piel y 20 horas de tiempo para producir 2
tipos de’bota, de l1as cuales el primer tipo requiere 6 unidades de piel y 2.5 hrs., vendiéndose a N§ 140/par,
mientras que el segundo tipo necesita 5 unidades de piel y 2 hrs,, vendiéndose a N§ 115/par. ;Cuintos pares
de botas de cada tipo deberan fabricarse de forma que se maximicen los ingresos?.



Solucion: Le primero sera definir las variables del problema. las cuales seran las cantidades a producir
de cada tipo de bota. es decir;
X = Cantidad a producir del primer tipo de bota, numero de pares.
X5 = Cantidad a producir del segundo tipo de bota, niimero de pares.
Lo siguiente es definir la funcién objetivo Z. la cual ser el ingreso por la venta de los 2 tipos de botas, el
que debera maximizarse y cuya ecuacion en funcion de las variables vendra dada por:
Max Z= 140X, + 115X,
Donde los coeficientes de las variables son los precios de venta de cada tipo de bota.
Ahora procederemos a definir las restricciones, las cuales seran dos en este caso, una para la cantidad de
piel y otra para el tiempo disponible, entonces tendremos:
Unidades de Piel : 6 X| + 35X, 545
Tiempo disponible hrs: 2.5 Xy +2X3 220
Aqui las 2 restricciones son del tipo menor o igual que ( < ) debido a que tanto las unidades de piel
como el tiempo disponible en horas tienen un maximo posible en 45 unidades y 20 horas respectivamente.
Finalmente definiremos las restricciones no explicitas las cuales son;
X1. Xy, Enteras y No negativas
Las variables deben ser enteras ya que no tendria sentido hablar de una fraccién de un par de botas, por
decir 0.33 pares de botas. La no negatividad de las variables es también obvia dado que tampoco habria
sentido al hablar de un nimero negativo de pares de botas.
Por lo tanto el planteamiento completo del problema quedara de la siguiente forma:
Max Z= 140X + 115X,
sujeta a las restricciones;
6X| + 5Xy < 45
2.5X] + 2)\’25 20
Con X y X5, Enteras y No negativas.

A conlinuacion presentaremos otro ejemplo:
Ejemplo H1.3.- La empresa Agropec esta buscando producir un alimento para ganado a un costo minimo.
Para esto cuenta con 3 productos como materias primas los cuales tienen las siguientes caracteristicas;

Materia prima Costo, N$/kg % Vitaminas % Minerales % Proleinas
Al 4.50 12 30 18
Ay 3.70 10 30 15
Aj 3.00 8 25 15

£Como debera mezclar estas 3 materias primas para preparar 1 kilogramo del producto si éste debera
contener por lo menos 11% de vitaminas, 28% de minerales y 17% de proteinas?

Solucién: Primeramente definiremos las variables del problema, las cuales son para esle caso las
cantidades de las materias primas A|, A y A3 a mezclar para preparar | kilogramo del producto, es decir:

X) = Cantidad de la materia prima A
X = Cantidad de la materia prima A,
X3 Cantidad de la materia prima Ay

Alora definiremos la funcidn objetivo Z, la cual sera el costo de | kilogramo del producto, el cual debera
ser minimizado, entonces:

Min Z= 450X, + 3.70 X5 + 3.00X;

Siendo los costos unitarios de las materias primas los coeficientes de las variables.

El siguiente paso es definir las restricciones, de las cuales se tendrd una para el contenido minimo de
vitaminas, otra para el de minerales y otra para el de proteinas, ademés de que la suma de las variables debe
ser la unidad (1 kilogramo), entonces tendremos:

Contenido de Vitaminas: 12X + 10 Xp + 8X3211
Contenido de Minerales: 30 X; + 30X, + 25 X3 >28
Contenido de Proteinas: 18 X + 15X, + 15X3>17
Sumatoria de las Variables: X; + Xy X3=1

Il



Finalmente las restricciones no explicitas; las cuales en este caso inicamente son la no negatividad de
las variables,
Entonces al planteamiento completo del problema es:
' Min Z= 450X+ 3.70 X5 + 3.00 X5
Sujeta a las restricciones:
12X + 10Xy + 8X3 > 11
30Xy + 30Xy +25X53 > 28
18X) + 15Xy + 15X3 > 17
Xl + X2 + X3 =1
Siendo X, X5, X3, No negativas.

Ejemplo IT1.4.- Una fibrica de jabones estd buscando un programa de produccion que maximice sus
ingresos.

Tiene 1a opcion de elaborar 3 diferentes tipos de jabones, los cuales requieren de horas-maquina, acido
£raso y sosa caustica en las siguientes cantidades:

Tipo de jabon Precio, N$/u Horas-Maquina Acido Graso, grs  Sosa Caustica, grs
1 5.18 18 413 32
2 437 - 14 350 24
3 3.29 10 310 20

Si la fabrica dispone de 5000 horas-maquma de 120 kilogramos de acido graso y de 10 kilogramos de
sosa custica. ,Cuantos jabones debera producir de cada tipo?
Solucion; En este caso las variables seran las unidades de cada tipo de jabén a ser producidas, o sea:
X1 = Unidades a producir del primer tipo de jabon.
X9 = Unidades a producir del segundo tipo de jabon.
X3 = Unidades.a producir del tercer tipo de jabon.
Por su parte la funcion objetivo Z sera el ingreso, el cual vendra dado por:
Max Z= S5.18X; + 437X+ 3.29X;
Siendo los precios unitarios los coeficientes de las variables.
Las restricciones seran las disponibilidades de Horas-Maquina, Acido Graso y Sosa Caustica, es decir:
Horas Maquina: 18X) + 14X5; + 10X3 £ 5,000
Acido Graso, grs: 418 X| + 350 Xy + 310 X3 < 120,000
Sosa Caustica, grs: 32Xy + 24X,5 + 20X3 < 10,000
Siendo X, X5, X3, Enteras y No negativas.

[+

Ejemplo HL5.- El duefio de un camion de 10 toneladas de capacidad de carga esta planteandose la
pregunta de como cargar el camion de tal forma que se obtenga el maximo ingreso. En la siguiente tabla se
presentan las diferentes cargas posibles y el ingreso por concepto de flete que generarian:

Material Peso, kgs Ingreso, N§
Naranjas 2500 220
Pepinos 1800 170
Melones 2100 210
Sandias 1850 170
Nueces 1650 210
Zanahorias 2100 200

¢Cual seria la manera de cargar el camion? Cabe aclarar que no puede llevarse algin material en
- fracciones, es decir que se acarrea todo el material o nada del mismo.
Solucion: Aqui las variables del problema seran una para cada tipo de material, entonces:

X1 = Variable de probabilidad de acarrear naranjas
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X9 = Variable de probabilidad de acarrear pepinos
X3 = Variable de probabilidad de acarrear metones
X4 = Vanable de probabilidad de acarrear sandias
X5 = Variable de probabilidad de acarrear nueces
Xg= Variable de probabilidad de acarrear zanahorias
La funcion objetivo Z la cual debera maximizarse, sera el ingreso total por el flete, el cual vendra dado
por:
Max Z= 220X; + 170X, + 210 X3 + 170 X4 + 210 X5 + 200 X¢
Las restricciones seran una para el peso total cargado al camion, es decir;
2500 X) + 1800 X, + 2100 X3 + 1850 X4 + 1650 X5 + 2100 Xg < 10,000
la cual es del tipo menor o igual que (<), dado que el camién no puede ser sobrecargado arriba de su
capacidad. y
Ademas cada variable podra tener un par de valores posibles: Ser cero o la unidad si se transporta de ese
tipo de material o no, esto lo ponemos para las restricciones en la forma siguiente;

1
1
]
1
I

b
w
ATATATATA LA

I
con Xy, Xy, X3. Xy, Xg, X, Enteras
En cuanto a las restricciones no explicitas, éstas implican 1a no negatividad de las variables y que éstas
deberan ser cero o la unidad.
De esta manera el planteamiento completo del problema quedara en la siguiente forma:
Max Z= 220X| + 170Xy + 210X3 + 170 X4 + 210 X5 + 200 Xg¢
Sujeta a las restricciones;
2500 Xy + 1800 X, + 2100 X3 + 1850 X4 + 1650 X5 + 2100 Xg < 10,000

AN TAIATA LA

Con las variables X, X5, X3, X4, X5, Xg, E-t'lteras y No negativas.
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PROBLEMAS PROPUESTOS.
II.1.- Un restaurante busca optimizar sus ingresos por la venta de postres, puede -disponer de 4

diferentes tipos: natillas, gelatina, budin y dulce, los cuales requieren de azicar y leche condensada en las
cantidades que se sefialan en la siguiente tabla:

Postre Azucar, prs Leche, mls Precio, N$/u
Natilla - : 60 . - 120 : © 3.50
Gelatina ) - 70 135 3.60
Budin %0 . . 170 4.00
Dulce 120 - 200 - 4.60

Si el restaurante dispone de una entrega de 10 kgs. de azicar y 18 litros de leche :condensada, ;Cuanto
debera preparar de cada tipo de postre? :

111.2.- Una clinica de dietas busca minimizar sus costos al preparar un alimento balanceado. Para esto
cuenta con 3 productos como materias primas, los cuales tienen las siguientes especificaciones:

Materta Prima % Grasas % Azicares - Costo, N3/kg
1 . 20 o 17 ‘ 3.00
2 18 . 15 . 330

3 15 _ 15 3.50

Si el alimento balanceado debe contener como maximo 18.5.% de grasas y 16 % de azicares. - ;Como
debera mezclar la clinica sus materias primas para satisfacer esas condiciones a un costo minimo? ‘

II1.3.- Un taller de herreria busca mejorar sus utilidades fabricando 2 tipos diferentes de puertas. El taller
cuenta con 150 kilogramos de fierra y 70 horas de tiempo disponible. La puerta tipo nimero 1 requiere de
10 kilogramos de fierro y 6 horas de tiempo dando una utilidad de N$ 180, mientras que el segundo tipo
necesita de 12 kilogramos de fierro y 7 horas de tiempo, con una utilidad de N$ 200. ;Cuantas puertas de
cada tipo debera fabricar el talier de manera que maximice sus utilidades?

I1I.4.- La fabrica Quimica de Rioverde busca satisfacer las leyes ecologicas, para o cual le han ofrecido
2 diferentes tipos de equipo anticontaminante. El primer equipo le proporciona un 70% de control y su costo
es de N§ 7,500.00, mientras que el segundo equipo le proporciona 80% de control y cuesta N$ 8,500.00.

Si la empresa necesita instalar un total de 4 equipos anticontaminantes con un 75% de control global,
¢Cuantos equipos de cada tipo debera adquirir, de modo que el costo de compra sea minimo?

II1.5.- Una carpinteria cuenta con 100 metros ciibicos de madera y 40 horas de tiempo libre. Busca
fabricar 3 tipos diferentes de sillas, las cuales pueden venderse aceptablemente en el mercado, cada tipo
tiene los siguientes requerimientos y precios de venta;

Tipo de Silla Madera, m3 Tiempo, horas Precio, N$/u
1 25 1.20 15.20
2 20 1.00 13.00
3 2.2 1.05 13.50

¢Cuantas sillas de cada tipo debera fabricar, de modo que pueda maximizar sus ingresos?
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111.6.- Una fabrica de quesos debe elaborar éstos con un contenido de grasas no mayor det 20%, para lo
cual puede adquirir 2 tipos diferentes de teche: El primer tipo tiene un 25% de grasas y cuesta N$ 1.20/litro,
mientras que el segundo tipo contiene 16% de grasas y su costo es de N$ 1.70/litro. ;Cémo debera mezclar
estas leches para preparar queso a un costo minimo?

I11.7.- Un supermercado puede poner en sus estantes 3 nuevos productos, los cuales le ocuparian 3, 4y 5
estantes respectivamente, y le proporcionarian 6, 7 y 8.5 N$ de ingresos adicionales respectivamente. Si el
supermercado cuenta con 80 estantes para colocar estos productos, ;Cuantos productos de cada tipo debera
colocar de tal modo que maximice sus ingresos adicionales?

111.8.- Un proveedor de materiales de construccion desea preparar grava que contenga por lo menas el
65% de material de 1/2", para esto cuenta con 3 tipos de materias primas, las cuales contienen 80, 60 y 58%
de material de 1/2", con un costo de 10, 7y 6.50 N$/tonelada respectivamente.

&Como debera mezclar estas 3 materias primas para preparar una tonelada de grava a un costo minimo?

[11.9.- Un constructor cuenta con 3 tipos diferentes de albafiiless MB, R y P los cuales pueden colocar 400,
300 y 250 ladrillos diarios devengando salarios de 35, 28 y 20 N$/dia, respectivamente. Si el constructor
necesita colocar 3000 ladrillos diarios y cuenta con 4 albaiiiles tipo MB, 6 del tipo R y 8 del P. ;Como
asignaria 10 albaiiiles para colocar los 3000 ladriltos a un costo salarial minimo?

i11.10.- Una radiodifusora cuenta con 2 horas de tiempo libre para poder programar comerciales. Hay 3
tipos diferentes de comerciales. los cuales tomarian 2, 1.7 y 1.5 minutos cada uno, generando un ingreso de
18, 15 y 13 NS respectivamente. ;,Cuantos comerciales de cada tipo debera programar de manera que sus
ingresos por este concepto se maximicen?



CAPITULO IV

PROGRAMACION LINEAL

EL METODO GRAFICO.

Introduccion.

El método grafico es la forma mas simple para resolver problemas de programacion lineal, el cual
consiste en graficar las ecuaciones correspondientes a las restricciones en coordenadas cartesianas, siendo
cada variable representada en uno de los ejes, de tal forma que quede perfectamente delimitada la zona
factible de solucion, procediéndose entonces a tratar de localizar en ella al punto que optimice la funcién
objetivo,

En este método como cada variable se representa en un eje, sélo podran manejarse problemas que tengan
como maximo 3 variables, puesto que no poedemos graficar mas de 3 dimensiones.

En este texto nos ocuparemos unicamente de casos de 2 variables, pues son los ejemplos que usualmente
se manejan en ¢l método grafico para ser representados en un plano, ya que aun cuando son mas sencillos,
ilustran de una manera adecuada el procedimiento de solucion de los problemas.

Metodologia.

Un procedimiento dividido en pasos del presente método puede ser el siguiente:

Paso | .- Plantear el problema. Esto es, convertir los datos e informacién que se tiene del problema en un
sistema de ecuaciones debidamente planteadas como programacion lineal. Este paso ya no se desarrollara
aqui puesto que se tratd en el capitulo precedente.

Paso 2.- Representar una variable del problema en cada eje cartesiano, procediendo fuego a graficar las
ecuaciones de las restricciones en e} plano formado. *

Cada interseccion de un par de restricciones formara un vértice de la zona de solucion, siendo el primero
de estos el origen, ya que es el punto de interseccion de las restricciones de no negatividad. .

Entonces habra tantos vértices como intersecciones posibles haya entre un par dado de restricciones, ya
sean éstas funcionales o de no negatividad.

Con esto se delimita la zona factible de solucidn de acuerdo al tipo de restricciones del problema.

Paso 3.- Trazar ecuaciones de la funcién objetivo, dandole diferentes valores a Z, viendo cuales de ellas
quedan dentro de la zona factible de solucion.

Debemos sefialar que este paso puede omitirse, pues el objetivo es haliar el punto que corresponde a la
solucion del problema el cual sera aquel que optimice 1a Z, lo cual se llevara a cabo en el paso siguiente.

Paso 4.- Hallar la solucion del problema, es decir, aquella recta de las trazadas en el paso anterior que
optimice 1a funcion objetivo. Aqui debemos comentar que pueden existir varias soluciones optimas de un
problema, si alguna de las rectas correspondientes a las restricciones es paralela a la recta de la funcidn
objetivo: en caso contrario, existira una solucion optima Unica, que sera aquella que maximice o minimice
la Z. segun sea el caso.

Este paso también puede llevarse a cabo haltando el valor de Z de cada uno de los vértices de la region
factible de solucion, aquella Z que sea maxima o minima segun el tipo de problema en cuestion, sera la
solucion del mismo.

Para ilustrar este procedimiento, presentaremos 4 ejemplos resueltos, los cuales ya han sido planteados.
Ejemplo 1V.1.- Resolver por el método grafico el problema.

Max Z=05A+04B
Sujeta a las siguientes restricciones:
2A+B<20 (D)
A+B<le (2)
Siendo A, B no negativas.
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Solucian:
Aqui iniciaremos la metodologia, a partir del paso 2, puesto que el 1 ya se ha efectuado, entonces
representaremos a A en el eje de las abcisas y a B en el de las ordenadas.
Luego graficaremos las ecuaciones de las restricciones tomando las desigualdades como igualdades, es
decir:
2A+B=20- (D
A+B=16 )

Si vemos ¢l tipo de ecuaciones de cada restriccion, nos daremos cuenta que se trata de lineas rectas, las
cuales podran trazarse con localizar 2 puntos. esto se hace de la siguiente manera:
Paralaecuacion ( | ):

2ZA+B=20
Si A=0,B=20
Si B=0,A=10

Entonces los puntos son Py (A=0.B=20)yP,(A=10,B=0)
Para la ecuacion ( 2 );

A+B=16
Si A=0B=16
Si B=0, A=16

Siendo los puntos Q; (A=0.B=16)yQy(A=16,B=0).

Una representacion grafica de estas ecuaciones se muestra en la figura IV. 1.
Un comentario adicional es el hecho de que como A y B deben ser no negativas, esto delimita la zona
factible de solucion al primer cuadrante.
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En la figura hemos sefialado 3 zonas numeradas del 1 al 3 de las cuales comentaremos lo siguiente:

La zona | queda debajo de la recta correspondiente a la ecuacion 1 y arriba de la recta de la ecuacion 2,
esto significa que como las restricciones son del tipo menor o igual que { <), la zona cumple con la primera
restriccion y no cumple con la segunda, por lo tanto no es region factible de la solucién, pues para lograr
esto debera cumplir con ambas.



La zona 2 queda debajo de la recta de la ecuacién 2 y arriba de la recta de la ecuacion 1, por lo que
cumple con la segunda restriccién, pero no con la primera, por lo que tampoco es region factible de
solucidn,

Por su parte, la zona 3 queda debajo de las rectas de las ecuaciones | y 2, cumpliendo por lo tanto con
ambas restricciones, siendo la region factible para la solucion, por 1o cual se representa marcada con lineas
diagonales punteadas, quedando comprendida entre los puntos O-Q-PQ-P5.

En este caso hay 4 vértices del problema que son los puntos O, Qq, PQy P,

Ahora procederemos con el paso 3, trazando algunas rectas de la funcién abjetivo, dindole diferentes
valores a Z. En este caso particular tomaremos 2 rectas, primeramente la que pasa por el punto Q) donde
A=0,B=16,porlotanto Zseraiguala0.5x A+ 04xB=035x0+04x 16=64

Para graficar esta linea recta necesitamos 2 puntos, uno es el Q| de donde se ha tomado el valor de 6.4,
el otro puede ser cuando B = 0, entonces,

Z=64=03A+04(0)
de donde
A= 64/05=128

Siendo el otro punto (A = 12,8, B = 0), el cual llamaremos R.

Para la otra linea recta, tomaremos la que pasa por el punto Py donde A =10, B=0, siendo Z=0.5x A
+04xB=05x10+04x0=35.

Para graficar esta recta necesitamos un segundo punto, el cual tomaremos cuando A = 0, entonces

Z=5=05A+04B=05(0)+04B
de donde
B=5/04=125
Siendo este segundo punto (A = 0, B=12.5), el cual denominaremos S.
Estas 2 lineas rectas se presentan junto con la region factible de solucion en la figura 1V.2

B

Figura IV.2 Grafica de las 2 rectas
de la funcién objetivo, Z=6.4 y
Z=5.

Lipea Z=6.4

4 1]2 1|6 2% A

Como puede observarse en la figura, la linea Z = 5 queda toda dentro de la zona de solucion, mientras
que la recta Z = 6.4 tiene algunos puntos dentro de dicha zona, pero otros fuera de la misma.

Una observacion importante es que estas 2 rectas son paralelas, lo cual es logico, pues los coeficientes 0.5
y 0.4 que multiplican a las variables A y B respectivamente son constantes, solo varia el valor de Z, al ser
estos coeficientes constantes. 1a pendiente de la recta también sera constante, por lo que al tener la misma
pendiente, las lineas seran paralelas.



56 L

Finalmente vamos al paso 4, el cual consiste en hallar aquella recta paralela a las 2 de la figura IV.2 que
quede dentro de 1a zona de la solucion y que maximice a Z.

De la figura 1V.2 vemos que la linea de Z = 6.4 es mejor en este sentido que la de Z= 5, pero todavia
podrian trazarse rectas paralelas que logren quedar dentro de la zona de solucién. De acuerdo a la
metodologia sefialada para el paso 4, una manera simple de verificar esto es obtener la Z de los 4 vértices
que forman la zona de solucién. Lo cual efectuaremos enseguida:

Punto O (A =0,B=0)

Entonces

Z=05A+04B
=05(0)+04(0)=0

Punto Q) (A=0,B=16)
Entonces
Z=05A+04B
=05(0)+04(16)=64

Punto PQ (no se conocen las coordenadas).

Por lo tanto, lo primero sera obtener su localizacion, para esto sabemos que dicho punto es la interseccion
de la recta de la restriccién nimero 1 con la recta de la restriccién namero 2, por lo tanto si resolvemos las
ecuaciones de esas 2 restricciones simultaneamente, obtendremos los valores de A y B que corresponden al
punto PQ, entonces:

2ZA+B=20 (1)
A+B=16 (2)

Si restamos la ecuacion (2) de la (1), tendremos;

2A-A+B-B=20-16

A=4
Con este valor de A. lo sustituiremos en la ecuacién (2) para obtener:
4+B=16

dedonde B=16-4=12
Por lo tanto las coordenadas del punto PQ son (A =4, B =12}, por su parte para Z tendremos:
Z=05A+04B
=05(#)+04(12)
=2+48=63%
Finalmente el punto Py (A= 10, B=0)
Entonces Z=0.5 A+ 04B
=0.5¢10)+ 0.4 (0
=5
De aqui vemos que {a solucion del problema es el punto de interseccion de las rectas de las restricciones,
PQ, donde -

A=4
B=12
con Z=63%8

Ejemplo IV.2.- Resolver el problema
Min Z=10A+9B
Sujeto a las restricciones:
A+2B>12 (1)
2A+B > 10 (2)
Siendo A y B no negativas
Solucidn;
Iniciamos la resolucion del problema a partir del paso 2 representando a A en el eje de las abcisas y a B
en las ordenadas.



Enseguida graficaremos las ecuaciones de las restricciones tomando las desigualdades como igualdades,
entonces:
A+2B=12 (1)
2A+B =10 (2)

Para poder trazar estas 2 rectas necesitamos de 2 puntos conocidos en cada una de ellas, entonces para la
primera tendremos: :
Ec. (1): A+2B=12
SiA=0,B= 12/2=6, punto Py (A= 0, B=6)
SiB=0, A= 12, punto Py (A= 12,B =0)
Por su parte para la segunda ecuacion tendremos:
Ec(2xy 2A+B=10
Si A=0,B=10, punto Q) (A=0,B=10)
SiB=0,A= 10/2=5puntoQy (A=5B=0

Estas rectas se muestran graficamente en 1a figura IV.3

B
12— Figura IV.3. Grafica de las
restricciones y la region
10—0‘1 factible de solucion del
: ejemplo IV.2
8 | Ecuacion 2
P
6 1
4 __ |
Ecuacion 1
2 | 3
P>
0 | Q| | | | A

También presentamos 3 zonas, de las cuales explicaremos lo siguiente:

La zona 1 queda debajo de la linea de la ecuacion 2 y arriba de la linea de la ecuacion 1. Como las
restricciones son en este caso del tipo mayor o igual que { > ), esta zona cumple con la primera restriccion,
pero no con la segunda.

Por su parte la zona 2, cumple con la segunda restriccion, pues queda por arriba de la linea de su
ecuacion, pero no con la primera, pues queda por debajo de la linea correspondiente a su ecuacion.

Finalmente la zona 3 no cumple con ninguna de las 2 restricciones, pues queda por debajo de las 2 lineas
correspondientes a sus ecuaciones.

Por lo tante la zona factible de solucidn sera aquella del primer cuadrante (puesto que A y B deben ser no
negativas), que quede por encima de ambas lineas de las ecuaciones de las restricciones, es decir la linea
formada por los puntos P»-PQ- Q} en la figura IV.3.

En este caso omitiremos el paso 3 e iremos directamente al 4, en el cual el punto de solucion sera aquel
que nos iminimice a Z de la region factible, este punto debe de estar localizado en alguno de los vértices de
dicha zona. En este caso tendremos 3 vértices que sen los puntos ). PQy Pa.

Para el punto Qg ( A= 0, B= 10), tendremos;
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Z=10A + OB
=10 (0) + 9 (10) = 90

Para el punto Py (A = 12, B= 0), tendremos;
Z=10A+9B
=10(12)+9(M=120

Para el punto PQ, que es la interseccion de las rectas correspondientes a las restricciones, debemos
primeramente encontrar su localizacion. para esto resolveremos el sistema de ecuaciones simultineas:
A+2B =12 (N
2A+B =10 (2)
Si a la ecuacion 1 le restamos 2 veces 1a ecuacion 2, tendremos:
A-202A)+2B-2(B)=12-2(10)
A-4A+2B-2B=12-20

3A=-.8
A=238/3
Y si sustituimos este valor en la ecuacion (1), nos dara;
8/3+2B=12

2B=12-8/3=36/3-8/3=28/3
B =28/3/2=128/6=14/3

Por lo tanto el punto PQ esta situado en (A = 8/3, B = 14/3), esto nos dara para Z:
Z=10A+9B
=10 8/3)+ 9 ( 14/3)
= 80/3 + 126/3 = 206/3
De aqui vemos que la solucion esta situada en este punto PQ, que es el que proporciona la Z minima ¥
cumple con las restricciones. por lo tanto la solucién es:

A=3/3
B=14/3
Z=12006/3

Ejemplo 1V.3.- Resolver el problema de programacion lineal:
Max Z=2A+1.5B
Sujeto a las restricciones:
A+B=1 - (n
04A+03B<0.36 (2
Siendo A y B no negativas.

Solucién:
Al igual que en los ejemplos anteriores, iniciaremos con el segundo paso. colocando a A en el eje de las
abcisas y a B en el de las ordenadas.
También graficaremos las restricciones en el plano cartesiano, la segunda con el signo de igualdad, es
decir:
A+B=1 (n
0.4A+03B=036 ()
Para la primera ecuacion tomaremos los puntos:
Q (A=0.B=1) y Qy(A=1,B=0)
Mientras que para la segunda tendremos;
SiA=0, 03B=036
B=036/30=12

YsiB=0, 04 A=036



A=1036/0.40 =09

Siendo los puntos Py (A=0,B=12) y P, (A=0.9,B=0)

Una representacion grafica de estas ecuaciones se muestra en la figura 1V.4, donde se presentan las rectas
correspondientes a las restricciones, los puntos base a partir de los cuales se han dibujado y el punto PQ que
es la interseccion de las lineas.

Figura IV.4. Grafica del caso
del ejemplo V.3

Ecuacion 2

Ecyacion 1

&

0 I | | | P, | I
0.2 0.4 06 08 2 10 12 A

Aqui es pertinente comentar que la segunda restriccidn es del tipo menor o igual que (< ), por lo tanto
esto delimita la zona factible de solucion al area debajo de esta linea y dentro del primer cuadrante, es decir
el triangulo O - P| - P5. Pero la primera restriccion es del tipo igual que ( =), esto significa que la solucion
debe quedar en un punto sobre la recta de la ecuacién 1, por lo tanto la regién factible de solucién es el
tramo de esta recta que queda dentro del triangulo O - Py - Py y la cual se muestra en la figura con un trazo
mas gruese, pues es la unica parte que cumple con ambas restricciones, esto significa que la solucién
quedara comprendida entre Q| y PQ. ’

Ahora de acuerdo al paso 4, el cual nos dice que la solucion se localiza en un vértice de la zona factible,
esto significa que aquetla estara situada en cualquiera de los 2 puntos extremos Q y PQ.

Esto lo sabremos calculando 1a Z de cada uno de estos puntos:

Para el punto Q1 ( A=0,B=1.0)

Z=2A+15RB
=2(0)+15(1)y=15 :

Para el punto PQ, no conocemos su localizacion, por lo tanto obtendremos ésta al resolver

simultaneamente el sistema de ecuaciones formado por las 2 resiricciones:
A+B=1 (1
04A+03B=06 (2)

Aqui podemos despejar una variable de la ecuacion (1), por decir A y sustituir esta expresion en la
ecuacion (2), con esto tendremos;
DelaEc( 1):
A=1-B (0
Al sustituir en la Ec (2):
04 A+03B=036(2)
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04(1-B)Y+03B=036
La cuat al quitar los paréntesis:
04-04B+03B=036
Al agrupar términos,
-0.4B+ 0.3B=0.36-0.40
-0.1B=-0.04
Finalmente despejamos a B
B =-004/(-0.1)= 0.4
Y como de ta Ec. (1), A=1-B
A=1-04=06
Por lo tanto el punto PQ se situa en (A = 0.6, B = 0.4)
Y la Z respectiva sera:
Z=2A+15B
=2{(0.6)+ 1.5 (0.4)
=12+06=138
La Z mayor es esta ultima, por lo tanto la solucién es:
A=06
B=04
Con Z=138

Ejemplo IV.4.- Maximizar la funcién objetivo

Sol

Max Z=80A+75B
Sujeta a las restricciones:
2A+B<13 (1)
A+2B<135 (2
A+B=1 (3
Siendo A y B no negativas y ademas enteras.
ucién:
Como el problema ya esta planteado, vames al paso 2, colocando ala A en el eje de las abcisas y la B en

el de las ordenadas y procedemos a graficar las restricciones, tomando como igualdades sus ecuaciones,

enionces:
2A+B=1.3 (1)
A+2B=15(2)
A+B=1(3)

Ahora tomaremos 2 puntos de cada ecuacion para poder trazar la recta correspondiente, asi tendremos;
Para la ecuacién (1)
S5i A=0,B=13
Si B=0,2A=13
A=13/2=065
Los puntos seran P; ( A=0,B=13) y Py (A=065,B=0)

Para la ecuacion (2):

Si  A=0, 2B=15

B=15/2=075

Si B=0, A=15
Los puntos seran Q) (A=0,B =0.75) y Q(A=15B=0)
Y para la ecuacion (3):

Si A=0, B=1

Si B=0A=1
Sus puntos seran R| (A=0,B = DyRy(A=1,B=0)

En la figura [V.5 se presenta la grifica que contiene a estas ecuaciones.
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Las primeras 2 restricciones son del tipo menor o igual que (<), siendo el drea marcada con diagonales
la que satisface a ambas restricciones. sin embargo la tercera restriccion por ser del tipo igual que ¢ =),
implica que 1a solucion debe quedar en la recta de dicha ecuacion, si observamos la figura vemos que esta
recta no entra en ningin momento en e} area sefialada con diagonales, esto significa que no existe region
factible de solucién que satisfaga a las 3 restricciones, por lo cual podemos decir que este problema no tiene
solucion.

Una situacion que es conveniente indicar aqui es el hecho de que 1a soluc:on de este problema desde su
planteamiento indicaba que las variables A y B deberian de ser enteras. esto habria implicade buscar
combinaciones enteras de las 2 variables que quedasen dentro de la zona factible de solucidn, siendo ésta,
aquella combinacion entera que hubiese maximizado a Z.



PROBLEMAS PROPUESTOS.

IV.1.- Maximizar Z=4A+ 3B
Sujeta a las restricciones
A+B<6
A<4
B<5
Siendo A y B no negativas y enteras.

IV.2.- Minimizar Z=6A+ 8B
Sujeta a las restricciones
2A+B> 18
A>6
B>5
Siendo A y B no negativas.

IV.3.- Minimizar Z=7X+9Y
Sujeta a las restricciones

2X+3Y > 36

X+Y>14

Siendo A y B no negativas.

IV.4.- Maximizar Z=4X+6Y
Sujeta a las restricciones
X+Y<10
X7
Y< 5
Con X, Y enteras y no negativas.

IV.5.- Minimizar Z=6A+ 5B
Sujeta a las restricciones
A+B>16
A> 4
A< 6
Con Ay B enteras y no negativas.

IV.6.- Maximizar Z=6X+9Y
Sujeta a las restricciones
X +2Y <20
2X+Y< 24
Con X, Y no negativas.

IV.7.- Maximizar Z=40C + 38D
Sujeta a las restricciones
C+D<30
C<1s
D<18
Con C y D enteras y no negativas.
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CAPITULO V

PROGRAMACION LINEAL

METODO SIMPLEX

Introduccion.

Este método fue desarrollado por George B, Dantzig, en los Estados Unidos en 1947 y hoy en dia es muy
popuiar debido a su amplio uso y versatilidad en la resolucion de problemas de programacién lineal.

Es un procedimiento matricial iterativo para manejar variables no negativas, de facil implementacién en
computadora, lo cual nos permite solucionar problemas de un nimerao elevado de variables y de restricciones
de una manera agil y eficiente.

Al igual que el método prifico, este método parte del problema de programacion lineal debidamente
planteado, es decir con las ecuaciones de la funcién objetivo y las restricciones definidas matematicamente.

El método simplex toma siempre como posible solucion un punto correspondiente a uno de los vértices
de la region factible de solucion, siendo la primera aproximacién el origen. De aqui, en las siguientes
iteraciones, el simplex se movera hacia otros vértices, hasta que alguno de ellos sea el optimo, lo cual sucede
cuando un vértice tiene mejor valor de la funcién objetivo que los 2 vértices adyacentes a él, es decir el
anterior y el posterior, siendo entonces cuando se ha logrado la solucién.

Etapas del método Simplex.
El métedo Simplex puede dividirse en tres etapas, las cuales son las siguientes:
I. Etapa inicial. Consiste en dar la primera solucion factible en el vértice
correspondiente al origen. Esta etapa abarca los tres primeros pasos del procedimiento
simplex el cual se explicara mas adelante.
2. Etapa iterativa. La cual implica que el método busque una mejor solucion a la
anterior en otro vértice. Esta etapa corresponde al paso 4 del procedimiento simplex.
3. Etapa de prueba de optimalidad. La cual se lograra cuando la solucién de un vértice
es mejor que la de los vértices adyacentes a él. Esta etapa es el 5° paso de la
metodologia simplex. “
Para la explicacién del procedimiento Simplex, resolveremos un primer ejemplo sefialando en él las
situaciones de caracter particular del caso, asi como también las de tipo general.

Propiedades de las soluciones factibles.
Este método se basa en algunas propiedades de las soluciones factibles de la programacion lineal. las
cuales son las siguientes:
1. En caso de haber alguna solucion optima, esta se localizara en uno de los vértices de
la zona factible de solucidn.
2, Si existen soluciones miltiples, éstas se situaran en vértices adyacentes de la region
factible de solucion.
3. Habra siempre un nimero finito de soluciones factibles en los vértices.
4. La solucion optima en un vértice sera aquella que sea mejor que Ias soluciones de
veértices adyacentes a aquei.

Metodologia Simplex.
Ahora presentaremos un ejemplo para ilustrar la metodologia Simplex, aplicada a un caso de
maximizacion.



Caso de maximizacion.
Ejemplo V.1.- Resolver el problema de programacidn lineal
Max 2Z=10 X] + 12X2

Sujeto a las restricciones
4X1+3Xy < 36 (1)
Xp+ X0 =1 (@
2X1+3Xy > 24 (%)

Solucién:

Aplicaremos la metodologia Simplex, explicando cada paso debidaments:

Paso 1. Convertir fas desigualdades de las restricciones en igualdades mediante la incorporacion de
variables de holgura ( también llamadas variables de excedente ) y/o variables artificiales ( también
conocidas como ficticias ). 1as cuales se agregaran a las restricciones con un coeficiente cuyo valor podemos
determinar en la siguiente tabla;

Tabla V.1.- Coeficientes de las variables de holgura y artificiales segiin el tipo de restriccion. _
Tipo de restriccién Coeficiente de ta variable de Coeficiente de la variable artificial
holgura
Menor o igual que (<) +1 0
Mayor o igual que (>) -1 +1
Igualdad (=) 0 +1
Aproximadamente igual +]y-1 0

En esta tabla las restricciones de tipo menor o igual que { <) agregan una variable de holgura porque se
supone que les falta algo para lograr la igualdad, siendo eso que les falta precisamente esta variable.

Las restricciones de igualdad no llevan variable de holgura, porque ya existe una igualdad entre el lado
izquierdo y el lado derecho de la ecuacion. Sin embargo. requieren entonces de una variable artificial con
coeficiente +1. para poder integrar la parte identidad de la tabla simplex. tal y como se vera mas adelanté.

Por su parte las restricciones del tipo mayor o igual que ( > ) restan una variable de holgura, dado que al
lado izquierdo le sobra algo para igualarse al lado derecho y agregan una variable artificial pues la variable
de holgura tiene coeficiente -1. siendo necesario entonces incorporar una variable artificial con coeficiente
+1 para que ta parte identidad de la 1abla simplex quede debidamente formada.

Si observamos el ejemplo. tenemos 3 restricciones, una de cada lipo. La primera es del tipo menor o igual
que { < ). de acuerdo a la tabla agregaremos una variable de holgura con coeficiente +1 ¥y NO agregaremos
variables antificiales, pues sus coeficientes seran cero, entonces

4X|+3X2+H|= 306 (1)

Siendo H la variable de holgura.

La segunda restriccion es de igualdad, por lo que no habra variables de holgura ( sus coeficientes para
este tipo de restriceidn son cero ). pero si habra una variable anificial con coeficiente + 1. entonces:

X|"'X2+F|:I {2)
Donde F es la variable artificial.
Para la tercera restriccion. la cual es del tipo mayor o igual que ( > ). por lo que conforme a la tabla,
llevara una variable de holgura con coeficiente -1 y una variable artificial con coeficiente +1. con esto

tendremos:

2X|+3X2-H2+F2= 2.4 {3)
Donde H; es 1a variable de holgura y F5 la variable artificial.



Paso 2. Incluir las variables de holgura y artificiales en la ecuacion de la funcién objetivo con un
coeficiente que sera cero en el caso de las variables de holguray M para las antificiales, donde M se supone
que es un vator muy grande, el cual no necesariamente debe ser conocido, pues el método més adelante
tendera a etiminarla de la zona de solucién del problema.

Entonces con esto, la funcién objetivo sera:

Max  Z=10X; + 12Xy + OHy + OHy - MF - MF;
Aqui debemos sefialar que la M se ha agregado con signo negativo por tratarse de un problema de

maximizacién, pues para el caso de minimizacion la M sera positiva.
A una solucién se le llama aumentada cuando incluye las variables de holgura ademas de las de decision.

Paso 3. Formar la primera tabla, para esto:
a).- Expresar las ecuaciones de las restricciones en funcion de sus coeficientes, del modo siguiente:

F

X\ X2 Hj Hy Fi 2
3.6 4 3 i 0 0 0
1 ] 1 0 1 0
24 2 3 0 -1 1] 1
columna de cuerpo parte identidad

constantes

b).- Agregar el renglon objetivo arriba del renglon de variables, el cual incluird los coeficientes de las

variables en la funcion objetivo, con esto tendremos:

10 12 0 0 -M -M
X, X3 H, Hy Fi Fy
3.6 4 3 1 0 0 0
1 1 1 0 0 1 0
24 2 3 0 -1 0 1

A estos coeficientes de las variables en la funcién objetivo también se les denomina contribuciones.

c).- Buscar la primera selucion (conocida también como solucion basica inicial ), en funcion de las
variables cuyos coeficientes son +1 en la parte identidad. con esto tendremos:

10 12 0 0 -M -M
X] X2 Hy H2 Fl F2
0 Hj 36 4 3 1 0 o ¢
-M Fi 1 1 1 0 0 ] 0
-M Fa 24 2 3 0 -1 0 1
columna zona de
objetivo solucion

Como podemos observar en la tabla se agregd a la zona de solucidén en cada renglén, aquella variable

cuyo coeficiente es +1 en la parte identidad.
También en la columna objetivo se han incluido los coeficientes que tienen éstas en la funcién objetivo.

A las variables que forman la zona de solucion se les 1lama variables basicas.
De esta forma la primera solucion sera:



Aqui Z es cero porque no aparece en la zona de solucién, de igual forma H,, X| y X5 son cero por esta
misma razén, A estas variables se les denomina no bdsicas.

d).- Generar el renglén indice o renglén de la utilidad por medio de la siguiente formula:

Sumatoria de los productos de El elemento correspondiente
Numero | los elementos de la columna
por el respectivo elemento de | — ala columna en el

Indice la columna objetivo renglén objetivo

Ec. (V.1)

Aqui es pertinente sefalar que esta férmula es aplicable para problemas de maximizacién. Para casos de
minimizacién los términos del tado derecho del signo igual cambian de signo, es decir, que la sumatoria ira
con signo menos y el elemento del renglén objetivo con signo mas.

Ahora procederemos a calcular con la formula ( V.1 ) los elementos del renglon indice:

Para la columna que encabeza la variable X {- tendremos:

Sumatoria = 0x4 + ( -M x1 + (- M )x2
=0-M-2M=0-3M

Por tanto el elemento indice sera:

Elemento indice : 0- 3M - 10=-10- 3M

Para la columna de Xy sera:
Sumatoria = 0x3 + (- M 1 + ( -M )x3
=0-M-3M=0-4M
Elemento indice =0 - 4M - 12 =-12 - 4M

Para la columna de H:
Sumatoria = 0x1 + ( -M X0 + (-M X0
=0+0+0=0
Elemento indice =0-0=0

Para la columna de Hj:
Sumatoria = 0x0 + (-M X0 + { -M ¥-1)
=0+0+M=0+M
Elemento indice=0+M-0=0+ M

Para la columna de F £
Sumaltoria = 0x0 + ( -M x| + ( -M }x0
=0-M+0=0-M
Etemento indice = ¢ - M - (-M)=0

Para 1a columna de Fa:
Sumatoria =0x0 + (-M X0 + (-M x|
=0-0-M=0-M
Elemento indice=0-M - (-M)=0

La utilidad sera el elemento indice correspondiente a la cotumna de constantes, el cual sera:
Sumatoria = 0x3.6 + (-M)x | + (-M)x2.4
=0-M-24M=0-34M

Elemento indice=0-34M -0=0- 3.4M
(urilidad)



Como podemos observar todos los nameros indice tienen en este caso 2 términos: uno numérico y uno en
M, por lo tanto en estos casos se descompone el renglon en 2 partes, una con la parte numérica y otra con

los términos que contienen a M,

Con esto, la tabla Simplex nos quedara; _ '
0 -M -M

10 12 0
0 H, 3.6 4 3 1 0 0 0
-M Fy 1 1 1 0 0 1 0
M Fy 2.4 2 3 0 -1 0 1

Utilidad 0 -10 -12 0 0 0 0  Numérica

-3.4 -3 -4 0 1 0 0 Parte M

El valor de -3.4 que corresponde a la parte M del renglon indice puede omitirse.
Con esto ha quedado completa nuestra primera tabla simplex la cual muestra la primera aproximacion de

solucion al problema.

Primera solucion:

Variables basicas Variables no basicas

Hy =36 Hy=0
Fl=1 x]=
F2=2,4 X2=0

Esta aproximacion sera el optlmo ( solucion del problema ) cuando no haya numeros negatlvos en el
renglon indice considerando sus 2 partes ( prueba de optimalidad ).

Como en este caso si existen elementos negativos. significa que nuestra aproximacion debera mejorar en
las iteraciones subsecuentes.

En el método Simplex, el nimero de variables basicas es igual al niimero de restricciones funcionales (
3 en este ¢jemplo ). mientras que el nimero de variables no basicas es el nimero de grados de libertad que
tiene el problema ( también 3 en este caso ).

Paso 4. Mejorar la aproximacion anterior mediante el siguiente procedimiento:

a).- Determinar 1a columna clave o columna de trabajo. La cual sera aquella que posea el niimero‘indice
mas negativo. ( en caso de empate se selecciona al azar ).

En los casos que 1a tabla Simplex tenga 2 partes del renglon indice , se considera primeramente ia parte
con términos en M y luego la numérica.

En base a lo antes descrito, el nimero indice de la parte M mas negativo es el -4_ por lo que la columna
a la que pertenece ( la que encabeza la variable X ), sera la columna clave.

10 12 0 0 -M -M
Xy Xy H; Hy Fy Fo
0 H; 36 4 3 | 0 0 0
-M Fi 1 | 1 0 0 i 0
-M Fy 2.4 2 3 0 -1 0 1
0 -10 -12 0 0 0 0

-3 -4 0 1 0 0 -

Esto se ha representado en la tabla enmarcando a la columna clave.
b).- Determinar el renglon clave.

El renglon clave sera aquel que tenga el menor cociente de los obtenidos al dividir los elementos de la
columna de constantes entre el correspondiente elementa de ta columna clave, { en caso de empate también
se selecciona al azar ). Aqui no se incluye el renglén indice como candidato a ser clave.

Ademas, no se tomaran como denominadores aquellos elementos de Ia columna clave que sean menores
© iguales que cero. .

Por lo tanto hay 3 renglones que pueden ser clave. ..

Para el primer renglén, tendremos:
Cociente = 3.6/3 =1.2
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Para el segundo renglon,
Cociente = 1/1 =1.0
Para el tercer renglon,
Cociente = 2.4/3=0.8
De aqui vemos que el menor cociente es este ultimo, por lo que el renglon clave sera el tercero, el cual se
enmarca en la tabla,

10 12 0 0 -M -M
0 H,| 3.6 4 3 ! 0 0 0
-M Fi 1 I L 0 0 I 0
-M Fo 2.4 2 3 0 -1 0 |
0 -10 -12 0 0 0 0
-3 4. 0 1 0 0

¢).- Determinar el niimero clave o elemento pivote, el cual sera aquel elemento que pertenece a la vez al
renglon y a la columna clave.
En este ejemplo vemos que el nomero clave es el 3, el cual ha quedado encerrado en un cuadro.

d).- Hacer el nimero clave la unidad, lo cual se consigue al dividir el renglén clave entre el nimero
clave.
Al llevar a cabo lo anterior. el renglon clave quedara de la siguiente manera;
0.8 0.667 | 0 -0.333 0 0.333

e).- Sustituir la variable y su contribucién que encabeza el renglon clave ( variable que sale ) por la
variable y su coniribucion que encabeza la columna clave { variable que entra ).

Con este cambio el renglén clave quedara:

i2 Xs 0.8 0.667 1 0 -0.333 . 0 0.333

Ahora la variable X1 se ha convertido en basica al entrar a la zona de solucion.

Aqui debemos mencionar que la metodologia simplex de 2 fases indica que es posible eliminar las
vanables artificiales de la tabla Simplex en cuanto éstas dejen de ser basicas, como en este caso la variable
F2. que con la modificacion del presente inciso ha salido de la zona de solucion. por lo que puede eliminarse
de la tabla la columna correspondiente a dicha variable,

f).- Hacer ceros los elementos restantes de la columina clave, con excepcion del nimero clave.

Esto se logra mediante modificaciones mairiciales consistentes en sumarle o restarle a cada renglon un
determinado numero de veces el renglon clave, procedimiento conocido como Reduccion de Cars,

Procediendo entonces con el primer renglon, si observamos la tabla 0ltima, nos daremos cuenta que si le
restamos el renglon clave multiplicado por 3 . se nos generard un cero en el elemento correspondiente a la
columana clave, con lo cual tendremos:

36 4 3 | 0 0 0
-3 (0.8 0667 | 0 -0.333 0 0.333)
1.2 > [ ] 1 0 -

Ahora para el segundo renglon, si le restamos el renglon clave nos dara un cero en el respectiva elemento
de la columna clave, eslo es:

i I i 0 0 ! 0
- (0.8 0.607 | 0 -0.333 0 0.330

02 0333 [ o | o 0.333 | -0.333



Ahora pasamos al renglon indice, primero en su parte numérica, donde vemos que si a éste le sumamos
12 veces el renglén clave, no hara un cero en el elemento correspondiente a la columna clave, con esto

tendremos;
v} -10 -12 0 0 0 0

+12 08  0.667 1 0 -0.333 0 0.333)
9.6 2 [0 ] o -4 0 4

Finalmente vamos a la parte M del renglén indice, a 1a cual le sumaremos el renglon clave multiplicado

por 4.con esto tendremos:
-3 -4 -0 1 0 0
+4 (0.667 | 0 -0.333 0 0.333)

0333 [0 ] o -0.333 0 1.333

Con estos camkbios, la tabla Simplex completa para esta iteracion es:

10 12 0 0 -M

0 H, 1.2 2 0 1 1 0
-M Fi 0.2 0.333 0 0 0.333 !
(2 X2 0.8 0.667 I 0 -0.333 0
9.6 -2 0 0 -4 0

-0.333 0 0 -0.333 0

Aqui ya hemos eliminado de la tabla a F, tal y como lo indicamos en el inciso (¢) anterior.
Esta nueva aproximacion es:

Variables basicas Variables no basicas
Hl =1.2 H2 =0
F] =02 X] =0
Xy = 08 F2 =0
Z=06

Si comparamos esta solucién con Ja anterior en lo concerniente a las variables no basicas, nos daremos
cuenta que Hy y X| permanecen sin cambio y solamente X, ha pasado a ser basica en lugar de F». Cuando
solamente una de las variables no basicas cambie de una iteracion a la siguiente, como en el caso presente,
se dice que las 2 soluciones son adyacentes.

Esta solucién es mejor que la anterior, pero todavia no es lo 6ptimo, puesto que sigue habiendo nimeros
negativos en el renglén indice, por lo que proseguiremos con la metodologia.

Paso 5. Repetir el paso 4 hasta encontrar el optimo, el cual se lograra cuando ya no existan nimeros
negativos en ninguna de las partes del renglon indice; o bien detener el procedimiento si el problema es
ciclico { caso de degeneracion ) o no tiene solucion, to cual comentaremos mas adelante.

Entonces de acuerdo al paso 4. pasaremos al inciso
a).- Determinar 1a columna clave, que en este caso si observamos la parte de M del renglon indice, nos

daremos cuenta que hay un empate entre la columna que encabeza X, y la que encabeza H,, por lo que
debemos elegir al azar una de ellas. En este caso tomaremos a la primera, para que X| entre a la zona de
solucion, con esto nuestra tabla Simplex quedara de la manera siguiente:

10 12 0 0 -M

X X5 Hj H»> Fy

0 Hj 1.2 2 0 ] 1 0
-M Fy 0.2 0.333 0 0 0.333 |
12 Xa 0.8 0.667 1 0 -0.333 0
9.0 -2 0 0 -4 0

-0.333 0 0 -0.333 0




b).- Determinar el renglon clave, para esto obtendremos los cocientes de los 3 primeros renglones:

Primer renglon, Coctente = 1.2/2= 0.6
Segundo renglén, Cociente = 0.2/0.333 = 0.6
Tercer renglon, - Cociente = 0.8/0.667 = 1.2

Aqui existe un empate entre el primero y el segundo renglon para ser nominados como renglén clave, por
lo que se debe seleccionar al azar. En este caso tomaremos al segundo renglén como clave, esto para que la
variable F| que encabeza este renglon deje de ser basica, con esto nuestra tabla quedara:

10 12 0 0 -M
XI X2_ Hl H2 Fl
0 H, 1.2 2 0 1 | 0
[ M Fi 0.2 0.333 0 0 0.333 1 !
12 X» 0.8 0667 |. 1 0 -0.333 0
9.6 -2 0 0 -4 0
-0.333 0 0 -0.333 0

c).- El numero clave en este caso es 0.333 que queda encuadrado por el renglon y la columna clave.
d).- Para hacer el nimero clave la unidad, multiplicaremos el renglén clave por 3, con esto sus elementos
seran: :

0.6 1 0 0 1 3

e).- Al hacer el cambio de variable, entrara X ala zona de solucién y saldra F 1> con lo que al salir ésta,
pedremos eliminarla de la tabla, con lo cual tendremos: :

10 12 0 0
X] _Xz Hl Hz
0 H, 1.2 2 0 I 1
10 X1 0.6 1 0 0 I
12 " X2 - 0.8 0.667 ! 0 -0.333
9.6 -2 0 0 -4
-0.333 0 0 -0.333
-"f).- Generar ceros en el resto de los elementos de la columna clave, para esto:
Al primer renglon ie restaremos el renglén clave multiplicado por 2, entonces:
1.2 2 0 1 1

-2 (0.6. 1 0 0 1)
oo [ e g o ! 1

Al tercer rengl6n le restaremos el segundo renglén multiplicado por 0.667, entonces:

03 0:667 |- 0 -0.333
-0.667 06 - 1 0 0 )
o8 o] o 4

Para la parte numérica del renglon indice, a ésta le sumaremos el renglon clave multiplicado por 2, con
lo cual tendremos:

o

o
[

-

9.6 -2
+2 (0.6 1

08 [0 ] o

=
(=

1)
-2

o



Finalmente, para la parte M del renglén indice, le sumaremos a ésta el renglén clave multiplicado por
0.333 para obtener:

-0.333 0 0 -0.333

+0.333  ( 1 0 0 1 )
0 0 0

Aqui nos damos cuenta que la parte M de renglén indice desaparece de la tabla Simplex al ser cero todos
sus elementos, esto se debe al hecho de que han desaparecido de ta zona de solucion las variables artificiales.
Con estos cambios la tabla Simplex sera ahora:

10 12 0 0
0 H; 0 0 0 1 -1
10 Xy 06 - 1 0 0 1
12 X5 0.4 0 1 0 -1
10.8 0 0 0 -2
Esta aproximacion es:
Variables basicas Variables no basicas
H] =0 H2 =0

X1=06

Xy=04

Z=1038

La cual es mejor que la anterior,

Ahora la cuestion es: ;ya es el 6ptimo?, aqui ha desaparecido la parte M del renglén indice, pero queda
la parte numérica de éste, en la cual vemos que todavia hay un niimero negativo, con lo cual la respuesta a la
pregunta anteriormente planteada es negativa, por lo que iremos a otra iteracion repitiendo el paso 4.

a).- Determinar la columna clave, en este caso sera la que esta encabezada por Hy pues es la unica que
tiene un nimero negativo en el renglén indice,

b).- El rengldn clave sera el segundo (encabezado por X)) pues es el Gnico que tiene denominador
positivo y diferente de cero, con esto nuestra tabla sera:

10 12 0 0

. X Xq H; Hy

0 H; 0 0 0 1 -1
10 X 0.6 1 0 0 1
12 X3 04 0 . 1 0 -1
10.8 0 0 1] -2

¢).- Aqui el renglon clave quedara tal y como esta, pues el numero clave ya es la unidad, por esto iremos
directamente al inciso (e).

e).- Al hacer el cambio de variables, saldra X de la zona de solucion y entrara H,, con esto el renglon
clave completo sera;

0 Hs 0.6 1 0 0 1
f).- Ahora generaremos ceros en los elementos restantes de la columna clave.
Al primer renglén le sumaremos directamente el renglon clave
0 0 0 1 -1

+(0.6 1 0 0 1)
0.6 1 0 i ( 0 |
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Al tercer renglon le sumaremos el renglon clave
0.4 0 1 0 -1
+(0.6 1 0 0 1)

0 1 1 I 0 [ 0 |

Al renglén indice le sumaremos el renglon clave multiplicado por 2
10.8 0 0 0 -2

+2 (0.6 | 0 0
Cn z 0 S ——

Con estos cambios nuestra tabla Simplex quedara de la siguiente manera;

10 12 0 0

Xl X2 Hy H2

0 Hy 0.6 1 0 1 0
0 H2 0.6 | 0 0 1
12 X, | 1 1 0 0
12 2 0 0 0

Esta opcion ya es la optima al no haber niimeros negativos en ¢l renglén indice, por lo que ta solucion es:

Variables basicas Variables no basicas
Hy =06 X,=0
H2 =0.6
Xz =1
Z=12

Una representacion grafica del ejemplo se muestra en la figura V.1

1.4 Figura V.1 Grafica del
"~ ejemplo V.1 '




En la figura vemos las rectas correspondientes a las restricciones, asi como también los puntos ¢que fue
tomando el método, como aproximaciones a la solucion llamados vértices y simbaolizados por l1a letra V en la
figura,

La zona factible de solucion es la linea recta de la ecuacion 2 en el tramo comprendido entre V4 y V3
justo donde se ha trazado una linea mas gruesa, pues es la Gnica parte que cumple con las 3 restricciones.

De este problema el Simplex inicia en el origen, punto V; ( X; = 0, Xy = 0 ), el cual como puede
observarse en la figura queda fuera de la zona de solucién, siendo por tanto una solucidn no factible, lo cual
se puede sefialar desde la tabla simplex para esta aproximacion, por el hecho de haber variables artificiales
que son basicas, eneste caso F; =1y F, =24,

En la siguiente aproximacién el Simplex va al punto V5 ( X| = 0, Xy = 0.8 ) el cual tampoco es
solucidn factible, lo cual hubiésemos notado en la tabla simplex por el hecho de que F| = 0.2, la cual sigue
siendo variable basica,

Para la siguiente iteracion el Simplex va al punto V3 ( X = 0.6, X = 0.4 ) que ya estd en la region
factible de solucion, lo cual en la tabla Simplex se muestra por el hecho de no haber variables artificiales
basicas.

En la ultima iteracion el método llega al punto V4 ( X =0, X7 = 1) el cual es la solucidn dptima del
problema.

Ahora presentaremos un ¢jemplo de minimizacion:

Caso de minimizacion:
Ejemplo V.2.- Resolver el problema
Min Z=8X|+ 7TXy+ 9X3
Sujeto a:
2X1 + X9+ X325 (1)
X] + 2X2+ 2)(3 =6 (@
Siendo X, X5, X3, no negativas,

Selucién:

Aplicaremos la metodologia Simplex, adaptandola al caso de minimizacion, entonces:

Paso |. Convertiremos las desigualdades de las restricciones en igualdades, conforme a la tabla V.1. En
este problema las 2 restricciones son del tipo mayor o igual que ( > ), por lo que en cada una de ellas
incorporaremos una variable de holgura con coeficiente -1 y una variable artificial con coeficiente +1, con
estas modificaciones las restricciones seran:

X+ Xy + Xg3-H{+F; =5 n
X[ +2X3+2X3-Hy+Fp=6 (2)

Paso 2. Incluiremos las variables de holgura y artificiales en la ecuacion de la funcién objetivo con
coeficiente cero para Hy y Hy, mientras que por su parte F| y Fy tendran +M por tratarse de un problema de
minimizacion, con esto la funcion objetivo vendra dada por :

Min Z=8X]+7X2+9X3+0H|+0H2+MF|+MF2

Paso 3. Formaremos 13 primera tabla.
a) .- Expresaremos las ecuaciones de las restricciones en funcion de sus coeficientes, asi como el renglon
de variables, para obtener;

8 7 9 0 0 M M
X3 X3 X3 H, Hy Fi Fy
5 2 | - -1 0 1 0
6 1 2 2 0 -1 0 !

b) .- El renglon objetivo ya estd presente en la tabla anterior con los valores de los coeficientes de las
variables en la funcién objetivo.
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¢) .- La primera solucion la daremos con Fj y F9, pues son las variables que tienen coeficiente +1 en la
parte identidad de la tabla, con esto tendremos:

] 7 9 0 0 M M
X] XZ X3 Hl H2 Fl F2
M Fy 5 2 i 1 -1 0 1 0
M Fy 6 | 2 2 0 -1 0 |

d) .- Ahora generaremos el renglon indice. para este caso de minimizacién la formuta ( V.1 ) se modifica
y queda con los signos cambiados en el segundo miembro. es decir:

Numero El elemento correspon- Sumatoria de los productos
= . de los elementos de la co-
Indice diente a la columna en — lumna por el respectivo e-
el renglon objetivo lemento en la columna ob-
jetivo

Ec. (V.2)

Al aplicar esta formula a cada elemento tendremos:

Columna que encabeza X1: Nimero indice = 8 - (Mx2 + Mx1)=8§ - 3M
Columna que encabeza X2: Nimero indice = 7 - (Mx1 + Mx2)=7 - 3M
Columna que encabeza X3: Nimero indice = 9 - (Mx1 + Mx2)=9 - 3M
Columna que encabeza H: Naomero indice = 0 -f Mx(-1) + Mx0] = M

Columna que encabeza Hy: Nitmero indice = 0 -[ Mx0 + Mx(-1)] =M
Columna que encabeza F {: Numero indice = M- (Mx1 + Mx0) =0

Columna que encabeza F: Numero indice =M - (Mx0+ Mx1)=0

Columna de constantes; Nitmero indice (utilidad) =0 - (Mx35 + Mx6)=-11M

Al descomponer los nameros indice en su parte numérica y de M e incluirlos en la tabla Simplex,
tendremos:

8 7 9 0 0 M M

X Xs X3 Hy H2 F] Fiq

M Fi 5 2 1 I -1 0 i G
M Fo 6 1 2 2 0 -1 0 1
0 8 7 9 0 0 0 0

-3 -3 -3 1 1 0 1]

Aqui hemos omitido el -11M del elemento correspondiente a la columna de constantes.

Esta es nuestra primera solucion, la cual indica:

Variables basicas Variables no basicas
Fl =5 XI =0
Fz =0 Xz =0
Z=0 H =0
H2 =0

Como vemos en la tabla Simplex, esta primera aproximacién no es el dptimo, pues aparecen numeros
negativos en el rengtén indice. por tanto iremos al

Paso 4. Iremos a la siguiente iteracion para mejorar nuestra aproximacién,

a).- Para determinar la columna clave, vemos que hay un triple empate, pot lo que seleccionaremos
arbitrariamente a la que esta encabezada por X»:

8 7 9 0 0 M M

X1 X2 X3 H) Hy Fy Fa

M F 5 2 ! 1 -1 0 1 0
M Fy 6 1 2 2 0 -1 0 ]

0 8 7 9 0 0 0 0

-3 -3 -3 1 ! 0 0




b) .- Calcularemos los cocientes de los 2 renglones de restricciones:
Para el primer renglén:

5
Cociente = T =5
Para el segundo rengidn:
6
Cociente = —2— =3

Por lo que este ltimo es el renglon clave, lo cual ya aparece senialado en la tabla anterior.
¢) .- El ndmero clave es el 2 que aparece encuadrado en la tabta.
d} .- Para hacer el numero clave igual a la unidad, dividiremos el renglén clave entre 2, con esto quedara
de la manera siguiente;

3 0.5 1 1 0 -0.5 0 0.5
e) .- Cambiaremos de variable sacando a Fy y su contribucion de la zona de solucion, e introduciendo a

X3z ¥y su contribucion. Ademas de acuerdo a la metodologia Simplex de 2 fases, eliminaremos la columna de
F5 de la tabta.

8 7 9 0 0 M
X) Xy X4 H, Ho F,
M F 5 2 1 I -1 0 !

[ 7 X~ 3 0.5 1 I 0 -0.5 : |
0 8 7 9 0 0 0
-3 -3 -3 1 ! 0

f) .- Haremos ceros los elementos de la columna clave con excepcién del nimero clave, entonces
tendremos:

Al primer renglon le restaremos el renglén clave:
5 2 1 1 -1 0 1
- (3 0.5 1 0 -5 0)

1
2 s [ o ] o -i 5 |

A la parte numérica del renglon indice, le restaremos el renglon clave multiplicado por 7:
O 5 7 9 0 0 0
-7 (3 u.5 1 0 -0.5 0)

|
21 as [ o | 2 0 3.5 0

A la parte M del renglon indice le sumaremos el renglon clave multiplicado por 3:
-3 -3 -3 1 1 0
+3 (0.5 i 0 -0.5 0)

|
as [ o ] o 1 -0.5 0

Con estos cambios Ja tabla Simplex sera ahora:

8 7 9 0 0 M

X3 X5 X3 Hj Hs Fy

M Fy 2 1.5 ¢ 0 -1 0.5 ]
7 Xy 3 0.5 1 | 0 -0.5 0
=21 4.5 0 2 0 35 0

-1.5 0 0 1 -0.5 0



La cual es nuestra nueva aproximacion:

Variables basicas Variables no basicas
FI =2 X] =0
Xo=3 X3 =0
Z=121 Hl = 0_

H2 =0

Aqui debemos aclarar que Z no es -21 como aparece en la tabla Simplex, sino +21 puesto que la
metodologia Simplex nos presenta Z con el signo invertido cuando se trata de problemas de minimizacién.

De esta aproximacion, vemos que no es el optimo, puesto que ain hay nameros negativos en el renglén
indice, por lo cual iremos a repetir ¢l paso 4, reiniciando con el inciso (a).

a) .- La columna clave sera ahora la que esta encabezada por X, puesto que contiene al nimero indice
mas negativo.

b) .- Calculando los cocientes tendremos:;

Primer renglén,

2
Cociente = s =1.333 .
Segundo renglon, o o '
_ 3
Cociente= — =6
0.5

Por lo que el renglon clave sera el primero

o

8 7 _ 0 0 M
Xy XZ‘ X3 Hy H» Fi
[ ™ F; 2 1.5 0 0: N 0.5 1
7 Xy 3 0.5 1 1 0 -0.5 0
-21 4.5 0 2 0 35 0
-1.5 0 o- | - -0.5 < 0
¢) .- El nimero clave es el t.5, pues pertenece al renglon.y a la columna-clave. Cens
d) .- Si dividimos el renglon clave entre 1.5, éste nos quedara:
1.333 o 0 0 -0.667 - 0.333 0.667

e} .- Con el cambio de varijable. sale F| y entra X/, con esto y eliminando de una vez a F |- de la tabla,
eésta quedara en la siguiente forma: .

8 7 9 0 0
X1 X~ A X3 . Hy Hs
[ 8 X, 1.333 ] 0 0 -0.667 0333 |
7 X5 3 - 05 I I 0 -0.5
221 45 0 2 0 3.5
-1.5 0 0 1 -0.5

) .- Ahora generaremos ceros en los restantes elementos de 1a columna clave. de la siguiente manera;
Al segundo renglon le restaremos el renglon clave multiplicado por 0.5:
3 0.5 1 N I (A X T
-0.5 (§.333 ! 0 0 -0.667 0.333)

2333 [0 ] 1 I+ 0333 -0.667

A la parte numeérica del renglon indice le restaremos el renglén clave multiplicado por 4.5;

=21 4.5 o - 2 0 - 35
-4.5 (1.333 1 0 0 -0.667 0.333)
2 0] o 2 3

F
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Finalmente a la parte M del renglén indice le sumaremos el renglén clave multiplicado por 1.5:

-1.5 0 0 1 -0.5
+1.5 {1 0 0 -0.667 0.333)
o] o o 0 0
Con estas medificaciones nuestra tabla es;
8 7 9 0 0
Xl Xz X3 Hl H2
3 X 1.333 l 0 0 -0.667 0.333
7 Xs 2.333 0 1 1 0.333 -0.667
-27 0 0 2 3 2
0 0 0 0 ]

Aqui vemos que la parte M del renglon indice desaparece al hacerse cero todos sus elementos, pues ya no
hay ninguna variable artificial en la zona de solucidn. )

Ademas en la parte numérica de este mismo renglon ya no hay numeros negativos, por lo que esta
aproximacion ha resultado ser el optima, con la siguiente solucion;

Variables basicas Variables no basicas
X] =1.333 X3 =0
X2 =2.333 Hl =0
zZ=27 Hy=0

Una representacion grafica del ejemplo se muestra en la figura V.2 1a cual se presenta ahora en 3
dimensiones, puesto que hay 3 variables de decision. Cada ecuacidn de las restricciones es un plano en
forma de triangulo que corta el espacio tridimensional,

)(2 Figura V.2 Grafica del
ejemplo V.2
Ec() J M
Vs
_ c.(2)
ol Vi

X3

Como en el presente caso las restricciones son del tipo mayor o igual que ¢ > ), la region factible de
solucién serd la exterior a los 2 plancs. La linea mas exierna de éstos se muestra en la figura con un trazo
mas grueso. de esta manera todo el espacio que quede de dicha linea hacia afuera sera la zona de solucion
factible.
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El método inicia en el origen, sefialado como el punto V| en la figura donde X1 =0,X9=0.X3=0
Este punto queda dentro de los planos, por 1o tanto no esta en la regién factible de solucidn, lo que era
notorio desde la tabla Simplex por el hecho de tener a F|= 5 y F5 = 6 como variables basicas.

En la siguiente iteracion el método va al punto V, ( X| =0, X3 =3, X3 =0), el cual tampoco estd en la
zona factible de solucion, pues tiene a F| = 2 como variable basica.

Finalmente en la siguiente 1terac1on el método pasa a V3 ( X| = 1.333, X3=12333, X5=0) el cual si
esta ubicado en ia regidn factible de solucion y satisface la prueba de optimalidad, siendo la solucion del

preblema.

A continuacion presentaremos otro ¢aso:

Ejemplo V.3.- Resolver
Max  Z=8X|+6Xy

sujeto a
4Xy +3X5<3 (n
X1+2X9 215 (2)
X+ Xy=1 (3)

Solucién: Aplicarentos la metodologia Simplex:
Paso 1. Convertir las desigualdades en igualdades. Las dos primeras restricciones son del tipo menor o

igual que, por lo que conforme a la tabla V.1, agregaremos una variable de holgura en cada una de ellas,
mientras que en la tercera restriccion, que es de igualdad, afiadiremos una variable artificial

4X1+3X2+H1=3_ (I
Xl+2X2+H2=].5 2)
XI+X2+F1=| (&)

Paso 2. Incorporamos las variables agregadas en el paso anterior a la funcién objetivo con sus
contribuciones respectivas;
Max Z=8X)+6X3+0H)+0Hy-MF,

Aqui el signo'de M es negativo por tratarse de un problema de maximizacion.

Paso 3. Formaremos la primera tabla
a) .- Poner el renglon de variables y las ecuaciones de las restricciones -

3 6 0 0 -M

X1 X9 H; Hy Fi

3 4 3 1 0 (]
1.5 1 2 0 1 0
i 1 0 0 1

b) .- Ya hemos agregado el renglon objetivo a la tabta,
¢) .- Daremos la primera solucion en funcion de las variables con coeficiente uno en la parte identidad, es

decir, Hy. Hy y Fy, con esto tendremos:

8 6 0 0 -M

X, X5 H, H, Fi

0 H, 3 4 3 1 0 0
0 H, 1.5 1 2 0 1 0
1 I 0 0 1



d) .- Formar e! renglon indice, aplicando la ecuacién ( V.1).

Columna encabezada por Xj: Numero indice = [ Ox4 + Oxt + (-M )x1]-8§=-M- 8
Columna encabezada por Xo: Nimeroindice =[0x3 + 0x2+(-M )x1]-6=-M-6
Columna encabezada por Hj: Niumero indice = [ 0x1 + 0x0+ (-M )x0]-0=0
Columna encabezada por Hy © Nimero indice = [ 0x0 + 0x1 + (-M x0]-0=0
Columna encabezada por Fy: Numero indice = [ 0x0 + 0x0 + (-M)x1 ] - (-M)=0
Columna de constantes; Numero indice = [ 0x3 +0x1.5+ (-M x1]-0=-M

Al incorporar estos elementos con sus 2 partes, numérica y de M a la tabla, tendremos:

3 6 0 0 -M
X ] X2 H 1 H2 F 1
0 H| 3 4 3 ! 0 0
0 H, 1.5 I 2 0 I 0
-M Fy 1 1 1 0 0 1
0 -3 -6 0 0 0
-1 -1 0 0 0
Sin incluir 1a parte M de la columna de constantes, ésta es nuestra primera solucion,
Variables basicas Variables no basicas
H] =3 Xl =0
Hy=1.5 X7=0
Fl =1
Z=0

Paso 4. Como hay niimeros negativos en el renglén indice, vamos a otra iteracion,
a).- Determinar la columna clave. En la parte M del renglon indice vemos que hay un empate entre las

columnas encabezadas por X y X, . por lo que al azar escogeremaos la primera de ellas.
b) .- Determinar el renglén clave. Para esto calcularemos los cocientes de los 3 renglones de

restricciones:
Para el primer renglon,

Cociente = % =075

Para el segundo renglén,
Cociente = 1—]5- =1.50
Para el tercer renglon,
Cociente = % =1.0

Por lo cual el primer renglon es el clave

8 6 0 0 -M
X1 X5 H) Hy Fy
[ o H, 3 4 3 1 0 0 ]
0 H, 1.5 1 2 0 1 0
-M F 1 [ i 0 0 i
-8 -6 0 0 0
-] -1 0 0 0

¢ ) .- Por lo anterior el numero clave es el 4 que pertenece a la vez al renglén y a la columna clave.
d) .- Dividimos el renglén clave entre 4, con esto quedara de la siguiente manera:

0.75 1 0.75 0.25 0 0



e~~~ ]
80
e) .- Cambiamos de variable sacando a H y reemplazandola por X , con esto la tabla quedara:
8 6 0 0 -M
X1 X9 H; H, Fy
8 X 0.75 1 0.75 0.25 0 0
0 Hy 1.5 1 2 0 1 0
-M Fy 1 1 1 0 0 1
0 -8 -6 0 0 0
-1 -1 0 0 0
) .- Haremos ceros'los elementos restantes de la columna clave:
Al segundo renglon le restamos el clave,
1.5 1 2 0 1 0
- (075 1 0.75 0.25 0 0 )
075 [0 ] 125 -0.25 I 0
Al tercer renglén le restamos el clave:
1 1 1 0 0 1
- ( 075 1 0.75 0.25 0 0)
02s [0 ] o025 -0.25 0 1
A la parte numérica del renglén indice le sumaremos el renglon clave multiplicado por 8:
0 -8 -6 0 0 0
+8 { 0.75 1 0.75 0.25 0 0)
o (o] o 2 o o
A la parte M det renglon indice le sumamos el renglon clave:
-1 -1 0 0 0
+ (1 0.75 0.25 0 0 )
o] -0 0.25 0 0
Con esto la tabla Simplex de esta nueva aproximacion es:
8 9 0 0 -M
8 Xy 0.75 1 0.75 0.25 0 0
0 Hy 0.75 0 1.25 -0.25 1 0
-M - Fy 0.25 0 0.25 -0.25 0 1
6.0 0 0 2 0 0
0 -0.25 0.25 0 0

La cual es 1a nueva iteracion
Variables basicas

Variables no basicas

X)=0.75 Xa=0
H2=0.75 H|=0
F1 =025

Z=60



En vista de que esta nueva aproximacion no es el optimo, repetiremos el paso 4, entonces:
a).- La columna clave sera la que esta encabezada por X3, pues es la unica que posee un elemento

negativo del renglon indice en su parte M.
b) .- Obtendremos los cocientes para hallar el renglon clave,
Para el primer renglon,

=]

.75
Cociente = =10
75

|

[

Para el segundo renglén,

7
Cociente = 0—5 =0.6
1.25

Para el tercer renglon,

0.2
Cociente =——=1.0
0.25

Por lo tanto el segundo renglon es el clave.

8 6 0] 0 -M
Xl Xz H 1 H2 F|
8 X 0.75 1 0.75 0.25 . 0 o
[ o H, 0.75 0 1.25 -0.25 1 I 0
-M Fi 0.25 0 0.25 -0.25 0 1
6.0 0 0 2 0 ¢
0 -0.25 0.25 0 0
¢) .- El nimero clave es el 1.25.
d) .- Si dividimos el renglén clave entre 1.25, obtendremos:
0.6 0 1 -0.2 0.8 0

g) .- El cambio de variable sera sacando a Hy de la zona de solucién e introduciendo a X5, con lo cual
tendremos,

8 6 0 0 - -M
Xl X2 Hl H2 Fi
8 Xy 0.75 1 0.75 0.25 0 0
| 6 X 0.6 0 1 -0.2 0.8 0 |
-M Fi 0.25 0 0.25 -0.25 0 !
6.0 0 0 2 0 0
0 -0.25 0.25 0 0

f) .- Generaremos ceros en los elementos restantes de la columna clave.
Al primer rengldn le restaremos el clave multiplicado por 0.73:

0.75 1 0.75 0.25 0 0
-0.75 { 06 0 1 -0.2 0.8 0)
0.3 1 [_o ] o4 -0.6 0
Al tercer rengion te restaremos el clave multiplicado por 0.25:
0.25 0 0.25 -0.25 0 1
-0.25 { 06 0 1 -0.2 0.8 0)

0.1 o [ o ] -02 -0.2 !

A la parte numérica del renglon indice no se le hara ninguna modificacion, dado que el elemento
correspondiente a la columna clave ya es un cero.
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Ala parte M del renglon indice le sumaremos el renglon clave multiplicado por 0.25:
0 -0.25 0.25 0 0

+0.25 (o [ -0.20 0.8 0)
o [ 0o ] o2 0.20 0

Con estos cambios la tabla Simplex sera:

8 5 0 0 -M

X, X3 H Hy F)

8 X 0.3 | 0 0.4 -0.6 0
6 X 0.6 0 1 -0.2 0.8 0
-M Fi 0.1 0 0 -0.2 -0.2 1
6.0 0 0 2 0 0

0 0 0.2 0.2 0

En esta tabla vemos que ya no hay nimeros negativos en el rengldn indice, por lo que esta solucion sera
lo optimo, pero hay un problema: La variable artificial F) ain permanece en la zona de solucion, es decir
continua como variable basica, esto significa que este problema no tiene solucion factible debido al tipo de
restricciones y esto 1o podemos comprobar de una manera simple: Con la aparente solucién de esta tabla,

X| =03
X2=0.6
Z2=060

Checaremos si se respetan las restricciones:
(h 4X] +3X5 <3
403+ 3(06)<3
1.2+18 <3
3 < 3, si se cumple
(2) X +2Xp<15
03+2(06) <15
03+12 <15
1.5 < 1.5, si se cumple
(H Xl + X2 =1
03+06 =1
0.9=1, NO SE CUMPLE
Por lo cual la aparente solucion del problema no cumple con las restricciones, siendo entonces una
solucion no factible.
En la figura V.3 presentamos una grafica del ejemplo para ilustrar esta situacion.

Figura V.3 Gréfica del ejemplo
: V.3

0.50—

0.25—
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El area sombreada representa la zona de solucion que satisface a las 2 primeras restricciones. Pero la
tercera restriccion indica que la solucion debe quedar sobre la recta correspondiente a su ecuacién, en la
figura es la linea Ec. (3).

Aqui nos damos cuenta que dicha linea no toca en ningin momento el area sombreada, por lo que no
existe ningun punto que satisfaga a todas las restricciones.

Por su parte la secuencia del método Simplex fue la siguiente:

[nicia en el origen, punto V| (X} =0, Xy = 0), luego pasa al punto V4 (X=0.75, X9=0) y finalmente va
al punto V3 (X = 0.3, X3 = 0.6) donde aparentemente termina con la solucién optima.

Ejemplo V.4.- Resolver
Max Z=6X|+4Xy

sujeto a
X1 +2X224 (D)
3X +2Xp <8 )

con X y X7 no negativas
Sotucion: Iremos al

Paso 1. Convertiremos las desigualdades en igualdades agregando variables de holgura, dado el tipo de
" restricciones, con esto tendremos;

X]+2X2+H|=4 (N
3X1+2Xa+tHyp=8 (2)

Paso 2. Incorporaremos las variables de holgura en la funcion objetivo, con sus contribuciones,
Max Z=6Xl+4X2+OH]+0H2

Paso 3. Formaremos la primera tabla
a) .- Pondremos el rengldn de variables y las ecuaciones de las restricciones, para obtener;

6 4 0 0
0 Hy 4 I 7 1 0
0 H, 8 3 2 0 1

b) .- El renglon objetivo ya fue incluido en la tabla.

©) .- La primera solucion la damos en funcion de las variables Hy y Hy como aparece en la tabla
anterior.

d) .- Formaremos el renglén indice al aplicar la ecuacion (V.1) a nuestro caso de maximizacion:

Columna encabezada por X| Nuamero indice = ( 0x1 + 0x3) -6 = -6
Columna encabezada por Xy Namero indice = (0x2 -+ 0x2) -4 = -4
Columna encabezada por H;  Numero indice = (0x1 + 0x0)-0=0
Columna encabezada por Hy  Nimero indice = (0x0 + 0x1) - 0=0

Columna de constantes

Por lo tanto, al incluir estos elementos en la tabla Simplex, tendremos:

Numero indice = (0x4 + 0x8)- 0=0

6 4 0 0

0 H, 4 1 2 1 0
0 Hyp 8 3 2 0 1
0 -6 -4 0 0

Aqui debemos notar que no hubo parte M dei renglén indice, esto debido a que no existen variables

artificiales.
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Nuestra primera solucidn es;

Variables basicas Variables no basicas
Hl = Xl =0
Hz =8 Xz =0
Z=0

Como vemos en la tabla, esta aproximacion no es la éptima, por tanto iremos a una nueva iteracion con

el paso 4.
a) .- La columna clave sera la encabezada por Xy al poseer el nimero indice mas negativo.

b) .- Obtendremos los cocientes de los dos renglones para determinar el renglén clave,
Primer renglon,

4
Cociente = n =4
Segundo renglén,

Cociente = g =2.667

Por tanto el rengldn clave es el segundo, tal como se muestra en la tabla,

6 4 0 0
X1 X, H, H,
0 H, 4 ] 2 1 0
0 H, 8 3 2 0 ] |
' 0 | -6 | -4 0 0
c) .- el nimero clave es el 3.
d) .- Si dividimos el renglon clave entre 3, obtendremos:
1 2.667 1 0.667 0 0.333
e) .- Cambiamos de variable sacando a H, e introduciendo a X 1
6 4 0 0
X X2 H) Hp
0 H, 4 i 2 1 0
6 X, 2.667 I 0.067 0 0333 |
' 0 l -6 I -4 o 0
f) .- Generaremos ceros en los restantes elementos de la columna clave.
Al primer renglon le restamos el renglon clave:
4 ] 2 1 0
- { 2.667 1 0.667 0 0.333)
1333 [ 0 ] 1333 1 -0.333
Al renglén indice le sumamos el clave multiplicado por 6:
0 -6 -4 0 0
+6 ( 2.667 1 0.667 0 0.333)
6 [0 ] o 0 2
Con estos cambios nuestra tabla Simplex sera:
6 4 0 0
X1 Xy Hj Hy
0 R 1.333 0 1.333 1 -0.333
6 X 2.667 1 0.667 0 0.333
16 0 0 0 2



Esta aproximacion es el optimo siendo:

Variables basicas Variables no basicas
H;=1.333 Hy=0
X| = 2.667 Xp=0
Z=160

Aqui es conveniente comentar lo siguiente:

Siempre que una variable no basica tenga en la tabla Simplex final como coeficiente del renglon indice
un cero, significa que habra una o varias soluciones éptimas alternas.

En nuestro ejemplo , si observamos 1a tabla Simplex, vemos que X5 no es variable basica y su coeficiente
en el renglon indice es cero, por tanto, este ejemplo tiene otras soluciones dptimas.

Esto se debe a que una de las restricciones, en este caso la (2) es paralelaala funcién objetivo, 1o cual
hace que existan varias soluciones dptimas donde la recta de la funcion objetivo intersecta con dicha
restriccion. . :

Esto lo mostramos graficamente en la figura V.4

Figura V.4 Grafica del ejemplo
V.4

(1) Z=6X+4X, =12

4.0 NEc.(2) (2)Z=6%+4X% =14

I | X
1.0 20 30 40 50 6.0

En dicha grafica las iineas continuas representan a las restricciones y las punteadas son dos valores de la
funcion objetivo, enZ=121a(1)yen Z= 14 1a(2).

Como vemos, estas rectas son paralelas a la linea correspondiente a la restriccion nimero 2, de tal forma
que la recta de la funcion objetive para Z=16, coincide con la segunda restriccion siendo el maximo valor
posible dentro de la zona faciible de solucion, por eso el resultado nos ha dado Z = 16,

Sin embargo, habra varias soluciones dptimas a lo largo de la recta de la segunda restriccion desde el
punto P hasta el punto V,. Arriba del punto P ya no se cumple con la primera restriccion, por eso se excluye
esta porcion de la recta como zona factible de solucién.

Este ejemplo es una clara muestra del caso de la existencia de soluciones optimas alternas.

En cuanto a las iteraciones del método Simplex, éste inicia en el origen, punto V| (X =0, X4 = 0} como
primera solucion, pasando fuego al punto V4 (X = 2.667, X9 = 0). donde se ha encontrado la solucion
optima rapidamente,




Casos especiales del método Simplex.

1.- Desempates.

a) .- Empate en la columna clave (variable que entra). En este case se seleccionara cualquier columna
que se desee, esto en lo unico que podra afectar al desarrollo del método Simplex, serd en el nimero de
iteraciones necesarias para alcanzar la solucién optima.

b) .- Empate en el renglon clave (variable que sale). En este caso existen reglas para determinar cual
renglon de los que estan empatados debe elegirse como clave. Sin embargo, para fines practicos se
recomienda seleccionar al azar. El problema en que puede incurrirse cuando se elige el renglon indebido es
que el método vaya de un primero a un segundo vértice sin cambio en la funcion objetivo y luego regrese del
segundo al primero en la iteracion siguiente, haciéndose esto un ciclo indefinido gue nunca llegara a la
solucion. En este caso se dice que existe degeneracion del Simplex. No obstante. este caso es muy poco usual
en los problemas practicos y se resuelve simplemente por cambiar el renglon que se eligié como clave por
otro que haya resultado empatado con él.

2.- No hay variable bisica de salida ( Z no acotada ).

Esto sucede cuando todos los elementos de la columna clave son menores o iguales que cero en alguna
tabla intermedia del desarrollo de la metodologia Simplex. no pudiendo de esta manera ser seleccionados
para determinar el renglon clave, Se dice que en este caso 1a Z podria ser infinita o bien negativa, de aqui-el
porqué suele llamarsele a este tipo de casos como problemas de Z no acotada, Estas situaciones se
presentan por cometer algin error en el planteamiento del problema o en los calcutos efectuados durante la
resolucién del misimo, debiendo entonces revisarse cuidadosamente el caso para encontrar la falla y
corregirla. Cuando se da la situacion de una Z negativa. el problema puede volver a ser planteado, debiendo
entonces cambiarse todos los signos de los coeficientes de las variables de decision en las ecuaciones de las
restricciones, lo que nos dara como resultado obtener la funcion objetivo con signo positiva,

3 .- Términos negativos en el segundo miembro de las ecuaciones de las restricciones.
Hasta ahora hemos visto Unicamente valores positivos en el segundo miembro de las restricciones. Si
hubiera nameros negativos. como por ejemplo los siguientes:
X -2X3=-2 (1)
22X+ Xy 2l (D
X1 -X35-3(3)
lo que debemos hacer es multiplicar ambos lados de las restricciones por (-1} y en el caso de las
desigualdades invertir el sentido de las mismas. con estos cambios tendremos:
-Xl +2X2=2 (N
2X1-X221 (D
. X|+X323 (B
las cuales ya pueden ser manejadas por el método simplex en la manera vsual.
4.- Precios sombra.

Estos representan la relacion de aumento que tendria la funcion objetive por el hecho de awmentar en
una unidad la constante de una restriccion dada ( incremento en el recurso correspondiente para esa
restriccion ). Asi en el caso del ejemplo V.4, cuyo planteamiento fue: '

Max Z=06X|+4X,
sujeto a:
XI + 2X2 <4 (1)
31 +2X3<8 (O
con X|, X5 no negativas
La tabla final fue:

6 4 0 0
X Xs H Hy
0 H 1.333 0 1.333 1 -0.333
6 X1 2.667 ] 0.667 0 0.333
16 0 0 0 2



Los precios sombra aparecen en la tabla final con los coeficientes de las variables de holgura en el

renglon indice, asi para Hy dicho coeficiente es cero y para Hy es 2, es decir que el precio sombra para la
_primera testriccion es cero y para la segundaes 2.

Esto 51gmﬁca para el primer caso que 1a funcion objetivo Z no aumentara si aumentamos la constante de
la ecuacién de la primera restriccion en una unidad, o sea que fuese 5 en lugar de 4, pues si ésta fuera la
situacién, la solucion éptima seria:

X| =2667,X,=0,H;=2333,Hy=0,Z=16

Donde vemos que la Z no cambia ( incremento cero ).

Por otra parte, para la segunda restriccion, el. precio sombra de 2 nos mdma que Z aumentara en 2
unidades por cada unidad de incremento en el coeficiente de la restriccion , o sea, que si éste fuese 9 en
lugar de 8, 1a nueva solucion Optima seria:

X]--3 X3=0,Hy =1, Hy=0,Z=18
donde observamos que Z ha aumentado en 2 unidades respecto al problema original.

Los precios sombra por tanto, indican un valor marginal de incremento en la funcion objetivo con

respecto a un recurso dado.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

V.1.- Resolver
Max Z=8X| + 12X + 10X;
sujeto a:
X1+ X2+ X3=| (1)
6X +4X, +3X3<435(2)
Xl + 2X2+ X3§ 1.8 (3)
Con X, X3, X3 no negativas.

V.2.- Resolver
Min Z=4X;+ 6X4y

sujeto a:
Xp+Xo= 1 ()
4X)1+3X42 234 )

SX1+TXp265 (3)
Con X, X3, no negativas.

V.3.- Resolver
Max Z=04X;+ 0.3X,
sujeto a:
X1 +2Xy<4 (1)
ZXj+ X5 (2
X122
Xo21 &
Con X1. X3, no negativas.

V.4.- Solucionar :
Min Z= 100X + 90Xy + 85Xy
con las condiciones:

X]+2X2+X324 (1

2X +2X5+X32>48 (2)

X1 3

X521 (4)

Siendo X3, X5, X3, no negativas.

V.5- Solucionar
Max 2Z= 100X + 120X5 + 200X4
con las restricciones:
X+ X+2X355 (1)

X;>2 (2)
2X|+X3>3 (3
X3 <2 4

Con X1. Xs, X3, no negativas.

V.6.- Solucionar
Max Z=8X+9X,
sujeto a;
X+ Xa=1 (1)
X+ Xy < 1.4 (2)
X1+2X5 <1.5(3)
Con X, X3, no negativas.
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V.7.- Resolver
Min Z=009X + 0.8X5 + 0.6X3
sujeto a:
X1+X2+X3=| (1
X +X3 216 (2
X[+ Xy +2X3228 (3)
Con X}, X5, X3 no negativas.

V.8.- Solucionar
Max Z=X|+X9+X3
con las restricciones;
X1+2X2+X355 (O
2X| + Xg+ X3< 48 (2)
X|+Xp+2X3<53 (3)
Con X, X5, X3 no negativas.

V.9.- Solucionar .
Min Z= Xl + X2 +0.8X3
sujeto a las condiciones
X1+X2+X3=l q)

X1+ X +2X3 23 (2)

Xps04 3

X5<02 @

Con X, X5, X3 no negativas.
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CAPITULO VI

DUALIDAD

Definicion.

La dualidad puede definirse con el siguiente enunciado: Para fodo problema de maximizacion de
programacion lineal, habrd otro problema asociadoe de minimizacion Y por otra parte, para todo problema
de minimizacion, habra otro problema asociado de maximizacion.

Al primer problema se le llama primario y al problema asociado correspondiente se le conoce como dual,

En este capitulo veremos como plantear un problema dual, dado un problema primario cualquiera,

Importancia.

La dualidad es importante por las siguientes razones:

l.- El problema dual puede ahorrar un numero considerable de calculos, en particular cuando el
problema primario tiene muchas restricciones Y pocas variables lo cual implicard un nimero elevado de
calculos para su resolucién por el método Simplex.

2.- La dualidad tiene una relacién importante con el analisis de sensibilidad que se vera en el siguiente
capitulo. Esto es muy util para analizar como puede cambiar la funcion objetivo ante variaciones en las
diferentes condiciones del problema de programacion lineal,

3.- El problema dual proporciona informacién importante sobre la manera éptima de aplicar recursos que
son escasos a fin de obtener beneficios econdmicos.

El problema Dual.
El planteamiento del problema dual para un problema primario cualquiera puede hacerse basado en los

siguientes puntos:
.- Se invierte el sentido.de la funcidn objetivo. Si el problema primario es de
maximizacion, el problema dual sera de minimizacién y viceversa.
2.- Se invierte el sentido de las desigualdades de las restricciones. Esto es, si las
restricciones del problema primario son del tipo menor o igual que { < ), en el
problema dual las restricciones seran del tipo mayor o igual que’( > ) y viceversa.
3.- Los coeficientes de la funcion objetivo del problema primario pasan a ser las
constantes de las restricciones del problema dual.
Esto implica que el problema dual tendra tantas restricciones como variables tenga el
primario. ‘
4.- Las constantes de las restricciones del problema primario pasan a ser los
coeficientes de la funcién objetivo del problema dual.
Esto significa que el dual tendra tantas variables como restricciones tenga el primario.
5.- Los coeficientes de las restricciones del problema primario se colocan de tal forma
que los renglones del primario pasaran a ser las columnas del problema dual y con este
cambio las columnas del primario seran los renglones del dual.
6.- Las variables del problema primario se denominaran como X, mientras que las del
problema dual seran Y, debiendo ser no negativas.

A continuacién ilustraremos estos puntos con un gjemplo:

Ejemplo V1.1 -

Una panaderia prepara 2 tipos de pan, uno con mermelada y el otre con cajeta.

Hay mermelada para preparar hasta S kgs. del primer tipo de pan y cajeta para 8 kgs. del segundo tipo.

El primer tipo requiere de 2 unidades de harina. mientras que el segundo tipo sélo de una, El expendio
cuenta con un total de 15 unidades de harina.

El primer tipo de pan deja una utilidad de $ 3.00 kg y el segundo tipo $ 4.00/ kg,



¢, Cuantos kilogramos de cada tipo debe preparar el expendio a fin de maximizar sus utilidades?
Plantear el problema primario y luego el dual para este caso.
Solucion:
Para el problema primario habra 2 variables, X y X5 . siendo
X | = Kgs de pan del primer tipo
X 5 =Kgs de pan del segundo tipo
Zp =Utilidaden 3 ]
Entonces la funcidn objetivo sera
Max Zp=3X1 +4X 2
Aqui 3 y 4 son los coeficientes de la funcion objetivo, los cuales representan la utilidad de cada tipo de
pan en $/kilogramo.
Las restricciones son:
(1) X =5 Cantidad disponible de mermelada
(2) Xqp=<8 Cantidad disponible de cajeta
(3) 2X |+ X5 < 15 Cantidad disponible de harina
Siendo X|, X5 No negativas

Para el problema dual aplicaremos !a metodologia descrita antes. De acuerdo al primer punto, el
problema dual sera de minimizacidn, dado que el primario fue de maximizacién. Conforme al segundo
punto, para el problema dual se tendran restricciones del tipo mayor o igual que ( = ), dado que las del
primario son del tipo menor ¢ igual que ( <)

Ahora pasaremos al punto 3, los coeficientes de la funcidn objetivo del primario, que son 3 y 4 seran
ahora las constantes de las restricciones del dual, teniendo éste por lo tanto 2 restricciones.

De acuerdo al punto 4, las constantes de las restricciones del primario son 5, 8 y 15 por lo que éstos seran
los coeficientes de la funcién objetivo del problema dual, el cual tendra 3 variables.

Ahora conforme al punto 5, las coeficientes de las restricciones para el primario son:

1 0
0 1
° 2 1

Los cuales deben transponerse para el dual, es decir colocar los renglones como columnas, con esto
tendremos:
] 0 2
0 1 1

Los cuales seran ahora los coeficientes de las 2 restricciones del dual. _
Finalmente deé acuerdo al pasc 6, habra 3 variables para el problema dual, las cuales seran Y, Yo ¥ Y3.
Con esto el planteamiento del dual sera: "

Min Zp=5Y+8Y; +15Y;
Con las restricciones:
(1) Yy+2Y323
Siendo Y, Y5y Y3 No negativas

Aqui es importante sefialar que las variables duales son costos marginales de los recursos utilizados, para
el caso del ejemplo anterior tendremos:

Y| = Costo marginal de la mermelada, $/unidad de mermeiada
Y4 = Costo marginal de la cajeta , $/unidad de cajeta
Y3 = Costo marginal de la harina, $/unidad de harina

Por es0 el abjetivo del problema dual es ahora el de minimizar el consumo de los recursos disponibles, es
decir la Zpy que es el costo por este concepto.



A continuacion presentaremos en el ejemplo V1.2 la resolucién de los problemas primario y dual del
ejemplo V1.1
Ejemplo VL2 .- Resolver los problemas primario y dual del ejemplo anterior.

Solucion:

Para ambos problemas utilizaremos la metodologia Simplex.

Para el primario tendremos que agregar variables de holgura, una por cada restriccion, con una
contribucion a la funcion objetivo de cero, es decir:

Max Zp=3xl+4X2+0Hl +0Hy+0H;y

Sugeto a:
X] + Hl =5
X2 + H2 =8
2X1+X2+H3=]5
ConX(, X5 >0
Con esto la primera tabla Simplex seri;
3 4 0 0 0
XI Xq Hl H2 Hj
0 Hy 5 1 0 1 0 0
0 Hy 8 0 1 0 1 0
0 Hy 15 2 1 0 0 1
0 -3 -4 0 0 0
La cual al aplicarle el Simplex dara para la siguiente iteracion;
3 4 0 0 0
X X2 H; Hy H3
0 H; 5 1 0 1 0 0
4 Xo 8 0 1 0 I 0
0 Hy 7 2 0 0 -1 I
32 -3 0 0 R 0

De aqui al proseguir con la metodologia Simplex, se llega a 1a selucion optima en la siguiente iteracion,
siendo la tabla respectiva la siguiente:

3 4 0 0 0
0 Hy 1.5 0 0 1 0.5 -0.5
4 X5 8 0 ! 0 [ 0
3 X 35 1 0 0 -0.5 0.5
425 0 0 1] 2.5 1.5
Asi la solucion es:
Hl =1.5
X2 =3
Xl =35
Zp=425
(Hy= Hy=0)

Para el problema dual, las restricciones necesitan una variable de holgura y otra artificial por cada
restriccion, con esto tendremos:
Min ZD=5Y|+8Y2+|5Y3+0H|+0H2+N[F]+N[F2
Sujeta a las restricciones:

Yl+2Y3-H|+F|=3
Y2+ \'3—H2+F2=4
Con Yy, Y. Y320
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: Con estoal. aphcar la: metodolog,la Simplex. nuestra primera tabla serd: . . - . . . -
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Aqui es significativo que en el punto opnmo ambos problemas dan el ,mlsmo valor para ia funcmn

objetivo, es decir Zp = Zp = 42.5. e
Esta es una de las razones de la importancia del problema dual. el cual al resolverse nos proporc1ona la

solucion del primarig.

Esta igualdad de las funciones objetivo tiene una explicacion pues Zp esla uuhdad que se obtiene por los
diferentes tipos de pan y Zpy es el costo incurrido por aplicar los-recursos dlspombles .de tal forma que en el
punto éptimo ambas Z coinciden dando la situacién mas adecuada para el negocio.

Otra situacion importante que podemos sefialar en este problema es que la solucion dual puede obtenerse
desde 1a tabla final del primario, pues los coeficientes.indices de las variables de holgura en esta tabla son los
valores de las variables duales en la solucion optima dual. estoes S

h ‘:HIP_.OM_'YI e .
Hpp=25=Yy = . . - .
H}P-IS—Y3

Asimismo de la tabla optima dual podemos obtener la solucion pnrnana al caincidir los coeﬁmemes
indices de las variables de holgura duales con los valores éptimos para los variables primarias, esto es:

HID=3'5=XI;
Hyp=8=X3-

Otros tipos de restricciones.
Pueden existir otros tipos de restricciones para un problema primario dado En el ejemplo VL1 hemos

planteado un problema primario de maximizacion con restricciones del tipo menor o igual que ( <), ;,;Como



94 R ]

se hubiera manejado el problema si conteniese restricciones del tipo mayor o igual que ( > ), o del tipo igual
que (=)? En principio todas las restricciones de un problema primario de maximizacién deberan ser del tipo
menor o igual que ( <), por consiguiente las restricciones distintas deberan convertirse a este tipo.

Para las restricciones del tipo mayor o igual que (>), lo que debe hacerse es multiplicar toda la
desigualdad por (-1) e invertir su sentido, con esto la transformaremos al tipo menor o igual que (<).

Por su parte para las restricciones de igualdad ( = ), esta restriccion se cambia por 2 nuevas
restricciones: una del tipo menor o igual que ( < ) y la otra del tipo mayor o igual que ( > ), la cual debe
convertirse a su vez al tipo menor o igual que { <) en la forma como se explicd anteriormente.

Ejemplo VL3 - Plantear el problema primario y su correspondiente dual .
Max Z=28X,+ 13X,
Sujeto a:
(1) 4X;+2X53<20
(2) 3X;+2X5210
(3) 2Xj+3Xp=
Con X, X4, no negativas

Solucion;

Este problema primario debera modificarse en su segunda y tercera restriccion para ser planteado. La
segunda restriccion es del tipo mayor o igual que ( > ) por lo que debera multiplicarse por (-1) e invertir el
sentido de la desigualdad, con esto tendremos;

(2) -3X|-2X5=-10

La tercera restriccion es de igualdad, por lo que la reemplazaremos por 2 nuevas restricciones, una del

tipe menor o igual que ( <)y laotra del npo mayor o 1gual que (> ), con esto tendremos:
(3A)  2X| +3Xp<
(3B) 2X;+3X;> 12
Ahora la restriccion 3B debe convertirse al tipo menor o igual que ( <), lo cual se logra al multiplicar la
desigualdad por (-1) e invertir su sentido. Al efectuar esto obtendremas:
(3B) -2X)-3Xp<-12
Con lo cual el problema primario ya queda debidamente planteado.
Max  Zp=8X) + 13X,
Sujeto a:
(1) 4X|+2X5<20
(2) -3X1-2X,=-10
(3A) 2X;+3X5< 12
(3B) -2X|-3Xp<-12
Siendo Xy, Xz >0

Ahora plantearemos el problema dual, el cual sera de minimizacion con restricciones del tipo mayor o
igual que (> ).

Los coeficientes de la funcién objetivo 8 y 13, pasaran a ser las constantes de las restricciones del dual,
por lo que habra 2 restricciones en éste.

Las constantes de las restricciones del primario 20, =10, 12 y -12, seran los coeficientes de la funcién
objetivo del dual, por lo que éste tendra 4 variables.

Ahora transpondremos la matriz de coeficientes de las restricciones del primario, la cual es:

4 2
-3 -2
2 3
-2 -3

Que para el dual sera:
4 3 2 -2
2 2 3 3



Con esto el dual sera:

Min Zp=20Yy-10Yy + 12Y7- 12Yy
sujeto a:
(I3 4Y|-3Yp+2Y4-2Y4>8
(2) 2Y;-2Y5+3Y3-3Y4213
siendo Y], Y2, Y3, Y4 >0

Teoria de Dualidad.
En esta seccion presentaremos algunas propiedades de la dualidad.

Principio de dualidad fuerte. Si el problema primario tiene una solucidn dptima, entonces el problema dual
también tendra una solucion optima con idénticos valores para la funcién objetivo, es decir:
Zp=2Zp Ec. (VL.1)
Donde Zp = Valor de la funcion objetivo para el problema primario.
Zpy = Valor de la funcidn objetivo para el problema dual.
Este teorema ya se ha comprobado al resolver el ejemplo V1.2, ya que en este ejercicio Zp fue igual a Zp
con un valor de 42.5 para la solucion optima.

Principio de dualidad débil . Para cualquier otra solucion de un problema que no sea la optima, se
cumplira que
Zp<Zp Ec. (V1.2)

donde el signo de designaldad de menor que ( <) aplica para aquellos casos en los cuales ambas soluciones
del primario y del dual son factibles.

Por su parte el signo de igualdad surtira efecto cuando la solucién del dual no sea factible por no cumplir
con las restricciones. ‘
Si aplicamos este principio al ejemplo V1.2, vemos que para la segunda tabla la solucidén primaria y dual

son:
Solucion primaria Solucion dual
X] =0 Hz (Yz) =4
X2 =8 Hl (Y]) =0
Zp=132 H3 (Y3)=0
ZD =32

Aqui se observa la igualdad Zp = Zpy para la ecuacién (V1.2), por lo que conforme a lo establecido
anteriormente, la solucion dual no es factible, de esto nos damos cuenta al revisar que el problema dual no
cumple con su primera restriccion la cual indica que Y+2Y3 > 4, siendo que tanto Y| come Y3 son cero,
por lo cual 1a solucidén dual no es factible

Clasificacion de los problemas duales.

Los problemas duales se clasifican en 2 grandes grupos: Simétricos y Asimeétricos.

Los primeros son aquellos casos en los cuales tanto el problema primario como el dual incluyen
restricciones de desigualdad ( un problema de un tipo y el otro del tipo contrario). En el caso del ejemplo
V1.1 el problema primario y el dual son simétricos, ya que el primario incluye restricciones del tipo menor o
iguai que (<), mientras que el dual contiene restricciones del tipo mayor o igual que (>).

Los problemas asimeétricos por su parte, son aquellos en los cuales el pnmano contiene restricciones de
igualdad, como el caso del ejemplo V1.3,

Propiedad de Simetria. Para cualquier problema primaric y su dual, las relaciones entre ellos son
simétricas, ya que si el segundo problema es el dual del primero, entonces el primer problema sera a su vez
el duat del segundo.

Esto es claro si nos remitimos al ejemplo VI.1 donde el problema de minimizacion fue el dual del de
maximizacion, pero también éste a su vez sera el dual del primero.
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Propiedades de Soluciones Complementarias. Para cada iteracion el método Simplex halla una solucion
factible en un vértice para el problema primario y una solucién complementaria para el dual, en donde
Zp=2Zp
5i dicha solucién no es la dptima para el primario, entonces la solucion dual no sera factible.
Esta propiedad es equivalente al principio de dualidad débil,

Propiedad de Soluciones Complementarias Optimas. Al encontrar una solucién optima, el método
Simplex lo hace simultaneamente para los problemas primario y dual, entonces
Zp=2Zp
Donde la solucion dual es la solucién dptima complementaria.
Debido a estas dos ultimas propiedades, el método Simplex actia sobre el problema primario como si lo
hiciera sobre el dual al mismo tiempo.

Propiedad de Holgura Complementaria. Una variable de holgura cualquiera que sea basica en el
problema primario, sera no basica en el dual y viceversa, teniendo una relacién simétrica entre ambas, de tal
medo que las soluciones que las contienen son complementarias entre si.
Esto lo podemos ilustrar si nos referimos al ejemplo V1.2, donde si observamos la segunda tabla, veremos
que la solucion basica del problema primario es;
Hl =35
X2 =8
Hy=7
Zp=32
De esta misma tabla al revisar los coeficientes indice de las variables de holgura, vemos gue son:
Hi(Y))=0
H2 ( Y2 ) =4
H3(Y3)=0
Si analizamos la situacién de esta tabla respecto a esta propiedad, veremos que Hy es la variable de
holgura que no es basica en el problema primario y que si lo es en el problema dual (valor diferente de cero);
mientras que H; y H3 son variables de holgura basicas en el primario y que corresponden a variables no
basicas (valer cero) en el problema dual.

Interpretacion economica del Dual.

La interpretacion de la solucion dual nos proporciona una vision sobre la manera optima de utilizar los
recursos de que disponemos,

Estariamos dispuestos a pagar un costo mayor por un recurso hasta por el valor de su variable dual
correspondiente a la solucién dptima.

Para ilustrar esto retomaremos el caso del expendio de pan donde para el caso de la cajeta, Yo fueen la
tabla dual final 2.5, lo que significa que podriamos pagar hasta $ 2.5 adicionales como maxime por cada
unidad extra de cajeta usada, dado que esta cantidad es ia utilidad adicional que se obtendria por su empleo.

Este concepto es el mismo que se manejé en el apartado de los precios sombra del capitulo anterior. dado
que los coeficientes del renglon indice de las variables de holgura de Ia tabla Simplex final del problema
primario son los valores optimos de las variables duales en el problema dual, lo que tndica que la utilizacion
optima de los recursos disponibles, nos lleva al mismo tiempo a lograr una utilidad maxima.



PROBLEMAS PROPUESTOS.

VI.1 .- Dado el siguiente problema
Minimizar Z=4X;+ 3X,
Sujeto a:
AD2X 1+ X5>5
(D3X]+2X,>8
3HX)>2
BH2Xy> 15
Siendo X1, X220
Plantear el correspondiente problema dual.

V1.2 Resolver el problema dual del caso anterior.

V1.3 Plantear y resolver el problema dual para el caso siguiente;
Maximizar Z= 10X + 9X»
Sujeto a:
(D3X)+Xy<3
Siendo X, X >0

V1.4 .- Plantear y resolver el problema dual de
Maximizar Z=X| +2Xy + X3+ Xy
Sujeto a;
X+ Xa+Xq24
X 21
X2 <1
X3 <2
Siendo Xy, X5, X3, X4 >0

VL1.5.- Plantear y resolver el problema dual para el caso siguiente:
Minimizar Z=8X; + 6X5
Sujeto a;
2X1 + X2 Z 4
X+ 2X9>5
X1
Siendo X, X5 >0

V1.6.- Para el problema propuesto V1.4 comprobar la propiedad de holgura complementaria.

97
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CAPITULO VII

ANALISIS DE SENSIBILIDAD

Introduccion.

El analisis de sensibilidad es muy util en la programacion lineal, consiste en estudiar los cambios que
sufre la funcion objetivo ante modificaciones en cualquiera de los parametros del problema, como pueden
ser las constantes de las restricciones, los coeficientes de las variables en las ecuaciones de las restricciones,
las contribuciones de las variables en la funcidn objetivo, adicion de nuevas restricciones, nuevas variables,
etc.

Todo esto es muy importante, puesto que en los problemas reales las condiciones que se presentan suelen
cambiar, debido a que muchas veces los datos que se manejan son solo prondsticos futuros de la sitvacion
esperada, los cuales estan sujetos a variaciones e imprevistos que siempre se presenian en alguna manera,

Por medio del analisis de sensibilidad es posible evaluar dichos cambios sin tener que resolver
completamente el problema planteado, lo cual significa un ahorro considerable de calculos en el
procedimiento del método simplex.

Clasificacion de casos para el analisis de sensibilidad.

Para el estudio del analisis de sensibilidad, dividiremos su presentacion en las siguientes 6 partes:

1.- Cambios en las constantes de las restricciones.

2.- Cambios en las contribuciones de las variables en la funcion objetivo,

3.- Cambios en los coeficientes de las variables en las ecuaciones de las restricciones.

4.- Adicion de nuevas variables.

5.- Adicidn de nuevas restricciones.

6.- Cambios en el sentido de las desigualdades.

Para el estudio de estos 6 puntos presentaremos un ejemplo de cada uno de eltos, el cual sera resuelto y
explicado en cada uno de sus pasos hasta encontrar la solucion ¢ptima del nuzevo problema, 1a cual puede ser
la misma que la de! problema original {antes de haber efectuado 1a medificacion de sus parametros), o bien
haber cambiado, dependiendo de la magnitud de variacion en el parametro correspondiente.

Tomaremos come problema base el caso de la panaderia presentado en el capitulo VI, el cual fue:
Max  Z=3X| +4Xy
Sujeto a las restricciones:
X5
X228 (D)
2Xj+Xa=15°(9

Cuya primera tabla Simpléx fue:

3 4 0 0 0
X1 X5 H Hs H3
0 Hy 5 1 0 1 0 0
0 H, 8 0 [ 0 | 0
0 Hs 5 2 [ 0 0 1
0 -3 -4 0 0 o
Y su tabla final (solucion éptima) fue:
3 4 0 0 0
X X9 Hj Hy Hs
0 H, 1.5 0 0 1 0.5 -0.5
4 Xs 8 0 1 0 1 0
3 Xy 35 i 0 0 -0.5 0.5
425 0 0 0 2.5 {5



Cambios en las constantes de las restricciones.
Esto lo ilustraremos con el siguiente ejercicio:
Ejemplo VIL1.- Resolver por medio del analisis de sensibilidad el siguiente problema:
Max Z=3X;+4X;

Sujeto a las restricciones:

X;<5 ()

X2 <6 2)

Wy+Xp<215 (3

Solucidn:

El cambio respecto al problema original es en la segunda restriccion, donde ahora X5 < 6 y no §, esto
significa que el recurso cajeta ha disminuido, habiendo ahora solamente la necesaria para producir como
mém(ﬁo 6 kgs de pan de cajeta.

Para resolver el problema Simplex ante este cambio sin tener que aplicar toda la metodologia desde el
principio, es importante analizar Ia siguiente formula: :

[ Matriz de coeficientes Vector de Vector
de las variables de hol- constantes |_ s
gura en la tabla Simplex X| delasres- |~ solucion del Ec.(yll.1)
final del caso base tricciones . problema

Asi para nuestro caso base, si observamos la tabla final, la parte de la matriz correspondiente a los
coeficientes de las variables de holgura es:
1 05-05
01 0
0-0505

H: H: Hs
El vector de constantes originales de las restricciones era:
5
8
15
Por lo que al efectuar Ja multiplicacién matricial, conforme a la Ec.(V11.1), tendremos:
1 05 -05 5

Vector
0 1 0 |x| 8|=| -
Solucion
0 -05 05 15 .

BxH (3x1) 3xD
El primer elemento del vector solucidn sera la sumatoria de los productos de los elementos del primer
renglon de la primera matriz por los elementos de la primera ({inica) columna de la segunda matriz, de
acuerdo a la metodologia de la multiplicacién matricial, con lo cual tendremos:
Primer elemento
del = [(NG)+OHE)+(-0.5)(15)]=5+4-75=15
Vector solucién '

De manera similar para el segundo elemento det vector solucién, multiplicaremos el segundo renglén de
la primera matriz por la columna de la segunda matriz:
Segundo elemento
del =[O)G)+ (M E+HOM(5))=0+8+0=8
Vector solucion



Y para el tercer elemento del vector solucién, multiplicaremeos el tercer renglén de la pnmera matriz por
la columna de la segunda para obtener:
Tercer elemento

del=[(0) (5) + (-0.5) (8) + (0.5)(15))=0-4+75=35
Vector solucion
Por lo que la solucion es;

Hil 1.5
Hz| 8
H3\3.5

Tal y como podia haberse leido desde 1a tabla final.
Para obtener la nueva solucion éptima ante el cambio en la constante de la segunda restriccion, lo que

debemos hacer es aplicar la férmula de la Ec. (VIL.1) con el nuevo vector de constantes de las restricciones,
es decir;

Vector
1 05 -05 5 L
Solucion
0o 1 0 |x| 6]=
del problema
0 -05 05 15 .
modificado

Asi al aplicar la multiplicacion matricial, tendremos:
Primer elemento = [(1) (5) + (0.5) (6) + (-0.5) (15)]

=5+3-75=05
Segundo elemento = [(0) (5) + (1) (6) + (0) (15)]
=0+6+0=6
Tercer elemento = [(0) (5) + (-0.5) (6} + (0.5) (15)]
=0-3+75=45
Con lo cual la nueva solucion sera;
Hl =0.5
X2 =6
Xl =45
Siendo entonces Z:
Z=3X|+4X,
=3(4.5) + 4(6)
=13.54+24=375

Como esta solucion es factible, representara la nueva solucion optima.

Si la nueva solucion no hubiera sido factible (caso de que una variable ba51ca resultara negativa),
entonces tendriamos que haber aplicado la metodologia Simplex hasta liegar a la tabla final que nos daria la
nueva solucion éptima,

Otra forma de obtener la misma solucién es mediante el analisis incremental, el cual consiste en estimar

los cambios en cada una de las variables basicas ante el cambio en la constante de la restriccion, por medio
de la siguiente férmula para un cambio en la restriccion j:

Coeficiente
del renglon i
Nuevo valor Valor anterior columna j en Incremento en
de la varia- =| de la variable |+| la matriz de X| la constante de
ble basica i basica i las variables la restriccion j

. de holgura de

la tabla final _J

Ec.(VIL.2)
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Asi para nuestro ejemplo, la constante de la segunda restriccion (j=2), ha cambiado de § a 6, por lo que el
incremento en la constante es de {-2), pues en realidad es un decremento. .
Entonces al aplicar la Ec. (VII.2), tendremos:

Coeficiente del primer
Nuevovalor _ Valor anterior + renglon y segunda X (-2)
de H 1(i=1) de H 1 columna en la matriz
de las variables de
holgura
Nuevo valor =15+(0.5)(-2)=15-1=05
de Hl
Coeficiente del segundo
Nuevovalor _ Valor anterior + renglén y segunda X (-2)
de X 2 (i=2) de X 2 columna en la matriz
de las variables de
holgura

Nuevovalor =8+ (1)(-2)=8-2=6

de X2
Coeficiente del tercer
Nuevovalor _  Valor anterior + renglon y segunda x (-2)
de X 4 (i=3) de X, columna en la matriz
de las variables de
holgura

Nuevovalor =3.5+(-05)(-2) =35+1=45
de X]

Incluso se puede aplicar la formula de la Ec. (VI1.2) para estimar la nueva Z, para lo cual el coeficiente
de la matriz de las variables de holgura debera reemplazarse por el niimero indice de 1a tabla Simplex final
de la variable de holgura que corresponde a la restriccion que cambig, '

Para nuestro ejemplo, la restriceidn que cambio fue la segunda que corresponde a la variable de holgura
Hj, su nimero indice en la tabla final del caso base es 2.5, entonces para obtener Z, tendremos:

Nueva Z = Z anterior + (Numero indice correspondiente) x (-2)
NuevaZ=425+(25)(-2)
=425-5=375

Es importante sefialar que con la formula de la Ec. (VI1.2 ) es posible obtener el limite de factibilidad de
la solucion, es decir cuanto es posible modificar una constante de una restriccién antes que alguna de las
variables basicas de la solucién original se haga negativa.

Asi para nuestro ejemplo, vemos que H sera cero si el incremento de la segunda restriccion es -3, pues
en este caso al aplicar fa Ec. (VI1.2) tendremos:

Nuevo valor de Hy = 1.5 + (0.5)(-3)
=1.5-15=0

Por lo que el incremento limite para que la misma solucién sea factible ( tenga las mismas variables
basicas) es -3, es decir que la constante de la segunda restriccion podra ser hasta 5, lo cual representa una
disminucion de 3 unidades respecto al valor original que era 8,



Cambios en las contribuciones de las variables en la funcion objetivo.

Estos cambios pueden agruparse en 2 categorias:

Cambios en la contribucion de una variable basica y cambios en la contribucién de una variable no
basica.

Presentaremes un problema de cada caso, aunque ambos tipos se tratan de la misma manera.

La metodologia general para este tipo de problemas es la siguiente;

En la tabta Simplex final del problema original. se cambian las contribuciones de las variables ( basicas y
no basicas) en el renglon objetivo, tal y como hayan cambiado de acuerdo a las nuevas condiciones del
problema y con esto se recalculan los elementos del renglén indice, si ninguno de ellos se ha hecho negativo,
la solucion optima seguira siendo la misma, cambiando solamente la Z; por el contrario, si existen elementos
negativos en el renglon indice, se aplica la metodologia Simplex normal hasta llegar a la nueva solucién
optima, este procedimiento lo ilustraremos con un ejemplo.

Ejemplo VIL.2.- Si para el problema de ]a panaderia, llega un incremento en la utilidad del pan, siendo
ahora para el primer tipo $.5.00/ kg y para el segundo § 4.50/ kg, ;, Cudl sera la cantidad optima de cada pan
a producir de modo que se maximicen las utilidades?

Solucion:
Con estos cambios en los precios del pan, que son cambios en las contribuciones de variables basicas, 1a
ecuacion de la funcion objetivo sera:
Z=50X;+45X,
Sujeta a las mismas restricciones originales,
De acuverdo al procedimiento explicado anteriormente, nuestra ultima tabla Simplex del problema
original era la siguiente: '

5 45 1] 0

X X2 Hl Hz Hj3
0 Hy 1.5 0 0 i 0.5 -0.5
4 X2 . 8 0 1 0 1 0
3 Xl 3.5 1 0 0 -0.5 05

Donde vemos que ya se han cambiado las contribuciones de las variables en el renglon objetivo. Ahora
procederemos a recalcular los niimeros del renglon indice, utilizando para ello ia formula apropiada para el
caso de maximizacion dada por la Ec.(V.1), aplicindola a aquellos elementos que sufrieron cambios en el
renglon objetivo:

Nimero indice de
la columna de Xy = [ (0)(0) + (HO)+ (31N ]-5=3-5=-2

Numero indice de
la columna de X5 = [ (0)(0) + (4)(1) + (3X0)] - 4.5=4-4.5=-0.5

Para los demas elementos del renglon indice no habra cambios, de modo que sus valores indice seran los
mismos, con esto nuestra nueva tabla sera:

5 4.5 0 0] 0
Xy X2 H) Hy H3
0 H, 1.5 0 0 I 0.5 -0.5
4 Xy 8 0 I 0 I 0
3 X, 3.5 1 0 0 -0.5 05 |
25 |2 | -o5 0 25 1.5

Y de aqui proseguimos con la metodologia Simplex normal, determinar columna clave, renglon clave,
numero clave, etc. hasta llegar a la nueva solucién dptima, que sera aquella que ya no contenga nimeros
indice negativos, esta tabla final sera:



5 45 0 0 0
Xl X2 Hl H2 H3
0 Hj 1.5 0 0 1 a5 -0.5
4.5 X7 . 3 0 1 0 1 0
5 X1 3.5 1 0 0 -0.5 0.5
535 0 0 0 2 2.5

Con lo cual vemos que la solucion optima no ha cambiado, sélo la funcidn objetivo.

Para saber cuanto podemos modificar una variable basica sin que la solucion optima cambie se efectia el
siguiente analisis: En la Gltima tabla Simplex del problema original, 1a cual es:

3 4 0 o - 0
X X1 Hy Hy Hj
0 Hy 1.5 0 0 1 0.5 -0.5
4 Xy 8 0 1 0 1 0
3 Xy 35 1 0 0 -0.5 0.5
425 0 0 0 2.5 k5

Para establecer el intervalo de valores que X| puede tener en su contribucion sin que cambie la solucion
optima, se determina para las variables no basicas el cociente de su numero indice entre el valor del
. coeficiente que corresponde al rengldn de la variable basica (X;) y a 1a columna de la variable no basica, asi
" para Hy tendremos:

Cociente= 2.5/(-0.5)=-5
Por su parte para Hy; .
Cociente= 1.5/0.5=13 :

Aqui un cociente negativo indica el aumento permitido para X| y un cociente positivo mostrara la
disminucion posible para X;.

Con esto X puede aumentar hasta en 5 unidades y disminuir hasta en 3 unidades en su contribucion,
con esto su intervalo de valores permitidos sera;

0< X, <8

En caso de haber varios cocientes positivos y negativos, se manejaran los que marquen el intervalo mas
estrecho, es decir los menores cocientes en valor absoluto. tantc positivos como negativos.

Por su parte al realizar un analisis similar para la variable X5, el cociente para Hy sera:

Cociente= 2.5/1 =2.5
Y para H3 tendremos:
Cociente = 1.5/0= 00
Esto significa que Xy puede disminuir hasta 2.5 unidades y aumentar hasta el infinito en su contribucion,

con esto su intervalo de valores permitido es:
15< Xy 200

Enseguida presentaremos la situacion de cambio en la contribucién de una variable no basica, con un
caso practico. '

Ejemplo VIL3.- Dado el problema original de la panaderia, el inico cambio que existe ahora es el de la
opcion de vender la materia prima requerida por el segundo tipo de pan a § 3.00/kg,
¢ Cual sera la solucién dptima de modo que se maximicen las utilidades?

Solucioén:
El cambio en este problema es que la contribucién de la variable de holgura Hy ha cambiado de ser cero

en el problema original a ser 3 en este caso.



La metodologia para hallar la solucion éptima es 1a misma que para el ejemplo anterior, con esto nuestra
tabla modificada sera:

3 4 0 3 0
X X2 H) Hy Hy
[ o H, 1.5 0 0 I 0.5 -0.5 |
4 Xs 8 0 ! 0 1 0
3 X) 3.5 1 0 0 0.5 0.5
42.5 0 0 0 0.5 1.5

Pues en esta tabla el nuevo nimero indice para H, se obtuvo en 1a siguiente forma:

Numero indice de
la columna de Hy = [ (0X0.5) + (4)(1) + (3)(-0.5) ] -3=25-3=-0.5

Asi, si aplicamos el método Simplex normal partiendo de esta tabla, llegamos a nuestra nueva solucién

optima la cual es: .
0 3 0

3 4

3 H, 3 0 0 2 1 -1
4 Xz 5 0 1 -2 0 1
3 X1 5 i 0 1 0 0
44 0 0 I 0 1

La cual ha cambiado respecto a la solucion original pues Hj es ahora basica en lugar de H;.

Para este tipo de problemas, establecer el intervalo de valores permitidos para las variables no basicas en
su contribucion sin que cambie la solucion optima, es mas sencillo que para las variables basicas, pues Ia
contribucion de las variables no basicas podra aumentar hasta el valor de su correspondiente nimero indice y
podra disminuir indefinidamente.

Asi, para nuestro problema de la panaderia Hy puede aumentar hasta un valor maximo de 2.5 y H; hasta
1.5 antes de que cambie la solucion optima.

En este ejemplo como Hy ha aumentado de 0 2 3, su incremento ha sido mayor que el maximo permitido,
por lo tanto la solucion dptima ha cambiado,

Cambios en los coeficientes de las variables en las ecuacienes de las restricciones.

Estos suceden cuando existe una modificacion en alguna de las restricciones, par ejemplo que la cantidad
requerida de recursos para elaborar cada articulo ya no sea 1a misma. Esto significa un cambio en alguno(s)
de los coeficientes de las variables en’las ecuaciones de las restricciones.

Este tema suele dividirse en 2 categorias:

a) Cambios en coeficientes de una variable basica;

b) Cambios en coeficientes de una variable no basica.

La metodologia que utiliza el anlisis de sensibilidad en estos casos es la misma para ambos incisos, lo
cual describiremos enseguida y luego ilustraremos con un ejemplo.

El planteamiento se basa en la siguiente ecuacién:

Vector de ector de
Matriz de coeficientes coeficientes coeficientes
de las variables de hol- |X| de la variable | = | de la variable Ec.{VI.3)
gura en la tabla simplex Xi al inicio del Xi al final de!

final del caso base problema. problema
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De tal forma que al cambiar el vector de coeficientes de X; al inicio del problema, cambiara también el
vector de los coeficientes X; en la tabla final, la cual por la metodologia Simplex podra resolverse hasta
llegar a la solucién optima para el problema modificado.

Presentaremos un ejemplo para el cambio en los coeficientes de una variable basica.

Ejemplo VIl4.- Para el problema original de la panaderia, existe un cambio debido a que la cajeta
adquirida para elaborar el segundo tipo de pan es de menor calidad, por lo que alcanza solamente para la
mitad del pan. En este caso, ;Cual serd la solucion optima del problema?

Solucion: '

En este caso lo que cambia es la segunda restriccion, la cual sera ahora:

2Xy < 8
Para este problema el vector de coeficientes de X5 al inicio del problema era:
0
2
|

Entonces si aplicamos la Ec. (VII.3) al caso presente, tendremos:
1 05 -05y (0 05

0 1 0 [x2]=| 2
0 -05 05 1 -035
Quedando la ultima tabla de la siguiente forma:
3 4 0 0 0
X1 X3 Hj H» H3
0 H, 1.5 0 0.5 1 0.5 -0.5
4 Xz 8 0 2 0 1 0
3 Xy 3.5 ] -0.5 0 -0.5 0.5
425 0 25 0 2.5 1.5

En la cual se ha recalculado el nimero indice que corresponde a la columna de X5 del modo siguiente:
Nimero indice de
la columna de X = [ (0)(0.5) + (4)(2) + (3}-0.5)]-4=65-4=25
Come podemos ver en esta tabla, el namero indice de 1a columna de X debera ser cero, puesto que esta
variable es basica: asimismo el numero de esta columna y del renglon que encabeza X, debe ser la unidad y
los restantes elementos de esta misma columna deberan ser cero. Si aplicamos la metedologia Simplex,
llegaremos a la siguiente tabla:

3. 4 0 0 0
X3 X2 H, Hoy H3
0 Hy -0.5 0 0 | 0.25 -0.5
4 X3 4 0 1 0 0.5 0
3 Ny 5.5 1 0 0 -0.25 0.5
325 0 0 0 1.25 1.5

. De esta tabla observamos que ya ne hay mimeros indice negativos, pero existe un problema: Hy sigue
siendo basica y es negativa, lo cual no puede ser una solucion del caso. Para modificar la tabla y corregir esta
situacion, es preferible ir al problema dual equivalente, cuya tabla correspondiente a esta ultima situacion es:

5 8 15 0 0
Y) Y2 Y3 H) Ha

8 Y, 1.25 -0.25 I 0 0.25 -0.5

15 Y, 1.5 0.5 0 I -0.5 o |

-32.5 | -0.5 | 0 0 5.5 4

Donde vemos que hay un niimero indice negativo que corresponde a la columna encabezada por Y |, por
lo que esta variable debera ser incluida en la base conforme al método Simplex normal, el cual nos llevara a
la solucion optima, cuya tabla final sera:



5 8 15 0 0
Y] Yo Y3 H, H2
8 Yo 2 0 [ 0.5 0 -0.5
5 '€ 3 1 0 2 -1 0
-31 0 0 i 5 4
Cuya solucién equivalente del primario es:
Xp=5
X2=4
H3 =1
Z=13]

Aqui vemos que la solucién optima ha cambiado, pues se incluye a H4 como variable basica en lugar de
H; que era basica en el problema original.

Para el caso de cambios en los coeficientes de las restricciones de variables no basicas, el procedimiento
de solucion es el mismao.

Dado que en el ejemplo de la panaderia solamente intervienen 2 variables de decision las cuales son
basicas, no presentaremos ningun caso para este tipo de modificaciones. Ademas, el procedimiento para
hallar la nueva solucién 6ptima ya ha sido ilustrado en el ejemplo VII1.4,

Adicion de nuevas variables.

Este caso se presenta cuando una empresa decide incorporar nuevos productos en su linea de ventas.

Cada nuevo producto representara una nueva variable, la cual debera ser incluida en el problema en la
funcion objetivo con su contribucidn, asi como también en las restricciones con sus coeficientes segun el
planteamiento del caso. )

La variable debera incluirse en la ultima tabla Simplex del caso base con su contribucion respectiva y sus
coeficientes deberan calcularse por medio de la formula dada por la Ec. (VIL.3), asi como también su nimero
indice.

Esto lo ilustraremos con el siguiente ejemplo:

FEjemplo VILS.- Partiendo de nuestro mismo caso base, la panaderia ha proyectado introducir al mercado
un nuevo tipo de pan, el cual dara una utilidad de $ 3.50/kg, Este nuevo tipo de pan requiere de 1.5 kgs de
harina para preparar un kilogramo del nuevo pan.

Ante esta nueva situacion del mercado, ;Como debera la panaderia producir ahora los 3 tipos de pan, de
tal modo que sus utilidades sean maximas?.

Solucion:

La nueva variable quedara incorporada en la funcién objetivo de 1a siguiente manera:

Max Z=3X|+4X,+3.5X3 . '
La cual estara sujeta a las restricciones
Xp<s (D
Xyz8 (2)
2X] + X2+ ]5X3 <15 (3
Como podemos observar de estas 3 ecuaciones, el vector de coeficientes iniciales para la nugva variable
Xyes:
0
0
1.5
Si aplicamos la formula de la Ec. (VI1.3), tendremos:

Vector de
05 -05 0 -0.75

i 0 (x] 0= 0
0 -05 05 1.5 0.75

coeficientes
de X3enla
tabla final

Y su nimero indice sera:



Numero indice en la columna de X3 = [(0)(-0.75) + (4)0) + (3)(0.75)] - 3.5=2.25-3.5=-1.25
Estos valores se incluyen en 1a tabla final en la siguiente forma:
3 4 35 0 0 0
X Xs X3 Hy H, Hs
0 H| 1.5 0 0 -0.75 1 0.5 -0.5
4 X5 8 0 1 0 0 1 0
3 X4 3.5 ] 0 0.75 0 -0.5 05 |
42.5 0 0 -1.25 0 2.5 1.5

De aqui el problema se continia nermalmente por el método Simplex. Del analisis de |a tabla, vemos que
el numero indice de X5 es negativo, por lo que esta variable debera entrar a ia base.
Nuestra nueva solucion dptima sera ahora la siguiente:

3 4 3.5 0 0 0

X X5 X3 H, Hyp H3

0 H 5 | 0 0 1 0 0

4 X4 8 0 I 0 0 1 0
3.5 X3 4.667 1333 0 ! 0 0.667  0.667
48333 1.667 0 0 0 1.667 2.333

La cual ha cambiado respecto a la solucion anterior, siendo ahora:
Xy=8
X3=4.667
Z=48333
Por lo que la panaderia no debera producir ya el primer tipo de pan,

Adicion de nuevas restricciones.

Esta situacion puede llegar a presentarse debido a limitaciones logicas que aparecen en el mundo real de
los negocios tales como escasez de materias primas, poca disponibilidad de tiempo, mano de obra, etc,

Cuando aparece una nueva restriccidn, ésta debera incluirse en la tabla éptima final con sus coeficientes
y su variable de holgura correspondiente. la cual entrara a la base con la constante de la restriccién como
parte de la solucion. De aqui se proseguira normalmente hasta hallar la solucion optima, la cual no cambiara
si se cumple con la nueva restriccion; en caso opuesto, debera hallarse la nueva solucion dptima por medio
de la metodologia Simplex normal.

Este procedimiento lo mostraremos con nuestro caso base de la panaderia.
Ejemplo VIL6.- Si al problema original de la panaderia se le anade la condicion de que no pueden
producirse mas de 10 Kgs. totales de pan. ; Como afecta esto a 1a solucion optima?

Solucion: _ .

Esta nueva condicion significa una cuarta restriccion. la cual sera:

Xp+Xr< 10 (4)

Lo primero sera comprobar si la solucion anterior cumple con esta nueva restriccion. Para el caso base,

esta solucién era X = 3.5y X5 = 8, por lo tanto!
Xl +X2=3.5+8= i1.5>10

Por lo que la restriccion no se cumple, ‘

Ante esto, conforme a la metodologia descrita anteriormente, a nueva restriccion debe incorporarse a la
tabla final del caso base. con su variable de holgura. 1a que designaremos como Hy la cual debera estar en la
base de la tabla junto con la constante de 1a nueva restriccion, que es 10. Con esto la tabla sera ahora:

3 4 0 0 . 0 0

0 Hj 1.5 0 0 1 05 -0.5 o
3 Xy 8 0 | 0 1 0 0
3 X 3.5 i 0 0 -0.5° 05 0
0 Hy 10 1 1 0 0 0 1
425 0 0 0 25 1.5 o



Aunque esta tabla no tiene nimeros indice negativos, no puede ser la solucion éptima del problema
debido a que X y X, son variables basicas por lo que sus coeficientes de las columnas que encabezan estas
variables deben ser cero, excepto en el elemento que corresponde al renglon de esas mismas variables, el
cual debe ser la unidad.

Si observamos la tabla, veremos que en la columna de X y X9, los elementos del renglon que encabeza
Hy4 son unos, debiendo ser ceros, por lo cual éstos tendrin que generarse. Esto se logra si al renglén de Hyle
restamos el renglon de X y también el de X5. Con estas operaciones, nuestra tabla sera:

3 4 0 0 0 0
0 H, 1.5 0 0 ! 0.5 -0.5 0
4 X 8 0 1 0 1 0 0
3 X 3.5 1 0 0 0.5 0.5 0
0 Hy 1.5 0 0 0 -0.5 -0.5 !

42.5 0 0 0 25 1.5 0

En esta tabla vemos que Hy es basica y negativa, por lo cual esta solucién no es factible, por lo que el
problema debe continuarse; para esto, pasaremos al problema dual correspondiente, el cual sera:

5 8 15 10 0 0
Y) Y, Y3 Y4 H, H,
8 Y 25 -0.5 1 0 0.5 0.5 -1

[ 15 Yo 1.5 0.5 0 i 0.5 -0.5 0 |

-42.5 1.5 0 0 -1.5 | 35 8

De aqui seguimos la metodologia Simplex normal para llegar a la nueva tabla optima final, la cual sera:

5 8 15 10 0 0
Y Yo Y3 Y4 Hy Hp
8 Yy 1 -1 1 -1 0 1 -1
10 Yy 3 1 .0 2 I -1 0
-38 3 0 3 0 2 8
De la cual vemos que 1a solucién primaria es:
Xl =2
Xa=8
Z=38

La cual ha cambiado respecto al caso base debido a que éste no cumplia con la nueva restriccion.

Cambios en el sentido de las desigualdades.

Este caso puede presentarse en algunas ocasiones, aunque no es muy frecuente.
Lo explicaremos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo VIL.7.- Para el caso base de la panaderia, ; Cual sera Ia solucién optima si cambia el sentido
de la desigualdad de la tercera restriccién?. :
Solucion:
El caso base fue:
Max  Z=3X|+4X,
Sujeta a las restricciones: )
X1 5 m
X><8 )
2Xl +Xq <15 (3)

Las cuales al agregar las variables de holgura quedaban del siguiente modo;
Xy +Hp=35(1
X2+ Hy=8(2)
X4+ X+ Hy=15 (3)



Si ahora en el presente problema la tercera restriccion cambia en el sentido de la desigualdad, su

ecuacion serd:
W+ X215 (B

La cual al agregar una variable de holgura y una artificial sera:
2Xq + X2-H3+F| =15 (3)

Esto implica 2 cambios, los cuales son: a) El coeficiente de la variable Hs cambio de +1 a -1; b) Se
introduce una nueva variable F al problema.

Para su resolucién se debera efectuar el analisis de sensibilidad por partes, es decir, primero respecto al
primer cambio y luego con la solucion optima obtenida en éste, respecto al segundo cambio, es decir, que un
cambio del sentido de una desigualdad del tipo menor o igual que (<) ha generado 2 cambios de los vistos

anteriormente.

Con esta explicacion iremos al primer cambio; Ha cambiado el coeficiente de la variable de holgura H3
en la tercera restriccion. Esto implica que el nuevo vector de coeficientes iniciales de la variable sera ahora:

0
0
1
Por lo que al aplicar la Ec. {V11.3) tendremaos:

Iector de
o I 05 -05 0 05
coeficientes
; . =0 1 0 |x 0= O
de Hi al final
: 0 -05 05 - -05
del problema
Con esto nuestra tabla sera:
‘ 3 4 0 0 ] 0
X} X5 H; Hy Hq
[ o H, 1.5 0 0 1 0.5 0.5
4 Xs g 0 t 0 1 0
3 X 3.5 ] 0 ¢ -0.5 -0.5
: 42,5 0 0 0 2.5 -1.5

En la cual se ha recaleulado el nimero indice para Hj debido al cambio de los coeficientes de su
columna, como este numero es negativo, procedemos a aplicar el método Simplex normal para llegar a la

nueva solucion éptima. cuya tabla es;

3 4 0 0 0

X Ns H, Hy Hy

0 Hs 3 0 0 2 1 I
4 X4 8 0 1 0 1 0
3 X 5 } 0 1 0 0
17 0 0 3 4 0

L.a cual ya cambio con respecto al caso base.

Iremos ahora con esta iabla al segundo cambio, la introduccién de la nueva variable F cuya contribucion
en la funcion objetivo sera (-M) y su vector de coeficientes iniciales:



0
0
1
Entonces su vector de coeficientes finales de acuerdo a la Ec.(VIL.3), sera:

lector de

1 05 -0s5) (0 -05

coeficientes
. =0 1 0 [x]0|=| ©
de Fienla
0 -05 05 1 05
iabla final

Por su parte el numero indice para F| sera:
Nuamero indice de
la columna de Fy=[ (0)(-0.5) + (4)(0) + (3X0.5) ] - -M)=15+ M

Con la inclusion de F en la tabla, ésta quedara del modo siguiente;

3 4 0 1] 0 -M
X XZ HI Hp H3 Fl
0 H3 3 0 0 2 | 1 -0.5
4 X5 8 0 1 0 1 0 0
3 X1 5 1 0 l 0 0 0.5
Parte # 47 0 0 3 4 0 1.5
Parte M 0 0 0 0 0 !

Existiendo ahora 2 partes del renglén indice, sin embargo, esto no cambia la solucion optima del
problema, pues no hay nimeros indice negatives en ninguna de las 2 paries y la tabla Simplex aparece
normal, por lo cual la solucion dptima es:

X;=5
X2=8
Hy=3

Z=47




PROBLEMAS PROPUESTOS.

VI1l.1.- Dado el problema
Max Z=4X|+2Xy+3X3
Sujeto a las restricciones
Xl + Xz <8
X3 <7
X+ X+ X314
. Cémo cambiara la solucion optima. si:
a) La constante de la primera restriccion es 127
b) La constante de la segunda restriccion es 10?
¢) La constante de la tercera restriccion es 20 7
cada inciso comparado con e} problema original,

VIl.2.- Respecto al problema base anterior, ;Como se vera afectada la solucion 6ptima, si:
a) La contribucion de X | es ahora 2 ?

b) La contribucion de Xy es ahora 47

c} La contribucion de X5 es ahora 5 7

Desarrollese cada inciso respecto al caso original,

VI1.3.- Del problema VIL. 1, ;Comeo cambia la solucion optima, si se verifican los siguientes cambios:
a) Los coeficientes de X | en las restricciones son 2, 0, 1 respectivamente?
b) Los ceeficientes de X5 en las restricciones son 1, 1, 1 respectivamente?

Responda cada inciso respecto at problema original.

VI1.4.- Respecto al problema VII.1 ;Cual sera la solucion dptima ante el siguiente cambio:
a) Se introduce un nueva variable X, con contribucion de 3.5 y coeficientes en las restricciones de 1,
0y | respectivamente?

VIL.5.- Sien el proeblema V1I.1 se agrega 1a restriccion:
Xa+X3 2 0 &)
¢ Cual sera en este caso la solucion éptima?

V11.6.-8i en el problema VII.1 se invierte el sentido de la desigualdad en la segunda restriccion,
i Cual sera ahora la solucion optima?

VIL7.- En el problema
Min  Z=2X+3X»
Sujeto a las restriccionas
X1 +X5206
ZXI + Xz =17
& Como cambiara la solucidn optima, si:
a) La constante de la primera restriccion es 9 ?
b) La contribucion de X5 es 17?
Resolver cada inciso respecto al caso eriginal.



VI1.8.- Respecto al problema anterior, ; Qué cambios tendra la solucion éptima, si:
a) Se cambia el coeficiente de X| en la primera restriccion de 1 a 27

b) Se cambia el coeficiente de X en la segunda restriccionde 122 7

Ambos casos comparados con el originat.

VI1.9.-  Si en el problema VII.7, se introduce una nueva variable X3 con contribucion de 2.5 y con
coeficientes de las restricciones de 1 y O respectivamente. ;Cudl sera ahora la solucion éptima?

VIL.10.-  Si en el problema VI1.7 se agrega una tercera restriccion
X125 3)
¢Como afectara a la solucion?

VIL1L- Sien el problema VIL7 se invierte el sentido de la desigualdad de la primera restriccion,
(Cual sera ante este cambio la solucion optima?



CAPITULO VIII

PROGRAMACION ENTERA

Introduccion.

En el mundo de la industria y los negocios hay numerosas situaciones en las cuales se presentan
problemas de programacion lineal para los cuales las variables de decision solo pueden tener valores de
niiméros enteros y no fraccionarios. Esto debido a alguna razén fisica, por ejemplo si las variables de
decision son numeros de personas, de articulos terminados, etc., sera obvio que no podrin ser nimeros
fraccionarios, pues esto no tendria ningtin sentido.

Es aqui donde se plantea el problema de programacion lineal como un caso de programacion entera.

Para solucionar este tipo de problemas, hay algunos métodos que resultan adecuados, de los cuales en
este texto presentaremos los siguientes:

a) .- Método Grafico.

b) .- Método de Redondeo de la solucion optima de programacion lineal.

¢) .- Método de Enumeracion completa.

d) .- Método de Bifurcacion y Acotacion.

e} .- Método de Corte de Gomory.

A continuacion presentaremos un caso de programacion entera que nos servira de base para ilustrar
cada uno de los métodos.
Caso base:

La Carpinteria Pérez.,

La Carpinteria Pérez desea saber como programar la produccion de 2 tipos diferentes de recamaras:
provenzal y americana. .

La carpinteria cuenta con 200 pies cubicos de madera y con 50 horas de tiempo disponible, la recamara
del tipo provenzal necesita para su fabricacién de 42 pies cibicos de madera y 12 horas de tiempo;, mientras
que el tipo americano requiere 35 pies ciibicos de madera y 9.5 horas de tiempo.

¢ Cuanto debera de producirse de cada tipo, a fin de maximizar el ingreso, si el provenzal se vende a N§
21.000.00 y el americano a N$ 18,500.00 ?

El planteamiento matematico sera:

Max 2Z=21000 X} + 18500 X,
Sujeto a las restricciones:
(1) 42X+ 35X5< 200
(2} 12ZX]+9.5X,< 50
(3) X[. X720
4) X|, Xy Enteras

Método Grifico.

Este método es muy similar al presentado en el capitulo IV para la programacion lineal, pues grafica las
rectas correspondientes a las restricciones de tal modo que delimita la region factible de solucién.
Posteriormente se identifican fos puntos enteros mas préximos al limite de la zona de solucion y se unen
por medio de una linea de modo que habremos generado una nueva zona de solucion formada por ésta y los
ejes. estando la solucion del problema de programacion entera en uno de los vértices, que sera aquel que
optimice la funcion objetivo.

A continuacion resolveremos con este imétodo nuestro caso base.



Ejemplo VIIL1.- Aplicar el método grafico para solucionar el caso de ta carpinteria Pérez.

Solucion: .

En la figura VIIL.1 se presenta la grafica del problema, en donde puede observarse que la segunda
restriccion es 1a que delimita la zona de solucién factible para el caso de programacion lineal, cuya sotucion
es Xy =0, X9 =5.263. con Z=97.368.42 ( punto R en la figura VIIL.1 ).

Figura VIII.1 Grafica del
7 —
ejemplo VIII.1

Ec.(2)
___Z=105000

l l | I'F l |
1 2 3 4 5 X1 6

Esta solucion es inadmisible para el caso. dade que no se van a producir recamaras por parte de la
carpinteria en numeros fraccionarios. puesto que nadie compraria una fraccién de recamara,

Para hallar ta solucion entera del problema. se localizan los puntos de combinaciones énteras que
quedan mas proximos a ia linea de la restriccion (2), pues es la parte de la zona factible de solucién hacia
donde la funcion objetivo aumenta.

Estos puntos son el A(X=0,X5=35), B(}\l—l XNo= ). CX=1.X= =3}, D(X=2.X5=2), E(X|=3,X5=1}y
el F(X [ =4, \')— 0.

La solucion al problema de programacion entera quedara necesariamente en uno de estos vértices y sera
aquel que maximice la funcion objetivo. Esto graficamente se obtiene moviendo rectas paratelas a la funcion
objetivo hacia el origen y ver cudl es el primer vértice que es tocado por-una de ellas. En la figura VIIL1 se
muestra con una linea punteada la recta que corresponde a Z = 105,000.00. $i movemos ésta hacia el arigen,
el primer vertice de los puntos enteros que sera tocado es el B. que es la solucion entera optima, la cual es:

X] =
Xz =43
Z =195,000.00
Otra manera posible de obtener el dptimo del problema hubiera sido calcular Z de los puntos enteros A,

B.C.D.EyF.

Este método es aplicable para un maximo de 3 variables de decisién. al igual que en el caso de la
programacién lineal, puesto que no pedriamos graficar inas de 3 dimensipnes.

Para casos de minimizacion la metodologia es la misma. con la anica diferencia de que el movimiento
de las rectas de la funcion objetivo sera del origen hacia arriba.

Meétodo de Redondeo de la solucion 6ptima de programacidn lineal.
Tal y como su nombre lo indica, este método se basa en resolver primeramente el problema como
programacién lineal y luego redondear la solucidn obtenida hacia los enteros inmediatos inferiores para



casos de maximizacion y hacia los enteros inmediatos superiores para casos de minimizacion. Esto es muy
simple, aufque no siempre da buenos resultados, pues suele suceder que la solucion obtenida no sea el
optimo. Otras veces los valores que se obtienen con el presente método no son ni siquiera factibles.

A continuacién aplicaremos este procedimiento al caso de la carpinteria Pérez por medio de redondeo.

Ejemplo VIIL.2 - Resolver el problema de la carpinteria Pérez por medio del método de Redondeo.

Solucion:
Ya vimos que la solucidn al problema lineal es:
Xl =0
Xp=5263
Z=9736842

Como este caso es de maximizacion, los valores de las variables de decision deberan redondearse a los
numeros enteros inmediatos inferiores.

En este caso X no se redondea, puestc que ya es un nimero entero, cero. Con esto la solucidn obtenida
con el presente método serd;

X] =0
X2 =5
Z=192,500.00

Este valor si es factible pero no es el éptimo del programa entero, el cual es X; =1, X5 =4, con Z =
95.,000.00.

Hay ocasiones en que la solucién obtenida con este método queda muy lejos del valor dptimo.

Método de Enumeracion completa.

Este método consiste en obtener todos los puntos posibles de combinaciones de valores enteros para las
variables de decision y evaluar la Z para cada uno de ellos, siendo la solucién dptima aquel punto que
optimice la Z y que sea factible. ‘ .

Este método aunque halla la solucion éptima, requiere de un gran esfuerzo, pues en problemas de un
namero elevado de variables y de un amplio rango de valores posibles de éstas, la resolucién por este método
es practicamente imposible, dado el elevado nimero de puntos que deberan ser evaluados. Asi por ejemplo,
un problema de 10 variables de decision donde cada una de éstas pudiera tener 4 diferentes valores enteros,
habria que evaluar 4'® = 1,048,576 diferentes puntos, lo cual nos da una clara idea de lo impractico del
presente método. ’

A continuacion ilustraremos esta metodologia con el caso base de la carpinteria.
Ejemplo VIIL.3 - Resolver el problema de la carpinteria Pérez por el método de Enumeracion Completa.

Solucion:

Lo primero sera obtener el rango de valores enteros posibles para X| y X9 de acuerdo a las restricciones.
En este caso lo haremas solamente respecto a la segunda restriceidn, puesto que es mas limitante en todos los
puntos factibles de solucién que la primera. Por lo que si un punto cualquiera cumple con la segunda
restriccion, necesariamente también satisfara a la primera.

Asi si X7 se hace cero en la segunda restriccidn, X5 sera 50/9.5 = 5.263, por lo que X5 podra tomar
valores desde cero hasta 5 que es el entero inmediato inferior,

Si por su parte X5 se hace cero en la segunda restriccidn, X| sera 50/12 = 4.167, por lo que X podra
tomar valores desde cero hasta 4.

Como podemos ver, habra seis valores posibles de X, y 5 de Xy, para un total de 6 x 5 = 30 puntos
enteros a ser evaluados. La valorizacién de la funcidén objetive para cada uno de los puntos factibles se
presenta en la tabla VIII. |, asi como también la revision del cumplimiento de la segunda restriccion.



Tabla VIIL1-Valorizacion de los 30 puntos enteros para el caso de la carpinteria Pérez.

Xl Xz lle + 9.5X2 Factibilidad V4

0 0 Si 0

0 ] 9.5 - Si 18,500
0 2 19 Si 37,000
0 3 28.5 Si 55,500
0 4 38 Si 74,000
0 5 475 Si 92,500
] 0 12 Si 21.000
i 1 21.5 Si 39,500
1 2 31 Si 58,000
1 3 40.5 Si 76,500
1 4 50 Si 95,000
! 5 595 No

2 0 24 Si 42,000
2 1 335 Si 60,500
2 2 43 Si 79,000
2 3 525 No

2 4 62 No

2 S 71.5 No

3 0 36 Si 63,000
3 ] 45.5 Si 81.500
3 2 55 No

3 3 64.5 No

3 4 74 No

3 3 835 No

4 0 43 Si 84,000
4 1 57.5 No

4 2 a7 No

4 3 76.5 No

4 4 86 No

4 5 955 No

De la tabla vemos que de los 30 puntos, 17 son factibles. es decir, si cumplen con las restricciones y 13
no lo son, por lo cual éstos no han sido evaluados en Z.

De los 17 puntos factibles . el que maximiza la funcién objetivo es X;=1.X3=4, con Z=95,000.00,el
cual es el mismo resultado que el obtenido con el método grafico.

Existen casos de enumeracion completa en los cuales las variables de decision solo pueden tener como
posibles valores enteros cero y uno, a estos casos se les conoce como binarios. en los cuales habra que
evaluar 2" puntos, siendo n el nimero de variables.

Método de Bifurcacion y Acotacion.

" Este métode se cred en 1960 por A. H. Land y A. Doig. siendo el mas popular para resolver los
problemas de programacion entera. Como su nombre lo indica, consiste en partir del problema original, el
cual se ira dividiendo en ramas, cada una de las cuales va acortando la region factible de solucion,
conservando las soluciones enteras hasta que se encuentre la solucién optima.

El procedimiento del método consiste en los siguientes pasos:
1.- Se resuelve el probtema original de programacion lineal, sin limitarse a una
solucion entera. Si la solucién obtenida es entera, ésta sera la dptima para el problema,
pero si es fraccionaria en alguna(s) de las variables de decision, se continva al paso
siguiente,



2.- De las variables de decisidon que hayan resultado fraccionarias en el paso anterior,
se toma una de ellas, por decir X; 1a cual quedara comprendida entre dos nimeros
enteros consecutivos, los cuales designaremos por ki y kg, entonces:

ki< X;< kg Ec. (VIILI)
De aqui el problema tendrd su primera ramificacion en 2 partes 0o  nuevos
subproblemas, los cuales seran idénticos al problema que les dio origen, afiadiendo
una restriccién adicional cada uno de ellos, las cuales serdn:

X<k para la primera rama
Ec. (VIIL.2)
Xi =2k para la segunda rama

Con esto cada rama abarcara una regién factible de solucion mas limitada que la del

problema original, lo cual implica haber dividido éste en 2 subproblemas mas

pequefios. En el caso de haber varias variables de decision fraccionarias .que sean

candidatas para efectuar ramificaciones, deberd tomarse aquella que quede mas

proxima a la fraccion intermedia entre dos enteros consecutivos, es decir, (0.5},

3.- Resolver cada rama del paso anterior por medio de programacion lineal. de aqui

podemos tener varias posibilidades, por decir:

a) .- Que la solucién encontrada no sea factible. En este caso esta rama ya no se

investiga mas, '

b) .- Que la solucidn hallada sea entera. En este caso esta solucion se convierte en una

COTA que serd inferior para problemas de maximizacion y superior para los de

minimizacién. Esto viene siendo el proceso de acotacion. De esta rama ya no se

prosigue la busqueda de nuevas opciones.

¢} - Que la solucidn encontrada sea fraccionaria. De aqui. esta rama sera candidata

para seguir haciendo bifurcaciones, siempre y cuando el valor hallade para la funcion

objetivo sea mejor que el de alguna cota fijada en una etapa anterior, pues de no

suceder asi, ya no se proseguiria la busqueda y esa cota anterior seria la solucién

optima. Si la bilsqueda hubiese continuado y se encontrara una nueva selucion entera

cuya funcion objetivo fuese mejor que la de la cota anterior, dicha rama tomaria el

lugar de 1a nueva cota en sustitucion de la anterior.

Este procedimiento se continuara hasta que ya no haya posibilidades de ramificaciones posteriores. Con

esto tendremos la certeza de que se encontrara la solucion entera éptima en caso de haberla, siendo ésta, la
iltima cota que haya prevalecido como tal hasta el final del prablema, '

A continuacion presentaremos nuestro caso base“para ilustrar el presente método.
Ejemplo VIIL4.- Resolver el caso de la carpinteria Pérez por medio del método de Bifurcacion y
Acotacidn.
Solucion:
El planteamiento del problema es:
Max Z=21000X; + 18500X,
Sujeto a:
(1) 42X +35X5 <200 -
{2) 12X)+9.5X5 <50
Siendo X, X9 >0 yenteras

De acuerdo al procedimiento establecide para el método, el paso 1 consiste en resolver el problema por
medio de la programacién lineal, cuya solucion es:
X 1= 0
X7 =35.263
Z=97368.42
De aqui, esta solucion no es entera, por lo que conforme al paso 2, ramificaremos con nuestra variable
fraccionaria X5 en dos ramas, las cuales de acuerdo a la Ec. (V1L 2) seran:



Rama A Rama B
Max  Z=21000X] + 18500X, Max Z=21000X, + 18500X4
(1) 42X + 35X, <200 (1) 42Xy + 35X, <200
(2) 12X +9.5X4 <50 (2) 12X, + 95Xy <50
(3) Xp<5 ) X926
ConX|, Xy 20 Con X, X520

De aqui vamos al paso 3 con la rama A, cuya solucion por programacion lineal es:
X3=35
Z=96875.0

De esta solucion, podemos ramificar todavia, pues X es ahora fraccionaria, surgiendo entonces las
ramas C y D a partir de la rama A, del modo siguiente:

Rama C Rama D
Max Z=21000X; + 18500X, Max  Z=21000X + 18500X 5
(1) 42X + 35X, <200 (1) 42Xy + 35X, <200
(2) 12X] +9.5X3 S50 (2) 12X)+9.5X5 <50
(3) X555 (3) X355
4) X <0 @ X =1
ConXl,Xzz() Con X|. X520

De la rama C, encontramos la siguiente solucion por programacion lineal:
‘ Xl =0
Xy=35
Z=92500

Convirtiéndose esta rama en la cota inferior, ya no siguiendo las bifurcaciones después de ella.
Para la rama D por su parte, encontramos la solucion:

Xl=|
2=4
Z=95000

Que por tener un valor mayor de Z que el de la cota inferior, hara que esta rama se convierta en la nueva
cota inferior, ya no buscando mas ramificaciones posterfores a ella.

Finalmente la {inica rama que a estas alturas nos resta por investigzv es la B, cuya solucion no es factible
dadas sus restricciones. Por esto el problema ya no es susceptible de mas ramificaciones, por lo que nuestra
solucidn entera optima es nuestra (ltima cota, es decir:

Xl=l
X2=4
Z=95000

Un esquema de las bifurcaciones se presenta en la figura VIIL.2, donde vemos que cada solucion
fraccionaria da lugar a nuevas ramas y éstas terminan con una solucién no factible, como en el caso de la
rama B, o bien con una solucidn entera como sucedio con las ramas C y D.
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Figura VIII.2 Esquema del
método de Bifurcacion y

1=Y
Acotacion original X2 =5.263
Z=97368.42

B

X1=0.2083
)(2= 5 Nq
7206875 factible

X,=0
X,=5

Z2=92500

X11
)(2_.

Z=95000

Este método tiene el inconveniente de requerir un gran nimero de calculos, pues aun en un problema
pequefio como el presente, que es de 2 variables y 2 restricciones. tiene que aplicarse el método Simplex en
5 ocasiones, una por cada ramificacién, mas el probtema inicial.

Esta es una desventaja ain en computadora, pues el tiempo de resolucién sera grande para problemas
mayores.

Método de Corte de Gomory.

Este método fue creado por Gomory en 1958 y consiste en resolver el problema entero por programacion
lineal y en caso de que la solucion no sea entera, se ird acortando la region factible de solucion por la
inclusion de nuevas restricciones lo cual excluira a las soluciones no enteras y conservara las enteras. Esto
es similar al método anterior, con la diferencia de que en ¢l presente no habra ramificaciones, solamente
acortamiento de la zona de solucién en cada paso hasta encontrar el éptimo.

El procedimiento consiste en los siguientes pasos:

1.~ Se resuelve el problema planteado por programacion lineal. Si la solucion es entera,
sera la éptima; en caso contrario, se va al paso siguiente.

2.- De la solucién fraccionaria obtenida en el paso anterior, se toma de la tabla
Simplex final la ecuacién del renglon de la variable de decision que haya resultado
fraccionaria.

En caso de haber varias variables fraccionarias, se aconseja tomar aquella que esté mas
proxima al valor intermedio, (0.5).

3.- La ecuacion obtenida en el paso anterior se descompone en 2 partes; Una entera y
la otra fraccionaria.

Esta ultima serd nuestra nueva restriccion, tomandose como desigualdad del tipo
mayor o igual que cero.

4.- Volver a solucionar e! problema original con la adu:lon de la nueva restriccion
obtenida en el paso anterior. Esto puede hacerse por medio del anlisis de sensibilidad
tal y como se manejé la inclusion de nuevas restricciones en el inciso respectivo del
capitulo anterior. Si la solucién obtenida en este paso es entera, habremos resuelto el
problema: si es fraccionaria, se repite el procedimiento a partir del paso nimero 2.



A continuacion presentaremos el caso base, resolviéndolo por este método.

Ejemplo VIILS.- Solucionar el caso de la carpinteria Pérez por el método de Corte de Gomory.
Solucion:
El problema original se resuelve por el método simplex, cuya tabla final es:

21000 18500 0 0
X] X2 Hl H2
0 H 15790 -2.210 0 1 -3.684
18500 X2 5.263 1.263 1 0 0.105
97368.42 2368.13 0 0 1947 44

Como podemos ver, esta solucion no es entera, por lo que de acuerdo con el paso 2 del método de Corte,
tomamos de la tabla Simplex anterior la ecuacién de la variable X, que fue la que resulto fraccionaria, la
cual sera:

5.263 = ].263X] + X2 +0.105 Hy

Ahora conforme al tercer paso esta ecuacion se descompondra en 2 partes: una entera y una fraccionaria.
Con esto tendremos:

(5+0263)=(1+0.263)X) + X5+ (0 + 0.105)H,

De aqui tomaremos la parte fraccionaria y la convertiremos en desigualdad del tipo mayor o igual que
cero.

Con esto tendremos:

0.263X| + 0.105H, - 0.263 > 0

La cual serd nuestra nueva restriccion, que a! incluirse en la tabla Simplex y resolverse por medio del

método conforme lo establece el andlisis de sensibilidad, genera la solucién optima, la cual es:

X =1
X2=4
Z=95.000

Este método generalmente es rapido para encontrar la solucién del problema y efectiia un menor niimero
de calculos que el de Bifurcacion y Acotacion, aunque puede haber ocasiones en que no converja a la
solucion, por fo cual se recomienda al usarlo fijar un nimero maximo de iteraciones permitido.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

VIIIL.1.- Resolver por el método grifico
Max Z=2X] + 3X»s
Sujeto a;
X] + X2 <2
X[, Xy enteras y no negativas.

VIII.2.- Resolver por el método grafico -
Min Z=6X, + 5X3
_ Sujeto a:
3X+X326 -
X|. X5 enteras y no negativas.

VIIL.3.- Resolver el problema VIII.1 por Redondeo.
VIH.4.- Solucionar el problema VIIE.2 por Redondeo.
VIILS5.- Resolver el problema VIIL1 por el método de Enumeracion,

VIIL.6.- Resolver por Enumeracion el problema
Min Z= 2X| + X2
Sujeto a:
X+ Xz =3
Con X, X5 enteras y no negativas.

VIIL.7.- Resolver el problema
Max Z=4X,+ 3X,
Sujeto a
2X 1+ X254
Xj+Xy £3
Con X, X enteras y no negativas.

Usando el método de Bifurcacién y Acotacion.

VIIL.8.- Resolver por el método de Bifurcacion y Acotacion
Min Z= SX‘ + X2
Sujeto a:
X] + X2 >4
Con X, X, enteras y no negativas.

VI11.9.- Resolver por Bifurcacion y Acotacion el problema VIIL1T.

VIII.10.- Resolver el problema VIIL.1 por el método de Corte de Gomory.

VII1.11.- Usando el método de Gomory resolver
Min Z=35X;+3X;,
Sujeto a:
X|+Xp>4
le + XZ >6
Con X, X4 enteras y no negativas.
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VIIL12.- Por el método de Gomory, resclver
Max Z=4Xl +3X2+ 2X3
Sujeto a:
X] + 2X2 + X3 <5
X +2Xp+ X3 <7
Con X, X5, X3 enteras y no negativas.

VIIL13.- Resolver por el método de Gomory
Min Z=X] +X2+X3
Sujeto a:
X1+ X9+ Xz324
X+ 2%, X325
Con X, X5, X3 enteras y no negativas.

V1I1.14.- Resolver por Bifurcacion y Acotacion el problema
Max Z= 3X] + 5X2 +2X3
Sujeto a:
X1 +2Xy+2X356
2X] + X9+ X3 <35
Con X1, X5, X3 enteras y no negativas.



CAPITULO IX

EL METODO DE TRANSPORTE

Introduccion.

El método de transporte también es conocido como método de distribucién, de asignacion y de transbordo
debido a su aplicacion a diferentes tipos de problemas, los cuales iremos comentando en su momento.

Es un caso particular de la programacion lineal, el cual se resuelve por una metodotogia diferente, la cual
es mas sencilla que el Simplex.

Consiste en asignar o distribuir diferentes cantidades de objetos desde unos origenes hacia unos destinos,
buscando hacerlo de una manera optima, es decir a un costo minime (o bien con una utilidad maxima). Los
origenes seran los centros de suministro u ofertas, mientras que los destinos seran los centros de consumo o
demandas.

Al presente método suele denominarsele de transporte debido a su similitud con el plantear un problema
de fletar mercancias desde los lugares de produccion hasta los lugares de consumo.

En este capitulo veremos como se plantea un problema dado de transporte, luego trataremos 5 meétodos
de inicializacién los cuales se utilizan para dar una distribucion o asignacion inicial, enseguida se veran 2
métodos de optimizacion, luego se presentaran situaciones especiales del método de transporte y finalmente
se trataran diferentes casos como son problemas de produccion, de asignacion y de transbordo.

Planteamiento del problema.
Para plantear un problema tipico de transporte tomaremos como ejemplo el caso de abastecer una
mercancia desde 4 diferentes centros de suminisire, A, B, C y E hacia 4 centros de consumo, W, U, Y y Z,

buscando hacerlo a un costo total minimo.

En la tabla [X.1 se presentan las diferentes ofertas de los centros de suministro, asi como también las
demandas de los centros de consumo.

Tabla 1X.1.- Ofertas y demandas de los centros de suministro y consumo.

Centro de suministro  Capacidad de produccion Centro de consumo Demanda
(oferta)
A PA W dw
B PB u dy
¢ PC Y dy
E PE Z dz
TOTAL P TOTAL D

Por su parte se tendra que la oferta total P debera ser igual a la demanda total D. Los casos donde
P # D se trataran posteriormente.

La figura IX.1 nos muestra un diagrama del problema en donde vemos que habrad 4x4=16 diferentes
caminos para transportar las mercancias desde los centros de suministro hasta los centros de consumo.

Cada costo de envio de un centro de suministro a un centro de consumo se representa por Cij donde el
subindice | representa el punto de suministro y j el de consumo.
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Figura IX.1.- Diagrama del problema de los centros de suministro A, B, C y E y de los centros de

consumo W, U, Y y Z.
Centros de suministro

Centros de consumo

Asi Csu sera el costo de enviar mercancia de B a U.

Entonces el problema sera como satisfacer las demandas de los centros de consumo dadas las capacidades
de produccion u ofertas de los centros de suministro, logrando esto a un costo total minimo.

Si se plantea este problema como un caso de programacion lineal, la funcién objetivo Z seria el costo
total de los envios, tal y como lo define la ecuacién 1X.1

Ec.(IX.1)

=1
Donde  Cij = Costo de enviar una unidad de mercancia del centro de suministro i al centro de consumo ]
Xij = Namero de unidades de mercancia que se enviaran del centro de suministro i al centro de
consumo j.
m = Namero de centros de suministro
n = Numero de centros de consumo
La cual debera minimizarse y estara sujeta a las siguientes restricciones:
Para cada i

J=n
> Xij = pi Ec. (IX.2)
J=1
. Siendo p; la oferta del centro de suministro i
Para cada j:

f=m
> Xij =dj Ec (IX.3)
i=1
Siendo d; la demanda del centro de consumo j.
Con esto habra un total de m+n restricciones de las cuales seran solamente m+n-1 ecuaciones
independientes.
Ademas debera satisfacerse la siguiente igualdad
P=D Ec (IX.4)
Es decir que la sumatoria de las ofertas P debera ser igual a la sumatoria de las demandas D para que el
problema tenga una solucion factible,



Las variables de decision seran las X;; que deberan ser mayores o iguales que cero y cuyos coeficientes en
las ecuaciones de las restricciones seran lja unidad.

Este problema podria resolverse por el método Simplex, pero la metodologia propia del algoritmo de
transporte es mas sencilla, por lo que la explicaremos ahora para plantear este caso conforme a ella.

" Haremos una tabla o matriz de distribucion colocando en cada renglon a los centros de suministro y en
cada columna a los centros de consumo. Al final de cada renglén habra una casilla para el total de las ofertas
de los centros de suministro y al final de cada columna habra una casilla para el total de las demandas de los
centros de consumo.

En la figura IX.2 se muestra la matriz de distribucion donde cada casilla estara disponible para el
numero de unidades que se enviaran del centro de suministro que corresponde a ese renglon hacia el centro
de consumo de esa columna,

~ Figura IX.2.- Matriz de transporte para el problema planteado de 4 centros de suministro y 4
centros de consume.

5 DI w U Y z Ofertas
C C C c
A AW AU AY az| p,
5 G Ceu| Ly LSz| pg
C C C C
c CW cLu CY cz| pg
£ Ce Ceu| L%y| LSEzi g
Deman P
das dyy dy dy dz |p

El recuadro superior derecho que aparece en cada casilla es para anotar en €l al costo de enviar una
unidad del centro de suministro del rengldn en el que esta ubicada la casilla hacia el centro de consumo de la
columna correspondiente a la casilla. Asi por ejemplo, en la casilia CZ, se llenara con el niimero de unidades
que se enviaran desde C hasta Z siendo Ccz el costo unitario del envio.

Aqui el problema seria como llenar ta matriz de distribucion de tal forma que se satisfagan las ofertas y
demandas de cada renglén y columna respectivamente, logrando esto a un costo total que sea minimo, es
decir la suma de las asignaciones de cada renglén debera ser igual a la oferta para ese renglén y la suma de
las asignaciones de cada columna debera ser la demanda de dicha columna, no pudiendo haber ringuna
asignacion negativa, es decir: et

X220
para i={, 2,...m Ec.(IX.5)
paraj=1.2, ...n

Métodos de Inicializacidn.

Estos tienen por objeto dar una distribucion o asignacion inicial para la matriz del problema de
transporte. En esta seccion trataremos 5 métodos, los cuales de acuerdo al orden en el que se presentaran
son; Esquina noroeste, Casto menor, Mutuamente preferido, Vogel y Russell.

A continuacion plantearemos el problema propuesto en el inciso anterior numéricamente para ilustrar
con &) cada uno de los métodos que se veran en la presente seccion.

Caso Base:
Dados los centros de suministro A, B, C y E y los centros de consumo W, U, Y y Z del problema
planteado en el inciso anterior, se tiene la siguiente matriz de transporite.



A Dl w U Y y4 Ofertas
25 18 21 23
A 510
: 19 23 22 26 | 475
. 22 25 26 17 | 300
E 24 21 20 22 | 50
Deman
das | 600 |500 300 | 200 | 1600

¢Cual seria la manera optima de asignar las casillas a fin de obtener el costo total minimo?
Ahora veremos los métodos de inicializacion y obtendremos la asignacion inicial del caso base con cada
uno de ellos.

Método de la Esquina noroeste.
Este es el método mas sencillo para lograr la distribucion inicial, pero también es el mas malo, pues da el

costo de la matriz inicial muy elevado. Consiste en los siguientes pasos:
.- Se inicia la distribucion por la casilla de la esquina noroeste de la tabla,
asignandole a ésta lo maximo que sea posible, cuya cantidad sera aquel nimero que sea
el menor de la oferta o la demanda que corresponden a la casilla.
Con esto quedara satisfecho al menos uno de los 2 conceplos anteriores, aquel que haya
sido agotado. hara que el resto de las casillas de ese renglon o columna tengan
asignaciones cero. :
Con esto habremos asignado en su totalidad ya sea el renglon y/o la columna
correspondiente a la casilla, quedando una tabla nueva de menor tamafio por asignar.
2.- De la nueva tabla o matriz que nos ha quedado sin asignar del paso anterior. se
localiza 1a nueva casilla que haya quedado ubicada en la esquina noroeste y se repite el
procedimiento del paso !.
3.- Repetir el paso | hasta terminar las asignaciones de la tabla completa.

A continuacion presentaremos un ejemplo.

Ejemplo IX.1.- Asignar una distribucién inicial para el caso base usando el método de |a Esquina noroeste.

Solucién:

De acuerdo al procedimiento explicado. la esquina noroeste de la tabla serd la casilla AW, la cual tiene
una oferta de 510 y una demanda de 600. Por lo cual le asignaremos a la casilla el nimero menor. es decir
510, con lo cual quedara satisfecha la oferta del renglon, por lo cual el resto de las casillas del primer
renglon, tendran asignaciones cero, con lo cual nuesira tabla quedara de la manera siguiente:



o DI w u Y v4 Ofertas
25 18 21 23
A 51 X X X 510
19 23 22 26
B 475
22 25 26 17
c 390
24 21 20 22
E 295
Deman
das |600 | 500 300 | 200 | 1600

127

Ahora nuestra nueva esquina noroeste sera la casilla BW a l1a cual le podriamos asignar segun su oferta
hasta 475 unidades, pero seg(n la demanda insatisfecha sélo pueden asignarsele 9C¢ unidades, con lo cual se

agota la demanda de la primera columna. y entonces nuestra tabla sera ahora:

0 D W U Y zZ Ofertas
25 18 21 23
A g4 X X 510
19 23 22 26
B |g 475
22 25 26 17
c 390
T2a 21 20 22
E 225
Deman
das |600 | 500 300 200 | 1600

De nuestra nueva tabla, la nueva esquina noroeste es la casilla BU, a la cual le podriamos asignar segin
su oferta insatisfecha 385 unidades y seglin su demanda hasta 500 unidades, por lo que el nimero menor es
385 con lo cual quedara.agotada la oferta del segundo renglén, es decir:
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o Dl w U Y y4 Ofertas
25 18 21 23

A 1510 1x X X 510
19 23 22 26

B 0 5 |x X 475
122 25 26 17

c 390
24 21 20 22

E A 205

Deman

das | 600 500 | 300 | 200 |1600

De esta tabla la nueva esquina noroeste es la casilla CU la cual debera asignarse con 115 unidades
agotindose la demanda de la segunda columna, con lo cual nuestra tabla quedara de la manera siguiente:

A Dl w U Y Z - | Ofertas
25 18 21 23
A 1510 _1x X X 510
19 23 22 26
B 0 lass |x  |x 475
22 25 26 17
C X 115 ‘ 290
24 21 20 22
E X X 208
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 | 1600

De esta tabla la nueva esquina noroeste es la casilla CY la cual se asignara con 275 unidades, quedando
con esto satisfecha la oferta del tercer rengldn, con esto nuestra tabla quedara solo con 2 casillas sin asignar:
la EY y la EZ, las cuales simplemente por diferencia se llenan para satisfacer la oferta y la demanda
correspondientes, con esto nuestra tabla final totalmente asignada, sera:



S Ol w U Y yd Ofertas
25 18 21 23
A g0 X X X 510
19 23 22 26
B 0 |a8s |x X | 475
22 25 26 17
c X 1151275 1 X 290
24 21 20 22
E X X 25| 200 2205
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 !1600

Cuyo costo total sera:

Ctr=Xaw Caw* Xgw Cew *+ XBu CBU * Xcu €cut Xcy Cey * XEv CEY * XEZ CEZ
Cr = (S10)(25) + (90)(19) + (385)(23) + (115)(25) + (275)(26) + (25X20) + (200)(22)

CT =38,240.0
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Aqui podemos ver de la tabla final que la sumatoria de las asignaciones por renglon son iguales a las
ofertas de los centros de suministro y Jas sumatorias por columna iguales a las demandas de los centros de

consuma,

Método del Costo menor.

Este método es mejor que el anterior. pero tampoco da buenos resultados, ya que va buscando asignar

aquellas casillas de menor costo, tal y como su nombre lo indica.

resultados. Su procedimiento es el siguiente:

1.- Se analiza la primera columna y sobre ésta se Iocallza la casilla que tenga el menor
costo, a la cual se le asignara el maximo posible de tal forma que quede satisfecha la
oferta y/o la demanda correspondiente, al renglon y/o la columna a que pertenece.
Aquella linea que haya quedado agotada tendra el resto de sus casillas con

asignaciones cero.

Si la primera columna no qued6 satisfecha con la asignacién, se busca en ella ta
siguiente casilla de menor costo y se procede de 1a misma manera que antes hasta que

la columna quede totalmente asignada.

2.- Se continta con la segunda columna repitiendc el procedimiento descrito en el paso

anterior con las casillas que haya disponibles para asignaciones.

3.- Se prosigue con el resto de las columnas de la tabla hasta la uitima. con o cual

quedara la distribucién inicial totalmente asignada.
Este método explicado aqui es el del costo menor por columnas. también existe el del Costo menor por
renglones, el cual es similar solo que ahora la busqueda de las casillas de menor costo se realiza por

renglones.

Para ilustrar el presente método. resolveremos ¢l caso base:
Ejemplo 1X.2.- Asignar la tabia del caso base usando el metodo del Costo menor.

Solucion:

pero por lo general no logra buenos

De acuerdo al paso 1, vemos que la casilla de menor costo en la primer columna es la BW, ala cual se le
pueden asignar 475 unidades quedando con esto satisfecho el segundo rengldn.



En la misma primera columna, la siguiente casilla de menor costo es la CW a la cual se le pueden
asignar 125 unidades, quedando con esto agotada la primer columna. Con estas asignaciones nuestra tabla
sera; .

o) D w U Y 2 Ofertas
25 18 21 23
A 510
19 23 22 26
B 475 X X X 475
22 25 26 17 .
C 1405 390
24 21 | |20 22
E X 205
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 |4e00

Ahora en la segunda columna tenemos 3 casillas disponibles, siendo la de menor costo la AU, la cual
podemos asignar con 500 unidades, quedando de esta manera satisfecha la segunda columna. Con estos
cambios nuestra tabla sera ahora:

A O w U Y z Ofertas
25 18 21 23
A X 500 510
19 23| |22 26
B 1475 X X X 475
A 22 25 26 17
C |13 X 390
24 21 20 22
E X X 295
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 |1e00

Se prosigue ahora con la tercera columna, en la cual la casilla disponible de menor costo es 1a EY, Ia cual
se puede asignar hasta con 225 unidades, agotandose el ultimo renglon, La siguiente casilla de menor costo
en Ia columna sera entonces la AY, la cual se asignara solamente con 10 unidades, pues con esto se agota la
oferta del primer renglén, quedando ain la tercera columna no satisfecha en cuanto a su demanda, por lo
que se asignara ia casilla CY, que es la unica disponible con 65 unidades, quedando ahora si agotada 1a
demanda. Con estas asignaciones nuestra tabla sera:



0 D w U Y y4 Ofertas
25 18 21 23
A — 1500 10 510
19 23 22 26
B 14758 X X X 475
22 25 26 17
C 1125 X 5 390
24 21 20 22
E X X 205 X 295
Deman
das |.600 | 500 | 300 | 200 |41600

De aqui, en la cuarta columna sélo hay una casilla disponible, la CZ, la cual al asignarse debera
satisfacer tanto la oferta de su renglén, asi como también la demanda de su columna, lo cual sucede si se
asigna Ia casilla con 200 unidades. Con esto nuestra tabla quedara totalmente asignada siendo:

o Dl w u Y .|z Ofertas
25 18 21 23
A Ix 500 11 X 510
19 23 22 26 |
B lLzs X X X 475
22 25 26 17
C X 85 200 290
24 21 20 22
E |x X b25 X 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 | 1600

Cuyo costo total para la distribucién sera:
Cr= Xgw CBw + Xcw Cow + Xau Cau* Xay Cay + Xcy Cey + Xey Cey + Xcz Ccz

C={(475)(19) + (125)(22) + (500)(18) + (10021} +(65)26) + (225)(20) + (200(17)

C1=30,575.0
El cual es menor que el obtenido con el método de la Esquina noroeste en un 20.04%, por lo cual esta
distribucion es preferible a la obtenida con el método anterior.

Método Mutuamente Preferido.

Este método es ain mejor que los anteriores, pues selecciona las casillas de menor costo bajo el criterio
de que sean a la vez la mas baja del renglon y de la columna a la que pertenecen, con esto la aproximacin
inicial que se obtiene es mejor. Consiste en los siguientes pasos:

1.- Identificar aquellas casiilas que tengan el costo minimo tanto del renglon como de
la columna a la que pertenecen.

2.- Asignar en estas casillas la cantidad maxima posible, con lo cual se satisfara por lo
menos una de las cantidades de la oferta yfo la demanda.



3.- El resto de la tabla que permanece sin asignar, se ira llenando repitiendo los pasos
anteriares hasta terminar,

A continuacién ilustraremos este método aplicandolo al caso base:
Ejemplo IX.3.- Hacer 1a distribucion inicial para el problema del caso base, usando el método Mutuamente
Preferido.

Solucién:

Lo primero sera ver si hay alguna casilla que sea la del costo minimo del renglon y de la columna en Ia
‘que esté ubicada la casilla. Para esto, listaremos para cada renglén y cada columna las casillas con el menor
costo, éstas son:

Linea Casilla de menor costo
Primer renglon AlJ
Segundo renglon BW
Tercer renglon CZ
Cuarto rengldn EY
Primera columna - ' BW
Segunda columna AU
Tercera columna EY
Cuarta columna CZ

De esta lista vemos que hay 4 casillas que cumplen el requisito de ser las de menor costo, tanto del
renglén como de 1a columna donde estan situadas, éstas son la AU, BW, CZyEY.

Ahora, conforme al segundo paso del método, debemos asignar a dichas casillas la cantidad maxima
posible. Asi para AU seran 500 unidades con lo que se agota la demanda de la segunda columna; para la
BW, se asignaran 475 unidades, lo cual agotara la oferta del segundo renglén; para ia CZ, se asignan 200
unidades, quedando con esto satisfecha la demanda de la cuarta columna; y para la EY, se le asignan 225
unidades, lo cual ilenara la oferta del cuarto renglon. Con estas asignaciones nuestra tabla nos quedara;

0 D w U Y Z Ofertas
25 18 21 23
A 500 X 510
19 23 22 26
B 1475 |x X X 475
22 25 26 17
c X 200 290
24 21 20 22
E X X 228 | x 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 | 1600

De esta tabla, conforme al tercer paso, nos queda todavia por asignar en los renglones primero y tercero y
en las columnas primera y tercera. Listaremos al igual que al principio del problema las éasillas no
asignadas de menor costo:

Linea Casitla de menor costo
Primer renglén AY
Tercer renglon Cw
Primera columna cw
Tercera columna AY

Aqui vemos que hay 2 casillas para ser asignadas: la AY y la CW.



Para la AY lo mas que se le puede asignar son 10 unidades, con lo cual se llena la oférta del primer
renglon. Por su parte para la CW. lo maximo por asignar son 125 unidades, lo que agota la demanda de ia
primera columna.

El resto de la tabla (en realidad sélo seria la casilla CY) se asigna por diferencia para satisfacer a la vez
1a oferta del tercer renglon y la demanda de la tercera columna. Con esto nuestra tabla final es:

A Dl w U Y Z Ofertas
25 18 21 23
A Ix 500 |1 510
19 23 22 26
B 1475 X X X 475
22 25 26 17
C 125 1x 85 200 390
" 24 | [21 20 22
E  Ix X o5 X 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 |1e00

La cual si la observamos vemos que es exactamente igual que la obtenida por el método del Costo menor,
cuyo costo total era Cp = 30,575.0.
_ Esto no siempre sucede asi, por lo general este método suele dar distribuciones iniciales mejores que las
del método anterior.

Método de Vogel.
Este método es el mas utilizado para lograr una asignacion inicial en los problemas de transporte, pues
" no es complicado y da muy buenas aproximaciones iniciales, las cuales muchas veces son las distribuciones
optimas, de aqui el porqué es tan popular. ‘
Consiste en los siguientes pasos:
|.- Para cada renglon y cada columna, encontrar la diferencia de costo entre la casilla
mas barata y la que le sigue en costo.
2.- En aquel renglén o columna donde dicha diferencia sea 1a maxima, asignar lo
maximo posible en la casilla de menor costo. En caso de empates en las diferencias
buscadas, se selecciona al azar una de ellas.
3.- Se elimina aquella linea (renglon o columna) que haya quedado satisfecha con la
asignacion del paso anterior.
4 - Repetir los pasos anteriores hasta completar la tabla de transporte.
Enseguida aplicaremos esta metodologia a! caso base:
Ejemplo IX.4 - Asignar el caso base por el método de Vogel.
Solucion:
De acuerdo al primer paso, hallaremos para cada renglon y para cada columna la diferencia entre la
casilla mas barata y la que le sigue en costo. Esto lo listamos.

Linea : Diferencia
Primer renglon ' 21-18=3
Segundo renglén 22-19=3
Tercer renglon 22-17=5
Cuarto renglén 21-20=1
Primera columna 22-19=3
Segunda columna 22-18=3
Tercera columna T 21-20=1

Cuarta columna . 22-17=5



De aqui vémos que se empatan con la mayor diferencia e! tercer renglon y la cuarta columna, por lo que
se selecciona al azar el tercer renglén, cuya casilla de menor costo es la CZ (que también es la mas barata de
la cuarta columna), en ella se asignaran 200 unidades con lo cual quedard satisfecha 1a demanda de la
cuarta columna.

Con esto, nuestra tabla quedara;

o) D w U Y Zz Ofertas
25 18 21 23
A X 510
19 23 22 26
B X 475
22 25 26 17
C 200 390
24 21 20 22 |
E X 205
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 |4e00

De aqui, conforme al paso 4 se repite el procedimiento. Listaremos nuevamente las diferencias para cada
renglon y columna entre las casillas mas baratas.

Linea Diferencia
Primer renglén 21-18=3
Segundo rengldn 22-19=3
Tercer renglon 25-22=3
Cuarto renglon 21-20=1
Primera columna 22-19=3
Segunda columna 21-18=3
Tercera columna 21-20=1

En este caso hay 5 lineas empatadas con la maxima diferencia, por lo que seleccionaremos al azar al
primer renglén, cuya casilla de menor costo es la AU en la cual lo més que podemos asignar son 500
unidades, lo que agota la demanda de la segunda columna. Con esta asignacion nuestra tabla quedara de la
manera siguiente:

0 D w U Y Z Ofertas
25 18 21 23
A 500 X 510
19 23 22 26
B X X 475
22 25 26 17
¢ X 200 390
24 21 20 22
E X X 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 ! 1600




De aqui repetimos el procedimiento, es decir, hallaremos las diferencias entre las 2 casillas mas bajas en
costo para cada renglén y columna no satisfechas, cuya lista sera ahora:

Linea Diferencia
Primer renglon 25-21=4
Segundo renglén . 22-19=3
Tercer renglon 26-22=4
Cuarto renglon 24-20=4
Primera columna 22-19=3
Tercera columna o 21-20-1

Ahora hay un triple empate, por lo que seleccionaremos al azar el segundo renglon, cuya casilla de
menor costo es la BW, la cual podenios asignar hasta con 475 unidades, lo cual llenara la oferta del renglon,
con esto nuestra tabla quedara:

5 Dl w U Y z Ofertas
25 18 21 23
A 500 — 1x 510
19 23 22 26
B l478 X X X 475
22 25 26 17
c X 200 390
24 21 20 22
E X X 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 | 1600

Ahora volvemos a repetir los pasos del 1 al 3 con la porcidn de tabla no asignada, cuyas diferencias son:

Linea Diferencia
Primer renglon 25-21=4
Tercer renglén : 26-22=4
Cuarto renglon 24-20=4

Primera columna 24-22=2
Tercera columna 21-20=1

Vuelve a haber un empate, por lo que al azar escogeremos al tercer rengldn, cuya casilla de menor costo
es la CW la cual asignaremos con §25 unidades, lo cual agotara la demanda de la primera columna. Con
esto nuestra nueva tabla serd ahora;



5 Dl w u Y v Ofertas
25 18 21 23
A Iy 500 X 510
19 23 22 26
B 1473 1x X X 475
22 25 26 17
C li25 1x 200 290
24 21 20 22
E |x X X 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 {1600

De aqui solo nos queda la tercera columna como linea con varias casillas, por lo que deberemos asignar
en ella en su casilla mas barata, 1a EY, a la cual le podemos asignar 225 unidades, lo que satisface ia oferta
del cuarto renglén, pero no la demanda de la columna. Por esto la siguiente casilla de menor costo en la
columna es a AY a la que solamente la podemos asignar con 10 unidades, lo cual agota la oferta del primer
renglon y todavia no llena a 1a demanda de la columna, por lo que la (ltima casilla no asignada es 1a CY, la
cual tendra 65 unidades, "con esto se satisface simultaneamente la oferta del tercer renglon y la demanda de
la tercera columna, quedando nuestra tabla totaimente asignada, siendo ésta:

o Dl w U Y z Ofertas
25 18 21 23
A X 500 101X 510
19 23 22 26
B 1475 1x X X 475
22 25 26 17
C 425 1x 65 1200 390
24 21 20 22
E Ix X 225 | x 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 |1s00

Esta distribucion es exactamente igual a las obtenidas con los 2 métodos anteriores, cuyo costo es
30,575.0 y aunque no es la dptima,-si estd muy proxima a ella.
El método Vogel es mejor a los vistos anteriormente, por lo general, da mejores distribuciones iniciales,
s0lo que en tablas como en la presente donde hay diferencias grandes entre los costos de las casillas, los
diferentes métodos tienden & dar buenas aproximaciones al éptimo.

Método de Russell.

Este método es comparable al Vogel en cuanto a la aproximacion respecto a la solucién optima que
ambos tienen, sélo que este método es menos popular que el anterior debido a que requiere de una mayor
cantidad de trabajo.



Consiste en calcular antes de cada asignacion la cantidad Aij para cada casilla libre disponible, conforme
a la siguiente ecuacion:

Ajj= o+ Bj- Gy

i Ec. (IX.6)

Donde :

Aij = Coeficiente de la casilla del renglén i, columna j.
a; = Costo mayor de las casillas del renglon i.

f3; = Costo mayor de las casillas de la columna j.

Clij = Costo de 1a casilla del renglon i, columna j.

De aqui se ira asignando aquella casilla que tenga el valor mas elevado de Aij .

El procedimiento por pasos es el siguiente:
1.- Se calcula Aij para el total de las casillas vacias de la tabla de transporte.
2.« En la casilla que haya tenido el mayor valor de A;;, hacer la maxima asignacion
posible. Esto agotara la oferta del rengldn y/o la demanda de 1a columna. En el caso de
haber varias casillas empatadas con el maximo valor de Aij , se selecciona
arbitrariamente una de ellas.
3.- Se elimina de 1a tabla aquella linea que haya quedado satisfecha en el paso anterior.
4.- Repetir el procedimiento desde el paso 1 al 3 con las casillas que ain estan vacias
hasta terminar tas asignaciones de la tabla completa.

A continuacion ilustraremos la metodologia con un gjercicio.

Ejemplo IX.5.- Asigne la distribucion inicial para el problema del caso base usando el método de Russell.
Solucion:
Conforme al primer paso, calcularemos las Aij de cada una de las 16 casillas de la tabla de transporte,
cuyos valores seran:

Ay =ap+py-Cyy
=25+25-25=25

Aj3=a;+P3-Cy3
=25+26-21=30

Ay =ag+By-Co
=26+25-19=32

Ap3=0ay+P3-Co3
=26+ 26-22=130

a3 =a3+ B -C3
=26+25-22=29

b33 =az+P3-Cs3
=26+ 26-26=126

Bgp=ag4tBy-Cy
=24+25-24=25

bg3=ag+P3-Cy3
=24+ 26-20=30

Bp=a;+B2-Cya
=25+25-18=32

Alg=a+Bg-Cyyg
=25+26-23=28

Agp=way+Pa-Cop
=26+25-23=28

bg4=0ap+Py-Coq
=26+26-26=26

Azp=a3tPy-C3
=26+ 25-25=26

Azg=oaz+Py-Csy
=26+26-17=35

Agy=ag+Pg-Cyp
=24+25-21=28

Agq=oagtPg-Cqq
=24+26-22=28



De aqui vemos que la casilla con mayor A;; es la CZ ( tercer renglén, cuarta columna), la cual podemos
asignar con 200 unidades, lo que agota la demanda de la cuarta columna, con esto nuestra tabla quedara;

0 D w U Y Z Ofertas
25 18 21 23
A X 510
19 23 22 26
B X 475
22 25 26 17
c 200 390
24 21 20 22
E X 225
Deman : '
das 600 500 300 200 1600

De aqui, conforme al paso 4, repetimos el paso 1 calculando Aij para las casillas vacias:

A= +p1-Cp App=a;+py-Cyy
=25+25-25=25 =25+25-18=32
Az =a)+PB3-Cy3 Az =ay+fy-Cy
=25+ 26-21=30 =23+25-19=29
dya=az+Py-Co Azz=ay+f3-Cy3
=23+25-23=125 =23+26-23=27
Azp=oaz+P)-Cy Azp=a3+Py-Cyy
=26+25-22=29 =26+ 25-25=26
A3z =a3+P3-Csi3 Agy=agtPBy-Cyq
=26+ 26-26=26 =24+25-24=25
Agp=ag+Pa-Cq 843 =aq+f3-Cy3
=24+25-21=28 =24+ 26-20=130

De donde la A;; maxima es la A s (casilla AL, a la cual podemos asignarle 500 unidades, 1o que llena
la demanda de la segunda columna, con esto nuestra nueva tabla sera;



0 D w U Y Z Ofertas
25 18 21 23
A 500 X 510
19 23 22 26
B X X 475
22 25 26 17
c X 200 390
24 21 20 22
E X X 208
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 | 1600
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De aqui valvemos a repetir el procedimiento para las casillas vacias, entonces:

Ap1=ap+PB1-Cyy
=25+ 25-25=125

Ajz=ay+P3-Co3
=25+26-21=30

Aap=ag+f-Cy
=22+25-19=128

Axz=ap+P3-Cy3
=22 +26-22=126

Ajp=og3+ By -Cyy
=26+25-22=29

Az3=a3z+f3-C33
=26+ 26-26=26

Agp=ag+ By -Cyq
=24+25-24=125

Bg3=og+P3-Cq3
=24+26-20=30

En este caso hay un empate entre A3 y A43 por lo que se escoge al azar esta Gltima para la asignacion,
entonces la maxima cantidad posible por asignar en la cas:lla EY es de 225 unidades, lo cual agotara la
oferta del cuarto renglon, con esto la tabla serd ahora:

o b W ] Y Z Ofertas
25 18 21 23
A 500 X 510
19 23 22 26
B X X 475
22 25 26 17
¢ X 200 390
24 21 20 22
E  |x X 225 | X 225
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 |1e00

De aqui repitiendo el paso 1, calcularemos A;; de las casillas que permanecen vacias:
AppToetP-Cpy Ap3=ar+P3-Co3



=25+25.25=25 =25+26-21=130
Az =ap+ By -Cy Azz=ap+P3-Co3
=22+25.19=28 =22+26-22=26
Az =a3z+ P -C3g Azz=a3+B3-C33
=26+25-22=29 =26+ 26-26=126

Donde la casilla con A;; mayor es la AY ( A3 =30), la cual solo puede asignarse con 10 unidades, lo
que llenara la oferta del primer renglén, con esta asignacién nuestra tabla sera ahora:

S DI w u Y v Ofertas

25 18 21 23

A Ix 5 101X 510
19 23 22 26

B X X 475
22 25 26 17

c X 200 390
24 21 20 22

E X X 225 X 225

Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 | 1600

Ahora volveremos al paso-1 péra obtener Aij de las casillas vacias:

Arp=ay+P1-Cy Ay3=oy+P3-Co3
=22+22-19=25 =22+ 26-22 =26

Az =a3+ Py -Gy A33=a3+P3-Cy3
226+22-22=26 =26+26-26=26

Como podemos ver, ha resultado un triple empate, seleccionando al azar Ans, casilla BY, ésta la
podemos asignar con 65 unidades, lo cual agotara la demanda de Ia tercera columna. De esta forma nuestra
tabla quedara de la siguiente manera:

S Dl w u |v Z Ofertas
25 18 21 23
A x 500 10 1x 510
19 23 22 26
B X 51X 475
22 25 26 17 :
c X X 200 390
24 21 20 22 ‘
E Ix X 225 | x 205
Deman :
das | 600 | 500 | 300 | 200 1600




Finalmente, sélo nos quedan 2 casillas vacias, las cuales pueden asignarse por diferencias para agotar las
ofertas y las demandas no satisfechas. es decir, la casilla BW se asignara con 410 unidades y 1a CW con 190
unidades. Con esto nuestra tabla final completamente asignada sera:

A DI w U Y Z Ofertas
25 18 21 23
A Ix 500 101X 510
19 23 22 26
B 140 |x 31X 475
22 25 26 17
C l1e0 1x X 200 390
24 21 20 22
E |x X 225 | X 295
Deman
das | 600 | 500 | 300 | 200 | 1600

La cual es diferente a la distribucion obtenida con los métodos anteriores, su costo total sera:

Cr=Xau Caut Xay Cay + Xgw Cpw + XBy Cy + Xcw Cow + Xcz Ccz *+ Xgv CEY
= (500)(18) + (10(21) + (410)(10) + (65)(22) + (190)(22) + (2000(17) + (225)(20}
=30.510.0

Como podemos ver, este método ha dado una mejor aproximacion que los anteriores, la cual es la
solucién optima del problema. Esto no significa que este método sea mejor que el Vogel, pues si en la
designacion arbitraria donde se escogié a la casilla BY para ser asignada, se hubiera elegido la CY (cuya A
estaba empatada), la distribucidn obtenida con el método de Russell, hubiese sido exactamente igual a Ia de
los métodos anteriores. .

Lo que si es notorio es que este método requiere de mayor cantidad de calculos que el Vogel,

Meétodos de Optimizacién.

Los métodos de optimizacion nos llevan a partic de una distribucion inicial a encontrar la dlStl’lbUCIOIl de
menor costo (o mayor utitidad en su caso), es decir la solucién optima del problema.

En este inciso presentaremos 2 métodos de optimizacion, los cuales son ampliamente conocidos: El
método del Cruce del Arroyo y el método Modi.

Los 2 métodos para poder aplicarse a una distribucién inicial dada, requieren que se cumpla la condicion
de NO DEGENERACION, establecida en la ecuacion (IX.7):

m+n-1=NC ’ Ec. (IX. 1
Donde
NC = Numero de casillas asignadas en la distribucién inicial.
= Numero de renglones de la tabla de transporte.
n = Numero de columnas de la tabla de transporte.

Esta condicion implica que el numero de variables basicas { casillas asignadas) debe ser iguat en todo
momento al nimero de ecuaciones de restriccion que sean independientes. En caso de no satisfacerse la
ecuacion (1X.7), se dice que existe DEGENERACION, la cual puede resolverse como se vera mas adelante.



Método del Cruce del Arroyo. .

Este método consiste en que dada una distribucion inicial que haya cumplido la condicion de no
degeneracion, se podra optimizar el problema de transporte evaluando para cada casilla vacia el recorrido
cerrado correspondiente a ella. El recorrido cerrado consiste en asignar unidades a la casilla vacia en
cuestién, trayéndolas de una casilla asignada que sea del mismo renglén o de la misma columna, de modo
que se sigan cumptiendo las igualdades de la suma de asignaciones de las casillas por renglén con la oferta
del mismo y la suma de asignaciones de las casillas por columna con |a demanda de ésta.

Ademas, para hacer el recorrido cerrado completo, no debera incluirse en €l a ninguna casilla vacia
excepto la que se esta evaluando. Habra un recorrido cerrado para cada casilla vacia, que podra constar de un
numero de casillas variable,

El valor del recorrido cerrado sera el cambio en costo de efectuar las reasignaciones, si resulta positivo
implicara un incremento en los costos; por el contrario, un recorrido cerrado negativo significard una
disminucidn en el costo de la distribucion, por lo que si lo que estamos buscando es bajar el costo total de la
tabla, elegiremos como el recorrido cerrado a efectuar a aquel que resulte con el valor mas negativo. Por lo
tanto. nuestra distribucion sera optima si los recorridos cerrados para el total de las casillas vacias resultan
mayores o iguales que cero.

Esta metodologia la ilustraremos con un ejemplo:

Ejemplo IX.6.- Dada la siguiente tabla de transporte, obtenga la distribucion de costo minimo,
empleando el metode de la Esquina Noroeste para obtener l1a distribucion inicial y el método de Cruce del
Arroyo para la optimizacidn.

destino| Centro de| Centro de| Centro de
Ofertas
origen ventas 1 | ventas 2 | ventas 3
Centro de 24 18 24
prod. 1 7500
Centro de 5a 20 19
| prod. 2 6500
Demandas] 6000 4500 3500 14000

Solucion;
De acuerdo a la metodologia de la Esquina noroeste, 1a tabla de la distribucién inicial sera:

destino| Centro de| Centro de| Centro de
Ofertas
arigen ventas 1 | ventas 2 | ventas 3
Centro de 4 ‘18 21
prod. 1 6000 1500 7500
Centro de 23 20 19
prod. 2 3000 3500 6500
Demandas| 6000 4500 3500 14000




Con un costo de:

Ct=Xy Cy +X2Cat X2 Can+ X3 Cp3
= (6000)(24) + (1500)(18) + (3000)(20) + (3500)(19)
=297.500.0

También vemos que si se cumple con la condicién de no degeneracion, pues el nimero de casillas
asignadas es 4 , entonces evaluaremos los recorridos cerrados para las 2 casiltias vacias:

Casilla 1-3:
Para enviar una unidad a esta casilla, podemos tomarla de la casilla 1-2, esto descompensara las

columnas 2 y 3, lo cual se equilibra si enviamos una unidad de la casilla 2-3 a la 2-2. Esto lo mostramos en
el siguiente esquema.

destino| Centro de| Centro de| Centro de| '
Ofertas
| origen ventas 1 | ventas 2 | ventas 3
Centro de 54 18 21
prod. 1 6000 1499 1 7500
Centro de 23 20 19
prod. 2 3001 . 3499 6500
Demandas| 6000 4500 3500 14000

De aqui vemos que los renglones y columnas estan equilibrados en cuanto a las ofertas y las demandas.
El valor del recorrido se estima de 1a siguiente manera:

Puesto que hemos enviado una unidad a la casilla 1-3. nuestro costo se elevara en 21: como dicha unidad
se ha tomado de la casilla 1-2, el costo por este movimiento disminuye en 18, a la casilla 2-2 se le ha’
aumentado en su asignacién una unidad, lo cual aumenta el costo en 20 de la casilla 2-3 se tomo esta
unidad, lo cual representa una disminucion del costo en 19. Por tanio el resumen de estos cambios nos da el
valor del recorrido cerrado para la casilla 1-3:

Recorrido cerrado=21- 18+ 20-19=+4

Por lo que si efectuamos reasignaciones en base a este recorrido elevaremos el costo total en 4 unidades
por cada unidad de mercancia reasignada.

Casilla 2-1:

Para asignar una unidad a esta casiila, podemos tomarla de la casilla 2-2, esto hara que se desequilibren
la primera y segunda columnas; para compensar esto, enviaremos una unidad de la casilla 1-1 a la 1-2, con
esto nuestra tabla serd;



destino| Centro def Centro de| Centro de
Ofertas
inen ventas 1 | ventas 2 | ventas 3
Centro de 24 18 1
prod. 1 5999 1501 7500
Centro de 03 20 19
prod. 2 1 2999 3500 6500
Demandas| 6000 - 4500 3500 14000

El valor del recorrido lo podemos evaluar sumando los costos ae las casillas que aumentaron su
asignacion y restando el costo de las casillas que disminuyeron:

Recorrido cerrado =23 + 18 - 24 - 20 =.3

Por lo que reasignar una unidad conforme al recorrido cerrado, disminuira el costo en 3.

Por lo tanto tomaremos la reasignacion para el recorrido cerrado de la casilla 2-1. Ademds para
determinar el nimero de unidades a reasignarse, convendra mover tantas como sea posible, dado que cada
unidad reasignada disminuira el costo. Este niimero sera el menor de aquellas casillas asignadas que forman
parte del recorrido cerrado que son donadoras de unidades. es decir, aquellas que disminuyen su asignacion.
En este caso las casillas donadoras son las 1-1 y la 2-2. como X es 6000 y X, es 3000, este numero sera
la cantidad de unidades reasignadas, con este cambio nuestra tabla quedara en la siguiente forma:

destino| Centro de| Centro de| Centro de

Ofertas
origen ventas 1 | ventas 2 | ventas 3
Centro de 24 18 1
prod. 1 3000 4500 7500
Centro de 53 20 19
prod. 2 3000 3500 6500

Demandas| 6000 4500 3500 14000

De la tabla observamos que con el intercambio de 3000 unidades, una casilla que era vacia es ahora
asignada (1a 2-1) y una casilla que era asignada es ahora vacia (la 2-2), lo cual hace que se siga cumpliendo
la condicidon de no degeneracion,

El costo de esta nueva distribucion es;

Ct=X1) Cpy + X2 Ca+ Xg) Cyp + Xp3Cp3
=(3000)(24) + ( 4500)(18) + { 3000)(23) + { 3500 19)
= 288,500.0

Con lo cual vemos que la distribucién actual disminuye el costo en 9000 unidades monetarias respecto a
la anterior.



Para saber si esta distribucion es la mejor, debemos evaluar los recorridos cerrados de sus casillas vacias,
si éstas son mayores o iguales que cero, nuestra distribucion sera la optima; en caso contrario, se debera
cambiar conforme al recorrido cerrado mas negativo que hubiese resultado.

Por lo tanto, procederemos a evaluar los recorridos cerrados para las casillas vacias 1-3 y 2-2:

Casilla 1-3:

Se envia una unidad a esta casilla tomandola de la casilla 2-3, lo cual desequilibra al primer y segundo
renglon, lo que se compensa enviando una unidad de la casilla 1-1 a la 2-1, con esto tendremos:

Recorrido cerrado=21- 19+ 23 - 24 =+1]

Casilla 2-2:

Se envia una unidad a esta casilla desde 1a 1-2, lo cual desequilibra los 2 renglones de la tabla, lo que se
soluciona con enviar una unidad de la casilla 2-1 ala 1-1, su valor sera:

Recorrido cerrado=20- 18 + 24 - 23 = +3

Por lo cual nuestra distribucion es la dptima.

Método Modi.

Este método consiste en obtener primeramente los valores de los coeficientes para los renglones t; y para
las columnas k con la férmula dada por la ecuacion (IX.8) la cual se aplica exclusivamente para casillas
asignadas:

ri+ Cij+kj= 0 Ec. ( 1X.8)

1
Donde :
= Coeficiente r para el renglon i
Cij = Costo de la casilla asignada ubicada en el renglon i y 1a columna j
kj = Coeficiente k para 1a celumna j

Por la condicién de no degeneracion habra (m+n-1) casillas asignadas y habrd m coeficientes de
renglones r; y n coeficientes de columnas k;, es decir, un total de (m+n) coeficientes desconocidos, por lo
que habra un grado de libertad. o sea que elegiremos arbitrariamente un coeficiente r; o kj y los restantes los
calcularemos aplicando la ecuacion (IX.8). Una vez definidos los coeficientes, calcularemos para cada casilla
vacia en que haya el valor de (r; + C + ki ) Si esta suma resulta negativa para una castila vacia dada, esto
significa que el asignar unidades de mercanc1a a esa casilla, hara disminuir el costo. Si ta suma de
(r;+C; +k) para la casilla vacia es positiva, significa por el contrario, que el asignar a esta casilla
mcrememara el costo. Por lo que una distribucién dada sera dptima, en el momento en que todas sus casillas
vacias tengan una sumatoria de (r;+ C; +k ) mayor o igual que cero. En caso contrario, se debera reasignar
en aquella casilla vacia para la cual su sumatona sea mas negativa. Esta reasignacion se hara conforme al
recorrido cerrado correspondiente para la casilla en cuestion, al igual que en el método anterior,

Este procedimiento lo ilustraremos resolviendo el mismo ejercicio del ejemplo anterior.

Ejemplo IX.7- Resolver la misma distribucion inicial para el problema del ejemplo IX.6 por el método
Modi.

Solucion:
La distribucion inicial es:



destino| Centro de| Centro de| Centro de
Ofertas
iaen ventas 1 | ventas 2 | ventas 3
Centro de 24 18 21
prod. 1 6000 1500 7500
Centro de 27 20 19
prod. 2 3000 3500 6500
Demandas{ 6000 4500 3500 14000

Aqui tendremos como incognitas a 5 coeficientes 1|, 1. k|, ky y k3, de los cuales debemos seleccionar
uno al azar para definirlo arbitrariamente.

En este caso elegiremos r) = 0.

Ahora aplicaremos la ecuacion (1X.8) para las 4 casillas asignadas:

Casilla 1-1:
rn+ Cll + kl =0
0+24+k; =0, k| =-24
Casilla 1-2:
1+ Cia+ky=0
0+ 18+ky=0 kp=-18
Casilia 2-2;
r2+C22+k2=0
rp+20-18=0,rp=-2
Casilla 2-3:

rp+Cyz+ky=0
2+ 19+k3=0kg=-17
De aqui obtendremos el valor de (r; + Cij + kj) para las casillas vacias:
Casilla 1-3:
r +Cl3+k3=0+2l -17=+4
Casilla 2-1:
r2+C2| +kyp=-2+23-24=-3

Por lo que debemeos reasignar unidades en la casilla 2-1, que ha resultado negativa conforme al recorrido
cerrado, el cual debera efectuarse enviando una unidad desde la casilla 1-1 y compensando las ofertas de
los renglones enviando una unidad de la casilla 2-2 a la 1-2, por lo que se deberan mover 3000 unidades.
Con estos movimientos nuestra tabla sera:



destino| Centro de| Centro de| Centro de| _
Ofertas
inan ventas 1 | ventas 2 | ventas 3 :
Centro de 04 18 21
-prod. 1 3000 4500 7500
Centro de 23 20 | 19
| pred. 2 3000 3500 6500
Demandas| 6000 4500 3500 14000
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Ahora debemos recalcular para esta tabla las r; ¥ ki, definiendo arbitrariamente una de ellas,
tomaremos ahora ky = 0, entonces al aplicar la Ec. (IX.8) a las casillas asignadas:

Casilla 1-1:

Casilla 1-2;

Casilla 2-1:

Casilla 2-3:

r]+Cll+k]=0
[ +24+0=0, ry=-24

r1+C12+k2=0
24+ 18+ ks =0,

ky=6

r2+C21+k1=0
ty+23+0=0, ry=-23

1’2+C23+k3:0

-23 + 19+ k3 =0,

Obtendremos ahora (rj+Cjj+k;) para las casillas vacias:

Casilla 1-3:

Casilla 2-2:

1+ Cl3+ky=-24+21+ 4=+

r2+C22+k2=-23+20+6=+3

k3=4

De aqui vemos que nuestra distribucién actual es ia ptima, 1a cual es ]a misma obtenida con el método
anterior, cuyo costo es Ct = 288,500.0.

Debemaos sefialar que cuando una casilla vacia en su evaluacion del recorrido cerrado para el método del
Cruce del Arroyo o bien en su valor de (r; + Cj; + kj) por el presente método, su valor sea cero, esto
significa que el asignar unidades en dicha casilla dara una distribucidn cuyo costo total empata con el de la
tabla actual. Por eso se establece que si al hacer las evaluaciones para las casillas vacias, los valores de éstas
resultan mayores o iguales que cero, sera la distribucién dptima, puesto que ya no habra otra que disminuya

mas el costo.

Como podemos ver, ambos métodos son muy parecidos y no existe una diferencia significativa para usar
uno u otro, por lo que puede emplearse el que ¢l lector desee.



Variantes en los problemas de transporte.
Aqui veremos 4 situaciones especiales que suelen aparecer en los problemas de transporte como son:
Oferta diferente de demanda, problemas de maximizacion, casos de degeneracién y rutas prohibidas.

Oferta diferente de demanda.

Suele suceder en los problemas reales de transporte que la oferta total de los centros de produccién no
coincide con la demanda total de los centros de venta o distribucion, a este tipo de situaciones suele
conocérsetes como problemas no equilibrados.

Para resolver éstos lo que se hace es crear un centro de produccion ficticio si la oferta es menor que la
demanda, o bien un centro de venta ficticio si la demanda es menor que la oferta, de tal forma que éstas se
igualen, lo cual implica que el centro ficticio manejard un namero de unidades exactamente igual a la
diferencia entre la oferta y la demanda,

A los costos de las casillas de la linea del centro ficticio se les fija un valor de cero y para obtener la
distribucién inicial por alguno de los métodos vistos anteriormente, 1a linea correspondiente al centro ficticio
no se toma en cuenta, sélo se asignaran sus casiltas por diferencias respecto al total de las ofertas y
demandas de los renglones y columnas de la tabla.

Presentaremos un ejercicio de este tipo para ilustrar lo que se ha sefialado:

Ejemplo IX.8.- Dada la siguiente tabla de un problema de transporte, obtener la distribucion optima
utilizando el método del Costo Menor por renglones para inicializar y el Modi para optimizar.

estino
_ w Y 4 Ofertas
angen
31 23 2B6
A 6000
27 30
B ' 5500
25 29 28
D 5000
23 28 77
E | 4000
0500
Demandas| 8000 6500 4500 19000

Solucién:

Lo primero sera crear un centro de ventas ficticio F, que tendra una demanda de 20500 - 19000 = 1500
uriidades, a fin de igualar la oferta y la demanda total, con casillas de costo cero, con esto nuestra tabla
equilibrada sera:



estino
w Y Z F Ofertas
|origen
3 23 26 0
A 6000
27 30 24 0
B 5500
25 29 28 0
D - 5000
23 28 27 0
E 4000
Pemandas | g 6500 4500 1500 20500

Ahora aplicaremos el método del Costo menor por renglon sin considerar las casillas de la columna F,
con esto nuestra tabla inicial sera;

estino
) w Y Z F Ofertas
origen
31 23 26 0
A 6000 6000
27 30 24 0
B 1000 4500 5500
25 29 28 0
D 5000 | 5000
23 28 27 0
E 2000 500 1500 4000
Demandas| gnq 6500 4500 1500 20500

Cuyo resumen de asignaciones fue:

1.- En el primer renglon se asignan 6000 unidades en la casilla mas baja en costo AY, lo que agota la
oferta.

2.- En el segundo renglon se asignan 4500 unidades a la casilla mas barata BZ, lo que satisface la
demanda. Se toma entonces la segunda casilla mas barata BW y se asignan 1000 unidades con lo que se
agota la oferta def renglon.

3.- En el tercer renglon asignamos S000 unidades en la casilla de menor costo, la DW, lo cual satisface la
oferta.

4.- En el cuarto renglon 1a casilla mas barata es Ja EW, la cual se asigna con 2000 unidades, que llena la
demanda de su columna. Se asigna luego la casilla EY con 500 unidades, lo que satisface la demanda de su
respectiva columna, para finalmente asignar la casiila EF con 1500 unidades lo que agota a la vez la oferta
de su renglon y la demanda de su columna,
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Eli costo de esta distribucion es:
Ct =(1000)(27) + (5000)(25) + (2000)(23) + (6000)(23) + (500)(28) + (4500)(24) + (1500)(0)
=458,000.0

De aqui pasaremos ahora a aplicar el Modi para la optimizacion, viendo que se cumple con la condicion
de no degeneracién. Tendremos como coeficientes a r, g, Ip ¥ TE para los renglones y kyy, ky, kz y kg
para las columnas, elegiremos al azar definir kyy = 0, para calcular las demas con la ec. (IX.8), al aplicarfa
a las casillas llenas:

Casilla BW:

Casilla DW:

Casilla EW;

Casilla EY:

Casilla AY:

Casilla BZ:

Casilla EF:

rB+CBw+kW=0
TB+27+0=0, I'B‘-'—'-Z'f

i+ Cpw+kw=0
p+25+0=0, mH=-25

rE+CEw+kW =0
rE+23+0=0, rg=-23

rE+ Cpy + ky=0
-23+ 28+ ky =0, ky=-5

A+ Cay+ ky=0
TAT 23-5=0, ra =-18

gt Cpz tkz=0
-27+24+ky =0 kz=3

I‘E+CEF+|{F=0
—23+0+kF=0, kF=23

Obtendremos ahora los valores de (r; + C;: + k;) para las casillas vacias:
i ij7 %

Casilla AW:
Casilla AZ;
Casilla AF:
CasillaBY:
Casilla BF:
Casilla DY:
Casilla DZ;
Casilla DF:
Casilla EZ:

ra +CAW4‘kW=-|8+3| +0=+13
A+ CAz+kz=—]8+26+3=+l]
rAa t CpAp+kp=-18+0+23 =45
rg+ CBY+ ky=-27+30-5=-2
rB‘i‘CBF+kF=-27+0+23=-4
T Cpy+ ky=-25+29-5=-]
o+ CDz+kz=—25+23+3=+6
m+ CDF+kF=-25+0+23=-2
tg+ Cpz+kz=-23+27+3=+7

Aqui la casilla mas negativa es la BF, en la cual deberemos asignar unidades en el recorrido cerrado
que le corresponde, que sera: enviar desde la EF a la BF, compensando con enviar desde la BW a la EW,
aqui las celdas donadoras son la EF y la BW, debiendo transferir entonces 1000 unidades que es la cantidad
menor de las celdas donadoras. Con este movimiento nuestra tabla quedara de la manera siguiente:



estino :
W Y Z F Ofertas
_origen
31 23 26 0
A X _6000 X X 6000
27 30 24 0
B X X 4500 1000 5500
25 29| | 28 0
D 5000 X X X 5000
23 28 27 0
E 3000 500 X 500 4000
Demandas| 8000 6500 4500 1500 ' 20500

El costo de esta distribucion es:
Ct = (6000)(23) + (5000)(25) + (3000)(23) + (500)(28) + (4500)(24) + (1000)(0) + (500)(0)
=454,000.0

Con lo que vemos que el costo ha disminuido en 4000 unidades monetarias, por enviar 1000 unidades
desde la casilla BW con costo unitario de 27 hacia la casilla EW con un costo unitario de 23, por lo que el
ahorro es de 4x1000= 4000 unidades monetarias. :

Ahora procederemos a obtener los coeficientes r; y _kj, definiendo ahora a kg = 10 y calculando las
restantes por 1a Ec, (IX.8):

Casilla BF:
1B+ CpFp* kg =0
g+ 0+10=0, rg=-10
Casilla EF:
rE+CEF+kF=0
rE+0+10=0, rE=-|0
Casilla BZ:
rB+C32+kZ=0
-0+ 24+ kz=0, kzy=-14
CasillaEY:
re+Cgyt+ ky=0
-10+28+ ky=0, ky=-18
Casilla EW;
rE+CEw+kW=0
A0+ 23+ kyw=0. kyw=-13
Casilla DW:
't Cpw*kw=0
p+25-13=0,rp=-12
Casilla AY:

At CAY+ kY=0
rTA+23-18=0,rg =-5



Ahora estimaremos los valores de (r; + Cj; + kj) para las casillas vacias:

Casilla AW: TA +CAw+kW=-5+3l-|3=+l3

CasillaAZ: rp +Cpz+ky=-5+26-14=+7

Casilla AF: rp +CpAp+kp=-5+0+10=+5

Casilla BW: gt CBw+kw-lo+27-13=+4

CasillaBY: rg+ Cgy + ky=-10+30-18=+2

CasillaDY: rp+ Cpy*+ ky=-12+29-18=-]

CasilaDZ: rp+ Cpz+kz=-12+28-14=1+2

CasillaDF: rpy+ Cpp+kp=-12+0+10=-2

Casilla EZ: et CEz+kZ=-IO+27- 14=+3

Aqui vemos que la casilla mas negativa es la DF, para la cual el recorrido cerrado es enviar unidades a
elia de la casilla EF y compensar los renglones enviando de ta casilla DW a la EW. El nimero minima de
las asignaciones de las casillas donadoras, EF y DW es 500, que seran las unidades a transferir.

Con esto nuestra tabla sera ahora;

estino
W Y Z F Ofertas
arigen
31 23 26 0
A X 6000 X X 6000
27 30 24 0
B X X 4500 1000 5500
25 29 28 0
D 4500 X X 500 5000
23 |- 28 27 0
E 3500 500 X X 4000
Demandas| 8000 6500 4500 1500 20500

Cuyo costo es : .
Ct = (6000)(23) + ( 4500)(24) + (1000)(0) + (SO0)0) + (4500)(25) + (3500)(23) + (500)(28)
= 453,000.0

Una disminucion de 1000 unidades monetarias respecto a la distribucién anterior, ahorro de 500 x (25-
23) = 1000 por transferir 500 unidades de la casilla DW alaEW,

Debemos volver a calcular los coeficientes Ny kj, fijaremos rg = 0 en este caso y estimaremos los
restantes por la Ec. (1X.8):

Casilla BZ:
rg + CBZ + kz =0
0+24+kz=0, kz=-24
Casilla BF:
gt CBF + kF =0
0+0+kg=0, kp=0
Casilla DF:
mt CDF + kF =0
rp+0+0=0, tp=0
Casilla DW:

D+ Cpw* ky =0
0+ 25+ kyy = 0,kyy =-25



Casilla EW:
g+ CEw tkw =0
I'E+23-25=0,1'E=+2
CasillaEY:
g+ Cey ky=0
2+28+ ky=0, ky=-30
Casilla AY:

rat CAY+ kYIO
TA+ 23-30=0, ]'A=+7

Evaluaremos ahota (r; + Cij + kj) para las casillas vacias:

Casilla AW: rp+ Caw +kw=7+31-25=+13
Casilla AZ: 1o+ Caz +kz=7+26-24=+9
Casilla AF: rp+ Cop +kp=7+0+0=+47
Casilla BW: rg+ CBW +kW=O+ 27-25=+2
CasillaBY: rg+ Cgy +ky=0+30-30=0
Casilla DY: l’D+ CDY +kY=0+ 20-30=-1
CasilaDZ: rp+ Cpz +kz=0+ 28 - 24=+4
CasillaEZ: rg+ Cgz +kz=2+27-24=+45
CasilaEF. rg+ Cgg +kp=2+0+0=+2

Con lo que vemos que la distribucion no es la dptima, pues la casilla DY es negativa, siendo ella hacfia
donde debemos transferir unidades. Su recorrido cerrado sera enviar mercancias de la casilla EY ala DY y
equilibrar los renglones reexpidiendo de la DW ala EW. Las casillas donadoras son la EY y la DW, por lo

que transferiremos 500 unidades, con esto nuestra tabla quedara:

estino
W Y z F Ofertas
prigen
31 23 26 1 O
A X 6000 X X 6000
27 30 24 0
B X X 4500 1000 5500
25 29 28 0
D 4000 500 X 500 5000
23 28 27 | o
E 4000 X X X 4000
Demandas| 8000 6500 4500 1500 20500

Cuyo costo sera:

Ct = (4000)(25) + (4000)(23) + (6000)(23) + (500)(29) + (4500)(24) + (1000} ( 0) + (5004 D)
=452,500.0

Representando un ahorro de 500 unidades monetarias con respecto a la tabla anterior.

Nuevamente calcularemos ias r; y kj. definiendo kg = 0 y estimando las restantes por la Ec. (IX.8)



Casilla BF:
gt CBF + kF =0
rg+0+0 =0, rg=0
Casilla DF:
mpt CDF + kF =0
ipt0+0 =0, rp=0
Casilla BZ:
rg + CBZ + kZ =0
0+24+kz=0, kz=-24
CasillaDY:
mpt CDY + kY =0
0+ 29+ ky =0, kY=-29
Casilla DW:
mt CDW + kw =0
0+25+kw=0, kW=-25
Casilla AY: _
tat CAY + kY =0
: rA+23-29=0,rA=+6
Casilla EW:

rE+CEw+kW=0
l'E+23-25=0,1‘E_—'+2

Volviendo a evaluar las casillas vacias, tendremos:
Casilla AW: rp+ Caw +kyw=6+31-25=+12
Casilla AZ: Tat CAZ'i'kz‘—" 6+26-24= +8
Casilla AF: rp+ CAptkp= 6+0+0= +6
CasillaBW: tg+ Cgy + ky =0+27-25=+2
Casilla BY: rB+CBY + kY=0+30-29=+]
CasillaDZ: rp+ Cpz+kz=0+28-24=+4
CasillaEY: rg+Cgpy+ ky =2+ 28-29=1+]
CasillaEZ: rp+ Cgz + kKz=2+27-24=+5
Casilla EF: g+ CEF + kF= 2+0+0=+2

Lo cual nos indica que la distribucion es ta éptima,

Hemos visto aqui cdmo el método Modi ha logrado la sotucién del problema en 3 iteractones, por lo que
la distribucién inicial obtenida con el método del Costo Menor no ha sido muy buena. En comparacion a
esto podemos sefialar que el método de Vogel obtiene al aplicarlo al problema como distribucién inicial la
tabla dptima, que nos da una clara idea de su superioridad respecto al método actual.

Problemas de Maximizacion,

Hay casos de transporte en donde aparecen problemas de programacién lineal en los que debera
maximizarse una utilidad o un ingreso y no minimizar un costo como es la situacién tipica que hemeos visto
hasta ahora. '

Para estas ocasiones se aplica la metedologia descrita en los incisos anteriores con pequenos cambios
que es conveniente sefialar.

Por principio, diremos que la matriz incluird en cada casilla en su recuadro superior derecho, a la
utilidad o bien, el ingreso individual correspondiente a esa castlla por enviar mercancias del origen i al
destino j respectivos. La funcion objetivo seré la utilidad o el ingreso total, el cual debera maximizarse.

En lo referente a los métodos de inicializacién, comentaremos que el de la Esquina Noroeste no sufre
ninguna modificacién: el método del Costo Menor , buscara ahora per renglén o por cotumna, segin el tipo



que se trate, de asignar aquellas casillas que tengan la utilidad mayor en cada caso, el método Mutuamente
Preferido de manera similar seleccionara para asignaciones a aquellas casillas que sean a la vez las de
maxima utilidad del renglén y de la columna a la gue pertenecen; el Voge! buscara las diferencias para cada
renglén y para cada columna entre la casilla de mayor utilidad y la que le sigue; por su parte el método
Russell, elegira ahora aquella casilla que obtenga el minimo valor de Aij’ conforme a la Ec. (IX.6), solo que
ahora «; sera la utilidad menor del renglon i, Bj sera la minima utihdad de la columna j y C,-j sera la
utilidad de la casilla en cuestion.

Por su parte, para los métodos de optimizacion, el del Cruce del Arroyo buscara asignar en aquella casilla
vacia que haya obtenido el maximo valor del recorrido cerrado y la solucion optima se habra obtenido
cuando todos los valores de los recorridos cerrados sean menores o iguales a cero. El método Modi de
manera similar, asignard en aquella casilla vacia que tenga el valor mayor de (ri+Cij+kj) y la solucién
éptima se hallara cuando estos valores sean menores o iguales a cero para todas las casillas vacias.

Para una idea mas clara de to antes descrito, presentaremos un ejercicio.

Ejemplo IX.9.- Maximizar la utilidad en el problema de transporte siguiente.

desting
arigen W Y Z oferta
; 10 8 131 7500
B 13 1 9 6000
D 11 | 12 10 5500
demanda 8000 6700 4360 19000

Utilicese el método de Russell para la distribucion inicial y el método Modi para la optimizacidn,

Solucion:

Conforme a la visto anteriormente para el método de Russell, aplicaremos la Ec. ([X.6) para cada una de
las 9 casillas:

Aaw = ap thw-Caw Apy=apat+tPy-Cay
=8+ 10-10=8 ==8+8-8=8
Apz=aptPz-Caz Apw =oup tBw - Cpw
=8+9-13=4 =9+10-13=6
Agy =ag *Py -Cpy Agz=ag+pz-Cpz
=0+8-11=6 =90+9.9=09
Apw=up+ Bw - Cpw Apy=ap t+ By -Cpy
=10+10-11=9 =10+8-12=6

Apz=ap+PBz-Cpz
=10+9-10=9

Donde vemos que la Aij con el minimo valor es la de la casilla del primer renglon y la tercera columna
Ap 7, casilla AZ, a la que se le asignaran 4300 unidades, lo que agetara la demanda de ta columna, con lo
cual nuestra tabla quedara ahora de la manera siguiente:



156 —

desting

icen w Y Z oferta

A 10 8 13
4300 7500

13 11 g

B_. 1 x 6000

- 11 12 10
D X 5500
demanda | 8000 6700 4300 | 19000

Volvemos a estimar la Aij para la parte de la tabla que todavia no es asignada,

S AawTapat By - Caw Apy=op+Py-Cpy
=8+10-10=8 =8+8-8=38
Apw = og tBw - Cpw Ay =ag t+ Py -Cgpy
=11+10-13=8 =11+8-11=8
Apw =ap +Bw -Cpw ' Apy=ap+PBy-Cpy
=11+10-11=10 =11+8-12=7

La Apy es ahora la minima, por lo tanto asignaremos a la casilla DY con 5500 unidades, lo que Nenara
la oferta del tercer rengldn, con lo que nuestra tabla sera: :

desting
origen w Y Z oferta
10 8 ' 13

A ' 4300 7500

B 13 11 9
X 6000

b 11 12 10
X 5500 X 5500
demanda 8000 6700 4300 19000

Volveremos a calcular Aij para la parte no asignada de 1a distribucién:

Aaw =ap Py -Caw Bpay=ap+By -Cpay

=8+10-10=8 =8+8-8=3
Apw=cag + By -Cpw Apy =agt Py -Cpy
=11+10-13=8 =11+8-11=8

Aqui las 4 casillas estin empatadas, por lo que al azar elegiremos la BW, la que se asignara con 6000
unidades, lo cual satisfari ta oferta del segundo renglon. Las restantes casillas se llenan por diferencia,
quedando entonces la tabla de la sigui‘ente manera:



destind
arigen W Y Z oferta
A 1 8 13
2000 1200 0 7500
B 13 11 9
8000 X X 6000
D ' 11 12 - 110 :
X 5500 X 5500
demanda 8000 6700 4300 19000

Cuya utilidad es :
U= (2000)(10} + (1200)(8) + (4300)(13) +{6000)(13) + (5500)(12)
: =12290,500.0

Aqui vemos que se cumple la condicién de no degeneracion. por lo que aplicaremos el Modi, definiendo
arbitrariamente r o = 0, los demas coeficientes los determinaremos con la ec. (IX.8):

Casilla AW:
rAa tCAwtkyw=0
0+ 10+kw=0,kw=-10
Casilla AY:
I'A + CAY+kY=0
0+8+ky=0, ky =-8
Casilla AZ:
rp ¥ Caoztkz=0
0+l3+k2=0q kZ=-13
Casilla BW:
I’B + CBW+kW=0
g + 13-10=0, rg =-3
Casilla DY:

3] + CDY+kY=0
m+12-8=0, ip=-4

Ahora calcularemos los valores de (ri+Cij+kj) para las casillas vacias;

CasillaBY: rB+CBY +kY=-3+|]—3=0
Casilla BZ: rg + Cgz tkz=-3+9-13=-7
Casilla DW: m + Cpwrkw=4+11-10=-3
Casilla DZ: ip ¥+ Cpz+kz=-4+10-13=-7

Con esto vemos que la distribucion es la optima, pues solo habra otra tabla diferente que empataria en
utilidad con la actual, si asignaramos unidades a 1a BY conforme al recorrido cerrado correspendiente. En
este problema el método Russell ha dado el éptimo con su distribucion inicial.
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Degeneracidn.

Esta sucede cuando no se cumple la ecuacion (1X.7), presentindose entonces el problema de que el
numero de variables basicas (casillas asignadas) no es el adecuado para proceder a optimizar la tabla de la
distribucidn correspondiente. La situacién usual es que haya un nimero menor de casillas asignadas al
sefialado por la Ec. (IX.7), debiendo entonces llevarse a cabo el procedimiento que vamos a explicar.

La degeneracién puede aparecer en una tabla de distribucién inicial o en una intermedia. Cuando se trata
del primer caso, lo que puede hacerse es buscar otra distribucién inicial por medio de otro método de
inicializacion diferente al que se empled cuando se dio la degeneracion.

Esta suele presentarse en distribuciones iniciales cuando una casilla elegida para ser asignada satisface
simultaneamente la oferta del renglon y la demanda de la columna, con la excepeion de la altima casilla de
la tabla por asignar, la cual siempre agotara la oferta y la demanda a la vez.

Dado que el caso tipico es que falte una casilla asignada para resolver la degeneracion, el procedimiento
que se sigue es:

Se asignara esa casilla faltante con una cantidad muy pequefia, la que dengminaremos e, de modo que la
suma de asignaciones por renglon y columna no se alteren, es decir, que se sigan cumpliendo la igualdades
de las sumas horizontales con las ofertas y las verticales con las demandas. Con esto tendremos una casilla
asignada mas, con lo cual la resolucién del problema podra seguirse normalmente.

El criterio para elegir la casilla que se asignara con e unidades es: }

1.- De las casillas vacias disponibles se toma aquella de menor costo si el problema es
de minimizacion, o la-de mayor utilidad si el problema es de maximizacién.

2.- Checar que las casillas que permanecen vacias tengan cada una su recorrido
cerrado. Si esto se cumple, la casilla seleccionada en el paso | es elegible; de lo
contrario, se vuelve al paso anterior aplicandolo a las casillas vacias restantes.

A continuacién presentaremos un ejemplo;
Ejemplo IX. 10.- Obtener la distribucién de costo minimo.

destino
brigen 1 2 3 Ofertas
14 10 12
1 7000
5 9 11 10
—! 6000
11 12 11
3 5000
Demandas|  gogg 6000 6000 - | 18000

Solucién:
Aplicaremos el método Mutuamente Preferido para la distribucion inicial, listando las casillas de menor
costo para cada linea:

Linea Casilla de menor costo
Renglon 1 1-2
Renglon 2 2-1
Renglon 3 3-1,3-3
Columna 1| 2-1
Columna 2 1-2

Columna 3 2-3



De la lista vemos que hay 2 casillas que son simultineamente las de menor costo del rengléon y de la
columna a la que pertenecen: La 1-2 y la 2-1. La }-2 se asignara con 6000 unidades, lo que agota la
demanda de la columna. La casilla 2-1 se asigna con 6000 unidades, lo cual satisface a la vez a 1a oferta del
renglén y la demanda de la columna (situacion de degeneracion ). El resto de la tabla se asignara por
diferencias respecto a las ofertas y las demandas totales. Con esto nuestra distribucién inicial serd;

destino

, 1 2 3 Ofertas
origen

1 14 10 12

6000 1Q00 7000
) 9 1 | |10
11 12 11
3
X X 5000 5000

Demandas| g0 6000 6000 | 18000

La cual no cumple la condicién de no degeneracion, pues sélo tiene 4 casillas asignadas. Por lo tanto
debemos hallar una casilla asignable conforme a las condiciones establecidas anteriormente.

De las casillas vacias, la de menor costo es la 2-3. con costo de 10. Si a ésta le asignamos la cantidad e,
nuestra tabla es:

destino
1 2 3
origen _ Ofertas
’ 14 10 12
6000 1000 7000
2 9 11 10
6000 € 6000
11 12 11
3
5000 5000
Demandas| 6000 6000 6000 18000

Ahora s6lo tendremos que ¢hecar los recorridos cerrados de 1as casilias vacias:

Casilla 1-1: Enviar unidades de la casilla 1-3 ala 1-1 y compensar las columnas con el envio de unidades
dela2-1ala2-3.

Recorrido cerrado= 14 - 12+ 10-9=+3

Casilla 2-2: Enviar unidades de la casilla 1-2 a 1a 2-2 y compensar tos renglones con enviar unidades de
la2-3alal-3.

Recorrido cerrado=11- 10+ 12-10=+3



Casilla 3-1: Enviar unidades de la casilla 2-1 ala 3-1y compensar los renglones con reexpedir unidades
dela 3-3 ala2-3.

Recorrido cerrado=11-9+ 10- 11 =+1

Casilia 3-2: Enviar unidades de la casilla 1-2 a la 3-2 y equilibrar los renglones enviando unidades de la
3-3alal-3.

Recorrido cerrado = 12- 10+ 12- 11 =+3
Con esto vemos que las 4 casillas vacias tuvieron su respectivo recorrido cerrado y cémo también los

valores de éstas fueron mayores o iguales que cero, por lo tanto nuestra distribucién es la Gptima, siendo la
solucidn al problema.

destino
1 2 3
brigen Ofertas
1 14 10 12
6000 1000 7000
5 9 11 10
600Q - 6000
11 12 11
3
5000 5000
Demandas| go00 | 6000 6000 | 18000

Con un costo total de :
Ct = (6000)(9) + (6000)(1 0) + (1000)(12) + {(5000)(11) .
= 181,000.0

Que es la solucion de costo minimo y es ademas degenerada,

Rutas prohibidas,

Existen problemas de transporte en los cuales habra rutas que por distintas causas no pueden llevarse a
cabo, es la situacién de tas rutas prohibidas, éstas se manejan como una casilla cualquiera en la tabla de
transporte normal a la cual se le pondra un costo muy elevado, usuaimente representado como M, con lo que
si la casilla llegase a tener alguna asignacién, el método de optimizacién tendera a eliminarsela. Esto lo
ilustraremos con un caso.

Ejemplo IX.11.- La compaiiia Transportes del Centro tiene un contrato para fletear varillas de 2
fabricas situadas en México y Monterrey, hacia 4 ciudades que son Querétaro, San Luis Potosi, Guadalajara
y Tampico,



Ciudad
Querétaro
San Luis Potosi
Guadalajara

Tampi

co

Total
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Las producciones de las 2 fabricas son de 10,000 y 8,000 toneladas mensuales para México y Monterrey
respectivamente,
Las 4 ciudades tienen pedidos por las sigwentes cantidades:

Pedido mensual, toneladas
4,500
3,000
8,500
2,000
18,000
Debide a que no existen buenas carreteras en el tramo Monterrey-Tampico, esta ruta esta descartada.
La tabla de costos del fleteo por tonelada en NS es la siguiente:

Destino . . .
Origen Quereétaro S.L.P. Guadalajara Tampico
Mexico 45 48 49 53
Monterrey 50 49 48 —

Encontrar 1a forma de efectuar los fletes a un costo total minimo.
Utilicese el métado de 1a Esquina Naroeste para inicializar el problema y el Modi para la optimizacion.

Solucion:

Lo primero ser4 acomodar la informacion del problema en una tabla de transporte. la cual sera:

Destino

Origen Queretaro S.L.P Guadalajara Tampico Ofertas
México 1 L48. L4 1231 40000
Monterrey L 50, [49] 148 L] 8000
Demandas 4500 3000 8500 2000 18000
La cual al inicializar con el método de la Esquina Noroeste quedara de la forma siguiente:
Origell?estino Querétaro S.L.P. Guadalajara Tampico Ofertas
Mexico 4500 ] 3000 2500 = X 21 10000
Monterrey X 0 X = 6000 = 2000 = 8000
Demandas 4500 3000 8500 2000 18000

Cuyo costo es:

Ct=1757,000.0 + 2,000.0 (M)

Aqui vemos que la condicion de no degeneracion esta satisfecha, pero que la casilla correspondiente a la
ruta prohibida esta asignada, por lo que aplicaremos el Medi normalmente, para que éste la elimine.
Fijaremos al azar fiww. = 0, entonces al aplicar la Ec. (IN.8) a las casillas asignadas tendremos:



Casilla México-Querétara:
' "™Méx + CMéx-Qro * kQro =0
: 0+45+ kgro=0. KQro =-45
Casilla México-S. L. P:
™™Méx ¥ CMéx-sLP+ ksLp="0
0+48+ kg p=0, kg p=-48
Casilla México-Guadalajara:
"™Méx * CMeéx-Guadt KGuad =0
0+49+ kguad =0, kGuad =49
Casilla Monterrey-Guadalajara:
™My CM?{-Guad + kGuad=0
Mty + 48-49=0,  nyy =+

Casilia Monterrey-Tampico:

"Mty * CMty-Tam * kTam=0
1+ M+ kyam =0,  kpgm=-1-M

Obtendremos ahora el valor de las (r; + Cij + kj) para las casillas vacias:

Casilia Mexico-Tampico : ™™Meéx + CMéx-Tam * kTam=0+53-1-M=52-M
Casilla Monterrey-Querétaro: ™Mty + CMity-Qro * kQro=1+50-45=+6
Casilla Monterrey-San Luis Potosi: ™Mty T CMity-SLP+ kgLp=1+49-48=+2

La unica casilla negativa es 1a México-Tampico, la cual conforme al recorride cerrado debemos pasarle
unidades de varilla de la Monterrey-Tampico y equilibrar los renglones enviando varilla de 1a casilla de
Meéxico-Guadalajara a la Monterrey-Guadalajara. El nimero menor de las 2 celdas donadoras es 2000, por
lo que ésta sera la cantidad a reasignar.

Con estos cambios nuestra tabla quedara ahora:

Destino . . .
Origen Querétaro S.L.P Guadalajara | Tampico Ofertas
. | 45 | 48 [ 49 153
MEXI‘(T.O 4500 3000 500 2000 10000
[ 50 49 [ 48 Lm
Monterrey X X 8000 X 8000
Demandas 4500 3000 8500 2000 18000
Con un costo de : B
Ct = 861,000.0

Volveremos a fijar 4, =0 y aplicar la Ec. (IX.8) a las casillas asignadas, para obtener los demés
coeficientes;

Casilla México-Querétaro:
"Méx + CMéx-Qro + kQro=0
0+45+ er°=0, er0=-45

Casilla México-San Luis Potosi:

"Méx * CMeéx-SLP+ ksLp=0
0+48 + kSLP =0, kSLP =-48

Casilla México-Guadalajara;

TMéx * CMéx-Guad® KGuad =90
0+ 49 + kGuad =0, kGuad =-49



Casilla México-Tampico:

Meéx + CMéx-Tam * KTam™ ¢
0+ 53+ kpam =0, kram=-33

Casilla Monterrey-Guadalajara;

"Mty © CMty-Guad * KGuad =0
™Mty * 48 -49=0, thy—Jrl

Obtendremos nuevamente el vator de (r; + ClJ + k } para las casillas vacias:
Casilla Monterrey-Querétaro: "Mty + CMty % + ka 1+50-45=+6
Casilla Monterrey-San Luis Potosi: ™Mty * CMity-SLP + kg p=1+49-48=+2

Aqui ya no calculamos la casilla Monterrey-Tampico por ser la ruta prohibida. Por lo tanto, esta
distribucion es la optima del problema.

Casos especiales de Transporte.

En este inciso incluiremos 3 casos que aparecen con frecuencia en los ambitos administrativos, los cuales
son : Problemas de Programacién de Produccion, Problemas de Asignacién y Problemas de Transbordo, los
cuales presentaremos a continuacion:

Programacion de Produccion,

Este tipo de casos es muy frecuente en las empresas, pues es usual que se presenten situaciones en las
cuales haya periodos cuyas capacidades instaladas de produccion no coincidan con la demanda del producto,
por lo que habra que planear inteligentemente la produccion a fin de satisfacer las demandas y hacerlo a un
costo total minimo.

Es aqui donde interviene la investigacion de operaciones para estos problemas, que pueden plantearse
como casos de transporte, en los cuales las capacidades de produccion constituyen las ofertas y los consumos
de articulos para cada periodo seran las demandas del problema. :

Debemos tener en cuenta que pueden programarse turnos extras de produccion, asi como manejar un
inventario inicial, los cuales incrementarian las ofertas en caso que esto fuese necesario.

El costo de un articulo se elevara si éste tiene que almacenarse para ser consumido en un perlodo
posterior, por concepto de mantenimiento del inventario, el que normalmente se expresa como un porcentaje
del costo del producto.

En este tipo de problemas habra rutas prohibidas, las cuales seran aquellas en las que el origen sea un
periodo dado de produccién y el destino un periodo anterior para la demanda, dado que esto no seria posible
puesto que no podemos consumir un articulo que atn no ha sido producido. Otra ruta prohibida seria tomar
como origen al inventario inicial y como destino un centro de demanda ficticio, ya que el inventario inicial
en caso de requerirse para completar las ofertas. se manejara para que sea consumido realmente.

Presentaremes un ejercicio para ilustrar lo anteriormente descrito:

Ejemplo 1X.12.- Un fabricante de chamarras tiene que programar su produccién para la proxima temporada
de invierno para la cual su demanda es la siguiente : Diciembre 1500 piezas. Enero 2000 y Febrero 1300.

Su capacidad normal de produccion es de 1000 piezas mensuales con un costo de N$ 175 por unidad.
Puede programar turnos extras para fabricar hasta 600 piezas por nes a un costo de N$ 250 por unidad.

Si desea iniciar con un inventario de 300 piezas, ;Como debera programar su produccion para cumplir
sus demandas a un costo total minimo?

El costo de mantener almacenada una chamarra es de N$ 30 mensuales.

Solucion:

Para este problema los origenes seran las capacidades mensuales de produccion de cada mes, la
capacidad con turnos extras y el inventario inicial, mientras que los destinos seran las demandas de
chamarras de cada mes, asi como también un centro ficticio de demanda a fin de igualar el total de las
demandas con el de las ofertas.



Los costos estan sefialados en el enunciado del problema. Asignaremos como M al costo de producir
piezas en un mes dado para ser vendido en un periodo anterior. asi como también para la casilia cuyo origen
es el inventanio inicial y destino el centro ficticio. Las demas casillas de 1a columna de éste, llevaran costo
cero. Cada casilla que corresponda a un origen de un centro de produccion dado o el inventario inicial ya
un destino de un periodo posterior de consumo, incrementard su costo en N$ 30 por concepto de
mantenimiento de almacén.

Con esto, nuestra tabla de transporte correspondiente al problema sera:

estino | Demanda | Demanda | Demanda | Demanda Ofertas
Oricen Diciembre| Enero Febrero Ficticia
Prod Norm 175 205 [ 235 | O
Diciembre| 1000 1000
Prod Ex 250 280 310 | O
Diciembre| 200 400 600
Prod Norm Lm ]| [1z5] [ 205 Lo
Enero 1000 _‘ 1000
Prod Ex [ M | L25_0_ [ 280 L O]
Enero 600 ' 600
Prod Norm LM | L M| [175 ] Lo
Febrero 1000 -| 1000
Prod Ex L M| LM [ 250 L o]
Febrero 300 300 600
Inventario L_0 [ 30] L 60] LM
Inicial 300 300
Demandas | 1500 2000 1300 300 5100

La cual esta inicializada con el método de Vogel que aunque da una distribucion degenerada, es la
solucion del problema, lo cual podria comprobarse con asignar £ unidades en |a casilla del segundo renglon
y cuarta columna para romper la degeneracion.

El costo total es Ci = N$ 912,000.0

Problemas de Asignacion. .

Estos problemas tratan de asignar trabajadores a distintas tareas, considerando los tiempos que tardan en
desempeifiarlas. teniendo como objetivo minimizar el tiempo total. Los trabajadores se consideran como
origenes y las tareas como destinos con todas las ofertas y demandas iguales a la unidad. de modo que si el
numero de trabajadores no fuera igual al de las tareas (oferta diferente de demanda), se crearan tareas o
trabajadores ficticios de tal forma que el nimero de ambos se iguale. Los costos Cij vendran representados
por los tiempos que tarda un trabajador i en ejecutar una tarea j.

El metodo norma! de transporte es inadecuado para resolver este tipo de problemas, pues cae en
degeneracién debido a que cada casilla que se asigha con ta unidad. satisface a la vez la oferta de su renglon
y la demanda de su columna. por lo que al hacer varias asignaciones de casillas en una tabla de transporte,
el nimero de casillas asignadas quedara muy por debajo de las necesarias para cumplir con la condicion de
no degeneracion.



Método Hiingaro.
Un método mas apropiado para este tipo especial de problemas es el Método Hiingaro, el cual consiste en
los siguientes pasos:
Paso 1.- Colocar la informacién del problema en la matriz de asignacidon donde los
elementos de 1a misma seran los tiempos en los cuales los trabajadores ubicados como
renglones, ejecutan las tareas, situadas como columnas.
Paso 2.- Identificar el menor elemento de cada rengion y restarselo a cada uno de los
elementos del renglon en el que fue localizado.
Paso 3.- Identificar el menor elemento de cada columna y restarselo a cada uno de los
elementos de la columna en la que se encontrd.
Paso 4.- Verificar la convergencia, la cual consiste en checar si en ia matriz de
asignacion hay n elementos cero, siendo n el nimero de lineas de que consta la matriz,
ubicados de tal forma que cada renglén y cada columna’tenga uno de ellos sin que se
repita ninguno en un mismo renglén o en una misma columna. Si esto se cumple el
problema habra sido resuelto, siendo la solucion del mismo precisamente el asignar
conforme a la ubicacion de estos n ceros.
En caso que la convergencia no se satisfaga, ir al paso siguiente.
Paso 5.- Cubrir todos los ceros de la matriz de asignacién con el menor numero posible
de lineas horizontales y verticales, donde cada una de éstas debera pasar por todo el
renglon y/o columna a la que corresponde. El nimero total de lineas debera ser menor
an. _ ) .
Paso 6.- Localizar el menor elemento de la matriz que no esté cubierto por ninguna.
linea, el cual debera restarse a cada elemento no cubierto por ninguna linea y sumarse
a cada elemento cubierto por 2 lineas. o ' '
De aqui se regresa al paso 4.
Presentaremos un caso para ilustrar el uso de este método.
Ejemplo EX. 13.- El jefe de turno de una fabrica estd buscando la manera optima de asignar 6
trabajadores a 5 tareas distintas. Dispone de una tabla en la que agrupa los tiempos en minutos que tarda
cada trabajador para efectuar cada tarea.

ta=
eq 1 2 3 4 5
ab

1| 64| 60| 56| 58| 56

2 | 60| 58| 59| 57| 49

3| 61| 57| 81| 59| 53

4 59| 59| 64| 61| 52

51 66| 61| 60| 63| 55

6 63 65| 62| 60] 54

¢, Como debera asignar a sus trabajadores de forma que se minimice el tiempo total?,

Solucidn;
Aplicaremos el método Hungaro, debiendo asignar una sexta tarea ficticia con tiempos cero para
completar la matriz de 6x6, la cual conforme al paso 1, sera:



361 57 81 53 53 0

4 | 59 59 B4 61 52 O

El paso 2 no altera la matriz , dado que cada renglén tiene un cero (el elemento de la sexta columna) el
cual al restarse deja igual a ta matriz. :

Conforme al paso 3, restaremos a cada columna el menor elemento de la misma, es decir: en la primera
columna se restara 59, en la segunda se restara 57. 56 se restara a la tercera, 57 a la cuarta, 49 a la quinta y
0 a la sexta, con estos cambios la matriz, sera ahora:

1 2 3 4 5 6

1 5 3 0 1 7 0

6 4 8 6 3 5 0

Aqui vemos que la convergencia no se logra dado que los Unicos ceros del quinto y sexto rengldn se
repiten en la misma columna, por lo que de acuerdo al paso 5 cubriremos los ceros de la matriz con el
menor nimero de lineas posible, con esto tendremos:



4 - o o ‘ =
1 pe ] =] v | [
L | 4 4 o O 5
= 1 1 o] U |9}
~ & o M
12 O 5 2 4
p. | O = o
% 0 2 8 4 3

Lo que hemos logrado con 5 lineas.

Ahora conforme al paso 6, el menor elemento no cubierto por ninguna linea es el 3 que se halla situado
en el sexto renglon y 1a cuarta columna, el cual restaremos a los elementos no cubierios por ninguna linea
en la matriz (elementos del 5 y 6 renglon con excepcion de los de la sexta columna). Ademas le
sumaremos el 3 a los elementos cubiertos por 2 lineas (4 primeros elementos de la sexta columna). Con estas
modificaciones, la matriz quedara ¢n la siguiente forma:

1 2 3 4 5 8

La cual ya satisface la convergencia al tener en cada renglon y cada columna un cero que no se repite ,
los que hemos sefialado con un asterisco en la matriz, indicando su posicion la manera en que se han de
asignar los trabajadores a las tareas, cuya solucion presentamos en la tabla siguiente:



Trabajador Tarea Tiempo
1 3 56
2 5 49
3 2 57
4 1 59
5 Ficticia 0
6 4 60
- - 281

Con el tiempo total de 281 minutos.

Para casos de maximizacion, lo que se debe de hacer es replantear el problema, convirtiéndolo para su
resolucién en uno de minimizacién, tomando el valor mayor de los datos como cero y los restantes como la
diferencia de cada uno respecto al mayor, de este modo los valores se toman como la perdida potencial en ta
que puede incurrirse por no seleccionar adecuadamente. asi en el ejemplo [X.13 si el problema hubiera sido
de maximizacion la nueva tabla seria:

Dado que el maximo valor de ella era 66 (trabajador 5, tarea 1).
Ahora esta nueva tabla debe minimizarse dado que cada valor representa la pérdida respecto a 66.

Problemas de Transbordo.

Este tipo de problemas incluye todas las situaciones antes vistas de los casos de transporte y ademas una
caracteristica particular: Centros de transbordo o empalmes, los cuales funcionan como origen y destino a la
vez, por 1o que en la tabla de transporte se incluyen tanto del lado de las ofertas como de las demandas.
Estos empalmes pueden ser solamente origenes, o bien sélo destinos, pero se tratan como si fueran ambas
cosas a la vez.

La ofertay la demanda de los empalmes se debera incrementar con el nimero total de unidades que se
manejan en el problema, permitiendo de este modo que todos los articulos puedan pasar por un empalme
dado.

El costo de enviar un producto de un empaime a si mismo sera de cero.

Para aquellos casos en que la oferta total no sea igual a la demanda total, se crearan centros ficticios del
lado que haga falta, tal y como se ha hecho anteriormente,

Es usual que en este tipo de casos haya rutas prohibidas, las cuales se trabajan tal y como se explicé en ej
inciso respectivo.



A continuacién veremos un ejemplo tipico de transbordo,
Ejemplo 1X.14- La empresa Nylon Mex tiene 2 fabricas, una en la ciudad de México y la otra en
Guadalajara donde produce 1000 y 750 toneladas de fibra de nylon por semana respectivamente.

Debe con esto abastecer a 5 distribuidores, los cuales tienen diferentes demandas y se localizan en
distintas ciudades, tal y como se indica en la tabla siguiente:

Ciudad Demanda, Ton/Semana
Zacatecas 600
San Luis Potosi 400
Chihuahua : 350
Torredn 300
Tampico 250
Total 1900

No es posible enviar mercancia directamente de las fabricas hacia Chihkuahua, Torreon y Tampico, por lo
que esto debe hacerse reembarcando en Zacatecas y San Luis Potosi, tal y como se muestra en la siguiente
figura:

Chihuahua

México Zacatecas

250 200

Torredn

Tampico

Donde las rutas no indicadas son prohibidas. Los nimeros representan los costos de envio en N§ /unidad
del origen al destino que senala la flecha correspondiente.

Se busca un programa de transporte que cumpla las demandas a un costo total minimo.

Solucion:

En este caso, México y Guadalajara son origenes y las restantes ciudades son destinos. Zacatecas y San
Luis Potosi son ademas empalmes, dado que tienen 1anto entradas como salidas de mercancia. Debe ademas
inciuirse un centro ficticio de oferta para igualar ésta a 1a demanda total.

El numero total de articulos que va a circular por el sistema es de 1900 ton/semana, por lo que conforme
a lo explicado anteriormente, las ofertas y demandas de los empalmes deberan incrementarse en esta
cantidad.

Los costos de las casillas correspondientes a la rutas prohibidas lo indicaremos por M.

Con esto nuestra tabla de transporte sera;

Guadalajara S. L. P. 145
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gstino ZacatecalSan Luis P Chihuahu% Torreon | Tampico | Ofertas
Origen
L25¢ [180] LM L] Y
| México 1000
Guadala- 234 190 LM M 1|
jara 750
Lo L L20¢ l160] Y
Zacateca 1900
L Lol L] hos5 | [ 144
San Luis B 1900
Contro (o] Lo [ o Lo
Ficticio 150
Demandas 2500 2300 350 300 250
l Si ésta ta iniciamos con el método Vogel. nos da la solucién dptima, la cual es;
estino ZacatecagSan Luis P ChihuahuL Torredn | Tampico| Ofertas
Origen :
[ 25( 180 L) Y [_m|
Meéxico 5 950 X X X 1000
Guadala- 23 L M ] L
jara 750 X X X X 750
Laa | [ 209 60 ] ]
Zacatecad 1700 X 20 X X 1900
0] M has | [ 145
SanluisB__ X 1350 X 300 250 1900
Centro Lo Lo Lo L0
Ficticio X X 150 X X 150
Demanda; 2500 2300 350 300 250

La que mostraremos ahora en la figura esquematica indicando las tons/semana de envio en las flechas

respectivas.
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Chihuahua

México | Zacatecas
50 200

Torredn

Donde vemos que los empalmes reciben una determinada cantidad de mercancia y reexpiden a su vez
otra cantidad, siendo la diferencia entre estas 2 precisamente la demanda del empalme.

También vemos que habra 150 ton/semana de demanda no satisfecha en Chihuahua, debido a que las
ofertas son menores a las demandas.

El costo total de esta red de distribucion sera;

Ct

(50)(250) + (950X180) + (750X230) + (200)(200) + (300)(195) + (250)(145)
= 490,750.0 N$/Semana
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PROBLEMAS PROPUESTOS.

IX.1.- Hallar la distribucién inicial y su respectivo costo para la siguiente tabla de transporte.

gstino] 5 B c D | Ofertas
Qrigen 26 28 28 27
Yy [29] L30] [27] [ 28] 300
25 (31] [ 28] L 26
Z 350
Demandas| 440 290 270 150 1150

a) Por el método de 1a Esquina Noroeste,

by " " " del Costo Menor.

cy " " " Mutuamente Preferido.
d " " " de Vogel.

ey " " " de Russell,

IX.2.- Hallar la solucion 6ptima del problema anterior por el método del Cruce del Arroyo con la
distribucion inicial del Costo Menor.

IX.3.- Hallar la solucion éptima del problema IX.1 por el método Modi y con la distribucién inicial
obtenida con el método Mutuamente Preferido.

I1X.4.- Dada ia tabla

estino
1 2 3 4 Ofertas
igen
1 HRERERIERT
, 10 [16] [12] [14] 440
X 13 11 12[ 10 o
Demandas| 800 | 750 | 650 | 600 300
2800

Hallar la solucién dptima usando el método de Vogel para inicializar y el Modi para optimizar,



IX.5.- Resotver el problema anterior utilizando el método de Russell para inicializar y el Cruce del
Arroyo para optimizar.

[X.6.- Resolver
Desti-
_ o 1 2 3 4 | Ofertas
Qrigen
32| [27]| [24| |20
] 7500
28] [30] [28] |30
) 5500
26| 29| |30 |31
3 . 4000
24| [31] [28] [27
s | 3500
Pemandas | 9500 [ 8000 | 2500 | 1000 | 20500

Por 1a Esquina Noroeste y el Modi obtener la distribucion de costo minimo.,

IX.7.- Solucionar el problema anterior utilizando el Vogel y el Modi.

1X.8.- Resolver el problema [X.6 por el método Mutuamente Preferido y el Cruce del Arroyo.

[X.9.- Por medio del método de Russell y el Madi obtener la red de costo minimo para el problema

estino :

Orige 1 2 3 4 Ofertas
A 500 |47Q | 45( 46( 2500
B 480 | 450 | 51¢ 479 5500
D 465 | 48( 500 [500 ,gn9
E 390 | 44C 50( 520 4500
E 45Q | 464 47( 410 41300
G 43% 143G 48( 390 41500

Demandag 5000| 2600| 1800| 1100| 10500




1X.10.- Resolver el problema anterior usando el método de Vogel y el Cruce del Arroyo.
IX.11.- Solucionar el problema I1X.9 para el caso de maximizacién usando el Vogel y el Modi.

1X.12.- Para la siguiente matriz de costos hallar la red de distribucién de costo minimo por medio del Vogel
y el Cruce del Arroyo .

estino
1 2 3 Ofertas
Origen
43 38 48
1 3000
37 42 46
2 2000
46 42 39
3 1500
Demandas| 2500 | 2000 | 1500 603500

1X.13.- Resolver con los mismos métodos el problema anterior, pero ahora para el caso de maximizacién.

IX.14.- Resolver usando el método de Russell y el Modi.

estino
1 2 3 Ofertas
Origen

1 25 30 M 3600

. M 26 32 1800

3 31 M 28 1700

4 24 28 26 1600
Demandas| 3700 | 2600 | 2400 | 8700




1X.15.- Dada la siguiente tabla de transporte.

estino
1 2 3 4 Ofertas
Origen

28 M 24| |30

1 7000
M 26 M 25

2 . 4000
271 (30| 28] [Mm

3 3500
M 24| 26| |27

4 - 3000

Demandas| 6700 | 4000 | 3000 | 2800 | {500
16

Hallar la distribucién de costo minimo por medio del método Vogel y el Cruce del Arroyo.

[X.16.- Un fabricante de ropa casual de verano desea programar su produccion para la proxima
temporada, estima su demanda para los 3 meses de verano en 1810 prendas en mayo, 1650 en junio y 1570
en julio. Su capacidad de preduccion es de 1580 prendas mensuales a un costo de N3 7.20 la prenda en turno
normal y a N3 9.50 en turno extra. Su capacidad se incrementa hasta en un 50% por los tutnos extras. §i su
costo de mantener en inventario es de N§ 0.8 /mes por prenda y no maneja inventario inicial, hallar un plan
que le permita satisfacer sus demandas a un costo minimo.

[X.17.- Una empresa productora de equipo de alpinismo’ desea elaborar un plan de produccion para
cumplir sus demandas los proximos 4 meses: Noviembre, 1000 articulos: Diciembre, 1200 articulos, Enero,
1020 articulos; Febrero, 680 articulos. Su capacidad de produccién es hasta 850 articulos/mes en turno
normal a un costo de N$ 48/unidad y de 500 articulos /mes en turno extra a un costo de N$ 57/unidad.

El costo de mantener el inventario es de N§ 4.50 /mes por cada articulo.

Si 1a empresa maneja un inventario inicial de 350 articulos y desea terminar sin inventario, ;Como
debera programar su produccion a un costo total minimo?.

.

IX.18.- Un entrenador de atletismo tiene a § atletas entre tos cuales debera seleccionar a 5 para la
competencia del pentatlén que abarca 5 pruebas. Los tiempos de cada deportista en minutos en cada una de
ias pruebas es el siguiente;
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Prueba
1 2 3 4 5
Atleta

1 117 130 136 176 211
2 116 133 149 170 198
3 119 136 | 140 167 207
4 123 138 143 168 205
5 125 128 138 172 210
6 122 130 142 183 201
7 135 130 150 180 200
8 140 132 135 175 198.

¢ Como debera asignar a los atletas en las pruebas, a fin de minimizar el tiempo total?.

IX.19.- Un supervisor dispone de 4 personas para desarrollar 3 diferentes trabajos. En la siguiente tabla
se dan las utilidades esperadas por asignar una persona a un trabajo dado en N§:

JTrabajo
Person 1 2 3
José
Martinez 1800 | 2100 | 2300
Juan

Pérez 1700 | 2200 | 2250
Francisco

Ruiz 1750 |'2000 | 2400
Luis

Gonzalez | 1600 | 2300 | 2300

¢, Coémo debera hacer Ia asignacion de modo que obtenga la utilidad maxima?.

IX.20.- Un jefe de personal de una compaiiia debe seleccionar enire los trabajadores para llevar a cabo 4
diferentes tareas. Los costos en N$ por asignar un trabajador a una determinada tarea son.
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Tarea
2 3 4
Trabajad

1 1500 | 1300 | 1200 | 1000
2 1600 | 1200 | 1200 | 1200
3 1800 | 1150 [ 1300 | 1150
4 1420 | 1370 [ 1320 | 1190
5 1500 | 1180 | 1210 | 1100
6 1500 | 1300 | 1200 | 1150
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¢, Como debera seleccionar a los trabajaderes a fin de minimizar el costo total al efectuar las 4 tareas?.

1X.-21.- La compaifiia Cal Mexicana, S.A. tiene 2 fabricas, ia A y B con producciones de 2500 y 2000
toneladas mensuales y abastece a 6 distribuidores: M con demanda de 700 tons/mes, N con 650 tons/mes, O
con 550 tons/mes, P con 400 tons/mes, Q con 750 tons/mes y R con 850 tons/mes, de las cuales M, N y O

funcionan como empalmes. ¢ Cémo debera ser la red de distribucién de costa minimo?.

Los costos de una ruta a otra en N$/ton embarcada se dan en [a siguiente tabla:

stino

Qrigen

M

N

0

P

Q

R

A

310

280

260

270

285

310

320

335

350

300

340

IX.22.- La empresa Metales Mexicanos tiene 3 centros de produccion de varilla con las siguientes

capacidades: El centro A con 1800 ton/mes, ¢l B con 1650 y el C con 1300 ton mensuales.
Su red de distribucion es la siguiente:
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Donde los nimeros indican los costos de las rutas.

Las demandas son: D con 800 ton/mes, E con 700 ton/mes, F 1650 ton/mes, G con 1300 ton/mes, H con
300 ton/mes e [ con 250 ton/mes, siendo D y E empalmes.

¢, Cual sera la red de costo minimo?



CAPITULO X

PROGRAMACION DINAMICA

Introduccion.

En este capitulo trataremos sobre ta programacién dinamica, que es aplicable a un tipo particular de
problemas para los que la programacion lineal no resulta adecuada, dado que esta ultima es util para
aquellos casos en los cuales los parmetros o condiciones del problema permanecen sin cambio, es decir,
estaticos. Cuando aparecen variaciones en dichos parametros, tales casos pueden resolverse con la
programacion dindmica, la cual aparecié en la década de los 50 siendo Richard Bellman su iniciador en los
Estados Untidos.

El presente método maneja los casos en forma secuencial, dividiendo un problema grande en varios
pequefios, donde cada uno de éstos se ird solucionando tomando la decisién que optimice la funcion
objetivo, la cual a semejanza de la programacion lineal puede ser una utilidad sujeta a maximizacién o bien
un costo que busca minimizarse. Cada problema a su vez tendra sus propios parametros, los que influiran
para la resolucion que deba de tomarse. Luego se eslabona este problema pequefio con el que sigue en el
orden determinado conforme a la secuencia inicial.

Con esto, lo que se logra es un ahorro en el numero de calculos que deben hacerse para solucionar el
problema total, dado que no se ejecutan todas las opciones que puede tener el mismo, puesto que de la parte
que ya se ha analizado, se toma la mejor decision que contribuya a la optimizacion de la funcién objetivo.

La programacion dinamica puede ser deterministica, es decir, que los parametros del problema se
conozean exactamente, o bien puede ser probabilistica o estocastica, cuando aquellos vienen dados por una
funcion de probabilidad.

Caracteristicas y metodologia,
Vamos '1hora a enumerar las caracteristicas que constituyen el método de la programacion dmamlca

. Cada problema debe dividirse en etapas, cada una de las cuales requiere de una

politica de decision, que se determinard conforme a la funcion objetivo.

2. Cada etapa se divide a su vez en un cierto niimero de estados asociados a ella,

donde cada uno de éstos representa una pesibilidad de llevar a cabo la etapa.

3. En cada etapa habra una politica de decision la cual debera eslabonar la etapa actual

con la siguiente del problema.

4. El método de la programacion dinamica debera hallar una solucion éptima para el

problema total, 1a que es diferente de la solucion optima de etapa a etapa.

5. El principio de optimalidad de Bellman dice:

Cuando el problema se encuentra en un estado de una etapa dada, para salir de €l, la

decision tomada debe constituir una pelitica optima, independientemente de las

decisiones hechas anteriormente.

6. El problema se inicia por la uitima etapa y se mueve recursivamente, es decir, desde

la Oltima hasta la primera etapa, en la cual una vez determinada la decision de la

misma, el problema habra sido resuelto.

Terminologia.

Ahora daremos a conocer la terminologia que se incluye en la programacion dinamica para su mejor
comprension en el manejo de problemas.

N = Namero total de etapas

n = Etapa particular, donden=1,2, .., N

en = Estado particular de la etapa n

= Variable de decision para la etapa n
Xy = valor optimo de x,, para cada e,



J7(enxn) = Contribucién acumulada de la funcién objetivo d= la etapa n hasta la N

Ja*(en)= fi{enxn*), 1a cual debera optimizarse.

Hay problemas de programacion dinamica de adicion y de multiplicacion, segin la forma de obtener la
funcion objetivo a partir de las variables de decision en cada etapa. Son mas frecuentes los casos de adicién
en la practica, sin embargo, también aparecen situaciones de multiplicacion como en aquellos casos de
probabilidad conjunta,

A continuacién presentaremos un ejemplo, el cual es tipico en la programacion dinamica y es el caso de
la ruta mas corta, el que nos ayudara a ilustrar los conceptos de la metodologia sefialada.

Ejemplo X.1.- Un agente viajero busca la ruta mas econdmica para desplazarse de Chihuahua a la
ciudad de México conforme al esquema siguiente de posibilidades:

Chihuahua

Saltillo

Querétaro

Meéxico

Aqui las ciudades se representan por circulos con una literal y las flechas indican traslado de una ciudad
& otra. Los costos de transportarse de un lugar a otro se dan en las siguientes tablas en miles de N$:

B|C|D E|F|G
Aloe2]45]50 B |40|58]| 65
C|55|43])53
D[59]47[ 44
H| 1] ] K
E |21123]32 H |21
F |124[18] 26 I |22
G|29]|25]|17 J 116
¢. Qué ruta debera escoger el viajero?
Solucion:

De acuerdo a la metodologia descrita anteriormente lo primero sera dividir el problema en etapas, las
cuales seran 4 en este caso, cada una de ellas ubicada a un mismo nivel geografico de latitud, como se indica
en la figura por los nimeros romanos.
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Ahora debemos iniciar el procedimiento de solucion en la udltima etapa y de aqui movernos
recursivamente hasta llegar a la primera.

Para la etapa IV, que significa llegar a la ciudad de México, punto K, tenemos la posibilidad de lograrlo
llegando por Morelia H, Leon I, o Querétaro J. )

Aqui la funcion objetivo fi{en,x«) sera el costo total acumulado de ir de la etapa n hasta la dltima ( la

[V en este caso), el cual se calcula con la formula siguiente:
_ﬁl(é’n,XlJ)= Cenxn + f:r + I*(X'n) Ec.(X.1)

Donde Cenxn es el costo para la etapa n y su estado asociado €n. mientras que fa+1%(Xa) es el costo
optime acumulado de la etapa n+1 hasta la etapa N.
Como podemos ver este ejemplo es un caso de adicion donde la funcion objetivo se ira calculande por

sumatoria de costos de cada etapa. .
Como el problema apenas inicia en la etapa IV, la tabla de solucion sera practicamente la misma que la

tabla de los costos de ir desde H, [ o J hasta K.

Etapa IV
n=4
eq S¥(en) xa*

H 21 K
! 22 K
1 16 K

En este caso x+* sera K pues es la variable de decision de la cuarta etapa ( llegar a la ciudad de
México).

Ahora iremos a la etapa I, donde el viajero puede llegar a H, | o J partiendo de E, F o G. Aqui el costo
f3(e3,x3) incluira ir desde E, F o G hasta K pasando por el punto intermedio que corresponda H, 1 0 J, asi

si tomamos el punto E para ilustrar 1a metodologia de la programacion dinamica.
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deberemos ir de E al punto intermedio H, | 0 J y de aqui a K, cuyo costo acumulado vendra dado por el
costo de ir de E al punto intermedio correspondiente denominado Ceixs, donde €3 seria E, sumado éste al
mejor costo obtenido de la etapa resuelta anteriormente, la cuarta en este caso, denominado como Sa*(xs),
siendo X3 el punto intermedio respectivo, esto es :
J3(esxs)= Cesxs + fa*(x3)
Entonces procederemos a aplicar esta formula para los 3 puntos intermedios:
Para ir de E a K pasando por H, tendremos

JAHEH)=Cru+ fa*(H)

=214+21=42
Por su parte para ir de E a K pasando por 1,
FHED=Ca + fa¥*(])
=23422=45

Finalmente para ir de E a K pasando por J,
JAES)=Cer+ f4¥(J)
=32+16=48

Procediendo de una manera similar para los puntos F y G se obtienen los resultados que presentamos en
la siguiente tabla de la tercera etapa:

Etapa IIt
n=3

J(esxs)= Cesxs+ fa*(x3)

X3 ‘ f3*(e3) xa*
e H I . J
E 42 45 43 42 H
F 45 40 42 40 1
G 50 47 33 33 J

En esta tabla se muestra la politica éptima de decisiones para ir desde E, F o G hasta K, es decir las
etapas [1l y 1V eslabonadas sefialindose el menor costo acumulado, f'3*(es) y el correspondiente punto
intermedio entre las etapas, es decir x3¥.

Proseguimos ahora a la etapa II, donde e agente debera ir de B, C o D hasta K pasando por la mejor
ruta posible de puntos intermedios, la cual se obtiene de ia tabla dltima de resultados de la etapa IIl.

llustraremos el procedimiento tomando como base en esta ocasion al punto D, entonces nuestro recorrido
tendra la siguiente forma:
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Donde las flechas punteadas indican las mejores rutas para llegar de E, F o G hasta K.
Para el calculo del costo acumulado que incluye a esta segunda etapa, tendremos: '
[oerx2)= Cerxa+ f3%(x2)

Donde €2 seria el punto original de partida para esta etapa (o estado asociado), D en este caso; por su
parte X2 sera el punto intermedio E, F o G del que se trate y f3* el costo optimo acumulado
correspondiente de ir desde cada uno de estos puntos hasta K, dado por la tabla de decisiones de la etapa
anterior. Al aplicar esta formula a las 3 opciones tendfemos:

Para ir de D a K pasando por E,
fADE)= Coe+ f3¥(E)

=59+42 =101
Para ir de D a K pasando por F,
' fz(_D,F)= Cor + f3*(F)
=47+40=87

Finalmente para ir de D a K pasando por G,
FAD,G)= Cpa + f+*(G)
=44+33=77

Si procedemos de forma analoga para los puntos By C, obtendremos los resultados de la tabla de la
segunda etapa:

Etapa Il
n=2
fa(erx2)= Ceaxz+ f3%(x2)
: f2*(e2) x2¥

X2

&2 E F G

B 82 98 98 82 E
C 97 83 86 83 F
D 101 87 77 77 G

La cual reiine la politica optima de decisiones de ir desde B. C o D hastaK

Ahora solo nos falta ir a la etapa primera. la cual implicara calcutar al costo de ir de AaB,CoDyde
cada punto intermedio de éstos hasta K por 1a ruta 6ptima obtenida en la tabla anterior.

La férmula para calcular el costo sera:

Silerxi)= Ceix1+ f2%(x1)

Donde €1 es el punto A, Xy el punto intermedio B, C o D correspondiente y f2*(x1) el costo ptimo de
ir desde cada punto intermedio hasta K obtenido de Ia tabla de la etapa 11.

Asi para ir de A a K pasando por B, tendremos

F\(A,B)= Cas + f2*(B)
=(2+82=144

F\(A,C)= Crc + f25C)

Parairde AaK por C,



= 45+83=123
Finalmente la ruta de A aK por D,
S A, D)= Cup+ f2*(D)

= 50+77=127

Estos resultados se resumen en la altima tabla la cual es:

Etapa I

n=| Si(erx1)=Cexi+ f2%(x1)
€1 X1 B C D fl*(EI) ¥
A 144 128 127 127 D

Donde vemos que la ruta éptima tiene un costo de N$ 127.00 -

Ahora para definir la ruta debemos ver cémo fue el recorrido Gptimo de las tablas ~de decisiones de
las etapas, comenzando ahora por la primera y terminando en la Gltima.

De esta forma vemos que de la tabla de la etapa I 1a ruta optima es ir de A a D que viene giendo x1*;
luego de la tabla de la etapa I, vemos que partiendo de D que fue el punto de salida de la etapa anterior,
debemos ir hacia G que viene siendo x2*; de igual forma . al observar la tabla de la etapa 1Il, vemos que
partiendo de G |, el camino optimo es hacia J que es en este caso x3*; finalmente, de la tabla de Ia etapa IV
vemos que de J debemos ir a K, que es xa*. De este modo el recorrido optimo es el que se muestra en la

ETAPA | Il I v
50 44 17 16
Oan O OSSOSO

Chihuahua Saltillo S.L.P. Querétaro México

Costo total= 50+44+17+16=127

figura anterior donde vemos que la tabla final de la etapa [ nos proporciona ya el costo total éptimo, puesto
que lo fue acumulando en las diferentes tablas de decision de las etapas.

También es importante sefialar que la ruta optima global es diferente de la ruta que se formaria si
partiendo del inicio ( Chihuahua) tomaramos el camino mas econdmico en cada etapa, pues si’
procediéramos de esta manera, dicha ruta seria:

45 o 43 18 22

Costo total=45+43+18+22=128

De igual forma, es pertinente sefialar que la programacion dinamica representa un considerable ahorro
en el numero de calculos que se tendrian que hacer si cada problema se fuese a resolver por enumeracién
completa de cada una de las rutas alternativas para ir del punto de inicio al final. Este ahorro es mayor, en
cuanto sea mayor el nimero de etapas y de estados asociados de cada una de ellas. Para este caso en
particular, hubiéramos tenido que calcular 3x3x3x1=27 diferentes rutas.

Presentaremos ahora otro caso practico, como lo es el de asignar personal de la manera mas eficiente
para un determinado objetivo.

Ejemplo X.2.- Un despacho de abogados cuenta con 6 personas altamente capacitadas para enfrentar
demandas del ramo penal. El despacho ha recibido iltimamente 4 casos de esta area y busca la manera
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la siguiente tabla se muestran las utilidades en miles de nuevos pesos por la asignacién de un nimero dado

de abogados a las diferentes demandas.

Casos de demandas penales
No. de abogados

asignados ‘ .
A B C D
1. 10 9 13 7
2 13 12 15 : 10
3 18 14 16 14
4 22 15 16 18
5 22 15 , 16 , 20
6 22 .15 16 21

Si el despacho no asigna ningin abogado a cualquiera de las demandas, no obtiene ninguna utilidad.
Solucion:

Lo primero serd identificar para este caso las etapas, sus estados aseciados y la funcién objetivo para
poder plantear el problema como un caso de programacion dinamica. '

Aqui las etapas seran las demandas, mientras que los estados asociados a cada etapa seran el nimero de
abogados asighados en total para las etapas ya analizadas, es decir desde la actual n hasta la iltima N, que
es la etapa desde ta cual debe iniciarse la solucion del problema. La variable de decisidon Xn serd el namero
de abogados asignados a la etapa n que se esté resolviendo en particular.

La funcion objetivo en este caso serd la utilidad acumulada obtenida por asignar abogados a las
diferentes etapas, la cual debera maximizarse y vendra dada por la siguiente formula;

Sl enxn)= Udxn)+ fo+1*(en — Xn) Ec.(X.2)

Donde:

Sl enxn)= Utilidad acumulada incluyendo la etapa actual n por asignar X» abogados a ésta de un total de

En
n(xn)= Utilidad obtenida por asignar X» abogados a la etapa n.

Jfu+1*(en — xu)= Utilidad dptima acumulada de la etapa n+1 hasta la N por asignar (e» — X») abogados.

Procedemos ahora a la resolucién del problema, iniciando con la altima etapa, demanda D para obtener
la tabla de decisiones, la que para este caso serd igual a la columna de la demanda D de la tabla de
utilidades, dado que al problema apenas comienza,

Etapa [V

Demanda D
e S ¥ (xa) xa*®
0 ¢ 4]
1 7 1
2 10 2
3 14 3
4 18 4
5 20 5
6 21 6

€4 es el nimero total acumulado de abogados asignados de la etapa actual hasta la N y xa* representa la
mejor asignacion de la etapa actual, que como es la inicial, coinciden los valores de xa* con es.

Iremos ahora a la etapa Ill, la demanda C donde la funcién objetivo se calculara por la formula
siguiente:

fi(esxs)=Us(xsHfa*(es — x3)
Donde €3 sera el nimero acumulado total de abogados asignados a las etapas [11 y IV, mientras que X3
serd el numero de abogados asignados a la presente etapa.



Por su parte f4* se tomara de la tabla de la etapa anterior. Para ilustrar como se obtiene la tabla de
decisiones de esta etapa, tomaremos como ejemplo el caso cuando €3=5y X3 tiene valores de Gas,
puesto que X3 no podra ser mayor que €3 .

Si Xx3=0,
J3(5,0)= Us(0)+ £ +*(5)
= (H20=20

Sixs=1,
S5, D=Us(1)+ fqa*(4)
= 13+18=31
SiXx3=2,

S3(5,2)= Us(2)+f*(3)
=15+14=29

Si x3 =3,
J3(5,3)=Us(3)+f4*(2)

=16+10=26

Six3=4,
FH(5.4=Us(ay+fa*(1)

=16+7 =123

Finalmente si X3 =5,
J3(5,5)= Us(5)+ f4%(0)

=16+0=16

Si procedemos de la misma forma, para los diferentes valores posibles de @3 desde cero a seis,
obtenemos la tabla de la etapa, la cual es la siguiente:

Etapa 111
Demanda C
Si(esxs)= Us(xa)+fa*(es — x3)
fJ*(Xs) x3*
X3
€3 0 1 2 3 4 5 6
0 0 - - - - - - 0 0
| 7 13 - - - - - 13 1
2 10 20 15 - - - - 20 1’
3 14 23 22 16 - - - 23 |
4 18 27 25 23 16 - - 27 1
5 20 31 29 26 23 16 - 3] 1
6 21 33 33 30 26 23 16 33 1,2

Aqui es interesante notar que la columna X3=0 es idéntica con la tabla de la etapa cuarta, dado que no
se esta asignando ningun abogado a la etapa actual. La columna de S 3*(x3) nos da las utilidades méximas
obtenidas para cada valor de @3 que implica las etapas Il y-1V asociadas, mientras que la columna de
x3* nos indica el nimero de abogados asignados en la etapa actual para la cual ocurrio /' 3%(x3)
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Procederemos ahora a pasar a la etapa 11, demanda B, para la cual la férmula para calcular la funcion

frezx2)=Uxx2)+f3%(e2 — x2) .
Donde €2 sera el nimero acumulado total de abogados asignados a las etapas II, IIT y IV y X2 serd el
niimero de abogados asignados a esta etapa, mientras que f 1* ge toma de la tabla de decisiones de la etapa

objetivo sera:

anterior.
Nuevamente ilustraremos la manera como se construye la tabla de decisiones con un ejemplo, para el

caso de €2=4 con X2 vanando de ceroa 4.

SiX2=0,
S2(4,0)=U20)+f3*(4)
= 27=27
Si X2=1,
Fa4,1)= Uz 1)+ 5%(3)
=0+23=32
Si x2A=2,
F(4,2=UA2)+f3%(2)
=12+ 20=32
Si Xx2=3;
S4.3)=U3)+ f3%(1)
=14+ 13=27
Finalmente si X2 =4,
S A4,4)=UA4)+f3*(0)
=15+0=15

Si efectuamos el mismo procedimiento, obtendremos la tabla de decision de la etapa, la cual indica la
politica éptima de decisiones para las etapas 11, 111 y IV conjuntamente. Dicha tabla es :

Etapa [1
Demanda B
- faoerx2)=Ua(x2)+ f3%(e2 — x2)
X2 S2¥(x2) x2*
e 0 1 2 3 4 5 6
0 0 - - - - - - 0 0
1 13 9 - - - - - 13 0
) 20 22 12 - - - - 22 1
3 23 29 25 14 - - - 29 1
4 27 32 - 32 27 15 - - 32 1,2
5 31 36 35 34 28 15 - 36 1
6 33 40 39 37 35 28 15 40 1

Donde nuevamente observamos que la columna de X2 = 0, es igual a lade f'3¥(x3) de la tabla de la

etapa anterior.
Finalmente iremos a la primera etapa, demanda A, para la cual la formula de la funcién objetivo sera la

siguiente;



Silexr)= Ui+ f2*(er—x1)

Donde €1 tomara solamente el valor de 6, dado que se trata de la dltima etapa y por lo tanto deberan
estar asignados el total de los abogados. Esta formula sumara la utilidad obtenida por asignar X1 abogados a
la etapa actual, 1(x1), con la mejor utilidad de asignar 6- X1 abogados a las etapas restantes, asi para el
caso de X1 =3, por asignar 3 abogados a la demanda A, nuestra utilidad sera de 18, mientras que la mejor
forma de asignar los 6-3 = 3 abogados restantes entre las otras demandas, se obtiene de la tabla de la etapa
anterior, f2*(3)= 29, dando una utilidad global de 47 (18+29),

Aplicando un procedimiento similar para los demas valores de X1 , obtenemos nuestra tabla final, la cual
sera: -

Etapa |

Demanda A

Serx)= U+ fa¥(er— xi)
X S¥x) o

e1 0 | 2 3 4 5 6

6 40 46 45 47 44 35 22 47 3

De aqui vemos que la utilidad dptima es N$ 47,000 la cual resulta de asignar 3 abogados a la demanda A
mientras que los 3 restantes deben asignarse de la siguiente manera;

Si analizamos la tabla de la etapa 1l vemos que para ez = 3,x2*= por lo que debemos asignar solo 1
abogado a la demanda B. Ahora, si observamos Ia tabla de la etapa i1, para asignar los 2 abogados restantes,
para €3 = 2,x3*=1, por lo que deberemos asignar también un abogado a esta etapa ( demanda C) y el
restante a ia ultima etapa ( demanda A).

Por lo tanto nuestra solucién dptima es :

Demanda No. de abogados asignados Utilidad en MN$
A 3 18
B 1 9
C 1 13
D 1 7
Totales 6 47

Presentaremos ahora el caso de un problema de programacion dinamica con multiplicacion.

Ejemplo X.3.- El sefior Juan Garcia es el principal accionista de una sociedad la que es propietaria de 3
equipos de futbol soccer de la primera divisién: Toros, Potros y Lobos. En un viaje reciente a Brasil at sefior
Garcia le han ofrecido a un precio muy accesible a 5 Jugadores, los cuales ha adquirido para distribuir entre
Sus equipos.

De platicas hechas con los técnicos de los equipos, ha formado una tabla de probabilidades de éxito de los
mismos por asm’_&arle un numero determinado de jugadores, [a cual es la siguiente:

N

umero de jugadores Toros Potros Lobos
asignados
0 0.20 0.30 0.35
| 0.45 0.48 0.50
2 0.60 0.62 0.60
3 0.72 0.70 0.68
4 0.75 0.74 0.70
5 0.73 0.76 0.72

Donde las probabilidades se han expresado en fracciones.
¢Cual seria 1a forma mas adecuada de distribuir los 5 Jugadores entre los 3 equipos?



Solucion:

Este es un problema similar al anterior de asignar personal entre diferentes equipos para lograr un
objetivo. La diferencia esencial sera la manera de definir {a funcion objetivo, dado que el presente es un caso
de maximizacién de ia probabilidad conjunta de éxito de los 3 equipos, la cual se integrara ahora por la
multiplicacion de las probabilidades individuales de cada uno.

Aqui las etapas seran los equipos, 3 en este caso, mientras que los estados asociados con cada etapa sera
el nimero de jugadores totales que se van asignando desde la etapa actual hasta la ultima, X» es la
variable de decision y representa el nimero de jugadores asignados a la etapa actual n.

La funcion objetivo vendra dada en este caso por el producto de factores individuales, que son las
probabilidades de éxito de cada equipe, cuya férmula sera la siguiente: ;

f){en,X'n): pu()Cn):ﬁr + 1*(€n - XH) EC(X3)
Donde:
Jflenxn)= Probabilidad conjunta de éxito de la etapa actual n hasta la ltima N.
P Xn)= Probabilidad individual de éxito por asignar X» jugadores al equipo que corresponde a la etapa
actual. '
Jfu+1*(en— xu)= Probabilidad conjunta optima de las etapas asociadas n+1 hasta la N por asignar

(er— x») jugadores, la cual vendra dada por 1a ecuacion:

N
fa'r + 1*(6»: - xn)_—' AMuax H Pi x:‘) EC(X4)
TR
Donde ¢l simboto IT denota multiplicacion de todos los factores pi(xi).
Una vez definidos los parametros del problema, procederemos a la solucion del mismo iniciando en la
tltima etapa, el equipo de Lobos, cuya tabla de decision sera idéntica a la de los datos del problera, dado
que éste apenas inicia.

Etapa [11
Lobos
€3 f3*(es) x3*
0 0.35 : 0
1 0.50 1
2 0.60 2
3 0.68 3
4 0.70 4
5 0.72 5

Por lo cual también coinciden los valores de la columna de X3* con los de €3 dado que no ha habido
asighaciones anteriores.

Iremos ahora a la etapa 11, el equipo de Potros, donde para dejar en claro el procedimiento que se debe
seguir para obtener la tabla de decisiones de la etapa, tomaremos como ejemplo el calculo cuando €2 =4
tomando X2 valores de 0 a 4. Por su parte, la funcion objetivo habra de calcularse con la Ee. ( X. 3)
aplicada a esta etapa, la cual sera;

faezx2)= pax2).f3*(ez-x2)

Entoncessi ez2=4
Para X2 =0,
J(4,0)= px0).f3*(4)
=(0.30(0.710=0.21

Para X2 =1,
S4,1)= pa1).f3%(3)

= (0.48)(0.68) = 0.3264



190
S44.2)= p2).f3(2)
={0.62)(0.60)=0.372
Para X2 =3,
[A4.3)%= p3)f3*(1)
=(0.70)(0.50=0.35
Finalmente para X2 =4,
SA4.4)= pa(4).£3%(0)

= (0.74)(0.35) = 0.259

Efectuando un procedimiento analogo para los demas valores de €2 obtenemos la tabla respectiva de la
etapa, la cual sera la siguiente:

Etapa II
Potros
S 2ezx2)= paxz2).f3*(ez - x2)
ez X2 0 - 1 2 3 4 5 J2*(e2) x2*

0 0.105 - - - - - 0.105 0
1 0.150 0.168 - - - - 0.168 1
2 0.180 0.240 0.217 - - - 0.240 1
3 0.204 0.288 0.310 0.245 - - 0.310 2
4 0.210 0.3264 0.372 0.350 0.259 - 0.372 2
5 0.216 0.336 0.4216 0.420 0.370 0.266 0.4216 2

La que muestra la politica de decisiones de las etapas conjuntas I y 111.

En esta tabla es interesante observar que a diferencia del ejemplo X.2, la columna de Ia tabla para X2
=0 no es igual a la columna de la tabla de la etapa IIl como sucedia con los problemas de adicién, dado
que para el caso presente las probabilidades van multiplicadas para las etapas IT y I1] conjuntamente.

Finalmente iremos a la etapa 1, asignar Jugadores al equipo Toros. Aqui para construir la tabla de
decistones, la formula para la funcion objetivo sera:

Silerxi)= pr(x1).f2*(e1—x1)

Donde €1 solamente tendra el valor de 5, es decir el total de Jugadores, ya que por ser la dltima etapa,
debera dejar el problema resuelto. Entonces, al aplicar la férmuia tendremos:

Como €1 =5, para X1=0,
£1(5,0)= pr(0)f 2*(5)
=(0.20)(0.4216) = 0.08432

Para Xi1=1,
J1(5,1)= p1).f24(4)
=(0.45)0.372)= 0.1674
Para x1=2,
J1(5.2)= p(2).f2%(3)
. ‘ =(0.60)(0.31=0.186
Para x1=3,

[1(5,3)= p(3)/2*2)

=(0.72)(0.24) = 0.1728



Para X1=4,
S1(5,4)= pi(4).f2*(1) ' -

= (0.75)0.168) = 0.126

Finalmente para X1=3,

£1(5.5)= pi(5)S2(0)

=(0.73)(0.105)= 0.07665

Con esto nuestra tabla es:
Etapa |
Toros

fl(el,x1)= pl(Xl)fz*(ei-XI)
X1 o fl*(EI) x1*
& 0 1 2 3 4 3
5 0.08432 | 0.1674 0.186 0.1728 0.126 0.07665 0.136 2

De la cual vemos que la mejor opcion es una probabilidad conjunta de obtener éxito  con sus tres
equipos para el sefior Juan Garcia de 0.186, la cual reallzara asignando 2 jugadores al equipo Toros, tal y
como se observa de la tabla de Ia etapa 1, puesto que X1 *=2. Para saber como dlstl’lbllll' los restantes 3
jugadores, vamos a §a tabla de decision de la etapa 11, donde vemos que para e2 =3, x2%= 2, por lo que se
deberan asignar 2 jugadores de esos 3 restantes al equipo que comprende a esta etapa, Potros. Con esto el
linico jugador restante debe ser incorporado al equipo Lobos. Estas asignaciones se muestran en la tabla
siguiente:

Equipos No. de jugadores Probabilidad de éxito
Lobos i 0.50
Potros 2 0.62
Toros 2 0.60

Totales 5 (0.50)(0.62)(0.60)= 0.186

Estos ejemplos nos mwestran claramente las ventajas de la programacion dinamica para resolver este
tipo de problemas, pues aun cuando los ejercicios resueltos en el capitulo no son grandes, se puede apreciar
que ha habido ahorro en el niimero de calcutos necesarios para obtener su solucion. Este ahorro obviamente
sera mayor cuando se manejen casos con mas etapas y estados asociados.
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PROBLEMAS PROPUESTOS
X.1.- Un candidato a senador por el Partido Inteligente busca obtener el mayor numero de votos en 4
distritos, para lo cual dispone de 6 trabajadores, los cuales debera distribuir entre los 4 distritos para obtener
su fin. Su jefe de camparia ha estimado los votos incrementales que se obtendrian por tales asignaciones, los

cuales son los siguientes:

Distritos 1 11 I v
No. de trabajadores

0 0 0 0 0

1 2500 2300 2000 2250
2 4300 4600 3950 4600
3 6000 6800 5800 7000
4 7200 9000 7600 8600
5 8250 10500 8700 9400
6 9000 10500 10000 9600

¢ Coémo debera asignar a los trabajadores entre los distritos a fin de maximizar el nimero de votos
incrementales?

X.2- Un comerciante en frutas tiene 4 bodegas de naranja en diferentes ciudades: México, Monterrey,
Guadalajara y Puebla. Ha hecho compras de la fruta por un total de 7 lotes en huertas de naranja.
La tabla siguiente muestra las utilidades esperadas en miles de nuevos pesos { MN3), por asignar los 7
lotes entre las 4 bodegas:
Bodegas

No. de lotes México Monterrey Guadalajara Puebla
0 0 0 0 0
! 70 60 50 35
2 120 110 105 65
3 180 160 153 95
4 240 205 200 125
5 305 260 248 155
6 360 310 300 185
7 400 365 335 210

¢Como debe el comerciante efectuar sus asighaciones para maximizar su utilidad?

X.3.- Un detective cuenta con 3 ayudantes y debe resolver 3 casos de homicidios que le han sido
encomendados. De un estudio de factibilidad te han entregado la siguiente informacién donde aparecen las
probabilidades de fracaso en la aclaracion de dichos homicidios por asignar a sus ayudantes a los 3 casos:

C as o s

No. ayudantes asignados I 1 It
0 0.50 0.60 0.60
1 0.40 0.48 0.50
2 0.30 0.36 0.38
3 0.22 0.25 0.32

¢, Como debe asignar a su personal a fin de minimizar la probabilidad conjunta de fracaso en los 3 casos?
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X.4.- El esquema siguiente muestra 10 ciudades en las cuales se indican las rutas para abastecer de un
producto desde A hasta J, sobre las flechas se han colocado los costos de flete para el transporte en miles de
nuevos pesos, MN$. ;, Cual sera la mejor ruta a seguir para minimizar el costo total?.

X.5.- Obtenga la peor ruta posible del problema anterior.

X.6.- ;Cual sera ia peor opcion del detective en el caso del problema X.3?

X.7.- Un empresario desea expander su empresa, para lo cual ha contratado a 4 asesores para que le
estructuren las areas de produccion, ventas, finanzas y mantenimiento.
Dispone de una tabla que le indica las utilidades en miles de nuevos pesos ( MN$ ) incrementales que
puede esperar por asignar a estos asesores en las diferentes areas.
AT e as

Numero de Produccion Ventas Finanzas Mantenimiento
asesores .
0 ] 0 0 0
1 50 00 48 42
2 90 30 80 60
3 120 20 92 80
4 125 92 100 85

¢ Como debera asignar a sus asesores a fin de maximizar sus utilid%des incrementales?
N

X.8.- Un entrenador de atletismo debe asignar 4 atletas adicionales para 3 diferentes pruebas que son: Salto
de altura, carrera de 10 Kms. y salto de longitud.
En la siguiente tabla se dan las probabilidades de éxito por dichas asignaciones.



Pr uebas

No. atletas Salto de altura Carrerade 10 kms  Salto de longitud
asignados

0 0.40 0.30 0.50

1 0.50 0.45 0.68

2 0.60 0.58 0.80

3 0.65 0.70 0.82

4 0.70 0.73 0.84

& Coémo debera asignar a sus atletas a fin de maximizar la probabilidad conjunta de lograr éxito en fas 3
pruebas?



CAPITULO X1

ADMINISTRACION DE PROYECTOS

Introduccién

En el mundo de las empresas y el de la vida cotidiana, el hombre suele con cierta frecuencia ilevar a cabo
proyectos con los fines mas diversos, por ejemplo la construccién de una vivienda, Un proyecto podria
definirse como un plan, el cual debera incluir un cbjetivo o una serie de éstos debidamente planteados, asi
como también un presupuesto que contenga los recursos econdmicos destinados para el mismo y una
calendarizacién con los plazos de tiempo correctamente estipulados para su conclusion.

Por lo antes eXpuesto, es claro que un proyecto debera ser bien administrado, para que se logre un buen
resultade conforme al programa inicial del mismo.

En el presente capitulo veremos algunos métodos que han sido disefiados para la administracion de
proyectos, los cuales han probado ser de gran ayuda para los administradores.

Este capitulo incluye primeramente el Gréafico de Gantt, que es el método mas antiguo utilizado para la
administracion de proyectos; luego se vera el método de PERT/CPM, el que 1a mayoria de los autores maneja
conjuntamente, aunque en realidad se trata de 2 métodos un poco diferentes, en este texto lo presentaremos
solo como uno, seiialando las diferencias entre cada uno de ellos; finalmente se comenta brevemente acerca
del planteamiento de este tipo de problemas desde el enfoque de la programacion lineal.

El Grifico de Gantt .

Este es un metodo grafico disefiado por H.L. Gantt para el control de proyectos, el cual aunque es muy
simple, puede ser muy (til en algunos casos sencillos.

Consiste basicamente en incluir en forma grafica las diferentes actividades que componen el proyecto, las
cuales se incluyen en el eje de las ordenadas, mientras que en el eje de las abcisas va el tiempo, esto implica
una calendarizacion de! proyecto en forma grafica. Las actividades del proyecto se pueden mostrar en la
grafica como barras o rayas horizontales, las cuales se podran ir sefialando de algin modo particular, como
por ejemplo, rellenando las barras o ensanchar las rayas para indicar los avances del proyecto conforme al
tiempo. Este método es Gtil para proyectos sencillos y proporciona una visualizacién rapida de las
actividades y sus avances respecto al tiempo. Desgraciadamente no sefiala las dependencias entre las
diferentes actividades, ya que en todo proyecto siempre habra algunas actividades que para que puedan
llevarse a cabo, deberan haber sido concluidas otras que son precedentes a las primeras, asi por ejemplo, en
el caso de la construccién de una vivienda, primero debera terminarse la cimentacion antes de levantar los
muros de 1a misma, siendo que esta situacién de dependencia no se muestra en el grafico. Otra desventaja
del presente método es que no indica el camino critico del proyecto, el cual es aquella ruta que por ningun
motivo puede retrasarse en las actividades que la componen, ya que de suceder asi, implicara un retraso en el
plazo de terminacién del proyecto completo. Del mismo modo, el método del grafico de Gantt tampoco
indica los tiempos de holgura de las rutas no criticas del proyecto, los cuales son las cantidades de tiempo en
que pueden demorarse las actividades de ese camino dado que no es critico, sin que el proyecto global se
retrase.

A continuacién presentaremos un ejemplo ilustrativo del presente método.
Ejemplo XI.1.- Elaborar el grafico de Gantt para el proyecto de reemplazar un molino en una planta

beneficiadora de minerales. La siguiente tabla indica las actividades que se deben desarroliar, asi como sus
tiempos de ejecucidn y las actividades precedentes.



Clave de actividad Descripcion de la Tiempo de duracion, hrs. | Actividad precedente
actividad
A Quitar sistema de anclaje 4 -
B Desconectar sistema 1 --
eléctrico
C Desconectar sistema 2 ---
hidraulico
D Quitar molino anterior 4 A B C
E Limpieza y adaptacién 2.5 D
de sistema de anclaje
F Colocar molino nuevo 2.5 E
G Anclaje molino nuevo 1.5 F
H Conectar sistema ! . F
] eléctrico
1 Conectar sistema 1.5 F
hidraulico
J Arrancar molino nuevo 3.5 G, H, I
Solucion:

De acuerdo con 1a metodologia, debemos colocar nuestros ejes, el eje de las ordenadas sera para mostrar
las 10 actividades que integran el proyecto, mientras que el de las abcisas sera la escala de tiempo, 1a cual
debera ser suficiente para el tiempo total del proyecto,

Luego procedemos a ubicar cada actividad en el grafico conforme a sus duraciones, lo que se hara del
meoedo siguiente;

Las actividades A, B y C por no tener actividad precedente pueden iniciar a tiempo cero y concluiran
entonces segln el tiempo de duracién de cada una, de esta forma la A terminara a las 4 horas, 1a B a la hora
yla C alas 2 horas.

De manera similar, la actividad D que lleva como actividades precedentes a la A, B y C, podra iniciar
hasta que estas tres hayan sido efectuadas, siendo su tiempo de inicio a las 4 horas y el de terminacién a las 8
horas, que sera la suma de su tiempo de inicio mas el de su duracién.

Prosiguiendo con el orden de la tabla, la actividad E tiene como precedente a la D, por lo que su inicio
sera tan pronto como finalice ésta a las 8 horas, concluyendo a tas 10.5 horas, dado que su duracion es de
2.5 horas. )

Luego la actividad F puede iniciar a las 10.5 horas, dado que la E es su unica actividad precedente y
terminara a las 13 horas, puesto que se efectuara en 2.5 horas.

De Ia tabla de actividades del proyecto podemos observar que las 3 actividades siguientes, es decir la G,
H e I tienen como unica actividad precedente a la F, por lo cual pueden ser comenzadas a las 13 horas,
terminando entonces a la suma de este tiempo comin de inicio mas su tiempo particular de duracidén de
cada una. Con esto, la G finalizard a las 14.5 horas, 1a H a 1as 14 horas ylalalas 14.5 horas.

Finalmente la tltima actividad es 1a J, ia cual tiene como precedentes a las 3 anteriores: G, H e |
pudiendo ser iniciada tan pronto como éstas hayan concluido, siendo por este motivo su inicio a las 14.5
horas y su terminacién a las 18 horas, dado que dura 3.5 horas.

Con esto, nuestra grafica quedara tal y como se muestra en la figura XI.1, donde cada actividad se ha
indicado por barras con diagonales, las que a la hora de llevar a cabo el proyecto se podrian ir rellenando
conforme se fueran efectuando aquellas para un mejor control del mismo. Vemos también que éste debe
tener 18 horas de tiempo para su culminacién.

También del grafico podemos apreciar que no hay ninguna indicacién de las precedencias entre las
diferentes actividades, tal y como fue comentado en la explicacion del método. Lo Unico que podemos
apreciar es la programacion de las actividades respecto al tiempo. No obstante que el grafico de Gantt es
simple, suele ser de gran utilidad para proyectos que no abarcan muchas actividades, como en el presente
caso.



Actividades Figura XI.1.- Grafico de Gantt del proyecto-
: de instalacion del molino.
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F
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Tiempo del proyecto, horas

Metodo PERT/CPM

Generalidades

Este método hoy en nuestros dias ha ganado mucha popularidad debido a que puede aplicarse a un gran
niimero de casos que aparecen en los negocios, 1a industria y en las areas de investigacién y desarrollo de
nuevas tecnologias, ademas de que no es muy complejo para su manejo, aunque si mas eiaborado que el
método anterior. La mayoria de los autores de la materia suele presentarlo como un metodo, cuando en
realidad es una mezcla de dos:

El PERT., de sus siglas en Inglés (Program Evaluation and Review Technique), Técnica de Evaluacion y
Revision de Programas. el cual fue desarrollado en la década de los 50 y utilizado en el proyecto de los
misiles Polaris para la Fuerza Naval de los Estados Unidos. el otro método, CPM, de sus siglas en Ingles
(Critical Path Method), Método de la Ruta Critica, se origind en forma independiente a PERT y se ha
utilizado ampliamente en proyectos industriales y del ramo de la construccion.

Los dos métodos son similares, teniendo algunas variantes entre ellos, las cuales comentaremos:

Estimacion del tiempo de las actividades del provecto.

PERT maneja los tiempos de las actividades en forma probabilistica, basado en una distribucion de
probabilidad, tal y como veremos mas adelante, mientras que CPM lo hace en forma deterministica, es decir
que los tiempos se conocen con certeza basados en experiencias anteriores.

Area de énfasis.

PERT se ha disefiado para que los proyectos sean llevados a cabo en el plazo de tiempo programado,
mientras que CPM analiza la relacién tiempo-costo del proyecto y en base a esta determina la accion a
Seguir. '

Aplicacion.

Mientras que PERT se ha utilizado generalmente para proyectos de investigacion y desarrollo en los
cuales los tiempos de las actividades no se conocen con precision, CPM por su parte se ha empleado en
proyectos donde el administrader ya cuenta con alguna experiencia anterior, como son las areas industriales
y de la construccion donde los tiempos de las actividades pueden definirse sin mucha dificultad.



Notacion.

En la elaboracion de la red de un proyecto, en la cual se indican las actividades del mismo, asi como
también los sucesos o eventos, los que no son otra cosa que el inicio o terminacion de una actividad: se tiene
la siguiente diferencia entre PERT y CPM: En PERT los eventos se representan por circulos, a los cuales
se les denomina nodos y las actividades por flechas, las cuales también indican las relaciones de precedencia.
Por su parte en CPM los nodos simbolizan tanto eventos como actividades y las flechas sélo muestran
precedencias. En este texto adoptaremos l1a notacion PERT, que es ia mas usual.

El método presente es mejor que el grifico de Gantt, dado que no tiene las desventajas de aquel, aunque
requiere de mayor trabajo para ser implementado por parte del administrador.

Es muy adecuado para grandes proyectos en donde es importante tanto el tiempo de realizacién como el
costo de los mismos.  En la actualidad la mayor parte de las industrias y empresas consultoras en el ramo lo
aplican en alguna de sus versiones.

En este texto, utilizaremos el PERT/CPM en su versién mas comin para el area de la ensefianza de la
Investigacion de Operaciones y el cual se compone tomando partes tanto de PERT como de CPM.

Metodologia
Construccion de la red del proyecto.

Ahora explicaremos la metodologja del PERT/CPM, la que nos servira para elaborar ia red de un
proyecto, que incluird las actividades, las cuales se representaran por flechas, ast como los eventos, indicados
por circulos o nodos.

Para esto daremos 8 reglas practicas que pensamos seran de gran utilidad para la construccion de la red,
una vez que se han listado las actividades con sus tiempos de duracién y sus relaciones de precedencia:

1. Antes de representar cualquier actividad en la red, deberan haberse indicado ya en
ella todas las actividades precedentes.

2. Las flechas indicaran tanto las actividades como también las precedencias, no
teniendo ningun significado 1a longitud de las mismas.

3. Todas las flechas de la red deberan iniciar y terminar en un nodo.

4. No puede haber dos nodos que queden conectados entre si por mas de una flecha.

5. No puede haber mas de un nodo inicial o final,

6. No puede haber en la red ciclos, es decir, flechas que regresen el flujo de las
actividades a algun nodo anterior del cual habian partido.

7. Puede haber actividades ficticias, las cuales se representaran por medio de flechas
punteadas y que serviran solamente para mostrar precedencias, con un tiempo de
duracion de cero.

8. Deben numerarse los nodos de los eventos en orden creciente desde el inicio hasta el
final de la red.

A continuacidn ilustraremos la aplicacion de estas reglas con un ejemplo;

Ejemplo XI.2.- Elaborar la red del proyecto del ejemplo X1.1

Selucién: Tomaremos como base la tabla de actividades del problema X1.1, con 1a cual y de acuerdo 2 la
primera regla, deberemos iniciar por la primera actividad, que en este caso seran las actividades A, By C,
dado que ninguna de ellas tiene alguna precedente, dicha parte de la red sera -
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Dado que la tercera regla indica que cada flecha debe terminar en un nodo, los cuales han sido

numerados conforme a la regla ocho.
De aqui debe seguir la actividad D quien tiene como precedentes a la A, By C, esto se representa en la

red de la manera siguiente:

En la cual se incorporan las actividades ficticias f1 y f2 para sefialar que las actividades AycC

respectivamente son precedentes de la D.
Luego vemos de Ia tabla de actividades que la D es precedente de laE y éstaasuvez delaF, conestola

red quedara;

Luego vemos que la actividad F es precedente de tres actividades: 1aG, He 1, las cuales apareceran en la
red del modo siguiente;
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De aqui la unica actividad que falta por sefialar en la red es la J, 1a cual por tener de precedentes a las
tres actividades antes citadas, ira representada asi :

Figura XI.2. Red final de! proyecto de reemplazo del molino

Donde se ha requerido incluir las actividades ficticias 3 y f4 paraMindicar las precedencias de las
actividades G e [ respectivamente. |

Con esto la red ha quedado terminada con 14 actividades, 4 de ellas ficticias con tiempos de duracion de
cero y con 11 nodos o eventos del proyecto.

Determinacion del camino critico.

Una vez que se ha construido la red del proyecto, el siguiente paso es determinar que es el camino critico
para el mismo, dado que éste determinara el plazo de tiempo para su finalizacién.

Para lograr esto, primeramente debemos estimar para cada évento de la red, dos variables: EI tiempo
mas proximo y el tiempo mas lejano.

El tiempo mis préximo de un evento es el tiempo en el que puede suceder éste, si las actividades
precedentes a €l ocurren lo mas pronto posible; por su parte el tiempo mas lejano de un evento es el Gltimo

tiempo al cual puede acontecer, sin retrasar al proyecto,
Para obtener el tiempo mas proximo de un evento dado cualquiera, se recurre a la siguiente férmula:

Tiempo mas Tiempo mas Tiempo de duracién de la
préximo del = proximo del + actividad que va del evento Ec. (X1 1)
evento actual evento precedente precedente al actual

Para aquellos casos en los cuales el evento actual tenga varios eventos precedentes, su tiempo mas
proximo serd el mayor de los calculados al aplicar la formula antes citada para cada evento precedente.

Para obtener los tiempos mas préximos de los eventos del proyecto, se inicia por el evento inicial y se
aplica el procedimiento antes descrito hasta terminar en el evento final .

Por su parte, para obtener el tiempo mas lejano de un evento dado cualquiera, se utiliza la siguiente
férmula:

Tiempomas  Tiempo mas Tiempo de duracién de la
lejano del = lejano del - actividad que va del evento Ec.(X1.2)
evento actual evento posterior actual al posterior

De manera analoga para aquellos casos en los que el evento actual tenga varios eVentos posteriores a él,
se calculara el tiempo mas lejano del evento actual por la formuia (X1.2 ) para el caso de cada evento
posterior y se tomara el que resulte ser el menor.



Para obtener los tiempos mas lejanos de los eventos de una red, se inician los calculos por el evento
{ltimo y se avanza en sentido inverso al de la red hasta finalizar en el primer evento.

Por otro lado, la holgura de un evento se define como la diferencia entre el tiempo mas proximo y el
mas lejano para el evento, representando la cantidad de tiempo en la cual podria demorarse dicho evento sin
que el proyecto aumente el plazo de tiempo para su terminacion.

Por su parte se define también el término de la holgura para una actividad, como la cantidad de tlempo
que podria demorarse la actividad sin ocasionar retrasos en el proyecto, la cual puede obtenerse por medio de
la siguiente formula:

Tiempo mas Tiempo mas

Holgura para lejanao del evento proximo del evento Tiempo de duracion

laactividad = correspondiente al - correspondiente al - de la actividad ' Ec.(X1.3)
.nodo destino nodo origen

El nodo origen sera donde inicia la actividad y el nodo destino aquel hacia donde llega la flecha
correspondiente a la actividad.

A los diferentes caminos alternativos de una red que van del evento inicial hasta el final, se les conoce
como rutas. La ruta critica sera aquella que tenga la maxima sumatoria de tiempos de las actividades que la
forman, de modo que ella define al plazo de tiempo para que el proyecto sea completado, por lo tanto, en la
ruta critica no poclré haber demoras en las actividades que la integran, puesto que si éstas aparecieran, el
proyecto se veria retrasado.

De hecho una definicidn frecuente de la ruta critica es la siguiente: Ruta critica es aquella cuyas
actividades tienen todas una holgura de cero, dado que no pueden permitirse tiempos ocmsos ‘los cuales
demorarian el proyecto.

Todo proyecto tiene por lo menos una ruta critica, pudiendo haber varias en un momento dado.

A continuacion presentaremos dos ejemplos que aclaran los conceptos anteriores.

Ejemplo XI.3.- Determinar los tiempos mas lejanos y los més préximos de los eventos, las holguras vy la
ruta critica para la red del proyecto del problema XI.2.

Solucion:

De la figura X1.2, que es la red del ejemplo anterior, prepararemos 2 tablas. una para los tiempos mas
proximos de los eventos de la red y la otra para los tiempos mas lejanos, conforme a las formulas (X1.1} y
(X1.2) respectivamente. :

Dichas tablas se explican por si solas, por lo que se recomienda al lector el seguimiento por cada evento
para darse cuenta de la manera como se han aplicado las formulas respectivas.

Tabla X1.2 Calculo de los tiempos mas proximos para la red de la figura X1.2

Evento actual Evento precedente Calculo del tiempo mas Tiempo mas proximo del
proximo para €l evento evento actual
actual, formula (XI. 1)
1 -—- - 0
2 1 0+4 4
4 1 H2 2
i 0+1
3 2 4+0 4
4 2+0
5 3 4+4 8
6 5 8+2.5 10.5
7 6 10.5+2.5 ‘ 13
8 7 13+1.5 14.5
10 7 13+1.5 14.5
7 13+1
9 8 14.5+0 14.5
10 14.5+0
11 9 14,543.5 18

”
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De la tabla vemos que el tiempo mas préximo para el evento final es de 18 horas, el cual por ser el
altimo evento sera también su tiempo mas lejano, a partir del cual se calculara la tabla de los tiempos mas
lejanos para el total de los eventos de la red y que presentamos a continuacion;

Tabla X1.3. Tiempos més lejanos para la red de la figura XI.2

Evento actual Evento posterior Caleulo del tiempo mas | Tiempo mas lejano del
lejano para el evento evento actual
actual, formula (XI. 2)
11 === - 18
9 1] 18-3.5 14.5
10 9 14.5-0 14.5
3 9 14.5-0 14.5
8 14,5-1.5
7 9 14.5-1 13
10 14.5-1.5
6 7 13-2.5 10.5
5 6 10.5-2.5 3
3 5 3-4 4
2 3 4-0 4
4 3 4-0 4
. 2 4-4
1 3 4-1 0
4 4-2

En estas tablas se muestra claramente cémo cuando existen varios eventos precedentes para el calculo de
los tiempos mas préximos, se toma el mayor valor y de forma similar cuando se calculan los tiempaos mas
lejanos, cuando hay varios eventos posteriores, se toma el menor.

Ahora prepararemos 12 tabla de holguras para los eventos y las actividades, conforme a lo explicado
anteriormente, que la holgura de un evento es la diferencia entre su tiempo mas proximo y mas lejano y la

“holgura de una actividad se estima por medio de la férmula (X1.3). Con esto nuestra tabla sera la siguiente:

Tabla X1.4. Holgura de eventas ¥ actividades para la red de la figura XI.2

Evento Holgura del evento Actividad Holgura de la actividad

1 0-0=0 A 4-0-4=0

2 4-4=0 B 4-0-1=3

3 4-4=0 C 4-0-2=2

4 4-2=) D 8-4-4=0

5 3-8=0 E 10.5-8-2.5=0
6 10.5-10.5=0 F 13-10.5-2.5=0
7 13-13=0 G 14.5-13-1.5=0
8 14.5-14,5=0 H 14.5-13-1=05
9 14.5-14,5=0 I 14.5-13-1.5=0

10 14.5-14.5=0 J 18-14.5-3.5=0

11 18-18=0

En esta tabla no se han incluido las actividades ficticias.
Toda esta informacion de los tiempos y holguras se incluye en la red, lo cual se muestra en la figura X1.3.
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(8,8) (10.5,10.5) 4 (18,18)

(2,4) (14.5,14.5)

Figura XI.3. Red del proyecto mostrando los tiempos
mas proximos y mas lejanos de los eventos y las
holguras de las actividades.

Donde los nameros en los nodos que estan entre paréntesis son el tiempo mas proximo y el mas lejano
para el evento respectivo, mientras que las holguras de cada actividad se han sefialado por un niimero
colocado junto a la actividad correspondiente. Puesto que la ruta critica es aquella cuyas actividades tienen
todas una holgura de cero, vemos que esta red tiene dos rutas criticas con un tiempo total para el proyecto de
18 horas cada una, las cuales son: A-fl-D-E- F- G- 13-

A-fl-D-E-F-1-f4- ] .

Con esto vemos que si el proyecto se desea terminar a tiempo, debera ponerse especial atencion a estas 2
rutas, dado que cualquier demora en alguna de las actividades que las forman, causard un retraso en el
tiempo de entrega de 18 horas para el proyecto.

Ahora presentaremos otro ejemplo:

Ejemplo XL.4.- Para el proyecto de la construccion de una casa, se tiene la tabla XL.5 con el listado de las
actividades que la componen, asi como tas precedencias y los tiempos de duracion.

Se desea obtener la red, los tiempos mas proximos y mas lejanos para los eventos, los holguras y la ruta
critica del proyecto.

Tabla X1.5 Actividades en el proyecto de la construccion de una casa.

Clave de actividad | Actividad precedente Descripcion de la actividad Tiempo de duracién, dias
A - Excavacion de zanjas para 3
cimentacion

B A Cimentacion 5

C B Levantar paredes 12

D C Instalar plomeria exterior 5 -

E C Hacer instalacion eléctrica 8

F C Colar techos 8

G D Instalar plomeria interior

H E.G Hacer aplanado de interiores 10

| F Hacer aplanado de exteriores 7

J H Pintar interiores 3

K H Colocar pisos 6

L D, 1 Pintar exteriores 10
M I K Hacer acabados interiores 9 I
N L Hacer acabados exteriores 8

8] N Hacer trabajo de areas verdes 2

Solucidn: Lo primero sera elaborar la red del proyecto, 1a cual se muestra en la figura X1.4
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Figura Xi.4. Red de! proyecto
(3.3) 9 de construccion de una casa.

(48,48)

Se han requerido 2 actividades ficticias: La fl para indicar que la actividad L tiene como precedente a fa
D y la f2 para senalar que la actividad K es precedente de la M. También es interesante observar que en el
caso de la actividad E que es precedente de la H. no se ha hecho necesario incluir una actividad ficticia,
puesto que la flecha correspondiente a' elia no viola Ia regla 4 ya que viene del nodo niimero 4 y la flecha de
la actividad G viene del nodo nimero 5. Por su parte, mediante ta aplicacion de la formula (X1.1) e iniciando
por el nodo 1, se crea la tabla de los tiempos mas préximos de los eventos, la cual es;

Tabla X1.6 Calculo de los tiempos mas proximos de la red del provecto de la construccion de una casa.

Evento actual Evento precedente Cilculo del tiempo mas Tiempo mas préximo
proximo para el evento evento actual
actual, férmula (X1. 1)

1 - -e- 0

2 1 0+3 3

3 2 3+5 8

4 3 8+12 20

5 4 20+5 25

6 4 2048 .
5 25+7 32

7 6 32+10 42

8 7 42+0 48

9 7 4243
8 43+0 48

10 4 2043 28

11 5 25+
10 28+7 35

12 11 35+10 45

13 12 45+8 53

14 9 48+9 57
13 53+2




De forma similar se estiman los tiempos mas lejanos, por medio de la férmula (XI.2), iniciando por el
nodo 14 y avanzando por la red en sentido inverso, la tabla siguiente muestra estos calculos:

Tabla X1.7 . Célculo de los tiempos mas lejanos de la red del proyecto de la construccion de una casa.

Ahora prepararemos la tabla de holguras, 1a de los eventos es simplemente la diferencia entre el tiempo
mas préximo y el mas lejano del evento, mientras que la holgura de las actividades se obtiene por medio de

Evento actual Evento Caleulo del tiempo | Tiempo mas lejano
posterior mas del evento actual
lejano para el evento
actual, formula
(X1.2)

14 L 57
13 14 51-2 55
12 13 55-8 47
11 12 47-10 37
10 11 37-7 30
9 14 57-9 48
8. 9 438-0 48
7 3 43-6 42

9 48-3
6 7 "42-10 32
3 6 32-7 25

11 30-0

5 25-5
4 6 32-8 20

10 30-8
3 4 20-12 8
2 3 8-5 3
1 2 3-3 0

la férmula (X1.3). Los resultados se presentan en Ia tabla siguiente:

Tabla X1.8 Holguras de los eventos y las actividades para la-red del proyecto de l1a construccion de una
casa.

Evento
1

D00 w2 O R

Holgura del evento

0-0=0

3-3=0

$-8=0
20-20=0
25-25=0
32-32=0
42-42=0
48-48=0
48-48=0
30-28=2
37-35=2
47-45=2
535-53=2
57-57=0

bz_?.r-z'——:o-nmonm

Actividad Helgura de la actividad

A 3-0-3=0
3-3-5=0
20-8-12=0
25-20-5=0
32-20-8=4
30-20-3=2
32-25-7=0
42-32-10=0
37-28-7=2
48-42-3=3
48-42-6=0
47-35-10=2
57-48-9=0
55-45-8=2
57-53-2=2



Esta informacion se incluye en la red de la figura XI. 4, apareciendo entre paréntesis los tiempos mas
proximos y mas lejanos de los eventos y las holguras de las actividades junto a cada una de éstas.

De la figura se puede apreciar claramente que la ruta critica es la que se compone por las actividades A -
B-C-D-G-H-K-1f2-M,lacual s¢ muestra por las flechas mas gruesas, con todas sus actividades con
holguras cero y con un tiempo total del proyecto de 57 dias.

También podemos observar que la actividad J tiene una holgura de 3 dias, mientras que para la actividad
E es de 4 dias y la rama de la red formada por las actividades F - 1 - L - N - O tiene una holgura de 2 dias,
lo que significa que todas estas actividades pueden permitir en conjunto una demora en esta cantidad de
tiempo, por lo que si una sola de ellas, por decir la F, se retrasa 2 dias, el resto de las actividades que
componen la rama ya no podra demorarse, pues de suceder asi, retrasara al proyecto completo.

Con esto podemos darnos cuenta que algunas rutas que no son criticas, pueden llegar a convertirse en
tales si alguna o algunas de las actividades que las forman llegaran a retrasarse en una cantidad de tiempo
mayor o igual a la de sus holguras correspondientes.

Estimacion de tiempos en PERT/CPM )

El método PERT usualmente se ha utilizado en proyectos de investigacion y desarrollo, donde no existe
ningun antecedente en cuanto a los tiempos de duraciéon de las actividades, por lo cual deberan estimarse de
alguna manera para poder efectuar 1a programacion correspondiente.

Lo que supone el PERT - y que s el tema de este inciso es que los tiempos de las actividades deben seguir
un comportamiento que pueda ser descrito por alguna distribucion de probabilidad, para lo cual resultd ser
adecuada la distribucion beta, dado que tiene s6lo un valor mas alto ( una sola moda ), ademas de que sus -
menores valores son no negativos, los mayores son finitos ¥ no es necesariamente simétrica, razones por las
cuales quienes desarrollaron PERT la eligieron.

El tiempo esperado para cada actividad se calcula por medio de la siguiente formula;

fo+ dim+ 1p
fe= —6—— Ec.(X14)

Donde :
te = Tiempo esperado para la actividad.
to = Tiempo optimista para la actividad ( tiempo de la actividad si todo sale bien ), es la cota inferior de la
distribucion beta.
tm =Tiempo mas probable para la actividad ( tiempo de la actividad en condiciones normales ), es la moda de
la distribucion beta,
tp = Tiempo pesimista para la actividad ( tiempo de la actividad si todo sale mal ). es la cota superior de la
distribucion beta,

Con esta ponderacion de los 3 tiempos, se halla el tiempo esperado para la actividad, el cual ha
funcionado bien en las distintas aplicaciones de PERT a proyectos innovadores.

Sin embargo, cuando los intervalos de valor entre los tiempos optimista y pesimista son grandes,
disminuye la confianza en el uso del tiempo esperado estimado por la formula (XI. 4). Por esto es usual
determinar el grado de variacién que puede haber en las estimaciones, lo cual se logra mediante el calculo de
la variancia, que se hace con la siguiente formula :

62 = [(t-t,)/6]2  EcXLs)

Donde o 2 ¢s la variancia Yy © sera entonces la desviacién estandar. Esta férmula se utiliza debido a que
muchas distribuciones de probabilidad tienen sus cotas superiores a una distancia de 6 desviaciones estandar
de las inferiores.

En un proyecto dado, la variancia del tiempo de terminacién de! proyecto sera la suma de las variancias
individuales de las actividades que integran la ruta critica, lo cual es de gran importancia, puesto que nos
permite saber con cuanta certeza se puede esperar que el proyecto se termine en un plazo dado de tiempo.



Para esto se suponen 2 situaciones: los tiempos de las actividades son estadisticamente independientes y que
el tiempo del proyecto sigue la curva de distribucién normal de probabilidad.
Enseguida presentaremos un ejemplo ilustrativo de los conceptos de este inciso.

Ejemplo XL.5.- Para el proyecto de construccion de una casa visto anteriormente, determinar la
probabilidad de que el proyecto se realice: (a) en 60 dias, (b) en 62 dias y (c) en 65 dias,

En la siguiente tabla se dan los tiempos optimista, mas probable y pesimista para cada actividad.

Tabla X1.9 . Tiempos optimista, mas probable y pesimista para el proyecto de construccién de una casa,
en dias.

Actividad Tiempo optimista Tiempo mas probable Tienpo pesimista
A 1 32 4.2
B 4 , 5 6
C 8 11.5 18
D 3 5.2 6.2
E 4.4 3.4 10
F 5 8.2 10.2
G 4.6 6.3 10.2
H 6 9 _ 18
1 48 6.9 9.6
J 1.2 3 48
K 4 5 12
L 8 10 i2
M 7.2 82 14
N 6 - 8 10
O 0.8 1.8 4

Solucion: Para cada actividad, debemos estimar su tiempo esperado por la formula (X1.4) y su variancia
por la formula( X1.5), esto lo ejemplificamos para el caso de la actividad A:

Tiempo esperado, te=tot dtm+tp =1+4(3.20+42 =3.0
6 6

Variancia, 62= [(tp-10)/6])2=[(4.2-1)/6]%2=0.2844
Si se aplican las formulas anteriores a cada actividad, se generan los resultados que presentamos en la

siguiente tabla:
Tabla XI. 10 .Tabla anterior incluyendo los tiempos esperados y las variancias para cada actividad.

Actividad Tiempo *  Tiempo mas Tiempo Tiempo Variancia
optimista prabable pesimista esperado

A 1 32 42 3 0.2844
B 4 . 5 6 5 01111
C 8 11.5 18 12 27778
D 3 5.2 6.2 5 0.2844
E 4.4 84 10 8 0.8711
F 5 8.2 10.2 3 0.7511
G 4.6 6.8 ' 10.2 7 0.8711
H 6 9 18 10 4.0

1 48 6.9 96 7 0.640
i 1.2 3 4.8 3 0.360
K 4 5 12 6 1.7778
L 8 10 12 10 0.4444
M 7.2 8.2 14 9 1.2844
N 6 8 10 3 0.4444
0 038 1.8 4 2 0.2844



Si comparamos los resultados de los tiempos esperados calculados aqui con los datos de la tabla XI. 5,
veremos gue son exactamente iguales.

La ruta critica para este proyecto, tomandola del ejemplo anterior, puesto que los tiempos son los
mismos. es A-B-C-D-G-H-K-f2-M, por lo que la variancia del proyecto sera la suma de las
variancias individuales para las actividades que forman la ruta critica, entonces.

02=02A+ UZB+°2C+°'2D+°'2G+°'2H'*'°2K+“2f2+°2M
Como czf;.zes cero, dado que f2 es una actividad ficticia,
o< =0.2844 +0.1111+2.7778+0.2844+0.8711+4.0+1.7778+0+1.2844
.=11.391

por lo cual la desviacion estandar, o=+/11L39]1 =3.375

El tiempo de terminacién del proyecto es de 57 dias, el cual vendra siendo la media si se cumple la curva
normai de distribucion de probabilidad, es decir

X =57 dias
Con estos datos, vamos ahora a contestar las preguntas:

(a) Si el tiempo del proyecto es de 60 dias, estamos hablando de 60-57 = 3 dias mas que la media y 3
dias son 3/3.375 = 0.889 desviaciones estindar a la derecha de la media, para este valor se obtiene el
81.3% del area bajo la curva normal, lo que vendra siendo la probabilidad de que el proyecto se cumpla en
60 dias.

( b) Para 62 dias, seran (62-57)/3.375=1.481 desviaciones estindar a ia derecha de la media. Para este
valor, se tendra el 93.1 % del area bajo la curva y ésta seri también la probabilidad de que el proyecto se
realice en este plazo de tiempo.

( ©) Para 65 dias, utilizando el mismo procedimiento, tendremos (65-57)/3.375=2.37 desviaciones
estandar a la derecha de la media, por su parte para este valor corresponde el 99.1% del 4rea bajo la curva,
que sera la probabilidad de que el proyecto se termine en los 65 dias,

Relaciones entre tiempo y costo para los proyectos en PERT/CPM.

Hasta ahora lo que hemos visto en el método PERT/CPM se ha enfocado a cumplir con un plazo de
tiempo establecido para que los proyectos se completen. Sin embargo, algo muy importante en todo proyecto
lo constituye otro factor: El costo del mismo, ya que para un plazo de tiempo de terminacién del mismo,
habra un costo implicito asociado a él. El método del camino critico, CPM, fue el primero que traté sobre
esta relacién entre el tiempo y el costo de los proyectos, lo cual se incorpord posteriormente a PERT. Por ser
un tema de suma importancia en Ia actualidad, la mayoria de las versiones de PERT/CPM lo manejan y por
esta misma razon se ha incluido en el presente capitulo.

Es bien sabido que 1a mayoria de las actividades de un proyecto pueden disminuirse hasta cierto punto
en su tiempo de duracion si se les asignan recursos adicionales, como pueden ser: Un mayor nimero de
gentes que las realicen, emplear equipos y maquinaria adicional, pagos exiras a contratistas, etc,, los cuales
repercutiran necesariamente en un incremento del costo.

Por esto, es importante analizar ambos factores conjuntamente,



En la figura XI5 se tuestra una relacion gréﬁca entre el tiempo y el costo de un proyecto,
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Figura XL5. Relacion grifica entre el
tiempo y ¢l costo de un proyecto.

En ella puede apreciarse un punto normal de costo minimo del proyecto y un punto de urgencia de
tiempo minimo del proyecto. Entre estos 2 valores extremos habra una serie de puntos intermedios, cada uno
de los cuales sirve para generar la relacién entre el tiempo y el coste. Como podemos observar en la figura,
es factible disminuir el tiempo de terminacion de un proyecto, pero a expensas de incrementar su costo.

Es posible manejar relaciones entre el tiempo y el costo de los proyectos en forma numeérica si se dispone
de informacién acerca de los costos normales de las actividades, los tiempos de urgencia o tiempos minimos
en que pueden ser efectuadas las mismas y los costos asociados a ellas, es decir, los costos de urgencia. Con
éstos podemos obtener el factor de reduccion del costo por unidad de tiempo, Sy, por medio de la siguiente
formula:

_ Cu-Cn

te= Ec.(X1.6)
fah

Donde:

Cu = Costo de la actividad a tiempo de urgencia.

Cn = Costo de la actividad a tiempo normal.

typ, = Tiempo de ahorro, dado por la formula (X1.7).

Siendo:
fah = th —lu EC( Xl?)

Donde: )
ty, = tiempo normal de la actividad.
1, = tiempo de urgencia de la actividad.

Con los valores de S, de las actividades que integran un proyecto, es posible cuantificar las reducciones
de los tiempos de las mismas y con ello 1a del proyecto completo y también evaluar el incremento en el costo
del mismo que va asociado a ello. Para hacer esto, debemos llevar a cabo el siguiente procedimiento:

1. Determinar para cada actividad del proyecto su valor de S¢..

2. Con los valores de S del total de las actividades del proyecto, reducir el maximo
numero posibte de dias, que serd el valor de tyy, para la actividad, para aquella que
forme parte de la ruta critica y que tenga el minimo valor de S,..



3. Repetir el procedimiento con la siguiente actividad que forme parte de la ruta critica
¥ que tenga el siguiente valor minimo de Stc- Aqui debera ponerse especial atencién a
todas las rutas no criticas del proyecto, puesto que, a medida que la ruta critica vaya
disminuyendo sus tiempos por la reduccion de la duracién de las actividades que la
forman, sera posible que alguna ruta no critica llegue a convertirse en tal por igualar su
tiempo con el de la ruta original, cuando esto sucede, se deberan disminuir
simultaneamente los tiempos de todas las rutas que sean criticas en ese momento para
poder bajar el tiempo del proyecto.

4. Repetir el mismo procedimiento de las fases anteriores, mientras esto sea posible, lo
cual sucedera hasta que alguna de las rutas criticas que haya en este momento tenga
todas sus actividades sin la posibilidad de ser disminuidas en sus tiempos de duracion.

Como podemos ver de las fases antes descritas, cada reduccion del tiempo del proyecto nos dara un
nuevo punto de menor tiempo ¥y mayor costo para establecer 1a relacion entre estos dos factares. Enseguida
ilustraremos el procedimiento descrito anteriormente con la resolucién de un ejercicio,

Ejemplo XL.6.- Establecer numérica y graficamente la relacion tiempo-costo para el proyecto de la
construccién de una casa del ejemplo Xi.4, la informacién pertinente para esto, se da en la siguiente tabla:

Tabla XI.11. Datos normales y de urgencia para las actividades del proyecto de construccidn de una
casa.

Actividad Tiempo normal Costo normal Tiempo de urgencia  Costo de urgencia
(dias) (MNS$) (dias) . {MN$)
A 3 7.0 2 80
B 5 10.0 3 12.0
Cc 12 28.0 10 300
D 5 9.5 4 10.0
E 8 14.5 6 16.0
F 8 17.0 7 18.5
G 7 12.0 6 (4.0
H 10 16.5 10 16.5
I 7 15.0 6 16.2
J 3 14 2 §2
K 6 16.2 5 17.0
L 10 18.2 3 19.5
M 9 17.4 3 - 18.0
N 8 15.0 B 15.0
0 2 3.2 2 32
Solucion:

Lo primero que se hara es mostrar la red del proyecto, sefialando en ella, los tiempos de las actividades,
la ruta critica y las holguras de las rutas no criticas denominadas como h, lo cual se muestra en la figura
X1.6, también se indica el costo del proyecto para el tiempo normal de 57 dias, el cual es de MNS 206.9 y se
forma por la sumatoria de los costos normales de Ias actividades individuales. Ademas se hace la aclaracidn
que las actividades H, Ny O aparecen encerradas en un cuadro en la figura, por no poder ser reducidas en
ningun dia, dado que su tiempo de ahorro es de cero ( tiempo normal igual al de urgencia ).



Figura X1.6. Red del proyecto
de construccion de una casa.

Tiempo normal=57 dias
@ Costo normal=206.9 MN

8 7T
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Ahora calcularemos para cada actividad, su tiempo de ahorro, ty), que es la diferencia entre el tiempo
normal y el de urgencia, para luego estimar el factor de reduccion del costo por unidad de tiempo, S,
mediante la férmula (X1.6), para cada actividad. Estos calculos los presentamos en la tabla XI1.12, la cual
sera la base para la resolucion del ejemplo.

" Tabla X112 Tiempos de ahorro y factores de reduccién del costo por unidad de tiempo para las
actividades del proyecto de construccion de una casa.

Actividad Tiempo de ahorro, typ.dias Factor de reduccion del costo por -
unidad de tiempo , S;., MN$/dia

OzZzZC A —~TOTMOUO®R
O e b et et e () et e BD e B B e

1.0
1.0
1.0
0.5
0.75
1.5
2.0
1.2
038
0.8
0.65
0.6



Luego conforme al procedimiento indicado, vemos que la actividad de la ruta critica con el menor valor
de S¢c es la D con 0.5, la cual podemos reducir en el valor de su tiempo de ahorro, es decir un dia, con esto
la red sera ahora la de 1a figura X1.7. :

1)
34 A
2 Figura XI.7 Red del proyecto
sT B {luego de reducir D en un dia
3

Tiempo = 56 dias
Costo = 207.4 MN$

Ruta critica
A-B-C-D-G-H-K-f2-M

T T N
7 Xnos 13

6 K 2 [0
3 9

B m— G 14
2 0 v

En ella vemos que las holguras de la ramas de la actividad E y las actividades F- [ - L - N - O han
" disminuido en un dia. Por su parte la actividad D aparece en un cuadro por haber agotado la posibilidad de
seguirla reduciendo en tiempo, mientras que su costo ha aumentado en 0.5 MNS, siendo ahora 207.4 MNS.

La ruta critica stgue siendo la misma, por lo que su siguiente actividad con el mayor valor de S;. eslaM
con 0.6, la cual puede disminuirse en un dia, con lo cual la red sera 1a de la figura XI. 8, en la cual vemos
qQue aparecen 2 rutas criticas, dado que al disminuir la holgurade laramaF-1-L - N- Oen un dia, llega a
cero y por tal motivo ésta pasa también a ser critica. Aqui también observamos que fa actividad M ya no es
susceptible de ser reducida, por lo que aparece en un cuadro. Por su parte el costo se incrementa en 0.6
MNS$, llegando de esta forma a un costo total del proyecto de 208.0 MNS.
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2 . Figura X1.8 Red del proyecto
5§ B luego de reducir M en un dia
3 Tiempo= 55 dias
124 € h=o Costo = 208.0 MN$
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5)f1_ .11 Rutas criticas
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De aqui vemos que 1a manera mas econdmica de reducir dias de las 2 rutas criticas es hacerlo en aquellas
actividades que forman parte de ambas rutas simultineamente, tal es el caso de las actividades A, By C. Si
observamos la tabla X1.12, vemos que éstas tienen el mismo valor de S, por lo que podemos acortar las 3
en s6lo un paso en sus respectivos tiempos de ahorro, es decir, Aenundiay By Cen2 dias cada una. Con
esto, nuestra nueva red quedara tal y como se indica en la figura X1.9, para la cual no hay cambios en las
holguras de las ramas no criticas, dado que las 3 actividades reducidas forman parte de todas las rutas
posibles del proyecto. En la figura aparecen las actividades A, By C en cuadro por haber sido acortadas al
maximo. Con estos cambios el costo se elevara a razén de 1.0 MN$ por cada dia de disminucion del tiempo,

ilegando éste a 50 dias y aquel 2 213.0 MINS,



2 Figura XI1.9 Red del proyecto
luego de reducir A en un dia
y By C en dos dias

Tiempo = 50 dias
Costo = 213.0 MN$

E
8 Rutas criticas
h=3 A-B-C-D-G-H-K-f2-M
A-B-C-F-I-L-N-O
6 0
(8 14

Las rutas criticas han seguido siendo las mismas, st las observamos, nos damos cuenta que en la primera
de elias solo tenemos posibilidad de reducir las actividades G y K, pues las restantes ya han sido acortadas
al maximo. Por su parte la otra ruta critica tiene ia posibilidad de reduccion de tietnpo en las actividades F, 1
y L. Si vemos la tabla X1.12, de la primera ruta critica la actividad K tiene el menor valor de S;c con 0.8,
pudiendo ser reducida solo en un dia, mientras que en la segunda ruta critica es la actividad L con Stc = 0.65
la del menor valor, con posibilidad de ser disminuida en 2 dias. Por esto, en nuestro siguiente paso de
reduccion de tiempo, el cual debemos llevar a cabo en ambas rutas criticas, serd solamente un dia el tiempo
posible de acortamiento. Con esta nueva etapa, nuestra red sera tal ¥ como se muestra en la figura X1.10.



2 Figura XI|.10 Red del proyecto
sITB luego de reducir Ky L en un dia

Tiempo = 49 dias
Costo = 214.45 MN$

Rutas criticas
A-B-C-D-G-H-K-f2-M
A-B-C-F-I-L-N-O

De ella vemos que la holgura de la rama de la actividad J se ha acortado a 2 dias y ademas que el
incremento det costo del proyecto ha sido de N$ 1,450, que es la suma de 0.8 y 0.65 MN$ por acortar las
actividades K y L respectivamente para disminuir su tiempo en solamente I dia.

Si analizamos nuestras rutas criticas vemos que para la primera de ellas. solo nos queda la actividad G con
posibilidad de reduccion en su tiempo. De la tabla X1.12 vemos que se puede acortar dicha actividad en un
dia y su valor de S es de 2.0, por lo tanto la reduciremos en esa cantidad. mientras que por su parte, para la
otra ruta critica, la actividad L que era la de menor valor de S¢er todavia puede reducirse en un dia. al
efectuar esto nuestra red sera ahora la que se muestra en la figura XI.11. donde vemos que para disminuir el
tiempo del proyecto en un dia adicional se ha tenido que incrementar el costo del mismo en 2,650 N$, dado
por la suma de bajar las actividades G y L en un dia cada una (2.0+0.65 MN$), respectivamente. Por esto
nuestro costo total sera ahora de 217,100 N3. .
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La cual es ya la red final reducida al maximo, dado que la ruta critica A B C D G H K £2 M no tiene en
este momento ninguna actividad que pueda ser todavia acortada en su tiempo de duracidn.

En la tabla X1.13 presentamos la relacion de los datos de tiempo y costo del proyecto y en la figura XI1.12
la grafica respectiva,

Tabla XI.13. Relacién entre tiempo y costo para el proyecto de construccion de una casa.

Tiempo del proyecto, dias Costo del proyecto, MN$ Punto de la grafica
57 206.9 a
56 207.4 b
55 208.0 c
50 213.0 d
49 214.45 e
43 217.10 f

De aqui vemos como el costo incrementa poco al comienzo de 1a reduceién en dias del proyecto, pero
luego los aumentos en costo van siendo mayores para las siguientes reducciones en el tiempo, lo cual se
aprecia por las pendientes cada vez mayores hacia el lado izquierdo de la grafica, hasta llegar al punto final
f. Esto se debe a que el procedimiento de reduccién del tiempo inicia tomando los valores minimos de Ster
que en la grifica vendria siendo la pendiente con el signo cambiado, luego se prosigue con valores cada vez
mayores de $;. hasta el final.



Costo :
MN3 Figura XI.12. Relacion tiempo-costo
2187 para el proyecto de construccion de
—] f una casa
216
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Este procedimiento que hemos efectuado en forma manual, es posible planteario como un problema de
programacién lineal con una funcion objetivo que es el costo de teduccién del tiempo del proyecto, el cual
buscara minimizarse y estara sujeto a restricciones, las que se desarrollan una por cada evento del proyecto
y también una para cada actividad del mismo. Esto significaria para nuestro caso del presente gjemplo un
total de 14+15=29 restricciones. Por esta razén es poco frecuente ¢i resolver este tipo de problemas como
casos de programacion lineal.



PROBLEMAS PROPUESTOS.

XI.1. Para las siguientes actividades que componen un proyecto.

Actividad Actividad precedente Tiempo de duracién, dias

A - 5

A 2
C B 3
D C 4
E D,J 2
F B 3
G F 6
H G 1
I H 4
J C 5

Construya el grafico de Gantt respectivo.

X1.2 Para el problema anterior, elabore 1a red del proyecto, determine la ruta critica y obtenga los tiempos
mas préximos, mas lejanos y holguras correspondientes.

X1.3 Localice errores en las siguientes redes de proyecto,

a)

—0O-Q
O—-O—0O—-O)—O—



b)

X1.4. Para las actividades del signiente proyecto, elabérese el grafico de Gantt. .

Actividad Actividad precedente _ Tiempo, semanas
A - 2
B - 1.5
C A . .3
D - A . ) 2
E B.C _ 4
F B.C 23
G E 2
H D,F . 3
l G 1

X1.5. Hacer la red, hallar la ruta critica y los tiempos mas proximos, mas lejanos y las holguras del proyecto
del problema XI1.4.

XL.6 Para las actividades del proyecto.

Actividad Actividad precedente Tiempo de duracidn , hrs.
A --- 4
B A 2
C A 3
D C 5
E B,D 6
F B,D 1
G E 3
H F 4
1 G 2



a) Construya el grafico de Gantt.
b) Elaborar la red del proyecto.
c) Determinar la ruta critica y los tiempos mds préximos, mas lejanos y holguras.

X1.7. Para el proyecto.

Actividad Actividad Tiempo pesimista, Tiempo mas Tiempo optimista,

precedente : dias probable, dias dias

A - 4 3 2

B A 5 2.1 1

C A 6 4 32

D B 5 35 2

E C 2 1.6 12

F D 4 2 1.2

G E 6 3 24

Determinar la probabilidad de que el proyecto se termine en 13 dias.

X1.8. Para las siguientes actividades de un proyecto

Actividad Actividad Tiempo pesimista, Tiempo mas Tiempo optimista,
precedente dias probable, dias dias
A - 38 3 22
B A 5 4 3
C A 3 2 |
D B 8 5 2
E B 4 1 0.4
F C 6 3 1.8
G D 5 2 1.4
H F 72 4
I E.H 3.6 2 1

Hallar 1a probabilidad de que se cumpla en 16 dias.

X1.9. Elaborar la grafica de tiempo-costo para el proyecto cuyas datos son:

Actividad Actividad  Tiempo normal, Costo normal, Tiempo de Costo de
precedente semanas MNS$ urgencia, urgencia, MN$
semanas
A --- 4 45 3 5.1
B A 3 4 3 4
C B 3.5 4.2 3 4.6
D C 2 28 2 238
E A 25 3.5 2 4
F E 4 48 3 5.7
G F 1 2 1 2



X1.19. Hacer la grafica de tiempo-costo para el siguiente proyecto.

Actividad Actividad Tiempo normal, Costo normal, Tiempo de Costo de
precedente dias MNS$ urgencia, dias  urgencia, MN$

A - 6 5 5 6

B A 4 4.3 3 6.8
C A 3 3 2 38
D A 1 2 1 2

E C 2 2.4 2 24
F D 4 4.2 3 48
G F 2 1.8 2 1.8



CAPITULO XII

ANALISIS DE REDES

Introduccidn.

Aqui veremos un tema que ya se ha comenzado a tratar en el capitulo anterior: El analisis de redes, el
cual es muy importante en el ambiente empresarial, puesto que numerosos problemas pueden plantearse bajo
la metodologia de los modelos de redes para su resolucién,

Como veiamos en el capitulo precedente, los problemas de administracién de proyectes, los cuales se
tratan por métodos como el PERT y el CPM, se manejan como problemas de redes, pero estos casos ya no se
presentaran aqui, dado que fueron vistos anteriormente.

Este capitulo se expone en la siguiente manera: Primeramente se trata la terminologia de redes, luego se
presentan métodos para problemas de redes, como son el método del Recorrido Minimo, el método de la
Ruta mas corta y el método del Fluyjo Maximo. Finalmente se indica como los problemas de transporte,
asignacion y transbordo vistos en el capitulo IX, se plantean como casos de analisis de redes.

Una cuestion que es conveniente sefialar ahora es que todos los problemas de redes pueden ser resueltos
como casos de programacion lineal. Sin embargo, esto no se presenta en este texto, dado que los algoritmos
que se van a dar a conocer son més eficientes para estos casos que aquél.

Terminologia de Redes. .

Ahora daremos a conocer algunos términos que es conveniente definir, dado que se utilizan
frecuentemente en los problemas de analisis de redes. Asimismo daremos algunas reglas de notacién que se
usaran en el presente capitulo.

Como vimos en el capitulo anterior, una red es una representacion grafica de una serie de eventos y
actividades que suceden en un trabajo que se programa para lograr un determinado objetivo.

Un evento o suceso se representaba en la red por un circulo que se conoce como nodo, los cuales también
pueden indicar puntos geograficos o estaciones en algunos casos. Las actividades de los proyectos solian
representarse por ramas en la red, las cuales también pueden sefialar sentidos o direccienes en las cuales
hay algiin movimiento. Estas ramas pueden ser dirigidas si tienen sélo un sentido o direccidon, en cuyo caso
éste se indica por una punta de flecha en la rama, y no dirigidas si permiten el transito en las 2 direcciones.
Una rama no dirigida puede representarse por 2 ramas dirigidas en sentidos opuestos.

En la figura XII.1 se muestran estos 2 tipos de ramas, siendo la AB y la AC no dirigidas y laBD, CB y
DC ramas dirigidas.

Figura XII.1 Ejemplo dé una red




Es usual que la notacion de estas ramas se forme por las letras y/o niimeros de los nodos a los cuales
conectan. En el caso de las ramas dirigidas, primero se coloca la letra o niimero del nodo a partir del cual
proviene la rama, y al final aquél hacia el cual se dirige 1a rama, como en el caso de la rama DC que parte
de!l nodo D y llega al C.

Una red dirigida es aquella que tiene solamente ramas dirigidas. Igualmente si las ramas son no
dirigidas, la red es no dirigida. Si la red tiene de ambos tipos de ramas, se puede transformar en una red
dirigida si se convierten sus ramas no dirigidas por ramas dirigidas en direcciones opuestas,

Una trayectoria en la red es una forma de conectar dos o mas nodos. Existen Trayectorias dirigidas y
no dirigidas, dependiendo del tipo de ramas que conectan a los nodos. Asi, en el caso de la figura XII.1,
las ramas AB - AC - CB forman una trayectoria no dirigida entre los nodos A, By C y las ramas CB - BD -
DC forman una trayectoria dirigida del nodo C a él mismo. A este tipo de trayectorias que inician y terminan
en el mismo nodo, se les llama ciclos, los cuales a su vez también pueden ser dirigidos y no dirigidos, segin
el tipo de trayectoria de las ramas que lo forman.

Una red conexa es aquella en la cual cada nodo esta conectado a la red al menos por una rama, asi en el
caso de la figura XI1.1 se trata de una red conexa. A toda red conexa que no contenga ciclos no dirigidos,
se le llama arbol, como la red de la figura X1I.2

Figura XIl.2. Ejemplo de una red tipo arbol

Si el arbol tiene exactamente una rama menos que su nimero de nodos, se le conoce como arbol de
expansién, como el de la figura XI1.2 que tiene 4 ramas y 5 nodos. Todo arbol en una red, representa una
solucidn basica ( no siempre factible) de la programacién lineal.

Al flujo o transito que una rama puede permitir, se le conoce como capacidad o flujo de 1a rama. Toda
rama lleva también asociado a ella un costo.

Si para un nodo cualquiera de la red, el flujo que entra a €l es mayor que el que sale de él, al nodo se le
conoce como nodo fuente u origen. Por el contrario, si el flujo de salida es mayor que el de entrada,
hablaremos de un nodo demanda o destino. Si 1a entrada y la salida son iguales, hablaremos entonces de
un nodo de transhordo.

Método de Recorrido Minimo.

Los problemas de recorrido minimo los que también son conocidos como problemas de arbol de minima
expansion, forman redes no dirigidas, donde cada rama tiene .un costo no negativo asociado a ella. La
metodologja que vamos a presentar ahora tiene como finalidad hallar una red conexa que incluya a todos los
nodos de modo que el costo total de ella sea minimo.

La red solucién del problema sera un drbol de expansion, conforme a lo sefialado en el inciso anterior,
puesto que tendra una rama menos que el nimero total de nodos.



Existe un algoritmo sencillo y rapido para solucionar este tipo de problemas, el cual busca el costo
minimo en cada etapa, el que al llegar al final dara la red del costo total minimo. Este algoritimo consiste en
los siguientes pasos:

1.- Se selecciona arbitrariamente cualquier nodo de la red para iniciar.

2.- Se analizan las ramas que conectan al nodo inicial elegido en el paso anterior con nodos no
conectados todavia a la red y se selecciona la del costo minimo (en caso de empate, se escoge al
azar).

3.- Con los 2 nodos conectados en los pasos anteriores, buscar la rama mas econdmica que conecte a
cualquiera de ellos con un nueve nodo no conectado. Este procedimiento se repite hasta que todos
los nedos de la red hayan quedado unidos, momento en el cual habremos hallado la red dptima.

Este algoritmo podria también ser aplicado en sentido inverso, es decir para encontrar la red de costo o
recorrido maximo, sélo que en la practica no suelen aparecer problemas de este tipo.

A continuacion presentaremos un ejemplo para ilustrar la metodologia antes descrita;

Ejemplo XII.1.- La compaiiia Teléfonos Eficientes esta buscando la forma mas econémica de conectar el
servicio telefénico para 6 poblaciones del medio rural. En la siguiente figura se muestra un diagrama de las
poblaciones representadas por circulos, mientras que los nimeros que aparecen en las ramas de conexion
entre ellas son los costos de conexion del servicio entre las dos poblaciones en miles de N§.

El Monte

La Loma 25

O Rio Chico
28
22
X 40
AN
El Matorral La Piedra

Solucién:

Como podemos observar en la figura, hay una red donde las poblaciones son los nodos y las ramas
representan las posibles conexiones del servicio telefénico con su costo asociado en cada caso.

Debemos hallar ta red del costo minimo total con el algoritmo del Recorrido Minimo, por lo que
procederemos a aplicario y conforme al primer paso, elegiremos arbitrariamente al nodo de La Loma como
el inicial para este caso. Despuss y de acuerdo al segundo paso, vemos que de la figura hay 3 ramas que
conectan al nodo de La Loma con otros nedos, los cuales son-

Rama de conexion con E]l Monte, costo= MN$ 25.
Rama de conexién con Qjitos, costo = MN$ 16.
Rama de conexion con El Matorral, costo = MN$ 28.

Por lo cual, seleccionaremos a la rama de conexion con Ojitos por ser la de costo minimo, con esto
nuestra red de conexidn sera:



La Loma

Qjitos

Ahora, conforme al paso 3, del nodo de La Loma hay 2 ramas de conexién con nodos no conectados a la
red, las cuales son: La rama de conexion con El Monte (costo =MN$25) vy la de El Matorral (costo
=MN$28), por su parte, para el nodo Qjitos hay 4 ramas de conexién con nodos no conectados, que son:
Con El Monte (costo =MN$18), Rio Chico (costo =MN$26), El Matorral (costo =MN$14) y La Piedra (costo
=MN$19). De esas 6 ramas conectoras, la de menor costo es la de Ojitos a El Matorral, con MN$ 14. Al
incluir ésta en la red solucidn, quedara de la siguiente manera:

La Loma

El Matorral

De aqui , debemos revisar las ramas que conectan a cada uno de estos 3 nodos con un nodo aiun no
conectado, Para el nodo de La Loma, se tiene solo a la rama de conexion con El Monte (costo = 25), para el
nodo El Matorral, solo se considera la rama que lo conecta con La Piedra (costo = 40) y finalmente para el
nodo de QOjitos se tienen 3 ramas de conexidn: la que conecta con Ei Monte (costo =18), la que conecta con
Rie Chico (costo = 26) y la que conecta con la Piedra (costo = 19). De estas 5 ramas, la mas baja en costo es
la que conecta a Qjitos con El Monte. con un costo de MN$ 18, la cual debera incluirse en la red, para
quedar de la forma siguiente;

El Monte

La Loma

El Matorral



Ahora revisaremos las ramas que conectan a cualquiera de estos 4 nodos con un nodo ain no conectado,
estas ramas son: La rama que conecta El Matorral con La Piedra con un costo de MN$40; 1a rama que
conecta Ojitos con Rio Chico, con costo de MN$26; la rama que conecta Ojitos con La Piedra, con un costo
de MN$19 y la rama que conecta E1 Monte con Rio Chico, con costo de MN$20. De éstas, la de menor costo
es la de Qjitos a La Piedra, la cual al ser incluida en la red de solucidn nos dara:

El Monte

La Loma

El Matorral La Piedra

Finalmente, solo nos falta por conectar al nodo de Rio Chico. Las ramas que fo conectan son: La rama
que lo conecta con El Monte con un costo de 20, la rama de conexion con Ojitos con costo de 26 y la rama
que lo conecta con La Piedra, con costo de 22. De estas 3 ramas, la mas baja en costo es la conexion con El
Monte, con costo de 20. Al incluir‘ esta ultima rama, tendremos nuestra red final de solucion, 1a cual sera:

El Monte

La Loma

Rio Chico

El Matorral La Piedra

Cuyo costo total es N$ 87,000,
De la red vemos que consta de 6 nodos y 5 ramas, constituyendo un arbol de expansion.

Método de la Ruta mas corta.

En la practica aparecen cierto tipo de problemas que para ser resueltos requieren del algoritmo de la Ruta
mas corta,

Estos casos forman redes no dirigidas a semejanza de los problemas de Recorrido Minimo, pero a
diferencia de éstos, no generan arboles de expansion en la red final que representa la solucidn, puesto que
muchas de las veces en ésta no se ven conectados todos los nodos que componen la red. Otra diferencia
significativa es que este método inicia por un nodo particular, que viene siendo el nodo fuente u origen y
finaliza en el nodo destino, lo cual no implica que las ramas de la red sean dirigidas, sino solamente donde
comienza y termina la aplicacion del algoritmo al problema.
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En los casos que caen dentro de esta clasificacion, se busca hallar una ruta de costo minimo (tiempo
minimo, distancia minima), que nos permita ir del punto de arranque (nodo fuente} al punto final (nodo

destino).
El algoritmo de la Ruta mas corta consiste en los pasos siguientes:

| - Elaborar una tabla donde cada columna estara representada por un nodo de la red
del problema. Bajo cada nodo se colocaran las ramas que conectan a éste con el resto
de los nodos de la red en orden de menor a mayor en cuanto a su costo. Cada rama
colocada en la columna de un nodo dado se denominara conforme a la notacion

indicada para ramas dirigidas, tomando al nodo presente como su origen.

En esta tabla no deberan incluirse aquellas ramas que tengan al nodo origen como su

segundo nodo y/o al nodo destino como su primero.

2.- El nodo origen se marca con un asterisco en la tabla y se le asigna un valor inicial

de costo cero.

3.- De las ramas colocadas en la columna del nodo origen, se encierra en un cuadro la

que sea menor en costo.

4,- Se pasa al nodo que esté ubicado como segundo nodo de ia rama seleccionada en el

paso anterior y se le sefiala con un asterisco y con el costo de dicha rama.

5.- Se eliminan de la tabla todas aquellas ramas que no estén encerradas en un cuadro y

que tengan como segundo nodo al sefialado con asterisco en el paso anterior.

6.- Si el iiltimo nodo marcado con asterisco es el nodo destino del problema, se debera

ir al paso 12, en caso contrario se va al paso siguiente.

7.- De todos los nodos que estan marcados con asterisco hasta este momento, se debera
calcular el costo de la primera rama de su columna que no esté encerrada en un cuadro.
Este costo, denominado como P, sera la suma del costo indicado en el nodo mas el de

la rama en cuestion.

8.- Aquella rama que resulte con el menor valor de P del paso anterior, se encerrara en

un cuadro.

.9.- Se pasa al segundo nodo de |a rama elegida anteriormente, al cual se le sefiala con

asterisco y se le asigna como costo el valor de P de la rama.

10.- Se eliminan de la tabla todas las ramas no encerradas en un cuadro hasta este
momento que tengan al nodo marcado con asterisco del paso anterior como su segundo

nodo.
11.- Se regresa al paso nimero 6.

12.- Aqui ya hemos llegado al nodo destino del problema, con lo cual lo Gnico que nos
falta es indicar cual fue la ruta que se siguio desde el nodo origen hasta el nodo
destino, la que sera la ruta mas corta, con un costo total igual al valor de P indicado en
el nodo destino. La ruta se identifica en sentido inverso al desarrollo del procedimiento
de solucién, es decir iniciara por el nodo destino, sefialando la rama que nos llevo ahi,
con lo que sabremos cual fue el nodo inmediato anterior, luego se repite esto hasta

llegar al nodo origen del problema.
Ahora presentaremos un caso para ilustrar la metodologia antes explicada.

Ejemplo XIL.2.- Un individuo busca la ruta mas corta para trasladarse de su domicilio a su trabajo en una
gran ciudad. Dicha persona vive en la colonia Arsénico y su trabajo se halla en la colonia Floor. En la
siguiente tabla se dan las distancias en kms. entre las diferentes colonias por ias que podria atravesar para

hacer su recorrido

Arsénico Bromo Cloro Dino Estaiio
Destino
Onigen
Arsénico -~ 18 e 16 14
Bromo 8 e 12 15 e
Cloro - 12 - 11 10
Dine 16 15 11 e 11
Estaiio 14 0 e 10 | 1 I

Flior - 11 -S— 9 2

Flaor



Como puede verse en la tabla algunas distancias no se indican, lo cual significa que no es posible ese
recorrido.

Solucién:

En el presente caso trataremos de hallar la distancia minima total para ir desde el domicilio de la
persona, en la colonia Arsénico, hasta su trabajo en la colonia Flior. A las diferentes colonias las
llamaremos por su letra inicial. Entonces conforme al algoritmo , con A como nodo origen y F como nodo
destino, crearemos la tabla inicial de nodos y ramas, ordenadas éstas de menor a mayor en cuanto a sus
distancias. .

Nodos A* (0) B C D E F

BC- 12 CE- 10 DF-9 EF - 8
AD- 16 BD- 15 CD- 11 DC- 11 EC-10
AB-18 BF- 16 CB-12° DE- 11 ED- 11

DB- 15

En esta tabla se han incluido las ramas bajo el sentido de notacion descrito en el primer paso, asi bajo el
nodo B, por ejemplo, aparece la rama BC, la cual en la columna del nodo C aparece como CB. Asimismo no
se han incluido aquellas ramas que tienen como segundo nodo a A y como primer nodo a F.

También es conveniente sefialar que en esta tabla ya se han efectuado los pasos 2 y 3, puesto que el nodo
origen A se ha marcado con asterisco y costo cero y la rama de menor costo bajo el nodo A, la AE se ha
encerrado en un cuadro.

Ahora iremos al cuarto paso, conforme al cual el segundo nodo de la rama AE es el E, el que se sefiala
con asterisco y se asigna con el costo de AE, es decir 14. Luego de acuerdo al paso 5, se eliminan de la tabla
aquellas ramas que tengan como su segundo nodo a E. es decir, 1a CE y la DE, con esto nuestra nueva tabla
quedara en la siguiente forma:

Nodos A* (0) B C D E* (14) F
BC- 12 CD- 11 DF - 9 EF - 8
AD- 16 BD- 15 CB- 12 DC- 11 EC- 10
AB-18 BF - 16 DB- 15 ED- 11

De aqui vamos al paso 6, conforme al cual debemos seguir al paso 7, dado que E no es el nodo destino.

Entonces, de acuerdo al paso 7, los nodos marcados con asterisco hasta este momento sonel Ayel E Las
primeras ramas bajo estos nodos que no estan encerradas en un cuadro son la AD y la EF cuyos valores de P
seran 0+ 16= 16y 14 + 8 = 22 respectivamente, por lo que se debera encerrar en un cuadro a la rama AD,
conforme al paso 8, luego se ira al segundo nodo de esta rama que es el D, el cual se marca con un asterisco
y se le asigna un costo de 16, segun el paso 9 y se eliminan de Ia tabla todas aquellas ramas no encerradas en
cuadro que tengan como su segundo nodo a D, es decir BD, CD y ED conforme al paso 10, con estos
cambios nuestra tabla sera; .

Nodos A*(0) B C D* (16) E* (14) F
AE - 14 BC-12 CB- 12 DF -9 EF-8
AD- 16 BF - 16 DC-1] EC-10

AB- 18 DB - 15

Luego el algoritmo nos llevara nuevamente al sexto paso, de donde puesto que el nodo D no es el destino,
debemos proseguir con el paso.7, segin el cual, los nodos marcados con asterisco son el A, Dy E. Las
primeras ramas bajo estos nodos que no estan encerradas en un cuadro son la AB, con un valor de P igual a
18: 1a rama DF con P=16 + 9= 25; y la rama EF con P= 14 + §=22.

Ahora conforme a los pasos 8, 9 y 10, se debe encerrar en un cuadro a la rama AB, luego el nodo B se
sefiala con asterisco y se le asigna un costo de 18 y se eliminan de Ia ltima tabla a las ramas CB y DB. Con
esto nuestra nueva tabla sera;

Nodos A* () B* (18) C D* {16) E* (14) F
AE- 14 BC- 12 DF-9 EF -8
AD- 16 BF - 16 DC- 11 EC-10
AB- 18




De agui puesto que el nodo B no es el destino, el método nos conduce nuevamente al paso 7, segun el
cual los nodos con asterisco son ahora el A, B, D y E. Las primeras ramas de estos nodos no encerradas en
un cuadro son la BC, con P=18+12=130,1aDF conP=16+ 9=25y la EF con P= 14+ 8 =22 Por lo
cual conforme a los pasos 8, 9 y 10, se encerrard en un cuadro a la rama EF, se marcara al nodo F con
asterisco y con un costo de 22 y se eliminaran de la altima tabla a las ramas BF y DF.

Con esto nuestra tabla quedara de la siguiente manera:

Nodos A* (0) B* (18) C D* (16) E* (14) F* (22)
AE - 14 BC- 12 DC- 11
AD - 16 : EC- 10
AB - 18

De aqui conformé al paso 6, por ser F el nodo destino, iremos al paso 12, segiin el cual ya hemos hallado
la ruta mas corta, que tiene un costo ( distancia) de 22. Dicha ruta se identifica iniciando por la rama EF,
que fue la que nos llevé a F; por su parte para llegar a E debimos tomar la rama AE. Con esto nuestra
solucion para ir de A hasta F fue:

AE - AF
Distancia = 22 Kms.

OO0

Que es la ruta mas corta de cuantas son posibles.

Método de Flujo Maximo.

Los problemas de flujo maximo suelen aparecer con frecuencia en la practica de los negocios, como es el
caso de gasoductos, canales y tuberias hidraulicas, lineas de transmisién de electricidad, transito de
vehiculos en una ciudad, etcétera, por lo que veremos ahora un método para su resolucion.

Primero estableceremos que este tipo de problemas generan redes no dirigidas cuyas ramas tienen una
capacidad de flujo, el cual puede ser diferente en un sentido que en el opuesto. Entonces el método de
solucion buscara encontrar un programa de flujo maximo desde un punto inicial o nodo origen a uno final o
nodo destino. En el problema puede haber cualquier niimero de puntos intermedios, a los cuales se les
denomina empalmes. En éstos no se puede acumular material de flujo, es decir, que lo que entra a un
empalme, debera ser igual a lo que sale de él.

Para formar la red, los empalmes aparecen como nodos y las ramas seran las posibles rutas o conductos
a través de los cuales puede circular el material.

Para explicar la notacion nos apoyaremos en la figura XI1.3, en la que vemos 4 nodos y 5 ramas.
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Figura XII.3.- Ejemplo de

una red de un problema
de flujo maximo.

Las ramas tienen un par de numeros, los cuales representan la capacidad de flujo en una y otra
direccion, asi por ejemplo, 1a rama AB permite la circulacién de 5 unidades de material desde A hasta B y 3
unidades en la direccidn opuesta. En esta red vemos que hay 2 ramas con la misma capacidad de flujo en un
sentido que en el opuesto, tal es el caso de AD con 6 unidades y AC con 3. El nodo A es el origen, el nodo
D es el destino y los nodos B y C son empalmes,

Aprovecharemos también la figura para ilustrar la definicién de Ruta de Flujo Positivo, la cual sera toda -
ruta de una red que vaya del origen al destino, sin importar por cuantos empalmes pase, tal que cada rama
de la ruta tenga en su parte inicial un niimero diferente de cero, el nimero inicial mener de todos, sera la
capacidad de la ruta. Asi para el caso de la figura X11.3, la ruta AB - BD es de flujo positivo, puesto que la
rama AB permite el envio de 5 unidades en la direccion del origen al destino, mientras que la BD tiene
capacidad para 2 unidades en la misma direccion. por lo que l1a ruta completa tiene capacidad para 2
unidades. Por la misma definicidn antes explicada. la ruta AC - CD no sera de flujo positivo. pues adGn
cuando la rama AC permita el envio de 3 unidades de A hasta C, 1a rama CD no puede enviar ninguna en la
direccion hacia D. Por su parte la rama AD también es de flujo positivo, pues ain cuando no tiene ningin
empalme, permite el flujo de 6 unidades desde A hasta D.

Presentaremos ahora el algoritmo de solucién de los problemas de flujo maximo, el cual consiste en los

siguientes pasos:
1.- Hallar de Ia red del problema, una ruta de flujo positivo y enviar el niimero maximo
de unidades posible, denotado como M, desde el origen al destino a través de dicha
ruta.
Si no hubiera tal ruta, se deberé ir al paso 4.
2.- Para el envio de las M unidades del origen al destino, se deberan disminuir todas
las ramas de la ruta seleccionada en el paso anterior en M unidades en su inicio y se
deberan aumentar en esa misma cantidad en su parte final.
3.- De aqut se debera regresar al primer paso.
4.- El problema ya ha sido resuelto al llegar a este paso, dado que ya no hay ramas de
flujo positivo en la red, por lo que la cantidad maxima de flujo posible serd 1a suma de
todos los envios realizados en las etapas anteriores.

A continuacion presentaremos un par de ejemplos para ilustrar esta metodologia.
Ejemplo XT1.3 .- Para la red de la figura XI1.3. hallar el flujo maximo posible de enviode A a D.

Solucion:

Para dicha red ya hemos comentado que 2 rutas de flujo positivo son la AB - BD con capacidad para
enviar 2 unidades y la AD con 6 unidades.

Por lo tanto, tomamos esta Gltima conforme al primer paso del algoritmo, donde M sera igual a 6.

Ahora de acuerdo al paso 2, debemos disminuir la rama AD en su parte inicial en 6 unidades y
aumentarla en esta misma cantidad en su parte final. Con esto modificacién nuestra red serd:
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Luego se regresa al primer paso, donde otra ruta de flujo positiva es la AB - BD con capacidad para
enviar 2 unidades a través de la misma, por lo que M = 2. Entonces conforme al segundo paso,
disminuiremos las ramas AB y BD en sus partes iniciales en 2 unidades y las incrementaremos en esta
cantidad en sus partes finales. Con esto nuestra nueva red sera:

Luego volvemos al paso 1. donde si observamos nuestra red. nos daremos cuenta que no hay ninguna ruta
de flujo positivo, puesto que las 3 ramas que llevan a D, que son la BD, ADy la CD, tienen en su parte
inicial una capacidad de flujo de cero en la direccién hacia D. Por esto vamos al cuarto paso del algoritmo,
segin el cual la cantidad maxima de flujo positivo del problema sera la suma de los envios de las 2 etapas
llevadas a cabo, o sea 6 + 2 = 8 unidades, con lo cual nuestra caso ha sido resuelto.

Veremos ahora otro ejemplo.

Ejemplo XI1.4.- La Compafiia Eléctrica desea determinar cual es el amperaje maximo que es posible enviar
por sus lineas de transmision desde Pueblo Quieto hasta El Fin, segun la red siguiente:

Pueblo
Quieto



Donde los numeros indican millones de amperes.
Solucioén:

Aplicaremos la metodologia a nuestro caso y conforme al primer paso, una ruta de flujo positivo desde A
hasta I es la AC - CI que permite enviar 4 unidades, por lo que M sera este valor,

Entonces se deberan disminuir tas ramas AC y CI en 4 unidades en su inicio ¥ aumentar en esta misma
cantidad al final, con esto nuestra red sera:

Pueblo
Quieto

(+4)

Otra ruta de flujo positivo es la AB - BE - EG - GI'que permite enviar 2 unidades de A a I. Al hacer los
cambios en las 4 ramas, nuestra red serd ahora:

T 4,0
E

Pueblo
Quieto

De esta red, otra ruta de flujo positivo es ta AC - CH - HI con capacidad de | unidad. Al hacer los
cambios en las 3 ramas en una unidad, nuestra nueva red quedara de la siguiente manera:

1 40
E

Pueblo
Quieto




Si observamos esta red, vemos que las ramas de acceso al nodo destino 1 como es el caso de Cl y de HI
no tienen capacidad de flujo en la direccion hacia I. La unica rama que llega a | que si tiene capacidad de
flujo en ese sentido es la G, sin embargo, la rama predecesora de ésta que es la EG no puede permitir
envios en esa direccion, por lo cual nuestra red actual ya no tiene rutas "de flujo positivo.

Entonces, conforme al paso 4 del algoritmo, nuestra capacidad de flujo maximo sera 4+ 2+ 1 =17, por
Jo que la maxima cantidad de amperes que puede enviarse de Pueblo Quieto a El Fin es de 7,000,000.

Una observacién que es conveniente sefialar es que para la solucién de un problema de este tipo, no es
importante el orden en el cual se hayan identificado las rutas de flujo positivo,

Otros problemas planteados como modelos de redes.

Otros problemas de la Investigacion de Operaciones que pueden ser planteados como redes son los de
administracion de proyectos, los cuales se resuelven por PERT/CPM y que ya han sido vistos en el capitulo
anterior, por lo que ya no se trataran ahora. Ademas los problemas de transbordo, transporte y asignacion,
que presentamos en el capitulo 1X. también pueden ser planteados como casos de redes. En este inciso
veremos como construir las redes de estos 3 tipos de casos. sin entrar en la resolucién de tos mismos, dado
que estos ya han sido vistos anteriormente.

Problemas de Transbordo.

Como podemos recordar, los problemas de transbordo tienen fuentes u origenes, destinos y empalmes.
Para tratarse como redes, los origenes. destinos y empalmes se presentan como nodos fuente, nodos demanda
y nodos de transbordo, respectivamente. La red que se forma sera una red dirigida en la cual apareceran las
ofertas de los nodos fuente, las demandas de los nodes demanda y de transbordo, asi como los costos
asociados que vienen en cada rama de la red. Las ofertas son ramas de entrada a los nodos fuente, mientras
que las demandas son ramas de salida de los nodos demanda y de transbordo, '

A continuacién presentaremos un ejemplo para ilustrar lo anterior.
Ejemplo XIL5 - Elaborar la red del problema de transbardo del gjemplo [X.14.

Solucion: _

Como podemos recordar este problema tiene 3 origenes: Meéxico, Guadalajara y un origen ficticio, con
ofertas de 1000, 750 y 150 unidades respectivamente. Tiene también 2 empalmes que son Zacatecas y San -
Luis Potosi, con demandas de 600 y 400 unidades respectivamente y ademas 3 destinos que son Chihuahua,
Torreén y Tampico con demandas de 350, 300 y 250 unidades respectivamente.

Con esto y conforme a lo sefalado, la red de la solucion del problema quedara de la siguiente manera;

Fic
150__%>(:> (0) 150 . Chi
O—> 350

Mex

1000_3( 50 (250) -
950 (180)
Guad

750 —3( )50 (230) 250 (145) > (" )—> 250

A

Donde los nitmeros entre paréntesis son los costos de cada rama y los otros numeros son las unidades
enviadas a través de las mismas, asi como también las ofertas y demandas de los nodos correspondientes. Asi



por ejemplo, el nodo de México tiene una oferta de 1000 unidades, de las cuales se envian 50 a Zacatecas
con un costo de 250 N$/unidad y 950 unidades a San Luis Potosi con un costo de 180 N$ cada una.

Problemas de Transporte.

Estos son similares a los de transbordo, excepto por el hecho de no tener empalmes. Habra nodos fuente
que son los origenes, nodos demanda que son los destinos y ramas dirigidas de cada origen a cada destino
con su costo asociado para cada una de ellas.

A continuacion presentaremos un ejemplo de la manera de elaborar la red de un caso de este tipo.
Ejemplo X11.6.- Para el problema del transporte cuya tabla se muestra, elaborar su red.

estino
Orige C D E Ofertas
(21 [ 18] L16_
A 1000
[17] 20| [ 15
B 800
Demandaq 750 700 350 1800

Solucioén:
Para este problema tendremos 2 nodos fuente: A y B, y 3 nodos demanda: C, D y E con sus
correspondientes ofertas y demandas y las ramas con sus costos respectivos que van de cada origen a cada

destino, por lo que seran 2 x 3 = 6 ramas. Ia red seta la siguiente,

700

350

Donde cada rama lleva su costo encerrado en paréntesis. Aqui no hemos puesto las cantidades de

unidades de cada origen a cada destino, puesto que el problema no ha sido resuelto, solo deseamos mostrar la
construccion de la red.

Problemas de Asignacion.
Como podra recordarse los casos tipicos de asignacion son aquellos que buscan la manera optima de
asignar trabajadores a diferentes tareas. Para su planteamiento como modelos de redes, los trabajadores
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constituiran los nodos fuente y las tareas los nodos destino. Las ofertas y demandas de éstos seran la unidad,
tal y como se desarrollaban este tipo de problemas en el capitulo 1X, donde cada rama de la red ira de cada
nodo fuente a cada nodo demanda con los tiempos de ejecucién de las tareas asociados a cada rama. A
semejanza de los casos de transporte, en este tipo de problemas tampoco habra empalmes.

Enseguida ilustraremos la construccion de una red para un problema de este tipo.

Ejemplo XIL7.- Para el siguiente problema de asignacion constriyase la red correspondiente.

Tarea
P Q
Trah Ofertas
M 17 18 1
N 21 (18 -1
0 20 22 1
) 3
Demandaq 1 1 2

Solucién;

Aqui lo primero sera asignar una tarea ficticia con demanda igual a la unidad y tiempo de gjecucion igual
a cero, para igualar el nimero de aquellas al de trabajadores. Entonces la red se construye con 3 nodos
fuente M, N y O, 3 nodos demanda P. Q y el ficticio que llamaremos F con ofertas y demandas unitarias y
con 3 x 3 = 9 ramas, cada una con su tiempo asociado.

La figura de la red sera la siguiente:

Los tiempos de las ramas aparecen en paréntesis.
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PROBLEMAS PROPUESTOS.

X11.1.- Para la red siguiente, encuéntrese el recorrido minimo.

XI1.2 .- Para la misma red del problema anterior, hallar la red de recorrido maximo.

XI1.3 .- Hallar el recorrido minimo para la red siguiente:

@\ 14 @
16 11
18
1 1
B
C/ 17 @

20

Xl11.4.- La tabla siguiente da los tiempos en minutos de moverse de cada origen a cada destino.

Destino M N 0 P Q
Ori gen .
M - 18 21 - 23
N 18 -— 16 17 ---
0 21 16 --- 15 ‘ -
P - 17 15 - 10
Q 23 -—- - 10 -—-

Hallar la ruta mas corta para ir desde M hasta Q
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XIIL.5 .- Encontrar la ruta mas corta para ir de A hasta F.
La siguiente tabla muestra las distancias en kms.

Destino
Ornigen

MmO O W

A

16
18
30
21

B

c

18
23
18
15
20

30

18

17

16

237



APENDICE 1
Areas bajo la curva normal de probabilidad
para una desviacion estandar dada
.00 .01 .02 .03 .04 .05, .06 .07 08 .09
0.0 50000 | .50399 | 50798 | 51197 | .51595 | .51994 | .52392 | .52790 | .53188 | 53586
0.1 53983 | .54380 | 54776 | 55172 | 55567 | 55962 | .56356 | .56749 | .57142 | .57535
0.2 57926 | 58317 | .58706 | .59095 | 59483 | .59871 | .60257 | 60642 | 61026 | .61409
03 61791 | 62172 | 62552 | 62930 | 63307 | .63683 | .64058 | 64431 | 64803 | 65173
0.4 65542 | 65910 | .66276 | 66640 | .67003 | 67364 | .67724 | .68082 | 68439 | .68793
0.5 69146 | .69497 | 69847 | 70194 | 70540 | 70884 | .71226 | 71566 | .71904 | 72240
0.6 72575 | 72007 | 73237 | 73536 | .73891 | .74215 | 74537 | .74857 | 75175 [ .75430
0.7 75804 | 76115 | 76424 | 76730 | 77035 | 77337 | 77637 | 77935 | .78230 | .78524
0.8 78814 | .79103 | 79389 | .79673 | 79955 | 80234 | .80511 | .80785 | 81057 | .81327
0.9 21594 | 81850 | .82121 | 82381 | .82639 | .82894 | .83147 | .83398 | .83646 | 83891
1.0 34134 | 84375 | .84614 | 84849 | 85083 | .85314 | .85543 | .85769 | .85993 | 86214
1.1 86433 | 86650 | .86864 | .87076 | .87286 | .87493 | 87698 | .87900 | 88100 .88298
1.2 28403 | 88686 | .88877 | .89065 | .89251 | .89435 | 89617 | .89796 | 89973 | .90147
1.3 00320 | 90490 | .90658 | 90824 | 90988 | 91149 | 91309 | 91466 | 91621 | 91774
1.4 91024 | 92073 | 92220 | 92364 | 92507 | 92647 | 92785 | 92922 | .93056 | 93189
1.5 93319 | 03448 | 93574 | 93699 | 93822 | .93943 | 94062 | 94179 | 94295 | 94408
1.6 04520 | 94630 | 94738 | 94845 | 94950 | 95053 | 95154 | 95254 | 95352 | .95449
1.7 95543 | 95637 | 95728 | 95818 | 195907 | .95994 | .96080 | .96164 | 96246 | 96327
1.8 06407 | 06485 | 96562 | 96638 | 96712 | 96784 | 96856 | .96926 | 96995 | .97062
1.9 97128 | 97193 | 97257 | 97320 | 97381 | 97441 | 97500 | .97558 | 97615 | 97670
2.0 97725 | 97784 | 97831 | 97882 | .97932 | .97982 | .98030 | .98077 | 98124 | 98169
2.1 08214 | 98257 | 98300 | 98341 | 98382 | .98422 | 98461 | 98500 | 98537 | .98574
22 98610 | 98645 | 98679 | .98713 | 98745 | 98778 | .98809 | 98840 [ .98870 98890
2.3 08928 | .98056 | 98983 | 99010 | 99036 | 99061 | 99086 | .99111 | 99134 | 99158
24 99180 | 99202 | 99224 | 99245 | 99266 | .99286 | 99305 | .99324 | 99343 | 99361
2.5 09379 | 99396 | 99413 | .99430 | 99446 | 99461 | 99477 | 99492 | 99506 | .99520
2.6 09534 | 99547 | .99560 | 99573 | 99585 | .99598 | .99609 | 99621 | .99632 ; 99643
2.7 99653 | 99664 | 99674 | 99683 | 99693 | 99702 | 99711 | 99720 | 99728 .99736
2.8 09744 | 99752 | .99760 | 99767 | 99774 | 99781 | .99788 | .99795 | .99801 | 99807
2.9 00813 | 99819 | .99825 | .09831 | .09836 | 99841 | .99846 | .99851 | 99856 | .99861
3.0 99865 | 99869 | 99874 | 99878 | .99882 | 99886 | .99889 | .99893 | 99896 | 99900
3.1 99903 | .99906 | 99910 | .99913 | 99916 | 99918 | 99921 | .99924 99926 | 199929
3.2 09931 | .99934 | 99936 | 99938 | 99940 | 99942 | .99944 | 99946 | 99948 99950
33 99952 | 99953 | 99955 | 99957 | 99958 | .99960 | .99961 | 99962 99964 | 99965
34 99966 | 99968 | 99969 | 99970 | .99971 | 99972 | 99973 | 99974 [ 99975 [ 99976
3.5 99977 | 99978 | .99978 | 99979 | 99980 | 99981 | .99981 | 99982 | 99983 99983
3.6 09984 | 99985 | .99985 | 99986 | .99986 | 99987 | .99987 | .99988 | 99988 99989
3.7 99989 | 99990 | 99990 | 99990 | 99991 | 99991 | .99992 | 99992 | .99992 | .99992
3.8 99993 | 99993 | 99993 | 99994 | 99994 | 99994 | 99994 | .99995 | .99995 99995
3.9 99995 | 99995 | 99996 | 99996 | .99996 | .99996 | 99996 | .99996 [ .99997 .99997
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RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

CAPITULO 11

ILi- (a) R=0; (b)R=-2; (c) R=0
L3 R=-66

IL5.- R=0

IL7.- R=- 136

M9- R=0

11 X;=3, X;= 4, X;= |

IL13.- X.lz 5, X2= 3, X3= 0

I1.15.- Rango=2

(10 6 6\

IL21.-

R_(26 5)
42 5

I1.23.- Valor comun

(26 13]
—20 10

242\

(a)(624J (byo 2 -2
1 2 -3 10 5

11.2.- (a) R=0; (b) R=370; (c) R=-12

14.- R=3

T.6.- R=-136

I.8.- R=136
1.10.- C=- 10,350
IL12.- X]‘__; 6, Xzz 3

I1.14.- Rango =3

1.16.- _ '
AAT_(64 _2) . 4 3
\8 7 5 =[6 -2
_ -1 7
I1.18.- R=Si
39 10 11 (29 24 19\

(c)1o 4 38 (d)tzl 18 15J
21 -1 -2 -3

IL.22.-
(ll 4 6\
R=t22 25 —lJ
19 27 -5§
11.24.-
(19 -20 -26

Rzl—s 19 16
-27 33 69

241



IT.25.- I1.26.-
(0.2184 ~0.2299 —0.2989\ (0.0403 -0.0565 0.]210\
R= {—0.0575 0.2184 0l 839J R= L0.0]6I 01774 0.0484J
-0.3103 03793 07931 02419 -03387 —02742
0.27-X,;=2, X;=3 28 X,=2, X,= 3, Xa= 1
I1.29-X=6,X,=4, X5=7 1L.30.- Valor comin
25 6 27
0O -7 0
21 8 5
CAPITULO 111

MLl- Max Z=35X,+3.6X,+4X;+46X,
Sujeto a 60 X;+ 70 X5+ 90 X5+ 120 X, < 10,000
120 X, + 135 X, + 170 X5+ 200 X, < 18,000
siendo X;, X, X3, X4, enteras y no negativas,

IlL2- Min Z= 3X,+33X,+35 X;
Sujetoa 20X, +18 X,+ 15 X;< 185
17 X, + 15 X,+ 15 X5 < 16
X]+X2+X3 = 1]
siendo X, X, X3, no negativas.

OL.3.- Max Z=180X,+ 200X,
Sujeto a 10X,+ 12X, < 150
6X)+ 77X, < 70
siendo X, X;, enteras y no negativas.

llL4.- Min Z=7500 X, + 8500 X,
Sujetoa (70X, +80 X,)/ (X, +X;) > 75
Xi\+X; =4
siendo X, X;, enteras y no negativas.

IMIL5.- Max Z=152X,+ 13 X+ 13.5 X5
Sujetoa 25X, +2X,;+22X;< 100
1.2X,+ X;+ 1.05X; < 40
siendo X, X;, X3, enteras y no negativas.

L6~ Min Z=12X,+1.7X;
Sujetoa 25 X,+16X, < 20
Xi+X, = 1
siendo X, X, no negativas.



M.7- Max Z=6X,+ 7X;+85X;

Sujetoa 3 X+ 4X;+5X;< 80
siendo X, X,, X3, enteras y no negativas.

M8- Min Z=10X,+ 7X; +65X;
Sujetoa 80 X;+ 60 X,;+ 358 X35> 65

X1+ Xp+ X,

= 1

siendo X, X3, X3, no negativas.

I1.9- Min Z=35MB+28R+20P

Sujeto a 400 MB + 300 R + 250 P > 3000

MB < 4
R < 6
P < 8
MB+R+P = 10

siendo MB, R, P, enteras y no negativas.

I1.10.- Max Z= 18X+ 15X; +13
Sujetoa 2 X, +1.7X;+ 15
signdo X, X;, X;, enteras y

X3
X; £ 120
no negativas.

CAPITULO IV

IV.1- A=4, B=2, 7Z=22
IV.3- X=6, Y=8, Z=114
[V.5- A=4, B= 12, Z= 84

IV7- C=15 D=15, Z= 1170

IV.2.- A=6.5, B=5, Z=79
IV4.- X=5, Y=5, Z=350

IV.6.- X=9.333, Y=5.333, Z= 104

CAPITULO V

V.1.- X,;=0,X,=0.8,X5=0.2, Z=11.6  V.2.- No hay solucién factible.

V3-X=2,X=1, Z= 1.1
V.5.- X;= 2, Xo= 3, X5= 0, Z= 560
V.7.- No hay solucion factible.

V.9.- No hay solucién factible.

V.4-X,=08 Xo=1,X5=1.2,Z=272
V.6.- No hay solucién factible.

V.8.- X;= 1.025, X;=1.225, X;5= 1.525,Z=3.775



CAPITULO VI

V1.1.- Max ZD =5 Y1+ 8 Y2+ 2 Y3+ 1.5 Y4
Sujetoa 2Y,+3Y,+Y; < 4
Y, +2Y,+2Y,< 3
siendo Y\, Y3, Y3, Ys, no negativas,

VI2.- Y;=1.3333, Y,=0.1667, Zp=10.9167

VI3.- Min ZD—_' 3 YI + Yg - Y3
Sujetoa 3Y,+Y,-Y;> 10
Y, +Yy-Y,> 0
siendo Y, Y3, Y3, no negativas.
Y, =05,Y,=85, Z,=10

VI1.4.- Min ZI): 4Y1+Y2+Y3+2Y4
Sujetoa Y;+Y, > 1
Y, +Y; > 2
) Y4 1
Y, 1
Y= LY;=0,Y;,=1,Y,= 1, Zp=7

2
>

VL5.- Max Zp=4Y,+ 5Y,+Y,
Sujetoa 2Y,+Y,+Y,< 8
Y, +2Y, < 6
siendo Y, Y3, Y3, no negativas.
Y, =3.333, Y,=1.333, Y3=0, Zp=20

VL6.- En la segunda tabla del primario, H,=3, H,=1, H,=2, son variables basicas y H; =0
es basica; mientras que en el dual, Y,= Y,= Y,4=0 son no basicas y Y3=2 es basica, con lo
que se comprueba la propiedad de holgura complementaria.

CAPITULO vII

VII.1.- La solucion del caso original es X,=3.5, X,=0, X;=7, Z=35, mientras que para los
incisos es:
(a) la misma que la original
(b) X|=2, X2=0, X3=]0, Z=33
(c) X,=6.5, X,=0, X;=7, Z=47

VIL.2.- La solucién original es la misma que la del problema propuesto VIL 1, mientras que
para los incisos es:
(a) X,=0, X;=7, X5=7, Z=35
(b) X,=0, X,=8, X3=6, Z=50
(C) X;=3.5, X2=0, X3=7, Z=49



VIL3.- (a) X;=4, Xo=0, X357, Z=37 VIL4.- X;=0, X5=0, X3=6, X,=8, Z=46
(b) X1=6, X2=0, X3=2, Z=30

VILS.- X,=4, X;=0, X;=6, Z=34 VIL6.- X4=0, X,=0, X;=14, Z=42

VIL7- La solucion del caso original es X,=6, X,=0, Z=12, mientras que para los incisos

es:
(a) X;=9, X,=0, Z=18
(b) X,=1, X;=5,Z=7
VIL8.- (a) X,=3.5, X,=0, Z=7 VIL9.- X;=6, X,=0, X5=0, Z=12
(b) X,=6, X;=0, Z=12
VIL 10.- X;=6, X;=0, Z=12 VIL11.- X,=3.5, X;=0, Z=7
CAPITULO VIII
VIIL1 - X,=0, X,=2, Z=6 VITL2.- X,=2, X;=1, Z=17
VEHL3.- La misma solucion que el VIIL4.- X;=2, X,=2, Z=22
problema propuesto VII1.1
VIII.5.- La misma solucion que el VIHIL6.- X;=0, X;=3, Z=3
problema propuesto VIIL.1
VIIL7.- X;=1, X;=2, Z=10 VIIL.8.- X,=0, X,=4, Z=4
VIILO - X,=0, X,=2, Z=6 VIIL10.- La misma solucion que el
‘ ' problema propuesto VI 1
VIIL1L.- X,=2, X;=2, Z=16 VIIL 12.- X,=3, X,=0, X5=1, Z=14
VIILI3 - X,=1, Xy=2, X3=0, Z=3 VIIL 14.- X,=0, X;=3, Xy=0, Z=15

CAPITULO IX

IX.1.-

(2) Xua= 440, Xy= 60, Xyp= 230, Xyc= 70, Xyc= 200, Xzp= 150, Costo= 31,410
(b)Xwp= 440, Xyp= 60, Xyc= 270, Xyp= 30, Xzi= 290, Xzp= 60, Costo= 31,740
(c) Xwa= 90, Xwp= 260, Xwp= 150, Xyp= 30, Xy¢c= 270, X;4= 350, Costo= 30,610
(d) XWAZ 90, XWU: 290, XW])= 120, XY(.Z: 270, XY]')'__ 30, X;/_A= 350, Costo= 30580
(e) Igual al nciso (d)



IX.2.- XWA: 2]0, XWB= 290, XYC= 270, XYD= 30, XZA= 230, XZD: 120, Costo= 30,580
IX.3.- lgual a los incisos (d) y (e) del problema propuesto IX.1.

IX.4.- Xi5= 350, X 3= 650, X3,= 700, X3,= 600, Costo= 24,350, es una solucion
degenerada.
IX.5.- Igual al problema propuesto IX 4.

IX.6.- X)2= 5000, X3= 2500, X5;= 1500, X,,= 3000, X3,= 4000, X4,= 3500,
X24= 1000,Costo= 545,000,

[X.7.- Igual al problema propuesto IX.6.
IX.8.- Igual al problema propuesto IX.6.

IX.9.- Xa1= 300, X ;= 400, Xa3= 1800, Xp,= 2200, Xpy= 1800, Xg,= 1500, Xy;=1300,
‘Xgi= 100, Xg4= 1100, Costo= 4,617,500

[X.10.- Igual al problema propuesto IX.9.

IX.11.- XA|= 2500, X131= 2000, XB3= 200, XDZ__" ]800, XEZ!= 400, XE4= 1100, XF|= 500,
Xp7= 800, Xg3= 1200, Costo= 5,117,000,

IX.12.- X;1= 500, X,,= 2000, X3,= 2000, X,;= 1500, Costo= 230,000, es solucion
degenerada.

IX.13.- X11= 2500, X;,= 500, X,7= 1500, X3,= 1500, Costo= 260,500, es solucion
degenerada.

IX. 14.- X|]= 3600, ng_: 1800, X33= 1700, X4‘]= IOO, qu: 800, X43= 700,
Costo= 227,400,

IX.15.- X11=3200, X)3= 3000, X3,= 1000, X,¢= 2800, X5,= 3500, X,;= 3000,
Costo= 424,100,

IX.16.- La demanda de mayo la satisface con 1580 prendas fabricadas en turnos normales y
230 en tumos extras, la demanda de junio con 1580 prendas en turnos normales y 70 en
turnos extras y la de julio con 1570 prendas en turnos normales, con un costo total de N$
36,906.00.

IX.17.- La demanda de noviembre se cumple con los 350 articulos del inventario inicial y
producir 650 en tumos normales del mismo mes, la demanda de diciembre con 200 articulos
producidos en turnos normales de noviembre, 850 articulos de turnos normales de diciembre
y 150 articulos producidos en turnos extras de diciembre, la demanda de enero se satisface
con producir 850 articulos en turnos normales y 170 en turnos extras del mismo mes,
finalmente la demanda de febrero se cumple con la produccién de los 680 articulos en turnos
normales del mismo mes, con un costo total del programa de produccién de N$1 74,180.00
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IX.18.- Se debe asignar al primer atleta para la prueba I, al segundo atleta para la prueba 5,
al tercer atleta para la prueba 4, al quinto atleta para la prueba 2 y al octavo atleta para la
prueba 3, por su parte los atletas cuarto, sexto y séptimo quedaran sin asignacion, el tiempo
total de los atletas sera de 745 minutos.

IX.19.-Se debe asignar a José Martinez para el trabajo 1, a Luis Gonzilez para el trabajo 2 y
a Francisco Ruiz para el trabajo 3, quedando sin asignar a ningun trabajo Juan Pérez, con
esto la utilidad total sera de N$6500.00.

[X.20.-Se debe asignar al primer trabajador. para la tarea 4, al segundo trabajador para la
tarea 3, al tercer trabajador para la tarea 2 y al cuarto trabajador para la tarea 1, mientras
que los trabajadores quinto y sexto quedan sin asignar, con ello el costo total es de N$
4,770,0 ~

IX.21.- XAN= 650, XA(): 1800, XBM'_" 1450, XMQ= 750, Xopz 400, XOR= 850,
Costo= N$ 1,690,500 /mes.

X.22.- XI\D= 1800, XBD= 1650, Xcﬁz ]300, XDF= 1450, XDG: 1100, XDHz ]00,
Xgr= 300, Xp= 300, Costo=N$ 145,750 /mes.
CAPITULO X

X.1.- Se debe asignar 1 trabajador al distrito 1, 2 al distrito [l, ninguno al [IT'y 3
trabajadores al IV, para obtener 14,100 votos incrementales.

X.2.- Se deben asignar 6 lotes a México y 1 a Monterrey para obtener una utilidad
de MNS 420.

X.3.- Se deben asignar los 3 ayudantes al caso 11, para lograr una probabilidad conjunta de
fracaso de 0.075.

X.4.- La ruta de costo minimo es A-B-E-F-I1-J con un costo de MN$ 48.

X.5.- La peor ruta es la A-C-D-F-H-J con un costo de MN§ 62.

X.6.- Hay 2 opciones empatadas que son: (a) asignar los 3 ayudantes al caso I y (b)
asignar un ayudante a cada caso, obteniéndose una probabilidad conjunta de fracaso de

0.096.

X.7.- Se debe asignar un asesor a cada departamento para obtener una utilidad
incremental de MN$ 200.



X.8.- Se debe asignar un atleta a la prueba de salto de altura, dos a la de 10 kms y el otro
al salto de longitud, para lograr una probabilidad conjunta de éxito de 0.1972.

CAPITULO X1
XI.1.- El grafico de Gantt es
Actividades
A !
B 1
C I
D C— ]
E L1
F [
G [ ]
H ' []
| L "1
J [ ]

Tiempo, dias

XI1.2.- Lared es

(10,10)  (16,16)  (17,17)

(15,19)
La ruta critica es la A-B-F-G-H-I con un tiempo de 21 dias
Los tiempos mas proximos y mas lejanos de los eventos aparecen en la red entre
paréntesis y las holguras de las actividades son los nimeros que van junto a las
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literales que representan cada actividad. Los eventos 5 y 6 tienen una holgura de
4 dias, el evento 8 de 5 dias y los restantes eventos de cero.

X1.3.- (a) No hay error.
(b) No debe haber mas de un nodo final.

X14.- El grafico de Gantt es
Actividades

I 0 " m o O @ »

Tiempo, semanas

X15.- 'La red es
(9.9) G 0 (11,11)




La ruta critica es la A-C-E-G-I con un tiempo de 12 semanas.

Los tiempos més proximos y mas lejanos se muestran en paréntesis.
Las holguras de las actividades aparecen en la red junto a aquellas y las
de los eventos son cero, excepto para el evento 4, quees |.5,

XI1.6.- (a) El grafico de Gantt es

Actividades

I g T m o O @ >»

(b) La red es

12 (1379) (23,23

(7.7)
( ¢ ) La ruta critica es la A-C-D-E-G-I con un tiempo de 23 horas.
Los tiempos mas proximos y mas lejanos de los eventos aparecen en la
figura entre paréntesis, las holguras de las actividades aparecen junto a
éstas en la figura y las holguras de los eventos son cero a excepcion del
evento 6 que es 6.



X1.7.- 82.94%

XL1.8.- 86.50%

X1.9.- La grafica tiempo-costo €s

Costo, MN$

_]

27 —

25

N | | | | |
10.5 11 o115 12 12.5 13
Tiempo, semanas



XI.10.- La grafica tiempo-costo es

Costo, MN$
25 —

23

11 12 13
Tiempo, dias

CAPITULO XTI

XII.1.- Lared de recorrido minimo es

Costo total= 80
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XI1.2.- La red de recorrido maximo s

Costo total= 117

XTI.3.- La red de recorrido minimo es

11

13 15

.: Costo total= 53 \@

X11.4.- La ruta mas corta es M-Q, con un tiempo de 23 minutos.
XI1.5.- La ruta mas corta es A-B-F con una distancia de 30 kms.
XIL6.- Es posible enviar de A hasta G un maximo de 6 unidades.

XII.7.- Es posible enviar un maximo de 6 unidades desde M hasta R.
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