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CAPITULO - XIII

TEORIA DE DECISIONES

Introduccion.

El hombre debe diariamente tomar numerosas decisiones sobre diversos aspectos que tienen que ver con
su vida. Muchas de estas decisiones son tomadas en forma rutinaria, quizas basado en sus habitos y no de una
manera racional, debido principalmente a que son asuntos triviales. Sin embargo, hay ocasiones en las cuales se
tiene que tomar una decision importante para la cual debera evaluarse cuidadosamente tanto la informacién
disponible, asi como también las alternativas de solucién con las que se cuenta.

Es por esta razén que en este capitule veremos varios de 1os modelos mas usuales que se emplean en la
Investigacion de Operaciones para la toma de decisiones.

Trataremos primeramente la terminologia propia de la teoria de decisiones, luego se presentardn algunos
modelos de decisién de criterios ingenuos, posteriormente se veran varios modelos empleados para distribucio-
nes de probabilidad discretas, como son los anilisis bayesiano y marginal, comparando los resultados de éstos
con ¢l valor esperado en el caso hipotético de contar con la informacion perfecta, también se definird el concep-
to de utilidad, tal ¥ como se maneja en este tema y finalmente se estudiara la forma de¢ tomar una decision
cuando se tiene una distribucién de probabilidad continua.

Para tratar lo antes sefialado, lo primero que haremos serd presentar un caso base, al cual nos remitiremos
para ilustrar los diferentes conceptos que se irin manejando a lo largo del presente capitulo.

Caso Base

Expendio de tortas «El Tigren.

El seitor José Sanchez tiene un expendio de tortas al menudeo y estd buscando la manera de programar su
trabajo para el afio siguiente, por lo cual esta analizando con informacion anterior sobre su demanda de tortas
cuantas debera preparar de modo que sus utilidades sean maximas. Para el sefior Sanchez el costo de cada torta
cs de § §.80, su precio de venia es de $1.00, séio que aqueilas tortas que hayan sido preparadas y no se hayan
vendido al final del dia tienen que ser rematadas a $ 0.70 cada una. De una estadistica que abarca 100 dias de
ventas pasadas, el sefior Sanchez ha hallado to siguiente:

Demanda ) Namero
de tortas de dias
900 35
1000 45
1100 20
Total 100

Ademds ha preparado la siguiente tabla de utilidades que puede obtener

Tabla XIIL 1.- Tabla de utilidades para el expendio de tortas, en $

Numero de tortas Demanda de tortas
preparadas 900 1000 1100
900 180 180 180
1000 170 200 200
1100 160 190 220




La cual muestra las ganancias que puede obtener para una demanda dada dependiendo del nitmero de
tortas que preparo, asi, si el sefior Sanchez prepara 1100 tortas y tiene una demanda de 1000, obtendra una
utilidad de 1000 (1.00-0.80) = $ 200.00 y las 100 tortas que no vende le causan una pérdida de 100 (0.80-0.70)
= $10.00, por lo que su ganancia neta serd de $ 190.00.

Con esta informacion disponible, ;, Qué es lo que el sefior Sanchez debe hacer?

m

Terminologia de Decisiones.

Presentaremos aqui algunos de los términos mas utilizados en la teoria de decisiones y sus definiciones,
como es el caso de decisiones alternativas. estados de la naturaleza, resultados de una decision, matriz de pagos
y arboles de decision.

Decisidn alternativa.

Es cada una de las posibles opciones que puede elegir la persona que toma una decision. También se les
conoce como estrategias y se denotan en este capitulo como D;, siendo i el subindice correspondienie a cada
posibilidad. asi para el caso del expendio de tortas, hay 3 decisiones alternativas posibles, que son las cantida-
des de tortas que el Sr. Sinchez puedc preparar, siendo éstas D 1= 200, Dy= 1000 y D3= 1100 tortas.

Estados de la naturaleza.

Estos son las acciones exiernas que estin fuera del control de Ia persona que toma las decisiones, asi para
nuestro caso base hay 3 estados de la naturaleza, que son las posibles demandas de tortas que puede haber. Se
representan como E;, siendo i cada posible estado. es decir E;= 900, Ey= 1000 y E3= 1100 tontas.

Resultado de una decision.

Este es el valor numérico con el cual se cuantifica cada decision para un estado de la naturaleza dado,
normalmente se expresa en unidades monetarias. Asi para ¢l caso base del expendio de tortas, ¢l resultado de
elegir D+, es decir preparar 1000 tortas ante la situacién de que la demanda sea de 1100 tortas (estado de la
naturaleza E3), serd de $ 200.00.

Matriz de pagos.

Esta es la tabla que contiene los resultados de tomar cada una de las posibles decisiones alternativas ante
cada estado de la naturaleza que pueda suceder. También suele denomindrscle como tabla de resultados o de
ganancias condicionales, puesto que representa las ganancias que pueden lograrse por elegir una decisién
cualquiera Dy, dada la condicién de que suceda el estado E;. Para ¢l caso base, 1a matriz de pagos cs la tabla
XIIL1 de utilidades.

Arboles de decision,

Un drbol de decisioén s una representacion esquemdtica del proceso que sec lleva a cabo para tomar una
decision. Cada autor representa un drbol bajo determinados convencionalismos, nosotros explicaremos ahora la
forma como se presentardn aqui.

Todo arbol de decision consta de dos partes fundamentales: nodos y ramas.

Los nodos pueden ser de dos tipos basicos, (a) nodos de decision, que representan los eventos en los
cuales se tiene que tomar una decision y se denotan en este texto por cuadros; ¥y (b) nodos de probabilidad, los
cuales indican estados de la naturaleza y su probabilidad de que ocurran, ilustrandosc por medio de circulos,
Cada nodo independientemente del tipo que sea, deberd tener un resultado asociado a él.

Las ramas por su parte, muestran las diferentes posibilidades de decision o de los estados de ia naturaleza,
dependiendo del tipo de nodo del cual parten, por lo tanto partiran tantas ramas desde un nodo de probabilidad
como estados de 1a naturaleza haya y desde un nodo de decision como alternativas de decisién existan. Todas las
ramas inician desde un nodo que puede ser de cualquiera de los dos tipos y llegan a otro, con la excepcion de las
ramas terminales, las cuales siempre parten de un nodo de probabilidad y no finalizan en un nodo, sélo llevan
seifialado su resultado respectivo. Las ramas que inician en un nodo de decision ¥ que no son elegidas en el
proceso de toma de decisiones. se marcan con una cruz en ¢l esquemna del drbo).

Para aclarar la construccion de un 4rbol de decision. veremos el siguiente caso:



Ejemplo XIIL1.- Un agricuitor de la Zona Media del estado de San Luis Potosi esta considerando
plantar en esta temporada de invierno un predio agricola con chile serrano. El agricultor sabe que existe la
posibilidad de que se presente una helada, lo cual le haria perder la cantidad de $ 5200, pero en caso de que
aquélla no suceda, considera que ganaria $ 12.000. Conforme a datos de afios anteriores se estima que la
probabilidad de que este afio hicle es de un 60%. Ante esta situacidn, constriyase la matriz de pagos y el arbol
de decision del proceso.

Solucidn:

La matriz de pagos deberd incluir las dos decisiones alternativas que tiene el agricultor: Dy, si sembrary
D5, no sembrar, las cuales se ubicardn como los renglones de la matriz, mientras que las columnas correspon-
deran a los dos posibles estados de la naturaleza: E, que s¢ presente helada y E», que no se presente. Con €sto
la matriz de pagos con sus resultados en § sera la siguiente;

Estados

Decisidén E| ' Ey
D -5200 12000
D2 0 0
Figura XlII.1 Arbol de decisién E.1 - 5200

para el ejemplo XlII.1

12000

Por su parte el arbot de decisidn sera:

Dende vemos que el nodo A es de decision y los nodos B y C son de probabilidad, mostrandose las ramas
que parten de €stos nodos con su respectivo resultado al final de las mismas, asi mismo se incluyen en ellas las
probabilidades correspondientes al estado de la naturaleza que representan.

Es pertinente comentar que en este diagrama hay dos omisiones, las cuales son: (a) los nodos no estin
sciialados con sus resultados respectivos y (b) no se ha indicado en las ramas que inician en el nodo A alguna
cruz, la cual deberia ir en la rama de decisién que no vaya a ser tomada, conforme a la metodologia establecida
para la construccién del drbol. Esto dos hechos se deben a que el problema de decisién no ha sido resuelto.



Como podemos observar en este gjemplo, el esquema del arbol nos muestra el proceso de toma de decisio-
nes que debe llevarse a cabo para solucionar el caso, el cual inicia en el extremo terminal de las ramas de los
estados de la naturaleza, evaluando luego los resultados que correspondern a los nodos de probabilidad B y C,
para finalmente pasar al nodo de decision A, cuyo resultado serd el de la mejor decisién alternativa de las
existentes.

o .

Modelos de Decision de Criterios Ingenuos,

Estos modelos son llamados de criterios ingenuos porque no toman en cuenta las probabilidades que tiene
cada estado de la naturaleza de suceder, por lo cual también suele llamarseles modelos de decisién sin datos
Previos.

En este texto presentaremos 5 modelos de este tipo, los cuales son: (a) Modelo Minimax, (b) Modelo
Optimista, (c) Modelo de Minimizacién del Arrepentimiento, (d) Modelo de Maximizacién del Pago Promedio
y (€) Modelo de Maximizacidn del Punto Medio.

Modelo Minimax.

Este modelo también es conocido como pesimista y como criterio de decisién de Wald. Se basa en suponer
que la naturaleza es un contrincante muy inteligente que hara acontecer aquel estado qUuE €S menos conveniente
para quien toma las decisiones. Consta de las siguientes etapas:

1.- Para cada posible decision D;, deber4 tomarse el peor resultado, es decir,
el valor minimo.
2.- Con los resultados del paso anterior, se debe seleccionar aquella decisién
- correspondiente al valor maximeo.

Modelo Optimista.

Este modelo también es conocido como Criterio de decision de Hurwicz y es totalmente opuesto al ante-
rior, ya que considera que la naturaleza siempre jugara a favor del tomador de decisiones. Consiste en los pasos
siguientes:

1.- Para cada posible decision Dj, tomar su mejor resultado, es decir el valor maximo.
2.- De los resultados del paso anterior, clegir aquella opcién que tenga el valor méximo.

Modelo de Minimizacién del Arrepentimiento.

A este modelo también s¢ le denomina Criterio de decision de Savage y esta basado en el hecho de que el
encargado de tomar las decisiones puede arrepentirse de no haber elegido una opcién adecuada, entonces lo que
se hace es convertir la matriz de pagos en una matriz de arrepentimientos, para la cual los valores de sus
elementos se calculan con la ecuacion siguiente:

Arrepentimiento del
clemento del rengléni = Pago maximode - Pago del elemento del  Ec.(XIII.1)
y de la columna j la columna j renglén i, columna j

El procedimiento para este modelo es el siguiente:
1.- Obtener los arrepentimientos para todos los elementos de la matriz de pagos por medio de
la Ec.(XIII. 1), con los cuales formaremos la matriz de arrepentimientos,
2.- Para cada decisién D;, hallar el méximo valor de su arrepentimiento respectivo y listarlo.
3.- De 1a lista del paso anterior, se elige la decision que tenga el valor minimo.

Modelo de Maximizacién del Pago Promedio.
Este modelo tambi¢n es conocido como Criterio de decisién de Laplace y consiste basicamente en las
siguientes etapas:



1.- Para cada decision Dy, hallar el pago promedio, €l cual se obtiene al dividir la
suma de todos los elementos del rengldn i en la matriz de pagos, entre el nimero
de ellos.

2.- Se clige aquella decision que tenga el valor maximo def pago promedio.

Modelo de Maximizacién del Punto Medio.
Este modelo es muy parecido al anterior, con la diferencia de que en éste se obtienc ¢l punto medio para
cada decision, el cual se calcula por medio de la siguiente formula:

Punto medio para D = (Valor maximo del renglon i + Valor minimo del renglon i)/2 Ec.(XII1.2)

Consta de los siguientes pasos:
1.~ Hallar para cada decision D; el punto medio, mediante fa Ec.(X111.2).
2.- Seleccionar la decision que tenga ¢l valor maximo del punto medio.

A continuacion presentaremos un ejemplo resuelto, para ilustrar la aplicacion de los modelos de criterios
ingenuos. |

Ejemplo XHIL.2.- Aplicar cada uno de los modelos de criterios ingenuos al caso base.

Solucion: La matriz de pagos viene dada por la tabla X1I1.1, a la cual procederemos a aplicarle la metodo-
logia de cada modelo.

{a) Modclo Minimazx.

Conforme a los pasos sefialados, lo primero sera listar para cada posible decision el pago minimo, esto da
lo siguiente:

Decision Dj Pago Minimo, $
D, 180
D, 170
D; 160

De estos valores el miximo es 180, por lo cual conforme al paso 2, 1a decisién elegida bajo este criterio

- m e DO bt
serd Dy, ¢ decir, preparar 200 tortas.

(b) Modelo Optimista.
Ahora anotaremos para cada decision su pago maximo, [o cual da lugar a la siguiente relacion:

Decision, D; Pago Méximo, §
D, 180
Dy 200
D; 220

De los cuales vemos que ¢l valor méximo de ¢llos corresponde a la decisién D3, es decir, preparar 1100
tortas.
(c) Modeloe de Minimizacién del Arrepentimiento.
Lo primero sera hallar los arrepentimientos para cada uno de los 9 elementos de la matriz de pagos por
medio de la Ec.(XII1.1), los cuales serdn:
Para el primer renglon y primera columna,
Arrepentimiento = 180 - 180 =10
Para el primer renglén y segunda columna,
Arrepentimiento = 200 - 180 =20
Para el primer renglén y tercera columna,
Arrepentimiento = 220 - 130 =40
Para el segundo renglon y primera columna,
Arrepentimiento = 180 - 170 = 10



Para el segundo renglén y segunda columna,
Arrepentimiento = 200 - 200 =0
Para el segundo rengidn y tercera columna,
Arrepentimiento = 220 - 200 = 20
Para el tercer rengldn y primera columna,
Arrepentimicnto = 180 - 160 =20
Para el tercer renglén y segunda columna,
Arrepentimiento = 200 - 190 = 10
Para el tercer renglén y tercera columna,
Arrepentimiento = 220 - 220 =0

Con esto nuestra matriz de arrepentimientos es:

Estado
Decision E; E, E;y
Dy 0 20 40
Dy 10 0 20
Dy 20 10 0

Ahora de acuerdo al paso 2 de la metodblogia descrita, listaremos para cada decision su valor maximo de
arrepentimiento,

Arrepentimiento
Decisién, D; mAximo
Dy (900) 40
D4 (1000) 20
D3 (1100} 20

Finalmente conforme al paso 3, el valor minimo de esta lista corresponde 2 un empate entre Dy y D3, por
lo que bajo cste criterio podemos seleccionar cualquiera de estas dos decisiones.

(d) Modelo de Maximizacion de! Pago Promedio.
Para cada decisién hallaremos el pago promedio:

Para Dl,

Pago promedio = (180+180+180)/3 = 180
Para Dz,

Pago promedio = (170+200+200)/3 = 190
Para D3,

Pago promedio = (160+190+220)/3 = 190

De aqui debemos elegir la decision que tenga el valor maxime, por lo que nuevamente hay un empate
entre D, y D3.

{e) Modelo de Maximizacién del Punto Medio.
Lo primero sera obtener para cada decision el punto medio mediante la Ec.(XII1.2), lo cual llevaremos a
cabo:

Para D,

Punto medio = (180+180)/2 = 180
Para Dz,

Punto medio = (170+200)/2 = 185
Para D5,

Punto medio = (160+220)/2 = 190
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Por lo que de acuerdo a lo indicado por el paso 2 del procedimiento, escogeremos a D3, por ser la decision
con el maximo valor del punto medio.

Mouodelos para Distribucién de Probabilidad Discreta.

Estos modelos se utilizan cuando se tienen datos previos acerca de las probabilidades que ticnen Jos
diferentes estados de la naturaleza de suceder y que resultan especialmente adecuados cuando la cantidad de
alternativas posibles de decisidn no es elevada. Son mas recomendables que los modelos de criterios ingenuos
vislos anleriormenie,

En este inciso presentarcmos ¢l Andlisis de Bayes v el Andlisis Marginal, luego se tratara la manera de
obtener las ganancias esperadas para una decisidn cuando se cuenta con la informacién perfecta y finalmente se
vera el concepto de utitidad, tal y como se maneja en la teoria de decisiones.

Anilisis de Bayes.

Este es un método muy popular para tomar decisiones cuando el niimero de opciones alternativas no es
alto. Se divide en 2 partes, las cuales son: Criterio A priori y Criterio A posteriori, los que se presenian en
seguida.

Criterio A priori.

Este es un modelo muy simple pero no menos Util para quien enfrenta el problema de tomar una decisién.
También sucle conocérsele como Método de las Ganancias Esperadas, en condiciones de incertidumbre. Con-
siste en calcular la ganancia esperada para cada una de las posibles decisiones alternativas y elegir la que sea
maxima. La ganancia esperada se obtiene por medio de la siguiente ecuacion:

n -
GE, = E PE). G Ec.(XIIL3)
=1
donde  GE;= Ganancia csperada para la decisién i

p(Ej) = Probabilidad del estado de la naturaleza j

04 = Pago o resultado obtenido cuando se toma la
decision i y sucede el esiado de la naturaleza j

n = Niumero de estados de la naturaleza posibles

Como podemos observar de esta ecuacion, los valores O;; son los elementos de la matriz de pagos.
Tlustraremos esta metodologia al aplicarla al caso base.

Ejemplo XIIL3.- ; Qué decision debe tomar el Sr. José Sanchez bajo el criterio a priori 7

Solucién: En el caso base hay 3 posibles decisiones y 3 estados de 1a naturaleza, por lo que n=3.

La matriz de pagos es la informacion contenida en la tabla XIII.1, mientras que las probabilidades de
cada estado de la naturaleza s¢ obtienen mediante 1a division del niimero de dias en que sucedi6 una demanda
dada entre el total de dias tomados, por lo que conforme a la estadistica que obtuvo el Sr. Sanchez de sus ventas
anteriores, tenemaos;

p(Eq) = 35/100 = 0.35, probabilidad de que la demanda sea de 900 tortas
P(Ey) = 45/100 = 045, " morono " 1000 "
p(E3) = 20]100 = 0-20, ] n " (1] 1] " 1100 1]

Entonces al aplicar la Ec.(X111.3} a nuestro caso tendremos :



Para la decisién 1,
GEp= p(Ey) Oy + p(Ep) O)3 + p(E3) O3
= (0.35) (180) + (0.45) (180) + (0.20) (180)
= 180.0
Para la decision 2,
GE,

P(E}) Oz + p(E3) Oy3 + p(E3) O3
(0.35) (170) + (0.45) (200) + (0.20) (200)
189.5

o

Para la decisién 3,

GE3= p(E}) O3) + p(Ep) O3y + p(E3) O33
(0.35) (160) + (0.45) (190) + (0.20) (220)

185.5

it

Por lo que la mejor decision es [a segunda, es decir preparar 1000 tortas, para obtener una ganancia de $
189.50. El 4rbol de decisién respectivo se presenta en la figura XII1.2

180.0

Figura XII1.2 Arbol de decisi6n para el casocggg
base bajo el criterio a priori

Este arbol a diferencia del de la figura XIiL1, ya estd completo, puesto que se han calculado los valores
para cada nodo y se ha tomado una decision.

m

Criterio A posteriori.

Este método consiste en calcular las ganancias esperadas después de haber modificado las probabilidades
de los estados de la naturaleza, lo cual se efectiia basado en informacién que se obtiene mediante pruebas
experimentales. Estas pruebas nos dan datos sobre las probabilidades condicionales de que un pronoéstico se
cumpla dado que sucede en realidad un determinado estado de la nawuraleza.



Si llamamos Qj al pronéstico de la decision i, siendo E; el estado de la naturaleza correspondiente,
entonces la informacion que es posible obtener mediante la experimentacidn es la probabilidad condicional de
Qj dada E;, denominada p(Q; | E; ) Sin embargo, los datos que se requieren para calcular las ganancias
esperadas son las probabilidades condlcmnales p(E | Q;), es decir la probabilidad de que haya sucedido j,
dado que fue pronosticado i. No obstante la anterlor inconveniencia, el teorema de Bayes relaciona a ambas
probabilidades condicionales, de modo que podemos obtener estas Gltimas a partir de las primeras. La formulz
para esie teorema conforme a la notacién que se estd manejando es la siguiente:

P(Q;| Ej). p(E))

Ec.(X1I1.4)
E. A=
PEIQ )= 5
donde i = Alternativa de decision
j = Estado de la naturaleza
p(Q; | E; ) = Probabilidad condicional de haber

pronosticado i, dado que sucedi6 j
p(Ej | Qi) = Probabilidad condicional de que suceda
el estado j, dado que fue pronosticada i
p(E ) = Probabilidad del estado de 1a naturaleza j
P(Ql) = Probabilidad de haber pronosticado i

Por su parte p(Q;) se obticne con la siguiente ecuacion:

n
p(Q; )=Z P(Q; | Ej).p(Ej) Ec.(X1IL5)
j=1

Siendo n el nimero total de estados de la naturaleza.

Por su parte la ganancia esperada GE para ¢l criterio a posteriori se obtiene con la siguiente ecuacién:
*
GE=), GE(Q) .p(Q) Ec.(XIILS6)

Donde m es el nitmero de alternativas de decision y GE(Qi)* es la ganancia esperada dptima cuando ¢l
prondstico dado fue i, 1a cual se obtiene para cada prondstico seleccionando 1a mayor de las n ganancias GE,(Q;)
posibles, cada una de las cuales se estima por medio de la siguiente formula:

n
GE, (Q;)=), PEj1Q;}.0p  Ecoamy)
=1
Donde los elementos ij son los resultados de la matriz de pagos.

A continuacidn presentaremos un problema de este tipo para ilustrar la aplicacion de las formulas antes
vistas.



Ejemplo XIIL4.- Un estudiante universitario le ofrece al Sr. Sanchez darle un pronostico sobre sus
posibles demandas de tortas, a fin de que la decisién que se tome sea la mas conveniente.

El estudiante le indica al Sr. Sanchez que de 100 dias de ventas analizados, se obtuvieron los siguientes
resultados:

Demanda Nimero
de tortas de dias
900 35
1000 45
1100 20
Total 100

Mientras que para ¢sos dias su prondstico habia sido:
Para los 35 dias en que se vendieron 900 tortas,

Demanda Numero
pronosticada de dias

900 13

1000 14

1100 8

Total 35

Para los 45 dias en que se vendieron 1000 tortas,

Demanda Namero
pronosticada de dias

900 17

1000 18

1100 10

Total 45

Para los 20 dias de venta de 1100 tortas,

Demanda Nimero
pronosticada de dias

900 8

1000 5

1100 7

Total 20

¢ Cudl serd la ganancia esperada para el Sr. Sanchez bajo el criterio a posteriori ?

Solucién: La informacién que ya tenemos es la matriz de pagos dada por la tabla X1I1.1 y las probabilida-
des de los estados de la naturaleza p(E,).

Entonces lo primero sera convem’ria informacion de los pronésticos dados por el estudiante al Sr. Sanchez
en probabilidades condicionales, p{Q;|E j)= asi para ¢l estado de 1a naturaleza Ey, vender 900 tortas tendremos:

P(Q{Ep)=13/35=03714
p(Q3 | Ep) = 14/35 = 0.4000
p(Q31Eq)= 8/35=02286

Por su parte para el estado de la naturaleza E4, 0 sea vender 1000 tortas,
p(Qq | Ep) = 17/45=0.3778

P(Q3 | Ep) = 18/45 = 0.4000
p(Q3 | Ey) = 10/45=10.2222
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Finalmente para E3, vender 1100 tortas,
p(Q | E3) = 8/20 = 0.4000
p{Q; | E3) = 5/20 = 0.2500
p(Q3 | E3) = 7/20 = 0.3500

El siguiente paso ¢s oblener para cada pronéstico Q;, la ganancia esperada optima GE(Q,)* paralo cual
utilizaremos el feorema de Bayes para calcular las probabilidades condicionales p(E [ Q;), para postenormente
hallar las ganancias esperadas GEk(Ql) para cada decisién y de aqui eleglr la Optima, GE(Q,)

Entonces procediendo para el primer pronodstico Q, hallaremos p(E.l | Qq), por la Ec.(XIl11.4):

Para j=1,

P(Eq] Q9) =pQ) | E}) p(E|)/p(Qy)

Por su parte p(Q4) conforme a la Ec.(XII1.5) es:

P(Qqp) =p@Q) |EpPPE]) + p(Q | E9}p(Ex) + p(Q) | E3)p(E3)
= (0.3714) (0.35) + (0.3778) (0.45) + (0.40) (0.20)

=038
Entonces p(Eq]| Q) =(0.3714) (0.35) / (0.38) = 0.3421
Para j=2,
p(E;| Q1) = p(Q} | E9) pE2)/pQ))
=(0.3778) (0.45) / (0.38)
=0.4474
Para j=3,

ME3| Q) = p(Q) | E3) p(E3)/p(Qp)
= (0.40) (0.20) / {0.38)
={3.2105

Ahora hallaremos para cada decisién la ganancia esperada GEy(Q4) mediante la Ec.(XHL7):

Para k=1,
GE1{Qp) - p(E1 1 Q) 011 +p(Egi Q1) 012 +p(E3i Q1) 013
= (0.3421) (180) + (0.4474) (180) + (€.2105) (180)
= 180.0
Para k=2, -
GE»(Q1) =p(E] | Q) Oy + p(Ej| Q1) Og7 + p(E3f Q) 093
= (0.3421) (170) + (0.4474) (200) + (0.2105) (200)
=189.74
Para k=3,

GE3(Qy) =p(E| | Q}) O3 + p(Ea| Q1) O33 + p(E3| Q)) 033
= (0.3421) (160) + (0.4474) (190) + (0.2105) (220)
= 186.05

Por lo tanto GE(QI)’"r es 189.74 por ser la mayor,
Ahora haremos algo similar para el segundo prondstico Q,, hallando primeramente la probabilidad
p(Ej | Q3), por medio de la Ec.(XII1.4):
Para §=1,
P(Eql Q2) = p(Q2 | E}) p(E)/p(Q3)

Por su parie p(Q,) se obtiene con la Ec.(XIIL 5):
P(Q2) =p(Qy | EPP(E) + p(Qq | E9)p(Ex} + p(Q3 | E3)p(E3)
= (0.40) (0.35) + (0.40) (0.45) + (0.25) (0.20)
=0.37



Entonces p(Eq4| Q) = (0.40) (0.35) / (0.37) = 0.3784
Para j=2,
P(E2| Q3) = p(Q | Ey) p(E2)/p(Qy)
= (0.40) (0.45) / (0.37)
=0.4865
Para j=3,
p(E3l Q7) = p(Q; | E3) p(E3)/p(Qy)
= (0.25) (0.20) / (0.37)
=0,1351
Luego obtendremos las ganancias esperadas GE,(Q2) por la Ec.(XI11.7):
Para k=1,
GE1(Q2) = p(E) | Qp) Oy + p(Eq| Q) O15 + p(E3) Qp) O3
= (0.3784) (180) + (0.4865) (180) + (0.1351) (180)
= 180.0
Para k=2,
GE»(Q2) =p(E| | Q) Og) + p(Es| Q) Oy + p(E3| Qp) O3
= (0.3784) (170) + (0.4865) (200) + (0.1351) (200)
= 188.65
Para k=3,

fl

GE3(Q2) = p(E| [ Q) O3] + p(E;l Qp) O3 + p(E3| Qy) O33
(0.3784) (160) + (0.4865) (190) + (0.1351) (220)

182.70

Por lo que la mayor es GE,(Q3) = 188.65, convirtiéndose por ello en GE(QZ)*.

Finalmente de manera analoga para el tercer pronéstico Q3. hallaremos las probabilidades p(Ej | Q3)
por la Ec.(X111.4):

Para j=1,

2

p(Eql Q3) = p(Q3 | E1) pE)/p(Q3)

Por su parte p(Q3) la calcularemos con la Ec.(X1I15):
P(Q3) = p(Q3 | EDp(E}) + p(Q3 | Ex)p(Ey) + p(Q3 | E3)p(E3)
=(0.2286) (0.35) + (0.2222) (0.45) + (0.35) (0.20)
=0.25

Entonces p(E;| Q3) = (0.2286) (0.35) / (0.25) = 0.320

Para j=2,
P(Eq| Q3) = p(Q3 | E) p(E9)/p(Q3)
=(0.2222) (0.45) / (0.25)
=(.400
Para j=3,
P(E3| Q3) = p(Q3 | E3) p(E3¥/p(Q3)
={0.35)(0.20)/ (0.25)
={0.280

Ahora obtendremos cada ganancia esperada GE,(Q3) con la Ec.(XIIL7):
Para k=1,
GE(Q3) =p(E1 1Q3) O1) +p(Ey| Q3) O13 + p(E3| Q3) O3
=(0.32) (180) + (0.40) (180) + (0.28) (180)
= 180.0



Para k=2,
GE»(Q3) = p(Ej | Q3) 07 + p(E3| Q3) O3 + p(E3| Q3) O23
= {0.32) (170} + (0.40) {200) + (0.28) (200)
=190.40
Para k=3,

GE3(Q3) =p(E| | Q3) O3 + p(Eaf Q3) O35 + p(E3| Q3) O33
= (0.32) (160) + (0.40) (190) + (0.28) (220)
= 188.80

Por lo cual GEq(Qs3) = 190.40 es la mayor, siendo por esto GE(Q3)”.

. . . - *
En este momento ya tenemos para cada prondstico las ganancias esperadas optimas GE(Q;) , por lo que
finalmente calcularemos la ganancia esperada para el criterio a posteriori utilizando la Ec.(XII1.6), ¢on lo cual
tendremos:

GE = GE(Q))*. p(Q)) + GE(Q)". p(Qy) + GE(Q3)". p(Q3)
= (189.74) (0.38) + (188.65) (0.37) + (190.40) (0.25)
=% 189.50

Este resultado es exactamente igual al obtenido con el criterio a priori, lo cual en ocasiones sucede. Es
conveniente sefiatar en estos momentos que normalmente las pruebas experimentales tienen un costo, €l cual en
¢ste caso no se ha considerado, pues de haberlo hecho hubiésemos tenido que restar de nuestra altima ganancia
dicho costo, con lo cual ¢l criterio a priori hubiera sido mejor al actual.

A continuacidén se muestra el diagrama del arbol de decision para el criterio a posteriori:

180 p=0.3421_180

Figura X111.3. Arbol de decision para el caso
base bajo el criterio a posteriari

En este diagrama habra tantas ramas de pronésticos como estados de la naturaleza haya, para este ejem-
plo existen 3, las cuales estan seiialadas con su respectiva probabilidad.
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Otro método alternativo similar al de las ganancias esperadas es el de las pérdidas esperadas, el cual se
plantea tratando de hallar cudl es la decision alternativa que debe de tomarse a fin de minimizar la pérdida
esperada. En este caso se considera como pérdida lo que se deja de ganar por manejar un nivel dado de mercan-
cias que es insuliciente para satisfacer la demanda real que se presenta. En esle texto no se presentara este
método, puesto que es cxactamente igual al de las ganancias esperadas o criterio a priori.

Anilisis Marginal,

Este es un meétodo mas simple que el anélisis bayesiano para la toma de decisiones que conduce exacta-
mente a los mismos resultados que el criterio a priori. Es especialmente adecuado cuando el niimero de alterna-
tivas de decisién que se mangja es elevado. -

Consiste basicamente en el siguiente planteamicnto: s¢ recomendara tener en existencia una unidad adi-
cional de mercancia, siempre y cuando la ganancia marginal que se obtendria por ella sea mayor a la pérdida
marginal ocasionada por tenerla.

Se parte de igualar la ganancia marginal con la pérdida marginal, tal y como lo indica la siguiente
ecuacion: .

GM. m =PM . (1-m) Ec.(XIII.8)
Donde
GM = Ganancia Marginal
m = Probabilidad de que la unidad
adicional tenga demanda
PM = Pérdida Marginal

_ St se despeja a m de esta ecuacion, obtendremos:
m=PM/(GM +PM ) Ec.(XIIL9)

Este valor de m es determinante para la resolucién por este método, la cual debe hacerse conforme al
siguiente procedimiento:

L- Obtener m para el problema planteado por medio de la Ec.(XII1.9),

2.- Preparar una tabla que contenga para cada demanda la probabilidad
acumulada de vender ese nivel de mercancias o uno mayor.

3.- La decision que deber4 tomarse serd la correspondiente al rengién de la
demanda para la cual su probabilidad acumulada listada en el paso an-
terior, rebase por primera ocasién al valor de m. Hustraremos este méto-
do con el siguiente ejemplo:

Ejemplo XIILS.- Aplicar el método del Analisis Marginal al caso base del expendio de tortas «El
Tigren, para hallar la decisién optima.
Solucién:

Lo primero sera obtener el valor de m , para lo cual tenemos como datos los valores de GM y PM, los
cuales son:

GM=1.00-0280=5%0.20
PM=0280-070=%0.10
Entonces m conforme a la Ec.(XII1.9) sera:

m =0.10/(0.20 + 0.10) = 0.3333

Lo siguiente es preparar la tabla de probabilidades acumuladas de acuerdo al paso 2, para esto se cuentan



con los datos de las probabilidades individuales para cada demanda, los cuales son:

Demanda Probabilidad
900 0.35
1000 ) 0.45
1100 0.20

La probabilidad acumulada para una demanda dada serd simplemente la suma de la probabilidad indivi-
dual de esa demanda, mas las probabilidades individuales de todas las demandas superiores a la que s¢ esta
considerando. Por consiguiente para el nivel superior de la demanda, su probabilidad acumulada serd igual a la
individual y para el nivel inferior sera la unidad.

La tabla de probabilidades acumuladas sera entonces:

Demanda Probabilidad acumulada
de esta demanda o mas
900 1.00
1000 0.65
1100 0.20

Finalmente conforme al tercer paso. escogeremos de la tabla anterior la primera probabilidad acumulada
que supere al valor de m | la cual resulta ser 0.65 que corresponde a la demanda de 1000 tortas, por lo gue ésta
sera nuestra decision optima, para la cual la ganancia esperada se obtiene por medio de la Ec.(XII1.3),

GE,=p(E1) Op) + p(Ep) O35 + p(E3) O3
= (0.35) (170) + (0.45) (200) + (0.20) (200)
= $189.50

La cual es exactamenie igual a la obtenida con el criterio a priari del anélisis bayesiano, tal y como se
habia comentado.

Ganancias esperadas con la informacion perfecta.

La informacién perfecta podria hipotéticamente lograrse si el nivel de demanda manejado por quien toma
las decisiones fuese exactamente igual al estado de la naturaleza que sucediese en todas las ocasiones. Aunque
¢sta situacidn no ¢s posible en la realidad. es atil obtener la ganancia esperada ¢n estas condiciones. pues €510
nos dara una clara idea de lo que se deja de ganar por la imperfeccidn de ta informacion con la cual se toma una
determinada decision.

La ganancia esperada con la informacidn perfecta puede estimarse con la Ec (X111.3), haciendoi=j, con
lo cual tendremos:

n
GE, =Z% pE}).O; Ec.(XIIL10)
J:

Esta formula implica que por ser i igual a j, la demanda sera igual al estado de la naturaieza,
A continuacion aplicaremos lo sefialado en este inciso al caso base:

Ejemplo XIIL6.- Obiener para el caso base la ganancia esperada con la informacion perfecta.
Solucidn:
Para el caso base tenemos 3 niveles de demanda, por lo que al aplicar ta formula dada por la
Ec.(XIIl. 10), tendremos:;



GEy= p(E1) Oy + p(Ep) 033 + p(E3) O33
= (0.35) (180) + (0.45) (200) + (0.20) (220)
= $197.00

Lo cual nos muestra que la mejor decision real, es decir preparar 1000 tortas, es inferior en $ 7.50 a la
obtenida con la informacion perfecta,

S

Utilidad.

En el Ambito de la teoria de decisiones la utilidad podria definirse como un valor numérico, no menetario,
que el tomador de decisiones asigna a cada posible resultado, basado en su criterio, su experiencia, o algunas
veces simplementie en su intuicion,

Aun cuando esto pudiera parecer no muy conveniente, es muy usual en la vida real que los administrado-
res de empresas e instituciones utilicen criterios subjetivos para tomar decisiones en miltiples aspectos de su
gestién,

En ocasiones el considerar estos factores puede dar lugar a que la decision con ¢l mayor valor de ganancia
esperada no sea la mas adecuada. Para esto manejaremos un nuevo término: La Utilidad Esperada, la cual debe
obtenerse para cada alternativa de decisién tomando como base los valores que ¢l tomador de decisiones haya
asignado para cada resultado, conforme a la siguiente formula:

UE, =), PE;). U Ec.(XIIL11)

Donde UE; = Utilidad esperada para la decision i.
P(E;) = Probabilidad de! estado de la naturaleza j.
U': j = Utilidad de un resultado cuando s¢ toma la
decision i y sucede el estado de la naturaleza j.
n = Namero de estados de la naturaleza.

Esta ecuacion es muy similar a la Ec.(XI11.3), con la modificacién de que se han reemplazado los pagos
0;; por las utilidades Uij-

Bajo este criterio la decision que deberd tomarse ser aquella que resulte con la maxima utilidad ¢sperada.
Para aclarar lo sciialado anteriormente, presentaremos un gjemplo:

Ejemplo XIIL7.- El agricultor del ejemplo XIII. 1 est4 considerando la decisién que debera tomar respec-
to a sembrar o no hacerlo. Dada su matriz de pagos, ¢l sabe que si llegara a perder los $ 5200 seria catastrofico,
puesto que esta cantidad significa sus ahorros de varios afios de trabajo, por esto ha decidido asignar valores
numéricos a cada posible resultado, basado en lo que cada uno de ellos representa para €L,

Estas asignaciones son:

Situacién Valor
Sembrar y hiela -10
" " no hiela +10
No sembrar y hiela +4
“ " " no hicia 0

Ante esto, ;Qué decision debera tomar?



Solucién:
Lo primero serd obtener la ganancia esperada bajo el criterio a priori, para lo cual aplicarcmosla

Ec (XII1.3), con lo cual tendremos:

Para ia primera decisitn, i=1;
GE1=p(Ey) Opy +p(Ep) O13
= (0.6) (-5200) + (0.4) (12000)
= 1680

Para la segunda decisién, i=2; ‘
GEj = p(E;) O3 + p(Ey) O3
= (0.6) (0Y + (0.4) (0) = 0

Por lo que la decision que debe tomarse bajo este criterio es la primera, sembrar.

Ahora para ¢l criterio de la utilidad esperada, lo primero serd incluir los valores asignados por el agricul-
tor para los diferentes resultados posibles en una matriz, la cual sera:

Estados

Decision E; Ey
D =10 + 10
D2 +4 4]

Con esto ya podemos aplicar la Ec.(XIII.11) al caso, para obtener las utilidades esperadas respectivas,
entonces:

Para la primera decision, i=1:
UEy = p(Ep Uy +p(Ep) Uy
= (0.6) (-10) + (0.4) (10}
==-2.0

Para la segunda decisién, i=2:
UE3 = p(Ep) Uy + p(Ep) Uy
=06 #H+ (0.4 (O
=24

Por lo que ahora la mejor decision es la segunda, no sembrar,
Con esto vemos como el hecho de que el agricultor considere lo que significa para él el riesgo de perder.
lo lleva a cambiar su decision,

Modelos para Distribucién de Probabilidad Continua.

Los modelos vistos hasta ahora son aplicables para tomar decisiones cuando el mimero de opciones
aliernativas es limitado. En la vida real no sucede asi, puesto que por lo general el niimero de elecciones
posibles es muy alto. Asi por ejemplo para el caso base, seria poco factible creer que el St. Sanchez sdlo tuviera
tres distintas demandas de tortas; por ¢l contrario, lo mas probable seria que éstas fueran diferentes dia a dia, lo
cual hace poco pricticos los métodos vistos anteriormente para la soluciéon de un problema dado en estas
circunstancias.

Es por ello que en este inciso trataremos un método que resulta adecuado cuando el nimero de alternati-
vas ¢s elevado. A estos modelos se les conoce como Modelos de Distribucion de Probabilidad Continua, puesto
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que suponen que los datos de las posibles demandas de mercancias se ajustan a una curva conocida de distribu-
¢ion probabilistica continua.

En este texto presentaremos solamente la curva normal, la cual reproduce muchas de las situaciones que
aparecen en el mundo de los negocios. Esto significa que al utilizarla estaremos suponiendo que la informacion
mancjada se ajusta a ella. La metodologia dividida en pasos es la siguiente:

1.- Hallar el valor de m presentado en el analisis marginal, por medio de la Ec.(X111.9).
Esta m representara la fraccion del drea bajo la curva normal medida desde su extre-
mo derecho, punto donde se igualan la ganancia y la pérdida marginales.

2.- Para los datos de demandas con los que se cuenla, hallar la media Xm ¥ ladesviacién
estindar o, por medio de las siguientes formulas:

x = Ec.(XIIL12)
n
22Xy - X)) Ec.(XILL13)
o= 1=t .
R

Deonde: X; = Valor del dato i.
n = Numero de datos

3.- Haltar de tablas del 4rea bajo la curva normal a cuantas desviaciones estandar de la
media estd situada m . Es importante aclarar en este punto que algunas de estas tablas
presentan como valores minimos del area citada 0.500, tal es el caso de la tabla que se
incluye en este libro en el apéndice respectivo. Por esta razén cuando el valor de m sea
menora 0.500, deberd buscarse en dichas tablas con el valor de (1-m). Al valor leido en
cllas correspondiente al niimero de desviaciones estindar se le denomina Z.

4.- Obtener el nimero de unidades de mercancia X, . para ¢l cual se cumpla la igualdad
entre la ganancia y la pérdida marginal, el cual se calcula con la sigutente ecuacion;

Xg = Xp*+Z.0 Ec.(XIIL14)

En csta ecuacidn se utilizara el signo positivo (+), para aquellos casos en los cuales m
haya sido menor o igual a 0.500; en caso contrario, deberd utilizarse ¢l signo negativo (-).

5.- El valor de X, ¢s ¢l punto donde la ganancia y la pérdida marginal son iguales, por lo
tanto la decision que debera tomarse sera el valor inmediato inferior a X, para que la
probabilidad acumulada supere a m.

Presentaremos ahora un par de ejemplos para ilustrar esta metodologia:

Ejemplo X1IL8.- De un nuevo estudio estadistico sugerido al Sr. Sanchez. se han colectado datos de



50 dias de venta de tortas, cuyos resultados han sido los siguientes:

860 900 960 1000 1000
1000 1080 1050 1050 1020
1020 1050 960 1000 930
1020 1020 1000 930 1080
1050 960 1050 1080 1020
1080 1050 900 1020 1000
1100 £020 1020 960 1000
1020 1000 1100 1020 1050

930 1130 1080 1130 1020

200 930 1020 1100 960

Ante esta situacion ;Cudntas tortas debera preparar, a fin de maximizar sus ganancias?

Solucion:

De acuerdo a la metodologia, el primer paso ya ha sido cumplido, siendo m=0.33333.

Luego conforme al segundo paso, hallaremos la media y la desviacion estandar por medio de las ecuaciones
(XII[.12) y (X111.13} respectivamente,

Xm=50630/50 =1012.60

o =+187362/50 = 61215

En la gréfica siguiente se muestra la distribucion de estos datos, en la cual vemos claramente que la figura
representada se asemeja mucho a la curva normal:

Frecuencias

12 o

10

0 TN I B | |
800 900 1000 1100 1200 1300
Demanda diaria
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Vemos que en este problema m es menor de 0.500, por 10 que buscaremos el valor de Z de las tablas del
area bajo la curva con (1-m) = 0.66667 . Los valores mas proéximos son los siguientes:

Area bajo la Nimero de desviaciones
curva, (1-m) esiandar, Z
0.66640 0.43
0.67003 0.44

Aqui utilizaremos una técnica numérica llamada interpolacién para hallar el valor correspondiente de Z
para {1-m) = 0.66667, -

Z = 0.43 + (0.66667-0.66640) (0.44-0.43) / (0.67003-0.66640)
= (.43074
Entonces conforme al cuarto paso, estimaremos X, por medio de la Ec.(XI1I. 14) utilizandola con signo
positivo,
Xo0=Xp+t2Z.o
= 1012.60 + (0.43074) (61.215)
= 1038.97

Finalmente nuestra decisién serd aquel valor inmediato inferior a Xg» por lo que el Sr. Sanchez deberd
preparar 1020 tortas,

En seguida presentaremos otro ejemplo:

Ejemplo XIIL9.- El Contador Piblico Mario Avalos le ha hecho un estudio de costos al St. Sanchez yle
ha indicado que su costo unitario es'de $ 0.91 por torta y no de $ 0.80 como se venia suponiendo. Ante esta
nueva situacién, ;Cual serd ahora la decisién que debera tomarse en cuanto al niimero de tortas por preparar y
la ganancia csperada? '

Solucién:

Con este cambio en el costo unitario de cada torta, variara el valor de m , el cual obtendremos.

GM=1.00-091=009
PM=091-070=021
Por lo tanto conforme a la Ec.(XII1.9), m sera;
m=021/(0.09+0.21) = 0.70

Para este caso Xy, y - siguen stendo las mismas del ejemplo anterior.
Ahora de acuerdo al paso 3, dado que m es mayor de 0.500, listamos los valores de las tablas que
circundan a 0.70 para el drea bajo la curva,

Area bajo la Numero de desviaciones
curva, m estindar, Z
0.69847 0.52
0.70194 ) 0.53

Interpolando para m = 0.70, tendremos:

Z =0.52+(0.70 - 0.69847) (0.53 - 0.52) / (0.70194 - 0.69847)
0.52441

Entonces calcularemos X, con la Ec.(XIII. 14), utilizandola ahora con signo negativo ),



Por lo que conforme al ittimo paso, el valor inmediato inferior es 960, que serd la cantidad de tortas que

Xo = Xm

= 1012.60 - (0.52441) (61.215)

= 980.50

deberan prepararse bajo estas condiciones.

Por su parte para obtener la ganancia esperada, prepararemos una tabla donde se listara para cada deman-
da la frecuencia de veces que €sta se presentd, la probabilidad para cada demanda, la cual es el cociente de la
frecuencia entre el total de datos que es 50 y la ganancia condicional de preparar 960 tortas, la cual se calcula
con la ganancia marginal multiplicada por la demanda, menos ¢l valor del exceso de tortas respecto a la
demanda multiplicada por la pérdida marginal, lo cual ejemphﬁcaremos para el caso de una demanda de 900

tortas, es decir:

Por preparar 960 y' tener una demanda de 900 tortas:

Se venden 900 tortas con las cuales ganaremos:

900 tortas x 0.09 $/torta= $ 81.00

Por su parte las restantes 60 tortas se preparan y no se venden, por esto perderemos;

60 tortas x 0.21 $/torta

$ 12,60

Por lo que nuestra ganancia condicional para esta demanda sera la diferencia de
ambos valores, es decir:

81.00 - 12.60

= 568.40

Tabla XITL.2.- Tabla de demandas para el ejemplo XII1.9

Demanda Frecuencia de Probabilidad de Ganancia Condicional,
cada demanda cada demanda N$
860 1 0.02 56.40
Y00 3 0.06 68.40
930 4 0.08 77.40
960 5 0.10 86.40
1000 8 0.16 86.40
1020 12 0.24 86.40
1050 7 0.14 86.40
1080 5 0.10 86.40
1100 3 0.06 86.40
1130 2 0.04 86.40

Finalmente la ganancia esperada se obtiene por la sumatoria de los productos de la ganancia condicional

por la probabilidad para cada demanda. es decir:

Ganancia esperada = (56.40) (0.02) + (68.40) {(0.06) + (77.40) (0.08)
+ (86.40) (0.10+0.16+0.24+0.14+0.10+0.06+0.04)

Con lo cual vemos que at reducirse la ganancia marginal, la ganancia esperada también disminuye.

= 84.00 j/dia
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PROBLEMAS PROPUESTOS

XIIL1.- La panaderia “Dulce Pan” produce pan de diversos tipos los que vende al publico a un precio de
$0.80 cada pieza. Su costo es de 0.60 $/unidad y las piezas que no vende el mismo dia que son producidas las
rebaja al dia siguiente a $0.40 cada una. De estadisticas con las que cuenta sus ventas han sido de 300, 310, 320,
330y 340 piezas dianas. ;Cual de estas cantidades debera preparar? Resuelva segin los siguientes criterios: (a)
Modelo Minimax; (b) Modelo Optimista; (¢) Modelo de Minimizacion del Arrepentimiento; (d) Modelo de
Maximizacién del Pago Promedio; (e) Modelo de Maximizacion del Punto Medio.

XIII.2.- La taqueria “La Guadalupana” ofrece a sus clientes deliciosos tacos al pastor, que vende a $1.30
cada uno. Si su costo de cada taco es de $0.95 y los que no vende debe darlos a $0.80. ;Cuat debera ser la
cantidad de tacos a preparar?. Se sabe que las ventas varian desde 100 hasta 130 tacos diarios en rangos de 10.
Solucionar conforme a los mismos criterios del problema anterior.

XIIL3.- La compaiiia Agrol le ofrece al Sr. Juan Ledezma rentarle sus tierras, las cuales no disponen de
agua, por lo que scrd necesario perforar un pozo para poder utilizarlas con fines agricolas. Agrol le ha propuesto
al Sr. Ledezma hacer la perforacion y en caso de que s¢ obtenga agua le pagara $ 100,000.00, en caso contrario
solamente $ 20,000.00. Siel Sr. Ledezma hace la perforacion por su cuenta, ésta le costara $60,000.00, pero si
saca agua espera quc puede obtener hasta § 200.000.00 trabajando ¢l mismo sus tierras. Una tercera opcion del
Sr. Ledezma es no hacer ninguna de las dos opciones anteriores. Se sabe que Ja compafiia perforadora ha
obtenido agua en la region en un 65% de las ocasiones.

¢Cual debera ser la decisién del Sr. Ledezma y cudnta su ganancia esperada bajo el criterio a priori?

XI11.4.- Si para el caso del problema anterior los prendsticos de la compaiiia perforadora han sido afirma-
tivos cuando si se ha obtenido agua en el 80% de las ocasiones, mientras que han dado prondsticos negativos
cuando no se ha logrado obiener el vital liquido en el 85% de las veces. ; Cuanta seria ahora la ganancia
esperada para el Sr. Ledezma bajo el criterio a posteriori?

XIIL5.- La empresa “Minas Potosinas” le propone al municipio de Rioverde alquilarle un terreno, va que
es factible que éste contenga minerales de estafio. La compaitia debe hacer un estudio geologico exploratorio, el
cual si es afirmativo implicara pagarle al Municipio $ 350,000.00, en caso contrario lc pagara unicamente
$ 50,000.00. Si el Municipio hace los trabajos de extraccion de minerales por cuenta propia puede lograr hasta
$ 500,000.00, pero el estudio exploratorio le costaria $ 60,000.00. La tercera opcién del Municipio es ni rentar
ni trabajar el terreno, sino dejarlo para otros fines posteriormente.

¢ Cudl debe ser su decisién y cuanta su ganancia esperada bajo el criterio a priori ? El instituto Universi-
tario Rioverdense ¢ ha dado al Municipio el dato de la probabilidad de que en ¢l municipio haya estaiio, la cual
es de un 54%.

XIIL.6.- Para ¢l caso del problema anterior el Instituto Universitario le ha dado al Municipio una
confiabilidad en sus pronésticos geolgicos de un 78% cuando hay ¢l mineral y de un 84% cuando no lo hay,
¢ Cudnta seria ahora la ganancia esperada para el Municipio bajo el criterio @ posteriori?

XIL7.- La compafiia “Frutas, 5.A.” dispone de la siguiente informacion relativa a la venta mensual de
cebollas.

Venta, toneladas Probabilidad
50 0.10
100 0.16
150 0.30
200 0.22
250 0.14

300 0.08



Si su costo promedio ha sido de $1,500.00, su precio de venta de $2,000.00 y el precio de la mercancia
rezagada de $750.00 por tonelada. ;Qué nivel de toneladas mensuales deberd manejar la empresa y cudnta sera
su ganancia esperada? Utilicese el Andlisis Marginal para resolver el caso.

XII1.8.- En el problema anterior, ;Cudnta seria la ganancia si se luviera la infermacion perfecta?

XII1.9.- “Hilos del Centro™ maneja fibra corta para la industria confeccionadora de ropa casual. Tiene la
siguiente estadistica de ventas mensuales durante los iiltimos 15 afios.

Venta, toneladas fibra Probabilidad
1.5 0.02
2.0 0.06
2.5 0.10
3.0 0.18
35 0.32
4.0 0.16
4.5 0.10
5.0 0.06

Si su costo actualmente es de $120.00 por kilogramo, su precio de venta de $160.00 y su precio de remate
de $100.00, ;Cual debe ser su decision en cuanto a la cantidad de fibra a manejar y cudnta su ganancia esperada
conforme al Andlisis Marginal,

XII1.10.- Solucionar ¢l problema anterior para el caso de contar con la informacidn perfecta.

XIIL11.- Al Lic. Radl Rodriguez le propone un amigo que compre dolares, ya que se¢ escuchan varios
rumores de que habra una devaluacion del peso. El Lic. Rodriguez ha hecho una estimacion burda de lo que
podria invertir y de las posibilidades de que los rumores se hagan realidad y en base a ello ha elaborado una
tabla de valores que a su juicio aplican a su siteacion personal.

Opcion Valor Subjetivo
Comprar dolares y Devaluacién +40
Comprar délares y No Devaluacién -20
No comprar délares y Devaluacion -30
No comprar délares y No devaluacion +10

Segiin los analistas financieros y economistas la probabilidad de que haya una devaluacién es del 48%.
¢ Cudl debera ser la decision del Lic. Rodriguez?

XIIL12.- “Jugos, S.A.” tiene la estadistica de venta de naranjas para jugo de los hltimos 50 dias de
operacion, las cuales ofrece en costales de 30 kgs,

42 40 44 40 41 50 40 39 50 34
38 43 40 39 38 37 41 42 46 33
46 37 42 36 32 36 41 38 42 38
47 46 38 42 31 47 40 42 40 42
40 41 39 40 49 40 39 40 35 43

Si al negocio le cuesta cada costal $15.00, los vende a $22.50 vy lo que no vende lo rebaja a $12.00 a partir
del dia siguiente, ;Cudl debe ser el nivel optimo de costales a manejar y cuanto su ganancia esperada? Resuél-
vase por medio del Modelo para Distribucion de Probabilidad Continua.
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XII1.13.- *Yoghurts Frescos” tiene el siguiente regisiro de ventas de yoghurt, el cual abarca los pasados
120 dias trabajados.

Venta, Its. Frecuencia
120 9
130 22
140 30
150 28
160 . 20
170 11
Total 120

Si para cada litro de yoghurt su costo es de $1.10, su precio de venta es de $1.60 y su precio de remate ¢s
$0.90, ;Cudnto debera preparar cada dia y cudl serd su ganancia esperada? Use et Modelo de Distribucion de
Probabilidad Continua.

XIII.14.- Si para ¢l problema anterior el costo det yoghurt aumentara a $1.30 por litro sin incrementar los
precios, ;Cuales serian ahora los resultados?

XIIL15.- La fabrica “Envases del Potosi” produce botellas de plastico de 2 litros, las cuales vende a $2.50
cada una a 3 distribuidores exclusivos. El costo de materiales directos (costo variable) de la fabrica es de $1.10
por botella y tiene costos fijos por $50,000.00 mensuales. Sus ventas ¢l afio pasado fueron las siguientes:

Venta mensual, botetlas Frecuencia
45000 2
50000 4
55000 3
60000 2
65000 1

Si las piezas que no vende de inmediato las rebaja a $1.80 cada una, ;Qué nivel de produccién le optimizara
su ganancia y cudl serd el monto de ésta?

XIII.16.- Ei Restaurante Rivera elabora comidas corridas las cuales vende a $15.00, su costo unitario s
de $ 11.50 y lo que no vende esc dia to pasa al asilo de ancianos de la locatidad quienes se lo pagan a sélo
$ 10.00 por cada comida. Su estadistica de ventas de los pasados 90 dias es:

Venta, # de comidas Frecuencia, dias
60 22
65 20
70 18
75 16
80 14

¢Cuantas comidas corridas debera preparar para optimizar su ganancia esperada ¥ cuanto sera ésta?
Resolver mediante:
(a) Analisis Marginal
{b) Modelo de Distribucion de Probabilidad Continua
{(c ) Explique la diferencia entre los 2 incisos anteriores.
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CAPITULO X1V

MODELOS DE INVENTARIOS

Introduccion.

Los modelos de inventarios han tenido un desarrollo muy amplio en la segunda mitad del siglo XX
debido a la gran importancia que representan para la mayoria de las empresas de manufactura y comerciales,
las cuales requieren inventarios de materias primas, articulos terminados, materiales indirectos y otros que les
permitan operar de una manera eficicnte.

Los inventarios constituyen usualmente una de las mayores partidas e los activos en los estados financie-
ros de los negocios, motivo por €l cual deben ser administrados inteligentemente para que cumplan la funcion
a fa que estan destinados a un costo razonable, puesto que un inventario muy bajo puede dar lugar a agotamien-
to de las existencias que ocasionen paros en la produccidn o bien ventas no efectuadas, mientras que un inven-
tario muy elevado origina un alte costo financicro por el hecho de invertir capital en un lugar en donde no
preduce dividendos.

El objetivo basico del inventario es el de absorber las diferencias que puedan presentarse entre la oferta y
la demanda de un articulo dado, es decir que si un establecimiento no puede conocer de antemano la demanda
que va a tener de ese articulo, las variaciones que haya serdn absorbidas por ¢l inventario, de tal modo que no
haya faltantes de la mercancia.

Existen otras razones por las cuales una empresa debe manejar inventarios, algunas de las mas importan-
tes son: (a) si la mercancia que adquiere la compaiiia debe ser transportada desde ¢l lugar donde la tiene el
proveedor, el inventario nos permitird satisfacer la demanda durante el lapso de tiempo que transcurre desde
que se coloca el pedido hasta que éste se recibe; (b) la mayoria de las empresas ofrece descuentos por la compra
de lotes de mercancia mayores. los cuales serdn recomendables en algunos casos; (¢) si la demanda de un
articulo es estacional, es preferible para la compaiiia que lo fabrica que oscilen sus inventarios y no su capaci-
dad de produccién, ya que ¢l hecho de programar turnos extras involucra mayores costos por contrataciones de
personai adicionai, su capaciiacion y adiesiramienio, indemnizaciones, ¢ic.; {d) si la demanda varia respecto
a lo planeado, ésta serd absorbida por el inventario.

Hay dos decisiones fundamentales del inventario que todo administrador debe formularse. que son: cuan-
do y cuédnto debera pedirse de un articulo dado, las cuales se responden basandose en aquella opcidn que nos
lleve al costo minimo total incurrido por 1a compra de los articulos. asi como también por 1a administracion del
inventario.

En este capitulo presentaremos un caso base, el cual nos servira para ilustrar los conceptos desarrollados,
asi como también los modelos que se incluyen en el texto. Luego veremos la terminologia mas usual del tema. -
Posteriormente se trataran algunos modelos de inventarios como son el de la Cantidad Economica de Pedido
{CEP}, el de manejo de descuentos por compra de lotes mayores, el modelo de CEP con faltantes. la determina-
cidén del Punto de Renovacién de Pedidos y de las Existencias de Seguridad para casos probabilisticos, el
modelo de cantidad de pedido fija y ciclo de tiempo variable, el de cantidad de pedido variable y ciclo de tiempo
fijo y finalmente ¢l modelo de determinacidn del tamaiio del lote de produccion, Por Gltimo se presentara el
sistema ABC de clasificacion de los inventarios,

Caso Base.

La empresa Sonormex se dedica a la venta de equipos de sonido, tos cuales adquiere de una fibrica de la
cual es distribuidor exclusivo. El costo de compra para Sonormex es de $ 5000.00 por cada equipo y su depar-
lamento contable les ha indicado que cada pedido les cuesta § 1400.00 por tramitacion y fiete. mientras que su
conservacion del inventario es del 20 % del valor del inventario promedio.



De estadisticas de ventas de afios anteriores, se estima una demanda para el presente afio de 750 unidades.
Ante esto, ;, Como debe manejar Sonormex sus inventarios en lo referente a cantidad de pedido v ciclo de tiempo ?

Terminologia.
Eneste inciso se dardn algunas definiciones atiles para la mejor comprensién de los modelos de inventarios
que se trataran. Las mas usuales son las siguientes:

Inventario Promedio.
Es la cantidad promedio de mercancias en existencia en ¢l inventario para un periodo de tiempo dado.

Cantidad Econdmica de Pedido. (CEP)
E£s el nimero de unidades de mercancia que son solicitadas al proveedor, de modo que la suma del costo
de pedidos mas el de conservacién del inventario sea el minimo.

Demanda.
Es el niimero de articulos que los clientes solicitan a la empresa.

Agotamientos.
Son los faltantes de existencia de mercancias en el inventario, de tal manera que cuando el consumidor
solicita una unidad a la compaiiia, ésta no se la podra surtir en ese momento.

Tiempo de Adelanto,
Es la cantidad de tiempo que transcurre desde que se coloca un pedido hasta que éste se recibe. También
se le conoce como tiempo de demora en la entrega.

Punto de Renovacion de Pedidos. (PRP)

Es el momento en el cual el nimero de unidades de mercancia en existencia en el inventario llega a una
cantidad para la cual se hace nccesario colocar un nuevo pedido de reabastecimiento, se expresa cn nomero de
articulos y también suele llamarsele punto de reorden.

Existencias de Seguridad.
Es una cantidad extra de articulos que se agrega al inventario con ¢l objeto de que no sucedan agotamientos.

Pedidos Retroactivos.
Son aqucllos pedidos que sc solicitan al proveedor después que han aparecido los agotamientos.

Politica de Pedidos.

Es el sistema de pedidos que utiliza un negocio, ¢l cual se establece buscando optimizar los aspectos
operativo y econdmico del manejo de inventario. Hay dos sistemas de pedidos, los cuales son: El del Punto de
Renovacion de Pedidos y el de Revision Periddica. En el primero de ellos s¢ hacen los pedidos al instante en que
la existencia de articulos en inventario baja al nivel del punto de reordenamiento y en el segundo los pedidos se
colocan cada determinado plazo de tiempo, el cual se fija de antemano.

Concepto de Costos.
El costo de inventarios se divide en cuatro tipos. los cuales son; Costo de la mercancia, costo de pedidos,
casto de conservacion del inventario y costo de agolamientos.

Costo de las mercancias.
Es et costo al que se adquieren las mercancias, el cual puede ser fijo o bien estar estructurado de modo que
se incluyan descuentos por compras de cantidades mayores.

Costo de pedidos
Es el costo en ¢l que se incurre por colocar un pedido al proveedor. Se compone normalmente de
requisiciones, drdenes de compra, flete. recepcion. inspeccion, almacenamiento y contabilidad.



Costo de conservacion, :

Este es el costo cansado por mantener un articule en el inventario, por lo general s¢ expresa como un
porcentaje del valor del inventario promedio y se forma por renglones como seguros, mermas, obsolescencia,
calefaccion, alumbrado, refrigeracién y contabilidad.

Costo de agotamientos.
Son los costos ocasionados por la aparicion de los agotamientos, los cuales dependeran de la administra-

cion del tnventario por parte de la empresa, ya que si €sta maneja pedidos retroactivos, ¢l costo de agotamientos
s¢ compondra por las tramitaciones extras que tengan que hacerse para colocar 1os pedidos. Cuando no se
incluyen los pedidos retroactivos, los costos s¢ integran por las pérdidas de ventas presentes y futuras por parte
de los clientes, concepto que es muy dificil de evaluar.

Modelo de la Cantidad Econémica de Pedido. (CEP)

Este modelo fue desarrollado por F. W. Harris en 1915 y mas tarde por F. E. Raymond ¢n 1930 y aun
cuando es muy simple, ilustra 1a manera como puede mangjarse la administracién de los inventarios por parte
de las empresas.

El planteamiento del modelo s¢ basa en las siguientes suposiciones:

1.- La demanda es constante y conocida.

2.~ El tiempo de adelanto es cero, esto significa que un pedido se recibe en el mo-
mento en que es solicitado.

3.- Cada pedido se hace al momento en que las existencias llegan a cero, ¢s decir
que el Punto de Renovacion de Pedidos es cero. -

4.- La cantidad de mercancias pedidas al proveedor es constante.

5.- No hay agotamientos de mercancias.

6.- El costo de las mercancias es constante con el tiempo.

Una representacion grifica de este modelo se muestra en la figura XIV.1 donde se incluyen el tiempo en
el gje de las abcisas y la cantidad de articulos en inventario en el de las ordenadas.

En la figura vemos que Q serd la cantidad de articulos ane se piden cada vez, de modo que aquella Q
que haga que el costo total de! inventario sea el minimo ser4 la CEP. denotada como Q™.

El inventario promedio para este modelo es Q/2, ya que la demanda diaria es constante, por lo que la
cantidad de articulos en inventario varia linealmente con el tiempo, tal y como se observa en la figura, por esta
razon el promedio lo podemos tomar con los valores maximo, Q y minimo del inventario, cero, por lo que el
promedio serda  Q/2, '

Cantidad de Figura XiV.1. Representacidn grafica
articulos en del Modelo CEP
inventario
Q
Qf2_L~ _ N YT N < N - __N_____
0

Tiempo
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Por su parte el costo total del inventario para este modelo se compone del costo de pedidos y €l de
conservacién del inventario, ya que conforme a la suposicién niimero 5 no habra agotamientos y por la niimero
6 el costo de compra de la mercancia es constante, por lo que no se considera.

El costo de los pedidos se formara por el costo unitario de colocar cada pedido, multiplicado por ¢l
numero que de €stos se haga en el lapso de tiempo que se haya fijado para el andlisis, usualmente un afio, es decir.

Cped = Cp (D/Q) Ec (XIV.1)

Donde Cped = Costo anual de pedidos, $/aito
C,, = Costo unitario de cada pedido, $/pedido
= Demanda anual de articulos, unidades/aiio
Q = Canlidad de articulos de cada pedido. unidades/pedido

Por su parte el costo de conservacion del inventario se integra por el de conservacion del inventario
promedio, multiplicado por el valor de éste, el cual es Q/2, es decir,

Ccon = Cc (Q2) Ec.(XTV.2)
Donde Ccon = Costo anual de conservacion del inventario, $/afio
C, = Costo de conservar ¢l inventario dado por la Ec.(XTV.3), $/unidad
Cc=CyM Ec.(XIV.3)
Donde C, = Costo de compra del articulo, $/unidad

M = Porcentaje anual de conservacion del inventario
El costo anual total del inventario para este modelo sera la suma de los antes citados, es decir:
CT = Cped + Ceon Ec.(XIV.4)
Para la cual si sustituimos las Ec. (XIV.1) y (XIV.2) en clla obtendremos:
Ct= Cp (D/Q) + Cc (Q/2) Ec.(XIV.5)

La grafica de estos 3 costos sc¢ presenta en la figura XIV.2, en la cual sc observa que al aumentar Q, cl
costo de pedidos Cped disminuye, micntras que el de conservacién Cg,p, aumenta y que justamente donde
estos dos costos se intersectan, ocurre el punto minimo para la curva del costo total Cr. dando para el valor de
la existencia en el inventario Q*.

Costo Figura XIV.2. Gréfica do costos
para el Modelo CEP
G
- __/
cy
¢ <
con cped
e
Existencias en Inveritario



Conforme al enfoque de diferenciacion, para hallar el valor de Q que haga minimoa C, serd un punto
para cl cual la derivada de C-p respecto a Q es cero, es decir,

dc, 0:CJI,D . C
dQ 0’ 2

De la cual si despejamos a Q obtendremos:

O* = 2CeD / Ce Ec.(XIV.7)

La cual es la Cantidad Economica de Pedido CEP Puscada. .
Por su part¢ el nimero optimo de pedidos anuales N, es el cociente de la demanda entre Q| 1a cual sera
cnlonces:

<

Ec.(XIV.6)

D '
N* = 5 = JCeD 1 20, Ec.(XIV.8)

Mientras que ¢l ciclo de tiempo para cada pedido seré:

365 3650 *
N* D

En seguida ilustraremos la aplicacion de estas ecuaciones para el caso base:

Ec.(XIV.9)

Ejemplo XIV.1.- Conforme al modelo CEP. ;Cudlcs seran los valores de Q*, N* y t, para el caso base?

Solucion:
Lo primero serd identificar para el caso base los datos que se requieren para poder aplicar las
ecuaciones correspondientes del modelo, para esto tenemos,

C, = 5000.00 $/eq.
Cp = 1400.00 $/pedido
M =020

D = 750 eq./afio

Por lo que conforme a la Ec.(XIV.3), tendremos:
C.= C3 M =(5000.00) (0.20) = 1000.00 $/afio

Entonces ya podemos aplicar la Ec.(XIV.7) para calcular Q". para obtener

p*= \/(2)(1400)(750) /(1000)
= 45.83 eq./pedido

Este nimero debera redondearse al entero mas préximo. es decir 46 equipos/pedido, ya que no tendria
ningin sentido hablar de un nitmero fraccionario de equipos de sonido.

Ahora de acuerdo a la Ec.(XIV.8) para el nimero éptimo de pedidos tendremos:

N*= D/ Q" = 750/46 = 16.3 pedidos/aio
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Por su parte el tiempo de hacer cada pedido sera:
t* = 365/ N* = 22.39 dias/pedido
Es decir que cada pedido se colocard en un lapso de 22 dias.
El costo total anual del manejo del inventario lo obtendremos por medio de la Ec.(XIV.5),

C = (1400) (750/46) + (1000) (46/2)
= 45,826.09 $/aiio

Modelo de Descuentos por compras de lotes mayores.

Es muy frecuente en el mundo empresarial y comercial que un proveedor le ofrezca a sus clientes una
estructura de precios de su mercancia que contenga rebajas por la compra de lotes mayores, esta oferta puede
incluir varias opciones alternativas de precios para diferentes voliimenes de mercancia. Entonces cl cliente debe
plantearse la pregunta sobre cual de estas opciones es la que mas le conviene aceptar.

Desde el punto de vista de los inventarios, la opcidn que debe elegir es aquella que le minimice sus costos
totales de manejo del inventario mis la adquisicion de los articulos.

Un caso de este tipo puede manejarse de acuerdo al siguiente procedimiento:

1.- Para cada una de las opciones alternativas de precios de la mercancia, se catcula la CEP
por medio de la Ec.(XIV.7).

2.- De 1as CEP abtenidas en el paso anterior, habra solamente una que quede dentro de los
limites de volimenes de mercancias para ei cual aplica el precio correspondiente.

3.- Para la CEP vdlida identificada en el paso anterior, estimar su costo total de inventario,
conforme a la Ec.(XIV.5). al cual se le sumara el costo de compra de la mercancia.

4.- Para cada una de las restantes opciones alternativas que correspondan a mayores volime-
nes de articulos y menores precios que la identificada en el paso dos, calcular ¢l costo
total por inventario y adquisicién de los articulos para un volumen de éstos igual al limite
inferior a partir del cual se aplica el menor precio.

5.- La opcidn seleccionada debe ser aquella que haya obtenido el minimo costo de los calcu-
lados.

Para ilustrar este procedimiento, resolveremos un ejemplo.
Ejemplo XIV.2.- §i la Sonormex recibe por parte de su proveedor de equipos de sonido una serie de
descuentos por la compra de lotes mayores, tal y como lo muestra la tabla XIV.1, ;Cual de las opciones debe

escoger?

Tabla XIV.1.- Estructura de precios de equipos de sonido

Volumen de Precio
equipos de unitario
sonido $lequipo
1 — 40 5000.00
41 — 60 4900.00
61 — 80 4800.00
> 81 4700.00

Solucion:
Lo primero sera listar los datos que se utilizaron cn el ejemplo anterior que siguen siendo validos para



este problema. Estos son los siguientes:

= 1400.00 $/pedido
0.20
750 eq./afio

W
D

Ahora podemos aplicar el procedimiento iniciando por et primer paso, segin ¢l cual debemos obtener Q
para cada nivel de volimenes de equipos de sonido conforme a la Ec.(XIV.7),

O*=2CD I C:

Si recordamos que C; = C; M, podemos modificar la ecuacién anterior para obtener ahora:

0* = 2GoD 1 (CaM)

Puesto que cada diferente nivel de volimenes de articulos tiene un precio distinto, sicndo constantes las
demés variables, podemos escribir esta ecuacidn en la forma siguiente:

g*= \/2(1400)(750) {Ca(0.20)

= \/ 10,500,000 / Ca

Entonces al aplicar esta formula a cada nivel de la @bla XIV.1, generaremos los resultados de la tabla
XIV.2, los cuales son los siguientes:

Tabla XIV.2.- Valores de CEP para cada opcion

Volumen Precio CEP
1—40 5000.00 4583
41 — 60 -4900.00 46.29
61 — 80 4800.00 46.77
> 8l 4700.00 47.27

Por lo cual vemos que la CEP que ha quedado demro de los limites de volimenes de equipos para el
precio al cual fue calculada ha sido [a segunda, es decir Q =46.29. la cual debe redondearse a 46 equipos por
pedido.

Ahora conforme al tercer paso. hallaremos el costo de inventario para esta opcion mediante la Ec.(XIV.5).

Ct =Cp(D/Q) + C. (Q2)= Cy(DIQ) + CuM (Q12)
(f400) (750/46) + (4900) (0.20) (46/2)
45,366.09 $/afio

A este costo habra que agregarle el de compra de los equipos.

= (750 eq./afio) x (4900 $/eq.)

adq
= 3.675,000.00 $/afio

Por lo cual la suma de ambos sera,

= 45,366.09 + 3,675,000.00

Cnpcl
3,720,366.09 $/ario
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Ahora de acuerdo al paso cuatro, habré otras opciones, una por cada nivel superior de volimenes de
articulos. Para este caso hay otras dos opciones, las cuales son para el nivel de 61 a 80 y ¢l de 81 en adelante,
para los que deberemos calcular la suma dc¢ costo del inventario mds el de adquisicton, para el volumen de
equipos minimo respecto a cada nivel, esto quiere decir que se tomara 61 equipos para el nivel 61 a 80 y 81
equipos para ¢l de 81 en adelante,

Entonces para la siguiente opcidn, que es comprar 6] equipos, tendremos:

Cr = Cp(DIQ) + C; M (Q2)
= (1400) (750/61) + (4800} (0.20) (61/2)
= 46,493.11 $/afio

Por su parte el costo de la adquisicion de los equipos es:

Cadq = (750 eq.fafio} x (4800 $/eq.)
= 3,600,000.00 $/afio

Por lo que el costo total para [a opcidn es:

= 46,493.11 + 3,600,000.00

Copcz
3,640,493.11 $/afio

Finalmente para la tercera opcion de 81 equipos, el costo del inventario sera;

Ct = C,(DIQ) + C; M (Q2)
(15’00) (750/81) + (4700) (0.20) (81/2)

51,032.96 $%/afio

I

El costo de adquisicién de los equipos sera:

Cadq = (750 cq./afio) x (4700 N$feq.)
= 3.525,000.00 $/afio

Por lo que el costo total para esta opcidn es:

Copc3 = 51,032.96 +3,525,000.00
3,576,032.96 $/afio

Por 0ltimo el quinto paso de la metodologia nos indica que seleccionemos aquella opcidn del menor costo
total, 1a cual corresponde a la tercera, es decir que a Sonormex le conviene adquirir lotes de 81 equipos, para
aprovechar ¢l menor precio.

Es conveniente sefalar que se han tomado los limites inferiores de Jos volitmenes de articulos para los
cuales aplica un menor precio ya que si eligiésemos cualquier otro valor mayor, el incremento en el costo de
conservacion no sc compensa por la disminucion del costo de pedidos. Esto lo ejemplificaremos para el caso que
Sonormex adquiriese lotes de 100 equipos por pedido, entonces su costo del inventario seria:

CT = Cp(DIQ) + €3 M (Q12)

= (1400) (750/100) + (4700) (0.20) (100/2)
= 57.500.00 $/aiio

Mientras que €l costo de compra de los equipos seguiria siendo ¢l mismo, por lo que vemos que el hecho



de adquirir lotes mayores de 81 equipos nos tracria come consecuencia un incrémente en ¢l costo del inventario.

Modelo de CEP con Agotamientos por Pedidos Retroactivos. | -

Hay algunas compaiiias comerciales que manejan el sistema’de pedidos retroactivos, ¢l cual consiste
basicamente en permitir que existan faltantes en sus inventarios y colocar pedidos de reabastecimiento hasta el
momento en que algunos de sus clientes ya han solicitado mas articulos,

Esie sistema tiene la ventaja de manejar menores niveles de inventarios, lo cual viene a disminuir el costo
de conservacion; por su parte esto también trae consugn quc baje el nimero de pedidos, por lo quc el costo por
estc concepto también disminuye.

La desventaja es que se incurte en un costo nuevo por la solicitud de los pedidos retroactivos, ¢l cual en el
modelo original de CEP no se presentaba, ya que ahora no se cumplen las suposiciones tercera y quinta del
planteamiento bajo el cual fue desarrollado.

Para ilustrar este modelo, se presenta la figura XIV.3 en la que puede apreciarse la disminucién del
inventario por debajo de cero y hasta después de que se reciben pedidos adicionales de R unidades por parte de
los clientes, se coloca un nucvo pedido de reabastecimiento por Q unidades, el cual incluye las R atrasadas.
mds olras S que se tendran en inventario, las que constituyen el nivel maximo de éste.

Nivel de Figura XIV.3. Representacion gféfica
Inventario del Modelo CEP con Agotamientos

N\

Tiempo

El planteamiento matematico del modelo se hace buscando minimizar el costo total del inventario, tal y
como se hacia en el modelo de CEP, sélo que ahora este costo estard formado por 3 conceptos que son: El ¢costo
de pedidos Cpeq , €l de conservacion del inventario Cgqpp ¥ ¢l de agotamientos Cagl cada uno de los cuales
se obtiene de f’ a manera siguiente;

El costo de pedidos Cped s¢ siguc calculando por medio de la Ec.(X1V.1), ya que cada pedido se solicila
por Q articulos.

El costo de conservacion se obliene multiplicando el costo del inventario promedio C; dado por la
Ec.(XIV.3), por ¢l inventario promedio, el cual ya no es el mismo puesto que ha habido agotamientos. Para
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hallar este nuevo inventario promedio, se utiliza la formula siguiente;

Area bajo la linea
de Demanda

Inventario _ Ec(XIV.10)
promedio Tiempo de ciclo

3 (1/2)5n

Tt

Si recurrimos ahora a la relacién geométrica de tridangulos semejantes que se observan de la figura XIV.3,
tenemos que,

h e
—=— Ec.(XIV.11)

Para la cual si reacomodamos tendremos,

no S

te

Si sustituimos ahora esta expresion en la Ec.(XIV.10), nos dara:

Inventario - 1 12
Q

promedio = 2 Ec.(XIV.13)

Entonces el costo de conservacion del inventario sera:

1 §?
C =C - —— Ec(XIV.14)
<on c
2 0
Por su parte el costo de agotamientos vendré dado por el costo unitario de cada faltante Cg, multiplicado
por el nimero promedio de éstos, ¢l cual obtendremos mediante la siguiente formula:
Numero promedio Ayeg p'or degqjo del
eje de las abcisas
de Faltantes -
por ciclo ~  Tiempo del ciclo Ec (XIV.15)
_(1/2)Rt:
B le

Si observamos la figura XIV.3, por la relacién de tridngulos semejantes tendremos que,

i2 lc

R 0
La que al reordenarse nos dara,
2 R
—_—=— Ec.(XIV.17)

)



La cual al sustituirse en Ia Ec.(XIV.15), nos dara:

Numero promedio 1 R2
Q

de Faltantes - Ec.(XIV.18)
por ciclo 2
Con lo cual el costo de los agotamientos sera
1 R
Cagl =C,— — Ec.(XIV.19)
2 Q
La suma dc estos 3 costos nos dard el costo totat del inventarig,
CT = Cpcd + Ccon + Cagl.
2 Ec.(XIV.20)
D S? R
=C —+C

o . —+ C, —
Q 20 20

Puesto que R=Q -8, al sustituir esta igualdad en la ecuacién anterior nos dara,

Cr=C, 2+ C v C L ©-9)° Ec.(X]V.21)
"0 20 20

La cual debe resolverse de tal modo que el costo total se minimice, por lo que conforme al criterio de
diferenciacion, se deriva parcialmente la ecuacién con respectoa Q ya S y ambas expresiones se igualan a

cero y se resuslven como ecuaciones nlnnhmur".nc c|mnhénpoc con 1o cual ce tnndrnn lag farmulag del modeln

para Q" y para $” las cuales son:

2¢, DC. + C;) Ec.(XIV.22)

0*=

C.C,

S*= Ec.(XIV.23)

C.(C.+ C,)

Por su parte el niimero dptimo de pedidos N", se obtiene dividiendo la demanda D entre ¢l valor de Q*
- , . - . « s g *
y por su parte el liempo dptimo del ciclo para cada pedido se calcula dividiendo 365 entre N~
A continuacién presentaremos un gjercicio ilustrativo de la aplicacion de estas férmulas.

Ejemplo XIV.3.- La Sonormex estd considerando Ia posibilidad de implementar el sistema de pedidos
retroactivos. Considera que el costo unitario de cada agotamiento es de $ 200.00 anuales. ;Qué sera lo més
conveniente para la empresa?

Solucién:
El dato del costo unitario del agotamiento es Cp = 200.00 $/afio. por lo que con los restantes
datos ya conocidos del ejemplo XIV.1 podemos aplicar la Ec.(XIV.22), para obtener:
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0* = J(2)(1400)(750)(1000 + 200) / (1060)(200)
= 112.25 equipos/pedido

Por medio de la Ec.(XIV.23) obtendremos S*:

S*= J (2)(1400)(750)(200) / (1000)( 1000 + 200)
= 18.71 equipos/pedido

Estos nimeros se redondean a sus enteros mds proximos, es decir 112 y 19 equipos respectivamente. Por
su partc R es Ia diferenciaentre G y 8

R=Q-8=112-19 = 93 ¢q./pedido
El numero éptimo de pedidos es:
N*= D/Q" = 750/112 = 6.7 pedidos/aiio
Mientras que el tiempo de ciclo es:
= 365/N" = 365/6.7 = 54.48 dias/pedido
El costo total del inventario para este sistema lo obtenemos por medio de Ia Ec.(X1V.21):

C = (1400)(750)/(112) + (1000)(19y2/(2)(112) + (200)(93)2/(2)(112)
= 9375.00 + 1611.61 + 7722.32 = 18,708.93 $/afio

El cual comparado con ¢l costo total del inventario para ¢l modelo CEP nermal obtenido en el ejemplo
X1IV.1 que era de $ 45,826.09 anuales, representa un ahorro de $ 27,117.16 | por lo que si se recomienda a
Sonormex instalar este sistema.

Una relacién gréfica del caso se presenta en la figura XIV.4, donde vemos quc la mayor paric del tiempo
el nivel del inventario se encuentra por debajo de cero, debido a que R es 93 unidades, es decir el 83% del valor
del pedido, esto significa que la empresa colocard un nuevo pedido por 112 equipos hasta que tenga solicitudes
de sus clientes por 93 equipos, los cuales les surtiré al recibir su pedido quedando en ese momento 19 equipos
¢n inventario, justamente el valor de S.

Es interesante en este problema observar que el costo de pedidos C ed ha resultadoe igual a la suma del
costo de conservacion Cgo, mas el de agotamientos C, agt para la soluc16n optima, situacién similar a la del
modelo CEP normal, donde ¢n ¢l punto optimo para el costo total, se igualaban ¢l costo de pedidos con el de
conservacion del inventario.

Nivel del Figura XIV.4. Gréfica del Ejemplo XIV.3

Inventano
s \ N\

Tiempo

L




Modelo del Punto de Renovacién de Pedidos (PRP),

Los modelos antes vistos han sido planteados bajo las suposiciones de que ¢l tiempo de adelanto escero y
que la demanda de articulos por parte de los clientes es constante, lo cual nunca sucede de esta manera en la
vida real. Ante esta situacion, ¢l modelo que ahora vamos a presentar toma en cuenta estos dos aspectos, para
tratar de apegarse mas a la realidad.

El tiempo de adelanto por lo general nunca es cero, ademas de que puede vanar por retrasos en los
trdmites del pedido, fallas en los equipos de transporte y otros imprevistos que hacen que aumente.

Por su parte la demanda también es variable por miltiples razones, tales como cambios climaticos. nue-
vas tecnologias, fallas de energia y otros factores que repercuten en ella, ante lo cuat el presente modelo incluye
existencias de seguridad con el fin de que éstas absorban las posibles fluctuaciones de la demanda, de modo que
no haya agotamiento de las existencias en el inventario.

La ecuacion que describe a cste modelo es la siguiente:

PRP=D L + B Ec.(XIV.24)

Donde PRP = Punto de Renovacion de Pedidos, unidades de mercancia
D = Demanda, u. de mercancia/u. de tiempo
L = Tiempo de Adelanto, unidades de tiempo
B = Existencias de Seguridad, unidades de mercancia

Enla figura XIV.5 se muestra graficamente la situacién del modelo para ¢l caso de una demanda constan-

te, en ella vemos que la cantidad de existencias en inventario disminuye durante e tiempo de adelanto L. desde
el punto de renovacion de pedidos PRP, hasta el nivel de las existencias de seguridad B.

Figura XIV.5, Grafica del Modelo

Nivel de A 2
Inventario del Punto de Renovacién de Pedidos
.
PR
— B
(o] Tiempo

L

Las existencias de seguridad se definen considerando las variaciones de Ja demanda, la cual manejan en
forma probabilistica, teniendo como objetivo minimizar el costo total del inventario, en el cual se incluye la
posibilidad de que existan agotamientos, de mode que se elija la alternativa de costo minimo.

Aqui es conveniente seiialar que ¢l inventario promedio para este modelo scrd B + Q/2, dado que se
agregan B unidades al inventario de manera permanente.

Por su parte el costo anual de los agotamientos para una demanda probabilistica se calcula por medio de
la siguiente formula:

Cagt = Cr (D/Q) Nf Ec.(XIV.25)

Donde todos los términos son los mismos que se venian mangjando excepto Nf . que es el niimero prome-
dio de faltantes dado por la Ec.(XTV.26):
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h
Nr = i§1 fi pi Ec.(X1V.26)

Donde f; = Namero de faltantes de la opcién i
pi = Probabilidad de la opcién i
n = Nuamero total de opciones que tienen faltantes

i

Como el costo de los pedidos no cambia si hay faltantes o no, para saber cual de las opciones alternativas
es la de menor costo, simplemente se calcula para cada una de cllas el costo de los agotamicntos més ¢l de
conservacion de las existencias de seguridad que tiene la opcion.

A continuacién se presenta un gjercicio para aclarar estos conceptos.

Ejemplo XIV.4.- La empresa Mueblera Rioverdense esta haciendo un estudio de sus inventarios de
recamaras lipo americano basada en una estadistica de 100 meses anteriores de ventas durante el periodo de
renovacion de pedidos, la cual se presenta en la tabla XIV.3, donde aparecen las demandas de recimaras en
unidades y la frecuencia con que se presentd cada una de ellas.

Tabla XIV.3.- Estadistica de ventas de Mueblera Rioverdense

Demanda de Recamaras durante el periodo de

renovacion de pedidos , juegos/mes Frecuencia de la demanda
48 3
52 6
56 7
60 20
64 34
68 14
72 10
75 6
Total 100

El tiempo de adelanto se considera de 32 dias, el costo de cada faltante de existencias s¢ ha ¢stimado en
$ 400.00 y el de conservaci6n en inventario en $ 550.00 anuales, 1a cantidad economica de pedido es de 86
juegos y su demanda promedio es de 64 juegos mensuales.

¢Qué cantidad debera definir la empresa como su punto de renovacién de pedidos?
Solucion:

Por medio de la Ec.(XIV.24) obtendremos el punto de renovacién de pedidos:
PRP = (64 juegos/mes) (32/30 meses) + B
= 683+B juegos

Donde se ha redondeado al entero mas proximo.

Por lo tanto, conforme a los consumos de mercancias durante el periodo de renovacion de pedidos que se
han presentado en ¢l pasado, tenemos 3 alternativas para el valor de PRP, las cuales son: (a) 68 juegos (B=0);
(b} 72 juegos (B=4); y (c) 75 juegos (B=7), para las que debemos calcular 1a suma de los costos de agotamientos
mds ¢l de conservacion de las B unidades en inventario, para luego elegir a la de costo minimo.

Entonces para la primera alternativa tendremos:

(a) PRP= 68, B=0

Para obtener el costo de los agotamientos. debemas definir las opciones de faltantes de 1a alternativa, los
cuales se presentaran en aquellos casos en que los consumos de mercancias durante ¢l periodo de renovacién de



pedidos sea de 72 o bien 75 juegos. en cuyos casos los faltantes serian 4 y 7 juegos respectivamente, entonces de
acuerde a la Ec.(X1V.26), tendremos:
Ng= (4)(0.10) + (7) (0.06) = 0.82 falv/ped

Ahora por medio de la Ec.(XIV.25) obtendremos e! costo de los agotamientos:
agt (400%/falt.) [(64)(12)/{86)ped/afio] (0.82 falt/ped)
= 2929.12 $/afio

Por su parte el costo de conservacidn para la alternativa es cero, ya que la cantidad de existencias de
seguridad B es cero, por lo tanto Ja suma de costos es 2929.12 $/aiio.

Para la segunda alternativa tendremos:
{b) PRP=72, B=4
Aqui solo habrd agotamientos cuando el consumo sea de 75 unidades, siendo 3 los juegos de recimaras
faltantes, entonces para Ny al aplicar la Ec.(XIV.26) obtendremos: :
Np= (3)(0.06)=0.18
El costo de los agotamientos serd entonces: '

agt (400) [(64)(12)/(86}] (0.18)
= 642.98 $/afio

Por su parte el costo de conservacion de 1as 4 unidadés que sé mantienen como existencias de seguridad sera:

Ceon = (5508/jgo. ario) (4 jgos)
= 2200.00 $/afio

Por lo que la suma de ambos costos es de $ 284298 anuales.

Finalmente para la ultima alternativa tendremos:
(c) PRP=75, B=7

Aqui el costo de agotamientos serd de cero, ya que €stos nunca apareceran ya que las estadlstlcas de los
consumos dadas en la tabla XIV.3 asi nos lo muestran.

nh A
Por su pal tc ¢f Cosio dc conscrvacion sera:

Ceon = (550) (7) = 3850.00 $/afio

El cual sera también el total para la tercera alternativa.
Los calculos completos para el problema se sumarizan en la tabla XIV.4, la cual es:

Tabla XIV.4.- Resultados del ejemplo XTV.3

Aliernativa PRP B Cagt Ceon ' Ct
a 68 0 292912 0 292912
b 72 4 642,98 2200.00 2842 98
75 7 0 3850.60 3850.00

Por lo que la alternativa elegida deberd ser la segunda que considera 4 unidades como existencia de
seguridad y el punio de renovacion de pedidos en 72 juegos, permitiendo faltantes de sus existencias en un 6%
de las ocasiones.

Modelo de Cantidad de pedido fija y Ciclo de tiempo variable.
Este modelo es apropiado para aquellos casos en los cuales no se dispone de informacion confiable sobre
la demanda de mercancias y del tiempo de adelanto de los pedidos.
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Tal y como su nombre lo indica, el modelo se basa en hacer pedidos de cantidades constantes de mercan-
cias y variar el ciclo de tiempo de los mismos, de tal manera que las existencias cambian con el tiempo como nos
lo muestra la figura XIV.6:

Nivel de
Inventario

PR \

Tiempo

Figura XIV.6 Grafica del Modelo de
Cantidad fija y Ciclo variable.

En la figura vemos que la cantidad de pedido es constante y el ciclo de tiempo para cada pedido cambia
dependiendo de la demanda de mercancias del inventario.

El modelo se plantea bajo el concepto del Punto de Renovacidn de Pedidos, el cual se estima por medio de
la Ec.(XIV.24) como se hacia en el inciso anterior, tomando para ello la informacién disponible sobre la deman-
da y el tiempo de adelanto, mientras que por su parte las existencias de seguridad pueden definirse bajo el
criterio de comparacién de costos, eligiendo aquella opcién que minimice al costo, tal y como se resolvid el
ejemplo XIV. 4. o si no se dispone de datos sobre los costos de los agotamientos. los cuales no siempre son
faciles de cuantificar, lo que se hace es calcular las existencias de seguridad B, con la siguiente formula:

B=q o Ec.(XIV.27)

Donde o = Desviacion estandar de la demanda
g = Numero de desviaciones estandar para
el area bajo la curva que corresponde al
nivel de servicio deseado.

El uso de esta ecuacién presupone que la demanda de mercancias cumple con la curva normal de distribu-
cién de probabilidad.

Por su parte el nivel de servicio ns, se define como la probabilidad de que no haya faltantes de existencias
en el inventario, el cual se calcula mediante la siguiente ecuacion:

Numero permitido de agotamientos anuales
ns=1- Ec.(XIV.28)
Numero de pedidos anuales

Presentaremos ahora el caso del ¢jemplo anterior para ilustrar la metodologia de este modelo.

Ejemplo XIV.5.- Para el caso de la Mueblera Rioverdense, con los datos de CEP, demanda y tiempo de
adelanto manejados en el ejemplo anterior, pero sin la informacion de los costos de agotamientos, ; Cual deberd
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ser el punto dc renovacion de pedidos y las existencias de seguridad para el negocio conforme al modelo de
cantidad fija y ciclo variable, si sélo se permite un agotamicnto de las existencias al afio y su desviacién
gstandar para la demanda es de 6.29 unidades?

Solucion:
Los datos que se ticnen son
D =64 jgos/mes
L =32 dias
o = 6.29 jgos/mes
Q = 86 jgos/ped

Ahora lo primero sera hallar el nivel de servicio para ¢l inventario, para el cual el nimero de pedidos
anuales ¢s;

D/Q = (64) (12) / (85)
8.93 ped/afio

N

n

Entonces conforme a la Ec.(XIV.28), tendremos:
ns= 1 - /893 = 0.88802

Con este valor del nivel de servicio, que es el area bajo la curva normal de probabilidad, de las tablas
respectivas por interpolacion sc obtiene un valor para q de 1.216 desviaciones estandar, con lo cual utilizando
la Ec.(XIV.27) calcularemos las existencias de seguridad B:

B = (1.216) (6.29) = 7.65 jgos

Entonces nuestro PRP sera:

PRP=DL + B
(64) (32/30) + 7.65
76 juegos

Si comparamos este resultado con el del ejemplo anterior, vemos que para este modelo un PRP de 76
Juegos nos proporciona un nivel de servicio del 88.8%, mientras que para el modelo anterior hubiese represen-
tado el 100% de certeza de que no se presentarian agotamientos. Esto es porque el modelo actual exige mas
proteccion contra eventuales faltantes debido a la mayor incertidumbre de la informacion manejada.

Modelo de Ciclo de tiempo fijo y Cantidad de pedidos variable.

Este modelo al igual que el anterior es recomendable para aquellos casos en los que no hay la certeza
sobre la informacion disponible referente a la demanda de articulos y del tiempo de adelanto para los pedidos.
Utiliza las mismas formulas que el de cantidad fija y ciclo variable para calcular ¢l nivel de servicio y las
existencias de seguridad dadas por las ecuaciones (XIV.27) y (XIV.28), solo que ¢l punto de renovacion de
pedidos se calcula ahora con la siguiente expresion matematica:

PRP= D(L+ty) + B Ec.(XIV.29)
Donde todos los términos son conocidos, excepto t., que es ¢l ciclo de iempo de renovacién para los
pedidos, el cual puede estimarse ficilmente mediante la siguiente ecuacion:

te = 365 (dias/aio) / N (pedidos/aiio) Ec.(XIV.30)

Siendo N ¢l niumero de pedidos anuales. el cual es el cociente de 1a demanda y la cantidad econdmica de
pedido.

Si observamos la Ec_(XIV.29), nos daremos cuenta que este modelo tendrd valores mds etevados para el
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PRP que el anterior, ya que se incluye el tiempo adicional t;, por lo que habrd mayor proteccion contra
agotamientos del inventario debido a que como ahora el tiempo del ciclo es fijo, si llegara a haber demandas
excesivas de los articulos, €stas podrian traer como consecuencia esos faltantes.

Nivel d_e
Inventario

PR \
B \
f t, ! [Tiempo
Figura XIV.7 Grafica del Modelo de

Ciclo fijo y Cantidad variable

La figura XIV.7 nos muestra como cambia el nivel de inventario con el ticmpo para este modelo, en la
cual vemos que cada ciclo de tiempo t,. se coloca un nuevo pedido por una cantidad variable de articulos.
En seguida presentaremos el mismo caso del ejemplo anterior para resolverlo por medio de este modelo.

Ejemplo XIV.6.-  Para el caso dc la Mueblera Rioverdense, ;Cudl seria el valor de PRP bajo el criterio del
modelo de ciclo fijo y cantidad variable? Utilicense los mismos datos del ejemplo anterior,

Solucidn:
Lo primero sera hallar el ticmpo del ciclo, el cual se estima mediante la Ec.(XIV.30).

t. = 365/N = 365/8.93
= 41 dias/pedido

Entonces obtendremos ¢l PRP por medio de la Ec.(XIV.29),

PRP = 64 [(32+41)/30] + 7. 65
= 163 juepos

Esto representa un valor superior al doble del ejemplo anierior, debido basicamente a que ¢l ciclo de
tiempo para cada pedido es alto, mayor ain que ¢l tiempo de adelanto,

_“

Modlelo de la Cantidad Econdmica del Lote de Produccién.

Hasta ahora todos los modelos vistos anteriormente han considerado la compra del lote de articulos que
manejan en sus inventarios, lo cual es valido para empresas del ramo comercial. Sin embargo, cuando se
presenta el caso de que la empresa fabrica estos articulos, la situacién de 1a administracion del inventario
cambia y este es el tema que se desarrollard en el presente apartado.



La figura XIV.8 nos muestra como cambia el nivel de existencias en el inventario para un caso de éstos.

Nivel de .
; Figua XIV.8 Grafica del Modelo
Inventario del Lote dptimo de Produccién.
Q —
Nivel maximo
NM - rio
0 t

Tiempo

En ella observamos cémo el nivel del inventario anmenta en cuanto s¢ inicia la corrida de produccion
hasta llegar al nivel maximo, sefialado como NM, que ¢s ¢l momento en ¢l que la corrida termina, con un
ticmpo de duracién de t,,; luego la cantidad de articulos en inventario comienza a bajar por la demanda de los
mismos hasta alcanzar el nivel minimo, punte en el cual s¢ inicia una nueva corrida, esta disminucién del
inventario se lleva a cabo en una cantidad de ticmpo denominada tg, siendo ¢l tiempo total del ciclo para la
corrida t., que es la suma de t, y tq. También en la figura podemos apreciar que el nivel maximo del
inventario es menor & la cantidad economica del lote, indicada como Q, debido a que durante el tiempo de la
corrida ty, hay un consumo de articulos ocasionado por la demanda,

Este modelo se plantea con las mismas bases que el de la cantidad econdmica de pedido, sélo que ahora
no habra costo de pedidos, ya que éstos no existen, en su lugar aparecen los costos de preparacién de las corridas
de produccion, los cuales sc originan por diversas causas tales como la preparacién y ajuste de las méaquinas
necesarios para efectuar la corrida, pedidos de materias primas, controles de produccion y otros. Matematica-
mente ¢l costo de preparacion Cpre viene dado por la siguiente férmula;

Cpre = Cep D/Q Ec.(XIV.31)

Donde Cpre = Costo anual de preparacién de las corridas de produccién, $/afio
¢p = Costo unitario de preparacion para cada corrida, $/corrida
8 = Demanda anual de articulos, u./afio
Q = Lote de produccidn, u./corrida

Por su parte el costo de conservacion del inventario es muy similar al que se presentd para el modelo de la
CEP, con la diferencia de que ahora el inventario promedio es inferior a Q/2 , como puede observarse en la
figura X1V.8, ya que el nivel maximo del inventario NM no llega nunca a ser igual a Q.

Para determinar el inventario promedio, nos referiremos a la figura XIV.8 e introduciremos dos nuevas
variables:

P = Tasa de Produccion del articulo. unidades/dia
V = Consumo o ventas del articulo. unidades/dia

Como el tamaiio del lote de produccién es Q . la tasa de produccién P vendra dada por la siguiente
expresion:
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P=Q/t, Ec.(XIV.32)

Siendo t, el tiempo que dura la corrida, durante este tiempo vemos de la figura XIV.8 que el inven-
tario aumenta desde cero hasta su nivel maximo NM, el cual viene dado por la siguiente ecuacién:

NM= (P-V)t, Ec.(XIV.33)

Puesto que la tasa neta de aumento del inventario es la diferencia de lo que entra en él que es la tasa de
produccién P, menos lo que sale que son los consumos o ventas V.,

Como el inventario aumenta linealmente tal y como se aprecia en la figura, el promedio durante el tiempo
t, pucde obtenerse mediante la semisuma del inventario maximo y minimo del periodo, es decir:
Durante t,, :

(P—V)ta +0  (P—V)ta

Inventario promedio = 5 = . Ec.(XIV.34)

Por su parte durante el tiempo tg, quees periodo unicamente de consumo de articulos, ya que la corrida
se ha parado, el nivel del inventario disminuye linealmente desde €l nivel maximo NM, hasta cero, por lo que
el promedio sera el mismo que el del periodo de produccién t,. ¥ por esta misma razon sera el promedio para el
periodo completo t.. Si en la Ec.(XIV.34) sustituimos el valor de t obtenido de la Ec.(XIV.32) t, = Q/P,
lendremos:

(r-ry @ Y

Inventario promedio = - = =
P 2
Con esto €l costo de conservacion del inventario sera:

\
(-2 Ec.(XIV.35)

0 V
Ceon = Cof — (1-—) Ec.(XIV.36)
2 P
Donde Ccon = Costo anual de conservacion del articulo fabricado, $/afio

Cef = Costo unitario de conservacion del inventario, $/unidad afio,
dado por la Ec.(XIV.37)

Por su parte,
Cof = Cof M Ec.(XIV.37)

siendo Caf = Costo del articulo fabricado, $/unidad
M = Porcentaje anual de mantenimiento del inventario

Por lo tanto el costo total C sera la suma del costo de preparacién mis ¢l de conservacion, esto es:
CT = Cpre* Ccon Ec.(XIV.38)

Si en esta expresién sustituimos Cpre ¥ Con dados por las ecuaciones (XIV.31) y (XTV36), tendremos:

D o v
Cr= Cop— + Cq"_(l - _') EC()GV39)
o 2 P

A semejanza del modelo CEP, en el punto 6ptimo de costo total minimo. el costo de preparacion serd igual
al de conservacidgn.



Esta ecuacién nos da el costo total del inventario al afio, ¢l cual debera minimizarse, por lo cual si
derivamos la expresion de C respecioa Q y] la igualamos a cero, despejando luego a QQ, obtendremos el valor
de ésta que hace minimo al costo, es decir Q", 1a cual vendr4 dada por:

0% = J_ZCP_D Ec.(XIV.40)
Co(l -V /I P)

Por su parte el nimero OPllmO de corridas anuales de produccién sera el cociente de la demanda D y el
lote optimo de produccién Q'

Ncp* _ ._9__ - M EC()HV41)
Q * U 2Cep

Mientras que el tiempo dptimo del ciclo completo para la corrida lc*, sera:

365dias/ afie 3650 *
to* = - Ec.(XIV.42)

Nep *corr [ aRto D

Cuando la cmpresa manufactura varios articulos, lo que se hace es aplicar estas ecuaciones para cada uno
de ellos, de modo de optimizar el costo del inventario total.

A continuacidn presentaremos un caso ilustrativo de la produccion y venta simultinea de varios productos.

Ejemplo XIV.7.- Laempresa Tornillos Finos produce 3 diferentes tipos de tornillos: de 1/2, 3/8 y 1/4 de

pulgada, para los cuales se tienen los datos de costos, demandas y tasas de produccioén que se listan en la tabla
XIV.5

Tabla XIV.5.- Informacion de Tornillos Finos para los diferentes tipos de tornillos

Tipo de tornillo
Dato 12" 3/8" 1/4"
Costo de preparacion,
M¢$/corrida 300 280 270
Costo unitario del
articulo, $/unidad 0.60 0.48 0.40
Mantenimiento anual
del inventario, % 26 24 23
Tasa de Produccidn,
unidades/dia 3000 2000 3000
Ventas,
unidades/dia 200 150 250

Si la empresa trabaja 343 dias al afio, ;Cual serd el tamarfio 6ptimo del lote de produccién. el nimero de
corridas anuales y el tiempo del ciclo para cada tipo de tornillo?

Solucidn:
En este problema el costo unitario de conservacion anual Ccf , se obtendra multiplicando el
costo unitario del articulo Cyg, dado en el segundo renglén de la tabla por el porcentaje anual de mantenimien-



to del inventario M, contenido en el tercer renglén; por su parte la demanda anual sera el producto de las ventas
de articulos incluidas en ¢l Gltimo renglén de la tabla por los dias trabajados al afio, es decir 345.

Con estas aclaraciones podemos entonces aplicar las formulas desarrolladas en la metodologia para cada
tipo de torniilo:

Para los tornitlos de 1/2",

La cantidad econdmica del lote

de produccion, Q* Sera;

o 2Cep D 2(300)(200x345)
 Yer-v1pPy Y (060x026)(1-200/3000)

= 16862 tomnillos/corrida

El nimero dptimo de corridas
.., X .
de produccion, N‘:p Sera;

El tiempo 6ptimo del ciclo
. * ‘
para cada corrida, t; sera:

Por su parte el costo del inventario para este articulo, conforme a la Ec.(X1V.39) serd:
D Q i

Cr= Ccp—+Ccf_(l ——)

Q 2 P

200x345 16862
= 300x ———— +(0.60x0.26) x
16862

x(1-200/3000)
= 245517 $/afio
Para los tornillos de 3/8",

La cantidad econclmica del lote
de produccion. Q sera:

x_

‘/ 2Cep D 2(280)(150x345)
Co(1-V1Py  \(048x0.24)(1-150/2000)

= 16491 tornillos/corrida

El nimero dptimo de corridas
.y * P
de produccidn, Nep  serd:

D (150)(345)
Nep¥=—=—"——""—=314 corr/ ailo



El tiempo dptimo del ciclo
para cada corrida, t.* sera:

Por su parte et costo del inventario para este tipo de tornillo serd:

D 0 v
Cr= Ccp“‘+Ccf_(1—_)
0 2 P

45
+(0.48x0.24)x

= 1757.30 $/aiio

Finalmente para el tornillo de 1/4” tendremos:
La cantidad econdmica del lote .
de produccion, Q* sera:

91
x(1-150/2000)

. 2C D 2(270)(250x345)
or= Co(1-V1Py Y (040x023)(1-250/3000)

= 23500 tornillos/corrida

El nimero 6ptimo de corridas
de produccion, Ncp* sera:

D (250)(345)

Nep® = = =367 comr/ano
o+ 23500
El tiempo éptimo del ciclo
para cada corrida, 1.* sera:
365 365

=—— =994 dias/ corr
Nep* 367

te* =

El costo del inventario para este articulo, conforme a la Ec.(XIV.39) serd:

Cr=0C b C Ql d
T=Ccp—+ —(l-—
PQ cfz( P)

250x345 23500
5 +(0.40x0.23)x

=270x

= 1981.87 $/aiio

Estos resultados se presentan en la siguiente (abla:

x(1-250/3000)

55
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Tabla XIV. 6.- Resultados del ejemplo XIV.7

Tipo tornitlo
Conceplo /2" 3/8" 1/4"
Q* .u./corr. 16862 16491 23500
Ngp ' corr./afio 4.09 314 3.67
(" dias/cor, 89.2 116.3 99.4
Crr, $/afio 2455.17 1757.30 1981.87

Siendo.el costo total la suma de los individuales para cada lipo de tornillo,

Cr = 245517 + 1757.30 + 1981.97
= 6194.34 $/afio
D i ———

Sistema de clasificacidn de Inventarios ABC.

La mayor parte de las empresas comerciales y de manufactura manejan por o general varios articulos,
para los cuales no seria préctico llevar un modelo detallado de inventarios para cada uno de ellos, pues esto
seria muy complejo e implicaria un costo clevado. Ante esta situacion, existen sistemas de clasificacién para los
articulos del inventario, como el que se presenta en este inciso.

El sistema ABC consiste en clasificar los articulos del inventario en 3 tipos conforme a algin criterio de
seleccidn, el cual la mayoria de las veces es el valor monetario de los mismos. Estos tipos son:

Articulos tipo A: Los de mayor valor monetario, control de inventarios maximo.
Articulos tipo B: De valor monetario intermedio. control de inventarios normal.
Articulos tipo C: Los de valor monetario minimo. contro! de inventarios minimo.

La figura XIV.9 nos muestra graficamente esta clasificacion, en la cual vemos que los articulos tipo A
cuando constituyen sélo ¢l 10 % del total, representan el 70 % del valor del inventario; por su parte los articulos
tipo B son otro 10 % del nimero total de los mismos, significando el 20 % del valor monetario total; por altimo
los del tipo C son ¢l 80 % del volumen de articulos constituyendo solamente el 10 % del valor del inventario.

Figura XIV.9 Griifica del sistema de
clasificacion del inventaric ABC,

Porcentaje de valor monetario
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—

80
80 1

70
60

40 ' Tipd
30 - B

20
10

o T T T 1T 1T T T 1
10 20 30 40 S0 60 70 80 90 100

Porcentaje de articulos del inventario

Tipo




Aunque lo que nos muestra la figura no parezca muy real, en la mayoria de los casos de inventarios de las
empresas se dan situaciones parecidas a las antes descritas.

Se recomienda que los articulos que queden dentro de la categoria A se vigilen minuciosamente con un
modelo de inventarios adecuado; por su parte los del tipo B, podrian administrarse con un modelo sencillo
como ¢l de la cantidad econémica de pedide; mientras que los del tipo €, no justifican ¢! use de ningin modelo
de inventarios para su manejo, ¢l cual puede hacerse simplemente basado en la experiencia y el sentido comun.



PROBLEMAS PROPUESTOS

XIV.1.- La farmacia “La Salud” adquicre anualmente antibidticos que compra al Laboratorio Bueno por
la cantidad de $ 300,000.00. Si cada caja del producto le cuesta $ 12.50, ¢l costo de colocar cada pedido es de
$ 120.00 y el porcentaje de conservar articulos en el inventario ¢s del 17.4 %. (a) ;Cusl es la cantidad econémi-
ca de pedido?, (b) ;Cual serd el namero 6ptimo de pedidos anuales?, (¢} ;Cuantos dias habra entre la coloca-
cién de un pedido y el siguiente?, (d) ;Cudl sera el costo total anual por manejo del inventario?

XIV.2.- “Tapiceria Cabrera” compra tapices que utiliza para muebles de sala a un proveedor, por la
cantidad de $ 155,000.00 anuales. Si cada tapiz le cuesta a la tapiceria $38.50, el costo de cada pedido es de
$85.00 y el mantenimiento en ¢l inventario le cuesta $ 11,20 al afio, calcular; (a) La cantidad econdmica de
pedido; (b} El niimero 6ptimo de pedidos anuales; (c) El ciclo de tiempo entre pedidos ; (d) El costo total anual
de la administracién del inventario.

X1V.3.- La negociacidn “Cables del Centro” consume normalmente 100 metros mensuales de cable acera-
do de 1/2 pulgada. Su costo de colocacion de pedidos es de § 85.00 y el mantenimiento en el almacén es del
17 % del valor del inventario promedio. Su proveedor le ha ofrecido la siguiente escala de precios.

Cantidad de Precio,
Compra, Metros $/Metro
1500 17.00
50 - 800 16.50
801 - 1200 16.00
1201 o mas 15.80

Calcular: (a) La cantidad econdmica de pedido; (b) El niimero 6ptimo de pedidos anuales; (¢) El ciclo de
tiempo para cada pedido, (d) El costo anual de compra de la mercancia mas el manejo del inventario.

XIV.4.- La Compafiia Jabonera Mexicana ofrece al supermercado “The Boy” la siguiente tabla de precios
de jabones para lavado de ropa:

Cantidad de Compra Precio, $/Jabon
1-560 4.50
501 -1000 4.30
1001 - 1500 4.12
1501 - 2000 4.00
2001 - 3000 3.90
3001 o mads 385

El costo de cada pedido es de $ 40.00 y la conservacion del inventario es del 17.4% del inventario
promedio, mientras que la demanda se estima en 600 jabones mensuales. Calcular: (a) La Cantidad Econémica
de Pedido; (b) El niimero éptimo de pedidos anuales; (c) El ciclo de tiempo para cada pedido; (d) El costo anual
de adquisicién de los jabones mas el manejo del inventario.

XIV.5.- “Abarrotes del Refugio” ha implementado el sistema de pedidos retroactivos con algunos de los
anticulos que manejan entre los cuales se cuenta la cajeta, la que se ha vendido en fechas recientes segun fa
siguiente estadistica: '



Venta, Its/mes ) Frecuenma

100 ‘ _ . 10
110 _ o .20
120 ' 30
130 40
140 . _ 30
150 . 10

Total 140

Si cada pedido le cuesta al negocio $89.50, mantener en almacen es ¢l 22% del inventario promedlo cada
litro de cajeta $8.50 y cada faltante $2.15, calcular:

(a) La cantidad econdmica de pedido; (b) Cantidad de pedidos’ retroactivos; (c) NIVBI maxuno de mventa-
rio; (d) Costo total anual de manejo del inventario.

XIV.6.- “Hiclo de Rioverde” compra bolsas de hiele de 10 kilos a-un proveedor foranee el cual ie vende
cada bolsa en $12.30. Si cada pedido le cuesta $117.00, mantener en almacén significa el 18% y cada faltante
le ocasiona un costo de $3.50. Obtener: (a} La cantidad cconémica de pedido; {b) El nimero éptimo de pedidos
anuales; (c} El tiempo para cada pedido; {d) El costo total anual del manejo del inventario. Sus ventas en el
pasado han sido las siguientes:

Venta mensual, bolsas Frecuencia
50 20
60 20
70 _ 45
30 50
90 30
100 C 15
Total = 180

XIV.7.- El negocio “Hules Hernandez” compra loderas a un proveedor de la capital y dispone de la
siguiente informacidn referente a sus consumos durante ¢l periodo de reoidenamiento:

Ventas en el periodo de

reordenamiento, loderas "Frecuencia
330 4
580 5
600 7
630 25
6380 5
730 4
. Total 50

La empresa labora 300 dias al afio, su cantidad economica de pedido es de 1700 loderas y su consumo
diario es de 35 unidades. Si cada faltanie le cuesta $40.00 y conservar en almacén $6.00 anuales, ;Cual debera
ser su punto de renovacion de pedidos y sus existencias de seguridad?

XIV.8.- LaRefaccionaria Bendix trabaja sistemas de suspension para vehiculos los cuales adguiere de la
compaiiia Suspenmex . Sus ventas durante ¢l periodo de renovacion de pedidos han sido las siguientes:

Venta, unidades Probabilidad
40 0.20
50 0.35
60 0.30

70 0.i5
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Si cada faltante le cuesta a la refaccionaria $10.00 y ¢l mantenimiento en almacén $13.00 anuales, cada
pedido lo hace por 165 unidades y su tiempo de adelanto promedio es de 12 dias, calcular: (a) El punto de
renovacién de pedidos, (b) Las existencias de seguridad; (c) El costo anual por faltantes y conservacién ¢n el
inventario.

X1V.9.- Si la refaccionaria adoptara el modelo de cantidad de pedido fija y ciclo de tiempo variable con
un nivel de servicio del 99%, ;Cual seria ahora el valor de las existencias de seguridad que deberia manejar?

XIV.10.- La sombrereria “La Montafiesa” maneja sus inventarios conforme al modelo de cantidad de
pedido fija y ciclo de tiempo variable. Si su cantidad de pedido de sombreros finos de palma es de 600 piezas, su
tiempo de adelanto de 6 dias, permite agotamientos 2 veces por afio y cuenta con la siguiente informacion sobre
la venta de este tipo de sombrero:

Venta mensual Frecuencia
500 4
520 7
540 13
560 15
580 8
600 3
Total 50

¢Cual debera ser su punto de renovacion de pedidos y sus existencias de seguridad?

XIV.11.- i la sombrereria decidiera cambiar su administracion de los inventarios por un modelo de ciclo
de tiempo fijo y cantidad de pedido variable, ;Cual seria su valor del punto de renovacién del pedido para el
mismo nivel de servicio?

XIV.12.- La fdbrica de chocolates “Chocolates Excelencia” produce chocolates finos y normalcs, los
cuales ha vendido durante los ultimos 12 meses segiin la siguiente estadistica.

Mes Venta de chocolates Venta de chocolates
finos, kgs. normales, kgs.

Enero 2400 4800
Febrero 2300 4800
Marzo 2000 4500
Abril 1800 3800
Mayo 1700 3500
Junio 1600 3400
Julio 1500 3000
Agosto ‘ 1550 2950
Sepliembre 1700 3000
Octubre 1650 2900
Noviembre 1950 3350
Diciembre 2300 3830

Si en cada corrida de produccitn se pueden producir 800 kgs. diarios y establecerla cuesta $1000.00 para
cada tipo de chocolate, conservar en inventario es el 28% del valor promedio; sus costos para cada tipo de
producto son $4.30 para el fino y $1.95 para el normal. Estimar para cada tipo de chocolate: (a) la cantidad
econdmica del lote de produccion; (b) Numero de corridas anuales; (c) El tiempo para cada corrida; y (d) El
costo total anual por manejo del inventario.



XIV.13.- “Impresos de Rioverde” produce impresos de diversos tipos de los cuales las invitaciones para

boda han tenido el siguiente registro de ventas durante los Gltimos 5 meses:

Mes

Lh o ) b

2800
3000
3100
2700
2950

Venta, Unidades

Su tasa de elaboracion ha sido de 300 invitaciones diarias en promedio y su departamento contable le ha

dado la siguiente informacion:

Costo de preparacion de maquinaria = $855.00 por corrida de impresion

Coslo de preparacion de materiales = $165.00 por corrida de impresion

Costo de materiales directos = $12.35 por invitacion
Costos fijos del negocio = $18,540.00 mensuales

Costo anual de mantenimiento del inventario = $10.50 por invitacion

Con estos datos calcular: (a) Cantidad econdmica del lote de produccion; (b) Niimero éptimo de corridas
anuales de produccién; (c) Tiempo de ciclo de una corrida; (d) Costo total anual de mangjo del inventario.

XIV.14.- La Papeleria Gama ha hecho un recuento de sus inventarios por el cierre de operaciones del final
del afio en curso y ha obtenido la siguiente relacién:

Articulo
Libretas
Lapiceros
LApices
Mochilas
Carpetas
Hojas
Borradores
Sacapuntas
Cintas
Cartulinas

Conforme al sistema de clasificacién ABC, ;Cudles articulos serian de cada tipo?

Costo unitario,$

5.00
0.80
0.20
20.00
0.10
0.05
0.40
0.38
10.00
2.20

Existencia, #
42,000
75,000
20,000

250
36,000
76.000
10,000
10,000

420

3,000
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CAPITULOXYV

TEORIA DE JUEGOS

Introduceidn.

La teoria de juegos se inicid en 1928 cuando Von Neumann desarrolld su técnica basica y afios més tarde
Morgenstern también hizo aportaciones importantes al presente tema.

Los juegos representan situaciones de competencia y de conflicto entre los jugadores, los cuales se supone
que son personas racionales que realizan su juege de un medo intcligente con el fin de ganarlo 0 bien para
minimizar su pérdidas.

Algunos casos reales en los cuales se aplica la teoria de juegos son los juegos de mesa, las negociaciones
obrero-patronales, combates militares, campaiias politicas, las campanas de publicidad, la planeactén empresa-
rial y otras que son propias de los negocios.

En la teoria de juegos puede haber un nimero variable de jugadores, cada uno de los cuales tiene un
diferente nimero de estrategias posibles cuya combinacion nos llevara a determinar el valor del juego.

La teoria de juegos es diferente a la toma de decisiones, ya que en ésta el tomador de decisiones juega
contra la naturaleza, la cual es un adversario pasivo cuyas estrategias se definen de una manera probabilistica,
tal y como se present6 en el capitulo XIII, mientras que por su parte en la teoria de juegos, cada jugador define
las probabilidades de sus estrategias buscando lo que mas conviene a sus intereses,

En este capitulo se tratard primeramente la terminologia, clasificacion y notacion de los juegos, luego se
presentard ¢l desarrollo de estrategias puras con ia definicion del punto de silla de montar, después se tratara el
concepto de dominio en un juego y finalmente s¢ verd la forma de obtener el valor del jucgo por diferentes
métodos como e de 1a probabilidad conjunta; el grifico, el método de subjuegos y la programacién lineal.

Terminologia, clasificacién y notacibn de juegos.

En este inciso presentaremos algunas definiciones utiles para la mejor comprension del capitulo, asi
como las clasificaciones mas usuales de los juegos y la notacion adoptada para los mismos.

Daremos entonces algunas definiciones:

Juego.- Situacién competitiva entre varios jugadores cada uno de los cuales tratara de enfrentarlo de
modo que maximice sus ganancias. .

Estrategias.- Son las distintas acciones que puede tomar un jugador, cada una de los cuales lleva un
valor numérico ascciado a ella y conducente al valor del juego, dependiendo de las combinaciones de estrate-
gias de los diversos jugadores. )

Valor del juego.- Es el resultado numénco final que se obtiene, cuando cada Jugador define sus estrate-
gias.

Matriz de pagos.- Es una matriz donde se incluyen todos los resultados del juego para las posibles
combinaciones que puede haber. Es similar a la matriz de pagos presentada en la teoria de decisiones.

Clasificacion de los juegds.- Los juegos se clasifican de acuerdo a varios criterios, de los cuales los mas
frecuentes son los siguientes:

(a) El nimero de jugadores que participan. Pueden ser de dos o mas jugadores. en este capitulo sélo
presentaremos juegos de 2 jugadores, ya que juegos de un numero mayor resultan mucho mas complicados y
salen del alcance de un texto como éste.

(b) E! tipo de estrategias del juego. Las que pueden ser puras si cada uno de los jugadores juega todo el
tiempo solo una de sus estrategias; y mixtas, en las que cada jugador juega varias de sus estrategias en diversas
proporciones indicadas por las probabilidades de cada una de ellas.

(c) La suma del juego. La que representa el valor neto del juego, pudiendo ser cero, cuando lo que un
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Jugador gana es igual a lo que el otro pierde, de modo que el resultado neto es cero; v diferente de cero, cuando
lo que un jugador gana no es igual a lo que el otro pierde, o bien si ambos jugadores ganan o ambos pierden.
Este dltimo tipo de juego presenta muchas complicaciones para su resolucién, de modo que tampoco s¢
incluye en este texto.
Notacion,- En la figura XV.1 se presenta la matriz de pagos tipica de un juego de suma cero de dos
Jjugadores, que serd el tipo que se tratard en este capitulo.

Figura XV.1..Esquema de un juego de
suma cero y dos jugadores.

Jugador 11
Estrategiag C D
Jugador A 10 -4
I
B -6 8

En este texto se adopta la convencidn de que un nimero positivo en la matriz de pagos significa ganancia
para el jugador 1 y pérdida para el jugador 1I; mientras que un valor negativo indica lo contrario.

En la matriz observamos que si et jugador I juega su estrategia A y el jugador IT juega la C, el resultado es
que el primero gana 10, mismo valer que pierde ¢l jugador 11, siendo 10 el valor del Juego; sin embargo, si el
Jjugador Il cambia a su estrategia D, el resultado sera que ganard 4, misma cantidad que perdera el primero.

Por otra parte si ¢l jugador 1 juega su estrategia B y el II la C, este Gltimo ganara 6; si por el contrario, el
segundo jugador cambiase a su estrategia D, el resultado seria que el primero ganaria 8 al segundo.

Por esto vemos que el juego tendra un valor dependiendo de las estrategias que seleccione cada Jjugador,
sabiendo que cada uno de éstos buscara elegir sus respectivas estralegias para maximizar sus ganancias o
minimizar sus pérdidas.

Un juego puede tener un nimero variable de estrategias para cada uno de los Jjugadores, siendo los casos
mas simples el de dos jugadores con dos estrategias cada uno de ellos. como el cjemplo de la figura XV.1 .

m

Punto de Silla de Montar.

El punto de silla de montar es aquel valor de la matriz de pagos que ¢s a la vez el minimo det renglén y el
maximo de la columna a los que pertenece, siendo la estrategia a jugar para cada jugador, por constituir el
optimo para ambos,

El punto de silla de montar es el valor maximin (maximo de los minimos) para el jugador I y ¢l minimax
{minimo de los mdximos) del 11, tal y como puede verse en el juego que se presenta en la figura XV.2, asemejan-
dose con esto al criterio ingenuo de decision minimax presentado en el capitulo XIII.

Figura XV.2.- Juego con Punto
de Silla de Montar.

Jugador Il
Estrategias | C D :\:énr';nn%s!uiis
Vator
A 5 0 imi
Jugador !} i
B 3 -2 -2
Maximosde 5 valor

las columnas minimax
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Siendo entonces ¢l valor del juego, cero para el ejemplo de la figura XV.2, va que serd la estrategia dptima
de ambos jugadores, la A para el Iy la D para el II. Esto se explica de una manera simple: Si observamos la
matriz anterior, vemos que el jugador I se dara cuenta que independientemente de la estrategia que elija el
jugador I1, a él le convendra su estrategia A ya que a?] todos los casos le da un mejor resultado que la B. Por su
parte el jugador II al analizar el juego con un razonanaento similar, optara por su estrategia D, ya que ¢s mejor
que la € para cualquicr opcion que elija €l jugador I, por esto el punto de silla de montar constituye la estrategia
optima para ambos jugadores y por consiguiente el valor del juego serd el pago correspondiente a él en la matriz
de pagos, constituyendo de esta manera un juego de estrategias puras ya que los jugadores s6lo elegirdn la
estrategia respectiva al punto de silla de montar:

Este punto recibe su nombre del hecho de ser el valor maximo de tos minimos para el jugador I y el
minimo de los maximos para el II, fo que nos recuerda la figura de una montura.

Un juego puede o no tener punto de sifla de montar, pudiendo haber varios en un mismo juego, como el
caso siguiente:

Figura XV.3.-
Ejemplo de un juego
con 2 puntos de Silla
de Montar.

Jugador |

Estrategias cC

A 3

Jugador |
B 5

Como podemos ver en este ejemplo. cuando hay varios puntos de sila de montar, éstos corresponderan a
un mismo valor dei juego.

Por lo antes citado, en todo juego lo primero que debe hacerse es revisar si éste tiene punto de silla de
tnontar, ya que de haberlo, su ubicacién en la matriz de pagos nos dard el valor del juego.

A continuacién presentaremos un ejemplo de esto:

Ejemplo XV.1.- Determine si los siguientes juegos tienen punto de silla de montar.

6 4 8 8 7 9
(a)| 3 1 or (b)]| 9 6 2
-5 3 10 4

4 3 7
()| 5 2 8
3 4 11

Solucién:
Para cada uno de los juegos hallaremos sus minimos del renglon y maximos de la columna.
Entonces para el inciso (a) tendremos;
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Minimo
de renglén |
valor
6 4 8 maximin
3 1 9
M -5 3 11 3
aximo
de columng E "
valor
minimax

Vemos con esto que al coincidir el valor maximin con el minimax, es €l punto de silla de montar, siendo 4
el valor del juego.
Para el inciso (b} tendremos:

Minimo
de renglon
valor
8 7 3 maximin
9 6 2 2

Maximo de

columna 10 7
valor
minimax

Siendo el punto de silla de montar el 3 ubicado en el primer renglon y la tercera columna, siendo también
el valor del juego.
Finalmente para ¢l inciso (¢) tendremos:

. Minimo
de renglén |
valor
4 3 7 maximin
5 2 8
) -3 4 11 -3
Maximo d
ccllumnaegpJ E 1

valor
minimax

En este caso vemos que ¢l valor minimax no coincide con el valor maximin, por lo que no hay punto de
silla de montar y no sabemos el valor del juego, hasta que éste sea resuelto por alguno de los métodos que se
presentarin mas adelante.

Dominio.

En la teoria de juegos en ocasiones aparecen juegos que pueden ser reducidos de tamafio mediante el
concepte de dominio, ¢l cual conforme a la notacién convenida es el siguiente: "Habra dominio en un juego
siempre que en la matriz de pagos todos los elementos de una linea dada ya sea renglon o columna, sean
mayores o iguales que los de otra linea semejante”. Asi si todos los elementos de un renglon dado son mayores
¢ iguales que los correspondientes a otro renglon, se dice que €l primer renglén domina al ltimo, ya que el
Jugador I no escogera la estrategia respectiva del renglon de elementos menores, por lo que dicho renglén puede



eliminarse del juego; por su parte si los elementos de una columna dada son menores o iguales que los respec-
tivos elementos de otra columna, se dice que la primera columna domina a la ultima, ya que por ser menores sus
elementos, al jugador II le convendra tomar los menores valores de la matriz de pagos, por lo que no jugara la
¢strategia correspondiente a su columna de elementos mayores, por lo que €sta puede eliminarse del juego.
Este concepto aplica para juegos en los que no existe punto de sif{a de montar, por lo que forma parte de

una estrategia mixta. _
En la figura XV.4 se muestra un juego que puede reducirse con la aplicacion del concepto de dominio.

Figura XV.4 - Ejemplo de un
Juego de 3 x 3.

Jugador i
Estrategiag D E F
Al 7 6 5
Jugador| B 9 4 4
cle -3

Como vemos ¢l juego se dice ser de 3 x 3, ya que cada jugador tiene tres estrategias a su disposicion.

Si observamos la matriz de pagos del juego, nos daremos cuenta que los elemenios de la primera columna
son mayores que los de la segunda y la tercera columnas, por lo que ¢l jugador II no elegird su primera
columna, ya que a ¢l le convendran fos valores menores del juego, por lo que la columna puede eliminarse,

quedando el nuevo juego de la siguiente forma:

Figura XV.5.- Juego reducido
por dominio a 3 x 2.

Jugador Il
Estrategias | E F
Al 6 5
Jugador| B | 4 4
C| -3 6

El cual es ahora de 3 x 2, es decir de tres renglones y dos columnas.

Si observamos nuestra nueva matriz, veremos que los elementos del primer renglén son mayores que los
del segundo renglon, por lo que el jugador I al analizar esto, no seleccionara su estrategia B correspondiente al
segundo renglon, por lo cual éste puede climinarse para dejar el juego de 2 x 2, tal y como se muestra en la

figura siguiente;

Figura XV.6.- Juego reducido
por dominio a 2 x 2.

Jugador [l
Estrategias F

Al B 5

Jugador |
cl| -3 6
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De esta iltima matriz vemos que ya no es posible hacer mas reducciones, por lo que el juego deberd
solucionarse por alguno de los métodos que se presentaran en seguida, solo que ahora siendo de 2 x 2 sera
mucho mas sencillo resolverlo que el juego original de 3 x 3.

Es pertinente sefialar que el valer del juego no se altera si se resuelve en su tamafio original sin la
aplicacion del concepto de dominio.

Ahora presentaremos un gjemplo;

Ejemplo XV.2 .- Para los juegos siguientes, analizar la posibilidad de reducirlos por dominio.

( \ (9 6 -2 5)

|7 4 1| s 6 -3 5| 6 4 2
(a)f : OJ (bﬂ4 2 1 - | (6{3 1 3)

o =36 Ls 5 3 OJ

Solucién:

Lo primero que hay que hacer para cada juego ¢s ver si tiene punto de silla de montar, 1o cual resulta
negativo para los 3 casos, por lo que conforme al concepto de dominio s¢ analizara cada uno de ellos. Asi para
el juego del inciso (a) vemos que el primer renglén domina al segundo, por lo que al eliminar éste tendremos:

[ 7 4 1)
8 -3 6
Ahaora vemos que la segunda y tercera columnas dominan a la primera, por lo que al quitar ésta, el juego
nos quedara en la forma siguiente:
( : l]
-3 6 )

El cual ya no es susceptible de ser reducido.
Por su parte para el juego del inciso (b), vemos que el primer renglén domina al segundo y el cuarto al
tercero, por 1o que al eliminar a los dominados, tendremos:

(9 6 -2 sj
6 5 3 0
Ahora vemos que las columnas tercera y cuarta dominan a las 2 primeras. por lo que al quitar éstas del
Jjuego. éste nos quedara:
3 0
El cual ya no puede ser reducido.

Finalmente para el juego del inciso (c), vemos que la segunda y tercera columnas dominan a la primera,
por lo que al eliminar ésta, tendremos:
(4 2
1 3
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No pudiéndose reducir mas el juego por no existir dominios.
L . ____ ]

Determinacion del Valor del Juego.

Para resolver cualquier juego, el procedimiento que debe seguirse es:

1.- Revisar si existe punto de silla de montar, en -caso de haberlo, el juego habra sido
resuelto siendo su valor el del pago en la matriz que corresponde al punto de silla de
montar. :

2,- . 8i no hubo punto de silla de montar, debera analizarse la posibilidad de reducir el
juego mediante dominios.

3. - Se debera proceder a solucionar el juego que se haya obtenido en ¢l paso anterior
mediante alguno de los métodos que se presentan a continuacion.

Método de Probabilidad Conjunta.
Este es un método adecuado para solucionar juegos de 2 x 2 cuyo esquema s¢ muestra én la siguiente
figura:

Jugador I
Estrategias 1 2

X, b Figura XV.7.- Esquema tipico
2 1 de un juegode 2 x 2.

T X4

Jugador |
2 [ %1 % b
1 )

El valor del juego V, se obtiene por medio de la siguiente formula:

= Xumor+ Xupier+ Xuprar+ X2 pre: Ec.(XV.1)
Donde :
p; = Probabilidad de que el jugador I elija su estrategia 1
p; = Probabilidad de que el jugador [ elija su estrategia 2
¢ = Probabilidad de que el jugador II elija su estrategia 1
¢y = Probabilidad de que el jugador II elija su estrategia 2

Por su parte las probabilidades de cada jugador para jugar una estrategia dada pueden obtenerse por el
método aritmético y el algebraico, los cuales se explicardn a continuacion.

h

Método Aritmético,

Este método es muy simple y nos llevara a obtener las probabilidades P1, P2, €1 ¥ ¢3 que se sefialaron en
la figura XV.7 y en la ecuacion (XV.1). Conforme a la figura, las probabilidades pueden calcularse por las
siguientes ecuaciones:

p1=1X21-X221/D Ec. (XV.2)
p2=1X11-X121/D Ec. (XV.3)
Ci =|X12— Xzzl/D Ec. (XV4)

02=|X11-X21 |/D Ec. (XV.S)
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Donde cada numerador indica el valor absoluto de la diferencia de 2 pagos sefialados como X en ¢l juego.

Por su parte D viene dada por el valor absoluto de la diferencia entre las sumas de pagos de 1as diagonales
de la matriz respectiva, tal y como lo sefiala la expresion siguiente:

D= |(X11*+X92)-(X12 + X9 | Ec. (XV.6)
Ahora presentaremos un ejercicio ilustrativo de este método.

Ejemplo XV.3.- Determinar las probabilidades de las estrategias para cada jugador y el valor del juego
siguiente:

Jugador i
Estrategias 1 2
1 5 2
Jugador |
2 3 4

Solucion;
Conforme a la Ec. (XV.6), D sera:

D=](5+4) - (3+2}|=|9-5|
=4
Entonces las probabilidades de cada estrategia las obtendremos con las ecuaciones (XV.2) a la (XV.5):

3-4] 1 0.25
1:-'_"-"-:_: .
P 4

5-2|
=—=—={075§
P 4

2—-4| 2
cl=—=—=050

4 4

-3
cz=i5—“—|=—=050

4

Por su parie el valor del juego lo calculamos mediante la Ec. (XV.1):

V=(5)(025)(0.50)+(2)(0.25)(0.50)+(3)(0.75)(0.50)+(4)(0.75){0.50)
=0.625 + 0.250 + 1.125 + 1.500

=3.500

Vemos que el valor del juego ha resultado ser un nimero intermedio de los diferentes pagos que forman la
matriz, lo cual ¢s obvio si consideramos la manera como se ha calculado.

Método Algebraico.

Este método es un poco mas elaborado que el anterior, pero también es util para determinar las probabi-



lidades de las esirategias de cada jugador py. p3, | y 3, tal y como estdn mostradas en la figura XV.7. Se parte
del hecho de que 1a ganancia que cada jugador espera por seleccionar su primera estrategia debe ser iguat a su
ganancia esperada por jugar su segunda cstrategia. Asi para el caso del jugador I1, 1o que éste espera ganar por
su primera estrategia es pyX; + ppXy), mientras que su ganancia esperada para su segunda estrategia es
P1X12 + ppX3,. Entonces si igualamos ambas ganancias tendremos:

P1X11 tp2 X21 =1 X12 T P2X22 Ec. (XV.7)
Y dado que )

p+py= 1 Ec. (XV.8)

Si se resuelven estas dos ecuaciones simultdneamente, tendremos:

X22— X2
pi= Ec. (XV.9)
Xu-Xie-Xa+X22
Xn- X2
p2= Ec. (XV.10)
Xi—-Xuez- X+ X2

Por su parte para el jugador I, de una manera similar si igualamos su ganancia para cada estrategia,
tendremos:

caXn+Xie=cXa+c X2 Ec (XV.11)
Y también

c+cz=1 Ec. (XV.12)

Las que al resolverse nos daran:

Xn—Xn

C1= ‘

" Xu- Xuo— X+ Xz Ee. (XV.13)
Xin—Xn

2 =

? Xun—-Xue—-Xa+X2 Ec. (XV.14)

En seguida ilustraremos este método con un ejemplo.

Ejemplo XV.4.- Parael juego anterior hallar las estrategias de cada jugador mediante el método algebraico.

o3
3 4

Lo que haremos sera calcular las probabilidades de cada estrategia mediante las ecuaciones (XV.9),
(XV10), (XV.13) ¥ (XV.14), con lo cual tendremos:

Solucidn :
La matriz de pagos es:

3 Xa-Xa 3 4-3 "l
S Xn-Xu-Xa+ X 5-2-3+4 4

F2 =025
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Xn-Xn 5-2 3

p2= = :—:075
Xn—Xi—Xun+Xn 4 4
Xn—Xi 4-2 2

= = =—=050
Xn—Xuv—Xa+X2n 4 4
Xn—-Xn 5-3 2

c:= = =—=050
Xu=-Xn=-Xa+ X2 4 4

Con 1o cual vemos que se han obtenido los mismos resultados que con ¢l método aritmético utilizado en
el ejemplo anterior.

Método de Subjuegos,

Este método es aplicable a juegos de 3 x 2 ode 2 x 3, en los cuales el procedimicnto de solucidn consiste
en dividir el juego en 3 subjuegos de 2 x 2. cada uno de los cuales se obtiene a partir del jucgo original,
eliminando de €ste una de las 3 estrategias cada vez por parte de aquel jugador que tenga las 3 opciones.
Entonces se evalia cada subjuego y s¢ elige el que tenga el mejor valor para el jugador con 3 estrategias, es
decir que se tomara el subjuego de valor maximo si el juego inicial es de 3 x 2 y el subjuego de valor minimo si
el juego es de 2 x 3.

A continuacion presentaremos un ejemplo para ilustrar el método actual.

Ejemplo XV.5.- La empresa "Hilos Potosinos” busca ganar mercado, para lo cual dispone de 2 estrate-
gias: (1) Disminuir los precios y (2) mejorar la calidad de su proceso. Su competidor en ¢l estado es la compaiiia
"Textiles M", la cual cuenta con las 2 mismas allernativas estratégicas mas una tercera que es no hacer nada.

De un estudio técnico-econdémico hecho por un grupo de asesores administrativos para "Hilos Potosinos",
le han dado la siguiente matriz de pagos.

Hilos Potosinos

Bajar Mejorar
Estrategias | precios Calidad
Bajar
" 40 -20
Textiles Precios
«  Mejorar
M Calidad | 10 -16
Nodiee] 20 14

Donde los pagos son en millones de pesos anuales, los que se han puesto conforme a la notacién conven-
cional, es decir que los nimeros positivos favorecen a "Textiles M" y los negativos a "Hilos Potosinos”.
¢ Cual seré el valor del juego y las probabilidades para cada estrategia de los jugadores?

Solucidn:

Este juego no tiene punto de silla de montar ni dominios, por lo que procederemos a aplicar la metodo-
logia de subjuegos, segiin la cual el juego de 3 x 2 lo dividiremos en 3 subjuegos de 2 x 2, cada uno de los cuales
se hara eliminando una estrategia de la compaiiia "Textiles M".
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Primer subjuego, se elimina la primera estrategia de "Textiles M", bajar los precios.
Entonces el subjuego de 2 x 2 es:

‘10 '16 m2
20 -14 Im 3
hpy  hpy

Donde las m son las probabilidades de las estrategias de "Textiles M" y las hp las respectivas para "Hilos

Potosinos". Si resolvemos el subjuego, oblendremos:

ml =0

my = 0.5000
m3 = 0.5000
hpy =0.1667
hpy = 0.8333
V| =-15.0

Segundo subjuego, se elimina la segunda estrategia de "Textiles M", mejorar la calidad.
Entonces el subjuego de 2 x 2 ¢s:

40 -20|m 4
'20 "1 4 m 3
hpy by
El cual al resolverse nos da lo siguiente:
m) =0.0909
my = 0.0
my = 0.9091
hp| = 0.0909
hpy =0.9091]
Vy =-14.545

Tercer subjuego, se elimina la tercera estrategia de "Textiles M", no hacer nada.
Entonces el subjuego de 2 x 2 es:

-0 16 |m 2
hp1 hp2

Este subjuego tiene punto de sifla de montar, €l -16 del segundo renglén y segunda columna, ya que es el
minimo del renglén y maximo de columna a la que pertenece, por lo cual tendremos lo siguiente:

mj =0

mz =1.0

m3 =0

hp] =0

hp2 = 1.0 -

V3 =-16 (punio de silla de montar)
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Conforme a lo indicado en la metodologia de subjuegos, en este caso el jugador que tiene las 3 opciones
estratégicas es "Textiles M", quien seleccionara el subjuego del valor maximeo, es decir el segundo, por lo que el
resultado para el juego original sera el de este subjuego.

Método Grifico.

Este método aunque puede perder exactitud en su resultado, ya que éste se obtiene por lectura de la grafica
del juego, es relativamente rapido ¢ ilustra de una manera conveniente las caracteristicas del juego.

Se aplica a un juego de n x 2 estrategias, pudiendo ser n cualquier valor, mientras que el hecho de que
uno de los jugadores deba tener dos estrategias se explica por la situacion de no poder construir graficas en
mas de 2 dimensiones.

El procedimiento para ¢ste método es el siguiente:

1.- Se trazan 2 ¢jes verticales paralelos para el jugador que tiene 2 estrategias, (uno
por cada estrategia), cada eje debera tener sus escalas adecuadas a los pagos de
la matriz del juego.

2.- Para cada una de las n estrategias del otro jugador, trazar una linea recta, la cual
ird de un gje a otro de los dibujados en ¢l paso anterior, conforme a los pagos de
la linea (ya sea renglén o columna) correspondiente a cada estrategia.

3.- Con las rectas trazadas en el paso anterior se delimita la zona factible de solu-
cion, conforme al siguiente criterio:

(a) Si el jugador de las n opciones busca maximizar el juego, la zona factible de
solucidn quedara hacia la parte superior de la grafica.
(b} Si el jugador de las n opciones busca minimizar el juege, la zona factible de
solucidn quedara hacia la parte inferior de la grafica.

4.- Determinar el valor del juego, ¢l cual se situara en la grafica en uno de los

vértices de la zona factible de solucion, de acuerdo a lo siguiente:
{a) Si el jugador de las n opciones busca maximizar el juego, el vértice de solu-
cion serd el de valor minimo.
(b) Si el jugador de las n opciones busca minimizar el juego, el vértice de solu-
cidn sera el de valor maximo.

Ahora presentaremos un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo XV.6.- Para el juego siguicnte apliquese el método grafico para encontrar su valor.

Estrategias B1 BZ

>
ISR SN G o
w
w

Selucion:
Lo primero que debe hacerse es revisar la posibilidad de que exista un punto dc sifla de montar, €l cual
para nuestro caso no lo hay.



Si observamos la matriz del juego, vemos que el segundo renglén domina al tercero. No obstante lo
anterior, resolveremos el juego de 4 x 2, tal y como estd planteado para ilustrar graficamente este dominio.

Procediendo entonces a aplicar la metodologia descrita, se colocan 2 ejes verticales para B| y By con
escalas que deberan contener al inenos como valores minimos a -2 y méximos a 10, por ser los pagos minimo
y maximo de la matriz del juego respectivamente. Luego se trazaran 4 lineas rectas que seran las siguientes:

A] quevade l0.enBja-2enBy
AjyquevadeSenBja3lenBy
Azquevadcd4enBpa2enB,y
Agquevade3enBja6enB,y

En la grafica del juego ya se ha seiialado la zona factible de solucién por lineas diagonales y el vértice de
solucion se ha denominado como V, para el cual leemos un valor en cualquiera de los gjes de 4.40 que es el valor
del juego, el cual corresponde a la interseccion de las lineas A; v Ay,

También podemos observar que la linea A5 queda por encima de la Ay, significando esto ¢l dominio del
segundo rengldn sobre ¢l tercero,

Si este ejemplo se hubiese resuelio por ¢l método de subjuegos, el subjuego determinante del valor del
juego seria el de las estrategias Ay y A4 para el jugador A, situacién que es visible en la grafica por ser
precisamente el punto V la interseccion de las lineas respectivas a estas estrategias.

Solucién de Juegos por Programacion Lineal.

Cuando un juego es de 3 x 3 0 mayor, el método de solucion recomendado es el de la programacion lineal,
el cual con la metodologia simplex es eficaz para encontrar el valor del juego y el de las estrategias de cada
jugador.

El juego se muestra en la figura XV.8 .

Jugador B
& & &
Figura XV.8.-
A X11 X2 - Xn Esquema de Juego de m x n.
Jugador™ %1 %2 %
A : . oLl
Am | X X X

mi m?2° " _mn
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Este juego puede plantearse en 2 formas: bajo el punto de vistadel jugador A, el cual tratard de maximizar
el valor del juego. o bien por ¢l criterio del jugador B, quien buscard minimizarlo. Los dos planteamientos dan
el valor del juego, asi como también las estrategias de cada jugador, lo cual mostraremos en seguida.

Entonces para el jugador A que buscard maximizar el valor del juego V, tendremos el siguiente plantea-
miento:

X114 * XgjAg + . + XAy 2V
XAl + Xpp A+ o+ X2 A 2V Ec.(XV.15)
e+ v+ =
et R SR = .
Xind1 + X9 Ay + .+ XypnAp 2V
Donde Al+ Ayt .+ Ay = ] Ec.(XV.16)

Donde cada restriccion se ha planteado para la posibilidad de que ¢l otro jugador, es decir el B, juegue
cada una de sus estrategias, de esta manera la primera restriccion aplica para el caso que ¢l jugador B haya
seleccionado su primera columna, la segunda restriccién para la scgunda columna de B y asi sucesivamente
hasta la 0ltima restriccion.

Si en ambas ecuaciones dividimos cada término entre V, obtendremos:

Xjra + Xypap+ .o+ Xm12m 21

Xipap + X22 azpt+ ...+ sz ag > 1
“or L+ L+ L = Ec.(XV.17)

-+ VR =,

Xina)+ Xppap+ ... +Xmnam = 1
aj+ag+ .. tap =1 Ec.(XV.18)
Donde. a;=A;/l vV i=1.2,...m Ec.(XV.19)

Con lo que podemos establecer ¢l problema como un caso de programacion lineal, siendo la funcién
objetivo 1/V, ta cual deberd minimizarse, ya que el jugador A busca maximizar V. Entonces el problema nos
quedard:

Mimmizar I/V=a; +ay+. . +ap Ec. (XV.20)

Sujeta a las restricciones dadas por la ecuacion (XV.17), siendo las variables a;j no negaltivas.
El cual se resuelve mediante el método simplex, para darnos la funcién objetivo 1/V y las variables ai, de
las que obtendremos ¢l valor del juego V y las estrategias Al , A2, , ...Am , mientras que las estrategias del
Jugador B se obtienen a pantir de las variables duales de la tabla simplex final, como lo ilustramos mds adelante

al resolver el ejemplo XV.7.

Por su parte el planteamiento para el jugador B, que busca minimizar el valor del juego serd el siguiente

X1By+ XppBy+ ... + XppBp <V

x21B81+ X22By*+ ..+ X By <V
S T R = . Ec.(XV.21)
+ + .+ = .

XITIIBI +Xm2 B2+ e an Bl‘l <V
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Donde cada restriccion se ha formulado para la posibilidad de que el jugador A maneje cada una de sus
estrategias.
Por su parte Bi+By+ ... +By=1 Ec.(XV.22)
Si en estas ecuaciones dividimos entre V, obtendremos:

Xp1bp #Xy2bpy + o+ Xqpby< 1
Xo1by +Xopg by +.... + Xonbp< 1

+ .+ = ' Ec.(XV.23)
S TR S = ..
Xm1b1 * Xm2 by * ...+ Xpp by <1
b+ by+ ...+ by, = 1 Ec.{XV.24)
Donde b;=B;/Vi=12..n . Ec.(XV.25)

Con lo que se puede establecer el problema como programacion lineal, siendo la funcién objetivo }/V, la
cual buscara maximizarse, puestoe que el jugador B busca minimizar V. El problema sera ahora el siguiente;

Maximizar 1/V=by+by+. . +b, Ec. (XV.26)

Sujeta a las restricciones dadas por la ecuacion (XV.23), siendo bi no negativas.

El cual se soluciona con el método simplex para darnos la funcién objetivo 1/V y las variables bl, b2, ...
y bn , de las que obtendremos V y los valores de las cstrategias B1, B2,...Bn , mientras que las estrategias del
Jjugador A sc obtienen a partir de las variables duales de la tabla simplex final siendo precisamente los valores
de al, a2,..., am , de los cuales se estiman las Ai.

A continuacién presentaremas un caso ilustrativo de esto,

Ejemplo XV.7.- La empresa “Industrias Potosinas, S.A.” esta negociando con el sindicato los aumentos
salariales conforme a la revisién contractual establecida. El sindicato ha adoptado 3 estrategias consideradas

como agresiva Al , moderada A2 y poco ambiciosa A3, mientras que por su parte la empresa tiene también 3
estrategias B1 , B2 y B3 para las cuales se ha llegado a la siguiente matriz de pagos.

Empresa
Estrategias 1 BZ B3
A1 17 14 10

SindicatoA2 15 14 19
Ay 11 18 12

Donde los pagos se expresan como porcentajes.
¢ Cual sera ante esta situacion ¢! porcentaje de aumento al que Hegarin?, ; Qué estrategia utilizard cada
parte negociadora?

Solucidn:
Lo primero para este juego debe ser revisar la posibilidad de que haya punto de silla de montar o domi-
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nios, siendo negativa la respuesta para ambas preguntas, por 1o que al ser el juego de 3 x 3, procederemos a
resolverlo por medio de la programacién lineal.
En este caso el jugador A es el sindicato, ¢l cual busca maximizar el valor del juego, por lo que confor-
me a las ecuaciones (XV.20) y (XV.17), aplicadas a la matriz del juego nos dara:
Minimizar I/V=a] +ay + a3
Sujeto a;
17a) + 15a3 + 11ag
l4al + 1432 + 1833
10a| + 19ay + 12a5
Siendo a), ap y a3 No negativas

1
1
1

IV iV IV

El cual al resolverse por el método simplex nos proporciona los siguientes resultados:

a; = 0.0208333
aq = 0.0330460
a3 =0.0136494
MV =0.0675287
Entonces el valor del juego seré:

V= 1/0.0675287 = 14 81
Los valores de las estrategias Ay, Ay y A3 del sindicato las obtendremos despejandolas de la ecuacion

(XV.19):
Ap=apV =(0.0208333) (14.81)

=0.3085

Ay =arV =(0.033046) { 14.81)
=0.489%4

Az =a3zV =(0.0136494) { 14.81)
=(.2021

Lo que nos indica que el sindicato adoptara su primera estrategia un 30.85 % de las veces. su segunda
estrategia en un 48.94 % de las ocasiones y su tercera estrategia el 20.21 % restante.
*Mientras que de la tabla simplex final Ias variables duales han sido:

Primera variable dual = 0.0258621
Segunda variable dual = 0.0359195
Tercera variable dual = 0.0057471

Las cuales son justamente los valores de b1 . b2 y b3 para el jugador B.

Por su parte para conocer las estrategias que utilizara la empresa, plantearemos el caso de programa-
cién lineal, de acuerdo a las ecuaciones (XV.26) y (XV.23), para obtener:

Maximizar 1/V=b) +by + b3
Sujeto a:
17b) + 14by + 10b;
l5bl + ]4b2 + 19b3
l]bl + 18b2 + 12b3

1

IATA A

1
Siendo bj, by y by No negativas

Este caso al solucionarse con el método simplex nos dara los siguientes resultados:
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by =0.0258621
by =0.0359195
by =0.0057471
1/V = 0.0675287

Por lo que con estos valores obtendremos las estrategias para el sindicato, las cuales seran:

Bl =bl V =(0.0258621)(14.81)

=0.3830
B2 =b2 V =(.0359195)(14.81)
=0.5319 ‘
B3 =b3 V =(0.0057471)(14.81)
=0.0851

Las variables duales de este problema han sido justamente los valores de al ,a2 y a3 obtenidas para el
sindicalo anteriormente.

Por esto la empresa jugara su primera estrategia el 38.3% de las veces, el 53.19% la segunda y el 8.51%
restante su tercera estrategia,

Estos movimientos llevardn a un aumento en fa negociacion del 14.81 %.

Con este ejemplo vemos que con la programacién lineal podemos resolver juegos de cualquier tamaiio
facilmente, planteandolo s6lo para uno de los jugadores. En esie caso hemos hecho la doble formulacién con
propésitos ilustratives.

Una observacién pertinente para los problemas de juegos que se plantean como programacion lineal, es
en aquellos casos en los cuales el valor del juego vaya a resultar negativo, para lo cual se deberd tener la
precaucién de invertir los signos para que dicho valor resulle positivo, ya que la metodologia simplex no ofrece
solucion para valores negativos de la funcion objetivo.



PROBLEMAS PROPUESTOS

XV.1.- Determinese si los juegos siguientes tienen punto de silla de montar:

4 6 -2 6 -3 0 8 -4 6
(@ 5 -3 -4 ®| -2 5 1{ @) 5 -3 2
302 -2 3 2 -2 4 -5 .8

XV.2.- Determinese si existe punto de silla de montar en los juegos siguicntes:

6 0 5 4 -6 8 6 3 4
(@5 -2 3 wl-3 5 -7 ) 2-1 o0
4 .1 -3 0 2 -4) 301 -2

XV.3.- Para el siguiente juego reduzca por dominio y resuelva mediante el método aritmético para hallar
las estrategias de cada jugador y luego encuentre el valor del juego.

. B .
4 6 8 10
3 5 -2 -1
A
6 3 5 -2
3 -5 -8°10

XV.4.- Encuentre el valor de las estrategias de cada jugador por medio del método algebraico y el del
Jjuego para el caso siguiente.

B
6 5 -3 -2
4 1 -4 .2
-2 23 5 9
3 2 -8 -0

A

XV.5.- Un jugador de la ruleta esta considerando la posibilidad de adoptar 3 estrategias distintas para su
proximo juego, consideradas como de alto, mediano y bajo riesgo. Por otra parte, ¢l sabe que la casa de juego
puede a su vez adoptar 2 estralegias, que son la A y la B. La matriz de pagos en doblares es la siguiente

Casa de Juego

A B
-500 1000
Jugador | -100 100
100 -200

¢Cuales serén los valores de las estrategias de cada jugador y el resultado del juego?



XV.6.- El Sindicato Naranjero de la Zona Media esta riegociando el aumento salarial correspondiente a la
proxima revision contractual considerando 3 posturas; Alto incremento, incremento moderado y altas presta-
ciones, denotadas como A, By C. Por su parte la parte patronal considera 3 estrategias conocidas como M, N y
O, de modo que se ha llegado a la siguiente matriz de pagos expresada en % de aumento de sueldo.

~ Parte-Patronal -

10 -8 -6

Sindicato || 6 0 8
100 4 3

¢Cudles seran los valores de las estrategias de cada parte y ¢l resultado del juego?

XV.7.- En la guerra del desierto asidtico luchan las fuerzas drabes y las judias. Las primeras tienen 3
estrategias militares: Gases toxicos, aviones a chorro y 1anques especiales de ataque, mientras que por su parte
los judios tienen también 3 estrategias que son: Armamento especial, aviones $X24 y bombas de corto alcance.
Los balances estimados de bajas en millares de gentes para las diferentes combinaciones de estrategias son:

Judios
- 200 0 300
Arabe§ 350 50 -400
100 -100 -50

Encuentre las probabilidades de cada estrategia para cada fuerza y el resultado esperado.

XV.8.- El Partido Democracia planca ganar las proximas elecciones locales para Diputados para lo cual
ha considerado la implementacion de 4 diferentes acciones: Visitas a colonias populares, visitas a centros
comerciales, distribucion masiva de volantes y cartulinas y anuncios en radio y television. Por su parte la
oposicion la representa el Partido Nacionalista, el cual piensa trabajar fundamentalmente en 3 aspectos que son:
Propaganda masiva, discursos publicados en la prensa y dar apoyos econémicos a las gentes de bajos recursos.
El balance aproximado de las posibles combinaciones de estrategias entre un partido y el otro se presentan en la
siguiente matriz de resultados, expresada en miles de votantes: '

Partido Nacionalista

100 -20 0

) | -20 40 10
Partido Democracia

30 -50 10

-80 70 0

Halle las probabilidades de las estrategias para cada partido y ¢l resultado esperado.

XV9.-La firma “Seguros Europa” tiene como competencia en la regién a “Aseguradora Potosina” y para
el afio entrante piensa implementar 3 estrategias encaminadas a ganar mercado en esta zona: Bajar precios,
aumentar coberturas y visitas personales a clientes. Por su parte 1a competencia ha considerado 2 acciones para
contrarrestar esto: Mejorar sus servicios y aumentar la promocion. Las posibilidades de ganancia de mercado
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enire una y otra firma se expresan como porcentajes en la siguiente matriz

Aseguradora Potosina
10 -10
Seguros Europa | -5 15
4] 2

¢Cuales serdn las probabilidades de que cada firma adopte cada estrategia y el valor del juego?

XV.10.- Halle el valor de las estrategias de cada jugador y ¢l del juego para el caso siguiente

B
8 -6 4 -3
-5 4 -3 8
-6 -3 5 7
2 4 -3 -5

A

XV.11.- Para el siguiente juego encuentre su valor y el de las estrategias para cada jugador
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CAPITULO XVI1

MODELOS DE LINEAS DE ESPERA

Introduccion.

En la vida diaria nos enfrentamos frecuentemente a situaciones en las cuales debemos esperar para recibir
un servicio o una mercancia, asi podemos citar varios ejemplos, como pagar la cuenta en un supermercado, la
espera en la gasolinera para recibir el combustible en nuestro vehiculo, la espera de turno en una peluqueria o
en la fila de un banco para hacer algin tramite bancario, son muestras claras de lo anteriormente sefialado.
Estos casos suceden por el hecho de que un negocio no puede tener una capacidad ilimitada para atender al total
de sus clientes, ya que esto seria incosteable. Sin embargo, cualquier empresa que desee tener éxito, debera
vigilar atentamente este aspecto, ya que muchas de las veces una espera demasiado larga en una fila para ser
atendido es la causa de que los clientes prefieran cambiar por alguien de la competencia.

La teoria de lineas de espera, a la cual también se le conoce como teoria de colas, inicié al principio de
este siglo con el ingeniero danés A. K. Erlang quien trabajaba en una compaiiia telefonica en la cual comenzé
a estudiar la espera de [os clientes que solicitaban una llamada para ser atendidos. Posteriormente esta tcoria se
fue desarrollando en otras partes del mundo, al reconocerse su importancia y frecuente aplicacion en diferentes
areas de la sociedad. Sin embargo no fue sino hasta después de la segunda guerra mundial cuando el estudio de
este tema tuvo un gran auge. _

Un sistema de lineas de espera se define como un conjunto de clientes, servidores y un orden en el cual
los clientes son atendidos siendo un proceso de nacimiento-muerie, donde se considera que un nacimiento
sucede cuando un cliente entra a las instalaciones del negocio para recibir el servicio; mientras que una muerte
ocurre cuando el cliente una vez que ha sido atendido, sale del establecimiento.

En la figura XVI.1 s¢ presentan algunos sistemas de lineas de espera, los cuales son ampliamente utiliza-
dos en la actualidad.

Figura XVI.1.- Algunos sistemas de
Lineas de Espera.

Entrada de Linea de Espera Salida de

O—O—0O—0 [Senidor H—XO Clientes

Clientes

{(a) una linea de espera y un servidor

Entrada de Lings de—0 [Servidor #1H0 Salida

clientes

O—— - 0O0>r—0 [CSenvidor #Z2H—-0 cﬁgntes
—X0 [servidor #3H—>0

b) Una linea de espera y varios servidores
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Linea de Espera

—O—0O0—0—> 0O [Csenidor#1 120

Entrada Linea de Espera Sdalida
ge O— OO0 [ Senidar#2 PO %€
cliente O clientes

Linea de Espera
—O0—0O0—0—>0 [senidar#a H7XO

¢) Varias lineas de esperay varios
servidores en paralelo

Entrada Linea de espera Linea de espera Salida
de O—pPO—O—O> [ servidor# 1 KO~O-> | Senvidor#2 HO qe
clientes clientes

d) Una linea de espera y varios
servidores en serie

Es conveniente comentar que a diferencia de otros modelos, los de lineas de espera son descriptivos y no
normativos, ya que no son métodos de optimizacion, sino mas bien modelos que buscan describir el funciona-
miento de un sistema dado mediante la estimacién de sus parametros mds importantes.

Es usual que estos casos se manejen de un modo probabilistico y no deterministico, ya que por lo general
no se concce ¢l momento en que un cliente va a solicitar un servicio.

En este texto presentaremos primeramenite la terminologia usada en los sistemas de lineas de espera,
luego se veran las caracteristicas mds importantes de estos sistemas, después se tratardn algunos de fos modelos
de lineas de espera mas frecuentes para resolver problemas de este Lipo, y finalmente se presentara un sistema
de lineas de espera que incluye costos.

Terminologia.

Se definen los siguientes términos para la mejor comprension del texto.

Patrén de llegadas. Es la frecuencia de llegadas de los clientes al negocio, definido por el tiempo que
transcurre entre la llegada de un cliente y el siguiente.

Patrén de servicio. Es el tiempo de servicio, es decir el tiempo que ocupa un servidor para atender a un
cliente.

Disciplina de la linea de espera. Es el orden como se atiende a los clientes.

Capacidad del sistema. Es el niimero maximo de clientes que pueden estar en el negocio, ya sea en la
linea de espera o siendo atendidos.

Estado del sistema. Es el nimero de clientes que hay en el negocio en un momento dado cualquiera, ya
sea en espera o ¢n servicio.

Longitud de 12 linea de espera. Es el numero de clientes que hay en l1a linea de espera.

Abandono. Es cuando un cliente que estd en la linea de espera, se sale de ella y deja el establecimiento
debido a que el tiempo de espera es muy grande.

Rechazo. Es la situacion que sucede cuando un cliente que llega al negocio no entra a él debido a que la
linca de espera es demasiado grande.

Caracteristicas de las lineas de espera.

Las lineas de espera suelen caracterizarse bajo el sistema de notacion Kendall, debida al matematico
inglés del mismo apellido, 1a cual es la siguiente:

VIWIXIY/Z Ec. (XVL1)



Donde:
V = Pairdn de llegadas de los clientes
W = Patrén de servicio
X = Nimero de servidores
Y = Capacidad del sistema
Z = Disciplina.de la linea de espera.

Los dos primeros parametros se denotan por una literal, conforme a la siguiente tabla.

Tabla XVL.1 .- Caracterizacién de una linea de e¢spera respecto a los patrones de llegada y servicio

Literal ' ' Significado
D : Deterministica
M ‘ Distribucién probabilistica Markoviana
Ey " Distribucion de Erlang
G General

Donde 1a deterministica se aplica para aquellos casos cuando se conoce con toda precision el tiempo de
llegada de los clientes o el tiempo de servicio; la distribucién Markoviana, 1lamada asi en honor al matematico
A, Markov, se refiere a una distribucidn aleatoria de probabilidad para definir el mimero de llegadas, para lo
cual normalmente se usa la distribucion de Poisson y para definir el tiempo de servicio, representado por lo
general por una distribucidn exponencial negativa, estas 2 distribuciones de probabilidad se tratardn un poco
mis adelante en este mismo inciso; la distribucidn de Erlang por su parte se utiliza aplicando la formiila de
Erlang; mientras que la distribucion general se usa para cualquier otra situacién distinta a las anteriores.

Por lo que respecta al nimero de servidores, que es el tercer pardmetro conforme a la notacién de Kendall,
simplemente se especifica por un niimero que correspondera al de servideres en el sistemna.

El siguiente pardmetro es la capacidad del sistema, 1a cual en la gran mayoria de las ocasiones es infinita.

El 4ltimo pardmetro se refiere a la disciplina de la linea de espera. es decir el orden de atencién a los
clientes, el cual puede ser del tipo PEPS, es decir primero en entrar y primero en salir; o bien UEPS Gltimo en
entrar y primero en salir. De estos 2 tipos el mas usual es ¢l primero,

Es frecuente omitir en a notacién de Kendall a los 2 ultimos pardmetros, suponiéndose para estos casos
que la capacidad del sistema es infinita y su disciptina del tipo PEPS.

En seguida presentaremos las distribuciones de probabilidad de Poisson y la exponencial.

Distribucién de probabilidad de Poisson,
La férmula de esta distribucién es la siguiente:

p(n;A) = Exp("A) A/ n! | Ec. (XVL.2)
Donde:
p(n;A) = Probabilidad de que haya n sucesos de una muestra cuyo promedio es A

n = Nuamero de sucesos
A = Nuamero promedio de sucesos de la muestra

Asi si los sucesos son las llegadas de los clientes a un negocio, si el promedio dellegadas A, es de 10
clientes por hora, entonces la probabilidad de que lleguen 4 clientes por hora ser4 conforme a la Ec. (XV1.2);

p(4;10) = Exp(-10) 10% / 4! = (4.54 x 10-3) (10%) / 24 = 0.0189

Esta distribucion de probabilidad es discreta y una representacion grafica de la misma se muestra en la
figura XV1.2, para el casode A = 2.
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Esta distribucion es muy utilizada para representar llegadas aleatorias de clientes a un sistema de lineas
de espera, y supone 4 situaciones: (a) Las llegadas de los clientes son independientes entre si; (b) las llegadas
son independientes del estado del sistema; (c) las llegadas son sucesos sin memoria, es decir que no dependen
de eventos anteriores; (d) las llegadas sélo dependen del lapso de tiempo entre una y otra de ellas.

Distribucién de probabilidad Exponencial Negativa.

Esta se utiliza cuando los tiecmpos de servicio son aleatorios para una linca de espera cuyas llegadas se
representan por una distribucion de Poisson. Esta relacién entre ambas distribuciones de probabilidad hace
llamarles distribuciones duales.

_ Ladistribucién exponencial negativa es al igual que la anterior para eventos sin memoria. A diferencia de
la distribucion de Poisson, la exponencial negativa es continua, siendo su ecuacién la siguiente:

f(t) = n Exp( -pt) Ec. (XV13)
Donde
f(t) = Valor de la funcidén cxponencial negativa
t = Tiempo de servicio
K = Tasa de servicio (inverso del tiempo promedio de servicio)

Si esta ecuacion se integra entre los limites de tiempo de cero a T, se obtiene la probabilidad de que el
servicio sea dado en un lapso de tiempo menor o igual a T, es decir,

p(<T)=1-Exp(-ut) Ec. (XVL.4)

Por lo cual la probabilidad de que el servicio se brinde en un ticmpo mayor que T, scra el complemento de
esta ultima probabilidad, es decir

p(t>T)=1-p(t<T)=Exp(-pnt) Ec. (XVL5)

Asi por gjemplo para el caso de una tasa de servicio de 8 clientes por hora, la probabilidad de que el
tiempo de servicio sca mayor de 6 minutos, es decir 0.10 horas, serd conforme a la ecuacion (XVI5).

p (> 0.10)= Exp [-(8)(0.10)] = 0.4493

Una representacion grifica de esta distribucion de probabilidad se presenta en la figura X'VI.3 para el caso
particular de |L = 4.
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En la cual vemos cémo al aumentar €l tiempo, la probabilidad disminuye exponencialmente, de aqui el
porqué del nombre de esta distribucion.

e e

Costo de un sistema de lineas de espera.

El costo de cualquier sistema de lineas de espera se compone de 2 partes: El costo de la espera, el cual la
gran mayoria de las veces es muy dificil de ser cuantificado, y el costo del servicio, el que puede ser facilmente
obtenido por ¢l departamento contable del negocio.

Una representacién grafica de estos costos se muestra en la figura X'V1,4 donde vemos que el costo de

e e Wl W

espera disminuye al aumentar la tasa de servicio, mientras que el costo del servicio aumenta linealmente.

Flgura X!.4.- Gréfica dei costo de un
Coato u!gtema de Ilneas de espara
Conto total
Costo da
Costo Serviclo
total

minimo

Coato da

Espsra

Tasa Taaa de Sarviclo

éptima

En la figura observamos que el costo total minimo, que define a su vez a la tasa 6ptima de servicio, no
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ocurre en la interseccion de los costos de espera y de servicio.

Modelos de lineas de espera.

En ¢ste inciso presentaremos algunos de los modelos mas usuales de lineas de espera, como son el D/D/
1, D/D/S, M/M/1, M/MYS, M/G/1 y el M/D/1.

En todos estos modelos es usual simularlos para analizar las caracteristicas operativas del mismo, tales
como el tiempo promedio de espera y de servicio que pasan los clientes y 1a longitud promedio de Ia linea de
espera.

Modelo D/D/1.

En este modelo tanto el patrén de llegadas como el de servicio se conocen exactamente y hay solo un
servidor.

Este tipo de situaciones se presentan en algunas ocasiones como en el caso de revisiones médicas de
rutina, departamentos de inspeccion de la calidad en las empresas y otros.

A continuacién presentaremos 2 ejemplos de la aplicacion de este tipo de modelo.

Ejemplo XVL1.- El departamento de examenes médicos de un hospital cita a los pacientes cada 5
minutos comenzando a las 9:00 A M. para practicarles una revisién general. la cual dura 7 minutos. Durante un
lapso de 2 horas de funcionamiento, (a} ¢ Cul sera ¢l nimero promedio de pacientes en espera y siendo

atendidos? y (b) ; De qué tamaiio serd la linea de espera a las 2 horas?

Solucidn:
Lo que haremos sera simular el sistema, lo cual mostramos en la tabla XV1.2.

Tabla XVL2.- Simulacidn del caso del ejemplo XVI.1.

Hora Paciente en espera Paciente en revision
9:00 - A
9:05 B A
9.07 - B
10 C B
9:14 - C
9:15 D C
9:20 D, E C
9:21 E D
9:25 E F D
9:28 F E
9:30 F, G E
9:35 G, H F
9:40 G H I F
9:42 H,1 G
9:45 HI)J G
9:49 L} H
9:50 LLJLK H
9:55 LJLKL H
9:56 JK,L 1
10:00 JLK.L.M I



10:03
16:05
10:10
10:15
10:17
10:20
10:24
10:25
10:3G
10:31
10:35
10:38 -
10:40
10:45
10:50
10:52
10:55
10:3%
11:00

N,O,PQ
N,O,P.Q,R
N,0,P, QRS
O,PQ,RS
O,PQRS,T
PQRS.T
QR S TU
QR ST U,V
QRS TUVW
R,S,TU,V,W
R, S, T,U, VW, X
S, T.U,V,W,X
S,TUV.WXY

:u:coowvo_ozzgggrr*?:xw-
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(a) Enla tabla vemos que durante las 2 horas hay en todo momento un paciente en revision. Sin embargo
en la linea de espera hay minutos sin ningiin paciente hasta algunos lapsos de tiempo de 7 pacientes, por lo cual
para obtener el promedio deberemos cuantificar los minutos de cero hasta 7 pacientes de las 9:00 a las 11:00

horas. Entonces al efectuar esto nos dara:

Cero pacientes : 5+ 3+ 1

Un paciente ;2 +4+5+4+2

Dos pacientes : 1 +3 + 10+ 3+ 1
Tres pacientes : 2+ 4 +5+4 +2
Cuatro pacientes : 1 +3 + 10 +3 + 1
Cinco pacientes : 2 +4+5+4+2
Seis pacientes ; 1 +3 + 10+ 3 + 1
Siete pacientes : 2 + 4

= 17 minutos
= 18 minutos
= 17 minutos
= 18 minutos
= 17 minutos
= 18 minutos

Para ilustrar la forma cémo se obtuvieron estos valores, lo haremos paso a paso para el caso de un

paciente:

Ha habido un paciente en los siguientes lapsos de tiempo:

Lapso de tiempo
9:05 - 9:07
9:10-9:14
9:15-9:20
9:21-9:25
9:28 - 9:30

Lo cual nos da los 17 minutos totales con un paciente en espera.

Paciente en espera

mMTmoaOow

Duracion, minutos
2

[o* I SN Y

Para obtener ¢l promedio de pacientes en espera, simplemente apticaremos la formula siguiente:

n
ZXf.Tr

p

=0

Ec.(XVI.6)
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Donde:
Xnq = Nimero promedio de clientes en espera
X = Numero individual de clientes ¢n espera
T; = Tiempo que hubo X; clientes en espera
n = Nimero maximo de clientes en espera

Para ¢l presente caso n = 7, por lo cual tendremos

_ (0)(9) +(1)(17) + (2)(18) + (3)(17) + (4)(18) + (5)(17) + (6)(18) + (7)(6)
B O+17+18+17+18+17+18+6
17+36+51+72+85+108+42 411

=——=13425
120 120

(b) De la tabla XV1.2 observamos que a las 11:00 horas la linea de espera tendra 7 pacientes incluyendo
al Y que se incorpora a esta hora.

Ejemplo XVL.2.- La compaiiia transportista "Fletes Potosinos” manda a servicto de lavado lotes de 4
camiones cada hora, Cada cami6n requiere de un tiempo de 15 minutos para ¢l lavado.

Hallar: (a} El nimero promedio de camiones en espera de lavado; (b) el nimero promedio de camiones en
el sistema; {(c) el tiempo promedio que dura un camidn en el sistema.

Solucidn: _

En la tabla XVI.3 se presenta una simulacién del sistema de la linea de espera formada por los camiones.
que en este caso son los clientes, el servicio es el lavado, el cual es realizado por un solo servidor.

Tabla XVL3 .- Simulacion del caso del cjemplo XVI.2

Tiempo, minutos Camiones en espera Camidn en lavado
0:00 B.C,D A
15:00 C.D B
30:00 D C
45:00 e D
60:00 F.GH E

En este caso con simular una hora es suficiente, ya que la segunda hora serd idéntica a la primera.
(a) Es ficil ver de la tabla que en la linca de espera hay 15 minutos de 3 clientes, otros 15 minutos de 2.
de uno y de cero clientes, por lo que la mediante 1a ecuacidén (XVI.6) obtenemos:

(0)(15) + (1(15) + (2)(15) + (3)(15) 15430445 90
X = - _N
15+15+15+15 60 60

= 150

(b) El niimero promedio de camiones en el sistema serd la suma de los que estdn en espera y en servicio.
es decir;
1.5+1.0=2350



Ya que durante toda la hora hay un camion en servicio.

() El tiempo promedio que dura un camién ¢n el sistema sera la suma del tiempo de espera, mas el
tiempo de servicio. Para csto hallaremos para cada camién este tiempo:

Camion A:

Tiempo en el sistema = 0 + 15 = 15 minutos
Camién B: ‘

Tiempo en el sistema = 15 + 15 = 30 minutos
Camién C:

Tiempo en ¢l sistema = 30 + 15 = 45 minutos
Camién D:

Tiempo en el sistema = 45 + 15 = 60 minutos

Por lo que el promedio sera :

15+30+45+60 150
—— = —— = 3750 minutos
4 4

e e

tiempo promedio =

Modelo D/D/S.

Este es muy parecido al anterior. con la situacion de que ahora hay varios servidores, cada uno de los
cuales da el servicio a los clientes,

Para su analisis puede hacersc una simulacion del sistema de la linea de espera, tal y como se hacia con el
modelo anterior.

Presentaremos ahora dos ejemplos.

Ejemipio XVL3.- Al depariamento de control de calidad de la empresa "Envases plasticos de Rioverde”
llegan cada hora 4 lotes de envases para su inspeccién, la cual se realiza por parte de 2 encargados, cada uno de
tos cuales tarda 34 minutos ¢n la revisién. En un turno de 8 horas: (a) ; Cudntos lotes de envases en espera de
ser revisados habrd al final del mismo?; (b) (Cual sera el nimero promedio de lotes en 1a linca de espera a lo
largo del turno?.

Solucion:
Para contestar las 2 preguntas lo primero que haremos serd simular la operacion del sistema durante un

turno. cuya situacion se presenta en la siguiente tabla:

Tabla XVI.4.- Simulacién del sistema de la linea de espera de "Envases Plasticos de Rioverde"

Tiempo de turno, Hrs, Lotes en espera de Lote en revisidn, Lote en revisién,
revisian Inspector | Inspector 2
0:00 C,D A B
0:34 -—- C D
1:00 E.F, G H C D
1:08 G.H E F
1:42 -—-- G H
2:00 LILK,L G H
2:16 K,L I J
2:50 - K L
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3:00 M,N,O,P K L
3:24 O.P M N
3:58 0 P
4:00 Q,R,S, T 0 P
4:32 S, T Q R
5:00 S,T,U VWX Q R
5:06 U. V. W, X S T
5:40 W, X u \Y
6:00 W, X,Y,Z, Al BI, U Y
6:14 Y. Z. Al Bl W X
6:48 Al BI Y z
7:00 Al, Bl, Cl1, D1, E1, FI Y z
7:22 Cl. D1.EL F1, Al Bl
7:56 El. Fl Cl DI
8:00 El.F1,Gl, HL 11 J1 Cl D1

(a) De la tabla vemos que al final de las 8 horas del turno habr4 2 lotes de envases en espera de revision:
el E1 y el F1, esto sin considerar los 4 lotes que llegan justamente en esos momentos.

(b) Para obtener la respuesta de este inciso, vemos que hay lapsos de 0, 2. 4 y 6 lotes de envases en la linea
de espera, los cuales debemos valorar,

Cero lotes:
Lapso de tiempo Lotes en espera Duracion, minutos
0:34 - 1:00 -— 26
1:42 - 2:00 - 18
2:50 - 3:00 - 10
3:58 - 4:00 - 2

Tiempo con cero lotes = 26 + 18 + 10 + 2 = 56 minutos

Procediendo de manera similar, para 2 lotes en espera tendremos:
Tiempo con 2 lotes =34 + 34 + 34 + 34 + 28 + 20 + 12 + 4 = 200 minutos

Por su parte para 4 lotes :
Tiempo con 4 lotes = 8 + 16 + 24 + 32 + 34 + 34 + 34 = 182 minutos

Finalmente para 6 lotes:
Tiempo cen 6 lotes = 6 + 14 + 22 = 42 minutos

Entonces conforme a la ecuacién (XVI.6), tendremos:

(0)(56) + (2)(200) + (4)(182) + (6)(42) 400+ 728+252 1380
= = = = 2875 lotes promedio
56+200+182 +42 480 480

\Y

en espera.

Ejemplo XVL4.- Al departamento contable de la compaiia "Comercial y Abarrotes Potosinos" llegan
lotes de 20 pélizas cada 30 minutos. Hay 3 auxiliares contables, los cuales tardan exactamente 4, 5 ¥ 7 minutos
respectivamente para procesar cada péliza. En una tarde donde laboran una hora. (a) ; Cual sera el namero
promedio de polizas en espera de ser procesadas?. (b) ;Cuantas pélizas habra procesado cada auxiliar?

Solucidn:
Lo primero sera simular la linea de espera durante el tiempo de trabajo de 1 hora. En la tabla



XVL5 se presenta este sistema.

Tabla XV1.5 .- Simulacién del sistema de la linea de espera del departamento
contable de "Comercial y Abarrotes Potosinos”

Tiempo de trabajo Pélizas en espera Pélizas en procesamiento
en horas Auxiliar | Auxiliar 2 Auxiliar 3

0:00 4-20 1 2 3

0:04 5-20 4 2 3

0:05 6-20 4 5 3

0:07 7-20 4 5 6

0:08 8-20 7 5 6

0:10 9-20 7 8 6

0:12 10-20 9 8 6

0:14 11-20 9 8 10
0:15 12-20 9 Il 10
0:16 13-20 12 11 10
0:20 15-20 13 14 {1
0:21 16-20 13 14 15
0:24 17-20 16 14 15
0:25 18-20 16 17 15
0:28 20 18 17 19
0:30 21-40 18 20 19
0:32 22-40 21 20 19
0:35 24-40 21 ' 22 23
0:36 25-40 24 22 23
0:40 : 27-40 25 26 23
0:42 28-40 ' 25 ) ' 26 27
0:44 29-40 : 28 ' 26 27
0:45 30-40 28 29 27
0:48 31-40 30 29 27
0:49 32-40 30 29 31
0:50 3340 ' 30 32 31
0:52 34-40 33 32 3l
0:55 35-40 33 34 31
0:56 3740 35 34 36
1:00 39-60 - T3 38 36

(a) Si observamos de la tabla a la columna de la linea de espera, vemos que hay lapsos de tiempo desde
una poliza en espera hasta lapsos de 20 polizas, por lo cual crearemos una nueva tabla para la solucion de este
inciso. '

Tabla XVL6.- Tabla auxiliar para la obtencién del niimero promedio de pélizas en espera.

Lapso de tiempo Namero de polizas Tiempo de espera, Producto del nimero de
en espera minutos polizas por el tiempo
de espera
0.00 - 0:04 17 4 68
0:04 - 0:05 16 1 16
0:05 - 0:07 15 2 30
0:07 - 0:08 14 1 14
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0:08 - 0:10 13 2 26
0:10-0:12 12 2 24
0:12-0:14 11 2 22
0:14 -0:15 10 i i0
0:15-0:16 9 i 9
0:16 -0:20 8 4 32
0:20-0:21 6 1 6
0:21-0:24 5 3 15
0:24 -0:25 4 1 4
0:25-0:28 3 3 9
0:28 - 0:30 | 2 2
0:30-0:32 20 2 40
0:32 -0:35 19 3 57
0:35-0:36 17 1 17
0:36 - 0:40 16 4 64
0:40 - 0:42 14 2 28
0:42 -0:44 13 2 26
0:44 - 0:45 12 1 12
0:45-0:48 11 3 33
0:48% - 0:49 10 1 10
0:49 - 0:50 9 1 9
0:50 - 0:52 8 2 16
0:52 - 0:55 7 3 21
0:55-0:56 6 1 6
0:56 - 1:.00 4 4 16

Totales - 60 642

Por lo que el numero promedio debera calcularse mediante ta ecuacién (XVL6). ¢n Ia cual el numerador
serd la sumatoria de los valores de la cuarta columna de ¢sta altima tabla y el denominador sera la sumatoria de
los ticmpos dados en la tercera columna, entonces tendremos;

XM = 642/60 = 10.7 pélizas promedio en espera

(b) Este inciso lo resolveremos contando el nimero de pélizas procesadas por cada auxiliar. Asi tendremos.

Auxiliar 1;

Polizas procesadas = 1,4.7,9,12,13,16,18,21.24.25.28,30,33 y35 = 15
Auxiliar 2

Pélizas procesadas = 2.5,8,11,14,17,20,22,26,29,32 y 34 = 12
Auxiliar 3

Polizas procesadas = 3.6.10.15.19.23.27 y 31 =8

Estos resultados también podrian haberse obtenido dividiendo el tiempo de trabajo, que es 60 minutos
para este caso, entre el tiempo que tarda cada auxiliar para procesar una péliza. lo cual es més sencillo para
solucionar este inciso, es decir:

Auxiliar 1

Pélizas procesadas = —0"M05__ 15 plizas
4 minl poliza
Auxiliar 2

Polizas procesadas = _80 minutos _ |- polizas
5 minf péliza



Auxiliar 3
60 minutos

Pélizas procesadas = ———————=857 pdlizas
7T min/ pdliza \

Esto significa que ¢l auxiliar 3 estd procesando la novena péliza al momento de completarse los 60
minutos.

Modelo M/M/1.

Estos modelos se aplican a sistemas de lineas de espera cuyas llegadas siguen una distribucién de proba-
bilidad de Poisson, sus tiempos de servicio se representan por medio de la distribucion exponencial negativa,
tienen un solo servidor, la capacidad del sistema es infinito y la disciplina de la linea es del tipo PEPS.

Para este tipo de modelos es usual aplicar la metodologia de la simulacién que se ver4 ampliamente en ¢l
capilulo XX para el analisis de estos sistemas.

Para describir sus caracteristicas, se¢ hace uso de las formulas siguientes:

3

A
=— Ec.(XVL7
P="y c( ) |
Po=1-p Ec.(XV1.8)
P=P,pM Ec.(XVL9)
L=—t— '
Tl-p Ec.(XV1.10)
Lg=L-p=p2(1-p) Ec.(XVI.11)
L
w== Ec.(XVL.12)
Lyg
We =" Ec.(XVI.13)
W= wg+ Vu Ec.(XVI1.14)
p=Exp(-t/w) Ec. (XV1.15)
Pqt=P Exp (-t/w) Ec. (XVI1.16)

Donde:

p = Factor de utilizacién del sistema o probabilidad de que el sistema esté ocupado

A = Tasa de llegadas de clientes, clientes/unidad de tiempo

# = Tasa de servicio, clientes atendidos/unidad de tiempo

P, = Probabilidad de que el sistema esté vacio

Py, = Probabilidad de que el sistema esté ocupado por n clientes

L = Numero promedio de clientes en el sistema, ya sea esperando o siendo atendidos

Lg= Namero promedio de clicntes en la linea de espera

w = Tiempo promedio que dura unclicnte en el sistema (es la suma del tiempo promedio de
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espera mas el de servicio)
wq = Tiempo promedio de espera de los clientes
p ¢ = Probabilidad de que un cliente permanezca t unidades de tiempo en el sistema.
Pqt= Probabilidad de que un cliente permanezca t unidades de tiempo en la linea de espera.

En estos sisternas para que haya estabilidad, A debera ser menor que g, ya que si fuese mayor, la longitud
de la linea dc espera se volveria muy grande con el paso del tiempo.

Un aspecto interesante de este modelo es analizar la sensibilidad de los parimetros del sistema ante
variaciones en la tasa de servicio, 1o cual puede estudiarse adecuadamente mediante la simulacion, tema que se
tratara en el Gltimo capitulo.

A continuacion presentaremos un gjemplo ilustrativo del uso de este modelo.

Ejemplo XVI.5.- El Sr. José Pérez es el propietario del "Minisuper de Rioverde" y desea saber las
caracteristicas de la cola que se hace en la unica caja de la que dispon¢ en su negocio. Su hijo José Antonio,
quien actualmente estudia su carrera profesional le ha dicho que €l puede solucionarle su problema, ya que
recientemente ha cursado la materia de Investigacion de Operaciones donde estudi6 las lineas de espera. José
Antonio ha hecho observaciones sobre ¢l sistema de la linea de espera del establecimiento, Hegando a la conclu-
sion de que puede describirlo mediante el modelo M/M/1, con una tasa promedio de tlegadas de 9 clientes por
hora y una tasa promedio de servicio de 12 clientes por hora. En esta situacién, (a) ;Cudles seran las caracteris-
ticas de la linea de espera?; (b) ;Cual seria la probabilidad de que un cliente permanezca 10 minutos en espera
?: () Cual seria la probabilidad de que un cliente permanezca 30 minutos en el sistema ?; (d) ;Como cambia-
rian estos pardmetros si s¢ modificara la tasa de servicio?

Solucidén:

(2) Para este caso 4 es 9 clientes/hora y i es 12 clientes/hora, por 1o que at calcular las caracteristicas de
la linca de cspera mediante las fdrmulas dadas por las ecuaciones (XV1.7} a la (XVI.16), tendremos:

p=2 —ona=07s
H

El sistema estd ocupado en promedio el 75% del tiempo.

Po=1-p =025

La probabilidad de que no haya ningun cliente en el negocio es del 25%.

L=I—”— =0.75/(1-0.75)=3

Habra en promedio 3 clientes en el sistema.
Lq=L-p=3-075=225

Habra 2.25 clientes promedio en la linea de espera

welk = 3 clientes 55 poras

A 9 ¢l lthora
= 20 minutos

Este es el tiempo promedio que dura un cliente en ¢l establecimiento

|vq=£ = M=025 horas

9 cllhora
15 minutos



El cual es el tiempo promedio de los clientes en espera del servicio
Finalmente el tiempo promedio de servicio, que es el inverso de la tasa de servicio i, es

1/p=w-wq=20-15=5minutos

(b) Ahora conforme a la ecuacion (XV1.16), tendremos,

Pgt=2 Exp(-t / w)=(0.75) Exp(-10 / 20) = 0.455

Esto significa que la probabilidad buscada es del 45.5%.
(c) Segun la Ec.(XVI.15), tendremos,

p¢ = Exp (-t/w) = Exp (-30/20) =0.223

Es decir que la probabilidad es del 22.3%.

(d} Para cambios en 4, lo que se tiene que hacer es volver a estimar los valores de p, P, L, Lq, wWYyWwW
mediante las mismas formulas. En la tabla XVI.7 se presentan estos resultados para valores de x, que van desde

15 hasta 10.

pclientes/hr

15
14
13
12
11
10

Tabla XVL7.- Sensibilidad del sistema de la linea de espera

fol

0.60
0.64
0.69
0.75
0.82
0.90

del "Minisuper de Rioverde"

P, L.clientes Lq,clicntes W, Ininuios wq,minutos
0.40 1.50 10.90 100 - 6.00
0.36 1.80 1.16 12.0 7.71
0.31 225 1.56 15.0 10.38
0.25 3.00 2.25 20.0 15.00
0.18 4.50 3.68 30.0 24.55
0.10 9.00 8.10 60.0 54.00

De esta tabla vemos que al disminuir 4 y aproximarse al valor de A, los tiempos de espera Wq ¥ total en
el negocio w, aumentan drasticamente, lo cual se muestra en la figura XV1.5, donde se grafica men las abcisas

1 - nl
y los tismpos wq ¥y wenl

Tiempo de
espera, min
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Figura XV1.5.- Grafica de la tasa de servicio
vs los tiempos de espera para el caso del
"Minisuper de Rioverde",
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Modelo M/M/S.

Este modelo es igual al anterior excepto en el tercer parametro, ya que ahora se tendran S servidores,
cada uno de los cuales atenderd a los clientes con la misma tasa promedio de servicio g El sistema de la linea
de espera formada sera estable cuando A sea menor al producto de S por 4.

Las férmulas descriptivas de las caracteristicas del sistema son mas complicadas que las del modclo
anterior y son las siguientes:

E! factor de utilizacién del sistema p . vendri dado por:
A
= Su Ec.(XVL17)

Por su parte la probabilidad de que el sistema esté vacio P, serd:

1
sp)" P! Ec.(XVL.18)

Z 1 Sl(l—p)

=0

Mientras que la probabilidad de que el sistema esté ocupado Pg,, lo que ocurrira cuando el nimero de
clientes en el sistema n, sca mayor o igual que S, se puede obtener con la siguiente formula:

S
(pS) 1T 5 Ec.(XVL18)
P_ = 0
S0 sl 1-p

El nimero promedio de clientes en la linea de espera Lq, sera:

1

Lo= T P Ec.(XV1.20)

Por su parte el nimero promedio de clientes en ¢l sistema L., vendra dado por:

L=Ls+ pS Ec.(XVI.21)

Mientras que los tiempos promedio que tarda un cliente en el sistema w. 0 en la linea de espera w
vendran dados por las ecuaciones (XVI1.12) y (XVI1.13) respectivamente.
Por su parte la probabilidad de que un cliente pase un tiempo igual o mayor que t ¢n ¢spera sera:

Ec.(XVL22)
P,, = Py, Expl-su(1- p)]

Y la probabilidad de que el clicnle pase un tiempo igual 0 mayor que t en el sistema sera:

q:

1 - Exp[-pt(s -1 = ps)]
s—1-ps

Ec(XVI1.23)
= Exp("!“)l:] + Py, }

A conlinuacitn presentaremos un caso que muestra la aplicacion de las formulas de este modelo.

Ejemplo XVL6.- Una gasolincra cuenta con 3 bombas de gasolina atendida cada una por un despachador.
Actualmente cada bomba tiene su propia linea de espera, pero un ingeniero que es amigo del propietario le ha



sugerido a éste que seria mejor si hubiese una sola linea de espera en la que se formasen todos los automéviles
que van a cargar combustible, para de alli ser atendidos luego por alguno de los 3 empleados. Si la tasa prome-
dio de llegadas de clientes es de 24 cada hora y la tasa media de servicio de cada despachador es de 10 clientes
por hora, ;Serd razonable lo que ¢l ingeniero le propone al dueiio del negocio?

Solucién: .

Como la gasolinera funciona actualmente puede considerarse como 3 sisternas idénticos de lineas de
espera det tipo M/M/1 con A =24/3=8 clientes/hora en cada fila. Entonces las caracteristicas de cada uno de
estos sistemas, los calcularemos con las ecuaciones (XVI.7) a la (X(V1.14) para obtener:

Po=1-p=020

L=L=0_39=4 clientes en el sistema

1-p

Lq=L-p=4-080=320 clientes en espera

Por su parte lo que el ingeniero le propone al dueiio de la gasolinera es un sistema del tipo M/M/S, para

¢l cual calcularemos sus caracleristicas mediante las formulas dadas por las ecuaciones (XVI.17) a la (XV1.21),
il

1
on las ¢

i 1as cuales obiendremos;

(4]

= =_Z" =080
Su  (3)(10)
1.
F’o - 3 n 3 4
Z (308" | @ (0.8
o 31 (1-0.8)
Donde 1a sumatoria sera:
O ea" e 24 2.4)° @.4)°
2 T Y NPT T

n=0

1+24+288+2304 = 8584
Con lo cual

I

o=— _=003618
8584+5216



Entonces
3
o o 24 1 (0.05618) =06472
so 3| 1-0.8
Por su parte
Lo=—L_(06472)=3236 clientes en espera

1-08
L=3236+24=5636 clientes en el sistema

" _ﬂ_ii_?=o.134s horas = 8,09 minutos
w=L_3636 _47348 horas = 14.09 minutos
1 24

Con lo cual vemos que cada cliente se veria beneficiado, ya que en estas circunstancias pasaria en la
gasolinera aproximadamente la mitad del tiempo que con el sistema anterior, razén por la cual al propietario si
le conviene implementar lo que el ingeniero le ha sugerido.

e

Modelo M/G/1.

Este modelo se caracteriza por un patrdn de llegadas de los clientes de tipo aleatorio segiin la distribucion
de Poisson, mientras que el patron de servicio es de tipo general, el cual puede ajustarse a diversas funciones
conocidas de probabilidad, una de las cuales es la distribucién normal, por otra parte se disponc de un solo
servidor, la capacidad del sistema es infinito y la disciplina de la linca de espera es del tipo PEPS.

Para este modelo es necesario conocer conforme al segundo pardmetro descriptivo de la notacién de
Kendall. es decir €l patrén de servicio, tanto ¢l tiempo promedio en que se atiende a un cliente, denominado
como 1/, asi como la desviacion estandar de la misma variable, denotada como . Con esto la formula para
calcular el nimero promedio de clicntes en la linea de espera Lq, ¢s:

2262 + pz
L, = Ec. (XV1.24)
2 (1- p)

Donde si 4 se maneja en unidades de clientes/hora, o debera estar en horas. Aqui p sigue siendo el
cociente de Ay 4, tal y como se maneja en el modelo M/M/1.
Por su parte el namero promedio de clientes en el sistema L, se oblienc con la ecuacion,

L=Lg+p Ec. (XVL.25)

Micntras que los tiempos promedio que pasan los clientes en ¢l sistema y en la linea de espera , w YW
respectivamente, se obtienen mediante las ccuaciones (XV1.12) y (XVI.13) ya vistas.
En seguida presentaremos un caso ilustrativo del uso de este modelo.

q

Ejemplo XVL.7.- El Sr. Amador Martinez es el propietario de una peluqueria en Ia que ¢l atiende
personalmente a sus clientes, los cuales llegan aleatoriamente segiin una distribucion de Poisson con una tasa
promedio de 4 cada hora. El tiempo que el St. Martinez tarda para atender a un cliente sigue una distribucién
normal con media de 12 minutos y desviacion estindar de 3.6 minutos. (a) ,Cual serd el niimero promedio de
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clientes en espera y en la peluqueria? (b} ;, Cudl serd el tiempo promedio de espera y total en la peluquéria que

pasa cada cliente?
Solucién:
Para este problema tenemos los siguientes datos:

A= 4 clientes/hora

4= 1/12 minutos = (.0833 clientes /minuto
= 3 clientes/hora

o= 3.6 minutos = 0.06 horas

Por lo tanto el factor de utilizacién p, sers:

El niimero promedio de clientes en espera Lq, lo obtendremos mediante la ecuacién (XV1.24):

226 + p2 4’ (0.08) 2+ (0.8) 2

q 2 (1- p) 2 (1-0.8)

0.0576 + 0.64

= 0.40 = 1.74 clientes

El promedio de clientes en la peluqueria L, lo calculamos por medio de la ecuacién (XVI1.25);

L=La+p=174+080=254 clientes

Por su parte los tiempos promedio de espera wq ¥ total en la peluqueria w. que pasan los clientes seran:

e 174 . -
Wwy=—="__={}435 horas =26.] minutos en espera
4

w=%=£=0.635 horas = 38.1 minutos en la peluqueria
4

“

Modelo M/D/1.

Este modelo puede considerarse un caso especial del anterior con la excepcion de que el segundo parametro,
es decir el tiempo de servicio, ahora es deterministico, por lo que al conocerse exactamente. su desviacién
estdndar o es cero, con lo cual la ecuacién (XVI1.24) nos quedara en Ia siguiente forma:

, _
L= ° Ec.(XV1.26)
q 2 (- p)

Las demas caracteristicas del sistema L, w ywq se obtienen con las ecuaciones (XVI.25), (XVI.12) y

{(XVL.13) respectivamente.
Para fines comparativos presentaremos la aplicacion de este modelo al caso de la pelugueria.

Ejemplo XVL8.- En el caso de la peluqueria del ejemplo anterior, ;Como se veran afectadas las carac-



teristicas del sistema si ahora e! tiempo de servicio a los clicntes se conoce con toda precision y es de 12
minutos?

Solucién:

Los datos del problema A y ¢ son iguales. por lo que Lq lo obtendremos mediante la ecuacién (XV1.26):

2
(0.8)

Lq = W = 1.60 clientes

Por su pante L ser4;

L=Lq+p=160+08=240 clientes

El tiempo promedio de espera Wy sera entonces:

Vemos con esto que los tiempos de espera y en el sistema han disminuido un poco al no haber vanaciones
en los Liempos de servicio a los clientes.

Linea de espera de costo minimo.

Cuando en un sistema de lincas de espera se conoce el costo de la espera. es posible minimizar el costo
total, ¢l cual estard integrado por €l costo de la espera més el del servicio a los clientes, buscando con esto
optimizar las operaciones de la empresa.

La manera de hacer lo antes sefialado se ilustrard en el siguienie gjemplo,

Ejemplo XV1.9.- Lacompaiiia "Naranjas Finas de Rioverde” produce naranjas de alta calidad mediante
un proceso de maduracién. lavado y pintado de la fruta, para luego enviarla a diferentes partes del pais. El
servicio de transporte de la fruta lo ticne contratado con "Fletes de la Zona Media”. Puesto que los pedidos son
aleatorios. se considera que se programan envios de naranja bajo una funcién poissoniana de probabilidad con
una media de 3 camiones por dia. La empresa solo tiene una estacién de carga. la cual la llevan a cabo estiba-
dores que son empleados de la propia compaiiia, los cuales ganan $50.00 por un turno de 8 horas y cada uno
puede cargar un camién por turno. El tiempo de carga de los camiones se considera que sigue una distribucion
normal con media de 8 horas y una desviacion estandar de 1 hora. El contrato con la compaifiia transportista
sefala que [a empresa debe pagar a €sta por la demora ¢n la carga $100.00 diarios por cada camién.

¢ Cudntos estibadores debe utilizar la empresa si trabaja un solo turno diariamente 2 fin de minimizar su
coslo toial de pago a los estibadores mas el pago por demoras?

Solucién:
El sistema de la linca de espera es del tipo M/G/1, en el que €l costo total s¢ compondra por el costo de
carga y el de demoras, esto es:



Costo _ Costo de Costo de
Total ~ Estibado @ Demoras

A su vez el costo de estibado sera:

Costode _ .
Estibado - 500 N $/dia

Siendo N ¢l niimero de estibadores asignados a las mamobras de carga. Dado que A es igual a3 (prome—
dio de llegadas), N debera scr mayor a este niimero a fin de que el sistema sea estable.

Por su parte ¢l costo de demoras sera:

Gosto de. (3)(100) w = 300 $/dia

Donde W es el tiempo de espera que un camién pasa en el sistema.

Lo que haremos serd dar diferentes valores a N, de 4 en adelante y estimar para cada uno de ellos las
caracteristicas del sistema y su costo, a fin de encontrar la N que haga mmimo al costo total;

Como el sistema es del tipo M/G/1, calcularemos Lq mediante la ecuacion (XVI 24)y L porla (XVI.25),
para obtencr conellasaw y wg.

Procederemos a efectuar esto para el caso particular de N=4:

Si N es 4, entonces u serd esic mismo valor ya que cada estibador carga en promedio un camién por
turno. Entonces el factor de utilizacién del sistema p seri:

La desviacion estandar o es una hora, cs decir 1/8 de turne, por lo que si aplicamos la ccuacién
(XV1.24), obtendremos a Lq, la cual sera:

2262 + p? @32 (1/8) 2+(0.75) 2
Lq = = = 1.408 clientes
2 (1 p) 2 (1-0.75)

Por su parte L seri:

L=L4+p=1406+075=2156

Mientras que los tiempos de espera Yq Y tiempo total en el sistema w serdn:



Con esto el costo total sera:

Cr=50N +300w=(50)(4) +(300)(0719)=41563 $/dia
El cual incluye el costo del estibado y el de 1a espera.
Para otros valores de N se hace un procedimiento similar, cuyos resultados se sintetizan en la tabla
siguiente:

Tabla XV1L8.- Resumen de resultados para diferentes valores de N.

N
estibadores 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A
camiones/dia 3 3 3 3 3 3 3 3 3
H .
camiones/dia 4 5 6 7 8 9 10 11 12
fa) 0.75 0.60 0.50 0.429 0.375 0.333 0.30 0.273 0.25
L
camignes 1.406 0.626 0391 0.284 | 0.225 0.189 0.165 | 0.148 0.135
L
camiones 2.156 1.226 0.891 0.713 0.60 0.522 (.465 0.421 385
Wq )
dias 0.469 0.209 0.13 0.095 0.075 0.063 0.055 0.049 0.045
w
dias 0.719 0.409 0.297 0.238 0.20 0.174 0.155 0.14 0.128
Cr
$/dia 415.63 372,58 | 38906 | 421.33 | 460.00 502.21 | 546.50 | 592.00 | 638.40

En la tabla vemos que ¢l costo minimo ocurre para una N de 5, por lo cual éste seri el nimero opti-
mo de estibadores a manejar.



PROBLEMAS PROPUESTOS

XVIL1.- El Instituto Regional del Deporte desea hacer un chequeo médico de aptitud fisica a los deportis-
tas de la ciudad, por lo cual los ha citado cada 10 minutos a partir de las 9:00 a.m.del sdbado, el examen lo
realizard cl doctor Pérez, el cual tarda 14 minutos con cada persona. Se¢ ticne planeado que cuando haya 4
personas en espera le ayudard ¢l doctor Ruiz para agilizar el trabajo, solamente que éste dura para hacer el
mismo examen 1 minuto mas que el otro doctor y se detendra hasta que no haya gente en espera a la hora en
que ¢l termine una prueba. (A) ;A qué hora iniciara el segundo doctor sus actividades? (b) ;A qué hora se
parard por primera vez? (¢) ;Cudl serd el nimero promedio de pacientes en espera durante las tres primeras
heras de labores? Supéngase que el primer paciente llega a chequeo a las 9:00 a.m.

XVL1.- A la oficina de tramites hacendarios llegan solicitudes de asesoria cada 4 minutos, mismas que
atiende un empleado que tarda cxactamente 5 minutos en datrles salida. Cuando Hegan a juntarse en espera de
revision 5 solicitudes llega un segundo empleado, que tarda 6 minutos en darles el servicio, y se detiene hasta
que no haya trabajos pendientes. (a) ,A qué hora se necesitardn los servicios del segundo empleado? (b) ;A qué
hora se detendra por primera ocasion? (c} ;Cual serd el nimero promedio de solicitudes en espera yenla
oficina durante las dos primeras horas de actividades? Suponga que la primera solicitud llega exactamente a la
hora en que la oficina inicia sus operacienes.

XVL.3.- Lasala de belleza “Sentirse Bonita” tiene 2 sillas de atencién al publico, si recibe clierites cada6
minutos y la primera servidora tarda 11 minutos en darles atencion, mientras que la segunda como no tiene
suficiente experiencia tarda 16 minutos para brindar el mismo servicio. Simule las 2 primeras horas de activi-
dades de la sala de belleza y calcule lo siguiente: (a) El niimero promedio de clientes en espera durante las dos
horas, (b) El namero de clientes atendidos por la primera servidora, {c) El nimero de clientes atendidos por la
segunda servidora.

XVI.4.- La oficina de cobros de los servicios municipales recibe clientes cada 2 minutoes exactamenie v
tiene dos cmpleados para darles el servicio de cobranza, los cuales tardan 4 v 5 minutos exactamente. Si ¢l
primer cliente llega a las 9:00 am., (a) ,Cual serd el numero promedio de clientes en cspera durante las 2
primeras horas? (b) ;, De qué tamafio serd la linea de espera después de 2 horas?

XVL35 .- Ala Oficina Subalterna de Rentas llegan clicntes cada 3 minutos, los cuales son atendidos por
dos servidores en serie, el primero de ellos tarda 4 minutos en darles el servicio, mientras que el segundo tarda
2 minutos. (a} ;Cual serd el tamaiio de las lineas de espera de cada servidor después de una hora de labores? (b)
¢Cudntos clientes habran sido atendidos por cada servidor en ese mismo lapso de tiempo?

XVLé6.- Al Banco Local Rioverdense llegan clientes bajo un patrén de distribucién poissoniano con
media de 1.5 minutos, los cuales son atendidos en 3 que funcionan en paralelo con una media de servicio de 4
minutos para cada cajero. La tasa de servicio sigue una distribucién exponencial, Calctlense: (a) El tiempo
promedio de los clienies en espera, (b) El nimero promedio de clientes en espera. (c) ;Cual seré la probabili-
dad de que un cliente dure en espera 30 minutos o0 mas?

XVL7.- 81 para el caso anterior se cambiara el sistema por el de una sola linea de espera ¢on 1os mismos
3 cajeros, ;Cudles serian las respuestas a los mismos incisos?

XV1.8.- “Tortillas Hamasa” ticne llegada poissoniana de clientes a su negocio con una media de 2 minu-
tos, los cuales son atendidos por un $olo cajero que les da el servicio en forma exponengial con una media de 92
segundos, (a} ;Cual serd el nimero promedio de clientes en espera y en la tortilleria? (b) ¢Cual sera el tiempo
promedio de los clientes en espera y en el negocio? (c) ;Cudl sera la probabilidad de que un cliente dure en
espera y en la tortilleria mas de 10 minutos?



XVI1.9.- La compaiiia minera “Metalmex” recibe muestras de mineral cada 5 minutos en forma poissoniana,
las que ordena bajo un sistema de tipo PEPS, luggo las muestras son analizadas en el laboratorio por 2 quimicos
que ticnen la misma aptitud para el analisis. el cual dura tiempos variables dependiendo de lo que contengan las
muestras, pero se¢ ha determinado que bajo un patrén de tipo exponenciat la media de cada analisis es de 7
minutos. Calcular: (a) El nimero promedio de muestras en espera de ser analizadas, (b) El tiempo promedio
que tarda una muestra en el laboratorio, (c) La probabilidad de que una muestra dure en el laboratorio mis det
promedio.

XV1.10.- La Panaderia Juanita tiene registros de sus llegadas de clientes los cuales son los siguienies:

Llegada de clientes por hora Frecuencia observada

0 2

1 6

2 13

3 18

4 18

5 14

6 0 mas 19

Total 90

Si el servicio de la panaderia se tarda exactamente 12 minutos. (a) jCual sera el nimero promedio de
clientes en espera y en la panaderia? (b) ;Cudl sera el tiempo promedio de espera y en el negocio de cada
cliente?

XVI.11.- El taller de reparacién de calzado “Oscarito” dispone de un registro de sus llegadas de clientes,
ya que su propiclario €s amigo de un estudiante universitario que lo ha orientado al respecto, sus.estadisticas
son las siguientes:

Llegada de clientes por hora Frecuencia observada

0 4

1 12

2 18

3 18

4 13

5 0 mas 15

Total 80

Por otra parte ¢l zapatero también tiene registros de sus tiempos de servicio, los cuales son:

Tiempos de servicio, minutos Frecuencia observada

10 13
12 20
14 29
16 30
18 17
20 11

Total 120

El amigo del zapatero le ha indicado que las llegadas siguen una distribucidn de probabilidad de Poissson
y los tiempos de servicio obedecen la curva normal, ante esto; (a) ;Cual sera el nimero promedio de clientes en
espera y en el taller? (b) ;Cudl serd ¢l tiempo promedio de espera y en el negocio de cada cliente?

XV1.12.- El Sr. Luis Aguilar tienen una flotilla de 4 camiones fleteros a los que da un chequeo general y



servicio en su propio taller después de cada viaje que realizan, con ¢l objeto de minimizar fallas ya que ha
{firmado un atractivo contrato de fleteo con una firma que manufactura productos del campeo. El Sr. Aguilar ha
estimado que cada 8 horas que pasa un camidn en el taller le ocasiona un costo por demoras de $300.00,
mientras que por olra parte cuenta con 4 mecanicos, cada uno de los cuales tarda en promedio ¢ horas para
darles el servicio requerido a los camiones. L.os mecdnicos ganan $120 .00 por un turno de 8 horas. Si los
camiones llegan al taller con una distribucién de Poissson de media 8 horas los tiempos de servicio se distribu-
ven en forma exponencial, ;Cual serd el nimero 6ptimo de mecanicos a emplear a fin de minimizar ¢l costo
total por concepto de demoras y sueldos?
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CAPITULO XVII

ANALISIS DE MARKOV

Introduccion.

El andlisis de Markov debe su nombre al matematico ruso A. Markov quien en la primera década de
nuestro siglo fue el primero en estudiar este tipo de fendmenos aplicandolo al movimiento browniano, Poste-
rormente hubo otros cientificos que aportaron al desarrollo de la teoria y as aplicaciones de este tema, entre los
que destacan Wiener y Kolmogorov.,

El analisis de Markov estudia los cambios que sufre una variable en un proceso dado, donde las propieda-
des del sistema dependen de la situacién del mismo en un periodo anterior, por 1o tanto esta formado por
modelos de tipo probabilistico. Ademas a semejanza del capitulo anterior. los modelos markovianos son des-
criptivos y no de optimizacion,

A eslos modelos suele conocérseles como Cadenas de Markov debido a que las condiciones del sistema
en un periodo dado, van eslabonadas a las del periodo anterior asi como también a las del posterior a él, de
modo que si conocemos el estado de un periodo cualquiera, pedemos obtener con ello el del periodo siguiente y
repetir este procedimiento cuantas veces sea necesario para conocer la situacion futura.

Estos modelos se aplican en diversas dreas de la administracion come son las de mercadotecnia, donde se
utilizan para describir la lealtad de los clientes hacia un producto dado; también se aplican a la planeacién de
personal, al manejo de cartera para la correcta administracion de las cuentas por cobrar y al anilisis del
reemplazo de los equipos, los cuales pueden ser de transporte, o bien la maquinaria de produccion.

Este capitulo se presenta tratando primeramente la terminologia utilizada en el tema: luego se hara la
introduccion de un caso base; posteriormente se tratard la manera de obtener la matriz de transicion : mas tarde
se verd la forma de utilizar esta matriz para calcular con ¢lla las condiciones del sistema tanto en un periodo
posterior como las del estado estable; después se presentard la manera de obtener la matriz fundamental y sus
aplicaciones; finalmente se tratara sobre la estimacién de los tiempos para la primera transicion del sistema de
un estado a otro distinto v el tiempo de regreso de un estado a si mismo.

L

Terminologia.

En este inciso daremos algunas definiciones Utiles para la mejor comprensién del capitulo.

Estado.- Se define como el conjunto de condiciones bajo las cuales se encuentra el sistema en un momen-
1o dado.

Probabilidad de Transicion.- Es ia probabilidad de pasar de un estado a otro distinto.

Estado Estable.- Es un estado en ¢l cual ya no hay cambios en ¢l sistema. es decir que se alcanza el
equilibrio.

Estado Absorbente.- Es un estado el cual una vez que se llega a €], ya no hay posibilidad de dejarlo, por
esto se dice que el estado absorbe a la cadena de Markov.

Tiempos de Transicién.- Son los periodos de tiempo que deben transcurrir para que el sistema cambie de
un estado inicial a otro final distinto. En ef caso de que un sistema vaya otra vez al estado inicial del cual partié,
a este tiempo se le denomina de regreso.

Cadena Ciclica.- Es también conocida como periddica y ¢s aquella cadena en la cual hay una secuencia
constante de cambios entre los estados del sistema. A cada secuencia completa se le [lama ciclo. Cuando una
cadena de Markov es ciclica, el sistema deja de ser probabilistico y se convierte en deterministico.

Ahora vamos a presentar un caso base de una cadena markoviana,



Caso Base.
El mercado de aguas de botelldon en Rioverde tiene a 4 competidores, los cuales son: Aqualite, Brissa,
Perlita y Hialina, los cuales segiin las estadisticas del mes anterior vendieron lo siguiente:

Marca Venta, # Botellones % Mercado
Aqualite 188 18.80
Brissa 278 27.80
Perlita 306 30.60
Hialina 228 22.80
Totales 1000 100.00

También se han aplicado unas encuestas a atgunos clienies para conocer acerca de la lealtad de €stos hacia
las diferentes marcas y la informacién obtenida se ha resumido en la siguiente tabla:

Tabla XVII.1.-Resultados de las encuestas.

Niumero de Namero de Namero de
Marca clientes clientes clientes Como cambian
encuestados ficles que cambian los clienies
Aqualite 30 21 9 3aB, 4aP, y 2aH
Brissa 40 32 8 3aA, 4aP y laH
Perlita 50 38 12 4aA, 6aB, y 2aH
Hialina 30 18 12 4a3A. 3aB. y 5aP

Donde en la iltima columna se han indicado las marcas mediante sus iniciales, asi por gjemplo, si obser-
vamos el primer renglén nos damos cuenta que Aqualite ha perdido a 9 clientes, de los cuales segun la ultima
columna de ese renglon 3 se cambiarin a Brissa. 4 a Perlita y los 2 restantes a Hialina.

Con los resultados de las encuestas, ;Qué deben esperar cada una de las marcas?

Matriz de Probabilidades de Transici6n.

Esta ¢s una matriz cuadrada, donde el nimero de renglones y de columnas serd igual al de estados que
tenga la cadena de Markov. sicndo cada clemento de la matriz. la probabilidad de transicion respectiva de pasar
del estado que encabeza el renglon donde esta ubicado el elemento hacia ¢l estado encabezado por Ta columna,
asi per ejemplo el elemento de la matriz correspondiente al primer renglén v a la scgunda columna seré la
probabilidad de pasar del primer estado al segundo.

La figura XVII.1 es un caso de una matriz de transicion de 3 estados, denotados como A, By C

Figura XVIL1.- Ejemplo de una Matriz de Transicin de tres estados: A, By C:

A B C
A 0.50 0.30 .20
B 0.25 0.45 0.30
C 0.30 0.15 0.55

En la figura observamos que para cl primer renglén las probabilidades de transicién indican que habra un
50% de los clientes que seran fieles a la marca {o estado) A, por su parte un 30% cambiaran de A a B y el 20%
restante cambiara de A a C. Como puede verse, la suma de probabilidades de cada rengién es la unidad, dado
que cada marca tendra un 100% de sus clientes al inicio del proceso de Markov, de los cuales retendra una parte
y €l resto cambiara a otras marcas debido a diversas razones que tendréan que ver con las estrategias de merca-
dotecnia que cada marca maneje.

En la figura XVIL.2 se muestra un diagrama de estados para la matriz de transicion de la figura XVIL 1.
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Figura XVIL2.- Diagrama de Estados para la
Matriz de Transicion de la figura XVIL1.

En esta figura vemos la manera cdmo la matriz de transicion queda representada en el diagrama. asi los
estades se indican por medio de circulos y las flechas que salen de cllos son las probabilidades de que sus
clientes cambien a otro estado, por esto las flechas que regresan al mismo estado del que salen. sefialan las
probabilidades de que los clientes sean retenidos por esa marca respectiva. Las puntas de cada flecha indican la
marca o eslado que gana clientes a la marca de la cual salid dicha flecha. asi por gjemplo en la figura anterior,
la Nlecha que sale de C y llega a B, marcada con 0.15 nos muestra que este valor sera la probabilidad de que la
marca B le ganc clientes a la C.

También es posible representar 1a matriz de transicion por medio de un diagrama de arbol, asi para el caso
anterior, si tenemos un cliente que se encuentra en el estado B al inicio del periodo cero, su diagrama sera el que
se muestra en la siguiente figura:

Periodo Periodo 1 Periodo 2

Figura XVIL3.- Diagrama de Arbol
para la Matriz de Transicion de la
figura XVIL1 para 2 periodos.

En este diagrama vemos que el cliente en el periodo cero se encuentra en el estado B y conforme a la
matriz de transicidn ticne para el siguicnic periodo la probabilidad de pasara Ade 0.25,aBde 045y deira C
en 0.30. Luego si el cliente en el periodo uno se halla en un estado dado tendra las probabilidades de ir a otro
estado para el periodo dos, conforme a la matriz de transicion. al y como se indica en ¢l diagrama anterior.



En este diagrama también se han sefialado las probabilidades de que ¢l cliente se encuentre en un estado
cualquiera en el periodo dos, las cuales son probabilidades condicionales. Asi estas probabilidades serén:
Probabilidad condicional de que el cliente esté en A en el periodo 2 dado que estaba en B en el periodo cero.

P(A,2 / B,0)=(0.25)(0.50)+(0.45)(0.25)+(0.30)(0.30)
=0.125+0.1125+0.090= 0.3275

Probabilidad condicional de que el cliente esté en B en ¢l periodo 2, dado que estaba en B en el periodo cero:

p(B,2 / B,0)=(0.25)(0.30)+(0.45)(0.45)+(0.30)(0.15)
= 0.075+0.2025+0.045 = 0.3225

Probabilidad condicional de que ¢l cliente esté en C en el periodo 2, dado que estaba en B en el periodo cero:

p(C,2 / B,0)=(0.25)(0.20)+(0.45)(0.30)+(0.30)(0.55)
= 0.050+0,135+0.165= 0,350

Como vemos, cada una de estas probabilidades se ha calculado mediante la suma de 3 opciones que el
cliente tiene de hallarse en el periodo dos en un estado dado cualquiera.

En general la matriz de transicion se representa mediante la formula siguicnte:

pll p 1z =+ - p In
pZI p 22 - p 2n
P=| oo Ec.(XVIIL.1)
pnl p nz p nn
Donde: Pi j = Probabilidad de transicion de cambiar del estado i al j

i = Renglon correspondiente al elemento
J = Columna correspondiente al elemento

Ademas se deberd cumplir con lo siguiente:

n
J_Z_ip’f Ec (XVIL.2)
Parai=1,2,. . .n
Esto es que la sumatona de probabilidades para cada renglén debera ser la unidad.

Para ilustrar la forma de obtener la matriz de transicidn, presentaremos un ejemplo:

Ejemplo XVTL1.- Para ¢l caso base obtener la matriz de transicién,

Solucidn:
Para resolver este problema debemos utilizar 1a informacion de las encuestas, la cual se halla resumida en

la tabla XVII.1 y denotaremos cada marca por su letra inicial.
Asi para la marca Aqualite, vemos que se encuestaron a 30 clientes, de los cuales 21 son leales a 1a marca,
por lo tanto,

Pu=51=070



Por su parte los 9 clientes restantes cambiaran de marca, de los cuales 3 se irdn a Brissa. 4 a Perlita y2a
Hialina. con esto tendremos:

3
=—=010
Pas 30

4
=—=01333
pAP 30 -

2
=— =00667
Pay 30

Para la marca Brissa se encuestaron a 40 clientes de los cuales 32 son ficles a la marca. por esto,

32
=——=080
Prs 40

De los 8 clientes que desean cambiar de marca, 3 se irdn a Aqualile, 4 a Perlita y 1 a Hialina, por lo tanto,
tendremos;

Por su parte para la marca Perlita se encuestaron a 50 clientes, de los cuales 38 seran fieles a la marca, es
decir,
3

8
=—=076
Per 50

De los 12 clientes que estan dispuestos a cambiar de marca, 4 se irian a Aqualite, 6 a Brissa y 2 a Hialina, por
lo tanto tendremos:;

4
=—=008
Pra 50
6
=—=012
Pro 50
2
=—=004"
Pry 50
Finalmente para Hialina, 18 de los 30 clientes encuestados seguiran con esta marca, por lo cual tendre-
mos,
18
=—=1060
pHH 30

De los 12 clientes que quieren cambiar de marca. 4 desean a Aqualite. 3 a Brissa y 5 a Perlita, por lo
cual esto nos dara:



4
Pus =35= 01333

3
=—=010
Pus 30

5
==—= 01667
pHP 30

Reuniendo cstas probabilidades en la matriz, ésta nos quedara en la forma siguiente:

0.70 0.10 0.1333 0.0667
0.075 0.80 0.10 0.025
0.08 0.12 0.76 0.04
0.1333 0.10 0.1667 0.60
Donde se han colocado los elementos de la matriz en el mismo orden en que se obtuvicron, es decir que el
primer renglén se refiere a Aqualite, el segundo a Brissa, el tercero a Perlita y el tltimo a Hialina.

Condiciones del sistema para periodos posteriores.

Una vez que sc tiene la matriz de transicion, la cual debe obtenerse mediante informacion de la cadena
markoviana tal y como lo hemos visto en el inciso anterior, ya que no es posible derivarla matematicamente.
entonces cstaremos en condiciones de poder obtener la situacién del sistema para uno o varios periodos poste-
riores. Para esto se utiliza la siguiente formula:

O(m) = Q(O)P" Ec(XVIL3)

Donde:
Q(m) = Vector de condiciones del sistema para el periodo m.
Q(0) = Vector de condiciones para el periodo inicial.
m = Niumero de periodos transcurridos.
P = Matriz de Transicion,

Aqui debemos recurrir a la multiplicacién matricial. tal y como se vio en el capitulo referente al repaso de
algebra, ya que tanto el vector Q(m) como el Q(0) sonde 1 por n, es decir de un renglon y de n columnas, donde
n sera el namero de estados de la cadena, mientras que la matriz P sera de n x n, por lo cual se cumplird con las
reglas de la multiplicacién matricial, que sefialan que el niimero de columnas de la primera matriz sea igual al
nimero de renglones de la segunda. Asi para obtener Q(1), es decir el vector de condiciones después de un
periode, tendremos:

Q(1)= Q(o)p Ec.(XVIL.4)
Por su paric para hallar Q(2), el vector de condiciones después de dos periodos, tendremos:

Q(2)=Q(0)P2 Ec. (XVILS)
Pero también

Q2= Q)P Ec.(XVIL6)



Con lo cual vemos que con las nuevas condiciones obtenidas para el primer periodo Q(1), podemos
obtener las del segundo periodo Q(2).
TNusiraremos esto con la aplicacién de la metodologia antes explicada al caso base.

Ejemplo XVII.2.- Hallar las participaciones de mercado de las diferentes marcas del caso base: (2) Para
el periodo 1; (b) para el periodo 2, (c) para otros periodos subsecuentes.
Solucidn:

Para el caso base las participaciones de mercado constituyen el vector de condiciones de la
cadena de Markov, siendo las iniciales (del periodo cero) las siguientes:

Q(0)=(0.188 6.278 0.306 0.228)

Por lo cual mediante la ecuacion (XVIIL.4) podemos resolver el inciso {a) para obtener las participaciones
del primer periodo.

(a)
Q)= Qo) P

Si sustituimos Q(0) y P, la cual obtuvimos al solucionar el ¢jemplo XVIIL. 1, tendremos:

0.70 0.10 0.1333  0.0667

0.075 080 0.10 0.025
Q1) =(0.188 0.278 0.306 0.228) 0.08 012 076 0.04

0.1333 0.10 0.1667 0.60
Por lo cual conforme a las reglas de multiplicacién matricial, tendremos para el vector Q(1):

Elemento del primer renglon
y la primera columna:

g(1);, = (0.188)(0.70) + (0.278)(0.075) + (0.306)(0.08) + (0.228)(0.1333)
=0.1316 + 0.02085 + 0.02-48 + 0.0304 = 0.20733

Elemento del primer renglon
y la segunda columna:

q(1)y, = (0.188)(0.10) + (0.278)(0.80) + (0.306)(0.12) + (0.228)%0.10)
=0.0188 +0.2224 + 0.03672 + 0.0228 = 0.30072

Eiemento del primer renglon
y la tercera columna;

g(1),5 = (0.188)(0.1333) -+ (0.278)(0.10) + (0.306)(0.76) + (0.228)(0.1667)
=0.025067 + 0.0278 + 0.23256 + 0.0380 = 0.32343

Elemento del primer renglén
¥ cuarta columna

q(1};,4 = (0.188)(0.0667) + (0.278)(0.025) + (0.306)(0.04) + (0.228)(0.60)
=0.012533 +0.00695 +0.01224 + 0.1368 = 0.16852



Por lo cual Q(1) es:
Q(1)=(0.20733 0.30072 0.32343 0.16852)

(b) Ahora por medio de la ecuacién (XVIIL.6) podemos obtener las participaciones del mercado para el
final del segundo periodo, es decir:

Q@) =QmP

0.70 0.10 0.1333 0.0667
0075 080 0.10 0.025
0.08 012 076 0.04
0.1333 0.10 0.1667 0.60

0(2) =(020733 030072 032343 0.16852)

L.a cual al resolverse nos dara:
Elemento del primer renglén
y la primera columna:

4(2)4; = (0.20733)(0.70) + (0.30072)(0.075) + (0.32343)(0.08) +(0.16852)(0.1333)
=0.14531 + 0.022554 + 0.025874 + 0.022469 = 0.21603

Elemento del primer renglon
y la segunda columna:

¢(2); = (0.20733)(0.10) + (0.30072)(0.80) + (0.32343)(0.12) + (0.16852)(0. 10)
=0.020733 + 0.240576 + 0.038812 + 0.0168512 = 0.31697

Elemento del primer renglon
y la tercera columna:

q(2)3 = (0.A20733)(0.l333) +(0.30072)(0.10) + (0.32343)(0.76) + (0.16852)(0.1667)
=10.027644 + 0.030072 + 0.245807 + 0.028087 = (.33161

Elemento del primer renglén
y la cuarta columna.

4(2);4= (0.20733)(0.0667) + (0.30072)(0.025) + (0.32343)(0.04) + (0.16852)(0.60)
=0.013822 +0.007518 + 0.012937 + 0.101112 = 0.13539

Por lo que al final del segundo periodo, las participaciones de mercado serin:
Q(2) =(0.21603 0.31697 0.33161 0.13539)

(c) Para este inciso se pueden obtener las participaciones de mercado para periodos posteriores me-
diante la ecuacion (XVIL3), o bien la siguiente que es equivalente:

Q(m)=Q(m -1) P Ec.(XVILT7)

Los resultados para los periodos del cero al séptimo se sintetizan en la tabla siguiente:



Tabla XVIL2.- Participaciones de mercado de las marcas para los periodos del cero al séptimo.

Periodo Aqualite Brissa Perlita Hialina
0 0.1880 0.2780 0.3060 0.2280
1 0.20733 0.30072 0.32343 0.16852
2 0.21603 0.31697 0.33161 0.13539
3 0.219 0.3285 0.3351 0.1168
4 0.2207 0.3367 0.3363 0.1063
5 0.2208 0.3424 0.3364 0.1004
6 0.2205 0.3464 0.3361 -0.0970
7 0.2202 0.3492 0.3356 0.0950

Aqui vemos que fas participaciones de mercado cambian mas cn los primeros periodos que en los
subsecuentes, para los cuaies podemos ver que los cambios son menores. Esto nos da la idea de que el sistema
se ha movido a un punto quizis cercano al estado cstable, :

Condiciones del Estado Estable.

Al resolver ¢l inciso (c) del ejemplo anterior hemos visto que la cadena markoviana formada por las
marcas vendedoras de agua de botellén se ha acercado al estado estable. De hecho una mancra posible aunque
no la mas eficiente, de obtener las condiciones del sistema para el estado estable, es repetir iterativamente los
calculos hechos para los primeros periodos hasta que ya no haya cambios en las participaciones de mercado de
las difergntes marcas,

Otra forma dc lograr esto es mediante la metodologia que en seguida explicaremos:

Lo primero serd retomar la ecuacion (XVIL.7), la cual es:

Qm)=Q(m-1) P

Donde
Q(m)}=(ey ey e3...... € ) Ec. (XVIL8)
Siendo
ei = Participacion de mercado de 1a marca i

Una vez que se ha alcanzado el estado estable, tendremos que
Qm)=Q(m-1)=(e; e e3...... €n) Ec.(XVIL.9)
Ya que no habr cambios entre el vector (m -1) y el del siguiente periodo Q(m).
Por su parte la matriz de transicioén P viene dada por Ia ecuacion (XVII.1).
Si observamos la manera cdmo se lleva a cabo 1a multiplicacién matricial conforme a la ecuacién (XVIL7)

cuando se multilplica el primer renglon de Q(m-1) por la primera columna de P para obtener el primer
elemento de Q(m), ¢l cual serd ey , es decir.

€] =P11€1 TP21€ T +pny e, Ec. (XVIL10)

Por su parte para el segundo elemento de Q(m), el cual se obtendra por multiplicar el primer renglon de
Q(m -1) per la segunda columna de P, tendremos:

€2 =P12€] TPapey t.. +pny e, Ec. (XVILI11)

D¢ una manera similar se hace esto para el enésimo glemento. para obiener:



en=pine; +pypep +o +Pnn €n Ec. (XVII.12)

Con esto habremos generado un sistema de n ecuaciones algebraicas lineales con igual nimero de incdg-
nitas, las cuales serdn el e2, ........... , en, s6lo que estas n ecuaciones no son todas independientes, por lo que
debemos incorporar la ecuacién que nos falta, la cual es la de la sumatoria de las participaciones de mercado en
el estado estable, la cual debe ser igual a la unidad, es decir,

eptest . te,=1 Ec. (XVIL.13)

Con lo cual nuestro sistema ya tiene el mismo nimero de ecuaciones independientes que de incdgnitas.
Este sistema puede solucionarse mediante un método apropiado como ¢l Gauss Jordan presentado en el capi-
tulo 11 de este texto; o bien si ¢l sistema es de tres estados, puede resolverse por medio de la regla de Cramer.

Una observacidén importante es la siguiente: Si analizamos ¢l sistema gencrado de n ecuaciones con n
incégnitas, nos daremos cuenta que las participaciones de mercado iniciales no intervienen para nada. Esto
significa que las condiciones de estado estable dependen sélo de la matriz de transicién y no de las condiciones
iniciales.

A continuacion aplicaremos esta metodologia al caso base.

Ejemplo XVIL3.- Obtener para el caso base las participaciones de mercado en el estado estable.

Solucidn:
Puesto que el caso base consta de 4 estados, €sto nos generard un sistema de 4 ecuaciones con 4 incogni-
tas, el cual serd el siguiente.
€1=P11 €1 tP21€ TP31€3 TP &g
€2 =P12€1 * P22€2 *p3ped tpyy 4
€3=P13€] *Py3 € +p33ed *py3 4
€4 =p1acl * paaey Tp34el tpgqcy

Sélo que de estas 4 ecuaciones tenemos 3 que son independientes, por lo que la ecuacion faltante serd la
de la sumatoria de participaciones de mercado, segin la ecuacién (XVII.13),
€1 +e2+e3+e4 =1

Ahora con nuestro sistema de ecuaciones totalmente formado, procederemos a sustituir las probabilida-
des de transicion de la matriz respectiva, para obtener:

e)=070e; +0.075e9 +0.08e3 +0.1333 ¢4
€ =0.10e) +080ey +0.12 e3 +0.10 ey

€3 =0.1333 €] +0.10 € +0.76 ey + 0.1667 c4
¢4 =0.0667¢) +0.025¢y +0.04e3 +0.60¢y

el +e2 +e3 +ed =1

De aqui tomaremos 4 ecuaciones, de las cuales una debe ser necesariamente la ltima y las otras 3 las
escogeremos arbitrariamente, tomando las 3 primeras, las cuales Iuego de reacomodarse ¢ igualarse a cero, nos
quedaran en la forma siguiente.

0.30¢;) + 0.075ey +0.08eq +0.1333¢4= 0

0.]081 -0.2062 +0.]2€3 +0.1084=0

0.1333¢; +0.10¢y 0.24 ¢35 +0.1667¢4 =0
€] +¢ +B3 +e4 =1

Este sisterna ya puede sotucionarse por cualquier método que sea adecuado como el Gauss Jordan, con el
cual se obticne la siguiente solucién:



e =0.2188
¢y = 0.3556
ey = 0.3336
¢q = 0.0920

Estos resultados junto con las participaciones de mercado de las marcas para los periodos cero y séptimo
los agrupamos en la siguiente tabla: ‘

Tabla XVIL.3.- Resultados del caso base.
Diferencia del

Marca Part. Mercado Part. Mercado Part. Mercado Estado Estable
Peniodo 0 Periodo 7 Estado Estable y ¢l Periodo 0
Aqualite 0.1880 0.2202 0.2188 +3.08
Brissa 0.2780 0.3492 0.3556 +7.76
Perlita 0.3060 0.3356 0.3336 +2.76
Hialina 0.2280 0.0950 0.0920 - 13.60

Se han incluido las participaciones del periodo 7 con el fin de compararlas con ¢l estado estable, para
darnos cuenta de que va no hay un cambio significativo en ellas, por lo que en el periodo 7 ya estamos cerca del
equilibrio del sistema.

También en la Gltima columna se presentan las diferencias porcentuales entre las participaciones de
mercado de las marcas entre ¢l periodo cero y las del estado estable, con 1o cual nos damos cuenta que a marca
Hialina perderd irremediablemente la mayor parte de su mercado en caso de no efectuar alguna medida de
mercadotecnia conveniente a fin de cambiar el rumbo de estas tendencias. Por su parte las otras marcas ganan
mercado siendo Brissa la de mayor ganancia,

Obtencidn y Aplicaciones de la Matriz Fundamental.

La matriz fundamental es muy 1til para el andlisis y solucion de situaciones en las que aparecen estados
absorbentes, ya que estos casos no pueden manejarse en la forma normal que ha sido descrita en los incisos
anleriores.

La metodologia para obtener la matriz fundamental, la cual s¢ denotara como R, es la siguiente:

1.- Obiener la matriz de transiciéon P en la forma usual, incluyendo a los estados absor-
bentes.

2.- Eliminar de la matriz P los renglones correspondientes a los estados absorbentes.

3.- De lo que ha quedado de P en el paso anterior, dividirlo en 2 partes: S que serd la
parte no absorbente respectiva (se inchiirdn aqui las columnas no absorbentes) y T,
que llevara las columnas absorbentes,

4.- Obtener la matriz U mediante la siguicnte formula:

U=1-8§ Ec.(XVII.14)
Siendo I la matriz identidad del mismo orden que S.
5.- Finalmente se obtiene la matriz fundamental R, por medio de la ecuacién siguiente:
R=U-1 Ec.(XVIL.15)

Donde vemos que R es la matriz inversa de U, la cual puede obtenerse por medio de
algunos de los méiodos de inversidn de matrices vistos en el capitulo I1.

Esta matriz R ¢s de suma utilidad para aquellos casos donde existen estados absorbentes, ya que cada
elemento nos da informacidn sobre la situacion del sistema. lo cual dejaremos en claro al resolver el ejemplo
XVII4,

Otra matriz que es muy util en estos casos es la matriz de proporciones denominada como W, la cual
pucde obtenerse facilmente mediante la siguiente expresién:

W=RT Ec. (XVIL16)



La matriz W nos da las proporciones de cuales y cuantos de los estados no absorbentes llegardn a uno de
los estados absorbentes.
Ilustraremos lo antes explicado con el planteamiento de un caso de este tipo.

Ejemplo XVII.4.-La escuela secundaria "Francisco I. Madero” esta haciendo un estudio de su poblacién
estudiantil a fin de planear mejor sus actividades futuras. De los 3 grados que hay, se han recabado las siguien-
tes estadisticas durante el dltimo ciclo escolar.

Tabla XVI11.4.- Estadisticas de la Escuela "Francisco 1. Madero” durante el tltimo ciclo escolar.

Grado Numero de Alumnos Alumnos Alumnos que
Escolar Alumnos Aprobados Reprobados se retiraron
Primero 600 534 42 24
Segundo 520 481 26 13
Tercero 500 445 30 25
Totales 1620 1460 98 62

De aqui todos los alumnos que aprobaron ¢l tercer aiio obtuvieron su graduacién del nivel de educacién
secundana.

Si para el siguiente ciclo escolar la escuela tiene 1200 solicitudes de alumnos de nuevo ingrese, de los
cuales un promedio del 80% aprueban ci examen de admision. ;Qué debe hacer la administracion escolar para
los afios venideros?

Solucién:

Lo primero serd obtener la matriz de transicion P para este caso, la cual constara de 5 cstados, los cuales
serdn uno por cada grado escolar, otro por los que abandonan fa escuela y otro mas por los que se gradian.

Para los del primer grado escolar que son 600, habra una fraccidn de 534/600 =0.89 que pasan al segundo
grado; permanecen en el primer grado los reprobados, es decir 42/600 = 0.07; mientras que los restantes son
alumnos que se retiran, es decir 24/600 = 0.04.

De los alumnos del segundo grado, pasan al tercero una proporcién de 481/520 = 0.925; permanecen en
- segundo aifio 26/520= 0.05; se retiran 13/520 = 0.025,

De los alumnos del tercer grado se gradian los que resultan aprobados, es decir una fraccion de 445/500
= 0.89; permanccen en el tercer afio los reprobados, éstos son 30/500 = 0.06; mientras que los que se retiran son
25/500 = 0.05.

Por su parte para los estados de los que se gradian y los que se retiran, los alumnos que llegan a uno de
€50s estados no van a ninguna parte después, lo cual significa que estos dos estados son absorbentes. Con esto
nuestra matriz de transicién tendré 5 estados tal y como lo habiamos comentado y quedar4 en la forma siguiente.

| 2 3 G R
1 007 089 0 0 0.04
2 0 0.05 0925 0 0.025
3 0 0 0.06 089 0.05
G 0 0 0 1 0
R 0 0 0 0 1

Dondc cada grado se ha denotado por su nimero respective, G es el estado de los que se graditan y R de los que
se retiran,

Lo siguiente serd obtener la matriz fundamental, para {a cual conforme al procedimiento sefialado ya tenemos
el primer paso por lo que iremos al segundo paso, segin el cual de la matriz de transicién anterior, eliminare-
mos los renglones absorbentes, G y R en este caso. para obtener:

1 2 3 G R
1 007 089 0 0 0.04
2 0 0.05 0.925 0 0.025
3 0 0 0.06 0.89 0.05



Luego el tercer paso nos indica dividir esta ultima matriz en dos partes: la matriz 8, que incluira las
columnas no absorbentes, es decir la 1, 2 y 3; y la matriz T, la cual llevara las columnas G y R, es decir las
absorbentes, con esto tendremos:

007 089 0 0 0.04
S=|0 0.05 0925 T=10 0.025
0 0 0.06 .0.89 0.05

Posteriormente segiin el cuarto paso, obtendremos la matriz U mediante la ecuacion (XVIL. 14):

I 0 0y (007 08 0
0

U=1-8§=10 1 -0 0.05 0.925
0 0 1 0 0 0.06
093 -0.89 0
U=|0 095 -0925
0 0 0.94

Finalmente segun el quinto paso, obtendremos Ia matriz fu_ndamerital R mediante la ecuacién (XVII.15):

-1

093 -089 O
R=U"'=]|0 0.95 -0.925
0 0 0.94

De esta matriz U obtendremos su inversa por medio del método de Gauss Jordan para obtener:

1.0753  1.0074  0.9913
R=|0 1.0526  1.0358|
0 0 1.0638

Esta es nuestra matriz fundamental la cual se interpreta de la si guiente manera: Cada renglon nos brinda
el namero promedio de periodos que cada estudiante del estado respectivo al renglon pasa en cada estado
correspondient¢ a la columna donde estd ubicado el elemento, asi por ejemplo el elemento del primer renglon y
la segunda columna, que es 1.0074 nos muestra el numero promedio de periodos que ur estudiante de primer
grado (valor del renglon), pasa en ¢l segundo grado (valor de la columna).

Otra informacidn que se obtiene de esta matriz es 1a sigutente: Para cada renglén de la matriz 1a sumatoria
de sus elementos nos indica el nimero de periodos de tiempo que pasardn para que un elemento que se encuen-
tra en ¢l estado respectivo al renglon alcance uno de los estados absorbentes, asi para el caso del segundo
renglon la sumatoria de sus elementos es 2.0884 (0 + 1.0526 + 1.0358), el cual nos indicara el mimero de
periodos que transcurren en promedio antes de que un estudiante del segundo grado alcance uno de los estados
absorbentes, es decir graduarse o retirarse de la escuela,

Como podemos ver con esto, la matriz fundamentat es muy atil para la administracién , ya que nos da
informacién valiosa sobre la situacion del sistema, la cual es necesaria para la planeacion adecuada de las
operaciones.

Ahora procederemos a calcular la matriz de proporciones W, mediante la ecuacion (XVIIL.16), con la cual
obtendremos:



(1.0753 1.0074 09913} 0 004
= 0 1.0526 1.0358|| 0  0.025
. 0 0 1.0638/\0.89 0.05
(0.8822 0.1178
= (09219 0.0781
\0.9468  0.0532

En esta matriz los renglones se refieren a los estados no absorbentes, es decir cada grado escolar y las
columnas a los absorbentes, la primera para los graduados y la segunda para los retirados, con esto cada
elemento nos indica qué proporcion del total de los estudiantes de un estado no absorbente lograran en prome-
dio cada uno de los estados absorbentes, asi para nuestro caso de los estudiantes del primer grado el 88.22%
lograran graduarse y los restantes 11 78% se retiraran antes de terminar sus estudios, mientras que los del
segundo afio se graduardn el 92.19% y el 7.81% no lo haran ; finalmente de los del tercer grado se graduaran
el 94.68% y se retiraran el 5.32% restante.

De esta forma la administracion escolar puede esperar que de los 960 alumnos que ingresarin en €l
préximo ciclo (80% de 1200 solicitudes), de éstos,

(960) (0.8822) = 847 se graduaran en 3 afios

Con esto la escuela debera planear sus operaciones, organizarse y contratar personal adicional para cn-
frentar sus retos futuros, ya que esto implica un incremento en €l ndimero de estudiantes graduados del 90%
para los proximos 3 afios con respecto al ciclo actual, en el cual sélo se gradian 445 alumnos.

Tiempo de Transicién de un estado a otro .

En este inciso veremos la manera de estimar ¢l tiempe para que alguien que se encuentre en un cstado
dado del sistema, cambie a otro, ya sea éste un estado distinto al inicial o ¢l mismo, en cuyo caso al tiempo de
transicion se le conoce como liempo de regreso.

La férmula para calcular el tiempo de transicion desde un estado inicial hasta otro final distinto es la
siguiente:

fiy =1+ Zp'ikfkj Ec. (XVIL17)
3
Donde: Jif = Tiempo de transicidn para pasar del estado i al j

pik = Probabilidad de transicién de pasar del estado i al k
n = Numero de estados del sistema

Por su parte para calcular el tiempo de regreso de un cliente desde un estado inicial i hacia el mismo
estado, la formula es la siguiente:

1
fi = — Ec. (XVIL18)
€
Donde: Jfii = Tiempo de regreso para salir de i v volver ahi mismo

ei = Probabilidad del estado de i en condiciones de estado estable,

Ahora ilustraremos la aplicacion de estas formulas con un gjemplo.



Ejemplo XVILS5.- Obtener los ticmpos de transicion y de regreso para el caso base.
Solucién: VoL
Lo primeroe sera retomar ta matriz de transicién del caso base Ia cual era

0.70 0.10 0.1333 0.0667
0075 0.80 0.10 0.025
0.08 0.12 0.76 0.04
0.1333 0.10 - 0.1667 0.60

Podemos entonces calcular los tiempos de transicion entre estados distintos vsando la ecuacion (XVIL17),
para obtener:
Estado final j= B
Parair de A a B (i=A, j=B):

f,w =1+ ZpAkka 7

k=A, P.H

Esto es

JAB = 1+pd AfAR +pAP fPB +piAH fHB
=1+0.70 fAB +0.1333 fPB +0.0667 /HB

Aqui hemos denotado las diferentes marcas mediante sus iniciales, tal v como se habia manejado antes.
La dltima ecuacién tiene 3 incognitas, por lo que para poder solucionarla haran falta otras 2 ecuaciones, las
cuales se obtendran al plantear la ecuacion (X VI 17} para los otros dos posibles estados iniciales P y H.
Entonces al hacer esto, tendremos: '

Para ir de P a B (i=P, j=B):

\N"n £
sy Ay
k=A.P.H

f

Jes =1+

Esto es :
JPB =1+pP A fAB +pPP fPB +pPH fHB
= 1+0.08 fAB + 0.76 /PB +0.04 fHB

Siendo és1a 1a segunda ecuacién.

Parair de H a B (i=H, j=B):

Jug =1+ zpﬁkfks

k=A.P.H

Esto es
JHB =1+pH A fAB +pHP fPB +pHH fHE
=1+0.1333 f4B +0.1667 fPB +0.60 /HB

Siendo ésta nuestra tercera ecuacion, por lo que ya tenemos nuestro sistema de ecuaciones completamente
formado, las cuales al rearreglarse nos quedan en la siguiente forma:

0.30 fAB -0.1333 /PB -0.0667 fHB =1
-0.08 /4B +0.24 fPB -0.04 fHB =1
-0.1333 /4B <0.1667 /PB +0.40 fHB =1



Este sistema se resuelve facilmente mediante la regla de Cramer o el método de Gauss Jordan para
obtener;
JAB =9.314 meses
JPB=8.818 meses
JHB =9.279 meses

Puesto que los periodos de tiempo del caso base eran meses.

Procediendo de una manera analoga para el estado final j=H. tendremos:
Para irde A a H (i=A, j=H):

Jag =14 szkka

k=A4.B.P
Esto es
JAH = 14+p4 A fAH +p4AB fBH +pAP [PH
=1+0.70 JAH +0.10 /BH +0.1333 JPH

Ahora para ir de B a H (i=B, j=H):

Souw =1+ Zpﬁk S

k=A.B.P
Estoes )
JBH = 1+pBA fAH +pBB JBH +pBP fPH
=1+0.075 fAH +0.80 fBH +0.10 fPH

Finalmente para ir de P a H (i=P, j=H):

Seu =1+ ZpPkka

k=A,B.P
Esto es
SPH =1+pPA fAH +pPB fBH +pPP JPH
= 1+0.08 f4H +0.12 fBH +0.76 fPH

Si rearrcglamos estas 3 ecuaciones, tendremos:

0.30 fAH -0.10 fBH -0.1333 /PH =1
- 0.075 fAH +0.20 /BH -0.10 fPH = |
-0.08 fAH -0.12 fBH +0.24 fPH =

El cual al resolverse nos da fo siguienie:

JAH =23.15]1 meses
JBH =26.164 meses
JPH =24 966 meses

Ahora para ir al estado finat j=A. tendremos:
Parair de B a A (i=B, j=A):

o =1+ Zkaka

k=B .P.H
Esto es
JBA = 1+pBB fBA +pBP fPA +pBH JHA
=1+0.80 £ B4 +0.10 /P4 +0.025 fHA



Parairde P a A (i=P, j=A):

-.fBA =1+ ZPkakA
k=R P H
Esto es

/P A=14pPB fBA +pPP fPA +pPH fHA
= 1+0.12 /BA +0.76 fPA +0.04 fHA

Luego parair de H a A (i=H, j=A):

JHA=1+ Zka Jia

K=B.PH

Estoes '

JHA =1+ pHB fB A +pHP fP A+pH H fHA
=1+0.10 /B A +0.1667 /P A+0.60 fH A

Entonces al rearreglar estas 3 ecuaciones, tendretnos:

0.20 fBA - 0.10 /P A - 0.025 fHA =1
-0.12 fBA +0.24 P A - 0.04 fHA =1
-0.10 fBA - 0.1667 P A+ 0.40 fHA =1

Las cuales al solucionarse nos dan:

JBA = 12.406 meses
SPA=12.147 meses
JHA = 10.663 meses

Finalmente para ir al estado final j=P, tendremos:
Parairde A a P (i=A, j=P):

fAP=1+ D Pu fir
k=4 B H
Esto es

JAP = 1+pAA fAP +pAB /BP +pAH /HP
= 1+ 0.707AP +0.10 /BP +0.0667 fHP

Para ir de B a P (i=B, j=P):

JBP =1+ Z Paictir
K=ABH
Estoes

/BP = 1+pBA fAP +pBB /BP +pBH fHP
= 140.075 fAP +0.80 /BP +0.025 /HP

Luego para ir de H a P (i=H, j=P):

JHP =1+ mefkp

K=ABH



Estoes
JHP = 14+pHA fAP +pHB /BP +pHH fHP
= 14+0.1333 JAP +0.10 /BP +0.60 fHP
Las cuales al rearreglarse, nos dan:

0.30 AP - 0.10 /BP - 0.0667 /HP = 1
0.075 fAP +0.20 /BP - 0.025 /HP = |
-0.1333 fAP - 0.10 /BP +0.40 fHP = |

Cuya solucion es:

JAP = 7937 meses
J/BP = 8.898 meses
JHP = 7.370 meses

Ahora procederemos a estimar los tiempos de regreso a un mismo estado inicial, para lo cual utilizaremos
las probabilidades de estado estable del caso base, las cuales son:

eA=021388
eB =0.3556
¢P =0.3336
eH=0.0920

Entonces mediante la ecuacion (XVII. 18) calcularemos los tiempos de regreso. los cuales serdn:

1 1

Sui = Z = 02188 - 4570 meses

Jus = o1 . 2812 meses
e, 03556

Sop = L 2.998 meses
e, 03336

Sun = LIV = 10870 meses
e, 0092

Todos estos resultados se agrupan ¢n la tabla siguiente:

Tabla XVILS.- Tiempos de Transicion y Regreso para el caso base en meses.

Estado final
Estado inicial Aqualite Brissa Perlita Hialina
Aqualite 4,570 9.314 7.934 23.151
Brissa 12.406 2812 8.898 26.164
Perlita 12.147 8.818 2.998 24,966
Hialina 10.663 9279 | 1370 10.870

En ella vemos como los tiempos para que Hialina logre captar clientes son notoriamente mayores, debido
a que ¢s la marca con peores posibilidades de ganar mercado.



PROBLEMAS PROPUESTOS

XVIL1.- El Sr. Antonio Zuiiiga esta plantedndose la posibilidad de vender su huerta de naranjas, la cual
consta de 10 hectireas, se considera por experiencias de afios pasados que la cosecha puede ser cxcelente,
buena, regular o mala. Dado que la cantidad de frutos tiende a ser alternante, es decir que luego de un afio bueno
sigue por lo general uno malo y viceversa, cnando s¢ ha tenido una produccién excelente el siguiente aiio la
probabilidad de repetir es de sélo un 10%, un 20% de lograr una cosecha buena, 30% de que sea regular y el
restante 40% de que sea mala; si la produccion ha sido buena, entonces para el afio siguiente las posibilidades
son de un 23% de que se repita, 17% de que sea excelente, un 32% de que sea regular y el resto de que sea mala;
si la cosecha ha sido regular, entonces la probabilidad de cada opcion es la misma, es decir el 25% y finalmente
si la produccion ha sido mala, para el afio siguiente las posibilidades son de un 33% de que sea excelente, un
38% de que sea buena y un 29% de que sea regular.

El costo anual promedio por hectirea se estima en $6000.00 y los ingresos para cada opcién de produc-
cion son:

Opcion de Produccion Ingresos, $/Ha. afio
Excelente : 15.000.00
Buena 10,000.00
Regular 6,000.00
Mala 3.000.00

Calcule:

(a) La matriz de probabilidades de transicion.

(b) Si el dltimo afio fue regular, ; Cudl serd la probabilidad de ganancias para el afio siguien-
te?

(¢) ¢ Cual sera la situacion para un futuro lejanc?

{d) ¢, Cudntos periodos tendran que transcurrir para pasar de una cosccha determinada hasta
una excelente?

XVIL.2.- La compafiia “Secretarias al Instante” ofrece los servicios de recursos humanos para eventos
tales como conferencias, seminarios, congresos y otros similares. La empresa cuenta con capacitacion continua
para sus trabajadoras, razon por la cual es frecuente que se les examine en su aptitud para su trabajo. Por esto
también se tiene un escalafon de niveles de aptitud los cuales van desde el T, que ¢s el mas bajo hasta el IV que
es el de mayor capacidad. De estadisticas de afios anteriores se tiene la siguiente informacién: De las secretarias
de nivel 1, el 20% permanecen en ese nivel, el 43% pasan al II, ¢l 20% pasan al III y ¢l 17% restante lo hacen
hasta el IV nivel; por su parte para las del nivel I1, un 25% ahi se quedan, 7% se atrasan al I, 43% vanal Il v
25% brincan hasta el IV: de las que se hallan en el tercer nivel, 3% van al segundo, 52% permanecen y el resto
van al IV; finalmente de las de nivel IV, permanecen ahi el 82%y el resto bajan al III. Los cambios de categorias
se dan anualmente,

Obtener:
(a) La matriz de transicion,
(b) Para una secretaria que se halle en el nivel 1L, jqué esperara para los 2 proximos aiios?
{c} ¢Cuales seran las probabilidades a largo plazo?
{d) ;Cuantos periodos tomara en promedio ltegar al nivel IV partiendo de los otros 3 7

XVIL3.- La presa “Las Golondrinas” capta agua en la temporada de lluvias, parte de la cual se asigna a
los ejidatarios del lugar para fines agricolas segin la tabla si guiente de abastecimiento.



Nivel de agua en la presa Abasto para agricultura
Vacia 0
145 0
2/5 1/5
3/5 2/5
4/5 2/5
Llena 3/5

Del servicio meteoroldgico se han obtenido datos de precipitaciones pluviales de afios anteriores, los
cuales convertidos a fracciones de la capacidad de la presa han sido los siguientes:

Precipitacion pluvial Probabilidad
0 0.10
175 0.25
2/5 0.30
3/5 0.20
4/5 0.10
5/5 0.05

Ante esto estime:

{a) La Matriz de¢ probabilidades de transicion.

{b) Si la presa se halla a 2/5 de su capacidad, jcudl serd la situacion para los 2 periodos siguien-
tes?

{c) ;,Cual seria la situacion a largo plazo?

(d) Partiendo de cada estado distinto, ;cuales serdn los tiempos que transcurriran para llegar a
terter 1a presa vacia?

(e} (Cuales seran los tiempos para quedar con la presa llena?

XVILA4.- La empresa “Frutas de Rioverde” maneja cajas de pldstico en las cuales embarca las frutas que
trabaja en la temporada de cosecha, cada afio después de esta época, se revisan estas cajas y por lo general de las
que estdn en buen estado el 8% estdn deterioradas y el 2% inservibles, por lo cual salen de la circulacién para
ser revisadas y reparadas; del total de las deterioradas el 67% en promedio son reparadas y pueden volver a ser
ulilizadas, mientras que ¢l 33% restanie estdn inservibles.

Obtenga:

(a) La matriz de transicién.

(b) Si se inicia con una caja en buen estado. ;Cudl sera la situacién después de una y de dos
temporadas?

(c) ¢ Cudl serd ¢l estado de las cajas a largo plazo?

(d) ;Cudl sera el tiempo promedio para que se llegue de una caja buena o deteriorada a una
inservible?

(e) {Cudl serd 1a matriz fundamental?

XVIL5.- Una clinica especializada para enfermos de SIDA estd haciendo un estudio de sus estadisticas de
enfermos y ha encontrado lo siguiente: Del total de gentes que se hacen un examen para ver si se han contagiado
con el virus, el 8% resultan positivos y el resto negativos; Jos que resultan positivos pasan a observacién, para
cuidar el desarrollo del virus, de ellos el 20% resultan sanos y sin ningin problema, solo que deberan someterse
a nuevos examenes posteriormente, el 40% permanecen en observacion, el 28% pasan a ser hospitalizados y el
restante 12% van a terapia intensiva; de los que son hospitalizados, €l 6% logra salir de la clinica ya totalmente
recuperados, el 20% pasan a la etapa de observacidn, el 23% siguen hospitalizados, el 32% pasan a terapia
intensiva y ¢l 19% fallecen; finalmente de los que llegan a terapia intensiva, el 15% pasa nuevamente a obser-
vacion, el 32% a hospitalizacion, el 26% permanece y el resto fallece.



Calcule:
(a) La matriz de transicion.
{b} Si se parte de un paciente que se somete a examen por primera vez, ;Cual sera la situacion
después de uno, dos y tres periodos?
(c) ;(Cual serd la matriz fundamentai?
{d) ;Cuales seran los tiempos para llegar de una etapa cualquiera hasta la de sanos?
(¢} ;Cudles seran los tiempos para legar de una etapa cualquiera hasta la de muerte?

XVIL6.- El Banco de la Zona Media estd analizando su cartera de clientes, ya que dlttmamente ha tenido
muchos problemas de cartera vencida. Dispone de la siguiente informacion: Del total de clientes del banco, el
51% solicitan crédito y el 49% no lo hace; de los que solicitan un crédito, el 3% pagan puntualmente, el 69%
siguen con saldos y el resto pasan a cartera vencida; de los que han llegado a cartera vencida, el 18% logran
pagar lodo, el 21% pasan a ser clientes con saldo normat, el 35% siguen v el resto pasan a ser considerados
como incobrables, situacién que maneja el departamento legal.

Estime lo siguiente:
(a} La matriz de transicion. .
(b) De los clientes que solicitan por primera ocasién un crédito, ;Como estarin después de
uno, dos y tres periodos?
(¢) ;Cudles seran los tiempos promedio para pasar de clicntes con saldo o de cartera vencida
hasta la calegoria de incobrables?

XVIL7.- La Compafiia Distribuidora de Pan Exquisito cuenta con una flotilla de 38 vehiculos para hacer.
llegar sus productos a los detallistas, quienes por lo general son pequedias tiendas. Cada fin de mes se hace un
chequeo mecanico de cada unidad, de registros anteriores se sabe que de los vehiculos que se someten a revi- .
sion. el 78% se halla en buenas condiciones, el 15% deben someterse a una reparacion menor y ¢l 7% restante
a reparacion mayor, como ¢s el arreglo general del motor; de los vehiculos que liegan a reparacion menor, €l

65% quedan listos para dar servicio nuevamente, el 18% permanecen y el 17% restante van hasta reparacién
mayor, finalmente de los que llegan a arreglo mayor, el 38% quedan reparados, el 40% pasan lucgo a repara-
cién menor, ¢l 7% siguen y el 15% restante deberdn ser reemplazados.

Calcule:
(a) La matriz de transicion.
(b) ;Cual seré la situacion de los 38 vehiculos después de uno, 2 v 3 meses?
(c) ;Cudl serd la matriz fundamental?
(d) (Cudles serdn los tiempos para llegar de un estado dado hasta el de reemplazo?
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CAPITULO XVIII

MODELOS DE PRONOSTICOS

Introduccion.

Los pronésticos son una parte muy imporiante en la planeacién de las empresas e instituciones, ya que
todos los departamentos de éstas elaborardn sus planes operativos, objetivos, presupuestos y programas basados
en elles.

Asi por gjemplo el departamento de ventas y mercadotecnia necesita un prondstico de ventas para fijar sus
objetivos y planes. Del mismo modo las secciones de produccién y mantenimiento disefiardn sus planes y
programas de adquisicion de materias primas, contrataciones de personal ¥y mantenimiento preventive de la
maquinaria apoyados en un prongstico de las cantidades y los tiempos de produccion. Por su parte los departa-
mentos contable y financiero elaboraran sus presupucstos y flujos de efectivo basados en un prondstico sobre los
ingresos y egresos para el siguiente periodo.

Por lo antes seiialado es ficil darse cuenta de 1a gran importancia que tienen los prondsticos en la etapa de
planeacién de todos los negocios.

Todos los modelos existentes de prondsticos se basan en datos histéricos de la variable que se va a pronos-
ticar para obtener de ellos proyecciones hacia el futuro.

En este texto se presentan primeramente las clasificaciones mas comunes sobre los modelos de prondsti-
cos, luego se tratan algunos de los modelos mas usuales como son el método grafico, modeles de series de
tiempo, modelos causales y finalmente los modelos subjetivos.

Clasificacion de los Modelos de Prondsticos.
Hay 2 maneras mas usuales de clasificar los modelos de prondsticos, fas cuales son las siguientes:

1.- Segun el plazo de tiempo para el cual se utilizan, pudiendo ser de corto, mediano
o largo plazo.

2.- Segun el tipo de modelo, los que pueden ser cualilativos y cuantitativos, los que
a su vez s¢ subdividen conforme al esquema de la figura XVIIL 1

Figura XVIIL.1.- Clasificacién de los Modelos
de Prondsticos segin su tipo.

~ (' Método Grifico
Modelos
. Cualitativos <
Tipo Modelos
Subjetivos
de <
’ Modelos de Nivel Constante
Modelos Series de Tiempo Estacionales
Pronostico < Tendencia
Cuantitativos Modelos
Causales

e



Meétodo Grifico.

Este método aii~ cuando no es propiamente un modelo que nos proporcione como resultado un pronosti-
co, si nos ilustra adecuadamente sobre cudl de los diferenies modelos puede ser el mas conveniente para estimar
los prongsticos.

Consiste en graficar datos pasados de la variable que se va a pronosticar respecto al tiempo, tratando con
esto de visualizar como se ha comportado dicha variable en el pasado y con ello seleccionar entonces algunoe de
los modelos que se juzgue apropiado para hacer las proyecciones hacia el future.

Se recomienda que sc use esic método como etapa inicial siempre que se tenga que hacer prondsticos,
para después elegir el modelo que se crea méis conveniente para el cilculo de los mismos.

Este método requicre que quien lo gjecute tenga experiencia sobre el comportamiento de la variable que se
va a pronosticar, ya que pudiera haber fluctuaciones de la misma que hayan sido ocasionadas por diferentes
razones.

Para ilustrar este método, presentaremos el siguiente ejercicio.

Ejemplo XVIIL1.- La ferreteria “La Rioverdense™ tiene su estadistica de ventas de tornillos durante
los ultimos 6 meses, la cual se muestra en la siguiente tabla

Tabla XVIIL..1.- Venta de tornillos de “La Rioverdense™ en los Gftimos 6 meses.

Mes Venta de Tornillos
millares

Enero 3.0
Febrero : 31

Marzo 33

Abril 34

Mayo 3.5

Junio 37

Basados cn esta informacién, ;Qué puede esperarse para los siguientes meses?

Solucion:
Lo primero que haremos sera graficar los datos de la tabla, ubicando al tiempo en el gje de las
abcisas y a la venta de tornillos en el de las ordenadas. Esta grifica se presenta en la figura XVIIL2,

Venta de Figura XVIIL.2.- Grafica del ¢jemplo XVIIL1.
tornillos _
miles 4

T T T T i ]
Enero Febrero Marzo Abril Mayoe  Junio

En ella vemos que hay una tendencia de aumento en la venta de tornillos, por 1o que para los siguientes
meses podria esperarse que se vendiera un mayor nimero de ellos.

Esto nos sugiere €l uso de un modelo de tendencia para obtener los pronosticos en tos meses siguienies. el
cual se verd mas adelante.



Modelos de Series de Tiempo.

Los modelos de series de tiempo representan la variable que se va a pronosticar respecto al tiempo y
basados en estos datos. tratan de predecir lo que sucedera en el futuro.

De acuerdo a la clasificacién presentada en la figura XVIII. L, los 3 modelos mds usuales de series de
tiempo son los de nivel constante, los estacionales y los de tendencia, de los cuales se muestra una representa-
cion grafica tipica en la figura XVIIL3, en la cual vemos que con sus variaciones aleatorias normales, los de
nivel constante mantienen aproximadamente un mismo valor de la variable pronosticada; por su parte los
estacionales muestran fluctuaciones en el tiempo bajo un mismo patrén de cambios, es decir que hay aumentos
y disminuciones de la variable pronosticada que se repiten a lo largo del tiempo en forma ciclica, un ejemplo
tipico de estos modelos es 1a venta de refrescos, la cual aumenta en los meses de clima caliente y disminuye en
los meses frios: finalmentc los modelos de tendencia muestran un cambio en la variable pronosticada, ya sea
para aumentar como en el caso de la figura XVIIL3, o bien para disminuir. La gran mayoria de los casos de este
tipo se mancjan bajo la suposicion de que el cambio en [a variable pronosticada es lineal respecto al tiempo, lo
cual es valido para la mayoria de las ocasiones.

Variable

pronosticada Figura XVIIL3.- Modelos de Series de

Tiempo mis comunes.

Tendencia

Nivel
Constante

Estacional

Tiempo
Ahora veremos cada uno de los 3 tipos de modelos de series de tiempo antes mencionados.

Modelos de Nivel Constante.

Estos modelos son los mds sencillos, ya que suponen que la variable pronosticada conservara el valor
anterier sucedido en los Gltimos periodos de tiempo.

En este inciso presentaremos 4 métodos que son os mas conocidos para manejar series de tiempo de nivel
constante, los cuales son: Ultimo Valor, Promedios, Promedios Moviles y Suavizamiento Exponencial.

Vétodo del Ultimo Valor.
Este método es el mas sencillo de todos, ya que simplemente el pronéstico para el proximo periodo serd el
del valor de la variable en el periodo inmediato anterior. conforme a la ecuacion (XVIIL 1);

Pt+1 ==Xt Ec (XVIII: 1)
Donde:
Pt+1= Pronostico para la variable para el periodo t+1
Xt = Valor de la variable pronosticada en el periodo 1.

En esta ecuacidn los subindices se refieren a los periodos de tiempo respectivos.

Método de los Promedios.
Este método también es sencillo ya que pronostica el valor de la variable que se esta considerando para el
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periodo siguiente mediante el cilculo del promedio del total de los valores de los periodos anteriores. Segin la
[érmuta siguiente:

> Xi
p _ Ec.(XVIII.2)

+1
¢ n

Donde;
Pt+1 = Variable pronosticada para el periodo t+1
Xi = Valor de la variable en ¢l periodo i,
n = Namero total de datos o de periodos

Este metodo aunque es muy simple, puede resultar tedioso si ¢l nimero de periodos para los cuales se
dispone de informacién es muy elevado.

Método de los Promedios Mdviles,

Este método es parecido al anterior con la ventaja de que sdlo considera unos cuantos datos para obtener
el promedio, los cuales siempre serdn los de los altimos periedos, de aqui et porqué del nombre de promedios
mdviles. Esto tiene ademas la ventaja de que ¢l prondstico estara basado en la informacién mas reciente que se
tiene, lo cual lo hace mis sensible a posibles fluctuaciones de la variable pronosticada.

La expresion para calcular el prondstico es la siguiente:

2. X,
p, =il Ec.(XVIIL3)

t+]
m
Donde:

m= Nimero de datos considerado para calcular ¢l promedio

Los restantes términos que aparecen en la férmula son los mismos que se mangjaban en el modelo anterior.
Presentaremos ahora un ejemplo ilustrativo de los 3 métados antes vistos,

Ejemplo XVIIL2.- La empresa “Bicicletas El Rayo” desea hacer un prondstico de sus ventas para el
proximo mes, para lo cual dispone de datos sobre ¢l 0ltimo afio de operaciones, los cuales se presentan en la
siguicnte tabla

Ejemplo XVIIL2.- Ventas del afio anterior de “Bicicletas El Rayo”

Mes anterior Venta, unidades
1 168
2 174
3 171
4 167
5 161
6 170
7 172
8 166
9 166
10 169
11 173
12 168

Resuélvase este caso utilizando los 3 métodos de pronésticos vistos anteriormente.



Soluciom:
Lo primero serd hacer una grafica de los datos del afio anterior, para saber cémo se ha compor-
tado la venta de las bicicletas en el pasado, esto se muestra en la figura XVIIL4, en la cual se presenta la venta
en las ordenadas y ¢l tiempo en las abcisas.

Venta Figura XV1IL.4.- Grifica de las ventas de
unidades "Bicicletas El Rayo” en los Gltimos 12 meses.

200
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180 -

170 /\/\_/\

160
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Tiem po, meses

La figura nos indica que los datos han variadoe dentro de ciertos limites sin mostrar ninguna tendencia
definida o un patron de cambios ciclicos, per lo cual es razonable considerar las variaciones como normales y
emplear un modelo de nivel constante.

(a) Para el método del ultimo valor, nuestro prondstico serd simple y sencillamente el dato del mes
anterior, es decir ¢l 12, una venta de 168 unidades.

(b) Para ¢l método de los promedios, obtendremos ¢l prondstico por medio de la ecuacién (XVIIL2),
aplicada a los doce datos, entonces:

12

X

p *z," {_168+174+171+167 +161+170+172+166+166 +169 +173 +168
13- -

12 12

= _2._?;_5 =169 unidades.

(c) Finalmente para ¢l método de los promedios moviles, debemos definir el niimero de periodos que
tomaremos para el clculo del pronéstico. En este caso elegiremos 5 datos, por lo que este sera el valor de m.
Entonces al aplicar la ecuacion (XVIII,3), oblendremos:

12

X
P _§ | 166+ 166+169+173+168 842
3= = =

—— = 168 unidades
12 5 3

Con lo cual vemos que los resultados obtenidos con los 3 métodos son muy parecidos.

Método del Suavizamiento Exponencial,
Este método es un poco mas sofisticado que los anteriores, pues obtiene el prondstico mediante una



ponderacion del altimo valor conocido de la variable pronosticada y del prondstico hecho para ese mismo
pericdo anterior. Esto nos lo indica la siguiente expresion matematica;

P+l = a X, +(1-a)P, Ec.(XVIIL4)

Dande:
Pt+1 = Prondstico para la variable para el periodo t+1
a = Constante de suavizado
Xt = Valor de la variable en el periodo t.
Pt = Pronostico de la vaniable en el periodo t

La constante de suavizado ¢ debe tener un valor entre cero y la unided, algunos autores sugieren que se
utilicen preferentemente valores entre 0.1y 0.3,

Para utilizar la ecuacion anterior por primera vez se necesitara un prondstico del periodo anterior Pt , con
el cual no se cuenta, por lo que se recomienda tomar como tal el valor observado de la variable en un periodo
anterior, es decir Xt-1.

En seguida aplicaremos este método al caso de “Bicicletas El Rayo”

Ejemplo XVIIL3.- Para el caso del ¢jemplo anterior, calcilense los prondsticos para el tercer mes y los
subsecuentes utilizando: (a) & =0.1; (b) & =0.3. Compdrense los resultados con los datos reales que se tienen,

Solucién:

Para el tercer mes, la ecuacidén (XVIII.4) sera;
p=aX, +(1-a)h
Pero P2 lo tomaremos igual a X1 , entonces con esto tendremas:
P3=aX, +(1-a)X,
Al sustituir @ =0.1 y los valores de X de la informacion con la que se cuenta, obtendremos:

P3 = (0.1)(174)+(1-0.1)(168)=168.6

Luego para el cuario mes,

Pa=aX,+(1-a)p,
=(0.1)(167} + (1-0.1168.6)=168.84
Entonces por un procedimiento andlogo, para ¢l quinto mes tendremos:
ps = a X, +(1-a)P,
=(0.1)(167)+(1-0.1)(168.84)=168.66

Los resultados completos, asi como los obtenidos para & =0.3 se resumen en la siguiente
tabla:



Tabla XVIIL 3.-Resultados del ejemplo XVIII,3

Mes Venta real Prondstico % de error Pronostico % de error
para a =0.1 para o =0.1 para ¢ =0.3 para @ =0.3
1 163 - - - --
2 174 168. - 168. -
3 171 168.6 1.40 169.8 0.70
4 167 168.84 1.10 170.16 1.89
5 161 168.66 4,76 169.21 5,10
6 170 167.89 1.24 166.75 1.91
7 172 168.10 2.27 167.72 2.49
8 166 168.49 1.50 169.01 1.81
9 166 168.24 1.35 168.10 1.27
10 169 168.02 0.58 167.47 0.91
11 173 168.12 2.82 167.93 2.93
12 168 168.6 0.36 169.45 0.86

De estos resultades vemos que los prondsticos calculados para & =0.1 son mejores puesto que dan menores
porcentajes de error. En general, al hacerse menor  , el modelo se vuelve més lento para ajustarse a cam-
bios en la variable pronosticada; sin embargo, si se supone que su uso ¢s para obtener prondsticos de varia-
bles de nivel constante, esto representa en realidad una ventaja.

_“

Modelos Estacionales.

Estos modelos muestran variaciones en la variable pronosticada respecto al tiempo de una manera ciclica,
es decir con incrementos y decrementos en determinados lapsos de tiempo que por lo regular siempre son tos
mismos, razdn por la cual se denominan estacionales.

El caso tipico gue ilustra este tipo de modelos es el de las bebidas gaseosas, las cuales aumentan su
volumen de ventas en los meses de altas temperaturas y disminuyen en época de frio.

Para pronosticar con estos modelos, lo que se hace es obtener los factores estacionales para cada lapso de
tiempo conocido como estacion, el cual se obtiene dividiendo la venta obtenida en cada estacién entre la venta
total del periodo que se toma para ¢l andlisis, el cual es usualmente un afio. Una vez que se tienen todos los
factores estacionales, se multiplica cada factor por la venta total que s¢ espera para el periodo si guiente, la cual
a su vez debi6 haberse obtenido mediante otro pronostico. Esto significa que para el caso de las bebidas gasco-
sas, podriamos utilizar un modelo de pronésticos que fuera adecuado para obtener la venta esperada del aifo
siguiente y ¢l modelo actual para estimar los pronésticos de cada estacién (las cuales son meses para este caso).

Cuando se dispone de informacién sobre las ventas en varios periodos anteriores, pueden calcularse
factores estacionales promedio, los cuales serdn 10s cocientes obtenidos al dividir la sumatoria de venias en cada
estacion para todos los periodos entre la sumatoria de ventas totales de los mismos periodos.

Esta metodologia la ilustraremos al solucionar el siguiente ejemplo.

Ejemplo XVIIL4.- La empresa “Refrescos de la Zona Media” dispone de estadisticas de ventas de refres-
cos durante los dos afos anteriores, desglosados por meses, las cuales se muestran en ia tabla siguiente:

Tabla XVIIL4.- Ventas de “Refrescos de la Zona Media”, en millares de cajas.

Afio
Mes 1993 1994
Enero 2.8 3.0
Febrero 3.2 33

Marzo 4.5 4.6



Abril 50 5.1
Mayo 6.1 6.0
Junio 53 5.5
Julio 5.2 5.3
Agosto 5.1 52
Septiembre 48 5.1
Octubre 4.6 i
Noviembre 42 4.5
Diciembre 38 4.0
Totales 546 56.3

Basados en el hecho de que la empresa tendra varios programas de publicidad y promocionales durante ¢l
proximo afio, se espera que ¢l volumen de ventas sea superior al de 1994 en un 10%. ;Cuanto debe esperarse
para cada mes?

Solucion: R . :

Si la empresa desea vender en 1995 un 10% mas que en 1994, entonces,

Prondstico = (56300){1.10)= 61930 cajas

Ahora lo que debemos obtener son los factores estacionales, cada uno de los cuales se estimari conforme
a lo sefialado en la metodologia descrita anteriormente, considerando los datos de ventas de los dos afios ante-
riores mediante la formula siguiente:

2V

FE, =Xl Ec.(XVIILS)

> VA,
k=1

Dende: .
Fej = Factor estacional para el nies j
Vj k = Venta del mes j en el afio k
VAK = Venta del afio k
n = Numero de afios tomados para el cilculo

Entonces si aplicamos esta ecuacion al ejemplo, donde n=2, tendremos para ¢l mes de enero, que es el
primer mes;
v, +V 28430 58
E = LR SRR ¥ S = = 0.0523
VA, +VA, 546+563 1109

Dende para los afios el subindice 1 se refiere a 1993 yel 2a 1994,

Procediendo de una manera andloga se obtienen los factores estacionales para los meses restantes,
los cuales se presentan en la siguiente tabla:

- Tabla XVIILS.- Factores Estacionales y Prondstico de Ventas para 1995,

Mes Factor Pronéstico
Estacional para 1995
Enero 0.0523 3239
Febrero 0.0586 3629

Marzo 0.0820 5078



Abril 0.0911 5642
Mayo 0.1091 6757
Junio 0.0974 6032
Julio 0.0947 5865
Aposto 0.0929 5753
Septiembre 0.0893 5530
Octubre 0.0839 5196
Noviembre 0.0734 4855
Diciembre 0.0703 4354
Totales 1.0 61930

En ella también han sido incluidas en la tercera columna las ventas pronosticadas para cada mes de 1995,
las cuales se obtienen mediante la multiplicacién del factor estacional de cada mes por la venta total del afio
1995, es decir 61930 cajas. ’

Maodelos de Tendencia. .

Estos modelos son adecuados para aquellos casos cuando al graficar la variable observada respecto al
itempo, la relacién muestra una tendencia ya sea de aumento, como ¢n el caso de la figura XVIIL3, o bien de
disminucién.

Esta variacién de la variable pronosticada respecto al tiempo puede ser lineal o no lineal. Por fines
didicticos en este texto so6lo presentaremos el primer tipo, ya que es el que aparece en ¢l Ambito empresarial en
la mayoria de las ocasiones.

Para obtener la relacién matematica que describe como cambia la variable con respecto al tiempo, se hace
uso de una técnica que resulta muy Util para estos casos, denominada Minimos Cuadrados, la cual explicare-
mos ahora.

Este método de los minimos cuadrados, tal y como su nombre lo indica, trata de minimizar la sumatoria
dc los errores elevados al cuadrado, donde cada error serd la diferencia entre ¢l valor real de la variable pronos-
ticada o variable dependiente y el valor que predice €l método, el cual quedara sobre la linea recta obtenida al
graficar la ecuacién que nos proporciona csla técnica. Una representacion grafica se muestra en la figura
XVIILS.

Figura XVIILS.- Gréfica de Ia linea recta

Variable obtenida con el método de Minimos Cuadrados
Pronosticada

y los valores reales

Tiempo



Donde la ecuacion de la linea recta trazada se obtiene por medio del método y los puntos en la figura son
los valores reales de la variable pronosticada, siendo la diferencia entre ambos valores el error, denotado como
Ei.

La ecuacidn que relaciona a la variable pronosticada o variable dependiente con el tiempo o variable
independiente, es la siguiente:

y=a+bt Ec.(XVIIL6)

Donde:
» = Valor calculado para la variable dependiente
a = Ordenada al origen de la linea recta
b = Pendiente de la linea recta
t = Tiempo o variable indcpendicnte

Mediante la metodologia de minimos cuadrados obtenemos las ecuaciones para calcular los valores de a
v b, las cuales son las siguientes:

. (Z:yJ(Z,N) ] [th][zlyt) Ec.(XVIIL7)

n(,;y "t") ) (,.=1 b ][Z,:y "J Ec.(XVIILS)

Donde:
n = Numero de datos usados para obtener la ecuacion
yi = Valor de la variable pronosticada para el dato i
ti = Valor del tiempo para el dato i

En este texto no se incluye el desarrollo matemético para la obtencién de estas ecuaciones.
Ahora presentaremos un gjemplo ilustrativo de la aplicacidon de este método.

Ejemplo.XVIILS.- Un vendedor de dulces abri6 su negocio recientemente. Sus ventas durante los prime-
ros 5 meses de operacion han sido las siguientes:

Tabla XVIIL6.- Ventas de dulces durante los primeros 5 meses.

Mes 1 2 3 4 5
Venta,
Docenas de cajas 120 134 143 156 168

;Qué puede esperar el vendedor para los proximos 3 meses?

Solucidn:
Conforme a la notacién manejada en la metodologia de minimos ¢uadrados, el tiempo ¢ sera



cada mes y la venta serd la variable dependiente y.
Entonces procederemos a obtener con los datos de la tabla, cada uno de los términos que aparecen en las
ecuaciones (XVIIL7) y (XVIII.8), los cuales seran:

n=>,

5
Dy, =120+134+143 4156 + 168 = 721
1

i’f =(D)" +(2)° +(3)’ +(4)" +(5)" =55

5
DL =1+243+4+5=15
1

3
2 ity =(120)(1) +(134)(2) + (143)(3) + (156)(4) + (168)(5) = 2281
1
Ahora calcularemos a y 5 mediante las formulas respectivas:

(721)(55) - (15)(2281) _ 5440
(5)(55)-(15)° 50
(5)(2281) - (15)(721) _ 590
(O)s9)-(3F 50

Por lo tanto la ecuacidn que nos retaciona la venta y con el tiempo 7 ¢s:

= 10880

=1180

y =108.80+11.80

Si ahora aplicamos la ecuacion para estimar y para valores de ¢ desde 1 hasta 5, obtendremos:

Parat= 1, ¥ =108.80+(11.80)(1)=120.60
Parar=2, y =108.80+(11.80)(2)=132.40
Paraf=3, y =108.80+(11.80)(3)=144 20
Parat=4, y =108.80+(11.80)(4)=156.00
Parat =S5, y =108.80+(11.80)(5)=167.80

Estos resultados se muestran en la siguiente tabla, asi como también su error respecto a los valores reales.

Tabla XVIIL7.- Comparacién del pronéstico y los valores reales.

Mes 1 2 3 4 5
Venta real 120 134 143 156 168
Prondstico 120.6 132.4 1442 156 167.8

% Error 0.50 1.21 0.84 0 0.12

Donde vemos que el error es muy bajo en todos los meses, por lo que la aproximacion lograda con la
€cuacion se considera muy buena.

Ahora aplicaremos esta ecuacidn para pronosticar las ventas futuras de los siguientes 3 meses, es decir el



sexto, séptimo y octavo mes:

Mes 6, y=108 80+(11,80)(6)=179.6
Mes 7, y=108.80+(11.80)(7)=191.4
Mes 8, »=108.80+(11.80)(8)=203.2

Por lo que de mantencrse la tendencia de los 5 primeros meses, éstas serdn las ventas pronosticadas
mediante el método de minimos cuadrados.

L ]

Modelos Causales.

Estos modelos s¢ basan en la suposicién de que la variable pronosticada (variable dependiente) depende
de une o varios factores (variables independientes), de manera que ante unos carmbios de éstos, los cuales seran
las causas, corresponderdn variaciones en la primera, que seran los efectos, de aqui el porqué del nombre de
estos modeloes.

Para relacionar matematicamente a la variable pronosticada con las variables independientes, sc recurre
nuevamente a la técnica de los minimos cuadrados, la cual cvando existen varias variables independientes,
recibe el nombre comiin de Regresi6n Lineal Miiltiple, la cual se denomina asi por ¢l hecho de suponer que las
variaciones se dan linealmente. De hecho cuando sélo existe una variable independiente, ¢l modelo se convierte
en ¢l visto en el inciso anterior para los modelos de tendencia el cual se conoce como Regresién Lineal Simple.

Las variables independientes pueden ser factores internos o externos de las empresas, de mancra que ésta
podra controlar solamente los primeros. Asi por ejemplo, para ¢l caso de la productividad de un negocio, si
suponemos que ésta depende de factores tales como la motivacién de sus empleados y de la situacién econdmica
del pais, la empresa podra influir inicamente en ¢l primero de ellos, no asi en el segundo.

En este inciso presentaremos las formulas para un modelo causal de dos variables independientes, para
¢l cual su ecuacion respectiva es la siguiente:

y=&+bX+5,2 Ec.(XVIILY)

Donde:
¥ = Variable pronosticada
X,Z = Variables independientes
b0 , b1, b2 = Cocficientes de ajuste

Para la cual ias formulas para obtener estos coeficientes son las siguientes:

D
b, = — Ec.(XVIIL10)
D
D
b, = — Ec. (XVIIL11)
D
D
b, = Fz Ec. (XVIIL12)

Donde DO, D1, D2 y D son determinantes de tercer orden, los cuales se calculan mediante las siguientes
€Cuaciones;
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Zyl le ZZI
1=) i=l i=]
D, = Z »X, Z X? ixiz,. Ec.(XVIIL13)

i=]

D, =3 X, iini > X,z Ec.(XV1IL14)

i=l

2.z Zyizi iz.z

i=1

n n

n ZXi ZYi

i=1 i=1

D, =X, > X! iin,. Ec.(XVIIL15)

sz inZr i)ﬂzi
=1

=1
n iXi iz,.
i= i=1
D= X, Zn:x? ixiz,. Ec. (XVIIL16)
i=l i=1

>z ixizf Z":zf
i=t

i=1 i=l

Donde
n= Niimero de datos
El subindice i se refiere a cada dato para calcular las sumatorias que aparecen como elementos de los
determinantes.

A continuacion se presenta un ejemplo ilustrativo del uso de este modelo.

Ejemplo XVIIL6.- El citricultor José Torres ha hecho algunas prucbas experimentales sobre Ia cantidad
de naranjas que un drbol puede producir. Considera que la produccion depende basicamente de dos factores que
son la cantidad de fertilizante asi como también el niimero de riegos que se aplican a cada arbol anualmente.
De las pruebas que el Sr. Torres ha efectuado, se tienen los datos que se presentan en la siguiente tabla;



Tabla XVIILS.- Resultados de las prucbas experimentales

Produccion,
naranjas/arbol 520 680 600 785 720 915
Fertilizante,
kg ./arbol 4 4 6 6 8 8
Nimero de
riegos anuales 15 20 15 20 15 20

Ante esta situacién, jLe convendra al Sr. Torres incrementar la fertilizacion hasta 10 kg/arbol  y los
rieges a 25 al afio? esto le representaria un costo adicional de $ 45.00 por cada arbol, mientras que la naranja la
puede vender a § 0.80 por kg. Cada naranja tiene en promedio un peso de 225 gramos y la produccion
promedio en los ultimos afios ha sido de 700 naranjas por arbol.

Solucion:
Lo primero que debemos hacer es saber qué cantidad adicional de naranjas puede el Sr. Torres
producir por incrementar su fertilizacidn y riego, para luego hacer un balance econdmico entre los ingresos y
les costos adicionales para saber cudl debe ser la decision correcta.
Entences se debe oblener la ecuacién que nos relacione la produccion de cada arbol, que sera la variable
dependiente, con las cantidades de fertilizante y de riegos, que serin las variables independientes. De esta
forma reacomodaremos la informacidn de la tabla anterior para asignar los datos con cada variable.

Produccién,
y 520 680 | 600 785 720 { 915
Fertilizante,
X 4 4 6 6 8 8
Riegos,
VA 15 20 15 20 15 20

Por lo que los datos requeridos para calcular cada uno de los determinantes dados por las ecuaciones
(XVIIL.13) a la (XVIII.16) seran:
. n=6
Zy, =520+680+600+ 785+ 720+ 915 =4220
=1

&
S X, =4+446+6+8+8=136

&
> Z,=15+20+15+20+15+20=105

i=]

]
> v X, =(520)(4) + (680)(4) + (600X 6) + (785)(6) + (720)8) + (915X8) = 26190
i=1

i y,Z, = (520X15) +(680)20) + (600X1 5) + (785X 20) + (7201 5) + (915X 20)
= 275200

ZSZX.Z; = (4X15)+ (4X20) + (6X15) +(6)X20) +(8X15) + (BX20) = 630
if\’f =(4)" +(4) +(6)" +(6)* +(8)’ +(8)* =232
f=1

izf = (I5) +(20)* +(15)° +(20)" +(15)* +(20)? = 1875



Aheora con estos valores calcularemos los determinantes;

4220 36 105
D, =[26190 232 630 |=-910500
75200 630 1875

6 4220 105
D, =36 26190 630 |=195750
105 75200 1875

6 36 105
D, =36 232 26190 =129600
105 630 75200
6 36 105
D=036 232 630 |=3600
105 630 1875

Entonces aplicaremos las ecuaciones (XVII1.10), (XVIII.11) y (XVIIL.12) para obtener los coeficientes
de ajuste, esto es, .

D, -910500

by === —— = 2529167
D 3600

b= 2 215750 o595
D~ 3600

D 129600
D~ 3600

Por lo cual nuestra ecuacion de regresidn serd:
y=-2529167+54375 X+36 Z

Con esta ecuacién podemos ahora comparar los valores reales de la tabla con los estimados mediante la
ecuacién, los cuales se presentan ahora:

Tabla XVIIL9.- Comparacién ¢ntre los valores reales y los calculados
con la ecuacién de regresidn

Y real 520 680 600 785 720 915
X 4 4 6 6 3 8
Y4 15 20 15 20 15 20
¥ calculada 5046 | 684.6 613.3 793.3 722.1 902.1
% Error 2.96 0.67 222 1.06 0.29 1.41

Con lo cual vemos que el ajuste es muy bueno, ya que el error promedio es del 1.44%, lo que nos indica
que la ecuacién de regresion es confiable.



Ahora procederemos a estimar mediante esta ecuacién lo que se produciria al aplicarse las cantidades de
fertilizante y riegos, X=10 y Z=25, para obtener:
y=-252.9167+H54.375)(10)+H(36)(25)=1191

Esto representa un incremento de 491 naranjas por arbol, lo que generara el siguiente ingreso adicional.:

x0.225— 85 _ 1080 = 88385/ Arbol
Arbol Naranja Kg

491 Naranjas

Lo cual compensa el costo adicional de 45.0 $/4rbol, por lo que el sefior Torres debe incrementar las
cantidades de fertilizacion y riego.

Existen otros modelos causales como el Econométrico, que se aplica a problemas econdmicos, en el cual
se relaciona la variable pronosticada con varias variables independientes, sélo que este tipo de modelos ya no se
presenta en esta obra.

Modelos Subjetivos.

Estos modelos son cualitativos y s¢ utilizan para hacer pronosticos ante sitvaciones poco conocidas como
pueden ser las areas de innovacién tecnologica, social, politica y otras,

Estos modelos se basan en la opinién de los expertos, quienes apoyados en sus conocimientos y su expe-
riencia emiten sus juicios sobre las preguntas planteadas para poder hacer una prediccion.

Un método de eslc tipo que es quizas ¢l mas popular, ¢s el Delphi, el cual fue desarrollado en la década de
los 60 y consiste ¢n elaborar cuestionarios, los cuales se envian a diversos expertos, quienes los contestan y
luego se analizan las respuestas; una vez identificadas las similitudes y diferencias de éstas, se elabora un
segundo cuestionario para que los conocedores hagan saber sus opiniones acerca de las diferencias habidas en
sns respuestas al primer cuestionaric, de modo que sc logre cstablecer un consenso enire ciios, para io cuai si
fuese necesario puede hacerse un tercer cuestionario. Una vez que s¢ ha logrado el consenso entre los expertos,
en base a éste se elabora el prondstico. Como pedemos ver esta técnica depende primordialmente de la calidad
con la que se hayan hecho los cuestionarios.

Existen otros modelos subjetivos, los cuales no se incluyen en este texto.



PROBLEMAS PROPUESTOS

XVIIL1.- “Abarrotes Fernandenses” tiene un registro de sus ventas de azicar en los pasados 10 meses, los
cuales son los siguientes.

Venta, toncladas
440
42.0
48.0
45.0
46.3
449
457
474
472
46.9

gomqmmaum.—g

¢Cual serd el pronéstico para el mes proximo?, resuelva por los siguientes modelos:
(a) Ultimo Valor; (b) Promedios; (c) Promedios Méviles utilizando los 5 filtimos meses,

XVIIL2.- Para el caso anterior resuclva mediante Suavizamiento Exponencial usando (a) & =0.1; (b) «
=0.2; (c) =03

XVIIL3.- La Escuela Normal Rioverdense licne una estadistica de sus alumnos de nuevo ingreso durante
los pasados 10 afios, la cual es la siguiente:

Afio . - ) Nuamere de Alumnos

550
485
525
530
542
493
487
502
528
499

PRI NEN I - NV Sy SURT R

¢Cual serd el pronéstico para el afio préximo?, resuelva con los modelos siguienles:
(a) Ultime Valor, (b) Promedios; (c) Promedios Méviles utilizando los 5 titimos afios,

XVIIL4.- Con Suavizamiento Exponencial resuelva el problema anterior con (@) a=0.15y (b) @ =0.30

XVIIIL5.- “Bebidas Finas de 1a Zona Media™ tiene su registro de ventas de los pasados 3 adios. el cual se
presenta desglosado por meses en la siguiente tabla.

Mes y Afio 1993 1994 1995
Enero 1500 1600 1610
Febrero 1750 1700 1720
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Marzo 2500 2300 2400
Abril 2800 2850 2800
Mayo 3100 3150 3150
Junio 2950 3050 3000
Julio 2900 2850 2850
Agosto 2850 2830 2820
Septiembre 2500 2620 2550
Octubre 2470 2510 2500
Noviembre 2100 2080 2100
Diciembre 1800 1790 1800
Total 29220 29330 29300

¢ Cual sera el pronéstico para cada mes del afio de 967

XVIIL6.- “Helados Ricosa” tiene sus registros de ventas en litro de helado por trimestre de los 3 afios
pasados, los que se incluyen en la siguiente tabla,

Afio
Periodo 1 2 3
Trimestre 1 1200 1250 1420
Trimestre 2 2400 2700 2860
Trimestre 3 2600 3100 3160
Trimestre 4 1700 1900 2060
Total 7900 8950 9500

¢Cual sera el prondstico para cada trimestre del afio entrante?

XVIIL7.- La empresa “Don Cacahuate” tiene sus ventas de los altimos 10 afios, las cuales se presentan en
la siguiente tabla en millares de toneladas.

Afio 1 2 3 4 5 6 7 R 9 10 Tow!
Venta 370 410 440 485 535 600 660 695 740 7.80 S7.15

¢Cudnla venta se pronostica para los préximos 5 afios?
XVIHI18.- La Escuela Superior de Agronomia esta teniendo cada vez menor demanda de alumnos de

nuevo ingreso, situacién que tiene muy preocupados a sus directivos, su estadistica de los vltimos 10 afios en
millares es la siguiente:

Afo 36 87 88 g9 90 91 92 93 94 95
Alumnos 1530 14.08 13.50 1295 1243 1198 11.47 1088 1032 957

(a) ;Cual sera el prondstico para los tres proximos afios?
(b) De mantenerse esta tendencia, ;Cudnto tiempo pasara para que la demanda llegue a cero?

XVIILY.- La tienda SAM lleva un registro sobre su venta de switches de tipo M y de tipo N, la cual es la
siguiente expresada en miles,

Afio 39 90 91 92 93 94 95
Tipo M 893 956 103.1 1094 1160 12311 12956
Tipo N 1450 153.0 1620 171.0 1797 1873 1950

¢Cudl sera el prondstico para los 3 afios préximos para cada tipo de switch?



XVIII.10.- “Laboratorios Clinicos Maravilla” realiza un estudio sobre las condiciones que afectan a la
poblacion bacteriana existente en un residuo alimenticio. De variaciones hechas en la presion y la temperatura
local, se tienen los siguientes datos:

Presion
psias 40 40 40 50 50 50 60 60 60
Temperatura
grados C 10 20 30 10 20 30 10 20 30
Poblacidén
millones 4.1 5.0 6.0 38 4.4 53 34 39 43

:Cuél serd la poblacidn bacteriana esperada para las siguientes condiciones?:
(a) Si la presion es 55 psias y la temperatura 40°C; (b) Si la presién es de 80 psias y la temperatura 25°C;
{c) Si la presion es de 20 psias y la temperatura 50°C.

XVIII11.- La produccién de cajas de plastico sin defecto depende primordialmente de 2 factores que son
1a velocidad de 1a maquina de moldes y la presién de soplado del aire. Para variaciones en estos pardmetros se

ha cbtentdo la siguiente informacién:

Vel. magquina

cajas/minuto 100 150 200 100 150 200 100 150 200
Presion soplado psias 40 40 40 55 55 55 70 70 70
% Defectuoso 0.5 13 20 0.7 L6 24 1.0 18 27

¢Cudl serd el porcentaje de defectuosos para las siguientes condiciones?:
(a) Velocidad de 150 cjs/min y presion de 85 psias; (b) Velocidad de 250 y presién de 55

XVIIL12.- La Compaiia de bolsa sabe que la venta de acciones en el mercado cambiario depende funda-
mentalmente de la inflacién y del puntaje global. De estudios sobre la variacién de estos factores se tienen los
siguientes datos:

% de inflacién Puntaje global Acciones vendidas
10 5000 500
20 5000 610
30 5000 730
10 8000 700
20 8000 830
30 8000 950

¢Cuantas acciones se venderdn? (a) Si la inflacién es el 15% y el puntaje de 7000; (b) Si la inflacién sube
al 40% y el puntaje es de 10000,
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CAPITULO XIX

MODELOS DE REEMPLAZO Y
MANTENIMIENTO DE EQUIPOS

Introduccién.

Los aspectos del reemplazo y mantenimiento de los equipos son muy importantes en las empresas indus-
triales debido a que constituyen un factor que repercute directamente en sus costos, de tal forma que su adecua-
da administracién nos ayuda a la obtencion de mayores utilidades. -

Las nociones de probabilidad y estadistica son de gran utilidad pars la mejor comprension de los iemas
que se tratardn en este capitulo.

Para cualquier gerente es conveniente tener una idea acertada acerca de la duracion de los equipos, ya que
con ¢5to podrd minimizar paros en la produccion y el reparto, los cuales traerian consigo pérdidas por tiempos
ociosos del personal, mermas de materiales y otros problemas que incidirian directamente sobre los costos.

Es normal el hecho de que un equipo en uso continuo sufra desgaste en sus diferentes partes que lo
componen. El administrador eficaz al entender esto, tomara las decisiones correctas en lo que respecta al
mantenimiento y/o al reemplazo de los equipos, eligiendo aquella opcion que le signifique el minimo costo total
€N Sus operaciones. '

En ocasiones puede ser aconsejable reemplazar un equipo en uso no por el hecho de que se haya dafiado,
sino porque hoy en dia continuamente aparccen equipos mds modernos, los cuales cjecutan las tarcas para las
que han sido disefiados de una mancra mas eficiente, con lo cual se lograria una disminucién en los costos.

También suele suceder que una misma operacién sea considerada simultineamente como reemplazo y
como mantenimiento de los equipos, tal es el caso del cambio en la suspension de un vehiculo de reparto, ya que
este hecho se catalogard como reemplazo desde el punto de vista del sistema de suspension, pero se tomara
como manienimiento desde el enfoque del equipo automotriz.

En este capitulo presentaremos primeramente la terminologia mas frecuente del tema; lusgs estudiare-
mos modelos de reemplazo con desgaste deterministico, donde se incluye la manera de seleccionar la alternati-
va que nos brinde el menor costo total, asi como también la forma de estimar el tiempo Optimo para el reempla-
zo de los equipos; posteriormente se veran modelos probabilisticos de reemplazo, los cuales consideran que el
desgaste de los equipos se da de una manera aleatoria, en estos modelos se veran las curvas de supervivencia y
mortalidad de los equipos; mas tarde se tratara el concepto de probabilidad de averia donde se¢ incluye la
determinacitn del tiempo promedio de aparicion de la averia, asi como lo que sucede cuando se introduce un
limite de funcionamiento para los equipos; después se presentara 1a forma de obtener la probabilidad de consu-
mo de equipos ya scan estos nuevos o usados; luego se estudiara acerca del aprovisionamiento de cquipos y
finalmente se trataran aspectos relacionados con el mantenimiento de los equipos, como el econdmico.

Terminologia.

Ahora daremos algunas definiciones Utiles para la mejor comprensién del tema.

Politica de Reemplazo.- Es el plan predeterminado de la empresa referente al reemplazo de sus equipos.

Politica de Mantenimiento.- Es el plan predeterminado de la compaiiia acerca del mantenimiento de sus
equipos.

Tasa de Aprovisionamiento.- Es el nimero de equipos reemplazados por unidad de tiempo.

Tasa de Mantenimiento.- Es el valor que alcanza la tasa de aprovisionamiento después de un periodo de
tiempo suficientemente largo.

Grado de Desgaste.- Es el grado de deterioro que tiene un equipo dado, el cual normalmente se

€Xpresa como porcentaje.



Limite de Funcionamiento.- Es el periodo de tiempo méximo que se le permite a un equipo funcionar
antes de ser retirado,

Funcién de Supervivencia.- Es la relacién matemética que expresa el niimero de equipos supervivientes
que existen en un momento dado respecto al namero inicial de los mismos.

Funcidn de Mortalidad.- Es la relacion que nos indica el nimero de equipos que han dejado de funcio-
nar por descompostura en un momento dado respecto al niimero inicial de los mismos.

Funcion de Utilizacidén de los Equipos.- Es la politica que fija la empresa respecto al niimero de equipos
que tendra en funcionamiento y su aprovisionamiento.

Edad de un Equipo.- Es el tiempo que tiene en funcionamiento un equipo en un momento dado. Suele
expresarse de distintas maneras como por ejemplo horas de funcionamicnto, kilémetros recorridos y otros.

Probabilidad de Averia.- Es la probabilidad de que un equipo sufra una averia en un lapso de tiempo dado.

Consumo de Equipos.- Es el nimero de equipos que dejan de funcionar y que deben de ser reemplazados.

Valor de Rescate.- Es el valor economico al cual se venden los equipos que se retiran del funcionamiento.

M

Modelos de Reemplazo de equipos con desgaste deterministico.

Estos modelos se utilizan cuando los costos de mantenimiento se conocen exactamente y nos llevan a ia
seleccion del equipo cuyo costo por periodo sea €l minimo. Para la determinacién de estos costos deben tomarse
en consideracion los valores de adquisicién y de rescate de los equipos, asi como también los costos anuales de
mantenimiento para cada uno de ellos, ponderados por la tasa de interés vigente en los mercados financieros
bajo el criterio del cambio del valor del dinero a través del tiempo.

El costo de un periodo para cada equipo puede obtenerse por medio de la siguiente ecuacidn:

|— [ .
C =%LA+Z o Ec.(XTX.1)

R |
Sa+nT (1+i)”J

Donde k = Subindice de referencia para cada equipo
C = Costo para un periodo del equipo k
n = Nimero de periodos de duracién del equipo
A = Valor de adquisicion del equipo
m; = Costo de mantenimiento del equipo en el periodo j
1= Tasa de interés vigente
R = Valor de Rescate del equipo

De esta forma ¢l procedimiento de calculo es simple y sencillamente el aplicar la ccuacién anterior para
cada uno de los equipos en cuestion y seleccionar aquel que resulte con el menor costo. Esto quedara claro al
estudiar el ejemplo siguiente:

Ejemplo XIX.1.- El Sr. Benito Pérez busca la mejor opcién sobre la adquisicion de una camioneta tipo
pick up para el desarrollo de sus labores agricolas. Tiene 4 alternativas, las marcas "La Econémica®, "La
Mejor”, “Fuerza Motriz" y "ZM", para cada una de ellas se tiene la informacién que sc¢ sinteliza en la tabla
XIX.1

Tabla XIX.1.- Datos de las camionetas

n:
Marca k Ap,MS  n aifos 1 2 3 ! 4 5 6 RyMS$
La Economica 1 45 4 7 8 93 10.8 - - 28
La Mejor 2 63 6 4 46 55 6.6 7.9 9 35
Fuerza Motriz 3 62 6 38 4.8 6.1 7.5 9 11 29
ZM 4 60 5 4 4.7 57 7.3 94 - 26



Donde cada dato se identifica mediante su literal correspondiente segiin la ecuacidn (XIX.1), con los
datos de los valores monetartos en miltones de pesos (M$) y los periodos de tiempo en afios.
La tasa actual de interés bancario es del 24% anual. ;Cual opcion debera elegir el Sr, Pérez?

Solucion:
Lo que debe hacerse es aplicar la formula dada por la ecuacidén (XIX.1) a cada una de las opcio-
nes v elegir aquella que resulte con el menor costo.
Entonices para la marca "La Econdmica" tendremos:

1 8 93 108 28
Cr=—45+|7+— 7+ 7 |- 3
4 124 (124)°  (124)°) (1.24)
1
=—(45+ 25164 — 11.843) = 14.580 M$ / afio
4

Ahora para la segunda opcitn, es decir "La Mejor", tendremos:

1 [ 46 55 6.6 7.9 9 35
CZ:_L65+ 4 +— + 2 + 3 + 4 + 5|~ 6
6 124 (124) (1.24) (1.24) (1.24) (124)
I
= 5(65 + 21160 - 9.628) = 12755 M$ / afio
Por su parte para "Fuerza Motriz" obtendremos:
lr ( 48 6.l 75 9 11 \ 29 _I
Ca=— 624384 — 7+ T+ 7+ T |- 3
ol U 126 29?29 a2t T a20° ) 120°

1
= g(62 + 23131~ 7.978) = 12859 M$ / afio

Finalmente para "ZM" tendremos:

47 57 73 9.4) % |

il .
Ca=— 60+[4 +—+ + + -
) SL 126 242 24 29 (1.24)5J

1
=—(60 +19.302 - 8869) = 14.089 MS$ / afio
5

De aqui vemos que la alternativa con el menor costo por periodo es Ia segunda, es decir "La Mejor”, razén
por la cual el Sr. Pérez debera elegirla.

Una aclaracién importante que ¢s convenientc sefialar es que hasta ahora se ha considerado que los costos
anuales de mantenimiento m; se tienen al principio de cada periodo, es por ello que los costos del primer afio no
van ponderados por la tasa d{a interés correspondiente.

También se ha supuesto que la tasa de interés es constante para cada uno de los periodos, lo cual raras
veces sucede en la realidad. Si esto no fuese asi, habria que ponderar los costos de cada affo mediante sus
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respectivas tasas de interés. Al considerar esto la ecuacién (XIX. 1} deberd modificarse por la formula siguiente:

N P

Uy +2 | Ec.(XIX.2)

{ "I'l(w) H(l+u)J

Donde cada iy es la tasa de interés correspondiente al periodo k, haciendo ig=0.
Para ilustrar el uso de esta formula, a aplicaremos al caso anterior en el ejercicio siguiente:

Ejemplo XIX.2.- Si para el ejemplo anterior las tasas de interés han variado cada afio sicndo

Tasz de Interés %
24
26
27
28
29
30

c\ua.:mwu-—-g
5]

¢ Cudl es ahora la mejor opcidn para el Sr. Pérez?

Solucion:
Ahora aplicaremos la ecuacion (XIX.2) para cada una de las opciones.
Para "La Econémica”, la sumatoria nos dara:

4 m2 + ns + 4

Ry Qi) T A+ i1+ 1)
8 93 108

=7+ —4 + =24 847

124 (124)(126) (1.24)(1.26)(1.27)

Por su parte el término correspondiente al valor de rescate sera:

R 28
(M)A +i)(1+i)(A+is) ~ (124)(L26)1.27)(1.28)

= 11024
Por lo que su costo por aiio es:

1
Ci=—(45+24847 - 11.024) = 14,706 M$ / Afio
4

Ahora para "La Megjor" su sumatoria serd:

‘ i6_ 55 6.6 7.9 9
T 24 T a2e026) T (2a)126)(127) T (L28)126)(127)0028) T (L24)(126)(L27)(L28)(139)

=20413

El término del valor de rescate es:

35
(124)(1.26)(1.27)(1.28)(1.29)(1.30)




Por lo que su costo anual sera:

1
Cz2=-(65+20413-8217) = 12.866 M$ / Afio
6

Ahora para la tercera opcién. "Fuerza Motriz" su sumatoria sera:

48 61 75 9 | 11

8+ 124 (1.24)(1.26) * (1.24)(1.26)(1.27) * (1.24)(1.26)(1.27)(1.28) * (124)(1.26)(1.27)(1.28)(1.29)
= 22256

Mientras que ¢l término del valor de rescate es:
29 .
(124)(L26)(127)(1.28)(1.29)(130)

809

Siendo entonces su costo anual
1

Ci=—(62 + 22256 - 6809) = 12.908 MS$ / Afio
6

Finalmente para la alternativa de "ZM" su sumatoria sera:

Y 57 73 94 18819
= e T 2ea26) T 2y azexan T (20026)127)128) T

El término del valor de rescate es:
26

=7
(124)(1.26)(1.27)(1.28)(1.29)

936

Siendo su costo por afio

1
Ca= g(60 +18819 - 7.936) = 14.177 M$ / Afio

De aqui vemos que la alternativa de menor costo sigue siendo la segunda, aunque ahora casi se le ha

igualado la tercera, es decir la de "Fuerza Motriz", ya que la diferencia entre una y otra ¢s de sélo $ 42.0.
%

Tiempo 6ptimo de reemplazo de los equipos.
Una pregunta muy importante que tedo administrador debe hacerse es cudl debe ser el tiempo mas conve-

niente para reemplazar sus equipos. La respuesta a esta pregunta s¢ da basado en un analisis de los costos, es
decir que el tiempo Optimo para el reemplazo serd aquel periodo para el cual los costos ponderados de adquisi-
cién y mantenimiento de los equipos s¢ minimicen. De hecho el equipo debera reemplazarse en el momento
para el cual el costo del siguiente periodo sea mayor que el costo promedio ponderado de los periodos anterio-
res, pues para ese periodo seria mas costoso seguir manteniendo el equipo actual que el reemplazarlo por uno

nuevo. Esto se expresa matematicamente por la siguiente formula:

A+2Cjaj"
Crary> —— Ec.(XIX.3)

S

J=



Donde: = Costo de manienimiento para el periodo j.
1»{ Valor de adquisicion del equipo.
o = Factor de ponderacion dado por la Ec.(XI1X.4)

En esta expresion vemos que el lado izquierdo de la desigualdad es el costo del siguiente periodo y ¢l lado
derecho es el promedio ponderado de los costos de los periodos anteriores.
Por su parte el factor de ponderacion o, viene dado por la siguiente expresion:

1
as= 117 Ec.(XIX .4)

Siendo i la tasa de interés vigente para el lapso de tiempo para ¢l cual se hace el anélisis. Al igual que en
el apartado anterior, si la tasa cambiase de un periodo a otro, habria que introducir diferentes valores del factor

de ponderacion para cada periodo.
A continuaciéon veremos un caso numérico de este tipo.

Ejemplo XIX.3.- El Sr. Juan Hernandez esta analizando la posibilidad de reemplazar su camién fletero,
para lo cual dispone de un registro de los costos anuales de mantenimiento que ha tenido en los altimos 15 afios,
los cuales han sido los siguientes:

Ano | 2 3 4- 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Costo 7 7.5 8 9 10 12 136 15 17 19 22 26 31 36 42

Los costos se han dado en millares de pesos (MS$). Si el valor de adquisicion del camion fue de M$ 125.0
y la tasa de interés ha sido constante ¢ igual al 15% anual ;Cuindo debera el Sr. Herndndez reemplazar su
camion?

Solucion: :
Para resolver este problema iremos calculando para cada periodo el valor de ol L para lucgo
obtener su sumatoria desde el periodo inicial hasta el actual; también estimaremos el valor de A+EC ot
finalmente el cociente de este valor entre la sumatoria de oi~1. Esto se resume en la tabla siguiente:

Tabla XIX.2.- Solucién del ejemplo XIX.3

Afio, j Cj, M$ o} Tod-] A+ECjol A+ZCiol"1/2a-1
1 7 1 1 132.0 32.0
2 75 0.8696 1.8696 138.52 74.09
3 8 0.7561 ~  2.6257 144.57 55.06
4 9 0.6575 3.2832 150.49 4584
5 10 0.5718 3.8550 156.21 40.52
6 12 0.4972 4.3522 162.17 37.26
7 13.6 0.4323 4.7845 168.05 35.12
8 15 0.3759 5.1604 173.69 33.66
9 17 0.3269 5.4893 179.25 32.67
10 19 0.2843 5.7716 184.65 31.99
1 22 0.2472 6.0188 190.09 31.58
12 26 0.2149 6.2337 195.68 31.39
[ 13 31 0.1869 6.4206 20147 3138 |
14 36 0.1625 6.5831 20732 3149
15 42 0.1413 6.7245 213.25 3171

De esta tabla vemos que el equipo debe reemplazarse al final del afio 13, ya que para entonces seria mas
caro mantener el equipo anterior gue su reemplazo.
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Es interesante observar que para ef periodo 13 el cociente dado en la altima columna de la tabla anterior
€S un minimo, situacion que coincide con ¢l hecho de ser el tiempo 6ptimo para el reemplazo del equipo.

e

Modelos de Reemplazo de equipo con desgaste aleatorio.

En la mayoria de Ias ocasiones no nos es posible conocer con precision ¢l desgaste de los equipos en
servicio en las empresas, por lo que se considera que éste se da en forma aleatoria o bien bajo alguna distribu-
cion de probabilidad conocida. Para el estudio de estos casos, presentaremos algunos tdpicos que es conveniente
conacer.

Curvas de Supervivencia y Mortalidad de los equipos.

Las curvas de supervivencia y mortalidad de los equipos son representaciones graficas de las funciones de
supervivencia y de duracion de los equipos respectivamente para diferentes lapsos de tiempo.

La definicidn matemdtica de la funcién de supervivencia es la siguiente:

‘Ec(XIX.5)

Donde:
j = Valor de la funcmn de supervivencia para el tiempo j
n; Nizmero de equipos que funcionan al tiempo j
ng = = Nilmero de equipos iniciales en funcionamiento
j = Periodo de tiempo correspondiente

Por su parte la funcién de duracién fj se define por la siguiente expresion:

S=Ro Ec.(XIX.6)

Esta funcién es el cociente de los equipos que han dejado de funcionar en un instante dado j, entre el
numero inicial de los mismos.

Las curvas de supervivencia y mortalidad son simplemente las graficas de estas funciones respecto al
ticmpo.

Probabilidad de Averia.

La probabilidad de averia s¢ definc como el niimero de equipos que dejan de funcionar respecto a los que
estén en operacién en un momento dado y se expresa matematicamente mediante 1a ecuacion siguiente:

A= Ec.(XIX.7)

Donde:
Av;= Probabilidad de averia de los equipos en el tiempo j

Los restantes términos ya han sido definidos en el inciso anterior.

Tiempo promedio de aparicién de la averia.
El tiempo promedio de aparicion de la averia se obtiene por medio de la formula si guiente:

tov= D Jf; Ec.(XIX.8)
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Donde:
tay = Tiempo promedio de aparicién de la averia
J = Lapso de tiempo respectivo

Por su parte la desviacion estindar de este tiempo es 1a raiz cuadrada de la variancia, 1a cual viene dada
por la expresion siguiente:

o =2 f—tw? Ec.(XIX.9)

J=l
Presentaremos ahora un casoe que nos ayudara a aclarar estos conceptos.

Ejemplo XIX.4.- Enuna compaiiia del ramo eléctrico se han probado fusibles para analizar su duracién
y se han obtenido los datos que se presentan en la tabla XIX.3,

Obtener:
(a) La curva de supervivencia de los equipos.
(b) La curva de mortalidad.
(c) Las probabilidades de averia para cada lapso de tiempo.
(d) El tiempo promedio de aparicion de la averia y
(e) La desviacion estiandar de la aparicion de la averia.

Tabla XIX.3.- Datos de fusibles en operacién respecto al tiempo.

Tiempo, semanas Fusibles en operacion
0 1000
1 996
2 989
3 976
4 950
5 919
6 877
7 826
8 764
9 690
10 600
11 504
12 419
13 343
14 273
15 215
16 169
17 129
18 97

19 71
20 47
21 29
22 15
23 7
24 |

25 0



Solucidén:
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Con los datos de la tabla obtendremos para cada lapso de tiempo j, la funcién de supervivencia
vj por medio de la ecuacion (XIX.5), 1a funcion de duracién f; mediante la ecuacién (X1X.6) y 1a probabilidad
de averia Avj haciendo uso de 1a ecuacion (XIX.7), las cuales se muestran en la siguiente tabla;

Tabla XIX.4.- Funciones de supervivencia, duracion y probabilidades de averia de los fusibles

Tiempo j
0

OO0~ h B LR —

—— —
=

Supervivientes n i

1000
996
989
976
950
919
877
826
764
690
600
504
419
343
273
215
169
£29
97
71
47
29
15
7

1

0

v f;
1.0° 0’
0.996 0.004
0.989 0.007
0.976 0.013
0.95 0.026
0.919 0.031
0.877 0.042
0.826 0.051
0.764 0.062
0.69 0.074
0.6 0.090
0.504 0.096
0419 0.085
0.343 0.076
0.273 0.070
0.215 0.058
0.169 0.046
0.129 0.040
0.097 0.032
0.071 0.026
0.047 0.024
0.029 0.018
0015 0.014
0.007 0.008
0.001 0.006
0 0.001

Av:
0 J
0.0040
0.0070
0.0131
0.0266
0.0326
0.0457
0.0382
0.0751
0.0969
0.1304
0.16
0.1687
0.1814
0.2041
0.2125
0.2140
0.2367
0.2481
0.2680
0.3380
0.3830
0.4828
0.5333
0.8571
1

Las grificas de las funciones de supervivencia y duracién se presentan en la figura XIX.1

1.0+

0.97

0.8

0.7

Figura XiX.1.- Grafica de |as funciones

de Supervivencia y de Duracion

I I | I
10 15 20 25

Tiempo, semanas



Por su parte la figura XIX.2 nos muestra la grafica de las probabilidades de averia.
Ahora para el inciso (d}, obtendremaos el tiempo promedio de aparicién de la averia mediante la férmula
(XIX.8):

25
fow= D jf = 1(004) +2(007) + 3(013) + 4(026) + S(.03 1) + 6(042) + 7(0OS1) + 8(062) + 9(074)
& +10(.09) + 11(.096) + 12(.085) + 13(.076) + 14(.07) + 15(.058) + 16(.046) + 17(.04) + 18(032)

+19(.026) + 20(.024) + 21{.018) + 22(.014) + 23(.008) + 24(.006) + 25(.001) = 11.906 semanas

1} 0— Figura XIX.2.- Gréfica ds la Probabilida
- de Averfa

0.8

0.6

0.4—

0.2—
I | I ] |
5 10 15 20 25

Tiempo, semanas
Por su parte la vanancia la calcularemos con la ecuacién (XI1X.9) para obtener:

25
0% =D fi—tm® =12 (004) + 22 (007) + 3% (013) + 42.(026) + 52 (031) + 62 (042) + 72 (051) + 82 (062)
=1

+92 (074) + 102 (09) + 112 (096) + 122 (085) + 132 (076) + 142 (07) + 152 (058) + 162 (046)
+172 (04) +18% (032) + 192 (026) + 20% (024) + 212 (018) + 222 (014) + 23 (008) + 242 (006)
+25% (001) - (11.906)2 = 21747

Por lo que la desviacion estindar sera:

O = /21,747 = 4,663, semanas

Tiempo limite de funcionamiento para los equipos.
Cuando se introduce un tiempo limite de funcionamiento para los equipos, en la curva de supervivencia
v; se presenta un quiebre vertical hasta llegar a cero justo en dicho tiempo limite, tal y ¢omo se¢ muestra en la
gura XIX.3.
Por su parte el tiempo promedio de aparicién de la averia como es de esperarse disminuye, asi como
también la variancia, tal y como se ve en las expresiones siguientes:
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2

lv= D jf Ec.(XTX.10)
J=1
=]

ol =D f—tw? Ec.(XIX.11)
j=

Siendo @ el tiempo limite de funcionamiento para los equipos.

Figura XIX.3.- Curva tipica de supervivencia
cuando hay un tiempo limite de
funcionamiento © para los equipos.

Tiempo

Ejemplo XIX.S.- Para ¢l problema anterior calcilese el tiempo promedio de aparicion de la averia y la
desviacion estandar si se fija un tiempo limite de funcionamiento para los eguipos de 15 afios.
Solucion:
Para el caso aplicaremos las ecuaciones (XIX.10) y (XIX.11} para oblcner:

i5
fav = Zlﬁ = 1{.004) + 2(.007) + 3(.013) + 4(.026) + 5(.031) + 6(.042) + 7{.051) + 8(.062) + 9(.074)
=1

+10(.09) + L1(.096) + 12(.085) + 13(.076) + 14(.07) + 15(.058) = 10.256semanas

15
22D i te® =17008) + 22 (007) + 32 (013) + 42 (026) + 52(031) + 62 (042) + 72 (05 1) + 82 (,062)
J=1

+9%(074) +10% (09) + 1% (096) + 122 (085) + 132 (076) + 142 (07) + 152 (058) - (10.256) = 17.922

La desviacion estandar serd entonces;

= 17922 = 4.233 semanas

Probabilidad de Consumo de equipos nuevos.
La probabilidad de que se consuman k equipos en un lapso de tiempo t, denominada Pkt viene dada por
la siguiente formula:
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pe=) vi-; f Ec.(XTX.12)
i=l

Donde:
Pkt = Probabilidad de consumir o reemplazar k equipos a un tiempo t.
vg.j = Funcion de Supervivencia de los equipos en el lapso de tiempo de ja t
l‘j! = Funcién de Duracion del equipo, dada por la ecuacion (XIX.6)

Como vemos esta probabilidad es la sumatoria para todo ¢l Japso de tiempo desde cero hasta t de los
productos o probabilidades compuestas de que el equipo sobreviva en el lapso de tiempo de j a t, multiplicada
por la funcion de duracion del equipo de j-1a ).

Existe otra féormula que nos relaciona a pyy con py_y, la cual es:

pa="pr-vi-j f Ec. (XIX.13)
=1

La que nos indica que la probabilidad de hacer k reemplazos del equipo desde el tiempo cero hasta t es la
sumatoria de las probabilidades de haber realizado k-1 reemplazos en el tiempo desde j hasta t multiplicada por
la probabilidad de que ¢l equipo haya dejado de funcionar en el lapso de j-1 a j.

Con esta altima férmula nos es posible obtener las probabilidades de realizar 2 reemplazos del equipo en
un lapso de tiempo cualquiera si conocemos las respectivas probabilidades de hacer un reemplazo en ese mismo
pertodo.

Es facil darse cuenta que las probabilidades de hacer cualquier nliimero k de reemplazos a tiempo cero sera;

pro=0 Ec.(XIX.14)

_ Por su parte la probabilidad de que no haya habido recmplazos a un tiempo t dado cualquiera, sera
simplemente la funcién de supervivencia de! equipo, es decir:

I
pou=wv=— Ec.(XIX.15)
ho
A continuacion presentaremos un gjemplo ilustrativo del uso de estas formulas

Ejemplo XIX.6.- Para el caso de los fusibles, obténgase las probabilidades de hacer 1 y 2 reemplazos en
lapsos de tiempo que vayan desde una hasta 25 semanas.
Solucion:
Para solucionar este problema haremos uso de los datos de las funciones de supervivencia y de
duracion que se tienen, los cuales sc hallan ¢n [a tabla XIX.4.
(a) Para k=1 reemplazo con p;(=0, si aplicamos la ecuacion (XIX.12), para t=1, tendremos:

1
pi=2 vi-; fi=vofi=(1)(0.004) = 0.004
j=i
Ahora para t=2;

2
pr= Vi f=vifi+vof=(0.996)(0.004) + (1)(0.007) = 00110
7=1
Para =3:

3
Pi3= 2 vi-j fi=vaf i+ vifa+ vofi=(989)(004) + (996)(.007) + (1)(.013) = 0.0239

i=t
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Para t=4:
&
pm:Zw—jﬁ:V3f1+V2f2+V1f3+Vof4
J=1

= (.976)(.004) + (.989)(.007) + (.996)(.013} + (1)(026) = 0.0498

Procediendo en forma similar se obtienen las restantes probabilidades, las cuales se presentan en la tabla

XIS,
(b) Para k=2 reemplazos con p=0, aplicaremos la ecuacién (XIX.13) para t=1 para obtener:

1
pn= Z pit-i fi= profi=(0)(0.004) = 0

7=l

Ahora para t=2:

2
p=Y piz2-; fi= pnfi+puofz=(004)004) + (0)(007) = 0.000016
jet
Para t=3:
, .
ps= Y p1,3-; fi= pufi + pufa + profs = (0110)(.004) + (.004)(.007) + (0)(.013) = 0.000072
=1

Parat=4:

a
p24=2p:,4-jﬁ=p13f1+p12f2+pnf3+plof4
i=l
= (0239)(004) + (O110)(.007) + (004)(.013) + (0)(026) = 0.000225

Procedicndo de igual modo se obticnen las demas  pyy, las que se indican en la siguiente tabla

Tabla XIX.5.- Resultados del gjemplo XIX.6

t Pt P2t

0 0 0

1 0.004 0

2 0.0110 0.000016
3 0.0239 0.000072
4 0.0498 0.000225
5 0.0804 0.000613
6 0.1216 0.0014

7 0.1712 . 0.0028

8 0.2307 ) 0.0053

9 0.3003 0.0091
10 03848 0.0150

11 04722 0.0234
12 0.5451 0.0352
13 0.6048 0.0511

14 0.6534 0.0716
15 0.6845 0.0973
16 0.6977 0.1282
17 0.6991 0.1641
18 0.6867 0.2046
19 0.6630 0.2489
20 0.6329 0.2959
21 0.5932 0.3442
22 0.5477 0.3918
23 0.4958 0.4368
24 0.4427 04777

25 0.3868 05128



162

Por su parte la sumatoria de estas probabilidades a un tiempo dado t, de hacer cero, uno, dos o mas
reemplazos sera la unidad, esto es:

> pu=1 Ec.(XIX.16)
k=0
Asi para el ejemplo anterior si tomamos un tiempo cualquiera, por decir  semanas, vemos que
Pps = 02307
P2 = 0.0053

Por su parte la probabilidad de cero reemplazos es el valor de la funcion de supervivencia para este mismo
tiempo, es decir

pos = ve = 0.7640

Con lo que su sumatoria serd practicamente la unidad, ya que las probabilidades de hacer 3 0 mas reem-
plazos son muy pequeiias, por lo tanto

Zpks = pos + p13+ p = 07640+ 02307 + 0.0053 = 1.0
k=0

Con lo cual queda demostrada la validez de la ecuacién (X1X.16).

Otra informacion que también es muy importante en estos casos ¢s la de conocer cudl serd el consumo
promedio de equipos para un lapso de tiempo dado, el cual se calcula mediante la siguiente expresion:

=0

me= ) J pi Ec.(XIX.17)
J
Donde:
it = Consumo promedio de equipos a tiempo t
j = Posibilidades de consumo de equipos
Pjt = Probabilidad de consumir j equipos a un tiempo t

Asi para el caso anterior para t=8 semanas, si aplicamos esta ecuacién obtendremos:

mis=7 " j pis=(0)(pos) + (1)(p1s) + (2)(prs)+.... +o0pes
j=0
= (0)(0.7640) + (1)(0.2307) + (2)(0.0053) = 0.2413

Con esto vemos que consurniremos 0.2413 equipos en promedio en un lapso de tiempo de 8 semanas.

Probabilidad de Consumo de equipos usados.

Es también interesante saber cuando se cuenta con un equipo usado, cuil serd su probabilidad de consumo
o reemplazo, la cual obviamente serd mayor que para ¢l caso en que €l equipo es nuevo.

Si se cuenta con un equipo que ha sido usado anteriormente durante un liempo dado cualquiera que
llamaremos o, su funcién de supervivencia serd ahora v, la cual se obtiene mediante la siguiente relacién:

Vi+a

Var =

” Ec.(XIX.18)
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Es decir que la funcion de supervivencia del equipo sera el cociente de dividir su funcion de supervivencia
cuando el equipo es nuevo, recorrida los oo periodos entre su funcion de supervivencia en el momento o

Por su parte para la obtencién de la probabilidad de k consumos a tiempo t, recurrimos a la ecuacion
siguiente:

Pe= Vi-jfy Ec.{XIX.19)
7=l

Donde todes los términos son los mismoes que se habian venido manejando para el caso cuando los
equipos eran nuevos, con excepeion de la funcion de duracién f;, la cual viene dada ahora por la siguiente
expresion:

Jo= Va,j-1— Va,j Ec.(XIX.20)
Hustraremos la forma de usar estas ecuaciones con el siguiente ejercicio,

Ejemplo XIX.7.- Para ¢l caso de los fusibles, ;Cudles serdn las probabilidades de consumir uni equipo, si
éste ya ha sido usado previamente durante 10 semanas?
Solucidn: '
Para nuestro caso a=10, por lo que en una tabla colocaremos los valores de Vis Vet J0s calcu-
lados para v mediante ia ecuacion (XTX.18) y los de la funcién f obtenidos con la formula (XTX.20), con
lo cual dicha tabla nos quedara de la siguientec manera:

Tabla XIX.6.- Valores de v, V{4, vt Y far

Tiempo t Vi o Vidto . Vut fat

0 1 0.600 1 ---

1 0.996 0.504 0.840 0.160
2 0.989 0.419 0.698 0.142
3 0.976 0.343 0.572 0.126
4 0.950 0.273 0.455 0.117
5 0.919 0.215 0.358 0.097
6 0.877 0.169 0.282 0.076
7 0.826 0.129 0.215 0.067
8 0.764 0.097 0.162 0.053
9 0.890 0.071 0.118 - 0.044
10 0.600 0.047 0.078 0.040
11 0.504 0.029 0.048 0.030
12 0.419 0.015 0.025 0.023
13 0.343 0.007 0.012 0.013
14 0.273 0001 0.002 0.010
15 0.215 0 0 0.002
16 0.169 0 0 0

17 0.129 0 ] 0

I8 0.097 0 0 0

19 0.071 0 0 0

20 0.047 0 0 0

21 0.029 0 0 0

22 0.015 0 0 0

23 0.007 0 0 0

24 0.001 0 0 0

25 0 0 0 0

Entonces procederemos a estimar las probabilidades de consumo de equipos mediante la ecuacién (XIX.19),
haciendo po=0.
Entonces para t=1;
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1
pn= D Vi fap = vofar = (1)0.16) = 016

j=1

Ahora para t=2:

2
Pr= Y Vi fu=Vifa+ vofaz = (0.996)(0.160) + (1)(0.142) = 03014

j=1

Para t=3:
3
pl3=ZV3-jfaj= Vafai + Vifaz + vo fa
j=1
= (0.989)(0.16) + (0.996)(0.142) + (1)(0.126) = 0.4257
Para t=4:

4
p14=ZV4-ij'= Vifar + V2 far + Vifas + Vo fas

Jet
= (0.976)(0.16) + (0.989)(0.142) + (0.996)(0.126} + (1){0.117)
=0.5391

Procediendo en forma andloga se obtienen los resultados que se resumen en la tabla XIX.7, los cuales se
comparan con los cbtenidos para el caso cuando los equipos eran nuevos.

Tabla XTIX.7.- Resultados del ejemplo XIX.7 comparados con los del gjemplo XIX.6

t Pt P1t¢
Equipos nuevos Equipes usados

0, 0 0

1 0.0040 0.1600
2 0.0110 0.3014
3 0.0239 0.4257
4 0.0498 0.5391
5 0.0804 0.6284
6 0.1216 0.6936
7 0.1712 0.7433
8 0.2307 0.7735
9 0.3008 0.7866
10 0.3848 0.7882
11 0.4722 0.7702
12 0.5451 0.7363
13 0.6048 0.6861
14 0.6534 0.6287
15 0.6845 0.5609
16 0.6977 0.4920
17 0.6991 0.4260
18 0.6867 0.3636
19 0.6630 0.3060
20 0.6329 0.2538

En esta tabla vemos que las probabilidades de consumo de equipos son notoriamente mayores para el caso



de los equipos usados para los primeros periodos, ya por ahi del periodo 13 en adelante tienden a igualarse ¢
incluso posteriormente las de los equipos nuevos aparecen mas altas que las de los usados, debido a que para
estos periodos de tiempo ya los equipos nuevos ticnen desgaste, mientras que los usados posiblemente ya hayan
sido reemplazados.

Aprovisionamiento de Equipos.

Es importante censiderar el aprovisionamiento de equipos en las empresas, ya que con el funcionamiento
normal, €stos sc irdn desgastando y averiando, por lo que deberemos tomar las medidas preventivas nccesarias
para cuando esto suceda y evitar con ello pérdidas innecesarias de tiempo. Esto se conoce en la terminologia del
presente tema como el aprovisionamiento de los equipos.

Si iniciamos las actividades con ng equipos nuevos, ¢l niimero de éstos que habra en un momento dado

de tiempo t, sera:
= rnowv Ec.(XIX.21)

Normalmente la alta administracion empresarial fija a su arbitrio la manera como desean aprovisionar
los equipos, de acuerdo con un patrdn conocido come funcidn de utilizacién, denotada como u;, de la cual se
muestra una representacion gréfica en la figura XIX 4.

Si rj es el nimero de equipos reemplazados hasta el tiempo j, entonces la tasa de aprovisionamiento de
equipos denominada Pj sera:

O=r—ri-1 Ec.(XI1X.22)
Por su parte el nimero de equipos supervivientes a un tiempo t y provenientes de este aprovisionamiento sera:

Gvi-i=(r—r-)v-; Ec. (XIX.23)

Entonces el nimero de equipos que habra a un tiempo t sera la sumatoria de estos supervivientes mds el
de los equipos iniciales que aun siguen funcionando, es decir;

]
ue=nowv + Z Pivi-g Ec.(XIX.24)
= .
Si de esta ecuacién despejamos py, obtendremos:
t—1
p'=u'—”°”_Zﬂ‘ Vi-j Ec. (XI1X.25)
/=1
La cual nos permite calcular py en cualquier mormento.

Nlmero de Figura XIX.4.- Curva tipica de la Funcion de
Equipos Utilizacién de equipos uy
ik

/
"o |
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A continuacién presentaremos un ejemplo.

Ejemplo XIX.8.- La empresa "Metales Potosinos” tiene un niimere inicial de 25 motobombas en servi-
¢io, las cuales desea mantener funcionando con una funcién de utilizacién ug dada en la tabla XIX.8, en 1a que
también se presenta la funcion de supervivencia de los equipos v, para diferentes tiempos.

Tabla XTX.8.- Funciones de Supervivencia y Utilizacion para las motobombas de "Metales Potosinos"

t, meses Vi ug
0 1 25
1 1 38
2 0.99 50
3 0.98 63
4 0.96 75
5 0.92 88
6 0.86 100
7 0.77 100
8 0.65 100
9 0.52 100
10 0.37 100
11 0.30 100
12 0.24 100
13 0.19 100
14 0.14 100
15 0.09 100
16 0.05 100
17 0.02 100
18 0 100
19 0 100
20 0 100
21 0 100
22 0 100
23 0 100
24 0 100
25 0] 100

¢ Como sera la tasa de aprovisionamiento pt?

Solucién:

Las tasas de aprovisionamiento p;y para los diferentes periodos de tiempo las iremos obteniendo
mediante la formula (XIX.25). Las funciones de utilizacién uy y de supervivencia v; ¢stan dadas en la tabla
XIX.38, Por su parte el valor de pg es logicamente cero,

Entonces al aplicar la ecuacién (XIX.25) para t=1, tendremos:

0
01 = th — novy —-Zg Vi - 5=t — Hovi = 38 - (25)(1) = 13
j=1
Ahora para t=2:
l
pr=ur=Nova— [y va-;=uz-nov:— piv
i=1

= 50— (25)(0.99) — (13)() = 12.25



Para t=3;

PI=UI—TOVI— ) O V3o ;= U3 —HoVi— piva— pavi

2

j=

= 63 - (25)(0.98) — (13)(0.99) — (12.25)(1) = 13.38

Para =4;

Pe=Us—NOVa— D [y V- j=Ha—MVa— PIVI— P2V2— p3W

= 75~ (25)(0.96) ~ (13)(0.98) — (12.25)(0.99) - (13.38)(1) = 12.75

Si proseguimos con la metodologia, se obtienen los resultados que se resumen en la tabla XIX. 9.

3

j=1
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En esta tabla también se presentan los valores de ry para cada lapso de tiempo, los cuales vienen sicndo
el nimero total de equipos reemplazados, siendo la sumatoria de las pg antes obtenidas, conforme a la siguien-

te ecuacion:

1

r=2.p

j=1

Ec.(XIX.26)

Tabla XTIX.9.- Valores de las tasas de aprovisionamiento py y mimero total de equipos reemplazados re.

t, meses

N0 I AN L B W N = O

10
11
12
13
14
15
16
17
138
19
20
21
22
23
24
25

Pt

0

13
12.25
13.38
12.75
14.52
14.53
4.06
5.99
7.70
9.85
9.72
10.15
10.43
10.54
10.56
10.22
92.68
9.97
9.89
10.06
10.02
9.92
9.86
9.30
9.78

re

0

13
25.25
38.63
51.38
65.90
80.43
84.49
90.48
98.18
108.03
117.75
127.90
138.33
148.87
159.43
169.65
179.33
189.30
199.19
209.25
219.27
229.19
239.05

24885

258.63

Cuando se conoce la funcién de utilizacion y la tasa de aprovisionamiento de los equipos, es posible
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entonces obtener la funcién de supervivencia, la cual si se despeja de la ecuacion (X1X.25) nos da la siguiente
férmula:

llr—zlaf Vi-j
= —27 Ec.(XIX.27)

o

Haciendo v(=1, es posible calcular las sigutentes v¢ para los siguientes lapsos de tiempo.

Tasa de Mantenimiento.
La tasa de mantenimiento se ha definido como e! valor que toma la t2sa de aprovisionamiento después de
un periodo de tiempo suficientemente largo y se expresa matematicamente por la formula siguiente:

no
PX=tim p= . Ec.(X1X.28)

Es decir que la tasa de mantenimiento es ¢l cociente del mimero iniciat de equipos dividido entre el
tiempo promedio de aparicidn de la averia, el cual habia sido definido mediante Ia ecuacion (XIX.8).
Ejemplificaremos este concepto con el caso de los fusibles.

Ejemplo XIX.9.- Para el caso de los fusibles cuya funcién de supervivencia se ha dado en la tabla XIX 4,
obtener las respectivas tasas de aprovisicnamienio, asi como la tasa de mantenimiento si el niimero inicial de
equipos es de 1000 y la funcion de utitizacion es constante todo el tiempo ¢ igual a 1000,

Solucion:
Para este caso tenemos que ng= 1000=uy para todos los lapsos de tiempo, mientras que py=0.
Entonces si aplicamos la formula (XIX.25) al caso tendremos:

t—-1

p=1000(1-v)=> pvi-,

j=t

Entonces para t=1;
21 =1000(1 - vi) = 1000(1 - 0.996) = 4
Por su parte para t=2:
p2=1000(1 - v2) — pivi = 1000(1 - 0.989) - 4(0.996) = 7.016

Ahora para t=3;
p3=1000(1- vi)— pr1va— p2vi=1000(1 - 0.976) - 4(0.989) - 7.016(0.996) = 13.056
Para t=4:

p4+=1000(1-vs) — prvi— p2va— psv
= 1000(1 - 0.95) - 4(0.976) — 7.016(0.989) — 13.056(0.996) = 26.153

Si se sigue con este procedimiento, se obtienen los valores que se presentan en la tabla siguiente:



Tabla XIX.10.- Valores de tasas de aprovisionamiento py y del namero total de equipos
reemplazados ry para el caso de los fusibles.

e
=l

P o B S S S R
0 ~1 O th b~

—
o

W0 - B W e D -,

[
=)

3]
p—

[
[\¥]

28]
W

o]
B

2
i

vt

I

0.996
0.989
0.976
0.950
0919
0.877
0.826
0.764
0.690
0.600
0.504
0419
0343
0273
0215
0.169
0.129
0.097
0.071
0.047
0.029
0015
0.007
0.001
0

Pt
0

4
7.03
13.06
26.15
31.39
42,79
52.46
64.50
77.96
96.03
104.80
97.41
92.85
92.20
86.23
80.67
81.45
80.38
§1.15
85.58
8538
86.10
83.78
84.65
81.70

re
0
4
11.03
24.09
50.24
81.63
124.42
176.88
24138
319.34
41537
520.17
617.58
710.43
802.63
888.86
969.53
1050.98
1131.36
1212.51
1298.09
1383.47
1469.57
1553.35
1638.00
1719.70
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Una representacion grifica de la tasa de aprovisionamiento y del nimero total de equipos reemplazados
sc muestra en la figura XIX.5
Por su parte la tasa de mantenimiento la calcularemos mediante la formula (XIX.28), ya que el tiempo

promedio de aparicion de la averia para los fusibles era de 11.906, por lo cual tendremos:

1000
11.906

p*=

Esta tasa también se muestra en la figura XIX 5.

Py
140

1204
1007
807

60

207

Figura XIX 5.- Gréfica de las Tasas de Aprovisionamiento y
Mantenimiento y de! Numero total de equipos reemplazados

para el caso de los fusibles,

=8396 equipos

1750
1500
1250
1000

750

250

[
5 10 15
Tiempo



Reemplazo dptimo de los equipes en grupo.

Ahora presentaremos un estudio comparativo sobre el reemplazo de los equipos en servicio considerando
2 posibilidades: (a) Reemplazar los equipos en grupo; (b) hacerlo individualmente uno por uro.

Este estudio nos conducird a determinar cudl es el tiempo éptimo para llevar a cabo el reemplazo.

Sin introducirnos en el desarrollo matemitico de este tema, sélo daremos la formula que establece la
condicion que debe cumplir el licmpo dptimo de reemplazo, 1a cual es la siguiente:

Si-1 <%no<S, Ec.(XTX.29)
b

Donde:
= Funcion de tiempo de reemplazo dada por la ecuacion (XIX.30)
C! Costo de cada equipo si ¢l reemplazo se realiza en grupo
C}, = Costo de cada equipo si el reemplazo se efectia individualmente
ngp = Niumero inicial de equipos

Por su parte la funcion del tiempo de reemplazo viene dada por la siguiente ecuacién:

Si=jri-(j+Dr- Ec.(XIX.30)

Donde:
Jj = Lapso de tiempo respectivo
Y= Niimero total de equipos reemplazados hasta el tiempo j

El procedimiento para determinar el tiempo optimo de reemplazo serd ir calculando para cada lapso de
tiempo j, la correspondiente S; j para conocer en qué momento se satisface la condicién planteada en la ecuacidn
(XIX.29).

Por su parte el costo total del reemplazo de los equipos para un tiempo j, viene dado por la siguiente
expresion matematica:

C?} CanD+Cb Fy-i EC.(X[X.BI)

Mientras que el costo por periodo serd el cociente de este costo total dividido entre el nimero de periodos
J. es decir: :
CI;, Cano+Csry-

C=—"L= : Ec.(XIX.32)
J J

Este costo presenta un minime al momento en que se satisface la condicién de optimalidad.
A continuacion resolveremos un ejemplo ilustrativo de esta metodologia.

Ejemplo XIX.10.- Para el caso de "Metales Potosinos”, determinar cuél es el tiempo 6ptimo para el
reemplazo de los equipos en grupo si el costo de cada equipo es de $ 5200.0 si se efectiia el reemplazo por
grupos y de $ 7000.0 si se hace individualmente.

Solucién:

Conforme al procedimiento explicado anteriormente, iremos calculando para cada lapso de tiempo
), la §; correspondiente para ver en cual momento se satisface la condicién de optimalidad sefialada por la
ecuacion (XIX.29),
Para este caso tenemos

Ca 5200 s 1857
no——— .
Co 7000 (29)=

Para j=1, estimaremos S; por medio de la ecuacién (XI1X.30):

-



S1=rn-2re=13-2(0=13

Donde las rj se han tomado de 1a tabla XIX.9.

Por su parte el costo Cj lo calcularemos mediante la formula (XIX.32) para obtener:

_ (5200)(25) + (7000)(0)
1

C =130000 $ / afio

Ahora para j=2 tendremos:
S2=2r2—3ri = 2(25.25) - 3(13) = 11.50

Siendo el costo por periodo

_ (5200)(25) + (7000)(13)
2

C, = 110500 $ / afio

Ahora para j=3:
§3=3r3-4rz2=3(38.63) - 4(25.25) = 1489

Mientras que el costo es
_ (5200)(25) + (7000)(25.25)

Cs 3 =102250 § / afio
Para j=4:
Sa=4ra—5r;=4(5138) - 5(38.63) = 12.37
Y el costo
s = $2003) +4(7000)(38'13) =100102.50 $ / a0
Para j=S5:

§s = 5rs—6ra = 5(659) - 6(51.38) = 21.22
Siendo el costo
_ (5200)(25) + (7000)(51.38)

5
Aqui vemos que se satisface ya la condicién de optimalidad, pues

Cs =97932 $ / afio

a

S4<ano<55

237<1857<21.22

Por lo que se debe efectuar el reemplazo por grupos al final del quinto periodo dando un minimo para el
costo por periodo, lo cual podemos comprobar si calculamos el costo respectivo del sexto periodo, esto es
_ (5200)(25) + (7000)(65.9)

6
El cual al ser mayor que el anterior nos indica un minimo en el quinto periodo.

Cs =98550 $/ afio



PROBLEMAS PROPUESTOS

XIX.1.- El empresario Pablo Losada tiene una flotilla de camiones fleteros y necesila adquirir camionetas
de carga ligera nuevas, para lo cual ha pensado en analizar las posibles marcas para elegir la que sea de costo
minimo anual, tiene 4 opciones las cuales son las marcas Chevere, Rapidas, Econémicas y Eficient, las cuales
tiencn una vida util similar de 5 afios. Los costos de adquisicion y mantenimienio anual, asi comeo los valores de
rescate se presentan en la tabla siguiente.

Costo de mantenimiento anual, M$/afio

Marca Costo de Afio Aiip Aiio Afio Afio Valor de
Adquisicion, M3 1 2 3 4 5 Rescate, M$
Chevere 150 3 6 12 22 15 43
Rapidas 130 2 5 8 15 30 38
Econémica 160 5 7 10 14 22 45
Eficient 145 3 5 10 20 33 45

Si la tasa de intercs vigenie es del 28% anual y se supone constante para los 5 afios, ;Cual es la marca de
minimo costo anual y cuil sera el monto de éste?.

XIX.2.- Si para el caso anterior la tasa de interés fuera variable e igual al 24% para el primer afio, 27%
para ¢l segundo, 32% para el tercero, 30% para ¢l cuarto y 28% para el ultimo afio, ;Cuales serian las respues-

tas a las mismas preguntas del problema anterior?

XIX.3.- Juan Sanchez estd buscando la opcidn mas econdmica para adquirir un televisor de color de 25
pulgadas, para lo cual ha obtenido la informacidn que se presenta en la siguiente tabla.

Costo anual de mantenimiento, $/afio

Marca Duracién Costo de Aifio Afio Afio Afo Aiio Valor de
compra, $ 1 2 3 4 5 Reventa, $
Sonora 5 5000 100 150 180 200 240 1200
Pesonic 5 4500 80 150 190 220 260 1000
Electric 4 3800 40 80 150 250 - 300

Si la tasa de interés es constante e igual al 22%, ;cual serd su mejor alternativa y cudnto su costo total
anual?

XIX4.- Si para el caso anterior la tasa fuera variable, siendo del 24% en el primer afio, el 27% el
segundo, 32% el tercero, 30% el cuarto y del 28% el ultimo afio, jcudl ser entonces la mejor opcién y cudnto
su coslo?

XIX.5.- La Constructora Regional Potosina estd buscando determinar el lapso de tiempo més adecuado
para renovar sus maquinas revolvedoras, las cuales le cuestan actualmente 25,000.00 pesos cada una. De regis-
tros de costos de mantenimiento se tiene lo siguiente

Afo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Costo,$ 3000 3300 3750 4200 4950 6000 7500 9000 11000 14000

¢Cual sera el tiempo 6ptimo de reemplazo y cuanto su costo total anual?



XIX.6.- Si para el problema anterior las tasas de interés cambiaran cada afio y fuesen

Aifio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tasa, % 16 17 18 20 22 24 25 27 30 33

;Cudles serian los valores del tiempo optimo de reemplazo y el costo total anual?

XIX.7.- La empresa Ilumitodo ha hecho una prueba sobre la duracion en servicio de focos de 60 watts y
para 100 unidades que se han puesto a funcionar ha obtenido lo siguicnte

Tiempo,

Semanas 0 ! 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Focos en

Servicio 100 98 92 82 69 53 33 18 10 4 0.

¢ Cudles seran los valores de las funciones de supervivencia y duracion y el de las probabilidades de averia
para estes lapsos de tiempo?

XIX.8.- Para el caso de los focos del problema anterior, calcular: (a) El tiempo promedio de aparicion de
la averia y su desviacion estandar; (b) lo mismo det inciso anterior cuando se introduce un tiempo limite de
funcionamiento de 8 semanas.

XiX.9.-La “Fabrica de Aceros Saposa” utiliza en su maquinaria microswitches del tipo BWR, por lo que
ha decidido hacer un estudio sobre la duracidn de estas piezas y ha encontrado lo siguiente

Tiempo,

meses 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Piezas en

servicio 200 192 174 150 120 87 57 42 32 24 17 1l 6 3 1 0

Determine para estos mismos tiempos los valores de las funciones de supervivencia y de duracion de las
piczas, asi como también las probabilidades de averia.

XIX.10.- Para el problema anterior hallar: (a) El tiempo promedio de aparicion de la averia y su desvia-
cion estandar, (b) lo mismo, cuando se fija un tiempo limite de funcionamiento para las piezas de 10 meses.

XIX.11.- Para el caso de los focos calcular las probabilidades de consumo de equipos nuevos para los
casos siguientes: {(a) Un reemplazo en 7 semanas; (b} 1 reemplazo en 10 semanas; (c) 2 reemplazos en 7
semanas; (d} 2 reemplazos en 10 semanas; (¢) 3 reemplazos en 7 semanas; (f) 3 reemplazos en 10 semanas.

XIX.12.- Para el problema de los microswitches, hallar las probabilidades de consumo de equipos nuevos
para los casos siguientes: (a) Un reemplazo en 5 meses; (b) 1 reemplazo en 10 meses; () 1 reemplazo en 15
meses; (d) 2 reemplazos de 5 meses; {e) 2 reemplazos en 10 meses; (f) 2 reemplazos en 15 meses; (g) 3
reemplazos en 5 meses; (h) 3 reemplazos en 10 meses; (i) 3 reemplazos en 15 meses.

XIX,13.- Para el caso de los focos, determine la sumatoria de las probabilidades de hacer cero, uno, dos y
tres reemplazos en un tiempo de 7 semanas.,

XIX.14.- Para los microswitches del problema XI1X.9, determine la sumatoria de probabilidades de
hacer cero, uno, dos y tres reemplazos en un lapso de tiempo de 10 meses.

XIX.15.- Para ¢l problema de los focos, hallar: (a) El consuino promedio de equipos para un tiempo de 7



semanas; (b) el consumo promedio en un tiempo de 10 semanas; (¢) la probabilidad de consumo ¢n 7 semanas
cuando ha habido un uso previo de los focos de 5 semanas; (d) la probabilidad de consumo en 10 semanas si ya
hubo uso de los focos durante 10 semanas.

XIX.16.- Para el caso de los microswitches, hallar los siguientes consumos promedio de equipos:
(a) Para un tiempo de 5 meses; (b) para 10 meses; (c) para 15 meses; (d) la probabilidad de consumo de pic-
zas en 10 meses cuando han sido usadas antertormente durante 5 meses; () la probabilidad de consumo para
13 meses si ya se usaron por 3 meses.

XIX.17.- La Compaiiia Distribuidora Nacional de Abarrotes dispone a nivel nacional de una infraestruc-
tura de distribucidn para hacer llegar sus productos a la clientela. Cuenta inicialmente con 300 camiones, los
cuales desca mantener ¢n este mismo nimero durante 1odo el tiempo. La funcion de supervivencia de los
camiones se ha cbtenido experimentalmente y ¢s la siguiente,

Tiempo, afios 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Funcion de
supervivencia 1 092 080 064 048 030 018 0.12 007 0.03 0

Calcular: (a) Para cada afio, la tasa de aprovisionamiento y el niimero total de equipos recmplazados; (b)
el tiempo promedio de aparicion de averia y la desviacién estandar, (c) la tasa de mantenimiento para los
€quipos.

XIX 18 - “Cromados de Lujo” hace cromado de accesorios de automéviles, para lo cual utiliza moldes de
cromado, de los cuales dispone en un principio de 150 v sus funciones de supervivencia y de wilizacién para
diferentes tiempos son las siguientes

Tiempo, afios 0 1 2 3 4 5 6
Funcion de

Supervivencia 1 0.84 0.56 0.31 0.13 0.05 0
Funcion de
Utilizacidn 150 120 100 100 100 100 100

Calculese: (a) La tasa de aprovisionamiento y €l nimero de moldes reemplazados en cada tiempo; (b) el
tiempo promedio de aparicion de la averia y su desviacion estindar, (c) la tasa de mantenimiento de log moldes.

XIX.19.- Para la Compaiiia Distribuidora Nacional de Abarrotes obtenga cudndo debera hacer el reem-
plazo de sus camiones ¢n grupo que minimice el costo anual respectivo y el monto de éste, si el costo de cada
camién individual es de $240,000 y en grupo de $150,000.

X1X.20.-Para “Cromados de Lujo” el costo individuat de cada molde es de $2400 y si compra en grupo
obtiene un precio de $1500 por cada uno, cudndo debera hacerse el reemplazo de los moldes en grupo y cudl
sera el costo anual correspondiente?
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CAPITULO XX

SIMULACION

Introduccion,

En este capitulo hablaremos sobre la simulacidn, 1a cual en las dltimas décadas ha visto aumentar su uso
y popularidad de una manera impresionante dentro de los ambitos industrial y comercial, debido en buena
medida al gran desarrollo de las computadoras, las cuales constituyen una herramienta valiosisima para la
aplicacion de esta técnica.

La simulacidn puede aplicarse a casi la totalidad de las areas de cualquier empresa, tales como planeacion
corporativa, finanzas, contabilidad, personal, produccién, mantenimiento, ventas, mercadotecnia, lllVCStlgd-
cion y desarrollo, ingenieria y otras.

Por lo que respecta a la Investigacion de Operaciones, la simulacién puede aplicarse al estudio de siste-
mas de lineas de espera, modelos de inventarios, jucgos de negocios, modelos de inversion, flujos de cfectivo,
andlisis markovianos y otros que suelen ser de gran interés.

En este texto trataremos primeramente la definicién de la simulacién, sus caracteristicas y usos mas
importantes y fas ctapas de las que consta el proceso. También se presentaran las partes que conforman un
diagrama de flujo y la manera de elaborarlo. Posteriormente se veran algunos métodos para generar nimeros
aleatorios. Luego se tratard el método de Montecarlo, et cual juega un papel relevante en ¢l proceso de la
simulacion. También s¢ hablara sobre la forma de probar la bondad del ajuste que puede obtenersc con una serie
de datos para representar una distribucion de probabilidad dada. Finalmente se presentardn algunos casos en
los que se aplica el proceso de simulacién con Ia finalidad de ilustrar al lector de una manera apropiada sobre
este tema, razén por la cual estos casos se solucionaran en forma manual.

Definicion.

La simulacion puede definirse como la representacién de un fendémeno que sucede en el mundo real
mediante un modelo matemdtico que iguale los resultados obtenidos con é1 a los valores reales.

Caracteristicas de la simulacidn.

La simulacion es muy atil para el administrador, ya que con la ayuda de una computadora es posible dar
seguimienlo a procesos que se asemejan a los que suceden en la vida real, con la gran ventaja de que no se
COTIEN riesgos, se evitan peligros y se ahorran gastos y tiempo, lo cual es muy conveniente para el investigador,
quien ademds puede analizar las rclaciones de causa - efecto del sistema que se estd estudiando y con ello
evaluar su comportamiento ante variaciones en sus principales parametros operativos y de disefio, lo cual le
dara una mejor vision de la situacion. Por esto la simulacién también puede usarse para el disefio de equipos.
procedimientos y sistemnas operativos de las empresas, lo cual redundara necesariamente en un incremento en la
productividad de las mismas,

La simulacién puede ser deterministica, si la informacién que se maneja se conoce con precision, o bien
probabilistica o estocastica, si los datos con los que se cuenta son de tipo probabilistico.

La simulacion no consiste en teoremas ni leyes fisicas, es mas bien un proceso aplicado a mejorar siste-
mas existentes o disefiar nuevos mediante la experimentacién y el analisis de los resultados obtenidos con ella.
Es un proceso descriptivo, no normativo, que generalmente nos lleva a soluciones que aun cuando no sean las
Optimas, podemos tener la certeza de que estaran muy proximas a ésta, lo cual lejos de ser una desventaja es lo
contrario, ya que habra casos para los cuales los procedimientos matematicos no nos daran una solucién anali-
tica, siendo entonces la simulacién la Ginica opcién viable para el administrador.

Es importante sefialar que para que la simulacion sea confiable, sera necesario validar ¢l modelo. esto
significa el hecho de comparar sus resultados con valores reales conocidos, a fin de confirmar el grado de



aproximacion entre unos y otros.

Todo modelo de simulacién maneja eventos que van teniendo lugar a medida que el tiempo transcurre,
para lo cual se incluyen incrementos de éste, los cuales pueden ser de dos tipos: (a) Fijos, también conocidos
como secciones de tiempo; y (b) variables o de secuenciacién de eventos. Los primeros deben utilizarse con
incrementos de liempo pequefios para poder lograr buenos resultados, esto aumenta el niimero de calculos
requeridos para resolver cualquier problema dado. Por su parte los scgundos son los mas empleados en la
simulacion y van registrando cada uno de los eventos que acontecen, sumandole al reloj los lapsos de tiempo
necesarios para llevarlos a cabo.

Otra caracteristica de los modelos de simulacién es que entre mayor sca el tamafio de la corrida, sus
resultados seran mas confiables. El tamafio de una corrida se define por el niimero de iteraciones, siendo una
iteracién cada incremento de tiempo para el caso de los modelos de incrementos de tiempo fijos, o bien cada
evento para los de incrementos variables. Todo modelo muestra en sus primeras iteraciones efectos transitorios,
duranic los cuales los valores de las variables estudiadas oscilan de una manera considerable, tendiendo a
estabilizarse a medida que las iteraciones se van sucediendo. Por esta razdén es conveniente utilizar un niimero
adecuado de ellas al efectuar la corrida, lo cual no representa un gran problema, debido a la aparicion en los
ultimos afios de computadoras cada vez mis potentes y versitiles que facilitan en buena medida estas tareas.

L D

Etapas de la simulacion.

Toda simulacién consta de una serie de etapas que deben seguirse para llevarla a feliz término. Los
diferentes autores sobre la materia estin de acuerdo en un procedimiento que con sus variantes logicas pudiera
ser el de la figura XX_1.

Figura XX.1.- Diagrama de Flujo

Definir de las etapas de la Simulacidn.
el Problema

Plantear
el Modelo
IS de
Resultados y
Validar Conclusiones
el Modelo

7 le :
la Experimen-
tacion?

Fase
Experimental

La explicacion de esta figura es la siguiente: El proceso de simulacion se inicia definiendo ¢l problema,
paso que consiste en establecer claramente los objetivos que se pretenden alcanzar con la corrida, también en
identificar aquella informacién que serd necesaria para las elapas subsecuentes y especificar los limites y alcan-
ces del caso. Luego viene el paso del ptanteamiento del modelo, esto es definir los procedimientos 16gicos y
matematicos del problema, asi como la forma en que van a manejarse los datos. La etapa siguiente es la de la
validacién del modelo, la cual consiste en verificar que éste reproduzca ficlmente la realidad, si esto no se
consigue deberd replantearse el modelo, en caso contrario se va a la siguiente etapa ta cual es la fase experimen-
tal donde deben definirse las variables que van a ser investigadas, cuando esto se ha conseguido, la etapa final



es la del andlisis de los resultados, para de aqui sacar las conclusiones pertinentes del caso, revisando si se
alcanzaron los objetivos plantcados desde un principio.

L e

Diagramas de Fiujo.
En todos los procesos de simulacion es muy conveniente incluir un diagrama de flujo que indique el
procedimiento que se sigue paso por paso.
Un diagrama de flujo es una representacion grafica del proceso que se efectia para lograr un objetivo,
como puede ser para nuesiro caso el simular un problema cualquiera.
La figura XX.1 es un ejemplo de esto para sefialar las etapas generales de simulacion.
Todo diagrama de flujo se compone de varias partes que son las siguicntes:
1.- Etapa de inicio o terminacion del proceso o algoritmo, las cuales s¢ representan mediante
circulos.
2.- Etapas de ejecucion, las que consisten en llevar a cabo una operacion o actividad bien
definida. Estas se sefialan graficamente por medio de rectangulos.
3.- Etapas légicas o de decision, las cuales al resolverse positiva o negativamente, de ello
dependera el curso de accion que se tome, pudiendo ser éste el volver a una etapa anterior
o bien proseguir con el procedimiento. Suelen representarse por medio de rombos.
4.- Conexién entre las ctapas, la cual se hace mediante flechas que indican el sentido del flujo
de las operaciones. '

Algunos autores incluyen ctapas de entradas y salidas de informacién del proceso y representan ésias
por paralelogramos, en la figura XX.1 éstas no han sido incluidas.

Como podemos ver, un diagrama de flujo para una simulacién es muy parecido a aquellos que s¢ utili-
zan para los programas compuiacionales.

m

Generacion de Niimeros Aleatorios.

En este inciso tralaremos acerca de los numeros aleatorios, los cuales desempefian un papel muy impor-
tante en la metodologia d¢ Montecarlo que veremos mas adelante en este mismo capitulo, razon por la que
ahora nos ocuparemos de ellos.

Un nimero aleatorio es por naturaleza un nimero que se elige al azar entre un universo de posibilidades
de tamaiio previamente definido. Asi por ejemplo si desedramos seleccionar un nimero aleatorio entre 10
posibilidades totales, podriamos hacer 10 trozos de papel, cada uno con un nimero distinto, introducirlos en un
recipiente y sacar al azar uno de ellos, técnica conocida como Niimeros en un Sembrero, Sin embargo para la
simulacién de casos, se requicren grandes cantidades de valores aleatorios, los cuales se generan mediante
dispositivos especiales como es el caso de aleatorizadores electrénicos, asi como también existen tablas de
numeros aleatorios que incluyen una gran cantidad de ellos, como 1a tabla de la Random Corporation, la cual
consta de un millon de digitos.

No obstante lo anterior, ni los dispositivos especiales ni las tablas son lo mas adecuado para efectuar la
simulacién en computadoras personales, ya que los primeros requeririan de adaptaciones especiales para ser
instalados, mientras que las segundas necesitarian un espacio muy grande en memoria para poder ser almace-
nadas.

Es por esto que se han desarrollade métodos especificos para la generacion de numeros aleatorios, los
cuales mediante un algoritmo producen una serie de nimeros que deberdn pasar las pruebas respectivas de
aleatoriedad, como son la de ser estadisticamente independientes y 1a de tener una distribucion de probabilidad
uniforme,

Hay dos métodos que son ampliamente conocidos para la generacién de nimeros aleatorios: El del Cua-
drado Medio desarrollado por Von Neumann en 1946 y el Congruencial que fue propuesto por Lehmer en
1939, Estos algoritmos inician con un niimero cualquiera denominado semifla y van calculando ¢l valor si-



guiente a partir del inmediato anterior, es por esta razon que a los nameros generados de ¢sta manera sucle
llamarseles seudoaleatorios, ya que pucden predecirse.

De estos 2 métodos, el mejor es el congruencial, ya que satisface mejor las pruebas de aleatoriedad que el
del cuadrado medio.

Método del Cuadrado Medio.
Consiste en los siguientes pasos:
1.- Definir el nimero de digitos que tendran los valores aleatorios de la serie que se va a
generar. A este namero de digitos se le denotard como n.
2.- Elegir al azar el valor de la semilla o nimero aleatorio inicial, el cual debera ser de n
digitos.
3.- Se cleva al cuadrado la semilla, este resultado por lo general serd de 2n digitos.
En caso de quc el namero de digitos no contenga 2n valores, se le agregaran ceros a la
izquierda hasta completar la cantidad antes menctonada.
4.- Del nimero obtenido en el paso anterior, se tomardn los n digitos centrales, siendo éste el
nuevo nimero aleatorio.
5.- Con este nimero aleatorio se regresa al paso tercero para generar ¢l siguiente valor de la
serie. El algoritmo se repetird tantas veces como sea necesario para generar la cantidad
suficiente de valores segin lo requiera el caso.

A continuacion presentaremos un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo XX.1.- Mediante el método del cuadrado medio genere 20 nimeros aleatorios de 4 digitos, con
el valor de 864 como semilla.

Solucidn;

Conforme al procedimiento sefialado anteriormente, los 2 primeros pasos ya estin definidos en el plan-
teamiento del problema, siendo n=4 digitos y la semilla 0864, por lo cual iremos directamente al tercer paso,
segun el cual debemos elevar la semilla al cuadrado,

(0864)2 = 746496

Este namero es de 6 digitos, por lo que de acuerdo al cuarto paso, ie agregaremos dos ceros a la izquierda
para completar 8, que es el valor de 2n,

00746496

Del cual tomaremos los 4 digitos centrales, tal y como quedé establecido en ¢l quinto paso, por esto
nuestro nuevo valor aleatorio sera 7464.
De aqui regresaremos al tercer paso para clevar este valor al cuadrado para obtener:

(7464)2 = 55711296

El que ya es de 8 digitos, por lo cual si tomamos los 4 de la parte central, el nuevo niimero aleatorio es
el 7112,

Si proseguimos con ei algoritmo se generan los 20 valores que se listan en Ia tabla siguiente:

Tabla XX.1.- Nimeros aleatorios de 4 digitos obtenidos.

0864 7204 3645 6098
7464 8976 8660 1856
7112 5685 9956 4447 -
5805 3192 1219 7758

6980 1888 4859 1865



Este método no es muy conveniente, ya que suelen ocurrir repeticiones y ciclos para series de valores que
no son muy grandes, asf para el gjemplo que hemos resuelto, si se hubiesen seguido generando mas nimeros, se
obtendrian los valores que se indican en la tabla XX.2.

Tabla XX.2.- Valores siguientes de la serie de la tabla XX.1

4782 5980 6685 5600 3600
8675 7604 6892 3600 9600
2556 3208 4996 9600 1600
5331 3712 9600 1600 5600
4195 7789 1600 5600 3600

De la tabla vemos que cuando la seric genera el nimero 9600 se llega a un ciclo de 4 nimeros diferentes,
los cuales se repetiran indefinidamente. Esto nos da una clara idea de las desventajas de! presente método.

En la simulacién de casos, los niimeros que deben generarse deben ser fracciones entre cero y la unidad,
lo cual no significa ningin problema, ya que simplemente. lo que se hace es mangjar la misma cantidad de
decimales como digitos tenga el namero aleatorio, asi por ¢jemplo, si el valor aleatorio que se genera es el 0753,
éste se tomara como 0.0753 para la corrida de simulacion,

..

Método Congruencial.
Este método es superior al del cuadrado medio y se basa para el calculo de un namero aleatorio cualquiera
en la siguiente férmula general:

Xi = (a Xi -1+ b) (Médulo M) Ec.(XX.1)
Donde:
Xi =i ésimo niimero aleatorio
q, b, M = Constantes
Xi -1 = Namero aleatorio inmediato anterior a Xi.

En esta ecuacion el paréntesis correspondiente al modulo M significa que el valor del otro paréntesis (a
Xi -1 + b) se dividird entre M y se tomara el residuo del cociente, el cual sera el valor de Xi . Por su parte las
constantes @, B y M se definen de varias formas segin el método congruencial del que se trate. Asi para el caso
de que b sea cero, da lugar a los métodos congruenciales multiplicativos; mientras que cuando @=1 ybes
diferente a cero, se trata de los métodos aditivos; finalmente si @ y b toman otros valores cualesquiera, aparece
el método mixto. Por su parte el valor de M suele definirse como una potencia entera de 2, dependiendo del tipo
de computadora que se utilice para la generacién de los niimeros aleatorios.

De los métodos congruenciales mas conocidos se tiene el de Learmouth-Lewis, el cual se basa en la
siguiente ecuacion:

Xi =75 Xi -1 (Médulo 231 -1) Ec.(XX.2)
Esta férmula da resultados muy satisfactorios que cumplen con las diversas pruebas estadisticas, razén
por la cual se recomienda ampliamente su uso.

En el ejemplo XX.2 se presenta una ilustracion simple de la forma de generar niimeros aleatorios median-
te un método congruencial.

Ejemplo XX.2.-Utilizando la misma semilla del ejemplo anterior, calcilense 20 nimeros aleatorios me-
diante ¢l método congruencial con valores de =5, b=3 y M=210 =1024.

Solucion:



Xi =( 5Xi -1 +3) (Médulo 1024)
Si usamos la semilla del ejemplo anterior, X, = 0864, por lo que al aplicar esta (ltima ecuacion tendremos:

X, = {(5)(864)+3 } (Mébdulo 1024)
X, =(4323) (Médulo 1024)

Entonces al dividir 4323 entre 1024 nos da como resultado, 4.2217, por lo que 1024 x 4 =4096, con lo
cual el residuo sera:
X| =4323 - 4096 = 227
Para el siguiente nimero aleatorio tendremos:
X, = {(5)(227)+3} (Mddulo 1124)
X, =(1138) (Médulo 1024)
X, = 1138 - 1024 = 114

Si se continiia con el mismo procedimiento, se generan 1os 20 valores que se muestran en la tabla siguiente:

Tabla XX.3.- Serie de 20 niimeros aleatorios obtenidos con ¢l método congrucncial.

864 007 666 777
227 038 261 8le
114 193 284 1011
573 968 399 962
820 747 974 717

Si esta serie se continuase se¢ llegan a generar un total de 1024 diferentes nimeros antes de que ocurran
repeticiones, situacién que nos muestra claramente las ventajas del método congruencial sobre el del cuadrado
medio.

De hecho cuando se manejan valores de @ y b que sean los indicados en la tabla XX.4 y que el modulo
sea una potencia entera de 2, como pueden ser 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256,..., ctc.. se generardn exactamente la
misma cantidad de nomeros aleatorios que el valor del médulo antes de que sucedan repeticiones, esto se da
independientemente del valor de 1a semilla que se seleccione.

Tabla XX.4.- Valores recomendados de o v b para el método congruencial.

a b
1 1
5 3
9 5

13 7

17 9

21 11

25 13

29 15

De hecho los pares de valores de @ y b se pueden aumentar a cantidades mayores si asi se requiere, pero
bajo la sucesion que se puede observar en la tabla anterior, en la cual @ aumenta su valor en cuatro unidades
cada vez, mientras que B lo hace en dos unidades.

Es conveniente sefialar que ¢l método congruencial no tiene ¢l mismo funcionamiento para cualquier



grupo de valores de @, b y M, ya que si por ¢jemplo se eligen a=2, b=4 y M=100, con una semilla de 45, el
23avo numero de la serie serd igual al tercero, siendo el nimero 92, Esto nos da una buena idea de la importan-
cia de elegir adecuadamente los valores @, by M.

Actualmente la mayoria de los fabricantes de computadoras ofrecen paquetes de programas generado-
res de nimeros aleatorios los cuales estan facilmente disponibles para aplicaciones de simulacién,

En este texto se incluye en ef apéndice una tabla con 500 niimeros aleatorios de 4 cifras cada uno, la
cual se utilizara en la resolucion de los casos de simulacion que se presentaran en este capitulo, lo cual se
efectuara en forma manual para fines ilustrativos.

b e ——

Método de Montecarlo.

En los casos de simulacion se manejan variables aleatorias cuya distribucién de probabilidad es conocida,
tal ¢s ¢l caso de la demanda de mercancias en un problema de inventarios, o bien ¢l tiempo en el caso de las
lineas de espera y en los de administracion de proyectos mediante el método PERT, s6lo por citar unos cuantos.

Para generar valores de esas variables alcatorias se utiliza una técnica denominada Aféfodo de Montecarlo,
la cual apoyada en un generador de nimeros aleatorios, convierte éstos por medio de una transformacién
simple en valores de la variable aleatoria.

Esta transformacion suele hacerse de 3 formas distintas: Grdfica, tabular y de transformacién matemdti-
ca, cada una de las cuales explicaremos ahora,

Enfoque Grifico.- En éste se construye una gréfica en la cual se coloca en el eje de las abeisas a Ia
variable alcatoria de la cual se van a generar los valores y en el de las ordenadas a la probabilidad acumulada
para la cual aplica cada uno de los valores de la variable aleatoria. Esta probabilidad acumulada sera valida en
un intervalo que ird desde el valor superior del intervalo inmediato anterior hasta el nivel de probabitidad
acumulada que corresponde a cada valor de 1a variable aleatoria. Para ¢l caso del primer valor de ésta, se tomard
el intervalo desde cero hasta ¢l valor de su probabilidad acumulada, la cual sera igual a la probabilidad indivi-
dual.

Por esto la representacion grafica ird aumentando en forma escalonada para los diferentes valores de la
vanable aleatoria, tal y como lo veremos al solucionar ¢l ejemplo XX.3.

Asi el procedimiento del Montecarlo para este enfoque consiste en los pasos siguientes:

1.- Generar un nimero aleatorio, el cual se tomaré con los digitos que contenga como
la fraccién entre cero y la unidad respectiva.

2.- Con el valor obtenido en el paso anterior, se entra a la grafica por ¢l gje de las
ordenadas y se mueve uno paralelamente al eje de las abcisas hasta el escalén de la
linea que corresponda.

3.- Al llegar al escaldn nos moveremos ahora hacia abajo paralelamente ai gje de las
ordenadas hastd alcanzar el eje de las abcisas.

4.- Obtendremos ¢l valor de la variable aleatoria leyéndolo en la escala del ¢je de las
abcisas.

A continuacion presentaremos un caso ilustrativo de este enfoque.

Ejemplo XX.3.- Para los datos del expendio de tortas “El Tigre”, presentado en la tabla XTII1.2, constni-
yase la grifica de la probabilidad acumulada vs. la demanda y obténgase el valor de ésta para el nimero
aleatorio 0.5000.

Solucién:
Listaremos en una tabla para cada demanda, su probabilidad individual, la probabilidad acumu-
lada, 1a cual sera la suma de las probabilidades individuales hasta ese nivel de demanda ¥ los intervalos para los



cuales aplican aquéllas.

Tabla XX.5,-Valores de demandas y probabilidades para el expendio de tortas “El Tigre”

Demanda Probabilidad Probabilidad Intervalo
individual acumulada

860 0.02 0.02 0-0.02

900 0.06 0.08 0.0201 - 0.08

930 0.08 0.16 0.0801-0.16

960 0.10 0.26 0.1601 - 0.26
1000 0.16 0.42 0.2601 - 0.42
1020 0.24 0.66 0.4201 - 0.66
1050 0.14 0.80 0.6601 - 0.80
1080 0.10 0.90 0.8001 - 0.90
1100 0.06 0.96 0.9001 - 0.96
1130 0.04 1.00 0.9601 - 1.00

Aqui hemos manejado 4 cifras decimales para diferenciar los intervalos para los cuales aplica cada valor
de la demanda.

Si graficamos estos datos, obtendremos la linea que se muestra en la figura XX 2.

Probabilidad| Figura XX.2.- Griifica de la Demanda vs. la
Acumulada probabilidad ascumulada para el expendio
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En esta figura hemos indicado mediante lineas punteadas el procedimiento de Montecarlo para el nimero
aleatorio 0.5000, con este valor entramos en la grifica por el eje vertical, moviéndonos paralelamente al eje
horizontal hasta el escalén respectivo, a partir del cual bajamos paralelamente al eje de las ordenadas hasta el de

las abcisas, donde leemos el valor correspondiente de la demanda, que es 1020, ¢l cual corresponde a este
numero aleatorio.

Enfoque Tabular.- El enfoque tabular es muy similar al grafico con la diferencia de que en este enfoque
no es necesario elaborar la grifica de la probabilidad acumulada vs. la variable aleatoria, sélo se construye la
tabla respectiva, tal y como se hizo en el ejemplo anterior, obteniendo el valor de la variable aleatoria por medio
del siguiente procedimiento.



1.-Se produce un nimero aleatorioc mediante el generador respectivo, el cual se
maneja como fraccion entre cero y la unidad con el nimero de digitos que con-
tenga.

2.-Se analiza en cudl intervalo de probabilidad acumulada se halla el niimero alea-
torio.

3.-El vator de la variable aleatoria que corresponda al intervalo localizado en el
paso anterior, serd el nitmero buscado.

Por esta metodologia nos damos cuenta facilmente que en el caso del ejemplo anterior para el niimero
aleatorio 0.5000, éste se sitia en el intervalo de probabilidad acumulada que va desde 0.4201 hasta 0.6000, el
cual corresponde a una demanda de 1020, por lo cual éste sera el valor de la variable aleatoria buscado.

L |

Enfoque de Transformacién Matemadtica.- Este enfoque es el mds adecuado para utilizarse en simula-
ciones por computadora, ya que se aplica para aquellos casos en los que la variable aleatoria de la cual se van a
generar valores esta definida por una funcion de distribucion de probabilidad continua.

Entonces 1o que se hace es obtener la funcién de probabilidad acumulada para la variable aleatoria, lo
cual se logra al integrar la ecuacion de la funcién de probabilidad. Iuego la funcion de probabilidad acumulada
se iguala al valor del niumero aleatorio generado y de esta expresion algebraica se despeja a la variable aleatoria.

Este procedimiento matemitico lo efectuaremos para el caso de algunas de las funciones de probabilidad
continuas mas usuales en ¢l 4mbito de la investigacion de operaciones, como son la distribucién uniforme, la
exponencial negativa y la normal.

Funcion de Probabilidad Uniforme,
Para esta distribucién de probabilidad, su funcién viene dada por la siguiente expresién;

f(x)=0 para0<x<U
-1
f(x) = VU paral<x <V Ec. (XX.3)

Donde:
S{x) = Funcién de probabiliddd de la varable x.
U = Limite inferior de la distribucién de probabilidad
V = Limite superior de la distribucion de probabilidad

Por su parte la funcién de probabilidad acumulada F(x) ser4 la integral de esta funcién de probabilidad, es
decir:

F(x)= [ f(x)de Ec.(XX.4)

Entonces al sustituir f(x) dada por la ecuacién (XX.3) en esta Gltima expresion y efectuar la integracion
entre los limites sefialados obtendremos:

F(x) = F% Ec. (XX.5)

Ahora esta ecuacién se iguala al nimero aleatorio generado, el cual denotaremos como r, por lo que al
despejar de ella a x tendremos:



x=U+r{V-U) Ec. (XX.6)

Siendo ¢sta la ecuacién de transformacién buscada, 1a cual nos permilird convertir cualquier namero
aleatorio r en un valor de la variable aleatoria x.

Funcién de Probabilidad Exponencial Negativa.
Esta funcion de probabilidad tal y como se vio en al capitulo XVI, se define medianie la siguiente expre-
sién:

f(x)=pu Exp(—ux) para0<x<c  Ec. (XX.7)
Siendo U la media de la distribucion. Por su parte la probabilidad acumulada F(x) scra:
F(x) = L £ (x)dx Ec.(XX.8)

La cual al integrarse nos dara:

F(x)=1- Exp(—ux) Ec. (XX.9)

Entonces si ignalamos esta expresidén con ¢l nimero aleatorio generado r y luego despejamos a x obten-
dremos:

xz—-l In(1-1) Ec. (XX.10)
K

Puesto que la vaniable aleatoria es simétrica, es posible reemplazar en esta formula (1-r) por r, para
obtener:

x:—l Inr Ec. (XX.11)

H

La cual es la ecuacion de transformacion.

Esta ecuacion resulta muy 1til para la generacidn de valores de variables aleatorias que siguen una distri-
bucién de probabilidad exponencial ncgativa, asi como también la de Poisson, dado que estas dos distribuciones
son duales, por lo cual es muy empleada en la simulacion de lineas de espera para generar valores de los tiempos
entre las llegadas de los clientes y los tiempos de servicio, tal y como lo veremos mas adelante en uno de los
€aS0S que se presentaran en este capitulo.

Funcidn de Probabilidad Normal.

Para hacer la transformacion matematica de la funcién de probabilidad normal, una de las formas mas
aceptadas es mediante la aplicacién del leorema de limite central, del cual no se presentari el desarrollo mate-
matico, sdlo daremos la férmula a Ia cual se llega, que es la siguiente:

x=—e Sralx-22 Ec. (XX.12)
L 2 |
12 12

Donde:
x = Valor generado de la variable aleatoria
ri = i ésimo nimero aleatorio
n = Total de numeros aleatorios requerido
& = Desviacidn estandar de los n nimeros aleatorios
x = Media de los n niumeros aleatorios



Esta ecuacion da muy buenos resultados aun para pequeiios valores de n, presentando algunos errores,
solo en los extremos de la distribucion normal. Es usual definir n entre 5 v 10. Cuando se toma n=12, la
ecuacion anterior reduce a:

12
x=>r -6 Ec. (XX.13)
i=1

Para la cual x=0 y G =1.

Esta expresion ¢s muy simple ya que se toman 12 niimeros aleatorios entre 0 y 1 y a su sumatoria sc lc
restan 6 unidades, diandonos el valor de la variable aleatoria buscado. Esto aun cuando requiere de 12 nimeros
aleatorios para obtener solamente una estimacién de la variable aleatoria, en realidad no significa ningin
problema cuando la simulacién se hace con una computadora.

Por su parte este valor de x generado no es directamente el valor de 1a variable aleatoria, ya que €sta se
obtendra mediante la siguiente transformacion:

Z=xm +Ds x Ec.(XX.14)
Donde:
Z = Valor de la variable aleatoria generado para la simulacion
x = Valor de la variable aleatoria gencrado mediante la ecuacion (XX.13)
xm = Media de la variable aleatoria que se va a simular
Ds =Desviacién estandar de la variable aleatoria que se va a simular

Ahora ilustraremos esta metodologia con el caso siguiente:

Ejemplo XX.4.- Para los datos del ejemplo anterior sobre la demanda de tortas, generar 10 valores de ésta
mediante la ecuacion (X3 13). : :

Solucién:
Lo primero sera generar 10 valores de x, cada uno de los cuales requerird 12 nimeros aleatorios,
los cuales se tomaran de la tabla respectiva que se haila en el apéndice. Entonces si tomamos los 12 primeros
numeros aleatorios de la primera columna, éstos son:

0.4764, 0.8416, 0.9434, 0.3420, 0.6827, 0.8521, 0.1129, 0.5806, 0.9285, 0.6955, 0.5937 y 0.8044
cuya sumatoria es 7.8538, por Io que x se estima con la ecuacién (XX.13), siendo igual a 1.8538.

Luego tomamos los siguientes niimeros aleatorios de Ia segunda columna de la tabla mencionada, los
cuales son:

0.6279, 0.8234, 0.5273, 0.1820, 0.6383, 0.1471, 0.3208, 0.8224, 0.6331, 0.5482, 0.3445 y 0.461).
Para los cuales su sumatoria es 6.0761, resultando x igual a 0.0761. '

St procedemos de manera similar con las otras columnas de la tabla de nimeros aleatorios se generan los
siguicntes valores para x:

Tercer valor de x = -0.5789

Cuarto valor de x = -0.3860

Quinto valor de x = -0.9888

Sexto valor de x = -0.0865

Séptimo valorde x = 1.4192

Octavo valorde x = 0.2136

Noveno valorde x = 0.2619

Décimo valorde x = 0.1890

Ahora con estos 10 valores de x, por medio de la férmula (XX.14) obtendremos los valores respectivos de



la demanda de tortas, para los que su media y desviacién estindar tomadas del capitulo XIII eran:

xm =1012.60
DS =61.215

Por lo tanto para el primer valor de x tendremos:

Z=1012.60+(61.215)(1.8538)
=1126.1

Por su parte para el segundo valor se tiene:

Z = 1012.60+(61.215)(0.0761)
=1017.3

Procediendo de igual forma se obtienen los siguientes valores:

Tercer valorde x= 977.2
Cuarto valorde x= 989.0
Quinto valorde x = 952.1
Sexto valor de x = 10073
Séptimo valor de x = 1099.5
QOctavo valor de x = 1025.7
Noveno valor de x = 1028.6
Décimo valor de x = 1024.2

Para estos valores obtenidos de la demanda de tortas, su media es de 1024.7 y su desviacion estandar es
50.05, debiéndose las diferencias respecto a los datos reales principalmente al hecho de ser pocos los valores
que s¢ han generado.

Pruebas de la Bondad del Ajuste.

En todos los eventos probabilisticos como son los problemas de inventarios, los fendémenos de lineas de
espera, la demanda de mercancias por parte de los clientes y otros que se presentan en la vida diaria es usual ¢l
hecho de tratar de describirlos mediante alguna funcién de distribucion de probabilidad conocida, lo cual nos
puede simplificar en buena medida los calculos que tienen que efectuarse para solucionar dichos casos. Por esta
raz6n es aconsejable que si se va a representar un acontecimiento por medio de una de esas funciones, esto sca
validado, es decir que se pruebe la bondad del ajuste que nos da la funcion mencionada respecto a los datos
reales obtenidos experimentalmente.

Existen varias pruebas estadisticas para este propdsito, una de las cuales es muy popular, ya que es muy
confiable y simple a la vez, sc trata de la ji cuadrada, 2, la cual constste en los siguientes pasos:

1.- Se agrupan los datos obtenidos experimentalmente en clases, cuidando que ninguna
de ellas tenga menos de 5 observaciones. En caso de que esto suceda, se deberan
agrupar las clases que estén en esta situacién en una sota, para satisfacer este punto.

2.- Para cada clase de datos se obtiene el valor tedrico correspondiente mediante la
férmula respectiva de la funcion de probabilidad que va a ser validada.

3.- Se calcula para cada clase de datos el valor de ji cuadrada X2, por medio de la
formula siguiente: .

2 _ (Or -r.')z

i
¥.

i

Ec. (XX.15)



0 -r)*
2= ©-n) Ec. (XX.15)
ri
Donde:
i =i ésima clase de datos _

%2 = Valor de ji cuadrada para la clase de datos i

O1i = Valor observado para la clase de datos i

ri = Valor tedrico para la clase de datos i

4.- Se estima ¢l numero de grados de libertad con la siguiente expresion:
gl=n,-n,-1 Ec.(XX.16)

Donde:

gl = Nimero de grados de libertad
n¢ = Numero de clases de datos
np = Namero de parametros de la funcién de probabilidad

Aqui es convenientc aclarar que np es el niimero de pardmetros necesarios para definir la funcién de
probabilidad, asi por ejemplo para el caso de la distribucién de Poisson con definir A podemos calcular las
frecuencias de cada valor, por lo cual np es uno; para la distribucién exponencial np es también la unidad.
siendo [ ¢l pardmetro correspondiente; por su parte la distribuciéon normal necesita dos parametros que son la
media y la desviacion estdndar para hallar las frecuencias de cada valor, siendo np=2.

5.- Definir el nivel de significancia o, de la prueba de ajuste. Aqui (1-0t) sera el grado

de confianza de la prueba. Es usual definir 0¢=0.05, esto representa un 95% de nivel
de confiabilidad en la prueba.-

6.- Obtener de tablas estadisticas tales como la que se incluye en el apéndice de este
texto, el valor de ji cuadrada tedrica, denotada como xt 2.

7.- Comparar la ji cuadrada tedrica con la calculada yc2, la cual se obtiene como la
sumatoria de las jis cuadradas individuales obtenidas en el tercer paso, conforme a
la ecuacidn siguiente.

=Y Ec (XX17)

Sila xt 2 > yc 2, se acepta la prucba estadistica de ‘ajuste para ¢l nivel de confianza manejado, en caso
contrario s¢ rechaza.

A continuacién presentaremos un par de ejemplos de este tipo de pruebas para el caso 2 de las funciones
de probabilidad més utilizadas en la investigacién de operaciones: La exponencial y la normal.

Ejemplo XX.5.- Validar mediante la prueba de la ji cuadrada si los datos siguientes de servicio a clientes
en una oficina gubernamental pueden representarse por una funcién exponencial con una tasa de servicio de
0.333 clientes por minuto para un nivel de confianza del 95%.

Tiempo de servicio, Frecuencia
minutos Observada

1 13

2 ) 15

3 ’ 12



Solucién:
Aplicaremos ia metodologia de la ji cuadrada descrita anteriormente, segin la cual conforme
al primer paso hay en la tabla 6 clases de datos, las cuales cumplen con el requisito de tener como minimo 5
observaciones cada una, por lo que no serd necesario hacer agrupaciones de varias clases en una sola.
Luego conforme al segundo paso deberemos calcular para cada clase del los datos, la frecuencia tedrica
mediante la formula de la funcién exponencial, la cual es la siguiente:

J@)=Exp(—pt, -1} - Exp(-put;) Ec. (XX.18)

S(ti) = Probabilidad de que suceda el evento i
ti = Tiempo del evento i
b = Tasa de servicio

Siendo:;

Por su parte la frecuencia tedrica ri se calculara simplemente mediante la multiplicacion de la funcién
i) por el niumero total de observaciones nt, es decir,

1= f{ti)nt Ec. (XX.19)
Siendo nt igual a 70 para est¢ caso.

Entonces procedemos a calcular el valor de ri para cada una de las clases de los datos.
Para i=1, tendremos.

f(t,) = Exp(0) - Exp|-(0333)(1)] = 028347
Por su parte rl sera
= f(t,)n, = (028347)(70) = 19.843

Para i=2:
£(t,) = Exp|- (0333)(1)] - Exp[- (0333)(2)] = 020311
r? = f(1,) n, = (0.20311)(70) = 14.218
Para i=3:
f{ty) = Exp[-(0333)(2)] - £xp[—(0333)(3)] = 0.14554
r, = f(t,)n, = (0.14554)(70) = 10.188
Para i=4;
f(t,) = Exp[-(0333)(3)] - Exp[-(0333)(4)] = 010428
r, = f(t,)n, = (0.10428)(70) = 7.300
Para i=5:
S (t;) = Exp[-(0333)(4)] - Exp[-(0333)(5)] = 007472
r, = £ (£;)n, = (007472)(70) = 5230
Para i=6;

S (ts) = Exp[—(0333)(5)] = 0.18888
r, = f(t;,)n, = (0.18888)(70) = 13221



En esta clasc la estimacion agrupa a todos los tiempos restantes, es decir 6 minutos o mas, por lo cual se
calculé tomando como minuendo para la resta de las exponenciales a Exp(-0) que es cero.

Ahora conforme al paso siguiente calcularemos para cada clase de datos el valor de xt 2 por medio de la
ecuacion (XX.15), considerando los valores de la frecuencia observada como las respectivas oi. Entonces ten-

dremos:

Para i=1;

. {0,-r)  (18-19843) 0171
Yoo T 1983
Para i=2;
(0, -r,) (15-14218)°
2 2 2
= = =0.043
x , tazig 0
Para i=3:
, (0,-r)* (12-10188)°
= = = U 22
3 7, 10.188 03
Para i=4:
(o,-r)* (10-7300)°
2 _ 4 4 _ —
Xi = 3 2300 0.999
Para i=5§:
:_(0,-71)" (8-5230)*
Y = T s 46T
Para i=6:
0,-1,)  (7-13221)°
15:(5 ) _{ ) 2007

e 13221
Luego de acuerdo al cuarto paso, el mimero de grados de libertad sera:
gl=nc - np-1=6-1-1=4

Entonces segtin los dos pasos siguientes, si buscamos en las tablas de Ji cuadrada para ¢=0.05 con 4
grados de libertad, obtendremos.

%t 2=190488

Después conforme al Gltimo paso, estimaremos la xt 2 mediante la formula (XX.17), para obtener:

e
1 _ 2 2 2 2 2
D I A R S e 7
i=1
=0.1714+0.043+0,3224+0.999+1 .4674+2.927=5.929



Si hacemos la comparacidn, veremos que la ji cuadrada calculada es menor que la tedrica, por lo tanto el
ajuste de la distribucion DEBE SER ACEPTADO.

Ejemplo XX.6.- Analizar si los datos siguientes se ajustan a una distribucion normal para un nivel de
significancia de 0.05.

Clase de datos, i Rango de clase Punto intermedio, Xi Frecuencia observada, oi
1 800-850 825 5
2 850-900 875 10
3 900-950 925 18
4 950-1000 975 36
5 1000-1050 1025 16
6 1050-1100 1075 9
7 1100-1150 1125 6
Solucion:

Para estos datos la media X y la desviacion estindar o se calculan en la forma tradicional tomando cada
Xi como el valor intermedio del rango de cada clase de los datos, con lo que se obtiene:

ino,.

X=4= Ec..X.20)

n
2.0
i=1

T - B25%5 +875x10+925x18+975x36 + 1025x16-+ 1075x9 + 1125%6 _ o
5+10+18+36+16+9+6 -

i(x,.-'i)zo,.
o = |2 Ec.(XX.21)

(-150)* (5) + (~100)*(10) + (-50)*(18) + (0)*(36)
+{50)* (16) + (100)*(9) + (150)* (6)
5410+ 18+36+16+9+6

=7228

En estas foérmulas n es el nimero de clases de datos, Ia cual es 7 para este problema.

Aqui vemos que ninguna de las clases tiene menos de 5 observaciones, por lo que no hubo que hacer
agrupaciones,

Para obtener el valor tedrico de la funcién normal, lo primero que haremos ser4 obtener para cada limite
de las diferentes clases, el valor de su variable normalizada Z, conforme a la siguiente expresion:

I-X
Z=—= Ec.(XX.22)
[#2



Siendo 1 el limite respectivo.
Luego con este valor de Z, se obtiene su porcentaje del 4rea bajo 1a curva normal, la cual se lee en tablas

adecuadas, tal como se anexa en el apéndice de este texto. Este porcentaje de area representa la probabilidad
acumulada. Después se obtiene la probabilidad tedrica de cada clase efectuando la diferencia entre los valores
de probabilidad acumulada de los limites superior € inferior.

Este procedimiento lo ilustraremos para la primera clase, para la cual su limite inferior es 800, de modo

que Z sera;
[-X 800-975
L= T T
Este valor de Z corresponde a una drea bajo la curva de (.0078.

=—-2421

Luego para el limite superior de 850, tendremos:
I-X 850-975
o 7228

La que corresponde a una drea bajo la curva de 0.0419.

Por lo tanto ¢l valor de la probabilidad teérica para cada clase sera la diferencia de arcas entre el limite
superior y ¢l inferior, pero por ¢l hecho de tratarse en este caso de la primera clase de datos, la probabilidad sera
directamente la del limite superior, es decir

Z= = —1729

rl =0.0419

Si procedemos de manera andloga, se obtienen los datos que se presentan en la tabla XX 6

Tabla XX.6.- Datos y valores calculados para la distribucion normal.

Clase,i| Rango | Puntointer-| Frecuencia | Limites de z Area bajo | Frecuencia | c2
de clase medio, Xi |observada, oi clase la curva | tedrica, ri

800 -2.421 0.0078

1 300-850 825 5 4.19 0.16
850 -1.729 { 0.0419

2 850-900 875 10 10.78 0.06
900 -1.038 | 0.1497

3 900-950 923 18 21.50 0.57
950 -0.346 0.3647

4 950-1000 975 36 27.06 2,95
1000 0,346 0.6353

5 1000-1050 1025 16 21.50 141
1050 1.038 0.8503

6 1050-1100 1075 9 10.78 0.29
1100 1.729 0.9581

7 1100-1150 1125 6 4.19 0.78
1150 2.421 0.9922

100 100 6.22

En esta tabla ya se han calculado los valores de la ji cuadrada mediante la ecuacién (XX.15), siendo su
sumatoria igual a 6.22,

Para este caso el nimero de grados de libertad es:
gl=nc-np-1=7-2-1=4
Entonces para 4 grados de liberiad y un nivel de significancia de 0.03, 1a ji cuadrada teérica obienida de
la tabla respectiva del apéndice es:



192

%1 (2 =9.488
La cual por ser mayor que la calculada, nos indica que el ajuste DEBE SER ACEPTADO.

Casos de Simulacidn.

Ahora presentaremos varios ejemplos de casos de simulacion tos cuales se resolveran en forma manual
con la finalidad de ilustrar su planteamiento y solucién.

Estos casos son 3 en total y tratan sobre algunos temas de 1a investigacion operativa, tales como lineas de
espera, teoria de decisiones y modelos de inventarios. En realidad cualquier problema que contenga variables
probabilisticas puede ser manejado como simulacién.

A continuacidn veremos estos ejemplos.

CASO DE UN YENDEDOR DOMICILIARIO

Ejemplo XX.7.- Un vendedor domiciliario de articulos de cocina maneja 3 diferentes mercancias, las
cuales segin sus registros vende con las frecuencias que se sefialan en la tabla XX.7, en la que también se
presentan las ganancias que le dan al vendedor por cada articulo.

Tabla XX.7.- Registros de ventas del vendedor domiciliario.

Articulo Probabilidad Ganancia
de venta $/an.
Juego de cubiertos 0.45 35.00
Bateria de cocina 0.35 50.00
Vajilla 0.20 100.00

El vendedor también dispone de la siguiente informacién:

Cuando €l toca a la puerta, le abren en un 45% de las veces. De las ocasiones en que le abren, un 30% lo
hacen hombres y un 70% mujeres. Cuando es un hombre quien sale a la puerta, e} vendedor realiza una venta en
un 20% de las veces, mientras que cuando sale una mujer lo logra en un 40% del ticmpo.

Simulese 25 visitas del vendedor.

Solucién:
En este caso hay varias etapas que se iran simulando bajo el enfoque tabular de 1a metodologia de
Montecarlo, los cuales sucederan en ¢l orden siguiente:

1.-El vendedor llama a la pueria. Generaremos un nimero aleatorio de la columna 9
de la tabla del apéndice, si el valor estd entre O y 4500, si le abriran la puerta, en
caso que el nimero sea entre 4501 y 9999, entonces no le abriran. Si abrieron la
puerta iremos al paso siguiente, en caso contrario repetiremos est¢ paso para la
visila siguiente.

2 -Dado que llegamos a este paso debido a que han abierto la puerta, ahora simulare-
mos qui¢n lo hizo, por lo cual tomaremos un niimero aleatorio de la columna 10 de
la tabla respectiva, el cual si se halla entre 0 y 3000, indicard que un hombre ha salido
a la puerta, en caso que el valor aleatorio sea entre 3001 y 9999, habra sido una mujer,

3.- Ahora veremos si se logra 1a venta. Si un hombre fue quien abrio la puerta, obten-
dremos un namero aleatorio, leyéndolo ahora de la columna de la tabla, €] cual si su
valor esta entre 0 y 2000, la venta se habra obtenido, en caso que el niimero haya
sido entre 20001 y 9999, entonces no se habra logrado. Por su parte, si fue una
mujer quien sali6 a la puerta, tomaremos ¢l niimero aleatorio de la misma columna
de la tabla y si su valor se halla entre 0 y 4000, significara que la venta s¢ ha



logrado, en caso que ¢l niimero sc halle entre 4001 y 9999, 1a venta no se habra logrado.
Si la venta se ha obtenido, iremos al paso siguiente, en caso contrario, simularemos
la siguiente visita desde el primer paso.

4.- Dado que llegamos aqui porque la venta se ha efectuado, haremos una ultima simu-
facion para saber qué articulo es el que se ha vendido, por lo que tomaremos otro
numero aleatorio de la tabla, el cual leeremos de la sexta columna, si su valor s¢
halla entre 0 y 4500, se habra vendido un juego de cubiertes, si el nimero esta entre
4501 y 8000, ser4 una bateria de cocina y si el valor aleatorio se halla entre 8001 y
9999, el articulo vendido serd una vajilla.

Procederemos ahora a hacer lo sefialado anteriormente para la primera visita domiciliaria del vendedor:
Conforme al primer paso, tomaremos el primer nimero aleatorio de la novena columna de la tabla del
apendice, en la cual lcemos 6049, por lo que la puerta no se abrira, por lo que repetiremos ¢ste paso nuevamente
para la segunda visita, volviendo a leer otro valor aleatorio de la misma columna el cual es el 8767, por lo cual
la puerta tampoco se abrird en esta ocasién, por lo que tomando el nimero aleatorio siguiente para la tercera
visita, éste es el 2006, por lo que 1a puerta ahora si sera abierta, de aqui iremos a la etapa segunda, segiin 1a cual
leeremos un nimero aleatorio de 1a décima columna de la tabla, ¢l cual serd ¢l 7488, por lo cual serd una mujer
quien halla salido a la puerta. Luego de acuerdo al tercer paso, tomaremos un valor aleatorio de la quinta
columna de la tabla, leyendo en etla el nimero 1634, el cual corresponde a una respuesta positiva a la proposi-
cidén de venta del vendedor. Finalmente y conforme al cuarto paso del procedimiento indicado leeremos un
numero aleatorio de la columna 6 de la tabla, el cual serd el 2396, que corresponde a que el articulo vendido
habra sido un jucgo de cubiertos, ¢l que dara al vendedor una ganancia de $35.00.
Si repetimos este procedimiento se oblendrdn los resultados que s¢ presentan en la tabla XX 8, a los
cuales el tector puede dar seguimiento facilmente.

Tabla XX.8.- Resultados del ejemplo XX.7.

Namere | No. alea- i(Abren | No. alea-| (Quién | No. alea- | jHubo | No. alea- | ;Qué articu- | Ganancia
de visita | torio co- | la puerta?| torie co-| abrio? | torio co- | venta? | torio co- | lo se vende? N$
lumna 9 lumna 10| - lumna 5 lumna 6
i 6049 No
2 8767 No --- .- - --- .- .- --- ---
3 2006 Si 7488 Mujer 1634 Si 2396 Cub. 35.00
4 5730 No --- --- --- --- .- —sa e
5 0495 Si 2934 Hombre 7344 No .o --- .-
6 3101 Si 7514 Mujer 2809 Si 5582 Bat. 50.00
7 4610 Neo --- --- o= - --- .-
8 4470 Si 1305 Hombre 0746 Si 7556 Bat, 50.00
9 8980 No .- - - - san - - .- ---
10 9866 No --- .- c_ === --- --- .- ---
11 5169 No --- --- --- --- === --- s
12 3276 Si 5501 Mujer 3049 Si 7468 Bat. 50.00
13 7886 No - .- .- --- --- .. .-
14 8456 No --- ne- --- == --- --- ---
15 3884 Si 7983 Mujer 6203 No - - .- .-
16 1254 Si 3684 Mujer 2923 Si 0858 Cub. 35.00
17 3691 Si 1598 Hombre 6696 No --- .- .-
18 3666 Si 6963 Mujer 4031 No --- --- ---
19 9208 No .- --- --- --- --- ---
20 3189 Si 6852 Mujer 2875 Si 4840 Bat 50.00
21 1403 Si 3131 Mujer 3496 Si 0382 Cub. 35.00
22 3751 Si 4537 Mujer 8306 No .- sas ---
23 6926 No ae- .- --- --- - .- ae-
24 1609 Si 3739 Mujer 4229 No - - - - - - .-
23 5649 No - --- --- --- --- .-
Totales v 13 Si .- 3 Hom. y - 78y - 3Cub. ¥y 305.00
12 No 10 Muy, 6 No. 4 Bat.




En el altimo renglén de esta tabla se han sumarizado los totales de cada columna simulada, donde vemos
que de las 25 visitas en 13 de las ocasiones han contestado el llamado del vendedor a 1a puerta, habiendo sido 3
veces un hombre y 10 veces una mujer. En estas 13 respuestas, en 7 de las veces se ha logrado la venta, siendo
los articulos vendidos 3 juegos de cubiertos y 4 baterias, lo que ha significado para el vendedor una ganancia de
$ 305.00.

En ¢sie caso los resultados analiticos hubieran sido distintos, ya que de las 25 visitas, responderian a la
puerta 11.25 veces y las 13.75 restantes no. De estas 11.25 respuestas, 3.373 seria un hombre y 7.875 veces una
mujer. De las salidas de hombres a la puerta, se lograria la venta en 0.675 veces vy de las mujeres en 3.15
ocasiones, con lo cual habria una venta en 3.825 de las veces. Finalmente de estas ocasiones de venta serian
1.72 juegos de cubiertos, 1.34 baterias y 0.765 vajillas para una ganancia de § 203,70,

Con esto vemos que los resultados analiticos no son muy parecidos a los obtenidos con la corrida de
simulacion, lo cual se debe principalmente al bajo niimero de visitas simuladas, ya que si el niimero de ellas se
incrementara, los resultados se asemejarian mas a los analiticos.

CASO DE UN JUEGO DE APUESTAS

Ejemplo XX.8.- Un juego de apuestas se define de modo que se lanza un dado hasta en 15 ocasiones. Para
que ¢l jugador A gane, necesita que antes de ese miimero de lanzamientos salgan 4 veces consecutivas nimeros
nones o pares, de lo contrario perder esa serie. Simulense 5 series del juego.

Solucién:

Mediante la lectura de niameros aleatorios tomados de la tercera columna de la tabla del apéndi-
ce, convertiremos éstos en un numero del dado, como éste tiene seis caras, las cuales son igualmente probables
(suponiendo que el dado no esté defectuoso), entonces tomaremos como base para la transformacion la tabla
siguiente.

Rango de
Niimeros Aleatorios Numero simulado
del dado
0 -1666
1667 - 3333
3334 - 5000
5001 - 6667
6668 - 8333
8334 - 9999

[« QR T S B Iy 6 R

Con lo cual podemos iniciar el juego. Entonces el primer nimero aleatorio de la tercera columna de la
tabla respectiva es el 4446, que corresponde a una tirada de un 3 del dado, que ¢s un nitmero non,; luego el
siguiente nimero aleatorio es ¢l 6427, que corresponde a un 4 que es par; después el siguiente niimero aleatorio
leido es el 5902, que representa un lanzamiento de un 4, que también es par, teniendo con éste 2 pares consecu-
tivos; luego leemos el nimero 0318, que se transforma en un 1 del dado, siendo non, con lo cual se rompe la
racha que se llevaba de nimeros consecutivos; el siguiente valor aleatorio es el 5901, que corresponde al
numero 4 del dado, siendo par; luego sigue el nimero aleatorio 3044, que corresponde al 2 del dado siendo par
también ; luego viene el nimero 1699, que se convierte en un lanzamiento de un 2 del dado, siendo el tercer par
conseculivo; el siguiente valor aleatorio es ¢l 5783, que representa una tirada de un 4 del dado siendo el cuarto
par consecutivo en 8 tiradas, por lo que esta primera serie de las apuestas la gana el jugador A.

Si se continia con las series restantes se generan los resultados que se sintetizan en la tabla XX 9, en la
cual vemos que al cabo de las 5 series simuladas el jugador A ganard 3 de ellas y el B las otras 2, por lo que ¢l
resultado neto sera de una serie a favor del jugador A.



Tahla XX.9.- Resultados del juego del ejemplo XX.

Primera serie Segunda serie | Tercera serie Cuarta serie Quinta serie
Lanza- No. No. No. No. No. No. No. No. No. No.
miento Aleatorio | del dado| Aleat. |del dado| Aleat. | del dado | Aleat. | del dado | Aleat. | del dado
1 4446 3 8764 6 4890 3 0927 1 3768 3
2 6427 | 4 2161 2 9776 6 7016 5 2195 2
3 5902 4 3694 3 2229 "2 4141 3 3828 3
4 0318 1 6072 4 2966 2 4020 3 1475 1
5 5901 4 8224 5 0140 1 3216 2
6 3044 2 1455 ° 1 4011 3 6002 4
7 1699 2 1443 1 7544 5 3188 2
3 5783 4 6255 4 1074 1 1513 1
9 6251 4 6474 4
10 1108 } 8907 6
11 5595 4 7463 5
12 1456 1 9956 6
13 4637 3 - 6363 4
14 6472 4 5897 4
15 0933 1 8300 5
Result. --- Gana A| --- |GanaB| --- | Gana A Gana A --- Gana B

H

CASO DE LINEAS DE ESPERA

Ejemplo XX.9.- Simular Ia linea de espera para los primeros 50 clientes en el caso del “Minisuper de
Rioverde” visto en ¢l ejemplo XVL5, para el cual A=9 clientes/hora y u=12 clientes/hora y comparar los
resultados con los analiticos.

Solucién:

Para simular un ejemplo de este tipo de linea de espera M/M/1, utilizaremos la ecuacion de
transformacion (XX.11) dada para la distribucién exponencial, con la cual generaremos a partir de nimeros
aleatorios, los tiempos entre las llegadas da cada cliente, asi como también los tiempos de servicio. Esta ecua-
cion adaptada a nuestro caso es la siguiente:

_ 60
Aou

X = Inr

Donde X seré el valor del tiempo entre llegadas o de servicio, segiin se use en el denominador A o I, por
su parte el 60 del numerador s¢ ha puesto ahi para 1a conversion de los tiempos generados a minutos y rseriel
niimero aleatorio tomado de la tabla del apéndice, para lo cual leeremos de la primera columna para los tiempos
entre las llegadas de los clientes y de la segunda para los tiempos de servicio. Estos valores aleatorios se
tomardn como la fraccién de 1a unidad para su utilizacién en la ecuacién anterior.

Siendo ésta la situacion, procederemos a efectuar la simulacion de Ia linea de espera, para lo cual leere-
mos el primer niimero aleatorto de la primera columna de la tabla citada, para obtener

X= —%ln r= -%1n(0.4764) = 4.94 min.



Por lo cual si el negocio abre sus puertas al piblico a las 7:00 A.M., el primer cliente al que denominare-
mos A, llegard a las 7:04.94 horas.

Luego su tiempo de servicio lo estimaremos tomando el primer nimero aleatorio de la segunda columna
de la tabla para obiener,

X= —@ln r = -%ln(0.6279) =233 min.

H

Por to que si el cliente llega a las 7:04.94 a la caja y se le da servicio en 2,33 minutos, saldra a las 7:07.27
horas.

Por su parte para el segundo cliente B, tomaremos el siguiente niimero aleatorio de la primera columna
para obtener

X = —69—01n(0.84l6) =11 min,

Por lo cual su llegada serd al tiempo del cliente anterior mas este nuevo valor, es decir a las 7:06.09. Aqui
nos damos cuenta que B llegard a la caja del establecimiento antes de que salga A, por lo que sera el primer
cliente en la linea de espera.

Para este cliente su tiempo de servicio lo estimaremos de 1a misma manera con ¢l siguiente nimero
aleatorio de la segunda columna de la tabla respectiva, esto es

60
X = == In(08234) = 0.9Tmin.

Sélo que el cliente entrard a la caja tan pronto como haya salido ¢l anterior, es decir a las 7:07.27.
salicndo de ella al tiempo obtenido mediante la suma de este dltimo valor més el tiempo de servicio estimado
para B, es decir 7:07.27+0.97=7.08.24. Por lo tanto B tendra que esperar un tiempo igual a la diferencia de su
tiempo de entrada al servicio menos el tiempo de su llegada al mismeo, es decir 7:07.27-7:06.09=1.18 minutos.

Si continuamos con este procedimiento y colocamos los resultados en forma tabular, se generan los valo-
res que s¢ presentan en la tabla XXX.10, de la cual puede seguirse el curso de la simulacién ficilmente. En ella
se han puesto en un mismo renglén el tiempo de servicio de los clientes y el de llegada del cliente siguicnte, con
el objeto de programar en el reloj simulado el primer evento que suceda, ¢l cual puede ser la llegada del proximo
cliente, o bien la salida del cliente actual.

En esla tabla el tiempo de la siguiente llegada de un cliente dado es 1a suma del tiempo de llegada del
cliente anterior mas el tiempo entre llegadas generado para el cliente: mientras que el tiempo de salida del
servicio es la suma del tiempo de servicio mas el tiempo de entrada al mismo; por su parte el tiempo que
permanece un cliente en la kinea de espera se obtiene mediante la resta del tiempo en que dicho cliente enira al
servicio menos el tiempo de su llegada al negocio.

En la tabla también se ha incluido en la (iltima columna el suceso que originé algan cambio en el sistema,
ya sea que se trate de la llegada de un nuevo cliente, o bien de la salida de un cliente del establecimiento.

De esta tabla podemos estimar tos tiempos promedio de servicio mediante ¢l cociente de la sumateria de
los tiempos de cada cliente entre el nimero de ellos, esto nos da

25507
50

= 510 minutos ! cliente
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El namero de clientes premedio en la linea de espera se obtiene sumando los minutos de 0, 1,2, 3,4y 5

clientes en la fila, los cuales son

Nuamero de clientes en
la linca de espera

0
1
2
3
4

5
Total

Tiempo,
minutos

136.86
94 .86
34.62
13.99
1.40
0.32

282.05
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Siendo entonces ¢l nimero promedio de clientes en la linea de espera

(0)(136.86) + (1)(94.86) + (2)(34.62) + (3)(13.99) + (4)(14) + (5)(0.32)
282.05

Por su parte el tiempo promedio que pasa un cliente en la linea de espera es ¢l cociente de la sumatoria de
los tiempos de cada uno de cllos, los cuales pueden leerse de la penaltima columna de 1a tabla, dividida entre el
nimero de clientes, o que nos dara fo siguiente

=075 clientes

301.05 .
—— = 602 minutos

50
El niimero promedio de clientes en servicio s obtiene de una manera similar al de clientes en espera, es
decir sumando los tiempos de cero y un cliente en servicio, los cuales son 54.10 y 227.95 minutos respectiva-
mente y promediandolos, con lo que tendremos

(54.1(0) +(227.95X1)
28205
Finalmente en Ia tabla XX.11 se presentan estos resultados para los 50 clientes del caso, comparandolos
con los valores analiticos, asi como también con los resultados para 2500 clientes, los cuales han sido generados
mediante un programa de computadora.

= (.808 clientes

Tabla XX.11.- Comparacién de los resultados de la simulacién con los valores analiticos.

Parametros Resultado analitico Resultado del caso Resultados del caso
50 clientes 2500 clientes

Clientes en espera 2.25 0.76 2.36
Tiempo promedio en espera 15.0 6.02 15.15
Tiempo promedio de servicio 5.0 5.10 4.95
Clientes en servicio 0.75 0.81 0.77
Clientes totales 3.0 1.57 3.13
Tiempo total en ¢l sistema 20.0 11.12 20,10

De esta tabla vemos como los resultados para los 2500 clientes se asemejan mas a los valores analiticos
que los de los 50 clientes del caso, esto se debe a los efectos transitorios iniciales, los cuales siempre estin
presentes, por lo que se recomienda que un caso como éste se maneje con un nimero adecuado de clientes, a fin
de que los resultados obtenidos sean representativos de la realidad. Aun cuando esto seria muy tedioso efectuarlo
en forma manual, no significa un gran problema si se tiene al alcance una computadora, el hecho de haberlo
resuelto de esta manera ha sido con fines ilustrativos.

m
CASO DE INVENTARIOS

Ejemplo XX.10.- La Mueblera Rioverdense esta considerando manejar sus inventarios bajo el modelo
del punto de renovacion de pedidos, para lo cual sus dltimas estadisticas de ventas de estufas es la siguiente

Demanda, Frecuencia Rango de probab.

estufas/semana de ventas acumuiada
12 0.05 0-0.05
13 0.07 0.0501-0.12
14 0.09 0.1201-0.21
15 0.17 0.2101-0.38
16 0.30 0.3801-0.68
17 0.14 0.6801-0.82
18 0.1 0.8201-0.93

19 0.07 0.9301-1.00



Por su parte para los tiempos de entrega se dispone de los siguientes datos

Tiempo de entrega, semanas Probabilidad Rango de probab. acumulada
2 0.25 0-0.25
3 0.50 0.2501-0.75
4 0.20 0.7501-0.95
5 0.05 0.9501-1.00

Sus costos por los diferentes conceptos son:

Conservacion del inventario = 0.20 $/estufa semanal
Faltantes = 20 $/faltante
Colocacion de pedidos = 60 $/pedido

Los pedidos se hacen los fincs de semana y se reciben el fin de la semana correspondiente segin el tiempo
de entrega. La cantidad economica de pedido es de 90 estufas.

Simiulese el manejo del inventario para puntos de renovacién del pedido de 48, 60 y 72 estufas y determi-
nese cuil es la mejor opcidn, comparando los resultados con los valores de 1a solucidn analitica.

Solucidn:

Para este problema habra 3 corridas, una para cada punto de renovacion del pedido planteado. En cada
caso lo que haremos serd simular la cantidad de estufas en existencia, para 1o cual se generaran nimeros
aleatorios tanto de las demandas como de ios tiempos de entrega mediante la metodologia de Montecarlo bajo
el enfoque tabular, por esto en las estadisticas anteriores se han agregado los rangos de probabilidades acumu-
ladas para cada demanda y cada tiempo de entrega, luego iremos viendo como cambia la cantidad de estufas en
inventario debido a la demanda de las semanas que van transcurriendo, cada una de las cuales se generard
mediante un numero aleatorio, hasta llegar al nivel del punto de renovacion del pedido, donde éste se colocara
generandose el tiempo de entrega respectivo mediante otro namero aleatorio, calculando los costos por los
diferentes conceptos, ¢s decir por conservacion del inventario, por faltantes y por la colocacidn del pedido.

El tiempo se manejara en semanas, tomandose como plazo de tiempo para cada corrida de simulacién el
de un afio, o sea 52 semanas, iniciando en la semana cero con una existencia igual a la cantidad econdmica de
pedido, es decir 90 estufas. _

Entonces para cada corrida se hara una tabla donde se pondrd en cada renglén una semana del tiempo, y
en cada columna se colocardn la demanda, las cantidades de estufas en existencia, el tiempo de entrega del
nuevo pedido y los costos por cada concepto.

Asi podemos iniciar con el primer valor del punto de renovacién del pedido, es decir 48 estufas, entonces
al comenzar la primera semana tendremos 90 estufas, luego generaremos la demanda leyendo un valor aleato-
rio, el que tomaremos de la tercera columna de la tabla respectiva del apéndice, el cual sera para esta primera
semana el 0.4446 (expresado como fraccién de la unidad), el cual corresponde a una demanda de 16 estufas, ya
que queda comprendido dentro del rango de probabilidad acumulada que va de 0.3801 a 0.68, por lo cual la
existencia al final de 1a semana serd de 74 estufas, siendo el inventario promedio durante 1a semana (90+74)/
2=82 unidades, por lo que ¢l costo de conscrvacion serd de 82 x 0.20 = 16.40 pesos. Como la existencia no es
menor o igual al punto de renovacion del pedido, no se pide al final de 1a semana, razén por la cual no se incurre
¢n costo por este concepto, asi como tampoco por faltantes.

En la segunda semana, se inicia con 74 estufas en inventario, leemos el nimero aleatorio siguiente, el
cual es el 0.6427, el cual corresponde a una demanda de 16 unidades, por lo que la existencia al final de la
semana sera de 58 estufas, siendo entonces el inventario promedio de (74+58)/2=66 unidades, ocasionando un
costo de conservacion de 66 x 0.20 = 13.20 pesos y nuevamente no se coloca pedido.

Para la tercera semana el nimero aleatorio que sigue ¢s el 0.5902, que corresponde a una demanda de 16
estufas, por lo que la existencia de las mismas sera al final de la semana de 42 unidades, siendo el inventario
promedio de 50 estufas, con un costo de conservacion de $10.00. Al final de la semana ia existencia es menor
que ¢l punto de renovacion del pedido, por lo cual debemos colocar éste, incurriendo en el costo respectivo de
$60, mientras que para obtener el tiempo de entrega correspondiente, leeremos de la cuarta columna vy del



onceavo rengldn de la tabla del apéndice un valor aleatorio el cual es el 0.1834, el cual conforme a la tabla de
probabilidad acumulada de los tiempoes de enirega, genera un valor para éste de 2 semanas, por lo que el pedido
se recibird al final de la quinta semana.

Para la cuarta semana, ¢l nimero aleatorio leido es el 0.0318, el cual corresponde a una demanda de 12
estufas, por lo que al final de la semana la existencia sera de 30, siendo ¢l inventario promedio de 36 unidades,
lo cual da un costo de conservacidn de $7.20, no habiendo costos por pedides ni por faltantes.

Si continuamos con este procedimiento, se obtienen los resultados que s¢ muestran en la tabla XX 12, en
la cual vemos que al terminar la quinta semana la existencia ha llegado a 14 estufas y que para comenzar la
semana siguiente ya s¢ contaria con el nuevo pedido, por lo cual se iniciara con 104 unidades, siendo la deman-
da de esta semana de 15 estufas, por lo que la existencia promedio es de (104+89)/2 = 96.5.

Tabla XX.12.- Resultados de la corrida para un punto de renovacién del pedido de 48 estufas.

Tiempo, | Niimero [Demanda, | Inventario | Inventario | Costo de | Costo de | Namero Tiempo de{ Costo por
semanas | aleatorio | estufas final, promedio, | Conserva- | Pedido, § | aleatorio| entrega, | Faltantes, $
estufas estufas cidn, § semanas
0 - - 90 —- - -—- -- - -
1 0.4446 16 74 82 16.40 --- --- ---
2 0.6427 16 58 66 13.20 -
3 0.5902 16 42 50 10.00 60.00 0.1834 2
4 0.0318 12 30 36 7.20 -—- — -
5 0.5901 16 14 22 4.40 - - - —
6 0.3044 15 89 96.5 | 1930 --- ---
7 0.1699 14 75 82 16.40 - -
8 0.5783 16 59 67 13.40 .- - - aa
9 0.8764 18 4] 50 10.00 60.00 0.1084 2 ---
10 02161 15 26 33.5 6.70 —
11 0.3694 15 1 18.5 3,70
12 0.6072 16 85 93 18.60
13 0.8224 18 67 76 15.20 aen - e -
14 0.1455 14 53 60 12.00 - . - -
15 0.1443 14 39 46 9.20 60.00 0.6791 3 ---
16 0.6255 16 23 31 6.20
17 0.6251 16 7 15 3.00 - - - ---
18 (.1108 13 0 3.5 0.70 -—- --- - 120.00
19 0.5595 16 74 82 16.40
20 0.1456 14 60 67 13.40 — -
21 0.4637 16 44 52 10.40 60.00 0.3007 3 -
22 0.6472 16 28 36 7.20 — -
23 0.0933 13 15 215 4.30 - —
24 0.4890 16 0 7.5 1.50 .- --- e 20.00
25 0.9776 19 71 80.5 16.10 - - - -
26 0.2229 15 56 63.5 12.70 - - — .-
27 0.2966 15 4] 48.5 9.70 60.00 0.6085 3 ---
28 0.0140 12 29 35 7.00 — — ---
29 0.4011 16 13 21 4.20 - —-
30 0.7544 17 0 6.5 1.30 —- - --- 80.00
31 0.1074 13 77 835 16.70 — - - -
32 0.0927 13 64 70.5 14.10
33 0.7016 17 47 55.5 11.10 60.00 0.7005 3
34 04141 16 31 39 7.80 - - -
35 0.4020 i6 15 23 4.60
36 0.3768 15 0 7.5 1.50 —- — -
37 0.2195 15 75 82.5 16.50
38 03823 16 59 67 13.40 —— - —
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Tiempo, | Nimero [Demanda, | Inventario| Inventario | Costo de | Costo de | Namero | Tiempo dej Costo por
semanas | aleatorio | estufas final, promedio, | Conserva- | Pedido, § | aleatorio| entrega, { Faltantes, $
estufas estufas cion, § semanas

39 0.1475 14 45 52 10.40 60.00 (.9846 5

40 0.3216 15 30 37.5 7.50 —- --- s .-

41 0.6002 16 14 22 4.40 — - _—

42 0.3188 15 0 7 1.40 - - 20.00

43 0.1513 14 0 0 0 o s 280.00

44 0.6474 16 0 0 0 -~ - -e- 320.00

45 0.8507 13 72 81 16.20 --- -—- .- -

46 0.7463 17 55 63.5 12.70 --- e -

47 0.9956 19 36 45.5 9.10 60.00 0.0625 2

48 0.6363 16 20 28 5.60 - —— -

49 0.5897 16 4 12 2.40 - .-

50 0.8300 I8 76 85 17.00 - .- - -

51 0.5582 16 G0 63 13.60 e - -

52 0.4959 16 44 52 10.40 60.00 0.5457 3
Totales --- - --- —- 486.20 540.00 - -—- 840.00

En esta tabla vemos que al final de la semana 17 la existencia es de 7 estufas y que el nuevo pedido llegara
al final de la semana siguiente, por lo que al ser la demanda de 13 unidades, habra faltantes por 6 estufas, lo
cual ocasiona un costo por este concepto de 6 x 20 = 120 pesos, tal y como se indica en la tabla.

Si se repite el procedimiento para los otros 2 valores del punto de renovacidn de pedidos, es decir 60 y 72
estufas, se generan los resultados que se resumen en la tabla XX .13, los cuales inchuyen la solucidn analitica del
caso, la cual ocurre para un punto de renovacion del pedido de 57 unidades.

Tabla XX.13.- Resultados de las corridas de simulacién y de la solucion analitica

Punto de Renovacién del Pedido

Concepto 48 60 72 Solucién Analitica
(PRP=57 estufas)
Costo de Conservacién $ 486.20 559.30 582.80 514.80
Costo de Pedidos $ 540.00 540.00 540.00 548.08
Costo de Faltantes $ 840.00 120.00 560,00 0
Costo Total $ 1866.20 1219.30 1682.80 1062.88

En esta simulacion €l mejor resultado es para un punto de renovacién del pedido de 60 estufas, el cual es
ademads el que mas se parece a la solucién analitica, siendo la diferencia mas notoria en lo que concierne al costo
por faltantes, ya que en el caso de la solucién analitica éstos no suceden, mientras que en las corridas de
simulacion aparecen debido a que los tiempos de entrega son probabilisticos.

CASO DE TOMA DE DECISIONES.

Ejemplo XX.11.- Para el caso del expendio de tortas “El Tigre” se desea simular su operacién para
calcular la ganancia esperada que puede lograrse si la demanda se comporta probabilisticamente segiin los
datos de la tabla X3X.5.

La ganancia marginal es de $0.20, 1a pérdida marginal de $0.10 y por cada toria que se deja de vender por
falta de existencias se estirna un costo de oportunidad de .05 $/torta.

El Sr. José Sanchez propietario del negocio piensa preparar una cantidad de tortas igual a su venta del dia



anterior. ;Cémo se comportaria la demanda y cual seria su ganancia promedio en 30 dias de operacion?

Solucion: -

Para este problema generaremos la demanda con niumeros aleatorios que tomaremos de la octava
columna de 1a tabla del apéndice conforme al rango de probabilidad acumulada al que corresponda el niumero
leido, los cuales también estan incluidos en la tabla XX.5, luego tomaremos para cada dia la venta del dia
anterior como la cantidad de tortas que se van a preparar y calcularemos la ganancia esperada por medio de la
siguiente retacion:

Si la cantidad preparada > la demanda,
Ganancia esperada = Demanda x Ganancia marginal - Sobrantes x Pérdida marginal

Si la cantidad preparada < la demanda, :
Ganancia esperada = Cantidad preparada x Ganancia marginal - Faltantes x Costo de oportunidad

Para iniciar con la simulacién tomaremos la cantidad de tortas a preparar para ¢l primer dia igual a 1020,
migntras que para obtener la demanda leemos el primer nimero aleatorio de la columna 8 de la tabla respectiva,
el cual es el 0.0892, que corresponde a una demanda de 930 tortas, ya que queda comprendido en su rango de
probabilidad acumulada, por lo que la ganancia esperada de este dia sera:

Ganancia esperada = (930) (0.20) - (90) {0.10) = 186.00 - 9.00 = 177.00

Lucgo para el segundo dia la cantidad de tortas preparadas serd la demanda del dia anterior, es decir de
930 tortas, mientras que la demanda serd de 960 tortas, ya que el siguiente niimero aleatorio es el 0.1652 y
corresponde a este valor, ahora como la demanda es mayor que la cantidad preparada, habra faltantes, siecndo
entonces la ganancia esperada:

Ganancia esperada = (930) (0.20) - (30) (0.05) = 186.00 - 1.50 = 184.50

Si se contimia con esta metodologia, sc generan los resultados que se presentan en la tabla XX, 14, los
cuales muestran una ganancia esperada promedio para los 30 dias de la corrida de 5815.50/30 = 193.85 pesos
y la demanda promedio es de 30610/30 = 1020 tortas diarias.

Tabla XX.14.- Simulacion del expendio de tortas “El Tigre”.

Dia Cantidad de tortas Numero aleatorio Demanda Ganancia esperada, $
preparadas
1 1020 0.0892 930 177.00
2 930 0.1652 960 184.50
3 960 0.2963 1000 190.00
4 1000 0.2913 1000 200.00
5 1000 0.3181 1000 200.00
6 1000 0.9348 1100 195.00
7 1100 0.5459 1020 196.00
8 1020 0.7695 1050 202.50
9 1050 0.7712 1050 210.00
10 1050 0.8136 1080 208.50
11 1080 0.9659 1130 213.50
12 1130 0.2526 960 175.00
13 960 0.6988 1050 187.50
14 1050 0.1781 960 183.00
15 960 0.7652 1050 187.50
16 1050 0.8559 1080 208.50
17 1080 0.2204 960 180.00




Dia Cantidad de tortas Niimero aleatorio Demanda Ganancia esperada, $
preparadas

18 960 0.4339 1020 189.00
19 1020 0.6299 1020 204.00
20 1020 0.3397 1000 198.00
21 £000 0.1194 930 179.00
22 930 0.7070 1050 180.00
23 1050 0.9662 1130 206.00
24 1130 0.4168 1000 187.00
25 1000 0.7786 1050 197.50
26 1050 0.6289 1020 201.00
27 1020 0.7768 1050 202,50
28 1030 0.2043 960 183.00
29 960 0.2723 1000 190.00
30 1000 0.2791 1000 200.00
Tolales --- -— 30610 5815.50

Par su parte si este caso se soluciona con alguno de los métodos vistos en el capitulo 13 de este texto,
hallamos que la mejor decision es preparar 1050 tortas con lo que la ganancia esperada seria de 195.56 pesos
diarios.

Esto nos da una clara idea del grado de aproximacion entre los resultados analiticos y los de la corrida de
simulacion,



PROBLEMAS PROPUESTOS

XX.1.- Generar 20 nimeros aleatorios de 4 digitos mediante el método del Cuadrado Medio, usando
como scrnilla al 7326

XX.2.- De la serie del ejemplo anterior, ;en cual valor ocurrir4 repeticion?

XX.3.- Por medio del método Congruencial con @ =13, b =7 y M=1024, ;en cu4l valor habra repeticion?
si la semilla es: (2)0473; (b)8432; (c) 4728

XX.4.- Si ahora @ =25, b =13 y M=2048, ;en cual valor de la serie habra un niimero repetido? si la
semilla es: (2)2537; b(4694); (c)6598

XX.5.- Mediante el método Congruencial hallar los primeros 20 nimeros aleatorios y determinar en cul
habra un valor repetido si @ =45, b =23 y M=512 utilizando como semilla 9825

XX.6.- La Superferreteria Tobi tiene una estadistica de sus ingresos mensuales por venta de articulos de
tlapaleria durante los 2 afios pasados

Volumen de ventas, M$ Frecuencia
10

12

14

16

18

20

22

Total 24

L BT R N DY -

Elabore la tabla de probabilidades acumuladas de Montecarlo y determine para el valor aleatorio 0.6500,
cudl serd el volumen de ventas correspondiente.

XX.7.- Si para el caso anterior se gencran 24 valores mediante el método de Montecarlo: (a) ;Cuales
serian su media y su desviacion estandar?, (b) ;c6mo se comparan estos valores con los datos reales?

XX.8.- Para una distribucion de probabilidad uniforme entre 50 y 180, genérense 10 valores utilizando
niimeros aleatorios de la segunda columna de la tabla respectiva del apéndice.

XX.9.- Obtenga 10 valores de tiempos de servicio, los cuales se distribuyen exponencialmente con u=8
usando mimeros aleatorios de la tercera columna de la tabla del apéndice y compare su media con el valor real.

XX.10.- Verifique si los siguientes datos se ajustan a una distribucién normal de probabilidad

Clase de datos Rango Frecuencia
i 10-12 9
2 12-14 9
3 14 - 16 18
4 16 - 18 30
5 18-20 12
6 20-22 6
7 22-24 6

Total --- 0

.



XX_11.- Checar si los siguientes datos representan una funcion exponencial para los tiempos de servicio
de un establecimiento comercial

Tiempo de servicio, min Frecuencia
1 30
2 30
3 20
4 10
5 o més 10
Total 100

XX.12.- Los datos siguientes se obtuvieron de registrar los tiempos de llegadas de clientes a una oficina
contable

Tiempo entre llegadas Frecuencia
minutos
1 12
2 41
3 30
4 10
5 o mds 7
Total 100

. Se aceplara el ajuste por medio de la funcién de Poisson?

XX.13.- Un escarabajo hace un recorrido en su bisqueda de alimento, el cual se distribuye probabilisti-
camente de la siguiente manera:

Direccion Probabilidad
Norte 0.18
Sur 0.17
Oeste 0.42
Este 0.23
Total 1.00

. Qué posicion tendra?; (a) Después de 100 pasos; (b) de 200 pasos; (c) de 500 pasos; (d) de 1000 pasos;
{e) de 5000 pasos.

XX.14.- Si para el caso anterior la distribucién de probabilidad fuese de 0.25 en cada direccion, /cual
seria la posicién?: (a) Luego de 100 pasos; (b) 1000 pasos; (c) S000 pasos.

XX.15.- Blocks de Rioverde fabrica blocks de un peso promedio de 20 kilogramos cada uno. Los regis-
tros de produccién tienen la siguiente distribucién de probabilidad de sus pesos

Peso, Kgs Probabilidad
18 0.10
19 0.16
20 0.48
21 0.18
X 22 0.08
Total 1.00

(a) Simule una produccién de 500 blocks y obtenga la distribucién de probabilidad de sus pesos; (b)
calculese lo mismo del inciso anterior para 1000 blocks; (c) para 5000 blocks.

XX.16.- La empresa Rototanques Splash fabrica tanques para almacenamiento doméstico de agua, los



cuales distribuye en una camioneta que ticne capacidad volumétrica para 10 tanques, o bien para una tonelada
de peso. El peso de cada tanque se distribuye uniformemente entre 85 y 115 kilogramos. ;Cual sera la probabi-
lidad de sobrecargar la camioneta si se lleva 10 tanques?, resuelva (a) para una corrida de 10 unidades: (b) para
100; (c) para 500; (d) para 1000.

XX.17.- El Club Social Bar cuenta con algunas estadisticas sobre sus actividades pasadas, una de ellas es
acerca del nimero de clientes que acuden diariamente, la cual es la siguiente

Clientes diarios 4 5 6 7 8 9 10 11 Total
Probabilidad 0.10 0.12 0.18 0.26 0.14 0.1¢ 0.06 0.04 1.00

El bar clasifica sus bebidas en 3 categorias que son: cuba, cerveza y bebidas preparadas, las cuales vende
2 6.00, 4.00 y 10.00 pesos cada una respectivamente. De meses anteriores se sabe que la cuba tiene el 40% de
ventas del total de bebidas, la cerveza ¢l 45% y las bebidas preparadas el 15% restante. Por otra parte ¢l niimero
promedio de bebidas que un cliente pide tiene la siguiente distribucion de probabilidad

Nimero de Bebidas 2 3 4 5 6 Total
Probabilidad 0.15 0.25 0.30 0.20 0.10 1.00

Se supone que ¢l cliente que pide una bebida determinada, no cambia luego de tipo de bebida, ¢s decir que
el cliente que bebe cerveza, sélo pide cerveza. :

Los costos fijos del bar se estiman en 115,00 pesos diarios.

Simule la operacién del bar y calcule la ganancia esperada para (a) 30 dias de operacton; {b) 100 dias; (c)
365 dias; (d) 1000 dias.

XX.18.- El sefior John Taylor ha estado estudiando la forma de Jjugar a la ruleta, pues piensa ir a Las
Vegas el mes proximo, llevara la cantidad de 1000 délares para apostar, jugando 3 en cada tirada y ha pensado
relirarse ya sea porque pierda todo, o bien si llega a juntar 2500 délares. Tiene 3 opciones de juego que son: {a)
Apostar 3 délares en cada jugada; (b) doblar la apucsta después de que pierda una tirada: (c) doblar la apuesta
después de ganar cada tirada. El sefior Taylor normalmente prefiere el color rojo y es el que piensa elegir para
todas sus jugadas,

Simule el juego de la ruleta y obienga cual es la opcién mas conveniente para ¢l sefior Taylor. Debe
aclararse que la rulcta cuenta con 38 niimeros de los cuales 18 son rojos, 18 son negros y los otros dos son
comodines, lo cual significa que si se ha elegido et color que salga ¢n la tirada se gana, caso contrario se pierde
y si sale uno de los comodines, ni se gana ni se pierde.

(a) Resuelva para una corrida de 500 tiradas; (b) para 1000 tiradas; (c) para 5000; (d) para 10000.

XX.19.- La Arrendadora de Autos América cobra 300 pesos diarios por la renta de cualquiera de sus
vehiculos, su costo anual por mantenimiento es de 14,600.00 pesos, mientras que cada auto que tiene ocioso le
ocasiona un costo de 40 pesos diarios y por cada auto que le solicitan y no tiene disponible estima que su costo
es de 75 pesos. De estadisticas de renta dispone de la siguiente informacién sobre el nimero de autos rentados
cada dia:

No. autos diarios 0 1 2 3 4 5 6 Total
Probabilidad 0.10 0.12 0.18 0.24 0.16 0.12 0.08 1.00

Por otra parte los dias de renta cada que se ocupa un auto han sido los siguientes:

Dias de renta 1 2 3 4 5 Total
Probabilidad 0.14 0.18 0.26 0.24 0.18 1.00

¢Cual serd el nimero Gptimo de autos a manejar para maximizar la ganancia anual y cudl serd el monto de ésta?



XX.20.-En el problema anterior, ;Cuiles serian ahora las respuestas? si: (a) la renta diaria fuera $250.00,
el costo de tener un auto ocioso de $70 diarios, ¢l costo de no tener un auto disponible cuando se solicita de $100
y ¢l costo anual de mantenimiento de $20,000; (b} la renta fuera de $200 diartos, costo de un auto ocioso de
$85, costo de un auto faltante de $120 y ¢l costo de mantenimiento de $23,500,

XX.21.- La refaccionaria Geyasa est4 buscando optimizar su costo del inventario de medios motores, para
los cuales la demanda tiene 1a siguiente distribucién de probabilidad

Demanda semanal 1 2 3 4 5 6 7 Total
Pobabilidad 0.12 0.16 0.21 0.16 0.14 0.12 0.09 1.00

Por su parte los tiempos de entrega de su proveedor han sido los siguientes

Tiempo entrega, ssmanas 1 2 3 4 Total
Probabilidad 0.10 0.30 0.40 0.20 1.00

Su costo de conservar un medio motor en inventario es de $25 semanales, cada faltante le ocasiona un
costo de oportunidad de $350 y colocar cada pedido le cuesta $125

Calcule su costo total anual de manejo del inventario para los siguientes casos: (a) El punto de renovacion
del pedido (PRP) es de 10 y la cantidad de pedido (Q) es de 10; (b) si PRP=10 y Q=15; (c) PRP=10 y Q=20; (d)
PRP=15 y Q=15.

XX.22.- Para el caso anterior obtenga los valores de PRP y Q que minimicen el costo total anual y el
monto de éste.

XX.23.- La Constructora de la Zona Media desea minimizar su costo por concepto de manejo del in-
ventario de cemento, cuya demanda ha tenido la siguiente distribucion de probabilidad.

Demanda, ton/sem 10 11 12 13 14 15 Total
Probabilidad 0.10 0.10 0.30 0.20 0.18 0.12 1.00

Por su parte la distribucion respectiva para los tiempos de entrega es

Tiempo entrega, sem 1 2 3 Total
Probabilidad 0.40 0.40 0.20 1.00

Por su parte el costo de conservacion es de $8.50 semanales por cada tonelada, el de colocar cada pedido
es de $100 y el de faltantes de $24 por tonelada. ;Qué punto de renovacion de pedidos y cantidad deberi
mangjar a fin de minimizar el costo total anual y cual serd su monto?

XX.24.- Si los costos del problema anterior son ahora de $5.00 semanales por tonelada por concepto de
conservacion, de 330 por faltantes y de $150 por colocacién de cada pedido, jcudles serdn ahora las respuestas
a las mismas preguntas?

XX.25.- Simule la linea de espera tipo M/M/1 del Banco Local Rioverdense del problema propuesto
XV1.6 y compare los resultados obtenidos con los valores analiticos. Use una corrida con 2000 clienies.

XX.26.- Para ¢l caso del Banco simule y compare con los resuliados analiticos para un sistema del tipo M/
M/S con los 3 servidores, tal y como se planted el problema propuesto XV1.7

XX.27 .- Para el caso de “Tortillas Hamasa” del problema propuesto XVI.8, simule con 2000 clientes y
compare con los valores analiticos.



XX.28.-Para el caso del gjemplo resuetto X VI8 de la peluqueria con el sistema M/D/1 simule y compare
con los resultados analiticos utilizando 6000 clientes.

XX.29.- Fundidora Metalsa cuenta con 6 hornos de fundicién, los cuales tienen una vida itil que sigue
una distribucién normal de probabilidad con media de 2 afios y desviacion estandar de un mes y medio. Si el
costo de cada horno es de $150,000 y si cada reemplazo individual le cuesta a la empresa por mano de obra 'y
tiempos perdidos un total dc $8,500, mientras que si cambia los 6 hornos al mismo tiempo el costo total ¢s de
$30,000. ;Qué le convendra mas: efectuar los reemplazos individualmente, o hacerlo en grupo? Utilice un lapso
de tiempo para el andlisis de 10 afios.

XX.30.- Para el caso anterior: {a) ;Cual deberia ser el costo de efectuar los reemplazos en grupo para que
ambas opciones se igualen en su costo total en 10 afios?; (b} si la desviacién estdndar de l1a vida atil de los
equipos fuera cero, ;cudl seria ahora la mejor opcion?



APENDICE

Areas bajo la curva normal de probabilidad
para una desviacién estandar dada

A ———
.00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 07 .08 .09
.50000 | .50399 | .50798 | 51197 [.51595 | .51994 | .52392 | .52790 ].53188 | .53586
53983 | .54380 | .54776 | .55172 |.55567 | .55962 | .56356 | .56749 | 57142 | .57535
57926 | 58317 | .58706 | .59095 |.59483 | .59871 | .60257 | .60642 | .61026 | .61409
61791 ) 62172 | 62552 | 62930 |.63307 | .63683 | .64058 | 64431 | 64803 | 65173
.65542 | 65910 | .66276 | .66640 | 67003 | .67364 | .67724 | .68082 | .6843% | .68793
69146 | 69497 | 69847 | 70194 | 70540 | .70884 | .71226 | .71566 |.71904 | 72240
72575 72907 | 73237 | 73536 | .73891 | .74215 | .74537 | 74857 | 75175 | .75490
75804 | 76115 | 76424 | .76730 |.77035 | .77337 | .77637 | .77935 | .78230 | .78524
78814 | 79103 | 79389 | .79673 |.79955 | .B0234 | .80511 | .8Q785 |.81057 | .81327
81594 | 81859 | 82121 | 82381 | .82639 | .82894 | .83147 | 83398 | .83646 | .83891
84134 | 84375 | 84614 | 84849 | 85083 | .85314 | .85543 | .85769 | .85993 | 86214
86433 | 86650 | 86864 | .87076 | .87286 | .87493 | .87698 { .87900 | .88100 | .8829%
88493 | 88686 | .BRR77 | 89065 | .89251 | .89435 | 89617 | .89796 | 89973 | .90147
90320 [ 90490 | .90658 | 90824 | 90988 | .91149 | .91309 | .91466 |.91621 | 91774
291924 | 92073 | 92220 | 92364 |.92507 | .92647 [ .92785 [.92922 | 93056 [ .93189
93319 | 93448 | 93574 | 93699 | .93822 | 93943 [ .94062 [ .94179 |.94295 | .94408
94520 | 94630 §.94738 | 94845 | .94950 | 95053 [ .95154 [.95254 | .95352 | .95449
95543 | 95637 | 95728 | 95818 |.95907 | 95994 [ .96080 [ .96164 |.962d46 | .96327
.96407 | 96485 | .96562 | 96638 | 96712 | 96784 | 96856 | .96926 | .96995 [ .97062
87128 | 97193 | .97257 | 97320 | .97381 | 97441 [ .97500 [ .97558 |.97615 | .97670
97725 | 97784 | 97831 | 97882 [.97932 | .97982 [ .98030 [ .98077 | .98124 [ 98169
98214 | 98257 | .98300 | 98341 | .98382 | .98422 [ 98461 [ .98500 | .98537 [ .98574
98610 | 98645 }.98679 | 98713 | 98745 | .98778 [ 98809 [ 98840 | 98870 [ 98899
98928 | 98956 § .98983 | .99010 | .99036 | .99061 [.99086 | 99111 [.99134 | .99158
99180 | 99202 |.99224 | .99245 |.99266 { .99286 | .99305 [ .99324 |.99343 | .99361
99379 ] .99396 | 99413 | .99430 | 99446 | .99461 [ 99477 [.99492 | .99506 [ .99520
99534 | 99547 | 99560 | 99573 |.99585 | 99598 [.99609 | .99621 | 99632 | .99643
99653 | 99664 | 99674 | 99683 [.99693 | .99702 [ 99711 [.99720 | .99728 | 99736
99744 | 99752 | 99760 | 99767 |.99774 | .99781 | 99788 [ .99795 | 99801 [ .99807
99813 | 99819 | 99825 | 99831 |.99836 | 99841 | 99846 | 99851 | 99856 | .99861
99865 | 99869 | 99874 | 09878 |.99882 | 99886 [ .99839 [.99853 |.99896 | .99900
09903 | 99906 | 99910 | .99913 |.99916 | 99918 [.99921 [.99924 |.99926 | .99929
299931 | .99934 | 99936 | .99938 [.99940 | .99942 | 99944 [ 99946 | .99948 [ .99950
99952 [ 99953 [.99955 | .99957 |.99958 | .99960 | .99%61 {.99962 | .99964 | .99965
99966 | 99968 | 99969 | .99970 |.99971 | .99972 |.99973 | .99974 | .99975 | .99976
99977 | 99978 | 99978 [ .99979 |.99980 | .99981 | 99981 | 99982 |.99983 | 99983
99984 [ 99985 [.99985 [ .99986 |.99986 | .99987 | .99987 | .99988 {.99988 | .99989
99989 | 99990 | .99990 | .99990 |.99991 | .99991 | .99992 | 99992 | .99992 | .99992
99993 [ 99993 |.99993 | 99994 [.99994 | 99994 | 99994 | 99995 |.99995 | .99995
99995 [ 99995 1 .99996 | .99996 [.99996 | 99996 | .99996 | .99996 |.99997 | .99997




4764
8416
9434
3420
6827
8521
1129
5806
9285
6955
5937
8044
2219
3570
5496
5054
0661
7321
1799
4934
8262
9586
1882
9670
2039
8416
5670
1198
5263
0385
5169
4031
3457
3859
7228
1165
5089
5544
0840
1186
7678
1892
3382
8149
3519
9641
3436
8762
8749
9527

6279
8234
5273
1820
6383
1471
3208
8224
6331
5482
3445
4611
3193
6273
4841
7303
8875
7051
1989
4071
3374
7055
0684
1291
5973
4676
5432
0414
5133
9999
8408
8123
1531
3643
1267
5407
9780
0016
4942
4425
1351
2323
4579
54638
2481
5049
2928
6185
2282
4711

4446
6427
5902
0318
5901
3044
1699
5783
8764
2161
3694
6072
8224
1455
1443
6255
6251
1108
5595
1456
4637
6472
0933
4890
9776
2229
2966
0140
4011
7544
1074
0927
7016
4141
4020
3768
2195
3828
1475
3216
6002
3188
1513
6474
8907
7463
9956
6363
5897
8300

Numeros Aleatorios

5582
4959
1824
7041
3555
9717
5571
4674
8461
1838
1834
1034
6791
3007
6085
7005
9846
0625
5457
4076
1581
0928
4112
7457
0099
7245
6749
3503
7164
3593
4192
9697
2007
4584
3840
0190
6766
6315
3908
5570
2999
7864
7065
0654
7830
7626
4785
4627
9376
1127

1634
7344
2809
0746
3049
6203
2923
6696
4031
2875
3496
8306
4229
9751
8950
2068
7295
3440
5435
3090
2275
4832
7413
7666
0272
0700
6488
9564
2389
9120
4800
5585
9172
4035
9324
0135
8383
6349
4765
5255
4725
3646
5765
0441
7936
5535
1056
1333
5726
0903

2396
5582
7556
7468
0858
4840
0382
101t
8934
9525
4466
6117
0579
8758
3867
3442
4338
6284
1938
4586
7185
5912
2027
3246
5058
4369
8453
1048
0693
1661
5589
7698
9358
2295
4281
5534
4123
2892
8715
8678
2305
7732
7341
9946
0624
1056
3446
7703
3922
6653

7984
8579
2486
0788
8872
8645
0032
6599
7259
9769
4629
8550
8448
8610
1830
8084
5145
4179
4324
2596
8938
2768
4233
4877
7182
0390
1751
8107
8934
7054
8279
1450
0468
9716
9163
7293
3447
6764
0892
8967
6893
7501
3386
2749
6938
2071
6692
4694
9574
6528

0892
1652
2963
2913
3181
9348
5459
7695
7712
8136
9659
2526
6988
1781
7652
8559
2204
4339
6299
3397
1194
7070
9662
4168
7786
6289
7768
2043
2723
2791
98355
6706
4212
7871
4899
7472
7244
4509
5274
7269
2079
9132
2137
7297
9750
0890
4251
6380
1451
2003

6049
8767
2006
5730
0495
3101
4610
4470
3980
9966
5169
3276
7886
8456
3884
1254
3691
3666
9208
3189
1403
3751
6926
1609
5649
2870
4356
0830
1078
1173
7618
3222
2238
1234
2737
0754
1091
0942
2646
4330
0195
3081
4236
5046
7356
7953
7201
1062
4290
774

213

7488
2934
7914
1305
3501
7983
5684
1598
6963
6852
3131
4537
3739
4518
1657
2478
8096
1786
3997
3251
1340
1718
2445
3896
8697
7244
3516
5920
2653
8148
5088
3469
7065
1723
2626
1557
3490
1833
7686
4904
5658
2445
9718
0704
7141
1190
3454
4247
8413
7629
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Valores de 2
Grados de
Libertad | o=0.995 =099 0=0.975 | a=0.95 =005 =0.025 | a=0.01 =0.005
1 0.0000393 | 0.000157 | 0.000982 | 0.00393 3.841 5.024 6.635 7.879
2 0.0100 0.0201 0.0506 0.103 5.991 7.378 9.210 10.597
3 0.0717 0.115 0.216 0.352 7815 9.348 11.345 12.838
| 4 0.207 0.297 0.484 0.711 9 488 11.143 13.277 14.860
I 5 0.412 0.554 0.831 1.145 11.070 12.832 15.086 16.750
6 0.676 0.872 1.237 1.635 12.592 14,449 16 812 18,548
7 0.989 1.239 1.690 2.167 14.067 16.013 18.475 20.278
8 1.344 1.646 2.180 2.733 15.507 17.535 20.090 21.955
9 1.735 2.088 2.700 3.325 16.919 19.023 21.666 23.589
10 2.156 2.558 3.247 3.940 18.307 20,483 23.209 25,188
11 2.603 3.053 3816 4575 19.675 21.920 24.725 26.757
12 3.074 3.571 4,404 5.226 21.026 23.337 26.217 28.300
13 3.565 4.107 5.009 5.892 22.362 24.736 27.688 29.819
14 4.075 4.660 5.629 6.571 23.685 26.119 29.141 31.319
15 4.601 5.229 6.262 7.261 24996 27488 30.578 32.801
F 16 5.142 5812 6.908 7.962 26.296 28.845 32.000 34.267
17 5.697 6.408 7.564 8.672 27.587 30.191 33.409 35,718
18 6.265 7.015 8.231 9.390 28.869 31.526 34.805 37.156
19 6.844 7.633 8.907 10.117 30.144 32.852 36.191 38.582
20 7.434 8.260 9.591 10.851 31.410 34.170 37.566 39.997
21 8.034 8.897 10.283 11.591 32.671 35479 38932 41.401
22 8.643 9.542 10.982 12.338 33.924 36.781 40.289 42796 §
23 9.260 10.196 11.689 13.091 35.172 38.076 41.638 44 181
24 9.886 10.856 12.401 13.848 36415 39.364 42 980 45558
25 10.520 11.524 13.120 14.611 37.652 40.646 44.314 46928
26 11.160 12,198 13.844 15.379 38.885 41.923 45.642 48.290
27 11.808 12,879 14.573 16.151 40.113 43,194 46.963 49.645
28 12.461 13.565 15.308 16.928 41.337 44 461 48278 50.993
29 13.121 14.256 16.047 17.708 42.557 45.722 49 588 52.336
30 13.787 14,953 16.791 18.493 431773 46.979 50.892 53.672
o
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RESPUESTAS DE LOS PROBLEMAS PROPUESTOS

XIIL1.-
XIIL2.-
Xii.3.-
XI1.4.-
XIILS.-
XlLé.-
XIIL.7.-
XIIL8.-
XII1.9.-
XIIL10.-
X1m.11.-
X1II.12.-
XI.13.-
XIII.14.-
XIIL15.-
Xl 16.-

XIV.1.-
Xiv2.-
XIV.3.-
XIV4.-
XIvVs.-
XIve.-

Xiv7.-
XIV.8.-
XIV.9.-
XIV.10.-
XIV.11.-
XIviz2.-

XIV.13.-
XIV.14.-

XV.l.-

*XV.3.-

CAPITULO X1II

(2)300; (b)340; (c)320; (d)320; (e) todas las opciones empatadas.

(a)100; (b)130; (c)120; (d)120; (¢)130.

D1, rentar a Agrol, Ganancia esperada=5$72,000.00.

$88,600.00.

D1, rentar, Ganancia esperada=$212,000.00,

$241,830.50.

150 toncladas para una ganancia de $52,500.00.

$84,500.00.

3.5 toneladas para una ganancia de $120,800.00.

$138,000.00.

Comprar délares.

42 costales para una ganancia de $289.17.

150 litros para una ganancia de $69.11.

140 Litros para una ganancia de $39.67.

65000 botellas para una ganancia de $32,783.33.

{a) 75 comidas, Ganancia =$228.06,

{(b) 70 comidas, Ganancia de $227.22, _

(c) Las ventas no siguen la distribucién normal de probabilidad, por esto es mas
confiable el Analisis Marginal.

CAPITULO XIV

(a) 1627 cajas; (b} 14.75 pedidos; (c) 25 dias; (d) Costo=$3539.49/afio.
(a) 247 tapices; (b) 16.3 pedidos; (c) 22 dias; (d) Costo=$2768.70/afi0.
(a) 801 mts; (b) 1.5 pedidos; (c) 244 dias; (d) Costo =$20,416.70/afio.
(a) 3001; (b) 2.4 pedidos; (c) 152 dias; (d} Costo =$28,821.15/afo.

(a) 521 Its; (b) 242 lts; (€)279 lts; (d) Costo=$521.14/afio.

(a) 242 bolsas; (b} 395 bolsas; (c) 2.29 pedidos; (d} 160 dias;

(e) Costo=$535.31/afio.

FRP= 730 loderas, Ex. de seguridad =104 loderas.

(a) PRP =70 unidades, Ex. de seg.=16 unidades, (b) Costo=$208.00/afio.
23 unidades,

PRP=134 unidades, Ex. de seg.=24 unidades.

PRP=742 unidades, Ex. de seg. =24 unidades.

Chaocolate fino: Q=6360, N=3.53, t=103 y Costo=$7060.07/aiio.
Chocolate normal: Q=13765, N=3.19, t=115 y Costo=$6371.65/afio.

(a) 3166 u/corr; (b) 11.03 corr/afio; (c)33 dias; (d) Costo=$22,497.82/afio.
Tipo A libretas, Tipo B Lapiceros y Tipo C los restantes.

CAPITULO XV

Primer juego si tiene, el -2 del primer renglén y tercera columna, segundo juego
no tiene y el tercer juego si ticne el -3 del segundo renglén y segunda columna.
Primer juego si tiene, el 0 del primer renglén y segunda columna, segundo juego
no tiene y el tercer juego si tiene el 3 del primer renglon y segunda columna.
Valor del juego=4.8, Estrategias: pl =0.6, p3 =0.4, cl =0.6, ¢2 =04, las
restantes son cero.

215
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*XV.4.- Valor del juego= -0.6, Estrategias: pl =0.5, p3 =0.5, ¢1 =0.5, <3 =0.5, las
restantes son cero.
*XV.5.- Valor del juego=0, Estrategias: pl =1/6, p2=0, p3=5/6, cl=2/3, c2=1/3
*XV.6.- Valor del juego=1.2, Estrategias: pl =0, p2=0.7, p3=03, cl1=0.2, c2=08
y c3=0.
*XV.7.- Valor del juego=20, Estrategias: pl =0.6, p2=04, p3=0, cl=0.35 ¢2=0.1
y c3=04,
*XV.8.- Valor del juego= 8.696, Estrategias: pl =0.1304 , p2 =0.6087, p3 =0.2609, p4
=0, ¢l =0.0978, c2=0.0544 y c3 =0.8478.
*XV.9.- Valor del juego= 2.5, Estrategias: pl =0.5, p2=05, p3=0, cl=0625y c2
=0.375.
*XV.10.- Valor del juego=0.296, Estrategias. pl =0.2115, p2 =0.1654, p3 =0.2269, p4
=0.3962, ¢1=0.1722, ¢2=0.3744, c3=0.3607 y ¢4=00927.
*XV.11.- Valor del juego= 1.924, Estretegias: pl =0.1173, p2 =0 4340, p3 =0.4487, p4
=0, p5=0, cl =0, c2=0.0557, c3=0.3695 y c4=0.5748.
*XV.12.- Valor del juego= 1.1667, Estrategias: pl =0.3333, p2=0.5, p3 =0.1667, cl
=0.04, ¢2=0 c3=0.5533 v c4=0.4067

* En todos estos juegos para las estrategias las p representan renglones y las ¢ columnas,

CAPITULO XV1

XVIL1.- (a) 10:50 horas; {(b) 12:05 hrs; (c)1.456 pacientes.
XV1.2.- (a)1:24 hrs; (b) 2:06 hrs; (c) En espera 1.958 y en la oficina 3.25.
XVL3.- (a) 0.833; (b) 11 con el que esta en ese momento; (c) 8 con el que esti en ese
momento,
XVL4.- (a)2.90; (b)6 clientes con el que llega en ese momento.
XVL35.- (a) 5 para el primero (incluyendo al que llega en ese momento) y cero para el
segundo; (b) 15 por ¢l primero y 14 por el segundo.
XVL6.- (a) 32 minutos; (b) 7.111; (c) 38.63% .
XVI.7.- (a) 10.766 minutos; (b) 7.1776; ()} 6.55%.
XVIL.8.- (a)En espera 2.519 y en el negocio 3.286; (b} En ¢spera 5.038 minutos y en ¢l
negocio 6.571 minutos; (c) En espera 16.74% y en el negocio 21.83%.
XVL9.- (a) 1.922; (b) 9.61 minutos, (c) 1.02%.
XV1L.10.- (a) En espera 1.6 y en el negocio 2.4; (b) En espera 24 minutos y en el negacio 36
minutos.
XVIL.11.- {a) En espera 0.901 y en el negocio 1.643; (b) En espera 18.01 minutos y en el
negocio 32.86 minutos.
XV1.12.- 6 mecinicos para un costo total de $ 1020.00 diarios.

CAPITULO XVII

XVIL1.- (a)

E B R M
010 020 030 0.40
0.17 023 032 028
P= (b)$25,000,00
025 025 025 025

033 038 029 0



(¢) Cosecha excelente=21.52%, buena =26.41%, regular=28.85% y mala=23.22%.
{d) De mala a excelente =3.86 afios, de regular a excelente=4.09 afios y de buzena a excelen-
te=4.40 afios.

XVIIL.2.- (a)

I It 11 v

0.20 043 020 0.17

0.07 025 043 0.25
0 0.03 052 045
0 0 0.18 0.82

(b) Para los 2 afios siguientes las probabilidades de que se halle en cada nivel son:

Nivel
Afio I I i1 v
Uno después 7.00 25.00 43.00 25.00
Dos después 3.15 10.55 39.01 47.29

(c) Para nivel [=0.10%, nivel II=1.17%, nivel HI=27.72% y nivel IV=71.01%.
(d) Del I al IV =3 .4 afios, del 1I al IV=2.95 aiios y del Il al IV =2.27 aiios.

XVIL3 .- (a)

\Y 1/5 2/5  3/5 4/5 LL
0.10 0.75 015 0 0 0)
0 0.65 030 0.05 0 0
0 035 050 0.10 005 0
0 0.10 055 0.20 0.10 005
0 0 035 0.30 0.20 015
0 0 0.10 0.25 0.30 035

() Q1 =(0, 0.35, 0.50, 0.10, 0.05, 0).
Q2 = (0, 0.4125, 0.4275, 0.1025, 0.045, 0.0]25).
(¢) Enel estadoestable: ev =0, ¢l/5 =0.4331, €2/5 =0.4045, e3/5 =0.0999, e4/5 =0.0445

y
eLL =0.0180.

{d) Nunca estari la presa vacia,
(e) Para ir de vacia a llena= 98.35 afios, de 1/5 a llena =97.55 afios, de 2/5 a llena=95.68
afios, de 3/5 a llena =88.78 afios y de 4/5 a llena =76.4 afios

XVIL4.- (a)

B R I

090 008 002
P =067 0 0.33
0 0 1



(b) Después del pnimer afio: Buenas=%0%, en reparacion =8% , inservibles =2%
Después del segundo afio: Buenas=86.36% en reparacidn=7.2%, inservibles=6.44%

(¢) Todas llegardn a inservibles.

(d) De buena a inservible=23.28 temp. y de reparacion a inservibles=16.59 temp.

(e
B R
r=[2155 172
1444 21.55
XVIL5.- (a)

S O H T M
(092 008 0 0 0 )
020 040 028 012 O
P=[006 020 023 032 0.19
0 015 032 026 027
L 0 0 0 0 1/

(b) Q1 =(0.92,0.08, 0, 0, 0)
Q2 =(0.8624, 0.1056, 0.0224, 0.0096, 0)
Q3 =(0.8159, 0.1172, 0.0378, 0.0223, 0.0068)

© S O H T
2662 488 256 190
1412 488 256 190
845 251 290 166
652 207 177 2.46

{d) De observados a sanos= 4.39 periodos, de hospitalizados a sanos=4.11 periodos, de tera-
piaa sanos=4.02 periodos.

(e) De sanos a muertos=35.96 per., de observados a muertos=23.46 per., de hospitalizados a
muertos=15.52 per. y de terapia a muertos=12.82 per.

XVIL6.- (a)

N S cv 1
049 051 0 0
003 069 028 0
018 021 035 026

0 0 0 1



(b) Q1 =(0.49, 0.51, 0, ).
Q2 =(0.2554, 0.6018, 0.1428, 0),
Q3 =(0.1689, 0.5755, 0.2185, 0.0371). _
(c) De clientes con saldo a incobrables=14.66 periodos y de cartera vencidaa incobrables=10.88
periodos.
XVIL7.- (a)
B Mn My R
078 015 007 O
065 018 017 O
038 040 007 0.15

0 0 0 1

(b) En un mes habra 29 buenos, 6 en reparacion menor ¥ 3 en mayor.
En 2 meses habra 28 buenos, 7 ¢n reparacion menor y 3 en mayor.
En 3 meses seran 27 buenos, 7 en reparacién menor, 3 en mayor y uno para reemplazo.

(©
B Mn My
5586 1347 6.67
R=5381 1431 6.67
4597 1166 6.67

(d) De bucnos a reemplazo=76.0 meses, de reparacién menor a reemplazo=74.79 meses y de
reparacion mayor a reemplazo=64.29 meses.

CAPITULO XVIII

XVIIL1.- (a) 46,9 ton; (b) 45.74 ton; (c) 46.42 ton.

XVIIL.2.- (a) 45.33 ton; (b) 46.08 ton; (c) 46.5 ton.

XVIIL3.- (a) 499; (b) 514; (c) 502.

XVIIL4.- (a) 519; (b) 510.

XVIIL5.- Para el afio siguicnte desglosado por meses el pronéstico de ventas es:

Mes Ene Feb Mar Abr May Jun Jul Ago Sep Oct Nov Dic
Venta 1570 1723 2400 2817 3133 3000 2867 2833 2557 2493 2093 1797

Para un total anual de 29,283 cajas
XVIIL6.- El prondstico es

Periodo Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4 Total Anual
Venta, lts 1525 3137 3491 2230 10383

XVIIL.7.- Para los proximos 5 afios el prondstico es:

Afio 1 2 3 4 5
Venta, M ton 8.337 8.813 9.29 9.767 10.243



XVIIL8.- (a) En un afic habra 9052 alumnos, en 2 aiios 8471 y en 3 afios 7890,
(b) Se terminardn los alumnos en 17 afios mas.

XVIILY.- Los prenésticos de los 3 proximaos afios son:

Aifio Tipo M Tipo N
1 136.4 204.2
2 1432 2126
3 149.9 221.1

XVIIIL.10.- (a) 5.87; (b) 3.42; (c) 8.42 millones.
XVIIL1L - (a)2.12%; (b) 3.19%;
XVIIL 12.- (a) 696; (b)1209 acciones.

CAPITULO XIX

XIX.1.- Rapidas, con un costo de $29,611.61 anuales.

XIX.2.- Rapidas, con un costo de$ 29,688.76 anuales,

XIX.3.- Pesonic, con un costo de $ 939.82 anuales.

XIX.4.- Pesonic, con un costo de $ 948.62 anuales.

XIX.5.- Al final del afio 8, con un costo de $ 9,477.95 anuales.
X1X.6.- Alfinal del afio 8, con un costo de $ 9,986.57 anuales.
XIX.7.- Para los diferentes tiempos se tiene.

Semana 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
F. de
Superviv.  1.00 0.98 0.92 0.82 0.69 053 033 0.13 010 0.04 0
F. de

Duracién 0 0.02 0.06 0.10 0.13 0.16 020 015 008 006 0.04
Prob. de :
Averia 0 0.02 0.061 0.109 0.159 0.232 0377 0455 0444 0600 1.0

XIX.8.- (a) Tiempo= 5.59, desv. estindar=2.13 semanas; (b) tiempo=4.65, desv. estandar
=2.30 semanas.

XIX.9.- Para los distintos tiempos se tiene

Tiempo, Funcion de Funcién de Probabilidad
meses Supervivencia Duracién de Averia

0 1.000 0 0

1 0.960 0.040 0.0400
2 0.870 0.090 0.0938
3 0.750 0.120 0.1379
4 0.600 0.150 0.2000
5 0.435 0.165 0.2750
6 0.285 0.150 0.3448
7 0.210 0.075 0.2632
8 0.160 0.050 0.2381
9 0.120 0.040 0.2500
10 0.085 0.035 02917
11 0.055 0.030 0.3529
12 0.030 0.025 0.4545
13 0.015 0.015 0.5000
14 0.005 0.010 0.6667
15 0 0.005 1.0000
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XIX.10.- (a) Tiempo = 5.58, desv. estindar= 2.96 meses; (b) tiempo=4.54, desv. estindar=2.53

Meses.

XEX.11.- Las probabilidades son: (a) 0.7072; (b) 0.5859; {c) 0.1085; (d) 0.3707, (¢) 0.0043;

() 0.0416.

XIX.12 .- Las probabilidades son: (a) 0.5049; (b) 0.4221; (¢) 0.1590; (d) 0.0581; (e) (..3965;
(f) 0.3963; (g) 0.0020; (h) 0.0882; (1)0.3285.

X1X.13.- La sumatoria es 1.0000,

XIX.14.- a sumatoria es 0.9918.
XIX.15.- (2) 0.9371 focos; (b) 1.4593 focos; () probabilidad=0.5409; (d) probabilidad=0.1479.
XIX.16.- (a) 0.6271 piezas; (b) 1.5129 piczas; (c)2.4188 piezas; (d) probabilidad=0.2858;

(e) probabilidad=0.0482.

XIX.17.- (a) Para cada periodo de tiempo se tiene

Tiempo, afios 1
Tasa de
Aprovisionamiento 24
No. de eq.
recmplazados 24

37.9

61.9

3 4

5 6

53% 607 752 683

115.3 176.

5 2517 3200

~ (b) tiempo= 4.54 y desv. estAndar= 2.27 aiios;
(¢) tasa de mantenimiento=66.1 equipos.

X1X.18.- (a) Para cada lapso de tiempo se tiene

Tiempo, afios !
Tasa de Aprovis. -6.0
No. de eq.
reemplazados -6.0

2 3 4
210 392 37.7
15.0 54.2 91.9

(b) Tiempo=2.89 y desv. estindar=1.36 afios;
(c) Tasa de mantenimiento= 51.9 equipos.
XIX.19.- Alfinal del quinto afio, con un costo de $17,473,920.00 anuales.

XIX.20.- Alfinal del tercer aiio, con un costo de $87,032.00 anuales.

XX.1.-
6702
9168
0522
2724

4201
6484
0422
1780

CAPITU

1684
8358
8561
2507

LO XX

4506
3040
2416
2370

XX.2.- El 54avo valor sera 0000, que se repetira indefinidamente.
XX.3.-(a) Al 1025avo (b) al 1026 (c) al 1026.
XX.4.-(a) Al 2050 (b) al 2050 (c) al 2050,

XX.5.- Los nimeros son

292
363
486
389

120
303
346
233

268
307
014
141

Habra repeticion en el 514avo valor.

224
375
002
113

7 8

60.5 655

380.5 446.0

332

1251

0569
3237
4781
8579

300
507
310
149

9 10

683 699

5143 5842

36.5

l61.6



XX.6.-Latablaes

Volumen de Frecuencia Probabilidad
ventas M3 Acumulada Probabilidad
10 2 0.0833
12 3 0.1250
14 4 0.1667
16 6 0.2500
18 5 0.2083
20 : 3 0.1250
22 1 0.0417
Total 24 1.0000

El niimero 0.6500 corresponde a una venta de $18,000.

Probabilidad

0.0833
0.2083
0.3750
0.6250
0.8333
0.9583
1.0000

Rango de

0-0.0833
0.0834 - 0.2083
0.2084 - 0.3750
0.3751 - 0.6250
0.625] - 0.8333
0.8334 - 0.9583
0.9584 - 1.0000

XX.7.- (a) x=16,667.67 y G =3145 (b} las de los datos reales son x =15,833.33 y 5 =3158.

XX_.8.- Los niumeros son:

131.627
157.042
118.549
73.660
132.979

XX.9.- Los valores son:

0.1013
0.0553
0.0659
0.4310
0.0659

Su media es 0.1366, mientras que la tedrica es 0.125.

XX.10.- 5i la representan.
XX 11.- No la representan.
XX.12.- No se acepta.

69.123
91.704
156.912
132.303
121.266

0.1437
0.2216
0.0685
0.0165
0.1915

XX.13.- (a) 15 pasos al Oeste y 3 al Norte, (b) 26 al Qeste y 6 al Norte, ()97 al Qeste y 3 al
Norte, (d} 185 al Oeste y 11 al Norte, () 906 al Oeste y 48 al Sur.
XX.14.- (a} 11 al Este y 1 al Sur, (b) 9 al Este y 7 al Sur; (c) 46 al Qeste y 90 al Sur.

XX 15.-
Peso, Probabilidad  Probabilidad
Kgs Inciso (a) Inciso (b)
18 0.074 0.085
19 0.152 0.159
20 0.516 0.495
21 0.186 0.185
22 0.072 0.076
Total 1.000 1.000

XX.16.- (a) 50%; (b) 48%, (c) 49.2%, (d) 49.2%.
XX.17.- (a) Gana $1390, (b) Gana $3750, (c) Gana $14,641, (d) Gana $38,658.
XX.18.- () La opcion 1, perdiendo 138 délares, (b) la 1 perdiendo 108, () la 1 perdiendo

270, (d) ta 2 ganando 30 ddlares.

Probabilidad  Probabilidad
Inciso (c) real
0.0894 0.10
0.1590 0.16
0.4862 0.48
0.1886 0.18
0.0768 0.08
1.0000 1.00



XX.19.- 12 autos para ganar $735,385,00,

XX.20.- (a) 11 autos ganando $484,450.00, (b) 10 autos ganando $284,290.00,
XX.21.- (a) $32,675.00, (b) $24,587.50, (c) $27,275.00, (d)$20,950.00,
XX.22.- Q=15 y PRP de 18 a 21, con un costo de $19,650.00.

XX.23.- Q=27 y PRP de 17 en adelante, con un costo de $10,481.75.

XX.24,- Q=32 y PRP de 33 en adelante, con un costo de $9,375.00.

XX.25.- Los resultados son

Parimetro ' Sol. analitica Simulacién
Tiempo en el sistema 36 33.97
Tiempo en espera 32 30.02
No. de clientes en el sistema ‘8 .71
No. de clientes en espera 7.11 6.82
Probabilidad en el sistema 0.4346 0.4541
Probabilidad en espera 0.3863 0.4021
XX.26.- Los resultados son:
Parametro Sol. analitica Simulacién
Tiempo en el sistema 14.77 13.76
Tiempo en espera 10.77 9.81
No. de clientes en el sistema 9.84 9.36
No. de clientes en espera 7.18 6.68
Probabilidad en el sistema 0.0981 0.1183
Probabilidad en espera 0.0655 0.0617
XX.27.- Los resultados son
Parametro Sol. analitica Simulacién
Tiempo en el sistema 6.571 6.108
Tiempo en espera 5.038 4.588
No. de clientes en el sistema 3.286 3.139
No. de clientes en espera 2.519 2358
Probabilidad en el sistema 0.2183 0.2033
Probabilidad en espera 0.1674 0.1491
XX.28.- Los resultados son
Parimetzro Sol. analitica Simulacién
Tiempo en ¢l sistema 36 36.51
Tiempo en espera 24 24.51
No. de clientes en el sistema 24 2.48
No. de clientes en espera 1.6 1.67

XX 29.- Conviene reemplazar en forma individual, ya que el costo seria de $4,279,500.00,
mientras que en grupo seria $5,580,000.00.
XX.30.- (a) Aunque ¢l costo de reemplazo en grupo fuese cero, es mejor reerplazar en forma

individual, (b) en forma individual.
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