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Capítulo 1 

Introducción 

Una pregunta que se ha hecho en varios context Ds de las matemáti cas es de-

term inar cuando una estructura finita A puede ser extendida a una e tructura finita 

B de tal modo que cada automorfismo parci al de A (isomorfi smos entre subes-

tructuras de A) se ex ti ende a un automorfismo (tota l) de B. Aque ll as c la es de 

estructuras que cumplen con lo ante ri or se dice que ti enen la propi edad de ex ten-

sió n para automorfi smos parcia les (EPPA por sus s iglas en ing lé ). 

Hrushovsky [13] demostró que la c lase de gráfica finita tienen la propiedad 

EPPA; para e llo usó teoría de grupos y Ante ri or a é l, John Truss 

[1 7] probó que dada una gráfica finita A y un automo rfi smo parc ial p , ex iste una 

gráfica finita B 2 A Y un automorfi smo de B que a p. 

Para explicar e l origen de la pregunta se prese nta la defini c ión de gráfica 

genérica: Sea (j la c lase de todas las gráficas finitas. La grá fi ca genéri ca es la 

única gráfica contable R que ati face: 

1. Todo elemento de (j encaja en R 

2. Dada funciones de encaje f: M --+ N en (j y g : M --+ R, ex iste h. : N --+ R 

3 
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 4 

conhf =g· 

E ta gráfica (también conocida como la gráfica Rado o la gráfica aleaLO ri a c n-

table) tiene la propiedad de ser isomorfa a casi toda la gráficas obre un c njunto 

contable de vértice (la aristas se escogen independientemente con probabilidad 

de 1/ 2) . 

Un resultado debido a Fra"l"ssé [5] es tablece que un objeto genéri co ex iste no 

solamente para la clase de gráficas, también para cualquier clase similar de es-

tructuras cerrada bajo ubestrucluras y que ati sfagan la propiedad de amalga-

mación. - Una cla e de L -e tructura S tiene la propiedad de amalgamación ii 

cualquiera A ) B 1) B2 E S Y f¡ : A 1---+ B¡ on encaje eIementale para i E {1) 2} en-

tonces existe algún C E S Y algún encaje elemental g ¡ : B¡ 1---+ e para i E {1) 2} tal 

que g l (JI (x )) = g2 (h (x)) para todo x E A -. Información más detall ada sobre 

e tos conceptos se puede consultar en [4] . 

La pregunta "¿ la clase de las gráfica finita tienen la EPPA?" surgió en un 

trabajo de Hodge , HodlUnson, Lascar y Shelah sobre la propiedad del índice 

pequeño para la gráfica aleatoria R [10] . La conjetura del índice pequeño de R di ce 

que un subgrupo de Aut (R) (conjunto de automorfi 1110 de R) e de índice con-

table i y sólo si contiene el estabili zador de un conjunto finito . Ell os encontraron 

que esta pregunta es importante para entender el grupo de automorfi smo de la 

gráfica aleatoria como un grupo topológico. De forma más preci a: La propiedad 

de extensión para automorfismos parciales en las gráfi cas mue tra que la mayoría 

de los n-tuplas de automorfi smo de la gráfica aleatori a (en el entido d la ate-

goría Baire) son localmente finitos -Si G = Aut (R),.'a n-tupla (g l ) ... gIl) E G es 

llamada localmente finita, si para cada a E R la órbita de a bajo < g 1) . . . ) gIl > es 

finita -. Hodges et al, usaron el teorema de Hrusho"sky para demo trar en II OJ 
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CA PÍTULO 1. INTRODUCCIÓN 5 

que la gráfi ca genérica tienen la propiedad de índice pequeño. 

Bernhard Herwing en el año 1995 l7] generalizó es te resultado para la clase 

de estructuras con un lenguaje relacional fi nito, así como para la gráfi cas fi nitas 

K3-libres; su demostrac ión usa las mi mas ideas que Hrushovsky pero de una for-

ma más general. Como corolari o de uno de sus teoremas se obtiene que la cla e de 

las hipergráfi cas tienen la EPPA. Este tipo de re ult ados son importante porque 

al probar que una clase de estructuras tiene la EPPA entonces se puede probar 

la propiedad del índice pequeño para el grupo de automorfi mos de su respectiva 

estructura genérica contable. 

En 1998 Herwing generali zó su demostración para el caso de las gráficas fi ni-

ta KII- libres (con n 3) [8]; también probó que las digráficas fi nitas que no con-

tienen subdi gráfi cas isomorfas a un torneo en rr, donde rr e una clase arbit raria 

de torneos finitos, tienen la EPPA (a este tipo de di gráfi ca se les conoce como 

di gráficas de Hen on). 

Andréka, Hodkinson y Németi [ 1) u aron los teoremas de Herwing 18), [7] 

obre la EPPA en estructuras finitas con lenguaje relacional para demostrar de una 

forma simple que algunos tipos de álgebras, incluyendo Crsn , polyadi c Crs y WA 

tienen la "propiedad de base fi nita", y que ti enen teorías uni versa les decidi bles; 

además, demuestran que cualquier álgebra finita en estas clases es representab le 

sobre un conjunto finito. 

En el año 2000, Herwing y Lascar [9) publ ican dos demostraciones di ferentes 

del teorema de Hrushovsky, una de la demostracione mejora ampli amente la da-

da en [13], además de que es puramente combinatori a (esta demostración se debe 
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CA PÍTULO 1. INTROD UCCIÓN 6 

a La car); a la otra demostración Herwing y Lascar le ll aman la prueba sofis ticada, 

porque en ell a se usa un teorema debido a Ribes y Za le kil [15] relati vo a gru pos 

libres, además de indicar la manera de genera li zar e ta técnica para probar otros 

re ultados del mi smo e tilo. También muestran en u art ÍCul o la manera de usar los 

teoremas sobre extensión de automorfis mo parciales para probar te remas sobre 

la topología profinita en grupos libres , en parti cul ar dan una generali zación del 

Teorema de Ribes y Zalesskil. Por último proporcionan nuevas generali zaciones 

de EPPA en estructuras con lenguaje relacional finit . 

Jan Hodkin on [11] u ó una adaptación de la construcción de Herwing 19, 7J 
para probar que los fragmentos libremente protegido de lóg ica de primer orden 

tienen la propiedad de modelo fi nito (Un conj unto de fó rmul as ti ene la propiedad 

de modelo finito si se cumple lo sigui ente: i cada fó rmula del onjunto es sati -

fac ible entonces es sati sfacible en un modelo fi nito) . 

Hodkin on y Otto [1 2] prueban resultados sobre cubiertas de hipergráfica , 

y usan esto resultados para probar que las gráfica KII -libre y las di gráficas de 

Henson tienen la propiedad de exten ión de automorfismos parciale , teorema ya 

demo trados por Herwing [8] usando teoría de g' upo . Lo anterior lo hace por 

medio de un teorema en el cual establece una vanante de EPPA para es tructura 

con lenguaje relacional finito. Es te teorema tiene como corolari os que las gráfi as 

K3-li bres, las gráficas KII- libres (n 2 3), las digráfi ca de Henson y la cla 'e de T-

estructuras conformes finitas, para cualquier tipo relacional T, ti enen la EPPA. La 

importancia del trabajo de Hodkinson y Otto, ademá de la generalidad de su teo-

rema, e que proporciona una prueba alternativa de que los fragmentos protegidos 

de camarilla de lógica de primer orden tienen la propiedad de modelo fi nito. 
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Rec ientemente, Solecki r 161 y Vershik probaron (independi entemente) que la 

propiedad análoga es c ierta para espaci os métri cos; en concreto prueban que un 

espac io métrico finito A adm ite una ex tens ió n a un espacio métrico B, de la l modo 

que cada isometría parc ia l de A se ex tiende a una isometrÍa de B. Soleck i usó uno 

de los teoremas de Herwing y Lascar[9] como parte de su demostrac ión. 

Actualmente la ex tensión de automorfi smos parciales se es tá usando ampli a-

mente en Teoría de Modelos Finitos; además están surg iendo vari antes de e ll a; ta l 

es e l caso de la extensión para permutac iones de una seudo va ri edad de grupos, en 

donde aún existen problemas ab ierto cuyas soluciones son importantes por sus 

di versas aplicaciones. Para obtener más deta lles sobre esta variante consulta r [2]. 

E l objetivo de esta tes is es proporcionar una demostrac ión dela llada de que las 

digrá fi cas finita s ti enen la propiedad EPPA, las gráfi cas con la ari stas co loreadas 

ti ene un a variante de la propi edad EPPA y, por últi o, presentar algo ritmos para 

ex tender una grá fi ca G a una gráfica k- regul ar H . En seguida se menciona breve-

mente e l contenido de cada capítulo. 

En el capítulo 2 se presenta e l marco teórico; se dan los conceptos bás ico de 

teoría de gráficas que son necesari os en este trabajo. 

En el capítulo 3 se da la demostración detall ada de que las di grá fi cas fini -

ta tienen la propiedad de ex tensión de automorfi smos parc ia les. El autor de es te 

trabajo no conoce ningún artículo en donde aparezca la demostrac ión de este teo-

rema. En la demostración se sigue la mi ma técnica que utili zó Hru shovsky en 

[ 13]. 
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En e l capítulo 4 se presenta un algoritmo para extender una gráfica C a una 

gráfica k- regul ar H . Este algoritmo mejora el pro puesto por Milli el en [1 4J ya que 

él asume que el grado máx imo de C es un número impar, sin embargo, en e l a l-

goritmo presentado en es te trabajo no se requiere de e ta uposic ión y, además se 

puede generali zar para ex tender gráficas con ari stas ,::o loreadas (sección 4 .2). 

Enla sección 4.3 se da la demostrac ión de Herwing y Lascar [9] de que las grá fi cas 

finitas ti enen la EPPA. Se presenta a detalle porque e rea li zaron dos programas 

en Maple9© que siguen la construcción utili zada en la demostrac ión de l teorema 

(uno para ex tender la gráfi ca y otro para ex tender automorfis mos parc iales) . 

En la sección 4.4 se presenta la demostración de que las gráfica con aristas co-

loreadas ti enen un tipo de ex tensión de parciales. Se adaptó la 

técnica de Herwing y Lascar para e ta demostrac ión. M illiet menciona en [ 14] 

este teorema pero no presenta la demostrac ión. 

En e l Apéndi ce A se dan algunos ejempl os de los resultados obtenidos con 

los programas que sigue la construcción de Herwing-Lascar y en el Apéndi ce B 

aparece sus respecti vos códi gos . 
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Capítulo 2 

Marco teórico 

El objeti vo de este capítulo es el de pre entar los conceptos bás icas de teoría 

de gráfi cas que se utili zan en e te trabajo. Las defi nicione que aparecen en eSle 

capítulo es tán basadas en [3]. 

Una gráfica es una tern a ordenada (V(G), E(G), \jfe) constituida por un c n-

junto V(G) de elementos llamados vérti ce , un conjunto E(G), di sj unto de V(G), 
de elementos ll am ados ari stas, y una función de incidenc ia que asoc ia a cada 

arista de G un par no ordenado de vértices de G (no necesari amente d isti ntos) . 

Si \jfe(e) = {u, v} se usará únicamente {u , v} o uv para repre entar a la ari sta aso-

ciada con u y v. 

Si la función \jfe asoc ia a cada ari sta un par ordenado de vérti ces se ll ama 

gráfica d irig ida o digráfica , una ari sta di rigida (o arco ) entre lo vértices u y v se 

representará por (u, v) . 

Una gráfica es finita si su conjunto de vértices y su conj unto de ari stas son 

fi nitos. Si e es un arista, y u, v son vértices tales que \jfc(e) = uv, se d ice que la 

ari sta e une a los vérti ces u y v (l lamados los extremo de e). Dos vértices que 

9 
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son extremos de un ari sta se dice que son incidentes a la arista, y viceversa. Dos 

vértice que son incidentes con una ari sta en común on adyacentes entre sí. 

Un lazo es un ari sta que tiene extremos idénticos , e = uu . e ll aman aristas 

l1lúltiples aquellas ari stas que tienen el mi smo par de vértices como ex tremos (por 

ejempl o: e l = UV, e2 = uv). Se ll ama l1lultigrájica a la gráfica que contiene lazos 

y (o) ruoistas múltiples. Una gráfica simple es aquell a que no conti ene lazo ni 

aristas múltiples. 

En una gráfi ca e = (V,E, \lfe), el número de vértices n =1 V 1 se conoce como 

el orden de e y el número de ari stas m =1 E 1 es el ta maño de e. Al conjunto de 

todos los vértices adyacentes a un vért ice ves conocido como la vec indad de v y 

e denota por N(v). 

En una gráfi ca dirigida el conjunto de vértices adyacentes desde el vérti ce v 

es el conjunto N+ (v) = {x E V (e ) : (v,x) E E( e )}. El conjunto de vérti ces adya-

cente hacia el vértice ves el conjun to N _ (v) = {x E: V (e ) : (x, v) E E (e )} . 

Una subgrájica H de una gráfica e (H e) e una gráfica tal que V(H) 
V(e ), E(H) E(e ), y \lfH es la res tri cción de \lfe a E(H). Una supergráfica de 

H es una gráfi ca e tal que H e y decimos que e contiene a H . 

Una subgrájica inducida de e es una subgráfi ca H de e tal que su conjunto 
de ari stas E(H) consiste en todas las aristas e = u v de e tale que u , v E V(H). Se 

denota por H = e [S] donde S = V(H) . 

La subgráfi ca inducida e [V(e ) \ V' (e )] se denota por e - V' (e ); es la ub-
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gráfica obtenida de e al qu itar todos los vérti ces en Vi (e ) junto con sus ari stas 

incidente. 

Dos gráficas e y H son isomorfas ce H) si ex isten biyecciones 8 : V (e ) --+ 

V(H ) y <1>: E(e ) --+ E(H) tales que \jfc(e) = uv i y si \jfH(<1> (e)) = 8(1t )8(v). 

Si e y H son gráficas simples, e H si y sólo si existe una bi yecc ión 8 : 

V(e ) --+ V( H) tal que uv E E(e ) si y sólo si 8(u)8(v) E E(H). Si H = e el iso-

morfismo de e en e se conoce como automorfismo . 

Una gráfi ca H es "encajada" en e si ex iste una función <1>: V(H) V(e ) ta l 

que <1> es un isomorfismo entre H ye[<1> (V(H))]. 

El grado de un vértice v es el número de ari stas incidente a v, se denota por 

deg(v) . El grado mínimo y máx imo de una gráfi ca G se denota por 8(e) y Ll (e ), 

respecti vamente. El siguiente teorema será de gran utilidad en los ca pítul os pos-

teriores. 

Teorema 1. Sea e cualquier gráfica con m aristas entonces se cumple que 

L deg (v) = 2m. 
vE V (G) 

Una gráfica e es k-regular si todos u vértices tienen grado k; Una gráfi ca 

regul ar es aquella que es k- regul ar para alguna k . 
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Una co loración de ari stas de una gráfi ca C es una función <p : E(C) U de su 

conjunto de ari stas a un conj unto U, cuyos elementos son ll amados co lores. Los 

números enteros son usados comúnmente co mo co lores. 

Para cualquier entero positivo k, una k-co loración de ari tas es un a coloración 

de ari stas que usa exactamente k diferentes colores. 

Las de fini ciones anteri ores son equi va lentes para di gráfi cas,; só lo hay que 

tomar en cuenta que las propiedades son para parejas ordenadas. 
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Capítulo 3 

La propiedad EPPA para digráficas 

El objeti vo de este capítulo es el de presentar una demostrac ión detallada de 

que las di gráfica finitas tienen la propiedad de exten:; ión para automorfi smos par-

ciales (EEPA) . Para la prueba se utiliza la técnica que utili za Hrushovsky en [1 3 J. 
En la construcción de Hrushovsky se utiliza fuertemente el conj unto de los veci-

nos de los vértices de la gráfica, por este moti vo la demostrac ión para digráfica s 

no igue de la demostrac ión para gráficas, puesto que en las di gráficas ex isten dos 

tipos de veci nos de un vértice: El conj unto de vérti ces vecinos hacia e l vérti ce 11, 

y e l conjunto de vértices vecino desde el vérti ce 11. En la demostrac ión se utili za 

la siguiente defini ción. 

Definición. Una famjlia F de subconjuntos de un conjunto fi nito Y es inde-

pendientemente estadísticamente si para todos los subconjuntos di stintos 

A¡ , ... ,AII/ ,B¡ , ... ,BkenF, card (A¡ n ... n AII/ - B¡ - . . . - Bk) = card (Y )·2- II/ - k 

Ejemplo. 

Sea S = {O, l }k el conjunto de las secuencias de ce ros y unos de longitud k, en-

tonces 1 S 1= 2k, se defi ne A¡ = { (X¡ , . .. ,X¡, ... ,Xk ! E {O , I }k : x¡ = I }, claramente 

1 A¡ 1= 2k- ¡ y 1 A¡ 1= 2k- ¡. Para todos los subconjuntos di stintos Aa" . . . ,Aalll , 

13 
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Ab l , ··· ,Abj en S con todos los subíndices a¡ , ... am , bl , ... ,bj diferentes, e l conjun -

to de intersecciones A a l n .. . n AafIJ n Ab , ... n Abj es e l conjunto { (X I , . .. , Xk ) 

{O, l }k : xa, = I , Xbr = O, i = l , ... ,m , r = l , .. . , j} , enl oncescard (Aa, n .. . n Aamn 
Ab l •• . n Abj) = 2k- m - j = card (S) ·2- III

- j , por lo que la familia de ubconjuntos 

A¡ e independientemente estadísti camente. 

Se usará la letra X para denotar e l conjunto de vérti ces de la digráfica X y 

EX para denotar el conjunto de ari stas. X+(a) = {b: (a ,b ) E EX} es e l conjunto 

de vecinos desde el vértice a y X_ (a ) = {b : (b ,a ) E EX} es e l conjunto de los 

vecinos hac ia e l vértice a. 

Teorema 2. Sea X una digráficafinita. Emonces existe una digráficafinita Z que 

contiene a X como una subdigráfica inducida, tal que cada isomorfismo entre 

subdigráficas inducidas de X se extienden a un automorfismo de Z. 

Demostración. La demostrac ión de este teorema requiere de tres c lamas. Para los 

caso e n que sea necesario, dentro de la demostración de una clama, se probarán 

proposiciones auxi li ares. 

Clama 1. Toda di gráfica finita X puede ser "encajada" en una di gráfica fini -

ta y ta l que {L (a) : a E X} es una co lección independiente e tadísti camente de 

subconjuntos de Y 

Demostración. Podemos asumir que e l mapeo a f-t X + (a ) es uno a uno en X . i 

no es así, es fác il encajar X en una di gráfica finita ligeramente mayor que tenga 

es ta propiedad . Sea Y el conj unto de todos los subconj untos de X, se defi ne una 



• 

• 

• 

• 

• 

CAPÍTULO 3. LA PROPIEDA D EPPA PARA DIGR ÁFICAS 15 

estructura de di gráfica sobre Y por: (Y I ,Y2 ) E E Y sii )'2 = X (a) para algún a E YI. 

Proposición 1. Si YI = X+(al ) y Y2 = X+(a2) entonces (Y I ,Y2) E EY si y sólo si 

(al ,a2) E EX. 

Demostración. Sean YI = X+(al ) y Y2 = X (a2). Por un lado, i (Y I,Y2) E EY 

entonces a2 E YI = X+(al ), así a2 E X (al ), entonces (al ,a2) E EX. Para el otro 

lado, si (al ,a2 ) E EX entonces a2 E X+(a l) = YI Y como Y2 = X+(a2) , por defini -

ción, sigue que (Y I ,Y2) E EY . Así, X es encajada en Y por la función <p : X Y 

que mapea a !----) a* = X+(a). 

o 
Por la definici ón de un arco en la di gráfica Y tenernos que L (a*) = {y: a E y}. 

Proposición 2. El conjunto {L (a*) : a E X} es independiente estadfslicamenle. 

Demostración. El conjunto Aa = Y_ (a*) está formado por los subconjuntos de Y 

que contienen al elemento a. Sea n = card X. Considere F = {A a: a E X} entonces 

para todos los conjuntos (distintos) Aa), . .. ,Aam,Ab ), . . . ,Abj en F, con todos los 

subíndi ces ai , ... am , bl , ... ,b) diferentes, Aa) n . .. n AamnAb) ... n Abj consta de 

subconjuntos de Y que contienen a los elementos al , ... , alll Y que no contienen a 

los elementos bl , ... ,b). Así card (Aa) n ... n Aam nAto) '" n Abj) = 2" - "1
- ) = card 

(Y) ·2- III
-

j Por lo tanto, F es independi ente estadísticamente. O 

La clama 1 sigue de las propo iciones 1 y 2. 

o 
Sea U un conjunto de isomorfi smos entre subdigráfica inducidas de X (no 

necesariamente todos ), con la condición de que si / E U entonces / - 1 E U . Sea 
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y la di gráfi ca construida en la Clama l . 

De aquí en adelante se usara a en lugar de a* y todo lo referente a la gráfi ca 

X en realidad es la imagen de X "encajada" en Y por la función <1> . La notación 

Sym(Y) denota al grupo de todas las permutaciones de los elementos del conjunto 

Y. 

Clama 2. Sea J E U. Ex iste f* E Sym(Y ) tal que f* exti ende J , y f*[ Y_ (a)] = 

L[J(a)] para a E dom(f). Si dom(f)=range(f) y J2 = e entonces f* puede ele-

girse de tal manera que f*2 = e 

Demostración. Sea D = dom(f), R = rango(f). Pa:ra cualquier fun ción v : D --+ 

{O 1 1 }, sea Av = {x E D : v (x) = l } Y sea Dv = {y E Y : Y + (y) n D = Av} . 

Proposición 3. Dv = donde = L (a) si v(a) = 1 Y = 

y _(a) si v(a) = O. 

Demostración. Primero, Dv e n aED Para todo elemento y E Dv lenemo 

que Y+ (y) n D = Av. Entonces para cualquier a E D, a E Y+(y) sii a E Av, como 

y E L (a) entonces se tiene que y E n aED (a). 

Para demostrar que Dv n a ED (a), ea y cualquier elemento en n a D (o ). 

Si y E L (o) entonces v(a) = 1 para a E D Y el elemento a pertenece a Av. Pero 

a E Y (y) Y sigue que Y+ (y) n D = Av por lo que y E Dv, y fi nali za la prueba de 
la proposición. 

D 
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Sea Rv = {y E Y : Y+(y) n f (D) = f (Av ) } . Con la mi sma notación que la usada 

para Dv, se puede probar que Rv = de manera similar que para 

Dv. 

Por la Clama 1, 1 Dv 1=1 Rv 1=1 y 1 .2- 101. Como f e un isomorfismo de D con 

R como digráficas, Rn Rv = f (Dn Dv ) entonces se ti ene que 1 D n Dv 1=1 Rn Rv 1, 
por lo tanto 1 Dv - D 1=1 Rv - R l. 

Sea r cualquier permutación de Y extendi endo f y mapeando Dv - D a Rv - R 

para cada v. 

Como Dv es una partición de Y y L (a) = Uv(a)= 1 Dv, L(f(a)) = Uv(a)=1 Rv en-

tonces r[L(a)] = r[Uv(a)= 1 Dv] = Uv(a)= 1 r(Dv) = Uv(a)= 1 Rv = Y_(f(a) ). 

Proposición 4. Si D = R Y f2 = e, entonces Rv = Dv¡. 

Demostración. . . Como f2 = e, x = f(a) y f(x ) = a entonces Rv = n a o (f (a)) = 

n ¡ (X)EO (x) = Dv¡ . 

o 

Para la egunda parte de la clama, tenemos dos caso : 

1) Si v =1 v f, entonces Dv n Dv¡ = 0 por lo que es posible elegir cualquier per-

mutac ión r que extienda f mapeando Dv - Da Dv¡ - D, Y Dv¡ - Da Dv - D, 

con lo que se obtiene que r 2 = e. 

2) Si v = v f , elegir r = e en el mapeo de Dv - D él Dv - D Y de esta manera se 
obtiene que f *2 = e. o 

Elegir r para f E U de tal forma que f - I * = r -- I , esto puede hacerse porque 
f - I E U así, elegir f - I* de modo que extienda f - I y sea igual a la inversa de r . 

Sea G el grupo de permutaciones de Y generado por U * = {J* : f E U} . 

Se usará la siguiente notación: f" . . .flx = y (con x, y E Y , f l ) ... ) j;, E U) signifi -
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ca: ex iste Xo , .. . ,xn E Y con Xo = x,x" = y, Xi E dorn Cfi+,), y Ji+ , Xi = Xi , para 

i < n . 

Se define una re lac ión en G x Y por 

(g,x) (g' ,x) si existe h, ... h" E U con 

(i) h" ... h, x = ,¿ 
(i i) g = . .. hi en G. 

Clama 3. 
(a) es una re lac ión de equivalenci a sobre G x Y 

(b) La acción de G sobre G x Y dada por g(h,x) = (gh,x) 

Demostración. Para la parte (a), sea e E U donde ex = x. Elíjase e" E G de ta l 

forma que g = e*g entonces (g,x) (g,x) y la relac ión es reflex iva. Si (g,x) 
(g' , x) entonces ex iste h/1 ... h, x = x' y g = g' ... h'¡ en G. Tomando inversas x = 
h- ' h- ' x 1 *- , h*- ' - ' G P . l l . , d h* 1 - , * - 1 *-, ' , ... n , g 1 1 ... 11 - g en . 0 1 a e ecclOn e , 1 - 1 aSI te-

nemos que gh" * .. . h;;l* = g' en G entonces (g' ,x ) (g,x) y la re lac ión es simé-

trica. Finalmente si (g,x) (g' ,x' ) y (g' ,x ) (gil ,;!') entonces hay h, .. . hn E U 

Y h', ... h;/I E U con h y h' no necesari amente todos diferentes, ta l que h" . .. h, x = 
x , g = g' ... h¡ en G. y h;/I'" h',x = ,¿' , g' = g" h;,: . .. h't así tenemos que 

x' = h;" ... h', x = h;" . .. h', (hn . .. h, x) = h;" .. . ·hn .. . h, x, y equivalentemente 

'h* h* ("h'* I '*) h* h* "1'* 1 (* I * 1 * D '() g = g " ... , = g 111'" '!, " .. . , = g 1111 •• • 1, . 1n'" 1,. e aqul g,x 
(g" ,x'), y la re lac ión es transitiva . 

Para la parte (b). Si (g,x) (g' ,x ) tenemos que ex iste h = hn ... h, E U 
con hx = x y g = g' h*. Para cualquier f E G podemos hacer f g = f g' h* de 

aquí (Jg ,x) (Jg' ,x ) y f (g,x) f (g' ,x ). 
o 

Sea Z = G x Y / por la C lama 3 (b) hay una acc ión inducida de G sobre Z. 
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Si (e ,x) (e,y) entonces hay h 1, . . . ,hn con h" . .. hlx = y y ... h; = e; así x = y. 
Por lo que Y encaja en Z (como conjunto). hacer Z como un a digráfi ca 

defi niendo los arcos por (a,b) es un arco de Y , g E G}. So-

bre esta digráfica G actúa por auto morfi mo, para cualquier f E U, f(x) = y y para 

J* E G la acción J*(e,x) = (J* ,x) y por la definición de la relaci ón, (J* ,x) (e,y) 
entonces cada elemento de U se ex ti ende a uno de G. 

Para la prueba de que Y es una subdi gráfica inducida de Z se neces itan algun as 

propos iciones. 

Proposición 5. Si (g,y' ) (e ,y) entonces g(y') = y. 

Demostración. Como (g , y' ) (e , y), por la definición de la relación ex isten h I , ... ,hl 

en U tales que y = hl .. . hl (y') Y g = hj ... hr. Como h* extiende h se cumple que 

y = h1· · .hr (Y' ) y entonces y = g(y' ). 
o 

Proposición 6. Si (e, y) (g,y'), x = g(x) y existe IAn arco (x ,y' ) en Y entonces 
(x,y) es un arco de Y. 

Demostración. Si (e,y) (g ,y') como es una relación de equi va lencia tenemo 

que (g,y') (e ,y) por la defi nición de la relación ex iste fl , ... ,J'1Il en U, tal 

que J,n··· f¡y' = Y Y g = Sea YO·· ·YIII E y tal que YO = y', Ylll = y, 
Yi E dom(ji+ I) , y fi+lYi = )'i+ l· Entonces [L (YiYI = L (Ji+1 (Yi)) = Y- (Yi+I), 
así ¡;;, . · . fj [L (y' )] = L (y) Y g[ L (y' )] = L (y). Como x E Y_ (y'), así g(x ) E 

L (y) . Pero g(x ) = x, entonces (x,y) es un arco de Y 
o 
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En seguida se prueba que Y es una subdi gráfi ca inducida de Z. 

Supongamos que x, y E Y Y (( e,x)j ';:::;, (e,y)j ,;:::;) un arco de Z. Entonces para 

algún g E G, Y algún arco (x ,y') de Y, se tiene que (e ,x) ';:::; (g,x' ), (e ,y) ';:::; (g,y' ). 
Por la Propos ición 5 se cumple que g(x' ) = x y entonce por la Proposición 6 se 

concluye que (x,y) es un arco de Y. Entonces Y es una subdi gráfi ca inducida de 

Z, y termina la prueba del teorema. o 
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Capítulo 4 

Extensiones en gráficas 

El objeti vo de e te capítulo es presentar algoritmos para extender una gráfica 

G a una gráfica regu lar H , así como un algoritmo para extender una gráfi ca con las 

aristas coloreadas a una mu ltigráfica regul ar con co loreadas. Se presenta la 

prueba de Herwing y Lascar de que las gráficas tienen la propiedad de ex tensión 

de automorfi smos parciales (EPPA) y por último se prueba que las gráficas con 

ari stas coloreadas tienen una variante de la propiedad EPPA. 

4.1. Extendiendo una gráfica finita G a una gráfica 
regular finita H 

Notación. Se usará la misma letra G para denotar a la gráfica como estructura 

o a su conjunto de vértices dependiendo del contexto. Se usará E( G) para e l con-

junto de aristas de G. 

La secuencia de grados de una gráfica es la li sta de los grados de sus vértices, 

usualmente en orden decreciente, dI . .. dll' A pesar de que toda gráfica ti ene 

una secuenc ia de grados, no toda secuencia entera no negativa corresponde a la 

secuencia de una gráfica. 

Si para una li sta de enteros no negati vos ex iste una gráfi ca para la cual esta li sta 

21 
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corresponde a su secuencia de grados entonces decimos que la secuencia es grafi -

cab le o que es realizable. Se presentan dos teoremas que nos dicen cuando una 

secuenci a es reali zable. Las demostraciones de esto.;; teoremas e pueden consul -

taren [6] . 

Teorema 3. (Havel, Hakimi). Para n > 1, la secuencia de enteros no negati vos 

en orden decreciente d : di ,d2, .. . ,dn es graficable si, y sólo si, la secuencia di : 

d2 - 1 ,d3 - 1, .. . , ddJ +I - 1,ddJ+2, ... ,d" es graficable. 

Este teorema proporciona un algoritmo para construir un a gráfi ca a partir de 

un a secuencia de enteros dada, en ca o de que la misma exi sta. Si no ex iste un a 

gráfica el algoritmo no se puede ap li car en alguno de su pasos. 

Corolario 1. (Algoritmo) Una secuencia de enteros no negativos en orden de-

creciente d : d i ,d2, ... ,dn, con n - 1 2': di es graficable si, y sólo si el siguiente 

procedimiento da como resultado en una secuencia d.e ceros. 

l . Determine la secuencia di del teorema 3. 

2. Reordenar los terminas de di en orden decreciente y llamar d i a la secuen-

cia resultante. 

3. Deteminar la secuencia dI! de di como en el paso 1, y la secuencia reorde-

nada d2 como en el paso 2. 

4. Continuar el proceso hasta que se obtenga una secuencia de ceros. 

Para construir la gráfica que tiene a la secuencia d como su secuencia de gra-

dos, primero construir una gráfica con todos us vértices de gracia cero, de ma cla 

que su secuencia de grados sea igual a di (ú ltima obtenida por e l al-

gOlitmo de Havel-Hakimi ). Agregar un vél1ice, que sea adyacente a los vérti ce 



• 

• 

• 

• 

• 

CAPÍT ULO 4. EXTENSIONES EN GR ÁFICAS 23 

que sean necesari os para obtener la secuencia d j - I . Continuar hasta obtener un a 

gráfica que tenga a d como su secuencia de grados. 

Teorema 4. (Erdos - Gallai). Una secuencia no negati va de enteros en orden 

decreciente d: di ,d2, ... ,dll es graficable si, y sólo si, 

j . ¿di es par. 

2. ¿7=, di ::; k(k - 1) + ¿J=k+ l l1l in{k ,dj } para 1 ::; k ::; n. 

Con la ay uda de es te último teorema podemos probar lo iguiente. 

Proposición 7. La secuencia d : = d i , ... , d/'l ' con di = tl para todo i E { I , ... , n }, 

es realizable si, y solo si, 

j . tln es par. 

Demostración. La demostración consis te en mostra.r que es tas condic iones co-

rresponden a las del teorema de Erdbs y Gall ai. 

Para la condición l . 

¿7= I di = tln es par. 

Para la segunda condición, la desigualdad 

se convierte en 
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k(k - 1) + (n - para 1 :s; k :S; n. 

El estudio de esta desigualdad lo dividimos en tres ca os. 

Caso 1: Para 1 :s; k < tenemos que 

< k(k - 1)+(n - k )k 

< k(n - 1) 

< n - l 

< n . 

Caso 2 : Para k = 

< - 1) + (n -

< - 1) 

< n - 1 

< n. 

Caso 3: Para < k :s; n se tiene que cumplir que kA :s; k(k - 1) + (n - par-

tiendo de 

< k 

< k 

< k - l 

< k(k - l ). 
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Por lo que la condición k/1 :s: k(k - 1) + (n - k)/1 se cumpl e si (11. - k)/1 0, lo qu e 

nos lleva a que 11. k /1 + 1. D 

Por su gran utilidad en proposiciones posteriores se presenta la sigui ente proposi-

ción. 

Proposición 8. Toda g ráficafin ita G con n vértices, m aristas y con grado máximo 

/1, es una subgráfica inducida de una gráficajinita H de ni vértices y mi aristas en 

donde se cumple que para todo x E H, deg(x) = /1 si x E G o deg(x) = l si x G. 

Además 

ni n (/1 + 1) - 2m 

mi 11./1 - m. 

Demostración. Sea /1 el grado máx imo de la gráfi ca G, a cada vérti c x E G agre-

gar /1 - deg(x) nuevas ari stas con su respectivo vértice de tal modo que deg (x l) = 

/1, donde Xl es la imagen en H del vélt ice x. E l grado de cada nuevo vérti ce es 

igual a uno . 

Para la segunda parte de la proposición se utili zara el conocido teorema 

¿ deg(x) = 2m. 
x EG 

En la construcción de la gráfi ca H a cada vértice x E G se le agregan /1 - deg (x) 

arista (vértices), entonces el número total de ari stas nueva es igual a 

(4. 1.1 ) s = ¿ (/1 - deg (x)) = ¿ /1 - ¿ = n/1 - 2m 
x EG x EG x EG 

que es también el número de vérti ces nuevos. Por consigui ente 

(4 .1.2) I ( ' 11. = n + n/1 - 2m = n /1 + 1.1 - 2m 
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y 

(4. 1.3) mi = m + ntl - 2m = ntl _. m. 

o 
Con todo lo anterior estamos en condiciones de probar la sigui nte proposi-

ción. 

Proposición 9. Sea G una gráfica finita de grado máximo k = (G ), entonces 

existe una gráfica finita H tal que G es una subgráJlca inducida de H, y H es k -

regular 

Demostración. Por la proposición 8, el número de ari las nuevas unidas a los 

véltices de G necesarias para que todo vértice x E G tengan grado k en H es 

s = nk - 2m. 

Podemos suponer que s k, porque siempre podemos agregar k - 1 arista nuevas 

a los véltices de grado 1 que sean necesarios para que esto se cumpla. Construimos 

inicialmente la gráfica de la proposición 8. Para esta gráfica sea k regul ar, a 

los s vértices de grado uno les fa ltan k - 1 aristas. Pé a co locar estas ari stas en los 
s vértices de grado uno, construir la secuencia 

d:k - J, ,,. , k - l. 
'- J 

V 

s elementos 

Por la proposición 7 esta secuencia es reali zable si, y sólo si, 

L. (k- J)ses par. 

2. s k. 
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La segunda condi ción se cumple por la supos ic ión hecha sobre e l valor de s . 

Únicamenente es necesario comprobar que (k - l )s es par. Esto lo hacemos con-

siderando dos casos: 

caso 1. Si k es par, entonces por la formula 4. 1.1, s es par y (k - l )s es par por 

lo que la secuencia es reali zab le. 

caso 2. Para k número impar, (k - 1)s e par, y entonces la secuencia es rea li -

zable. 

Colocar las k - 1 aris ta en los vértices de grado uno usando el algoritmo de 

Havel - Hakimi que e presenta en el corolario 1. De esta manera se obtiene a la 

gráfica k - regular H que contiene a G como subgráfica inducida y, además, s i H 

tiene n' vérti ces y m' aristas entonces, por la propos ición 8. 

n' = n (k + 1) - 2m 

y 

m' = nk - m. 

o 
Pueden ex istir casos en que el tamaño de la grái1ca H se puede reducir, en la 

siguiente proposición consideraremos uno de e ll os. 

Proposición 10. De La proposición anteriof; sea 8( G) eL grado mínimo de La gráfi-

ca G. Si k I s y c 2:: k - 8 ( G), donde c = s / k, entonces se puede construir La gráfica 

H con n + c vértices. 
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Demostración. Se usará SX¡ = k - deg (x¡ ) para der.otar el número de ari stas qu e 

requi ere e l vértice Xi E G para que tenga grado k y s = L SX¡ La gráfi ca H se co n-

struye de la siguiente manera: 

Poner e nuevos véltices alrededor de la gráfica G, al conj unto de e tos vé rti ce 

lo denotaremos por Y. En esta demostrac ión un paso qui ere dec ir: poner un ari sta 

entre un vérti ce de G y un vértice de Y. 

1) Tómese cualquier vértice Xi E G, y únanse SX¡ ari sta entre es te vélti ce y 5'X¡ 

vértices di stintos en Y; esto se puede hacer porque e 2: k - 8(G). 

2) Continúese con otro vérti ce Xj E G y únanse SXj ari stas entre este vérti ce 

y SXj vértices di stintos de Y, de tal manera que en cada paso se cumpl a que para 

Yi ,Yj E Y , 1 deg (Yi ) - deg (Yj ) 1::; 1 para todo i , j E { l , .. . ,e}. 

3) Repítase el punto 2 hasta terminar con todos los vértices de G. 

Cuando el proceso termina, a cada vértice Xi E G se le han agregado sx, ari stas 

conectadas con los vértices de Y; es decir, la suma ele lo grados de lo vé rti ces 

de Y es igual a s. Por el punto 2, estos vértices ti enen grado k o k - l. Sean a el 

número de vértices de grado k y b e l número de vélti ces de grado k - 1, entonces 

e = a + b y como s = ke, tenemos que 

s ka + (k - l )b , 

ke k(a + b) - b 

ke ke - b , 

b O. 

Por lo tanto, todos los vértices en Y tienen grado k. 
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o 

4.2. Gráficas con aristas coloreadas 

El algoritmo que aparece en la demostración de la propos ición 9 se puede 

usar para gráficas con aristas coloreadas, la notación deg¡(x ) signifi ca e l número 

de aristas del color i que son incidente a x, y se le llamara e l grado del co lor i en x. 

Teorema 5. Sea G una gráfica con aristas coLoreadas con L coLores, n vértices y 

m aristas. Sea k¡ eL grado máximo deL coLor i, con i E:: { 1, .. . , L} entonces existe una 

muLtigráfica H con aristas coLoreadas con L coLores taL que G es una subgráfica 

inducida de H, yen H se cumpLe que para todo vértice x E H, deg¡(x) = k¡ para 

todo i E {l , ... , L} 

Demostración. Sea m¡ es el número de aristas de color i, de modo que m = ¿mi. 

Por la proposición 8 se requieren de S¡ = nk¡ - 2m¡ élri ta de co lor i para que cada 

vértice x E G tenga grado k¡ en H. Sea k = ¿k¡, s = ¿ Si. Podemos supon r que 

S¡ > k¡ - 1 para cada color i y, podemos suponer que s > k - 1 por lo que s Si. 

Usando la misma idea que en la proposición 9, para cada co lor i construiremos la 

secuencia d¡: s¡,k¡" k¡2 ... ,k¡s con k¡j = k¡ para todo j E {l , ... , s}, e ta secuencia 

será realizable si la suma = S¡ + Ski de los elementos de la ecuencia d¡ es par y 

si cumple con la segunda condición de l teorema de: Erdos y Gallai . e comienza 

probando la segunda condición. 

Tenemos que s Si, s¡ k¡ y s k¡. Para la secuencia di, la segunda condición 

de Erdos y Gallai es igual a 
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) s 1 
(4.2. 1) si + LJi :S j(j - 1)+ ¿ min{j ,ki} para 1 :S j :S S + 1. 

1=2 111=)+ 1 

Para 1 :S j :S ki la de igualdad e convierte en • 
Si + (j - 1 )ki < j(j - 1)+ (s - j + l )j , 

Si + (j - l )ki < j(j - 1) + js - · (j - l )j , 

Si + (j -l )ki < jS. 

Para demostrar que se cumpl e la desigualdad anteri or partimo de 

k¡ < S , 

(j - 1)k¡ < s(j - I)= sj - s. 

• Como S¡ :S S no queda que 

s¡ + (j - l )k¡:S js . 

Para el caso en que k¡ < j :S S + 1 la de igualdad 4.2.1 e convierte en: 

s¡+(j - l )k¡ :S j (j - l ) (s - j + 1)k¡ . 

Para demostrar la desigualdad anterior partimos de 

k¡ < j , 

• k¡ + J < j , 

(j - 1) (k¡ + 1) < j (j - 1), 

(j - l )k¡ ) - 1 < j(j - l ), 

(j - l )k¡ < j(j - l )- j + l. 

• 
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Como s¡ :s s nos queda que 

s¡ + (j - 1 )k¡ :s j(j - l ) + s - j + 1, 

S ¡ + (j - l ) k¡ :s j (j - 1) + (s - j + l ) k¡ . 

31 

Probaremos que la suma de los enteros en la secu.encia di , L¡ = s¡ + ski, e par. 

De la proposición 8, S¡ = nk¡ - 2m¡ y s = nk - 2m. Consideramos lo s igui entes 

cuatro casos. 

l. Si k es par, n par o impar entónces s es par y tendremos los sigui entes ub-

casos 

a) Si k¡ es par, n par o impar entónces S¡ es par y L¡ es par. 

b) Si k¡ es impar, n par entonces S¡ e par por lo que L¡ es par. 

e) Si k¡ es impar, n impar entonces S¡ es impar y L¡ es impar. 

En e l caso l-c, la secuencia no elÍa reali zabl e, pero se puede agregar un 

nuevo e lemento con valor k¡ a la secuenci a di , lIevándono al caso l -b que 

es reali zable. 

2. Si k es impar, n par entónces s es par. Como n es par entónces S¡ es par para 

k¡ par o impar. Por lo tanto L¡ es par. 
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3. Si k es impar, n impar entónce s es impar. 

a) Si k¡ es par, n impar entónces s¡ es par, y ¿ es par 

b) Si k¡ es impar, n impar entónces s¡ es impar lo que no lleva a que ¿ 

sea par 

Por lo anteri or todas las secuenc ias d¡ son realizable de manera independi ente . 

La multi gráfica H que pide la propos ic ión se construye de la sigui ente manera : 

Comenzar con un co lor i , reali zar la gráfica de la sec uencia d¡ usando la algoritmo 

de Havel-Hakimi , considerando a la gráfica G como el "vértice" de g rado s¡ (el 

número de aristas de color i que vienen de G) , una vez hecho esto continuar con 

la secuencia del color j y reali zar la gráfi ca de la :;ecuencia d j usando los mi s-

mos vértices que en el color anterior, y la gráfica G como e l vérti ce de grado Sj, 

continuar de igual manera hasta terminar con todos ),os colores. Con lo anteri or e 

obti ene un a multi gráfica tal que para todo vértice x en H , deg¡(x) = k¡ para cada 

color i, y G es subgráfica inducida pues basta quitar los s nuevos vérti ces en H 

para obtener G. 

o 
Pregunta: ¿El teorema anteri or e valido si se pide que la mu ltigráfica H sea 

un a gráfica s imple? 

Considero que la respuesta a la pregunta es afi rmativa, inclu o que se puede 

utili zar un a construcción muy s imilar a la del teorema anterior. Solo faltaría garan-

ti zar que con e l algoritmo presentado no se obti ene una multi grá fi ca . 
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4.3. EPPA para gráficas finitas 

En esta sección se presenta la prueba detall ada qu e proporcionan Herwing y 

Lascar [9], ya que una parte del trabajo fue el de prog- amar compu tac ional mente 

este algori tmo. 

Notación. Para un conjunto fi nito X de tamaño m y un entero pos iti vo k, C{ 

denota e l conjunto de todos los subconjuntos de X de cardinalidad k . denota 

e l conjunto de todos los subconjuntos de X de tamaño menor o igual que k. 

El tamaño de l conjunto C{ se denota por e;:' que es igual al coefi ciente bino mi al 

en· 
Definición. La gráfi ca r(X ,k) es una gráfica que ti ene como vértices a los 

e lementos de C{ y las aristas E se defi nen por: para a, b E C{ , ab E E si, Y ó lo 

si, a n b 1= 0. Este tipo de gráficas son muy interesan' es porque son r -regul ares y, 

además, cada permutación de los elementos de X induce un automorfi mo sobre 

las gráfi cas r(X ,k). 

Definición. La gráfi ca r(X , k, 1) es una gráfi ca que ti ene como vértices a los 

elementos de C{ y las aristas E se de fin en por: para a , b E C{, ab E E s i, Y só lo 

si, 1 a n b 1= L. 

La gráfi ca r (X, k) es usada por Herwing y Lascar en su demostrac ión. En 

este trabajo se utili zará la gráfi ca r(X , k, 1) porque la propiedades que nos 

interesan y además tiene menor cantidad de ari stas que la gráfica r(X , k). 
Debido a su utilidad , en este trabajo se da una defini c ión altern ati va de gráfica. 

Definición. Una gráfica general G es una terna ordenada (V (G), E( G), \Ve) 
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constituida por un conjunto V (G) de elementos llamados vértice, un conjunto 

E( G) di sjunto de V (G), de elementos llamados ari stas, y una func ión de inc iden-

c ia \Ve : E(G) ---) que para cada ari sta se cumpl e algun a de las sigui entes 

tres condic iones: 

1. \Ve asocia la arista e a un subconjunto de V(G) de tamaño dos, \jfc(e ) = 
{u, v}. Decimos que la ari sta e tiene dos vértices extremos y la ll amaremos 

simp lemente ari sta. 

2. \Ve asocia la arista e a un subconjunto de un elemento de V(G), \lle(e) = 
{u}, la ll amaremos ari sta con un extremo. 

3. \Ve asocia la ari ta e al conj unto vacio. La ll amaremos arista sin ex tremos . 

En la fi gura 4 .3 se observa un ejemplo de gráfica general. 

. / • 
• / / 

• 
Figura 4 .1: Gráfi ca general 

Proposición 11. El grado de cualquier vértice Q de la gráfica r(X , k , 1) con 

1 X 1= m es 

deg (a ) = k (m-k) 
k - 1 
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Demostración. Sea a = {X I ,X2, · . · ,xd cualqui er e lemento de los vé rti ces de (X , k, 1). 

El grado de a es, por definición, la card in a lidad de l conjunto de sus vec inos, que 

en e te caso es 

N (a) = {b : 1 a n b 1 = L, b E C¡}. 

Para dete rminar e l número de e lementos que ti ene este conjunto primero ca lcu-

laremos e l número de conjuntos b E C{ tales que a n b = X I , para es to fij amos 

e l e lemento X I como un e lemento en b, a l conjunto X le quitamos todos lo e le-

mentos en a, obteniendo e l conjunto X' = X - a con cardin alidad 1 X' 1= 111 - k. 

Para que e cumpl a a n b = XI, lo k - 1 e lemento de b que faltan e lecc io nan 

del conjunto X', esto se puede hacer de forma, que es e l número buscado . 

Como e l vé rtice a tie ne k e lementos ento nce la cardinalidad de l conjunto N(a) es 

ig ua l a 

k(m -k) . 
k - l 

o 
De aquí en adelante se usará r en lugar de r(X , k 1) a menos que se pres te a 

confusión . 

Proposición 12. Toda permutación a de X induce un automorfismo natu ral a 

sobre r. 

Demostración. Sea a cualquier permutac ió n de X , sean a,b E V(r ), defi nimos 

a*(a) = {a (e) : e E a}. Es claro que a*(a) y a*(b) pertenecen a V( r) , lo úni co 

que e necesari o demostrar e que si ab E E(r) entonces a*(a)a (b) E(), 

e decir, que 1 a*(a) n a*(b) 1= 1. Por la defi nición de un ari sta en la g rá fi ca 1 , 

a n b = {x} para a lgún X E X . Sea Xl el e lemento en X al cual e envi ado X a l ap l icar 

la permutación a , como X E a y X E b entonces x' E a (a) y x' E a (b) por lo que 
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X E a (a ) n a (b ). Falta probar que es e l único elemento en la inter ección de a (a ) 

y a (b ). Supongamos que ex iste y' E a (a ) n a (b) con y' 1= x, entonces y' E a (a ) 

y y' E a (b). Si y es la preimagen de y' con la permutación a se ti ene que y E a y 

y E b, por lo tanto y E a n b lo cual contradice e l que a n b = {x}. 

o 
Definición. Una subgráfica ro de r(X ,k, 1) es pobre i cumple las s igui entes 

condi ciones: 

1. Para todo x E X , card {a E ro : x E a} :s: 2 . 

2 . Para todo a ,b E ro, si a 1= b entonces card (a n b) :s: l . 

Lo que nos dicen estas condici ones es que cualqui er x E X pertenece a lo más 

a dos e le mentos diferentes de ro y cualquier pareja a 1= b en r o ti ene a lo m<:ls 

ur\ e lemento en común en X. Con es ta definición podemos obtener la s iguie nte 

proposición. 

Proposición 13. Cualquier isomorfismo entre dos sl.tbgráficas pobres r l y r2 de 

r se extiende a un automorjismo de r. 

Demostración. Sea f : r, -) r2 un isomorfi smo ent re r1 y r2. Se construirá un a 

permutación a de X tal que a * (automorfi smo inducido por a ) extiende f. Sea 

x E X. Existen tres casos: 

i) x pertenece a dos elemento a y b en r l . Emonces se e li ge a (x) igual a l 

único e leme nto de f (a ) n f (b). 
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ii ) x peltenece a un úni co elemento a en f l . Entonces ea CJ un a bi yecc ión 

entre é ta x en a y una y que úni camente está en f (a). 

iii ) x no e tá en ninguno de los elementos de r (. Sea CJ un a biy cc ión e ntre 

é ta x y una y que no es tá en ninguno de los f (a). 

Siguiendo el procedimiento anteri or para todox E: X se obtiene un a permutación 

CJdeX. D 

Proposición 14. Sea G una gráficafinita, entonces existe un conjunto fi nito X, un 

entero positivo k y una subgráfica pobre ro de r (X k , 1) que es isomorfa a C. 

DemoSTración. Sea Xo el conjunto de ari stas de la :sráfica C (con n vértices y 111 

ari tas) . Para cada vértice x E C, sea f (x ) = {e E Xo; e e inc idente a x} . Si 

1 f(x) 1= k con k > 1 para todo x E C , hemo terminado porque f es un iso-

morfi mo de C a una subgráfi ca pobre de r(Xo , k, 1). En ca o de que C no sea 

k - regular, a cada vértice x E C agrégen e k - deg(x) ari ta. ea XI el conjun -

to de las nueva ari stas en C, por la propo ición 8 el tamaño de es te conjunto es 

s = nk - 2m . El conjunto X se con truye con la uni ón di junta de Xo y XI . De es ta 

form a es pos ibl e definir un isomorfi smo f de C a r(X , k, 1), y es fác i I probar que 

la imagen de C en r(X , k, 1) e una subgráfi ca pobre de r(X , k , 1). D 

Dado que cada subgráfica de una ubgráfi ca pobre de r (X, k, l. ) es pobre en-

tonces, como con ecuencia inmedi ata de la proposiciones 13 y 14, se obti ene el 

teore ma siguiente. 

Teorema 6. (Hrushovski) Sea C una gráfica fin ita. Entonces ex iSTe una gréifica 

fin ita Z conten.ien.do C como una gráfica inducida, tal que cada isomorfismo entre 

subgráficas inducidas de C se extienden a un autol11orfismo de Z. 
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Donde Z es la gráfica r(X , k, 1). La cardinalidad del conjunto X de la proposi-

ción 14 es nk - m (proposición 8) . Por la construcción de r(X , k, 1) Y como 

::; (kn )k, tenemos que el orden de la gráfica Z ::; (knt La construcc ión 

de Hrushovski [13] , da una gráfica de orden Z ::; (211211 )!, notándose c laramente la 

mejoría que se obtiene con la construcción de Herwing y La car. 

Se rea li zó un programa en Maple9© siguiendo la con trucc ión presentada en 

esta sección. Se ha incluido como paso intermedio e l de expande r la gráfica C a 

una gráfica regular e' el cual se basa en un algoritmo dado por Milli et en [14]. En 

el apéndice A se presentan algunos resultados obte nidos con este programa y en 

el Apéndice B aparece su cód igo. 

4.4. EPPA para gráficas con aristas coloreadas 

Definición. Sean dos gráficas C y H con sus arü ,tas coloreadas por e l conjunto 

de colores U = {1 , .. :, l }, con funciones <Pe : E (G) --+ U Y <PH : E (H ) --+ U, deci -

mos que la función : e --+ H es un <j>-isomorfismo con <j> E Sym (U), si ex iste 

un isomorfi smo entre las gráficas C y H (si n coloración) y además se cum ple que 

Definición. Un <j>-automorfismo de C es un <j>-i:mmorfismo de C en C . 

Definición. Sea X un conjunto finito cuyos elementos son co loreados por e l 

conjunto U de tamaño l , <Px : X --+ U , donde <Px es una función suprayectiva . Xi 

denota el subconjunto de X que conti ene a todos los elementos de X de l co lor i. 

r(X , k, L, 1) denota la gráfica con ari stas coloreadas definida de la siguiente mane-

ra: Como conjunto de vérti ces [' = {a : a = ai ,ai E C{}. Para a ,b E r , con 

a =J. b existe un arista entre a y b si, y sólo si, 1 a n b 1= 1. A esta arista se le as igna 
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el color del elemento xi E a n b, de aquí en adelante por simplicidad se usará r en 

lugar de r(X , k, l , 1) cuando se considere convenien e. 

La importancia de esta gráfica es que toda <j>-permutación O' de X (permutac ión 

de los elementos de X que respetan <j» , con <j> E Sym (U), induce un <j>-automorfi smo 
0'* de r. 

Se puede observar que todo a E r tiene k elementos de X de color ¡para 

todo i E U . El siguiente teorema se aplica a la clase: de gráficas con ari stas co lo-

readas que tienen <j>-isomorfi smos entre subgráficas inducidas (<j>-automorfismos 

parciales). Podemos probar el siguiente teorema. 

Teorema 7. Sea G una gráfica finita con aristas coloreadas. Entonces existe una 

gráficafinita con aristas coloreadas H que contiene a G como gráfica inducida tal 

que cada <j>-automorfismo parcial de G puede ser extendido a un <j>-automorfismo 

de H 

Demostración. Se usará deg¡ (u) para denotar el número de ari stas de co lor i in -

cidentes a u (grado del color i en u), deg(u) denota el número total de ari stas 

incidentes al vértice u (s in importar el co lor), y {uv} i denota la ari sta de color i 
con vértices extremos u y v. 

Clama 1. Sea G una gráfica finita con aristas coloreada , entonces ex isten 
enteros positivos k, l, un conjunto finito X con sus elementos coloreados y una 

subgráfica pobre f o de r(X ,k,l , 1) isomorfa a G. 

Demostración. Sea U = {l , ... , l} el conjunto de lo:; colores de las ari stas de G, 

sea X¿ el conjunto de aris tas de G de color i, y Xo = UX¿ el conjunto de todas 
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las aristas de G. Para cada co lor i E U definimo ki =max{degi (x) : x G} como 

el grado máximo del co lor i, y sea k = max {ki : i E U}. Primero construir una 

gráfica general G' de la siguiente manera: 

A cada vértice x E G agrégense k - degi(x) aristas de color i para todo i E U. 

Denótese con XI al conjunto de todas la ali sta que e agregaron (a ri stas con un 

so lo estremo) . El conjunto de ari stas de G' será X = XO UX I . Si tenemos que 

<1> E Sym (U), <1> ( i) = j para i, j E U, colóquense las aristas independientes que 

sean necesarias para que se cumpla que 1 Xi 1=1 X j 1, donde Xi y X j on re pec-

ti vemente, e l conjunto de todas las ari stas de color i y de color j , en la gráfica G' . 

Denotaremos con X2 al conjunto de todas las ari ta:; independientes (s in vértices 

en los extremos). El total de ari ta de G' será X = U]=oXj . Co n es-

ta construcc ión se obtiene que G es una subgráfica de G' con V (G) = V (G/), 

E (G) E (G/) Y para todo x E G, degi(x) = k, deg (x) = kl . 

Con el conjunto X, e l valor de k y l podemos con truir la gráfica r (X ,k,l , 1) 

u ando la definici ón dada anteriormente. 

Se probará que G puede encajarse en r por la sigui ente func ión: para todo 

x E G, n : x ¡........, {e E X ;e es incidente ax}. Para todo x E G, n(x) E r porquex tiene 

grado k para cada i E U Y aparecen todos los co lores, n(x) es inyectiva porque 

kl > 1; Y para todo x -1 y, x,y E G se cumpl e que: 

n(x) n n(y) = { {Xy}i , 
0, 

i {xy}i es un arista de G de color i , 
cualquier otro 

Por lo que {xy}i es un ari sta de G s i, y só lo si, 1 n n(y) 1= 1, 1, Y ólo si, 

{n(x) n(y) }i es un arista de r de color i. Por lo anteri or n proporciona una funci ón 

que encaj a Gen r. 
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Sea la la imagen de Gen 1(X , k, 1) dada por n. Se demuestra que la subgráfi -

ca loes pobre. 

La egunda condición que debe cumplir una subgráfica pobre (\1 a, b E 1 0, si 

a =1= b entonce card (a n b) :::; 1) se cumple por la construcción de la gráfica r. 
Para la primera condición debemos probar que \1 x E: X, card {a E ro: x E a} :::; 2. 

Si a E la entonces existe u E G tal que n (u ) = a, y tenemos que x E n(u) = a si 

x es un ari sta incidente a u. Como toda arista puede ser incidente a lo más a dos 

vértices entonces se cumple que card {a E 10 : x E a} :::; 2. 

o 
Clama 2. Todo <j>- isomorfismo entre dos subgráficas pobres 1 I Y r 2 de r se 

extiende a un <j>-automorfismo de r 

Demostración. Si es un <j>-automorfismo parcial de G, y de-

notarán su dominio y rango respectivamente, el complemento del dominio de 

se definirá por = X - y para el ran:50 = X - Por 
la construcción de X es fac il ver que I dom(j;p ) 1=1 -;"UJ]0 1 y aun ma i <j>(i) = j 
se tiene que card {e i : ei E = card {el: el E 

Sea 1, - 1 2 un <j>-isomorfismo entre 1, y 1 2. Se construirá una <j>-permutación 
o de X tal que 0 * ( <j>-automorfismo inducido por o) extiende Sea x E X . Como 

r, y 12 son subgráficas pobres de r entonces ex istell tres caso : 

1) xi pertenece a dos elementos a y b en 1 l. Entonce se el ige O(xi ) = xi tal 

que xi E esto se puede hacer porque h es un <j>-isomorfismo . 
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2) xi pertenece a sólo un elemento a en r l . Entonce e e li ge cr(xi ) = xl como 

una bi yección entre aquell a xi en a y la xi que ún icamente es tá en f<p (a) y que 

cumpl a que <l> (i) = j. Esto se puede hacer porque el número de ari tas de l colo r i 

en a es igual al número de ali stas del color j en f<p (a). 

3) xi no pertenece a ninguno de los elementos de r l. Sea cr (xi) una biyecc ión 

entre la xi y la xi en ninguno de los f$(a ). Esto se puede hacer porq ue el número 

de las ari stas de co lor i en dom(.f) es igual al número de ari stas de co lor j en 

ran(.f). 
Siguiendo es te procedimiento para todo x E X, cr define un a <l>-permutación de X 

que induce un <l>-automorfi smo de r que ex ti ende a J"q, . 

o 
Por la clama 1 toda gráfi ca G es encaj ada en una subgráfi ca pobre de r . Es 

fác il ver que una subgráfi ca de una subgráfica pobre también es pobre entonces 

por la clama 2 obtenemos la conclusión del teorema. o 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

El concepto de extensión de automorfi smos parciales en es tructuras fi nitas, es 

de gran importanci a en algunos campos de las matemáti cas, tale como la teoría 

de gráficas, teoría de modelos finitos y teoría de gru pos. 

Uno de los objeti vos del trabajo fué el demos1:rar que las digráfi cas fin itas 

ti enen la propiedad de ex tensión para automorfi smos parciales (EPPA) . En la de-

mostración se utili za la técni ca que Hrushovsky introduce en [13]. A pesar de 

seguir e l mi smo procedimiento, la demostrac ión no es trivi al puesto que la cons-

trucc ión se adaptó en muchas partes en las que era necesari o trabajar con el con-

junto de los vecinos de un vérti ce. 

Parte del trabajo consisti ó en dar un algoritmo para ex tender una gráfica G a 

una gráfi ca k-regul ar H . Ésto se hi zó porque en una parte de la demostración que 

presentan Herwing-Larcar [9] del teorema de Hrushovsky [1 3] (las gráficas fi ni tas 

tienen la propiedad EPPA), resulta más fácil si la gdfica ori ginal es k- regul ar. La 

ventaj a del algoritmo que se presenta en este trabajo sobre el de Milliet [1 4] es 

que no es necesaria la suposición de que el grado máximo de la gráfi ca G e impar 

y además se puede generali zar para ex tender una gdfi ca con arista co loreadas a 

43 
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una multi gráfi ca k-regul ar. 

Otra parte del trabaj o fué el demostrar que las gráfi ca con ari stas co lorea-

das ti enen un tipo de extensión de automorfis mos pa:rciales, para e ll o se adaptó la 

técnica de Herwing-Lascar, pero se introduce e l concepto de gráfi ca general para 

fac ilitar la demostración y, además se construye una vari ante de la gráfi ca r pre-

sentada por e llos . 

Gracias a los trabajos de Herwing, Lascar, Hodkinson, Otto, et a l. , se puede 

apreciar que los problemas de extensión de automorfi smos parc iale se atacan 

de mejor manera si se trabaja con estructuras con lenguaje re lacional fin ito . De 

esta manera se obtienen resultados más generales que pueden ap li carse a prob-

lemas de este tipo en la clase de las gráfi cas, de esta manera Herwing demostro 

que las hipergráfi cas ti enen la propiedad E PPA [7]. Pero también, es interesante 

buscar demostraciones puramente combinatori as, que fu e lo que se hi zo en la de-

mostrac ión para gráfi cas con ari stas coloreadas. 

Un problema que queda pendiente de esta tes is es el de demostrar que el teo-

rema 5 es valido si la mu ltigráfi ca H se susti tuye por una grá fi ca simple. Además 

se podría intentar una vari ante del problema considerando "cas i" automorfis mos 

parciales . 
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Apéndice A 

Ejemplos 

A.1. Gráficas r (X,k) y r (X,k, 1) 

Se reali zó un programa en M aple9© para dibujar gráfi cas r(X , k) Y grá fic as 

r(X , k , 1), donde X = { l , .. . , n} es el conjunto de los enteros de uno ha ta n, y k 

es un número entero positivo (ver la sección 4.3 para una descripción detall ada de 

estas gráfi cas). El código de l programa se presenta en la ecc ión B. I de l Apénd ice 

B. 

La fi gura A. l muestra la gráfica r(X , 3) con X == {l , ... ,s} , e ta gráfi ca es 9-

regular, el número de vértices es n = 10 Y el número de aristas es m = 45 . 

La fi gura A.2 muestra la gráfi ca r(X , 3, 1) con X = { l , ... ,s} , esta gráfica es 

3-regular, tiene diez vértices y quince ari stas. E ta gráfi ca es conocida como la 

gráfica de Petersen. 

A.2. Extensión de Automorfism()s Parciales 

Se realizó un programa en M aple9© (expanding. mw) que hace lo sigui enle: 

Dada una gráfica G con grado máximo k (impar) , encuentra una gráfica H k-

regular con m ari stas que conti ene a G como subgráfica induc ida . Ademá , dado 

45 
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. , 

Figura A.l: Gráfica f(X , 3) con X = { l , ... , S} 

un conjunto de automorfi smos parciales de e el p ograma ca lcul a los automor-

fi smos (totales) en la gráfica f(X , k, 1) tales que el<.tienden a los automorfismos 

parciales de e, iendo X el conjunto de las aristas de la gráfica H . 

Como datos de entrada se da una gráfica e, y los dominios y rangos de un con-

junto de isomorfismos entre subgráficas inducidas de e. Como al ida e l programa 

entrega una gráfica H k-regular y un conjunto de permutaciones que inducen au-

tomorfi smos en la gráfica r y que extienden los automorfi smos parc iales. 

La figura A.3 muestra una gráfica e con cuatro vértice , c inco aristas y con 

grado máximo igual a tres , esta gráfica se utili zará como dato de entrada al pro-

grama "expanding" (el código del programa se presenta en la ecc ión B. I de l 

Apéndice B). 

Como automorfi smos parciales se consideran los isomorfi smos JI y h entre 

subgráficas inducidas de e que se muestran en la fig ura A.4. E l iso morfi smo JI 
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• 4 

9 ('(' • 8 

Figura A.2: Gráfica r(X , 3, 1) con X = { l .. . S} 

tiene como dominio dom (J,) = {l , 2} Y como rango ran. (J ,) = {2 ,3} Y e l iso-

morfi smo f2 tienedom(f2) = {2 ,3} Y ran(ji) = {2,4}. 

La fi gura A.S muestra la gráfica 3- regul ar H obtenida por e l programa. s 

claro que e ta gráfica contiene a G como ubgráficél inducida. La gráfica H tiene 

ocho véItices y doce ari sta . 

Los conj untos de aristas incidentes a cada uno de los véltice son los sigui en-

tes: 

Y{1}= {e3,e5,e6} 

Y{2}={e2,e3,e4} 

Y{3}={el,e4,e7} 
Y{4}={el , e2,e8} 

Y{ 5}={e5 , e9 , e12} 

Y(6}={e6,e9,elO} 
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3 • 
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Figura A.3 : Gráfica G con grado m:í.x imo k = 3 

GI 2 2 G2 

• • • • • • fl 
G2 , , f2 , G3 

• • -2 3 4 

3 
• • , 
• 
2 

Figura A.4: Isomorfi smos JI y h entre subgráficas inducidas de G 

Y(7)={e7,e10,e11} 

Y(8)={e8,e11,e12} 

48 

Los isomorfi mos JI y h en la imagen de G en [' quedan de la siguiente manera 

f1 : Y(1)={e3,e5,e6} - Y(2)={e2,e3,e4} 

Y(2)={e2,e3,e4} - Y(3)={e1,e4,e7} 

f2: Y(3)={e1,e4,e7} - Y(2)={e2,e3,e4} 

Y(2)={e2 ,e3,e4} - Y(4)={e1,e2,e8} 
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) o () "1 o 5 

Figura A.5: Gráfica H :2 G, 3 . regul ar 

Las permutaciones que obtiene e l programa en notación cíclica son: 

fl* = (el eS e2) (e3 e4 e7 e6) 

f2* = (el e3 e8 e7 e4 e2) 

Estas permutaciones extienden a los automorfismos parc iales JI y 12 e inducen un 

automorfismo en la gráfica r(X , 3 , 1) que se muestra en la figura A.6 . El conjunto 

X está formado por el conjunto de las aristas de G, más el número de ari stas de la 

gráfica H que son necesarias para que los vértices de G tengan grado tres (en tota l 

ocho aristas). E l número de vértices de la gráfica r (X, 3, 1) es n = 56, e l número 

de aristas es m = 840, Y tiene grado máx imo!:!. = 30 . 



APÉNDICE A. EJEMPLOS 50 

• 

24 

25 

26 

27 

28 

29 • 30 56 

31 55 

32 54 

33 53 

34 52 
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Figura A.6: Gráfica r({ l , ... ,6} ,3, 1) 



• 

• 

• 

• 

Apéndice B 

Códigos de los progranlas 

Códi go del programa en Maple9© para dibuj ar gráfi cas r(X ,k) y gráfica 

r(X ,k, 1). 

8.1. Programa para r(X , k) Y r(X , k, 1) 

restart: 

#grafoGX1 .mw 

#programa para construir Garnma(X/k) y Garr@a(X/k/l) 

with(combinat, choose): 

m:=5; #CONJUNTO X={l/ . . . , 5} 

n:=3; #VALOR DE k 
#calcula los vertices (subconjuntos de X tamaño k) 

vert: =choose(m, n): 

numerov : =nops(vert ) ; # numero de vertices 

#CALCULA LAS ARISTAS DE G(X /n /l) 
for i fr om 1 to numerov do; #arreglo para los vertices 

v( i) :={op(op(i /vert))}; 

end do ; 
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k:=O: 

#ciclo para realizar todas las interseccLones 

for i from 1 to numerov do¡ 

for j fram i+l to numerov do¡ 

J ¡ 

inter:= vIi) intersect v(j) ¡# interseccion 

#numero de elementos en la interseccion 

ninter:=nops(inter) ¡ 

# si la interseccion es diferente del vacio 

if ninter <> O then 

# si la interseccion es igual a uno forna un arista 

#if ninter = 1 then 

k:=k+l¡ 

arista(k) :=[v(i) ,v(j)l¡#arista como pare Ja de subconjuntos 

aristan(k) :={i,j}¡. #arista como pareja de numeros 

end if¡ 

end do: 

end do: 

#calculos por formula 

#grado maximo del nuevo grafo 
gm:=binomial(n,l)*binomial(m-n,n-l) ¡ 

nvertices:=binamial(m,n) ¡ #numero de vertices 

• naristas:=gm*nvertices / 2¡ 

• 

k¡ # numero de aristas 

#ciclo para formar un arreglo con las aristas 

AGREGAR : ={} : #para formar las aristas 
for j from 1 to k do ¡ 
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AGREGAR:={op(AGREGAR) ,aristan(j)}¡ 

end do: 

AGREGAR: 

agregar: =op (AGREGAR) : #todas las aristaE en un arreglo 

with (networks) : #paquete para graficas 

G : = graph( {$1 .. nverti ces}, {agregar}) : #$ 

draw(G)¡ 
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8.2. Programa para extender autl:>morfi smos parciales 

Códi go de l programa en Maple9© que, dada una gráfi ca G, encuentra un a 

gráfi ca H k - regular que contiene a G como subgráfi ca induc ida. Además, da-

dos automorfi smo parciales f de G, el programa encuenU'a 1* automorfi smo en 

la gráfi ca homogénea r :? G que extienden a f. El programa requi ere de varios 

procedimiento los cuales aparecen en la siguiente sección. 

restart: 

#PROGRAMA USANDO ALGORITMO EN ARTICULO DE MILLIET 

#expanding.mw 
#usa procedimientos numearista.m,nuevografo .m,gkregular.m 

#extensión.m, se encuentran en procedimientos.mw 

#INTRODUCIR DATOS DEL GRAFO 

with(networks) : 

#Datos de entrada: grafo X 

G : = graph ( {1 , 2 , 3 , 4} , { {1, 2} , {2 , 3} , {J, 4} , {4, 1} } ) : 

#ciclo para diferentes funciones 
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numerof:=l: #numero de funciones (ejemplo CH) 
dominio(l) :=[1,2] : #elementos del dominio de f_1 

rango(l) :=[2,3] : #elementos del rango de f 1 

#termina el ingreso de los datos 

ka :=O; 

n :=nops(verti ces(G)) ; 

valencia: =maxdegree(G) ; 

ne : =nops(edges(G)); 

# Numero de vert ices 

# Grado maximo 

draw(G); #dibuja la grafica G 
degreeseq (G) ; 

#Ciclo que checa si tiene grado diferente 
for im from 1 to n do; 

gradox :=vdegree(im , G) : # grado del vertice J (x) 

#diferencia entre el grado maximo y deg(x) 

dif :=valencia - gradox: 

# condicional principal : 

#Si algun deg(x) es dif. al grado maximo- construir Y' 
if dif <> O then 

#llama procedimiento para construir gráfica H k regular 
read "gkregular .m": 

gkregular(G,n) ; 

break ; #sale del ciclo 
end if; # fin condicional principal 
end do: 

draw(G) ; #dibuja el grafo k regular 

gm:=maxdegree(G) ; 

#obtiene datos de gráfica G (k regular) 
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nvertices:=nops(vertices(G));#num. de vertices 

naristas:=nops(edges(G) ); #num. de aris cas 

nverticesn: =nvertices-n; #num . vert. ex':ras 

nverticesnf:=gm*n-2*ne; 

naristasex :=naristas-ne; 

naristasexf : =(gm+l)* (gm*n / 2-ne) ; 

n ; 

aristas : =nops(edges (G)) : 

m:=nops(aristas) ; 

degreeseq (G) ; 

#ciclo para checar las incidencias 

for i from 1 to nvertices do; 

iny(i) :=incident(i/G); 

end do; 

#ciclo para lnlClar la extensión de isomorfismos 

for ci from 1 to numerof do 

Dom:=dominio(ci); #valor del dominio 

Ran :=rango(ci) i #valor del rango 

#Llama a procedimiento para 

#encontrar una permutacion que extiende al isomorfi smo 

# a un automorfimo 

read "extension.m"; 

#procedimiento para llamar a permutacion 

ya :=extension(G/Dom/Ran); #imprime el au t omorfismo 
end do; 

ss 



• 

• 

• 

• 

APÉNDICE B. CÓDIGOS DE LOS PROGR AMAS 56 

8.2.1. Procedimientos usados en el programa principal 

El programa de la sección anteri or requi ere de dos procedimientos ; un o para 

constru ir la gráfi ca k-regul ar H ("gkregular.m") y otro para extender los automor-

fi smos parc iales de G a automorfi smos de r :2 G ("extension.m"). Estos procedi -

mientos se presentan a continuación. 

Procedim iento para construir la gráfi ca k- regul ar H que contenga a G de gra-

do máx imo k (impar) como subgráfica inducida. E te procedimiento req uiere del 

procedimiento "gkregular. m". 

#Procedimiento para gráfica K-regular 

gkregular:=proc(G,nver) #cam 1 
local no,gm,nuvcir,n,nvertices,circ: 

local pverticen,limite,valmod,i,j, val; 

n:=nver : 

read "nuevografo.m" : 

#LLAMA AL PROCEDIMIENTO PARA CREAR GRAFO Y aumentado ' 

#El procedimieno nuevografo aumenta los vertices y aristas 

#necesarios para que todos los vertices de G sean k regulares 
#pero no coloca aristas entre los vertices nuevos 
nuevografo (G ,n) ; 
degreeseq (G) ; 

no:=nops(vertices(G)) : #nÚInero de vertices del grafo Y 

gm:=maxdegree(G); #grado maximo en el nuevo grafo 

nuvcir :=no-n : #número de vertices en el circulo 
#checa cuando el numero de vert . en el cLrculo 
#es menor al grado maximo 

# si es menor se agregan nuevos vert i ces 
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if nuvcir < gro then 

n: =no: 

#LLAMA AL PROCEDIMIENTO PARA CREAR NUEve GRAFO Y' 

nuevografo(G,no) ; 

degreeseq(G) : 

no :=nops(ve r tices(G)) : 

gm:=maxdegree(G) ; 
end if; 

#ciclo para formar las aristas 

#con los nuevos vertices en el circulo; 

#cuando numero de vert. en cir >= grado maximo 

nvertices:=no : #numero de vertices 

circ : =(gm-l) / 2 : #valor para conectar los nuevos vertices 

pverticen : =n+l: # valor del primer nuevo vertice 

limite :=nvertices - circ : #ultimo vertice que se conec a 

valmod : =nvertices+l : #valor del modulo 

for 1 from pverticen to nvertices do ; 

for J from 1 to circ do; 

#vertice al que se conecta el vertice i 

val :=(j + i) mod valmod; 

#condicional para vert . mayores al ul t imo vert 

if val < j then val:=val + n + 1 end i f; 

addedge({i,val},G ) ; 

end do : 

end do : 

G; #resultado del pr ocedimiento 

end proc : 
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#Fin del procedimiento para grafo K regular 

save gkregular, "gkregular.m"; 

Proced imiento "nuevografo.m". 

##PROCEDIMIENTO PARA CONSTRUIR UN GRAFO l\UMENTADO ## 

#El procedimieno nuevografo aumenta los vertices y aristas 

#necesarios para que todos los vertices de G sean k regulares 

#pero no coloca aristas entre los vertices nuevos 

nuevografo:=proc(G,nv) 
local j ,i,gradx,dif, val,valencia,gm: 

local final, no, AGREGAR, k, numvertnu: 

# nv numero de vertices del grafo 

# gm grado maximo impar 

valencia: =maxdegree (G) : #grado maximo de l grafo 

val : =valencia mod 2 : #para checar si el es par o impar 
if val = O then gm: =valencia +1 else gm: ::valencia end if; 
#si es par gm se aumenta en 1 

no :=nv: #variable para incrementar el nilllero de vertices 

#ciclo para agregar los vertices y las aristas que restan 

for j from 1 to nv do ; 
gradx:=vdegree(j,G) :#grado del vertice j (x) 

dif:=gm-gradx: #diferencia entre el maximo grado y deg(x) 
if dif <> O then #si existe diferencia agregar ver ices 
final:=no+dif; #número final del ultimo vertice a agregar 
addvertex({$no+1 .. final},G) : #$agregar vertices 
#CICLO PARA AGREGAR LAS ARISTAS 

AGREGAR:=[]; # 

for k from 1 to dif do; 
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AGREGAR: = [op(AGREGAR) , {j,no+k}] ; 

end do : 

no :=no+k-l; 

addedge(AGREGAR,G) ; 

end if 

end do: 

numvertnu:=no-n: 

G; #resultado del procedimiento 

end proc: 

## FIN DEL PROCEDIMIENTO (nuevografo) ## 

#salvar el procedimiento en MAPLE 

save nuevografo, "nuevografo .m"; 
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Procedimiento "extension.m" . Este procedimiento requi ere del procedi miento "nu-

mearis ta.m". 

## INICIO DEL PROCEDIMI ENTO extension ## 

#procedimiento para encontrar permutacion que 

#extienda a un isomorfismo dado. 

#como datos recibe el dominio y rango d2 la funcion 
extension:=proc(G,Dom,Ran) 

local m,nv,n , i,j,k,e,iny,numfun, h,F , RA ,nu,nuc , p , compa; 

local po,compad,ra,im,dom,nada,a,b,jo,jor,bnu,permutan; 

local permuta,permutac i on ,aristas,pe,compar ; 
global r,d; 

# nv numero de vertices del grafo 
# gm grado maximo impar 

ari stas: =edges(G ) ; 

m:=nops(aristas) ; #numero de aristas 
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nv :=nops(vertices(G)) ; 

n: =nops(incident(l/G)) ; 

for h from 1 to m do; 

e(h) :=op(h/aristas); 

end do; 

F : =Dom ; 

RA : =Ran; 

#numero ele vertices 

#Valencia del vertice 

numfun :=nops(F); # Numero de elementos en la funcion 

#incidencias en los vertices de la funcion 

for j from 1 to numfun do ; 

dom :=incident(op(j/F) /G); #elementos (.el dominio 

ra :=incident(op(j /RA) /G); #elementos (.el rango 

#llama al proc. para obtener el numero (.e la arista 

read "numearista.m" ; 

d(j) : =numearista(dom) : 

r(j) : =numearista(ra) : 

end do ; 

#Ciclo para ubicar la posicion de los elEmentos 

#Ejemplos de la notacion : 

#el elemento 1 de X esta en los elem. del dominio 2 y 3 

# [1/2/3] 

#el elemento 2 de X esta en el elemento 3 del dominio 

#[2/0 /3] 

#el elemento 4 de X esta en ningun elemento del dominio 

# [4/ O / O] 

for i from 1 to m do 

nu :=l: 

#inicio c-l 
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nuc:=l: . 

p(l) := 0 : #posicion para elementos del dominio 

p (2) : =0 : 

po(l) :=0 : # posicion para elementos del rango 

po (2) : =0: 

for j from 1 to numfun do: 

if has (i,d(j)) = true then 

#si el elem . i esta en d(j) 

#inicio c-2 

#el resultado lado izquierdo es "true" 

p(nu) :=j;#El elemento i esta en el elemento] del domini o 

nu : =nu+l; 

end if : #fin con-l 

if has (i , r(j ) ) = true then 

po(nuc) :=j; #elemento i esta en el elenento ] del rango 
nuc : =nuc+l; 

end if 

end do: 

#fin con-2 

#fin c-2 

#arreglo para acomodar elemento y su en el dominio 

a(i) :=[i,p(1) ,p(2) 1; 
#arreglo para acomodar elemento y su en el rango 
b ( i) : = [ i , po (1) , po ( 2) 1 : 
end do : #fin c-l 
# Fin del ciclo 

# ciclo para formar las permutaciones si9uiendo -

# el algoritmo en la demostracion de MIL:IET 

fo r i from 1 to m do : #inicio c-4 

p(l) : =op(2 , a( i )) ;#obt i ene las posiciones 
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#del elemento i en el dominio 

p(2) :=op(3,a(i)); 

for j from 1 to m-i+l do; #inicio c-S 

# obtiene las posiciones del elemento i en el rango 
po (1) : =op (2, b (j ) ) ; 

po (2) : =op (3 , b (j ) ) ; 

#Si las posiciones en el dominio y en rango son iguales 

#se toma como permutacion 

if p(l) = po(l) and p(2 ) = po(2) then 

pe ( i) : = [ op ( 1 , a ( i) ) , op ( 1 , b ( j ) ) 1 ; 
hnicio con-3 

#reenumerar los elementos del rango para no repet ir 

k : =l : 

for jo from 1 to m-i+l do #inicio c-6 

if j = jo then #inicio con-4 

nada :=l: 

el se 

bnu(k) :=b(jo): 

k:=k+l : 

end if #fin con-4 

end do : #fin c - 6 

for jor from 1 to k do : 
b(jor) :=bnu(jor): 

end do : 

break; 

end if; 

end do: #fin c-S 

end do: #fin c-4 

#inic:io c-7 

#fin c-7 

#fin con-3 
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with(group} : 

#ACOMODAR PERMUTACION EN FORMA DE LISTA 

permuta : =[] : 

for i from 1 to m do; #inicio c-8 

permuta : =[op(permuta} ,op(2,pe(i}}] end do: #fin c- 8 

#convertir permutacion en notacion ciclica ; 

permutacion :=convert(permuta, 'dis jcyc ' }: 

permutacion; #resultado del procedimiento 

end proc : 

## FIN DEL PROCEDIMIENTO (extension) ## 
save extension, "extension.m"; 

Procedimiento "numeari sta. m" . 

#subprocedimiento usado en procedimiento extension 

#Procedimiento para extraer el numero de un arista 

#se requlere porque Maple9 da como resultado 

#al pedir las aristas incidentes a un vértice 
# la cadena \ 'e## . . " 

#necesitamos únicamente el número 

#como daos recibe un conjunto de aristas 

#como salida entrega el número de estas a.ristas 

# ejemplo e23 se convierte en 23 

numearista:=proc(D} 
#D = [e12 ,e3,e234 ] 
local aris,i,elem,dom,ne,nel,nely,que,nurndom; 

aris : = [] : 

dom: =D : 

numdom : =nops (dom) : #numero de elementos ·:m dominio 
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for i from 1 to numdom do; 

elem: =op (i, dom) ; 

#ejemplo: "que' f convierte e23 en un string "e23" 

que : =conver t(elem,string) ; 

#se extraen caracteres a partir del seg . caracter ("23") 

ne : =que [2 .. -1] ; 
#conv. el string "23" en numero base 10 (23) 

nel :=convert(ne,decimal,10) ; 

aris :={op(aris) ,nel}; # acomoda en su posicion 

end do : 

aris; 

end proc: 

save numearista, "numearista.m"; 
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