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Capitulo 1

Introduccion

Una pregunta que se ha hecho en varios contextos de las matemadticas es de-
terminar cuando una estructura finita A puede ser extendida a una estructura tinita
B de tal modo que cada automorfismo parcial de A (isomorfismos entre subces-
tructuras de A) se extiende a un automorfismo (total) de B. Aquellas clases de
estructuras que cumplen con lo anterior se dice que tienen la propiedad de exten-

si6n para automorfismos parciales (EPPA por sus siglas en inglés).

Hrushovsky [13] demostré que la clase de graficas finitas tienen la propiedad
EPPA; para ello usé teoria de grupos y combinator a. Anterior a €l, John Truss
[17] probd que dada una grifica finita A y un automorfismo parcial p, existe una

grafica finita B D A y un automorfismo de B que extiznde a p.

Para explicar el origen de la pregunta se presenta la definicion de grafica
genérica: Sea G la clase de todas las graficas finitas. La grifica genérica es la

tnica grdfica contable R que salisface:
. Todo elemento de G encajaen R

2. Dadas funciones de encaje /M — Nen Gyg: M — R existeh N — R

(8]
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conhf =yg.

Esta grifica (también conocida como la grifica Racdo o la grifica aleatoria con-
table) tiene la propiedad de ser isomorta a casi todas las grificas sobre un conjunto
contable de vértices (las aristas se escogen independientemente con probabilidad

de 1/2).

Un resultado debido a Fraissé |5] establece que un objeto genérico existe no
solamente para la clase de graficas, también para cualquier clase similar de es-
tructuras cerradas bajo subestructuras y que satisfagan la propicdad de amalga-
macioén. — Una clase de L-estructuras S tiene la propiedad de amalgamacion si
cualquiera A.By,B> € Sy fi : A+~ B, son encajes elementales para i € {1.2} en-
tonces existe algin C € Sy algin encaje elemental g; : B, — C para i € {1.2} tal
que g1(f1(x)) = g2(f2(x)) para todo x € A — . Informacién mas detallada sobre

estos conceptos se puede consultar en [4].

La pregunta “;la clase de las graficas finitas tienen la EPPA?” surgid en un
trabajo de Hodges, Hodkinson, Lascar y Shelah sobre la propiedad del indice
pequeifio para la gréfica aleatoria R | 10]. La conjetura Jel indice pequeio de R dice
que un subgrupo de Aur(R) (conjunto de automorfismos de R) es de indice con-
table si y sélo si contiene el estabilizador de un conjunto finito. Ellos encontraron
que esta pregunta es importante para entender el grupo de automorfismos de la
grifica aleatoria como un grupo topologico. De forma mds precisa: La propiedad
de extensidn para automorfismos parciales en las graficas muestra que la mayoria
de los n-tuplas de automorfismos de la grifica aleatoria (en el sentido de la Cate-
goria Baire) son localmente finitos —Si G = Aut(R), 'a n-tupla (gy.....g,) © G es
lHamada localmente finita, si para cada a € R la orbita de a bajo < gy.,....g, > ¢s

finita —. Hodges et al, usaron el teorema de Hrushovsky para demostrar en | [()]
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que la grdfica genérica tienen la propiedad de indice pequefio.

Bernhard Herwing en el afio 1995 |7] generalizé este resultado para la clase
de estructuras con un lenguaje relacional finito, asi como para las graficas finitas
Kx-libres; su demostracidn usa las mismas tdeas que Hrushovsky pero de una for-
ma mas general. Como corolario de uno de sus teoremas se obtiene que la clase de
las hipergrificas tienen la EPPA. Este tipo de resultados son importanles porque
al probar que una clase de estructuras tiene la EPPA entonces se puede probar
la propiedad del indice pequefo para el grupo de automorfismos de su respectiva

estructura genérica contable.

En 1998 Herwing generalizd su demosiracion para el caso de las grilicas lini-
tas K,-libres (con n > 3) [8]; también probo que las digréficas finitas que no con-
tienen subdigréficas isomorfas a un torneo en 7. doade 7 es una clasce arbitraria
de torneos finitos, tienen la EPPA (a este tipo de digrificas se les conoce como

digraficas de Henson).

Andréka, Hodkinson y Németi [1]| usaron los teoremas de Herwing [8], |7|
sobre la EPPA en estructuras finitas con lenguaje refacional para demostrar de una
forma simple que algunos tipos de dlgebras, incluyendo Crs,, polyadic Cry y WA
tienen la “propiedad de base finita”, y que tienen teorias universales decidibles;
ademds, demuestran que cualquier dlgebra finita en estas clases es representable

sobre un conjunto finito.

En el afio 2000, Herwing y Lascar |9| publican dos demostraciones diferentes
del teorema de Hrushovsky, una de las demostraciones mejora ampliamente la da-

da en [13], ademds de que es puramente combinatoria (esta demostracion se debe
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a Lascar); a la otra demostracion Herwing y Lascar le [laman la prueba sofisticada,
porque en ella se usa un teorema debido a Ribes y Zalesskii [15] relativo a grupos
libres, ademds de indicar la manera de generalizar esta técnica para probar otros
resultados del mismo estilo. También muestran en su articulo la manera de usar los
teoremas sobre extension de automorfismos parciales para probar teoremas sobre
la topologia profinita en grupos libres, en particular dan una gencralizacion del
Teorema de Ribes y Zalesskil. Por tltimo proporcionan nuevas generalizaciones

de EPPA en estructuras con lenguaje retacional finito.

lan Hodkinson [11] usé una adaptacidn de la construccidn de Herwing |9, 7|
para probar que los fragmentos libremente protegidos de I6gica de primer orden
tienen la propiedad de modelo finito (Un conjunto de férmulas tiene ta propiedad
de modelo finito si se cumple lo siguiente: Si cada féormula del conjunto es satis-

facible entonces es satisfacible en un modelo finito).

Hodkinson y Otto | 12] prueban resultados sobre cubiertas dec hipergrificas,
y usan estos resultados para probar que las graficas K,,-libres y las digralicas de
Henson tienen la propiedad de extension de automorfismos parciales, tcoremas ya
demostrados por Herwing [8] usando teoria de g-upos. Lo anterior lo hace por
medio de un teorema en el cual establece una var.ante de EPPA para estructuras
con lenguaje relacional finito. Este teorema tiene como corolarios que las grificas
Ki-libres, las grificas K,,-libres (n > 3), las digrificas de Henson y la clasc de t-
estructuras conformes finitas, para cualquier tipo relacional T, tienen la EPPA. La
importancia del trabajo de Hodkinson y Otto, ademads de la generalidad de su teo-
rema, es que proporciona una prueba alternativa dz que los fragmentos protegidos

de camarilla de I6gica de primer orden tienen la propiedad de modelo finito.




CAPITULO 1. INTRODUCCION 7

Recientemente, Solecki | 16] y Vershik probaror (independientemente) que la
propiedad andloga es cierta para espacios métricos, en concreto prueban que un
espacio métrico finito A admite una extension a un espacio métrico 3, de tal modo
que cada isometria parcial de A se extiende a una isometria de B. Solecki usé uno

de los teoremas de Herwing y Lascar[9| como parte de su demostracion.

Actualmente la extension de automorfismos parciales se estd usando amplia-
mente en Teor{a de Modelos Finitos: ademds estan surgiendo variantes de ella; tal
es el caso de la extension para permutaciones de una seudo variedad de grupos. en
donde adn existen problemas abiertos cuyas soluciones son importantes por sus

diversas aplicaciones. Para obtener mds detalles sobre esta variante consultar |2].

El objetivo de esta tesis es proporcionar una demostracién detallada de que las
digréficas finitas tienen la propiedad EPPA, las graficas con las aristas coloreadas
tiene una variante de la propiedad EPPA y, por Gltimo, presentar algoritmos para
extender una grafica G a una grdfica k-regular H. En seguida se menciona breve-

mente el contenido de cada capitulo.

En el capitulo 2 se presenta el marco teérico; se dan los conceptos basicos de

teoria de graficas que son necesarios en este trabajo.

En el capitulo 3 se da la demostracion detallada de que las digrdficas fini-
tas tienen la propiedad de extension de automorfismos parciales. El autor de este
trabajo no conoce ningin articulo en donde aparezca la demostracion de cste teo-
rema. En la demostracion se sigue la misma técnica que utilizé Hrushovsky en
[13].
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En el capitulo 4 se presenta un algoritmo para extender una grafica G a una
grafica k-regular H. Este algoritmo mejora el propuesto por Millieten | 14| ya que
¢l asume que el grado maximo de G es un nimero impar, sin embargo, en ¢l al-
goritino presentado en este trabajo no se requiere de esta suposicion y, ademds sc
puede generalizar para extender graficas con aristas coloreadas (seccion 4.2).

En la seccién 4.3 se da la demostracion de Herwing y Lascar [9] de que las grificas
finitas tienen la EPPA. Se presenta a delalle porque se realizaron dos programas
en Maple9® que siguen la construccion utilizada en la demostracion del teorema
(uno para extender la grafica y otro para extender los automorfismos parciales).

En la seccidn 4.4 se presenta la demostracion de que las graficas con aristas co-
lorcadas tienen un tipo de extension de automorfismos parciales. Sc¢ adapto la
técnica de Herwing y Lascar para esta demostracion. Milliet menciona en | 4]

este teorema pero no presenta la demostracion.

En el Apéndice A se dan algunos ejemplos de los resultados obtenidos con
los programas que sigue la construccion de Herwing-Lascar y en el Apéndice B

aparece sus respectivos codigos.




Capitulo 2

Marco teorico

El objetivo de este capitulo es el de presentar los conceptos basicas de teoria
de gréficas que se utilizan en este trabajo. Las defiriciones que aparecen en este

capitulo estdan basadas en [3].

Una grdfica es una terna ordenada (V(G), E(G),y¢;) constituida por un con-
junto V(G) de elementos llamados vértices, un conjunto £(G), disjunto de V(G),
de elementos llamados aristas, y una funcién de incidencia que asocia a cada
arista de G un par no ordenado de vértices de G (no necesariamente distintos).
Si ye(e) = {u.v} se usard unicamente {u, v} o uv para representar a la arista aso-

cladaconu y v.

Si la funcién ¢ asocia a cada arista un par ordenado de vértices se Hama
grafica dirigida o digrdfica, una arista dirigida (o arco) entre los vértices i y v se

representard por (u,v).

Una grifica es finita si su conjunto de vértices y su conjunto de aristas son
finitos. Si ¢ es un arista, y u. v son vértices tales que y¢(e) = uv, se dice que la

arista e une a los vértices u y v (llamados los extremos de ¢). Dos vértices que
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son extremos de un arista se dice que son incidentes a la arista, y viceversa. Dos

vértices que son incidentes con una arista en comun son adyacentes entre si.

Un lazo es un arista que tiene extremos 1dénticos. e = wu. Se llaman aristas
muiltiples aquellas aristas que tienen ¢l mismo par de vértices como extremos (por
ejemplo: e] = uv, e2 = uv). Se llama multigrdfica a |a grifica que contiene lazos
y (o) aristas multiples. Una grdfica simple es aquella que no contiene lazos ni

aristas multiples.

En una grafica G = (V. E,yg), el nimero de vértices n =| V | se conoce como

el orden de G y el nimero de aristas m =| E

es el lamafio de G. Al conjunto de
todos los vértices adyacentes a un vértice v es conocido como la vecindad de vy

se denota por N(v).

En una gréfica dirigida el conjunto de vértices aayacentes desde cl vértice v
es el conjunto N (v) = {x € V(G) : (v.x) € E(G)}. El conjunto de vértices adya-

centes hacia el vértice v es el conjunto N_(v) = {x € V(G) : (x.v) € E(G)}.

Una subgrdfica H de una grifica G (H C G) es una grifica tal que V(H)
V(G), E(H) CE(G), y yu es larestriccion de Wg a E(H). Una supergrafica de

H es una grafica G tal que H C G y decimos que G contiene a H.
Una subgrdfica inducida de G es una subgrafica H de G tal que su conjunto
de aristas E(H) consiste en todas las aristas e = v de G tales que u,v € V(H ). Se

denota por H = G[S] donde S =V (H).

La subgrifica inducida G[V(G) \ V'(G)] se dencta por G — V'(G); es la sub-
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grifica obtenida de G al quitar todos los vértices en V/(G) junto con sus aristas

incidentes.

Dos graficas G y H son isomorfas (G = H) s1 existen biyecciones 0 : V(G) —
V(H)y ¢: E(G) — E(H) tales que yg(e) = uv sty <6lo st Yy (0(e)) = 0(u)0(v).

Si G y H son grificas simples, G = H s1 y sélo si existe una biyeccidn 0 :
V(G) — V(H) tal que uv € E(G) si y sélosi 6(u)0(v) € E(H). St H = G el iso-

morfismo de G en G se conoce como automorfismo

Una grifica H es “encajada” en G si existe una funcién ¢ : V(H) — V(G) 1l

que ¢ es un isomorfismo entre H y G[¢(V (H))).

El grado de un vértice v es el nimero de aristas incidentes a v, sc denota por
deg(v). El grado minimo y médximo de una grifica G se denota por 8(G) y A(G),
respectivamente. El siguiente teorema serd de gran utilidad en los capitulos pos-

teriores.

Teorema 1. Sea G cualquier grdfica con m aristas entonces se cumple que

2 deg(v) =2m.

veV(G)

Una grifica G es k-regular si todos sus vértices tienen grado &; Una grifica

regular es aquella que es k-regular para alguna k.
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Una coloracién de aristas de una grafica G es una funcion ¢ : £(G) — U de su
conjunto de aristas a un conjunto U, cuyos elementds son llamados colores. LLos

numeros enteros son usados comunmente como colores.

Para cualquier entero positivo k. una k-coloracida de aristas es una coloracion

de aristas que usa exactamente k diferentes colores.

Las definiciones anteriores son equivalentes para digrdficas,; sélo hay que

tomar en cuenta que las propiedades son para parejas ordenadas.




Capitulo 3

La propiedad EPPA para digraficas

El objetivo de este capitulo es el de presentar una demostracion detallada de
que las digraficas finitas tienen la propiedad de extensién para automorlismos par-
ciales (EEPA). Para la prueba se utiliza la técnica que utiliza Hrushovsky en [ 13].
En la construccion de Hrushovsky se utiliza fuertemente el conjunto de los veci-
nos de los vértices de la grdfica, por este motivo la demostracién para digraficas
no sigue de la demostracion para grificas, puesto que en las digrdlicas existen dos
tipos de vecinos de un vértice: El conjunto de vértices vecinos hacia ¢l vértice v,
y el conjunto de vértices vecinos desde el vértice v. [:n la demostracion se utiliza

la siguiente definicion.

Definicion. Una familia F de subconjuntos de un conjunto finito Y es inde-
pendientemente estadisticamente si para todos los subconjuntos distinlos

Al .. Ap.By,....ByenF, card (A1N...0A,,— B, —...—B) =card (Y)-Q"”‘k.

Ejemplo.
Sea $= {0, 1}* el conjunto de las secuencias de ceros y unos de longitud &, en-
tonces | S |= 2% se define A, = {(xr, o) € {0, l}k (x; = 1}, claramente

Aj |= 2kt A; |= 251, Para todos los subconjuntos distintos A, ..... A, .
y .] | m

13
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Kbl - ,/_\,,I en S con todos los subindices a;....a,,, by.....b, diferentes, ¢l conjun-
to de intersecciones A, M...MNA, f"./?,,l Ay, es el conjunto {{xy,....v) ¢
{0, 1} xg, = 1,xp, =00i = 1,...om.r = 1,....j}, entonces card (A, (1...1A,,

Ap, ...l'“lz_\b/) = 28=m=J = card (§) -27""7/, por lo que la familia de subconjuntos

A; es independientemente estadisticamente.

Se usard la letra X para denotar el conjunto de vértices de la digrafica X y
EX para denotar el conjunto de aristas. X, (a) = {b: (a,b) € EX} es el conjunto
de vecinos desde el vértice a y X_(a) = {b: (h,a) € EX} es el conjunto de los

vecinos hacia el vértice a.

Teorema 2. Sea X una digrdfica finita. Entonces existe una digrdfica finita Z que
contiene a X como una subdigrdfica inducida, tal que cada isomorfismo entre

subdigrdficas inducidas de X se extienden a un automorfismo de 7.

Demostracion. La demostracion de este teorema requiere de tres clamas. Para los
casos en que sea necesario, dentro de la demostracién de una clama, se probarin

proposiciones auxiliares.

Clama 1. Toda digrdfica finita X puede ser “encajada” en una digrdfica fini-
ta Y tal que {Y_(a):a € X} es una coleccién independiente estadisticamente de

subconjuntos de Y

Demostracion. Podemos asumir que el mapeo « — X, (a) es uno a uno en X Si
no es asi, es facil encajar X en una digrafica finita ligeramente mayor que tenga

esta propiedad. Sea Y el conjunto de todos los subconjuntos de X, se define una
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estructura de digrafica sobre ¥ por: (yy.y2) € EY sii y2 = X (a) para algin a € vy.

Proposicién 1. Siy; = X (a)) v va = Xy (a2) entonces (yi.vy) € E¥ si v solo si

(a| ,(lg) S EX.

Demostracion. Sean y; = X.(a) y va2 = X+(a2). Por un lado, si (vi,v2) € E"
entonces as € y; = X4 (ay), asi ay € X4 (ay), entonces (ay.az) € EX. Para ¢l otro
lado, si (a).u2) € EX entonces as € Xi(a)) =y ycomo yy = X, (a»), por defini-
cion, sigue que (vi.v2) € ET. Asi, X es encajada en Y por la funcion ¢ : X — ¥

que mapea a — a* = X4 (a).

Por la definicién de un arco en la digréfica ¥ tenernos que Y_(a”) = {y:a < v}.

Proposicion 2. El conjunio {Y_(a*) : a € X} es independiente estadisticamente.

Demostracion. El conjunto A, = Y_(a*) estd formado por los subconjuntos d¢ Y
que contienen al elemento a. Sea n = card X. Considere F' = {A, :a € X } entonces
para todos los conjuntos (distintos) Aal‘...,Aamﬁbl_..,K,,I en I+, con todos los
subindices «;,...am, by, ....b; diferentes, Ay, ... NA,, NAy ...(1A, consta de
subconjuntos de ¥ que contienen a los elementos ay,...,a,, y que no contienen a
los elementos by,...,b;. Asicard (A, N...NA,, ﬂ/_\,,[ ...|"'|A,,j) = 2" ") — card

(Y)-27"=J_ Por lo tanto, F es independiente estadisticamente.

La clama | sigue de las proposiciones | y 2.

Sea U/ un conjunto de isomorfismos entre subdigraficas inducidas de X (no

necesariamente todos ), con la condicion de que si f € U entonces e U . Sea
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Y la digrdfica construida en la Clama |.

De aqui en adelante se usara a en lugar de a” y todo lo referente a la grifica
X en realidad es la imagen de X “encajada™ en Y por la funcién ¢. La notacion
Svin(Y) denota al grupo de todas las permutaciones de los elementos del conjunto

Y.

Clama 2. Sea f € U. Existe f* € Sym(Y ) 1al que f* extiende f,y [*[Y (a)] =
Y_[f(a)] para a € dom(f). Si dom(f)=range(f) y f*> = e entonces f* puede cle-

. 2
girse de tal manera que f™° = ¢

Demostracion. Sea D = dom(f), R = rango(f). Para cualquier funcién v: D —

{0,1},sea Ay ={xeD:v(x)=1}yseaD,={yeY Y (y)ND =A,}.

Proposicion 3. D, =) yY(a) donde v (@)=Y (a)siv(iu)=1yYa)=
Y _(a)siv(a)=0.

Demostracién. Primero, Dy C (\uep Y:'(“)(a). Para todo elemento y € D, tcnemos
que Y. (v)ND = A,. Entonces para cualquier a € D), « € Y, (y) sii ¢ € Ay. como
v € Y_(a) entonces se tiene que v € (\,ep Yf(a)(a).

\Y . . /V(
Y (4), sea v cualquier elemento en (-, ¥ (a).

Para demostrar que Dy D (\,ep Y
Sty e Y. (a)entonces v(a) = | paraa € D y el elemento a pertenece a A,. Pero
a € Yyi(v)ysigue que Yo (¥) D = A, por lo que v € D, y finaliza la prueba de

la proposicion.
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SeaR,={yeY Y (y)Nf(D)=f(Ay)}. Con la misma notacién que la usada
para Dy, se puede probar que Ry = N,cpp ¥"'"(f(a)) de manera similar que para
Dy.

Dy |=| Ry |=|Y | 2717l Como fes un isomortismo de D con

Por la Clama 1,
R como digraficas, RNR, = f(DND,) entonces se tiene que | DN D, |=| ROIR, |,
porlotanto | Dy —D |=| Ry, — R |.

Sea f* cualquier permutacion de ¥ extendiendo f y mapeando Dy, —Da Ry, — R
para cada v.
Como Dy es una particionde Y y Y_(a) = Uy 1 Dv, Y- (f(a@)) = Uypay 1 Ry en-

tonces f*[Y_(a)] = f*[Uv(ll):l Dy| = Uv((l]=l fX(Dy) = Uv(a):l Ry =Y_([(a)).

Proposiciond. SiD =Ry f2 = e, entonces Ry = Dy .

Demostracion. . Como f>=e . x= f(a)y f(x) = aenonces Ry = MNaen YX(“)(_/‘((I))

(/)
Nreyen ™ T = Dyr.

Para la segunda parte de la clama, tenemos dos casos:
1) Si v # vf, entonces Dy M Dy = 0 por lo que es posible elegir cualquier per-
mutacién f* que extienda f mapeando Dy —DaD,;—D,y Dyy—D a D, — D,
con lo que se obtiene que f*? = .
2) Siv=vf, elegir f* =eenel mapeode Dy — D a Dy — Dy de esta manera se

obtiene que f*? =e. O

Elegir f* para f € U de tal forma que ' = /*"! esto puede hacerse porque
7' € U asi, elegir f~'* de modo que extienda f~! y sea igual a la inversa de .
Sea G el grupo de permutaciones de ¥ generadoporU " = {f*: f € U}.

Se usard la siguiente notacion: f, ... fix=y(conx,y €Y, fi,.... f, € U) signih-
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ca: existe xp,...,x, € Y conxgp = x.x, = v, x; € dom (fi4 ), ¥y fig 14 = X1 para
< n.

Se define una relaciéon ~ en G x Y por

(g.x) ~ (g',x) siexiste hy...h, € U con

(D h,.. . hx=X

(i)g=gh)...h}en G.

Clama 3.

(a) ~ es una relacién de equivalencia sobre G x Y

(b) La accién de G sobre G x ¥ dada por g(/1.x) = (¢h,x) respeta .

Demostracion. Para la parte (a), sea ¢ € U donde ex = x. Elijase ¢* € G de tal
forma que g = e¢*g entonces (g,x) ~ (g.x) y la relacion es reflexiva. Si (g.x) =
(g'.x') entonces existe hy, .. .hx=x"y g=g'h’...h" en G. Tomando inversas x =

Izl_l WY, glz’[”' b7l = ¢’ en G. Por la eleccion de h* ™' = /" 7! asi te-

nemos que gh, '*...h;"" =g’ en G entonces (g',') = (g.x) y la relacion es simé-

I
X

trica. Finalmente si (g,x) =~ (g'.x") y (¢'.¥) ~ (¢",»”) entonces hay Iy ... h, € U
y It .. hj, € U con hy h' no necesariamente todos diferentes, tal que h,, ... hv =
Yoog=gh  hien Gy, WY =x",¢ =g"h: N asi tenemos que
Vo=, WX = hy, W (L hx) =, Ry b,y equivalentemente
g=gh . hy = (" Wk k=g Ry kR R De aqui (g.x) &

("%, y larelacion es transitiva.
Para la parte (b). Si (g.x) ~ (g’.x') tenemos que existe h = h,...h € U

con hx = X' y g = g’h”. Para cualquier f € G podemos hacer fg = fg'h" de
aqui (fg.x) =~ (f¢'.X')y fg.x) =~ f(g'.X).

SeaZ = G x Y/ ~; por la Clama 3 (b) hay una accién inducida de G sobre Z.
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Si (e.x) = (e,v) entonces hay /1y, ... hyconh,  hx=yyh, . h)=c¢ asix=y
Por lo que Y encaja en Z (como conjunto). Podemos hacer Z como una digrihica
definiendo los arcos por {((g,a)/ ~.(g,h)/ =) :(a,b)esunarcode Y, g € G}. So-
bre esta digrafica G actia por automorfismo, para cualquier f € U, f(x) = yy para
[T €Glaaccion f*(e.x) = (f".x) y por ladefinicién de larelacion, (/7.x) = (e, v)
entonces cada elemento de U se extiende a uno de G.

Para la prueba de que Y es una subdigrifica inducida de Z se necesitan algunas

proposiciones.

Proposicion 5. Si (g,y') =~ (e.v) entonces g(v') = y.

Demostracion. Como (g.v') = (e.y), por la definicién de larelacién existen /ey, ...

enU talesque y = h; .. hi(y')y g = hj...h}. Como h* extiende /i se cumple que

y=h}...h{(y") y entonces y = g(1').

Proposicion 6. Si (e,y) ~ (g.V'), x = g(X') y existe un arco (xX'.y') en Y entonces

(x,y) esunarcodeY.

Demostracién. Si (e.y) = (g,v') como es una relacion de equivalencia tenemos
que (g.v') = (e,y) por la definicién de la relacién existe f..... fwmoen U, tal
que fo.. fiY =yyg=/fn. . f{ Seayy..yvy €Y tal que yp =V, v, = v,
yi € dom(fix 1),y fir1vi = vier. Entonces f1 [Yo(vi) =Y_(fis1(vi)) =Y (vit1).
asi fo  fiY=()] =Y-(y) y glY-(/)] = Y_(¥). Como x’ € Y_()'), asi g{x') €

Y_(v). Pero g(.') = x, entonces (x.y) es un arco de Y
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En seguida se prueba que Y es una subdigrafica inducida de Z.
Supongamos que x, y € ¥ y ((e.x)/ &, (e.v)/ =) es un arco de Z. Entonces para
algiin g € G, y algin arco (x',y') de ¥, se tiene que (e, x) = (g, '), (¢,v) = (g.V).
Por la Proposicion 5 se cumple que g(x') = x y entonces por la Proposicion 6 s¢
concluye que {x.v) es un arco de Y. Entonces ¥ es una subdigrifica inducida de

Z,y termina la prueba del teorema. |




Capitulo 4

Extensiones en graficas

El objetivo de este capitulo es presentar algoritinos para extender una griafica
G auna grafica regular H, asi como un algoritmo para extender una grifica con las
aristas coloreadas a una multigrafica regular con aristas coloreadas. Se presenta la
prueba de Herwing y Lascar de que las gréficas tienen la propiedad de extension
de automorfismos parciales (EPPA) y por ultimo sz prueba que las grificas con

aristas coloreadas tienen una variante de la propieded EPPA.

4.1. Extendiendo una grafica finita G a una grafica
regular finita H

Notacion. Se usard la misma letra G para denotar a la grifica como estructura
0 a su conjunto de vértices dependiendo del contexto. Se usard E(G) para el con-
junto de aristas de G.
La secuencia de grados de una grdifica es la lista ce los grados de sus vértices,
usualmente en orden decreciente, d| > ... > d,. A pesar de que toda grafica ticne
una secuencia de grados, no toda secuencia entera no negativa corresponde a la
secuencia de una gréfica.

Si para una lista de enteros no negativos existe una grafica para la cual esta lista

21
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I
£

corresponde a su secuencia de grados entonces decimos que la secuencia es grafi-
cable o que es realizable. Se presentan dos teoremas que nos dicen cuando una
secuencia es realizable. Las demostraciones de estos teoremas se pueden consul-

tar en [6].

Teorema 3. (Havel, Hakimi). Para n > |, la secuencia de enteros no negativos
en orden decreciente d - d\,d>,....d, es graficable si, y solo si, la secuencia d’

dr—Ldy— 1, ....dy 41— V.dg 42, dyes graficable.

Este teorema proporciona un algoritmo para construir una grifica a partr de
una secuencia de enteros dada, en caso de que la misma exista. Si no existe una

gréfica el algoritmo no se puede aplicar en alguno de sus pasos.

Corolario 1. (Algoritmo) Una secuencia de entercs no negativos en orden de-
creciente d : dy,dy,....d,, con n—12>d| es graficable si, y sélo si el siguienic

procedimiento da como resultado en una secuencia de ceros.
I.  Determine la secuencia d' del teorema 3.

2. Reordenar los terminos de d’ en orden decreciente y llamar d' a la secuen-

cia resultante.

3. Deteminar la secuencia d” de d' como en el paso I, y la secuencia reorde-

,
nada d* como en el paso 2.
4. Continuar el proceso hasta que se obtenga una secuencia de ceros.

Para construir la grafica que tiene a la secuencia d como su secuencia de gra-
dos, primero construir una grafica con todos sus vértices de grado cero, de modo
que su secuencia de grados sea igual a ¢/ (dltima secuencia obtenida por cl al-

goritmo de Havel-Hakimi). Agregar un vértice, que sea adyacente a los vértices
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que sean necesarios para obtener la secuencia /~' . Continuar hasta obtencr una

grafica que tenga a d como su secuencia de grados.

Teorema 4. (Erdos - Gallai). Una secuencia no negativa de enteros en orden

decreciente d : d\|,dy, ..., d, es graficable si, y solo si,

I Y d;espar

20 YA di<k(k—1)+ ¥ _pymin{k.d;} para 1l <k <n.

i=1

Con la ayuda de este dltimo teorema podemos pirobar lo siguiente.

Proposicion 7. La secuencia d :==d,,...,d,, con d; = A para todo i = {|.....n},

es realizable si, y solo si,
I. Anes par
2. n=A+1

Demostracion. La demostracion consiste en mostrar que estas condiciones co-
rresponden a las del teorema de Erdds y Gallai.
Para la condicién 1.

n

"_,d; = Anes par.

Para la segunda condicion, la desigualdad

i=1

vk di < k(k—1) +Z’j:k+l min{k.c;} para | <k < n,

se convierte en
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kA < k(k— 1)+ (n—k)ymin{k. A} para | <k <n.

El estudio de esta desigualdad lo dividimos en tres casos.

Caso |: Para | <k < A tenemos que

kA < k{k—1)+ (n—k)k
kA < kin—1)
A < n—|

A+1 < n

Caso 2: Parak = A

AT < AA=D)+(n—A)A
A < An-1)
A < n-1

A+1 < n.

Caso 3: Para A < k < n se tiene que cumplir que kA < k(k — 1)+ (n — k)A. par-

tiendo de

A+1

VAN
b

kA

INA

k(k— 1),
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Por Jo que la condicion kA < k(k — 1)+ (n—k)A se cumple si (n—k)A > 0, lo que
nosllevaaquen>k>A+1.

Por su gran utilidad en proposiciones posteriores se presenta la siguiente proposi-

c1on.

Proposicion 8. Toda grdfica finita G con n vértices. m aristas y con grado mdaximao
A, es una subgrdfica inducida de una grdfica finita H de n' vértices y m’ aristas en
donde se cumple que para todo x € H, deg(x) = Asix € Godeg(x) = | six ¢ G.

Ademas

no= n(A+1)—2m

!
m = nA-—m.

Demostracion. Sea A el grado maximo de la grifica G, a cada vértice x € G agre-
gar A — deg(x) nuevas aristas con su respectivo vértice de tal modo que deg(x')
A, donde X’ es la imagen en H del vértice x. El grado de cada nuevo vértice es

igual a uno.

Para la segunda parte de la proposicion se utilizara el conocido teorema
2 deg(x) =2m.
xeG
En la construccién de la grifica H a cada vértice x € G se le agregan A — deg()

aristas (vértices), entonces el nimero total de aristas nuevas es igual a

4.1.1) s= Y (A—deg(x)) =Y A= deg(x) =nA—2m

X€G VG veG

que es también el nimero de vértices nuevos. Por consiguiente

(4.1.2) n=n+nA-2m=n(A+1)-2m
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y
(4.1.3) m =m+nA—2m=nA-m.

Con todo lo anterior estamos en condiciones de probar la siguiente proposi-
cion.

Proposicion 9. Sea G una grdfica finita de grado mdximo k = A(G), entonces
existe una grdfica finita H tal que G es una subgrdfica inducida de H, v H ¢s k -

regular

Demostracion. Por la proposicion 8, el nimero de aristas nuevas unidas a los

vértices de G necesarias para que todo vértice x € G tengan grado & en H es
s=nk—2m.

Podemos suponer que s > k, porque siempre podemos agregar K — | aristas nuevas
a los vértices de grado | que sean necesarios para que esto se cumpla. Construimos
inicialmente la grafica de la proposicion 8. Para que esta grafica sea & regular, a
los s vértices de grado uno les faltan k — | aristas. Para colocar estas aristas en los

s vértices de grado uno, construir la secuencia

dk—1,.. k=1
[

s elementos

Por la proposicion 7 esta secuencia es realizable si, v s6lo si,

I. (k—1)ses par.



CAPITULO 4. EXTENSIONES EN GRAFICAS 27

La segunda condicion se cumple por la suposicién hecha sobre el valor de s.
Unicamenente es necesario comprobar que (k— 1)s es par. Esto lo hacemos con-

siderando dos casos:

caso 1. Si & es par, entonces por la formula 4.1.1, s es par y (k — )5 es par por

lo que la secuencia es realizable.

caso 2. Para k nimero impar, (k — |)s es par, y entonces la secuencia es reali-

zable.

Colocar las k — I aristas en los vértices de grado uno usando cl algoritmo de
Havel - Hakimi que se presenta en el corolario 1. Die esta manera se obtiene a la
grifica k - regular H que contiene a G como subgréfica inducida y, ademas, s1 H

tiene n’ vértices y m’ aristas entonces, por la proposicion 8.

n' =nlk+1)-2m

/
m = nk —m.

Pueden existir casos en que el tamafio de la grdica H se puede reducir, en la

siguiente proposicion consideraremos uno de ellos.

Proposicion 10. De la proposicion anterior, sea 5(G) el grado minimo de la grafi-
ca G. Sik|syc>k—0(G). donde c =s/k, entonces se puede construirla grdfica

H con n+c vértices.
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Demostracion. Se usard s,, = k — deg(x;) para derotar el nimero de aristas que
requiere el vértice x; € G para que tenga grado k y s = Zs,, La grafica H sc con-
struye de la siguiente manera:

Poner ¢ nuevos vértices alrededor de la grifica G, al conjunto de estos vértices
lo denotaremos por Y. En esta demostracion un paso quiere decir: poner un arista

entre un vértice de G y un vértice de Y.

1) Tomese cualquier vértice x; € G, y Unanse s,, aristas entre este vértice y s,

vértices distintos en Y'; esto se puede hacer porque ¢ > k — 8(G).

2) Contintese con otro vértice x; € G y nanse Sy, aristas entre este vértice

y sy, vertices distintos de ¥, de tal manera que en cada paso se cumpla que para

yi.v; €Y. | deg(y;) —deg(y;) |< 1 paratodoi,je {l.....c}.

3) Repitase el punto 2 hasta terminar con todos los vértices de G.

Cuando el proceso termina, a cada vértice x; € G se le han agregado s,, aristas
conectadas con los vértices de Y; es decir, la suma de los grados de los vértices
de ¥ es igual a s. Por el punto 2, estos vértices tienen grado k o k — |. Sean « el
nimero de vértices de grado k y b el nimero de vértices de grado k — |, entonces

¢=a-+bycomo s = kc, tenemos que

s = ka-+(k—1)b,
ke = k(a+b)—b,
ke = kc—b.

b = 0.

Por lo tanto, todos los vértices en Y tienen grado k.
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4.2. Graficas con aristas coloreadas

El algoritmo que aparece en la demostracion de la proposicion 9 se puede
usar para graficas con aristas coloreadas, la notacion deg;(x) significa el nimero

de aristas del color i que son incidentes a x, y se le llamara el grado del color i en x.

Teorema 5. Sea G una grdfica con aristas coloreadas con l colores, n vértices v
m aristas. Sea k; el grado mdaximo del color i, coni & {1,...,1} entonces existe una
multigrdfica H con aristas coloreadas con | colores tal que G es una subgrdfica
inducida de H, y en H se cumple que para todo vértice x € H, degi(x) = k; para
todoi e {l,..,1}

Demostracion. Sea m; es el nimero de aristas de color i, de modo que m = 3 m,.
Por la proposicion 8 se requieren de s; = nk; — 2m; aristas de color i para que cada
vértice x € G tenga grado k; en H. Sea k = Y k;, s = ) 5;,. Podemos suponer quc
si > k; — 1 para cada color { y, podemos suponer quz s > k — | por lo que s > s,.

Usando la misma idea que en la proposicién 9, pare cada color i construiremos la
secuencia d; : s;, ki, kiy, ..., ki con k;, = k; para todo j € {I,...,s}, esta secucncia
serd realizable si la suma 2; = s5; + sk; de los elementos de la secuencia d; es pary
si cumple con la segunda condicién del teorema de Erdds y Gallai. Se comienza

probando la segunda condicion.

Tenemos que s > s, s; > k;j y s > k;. Para la secuencia d;, la segunda condicion

de Erdos y Gallai es igual a
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J s 1
4.2.1) si+ z ki< jj—1)+ z min{j. k;} paral < j < s+ 1.
1=2 m=jil

Para | < j < k, la desigualdad se convierte en

sit (= Dk < jU=D+(-J+ 1)
sit (= Dk < jU=D+js= (=1
si+(J— Dk < Js.
Para demostrar que se cumple la desigualdad anterior partimos de
k, < s,
=Dk < sli=1)=sj=s.

Como s; < s nos queda que

Si+ (./- I)kl < Js.

Para el caso en que k; < j < s+ | ladesigualdad 4.2.1 se convierte cn:

sit (= Dk < j(j = 1)+ (s =+ Dk
Para demostrar la desigualdad anterior partimos de
ki <,
k+1 < .

(j—=Dk+1 < j-1.
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Como s, < s nos queda que

si+ (= Dki<jli—D+s=j+1,

st (= Dk < (= D (5 =+ ke

Probaremos que la suma de los enteros en la secuencia d;, 2; = s, + sk;. ¢s par.
De la proposicion 8, s; = nk; — 2m; y s = nk — 2m. Consideramos los siguientes

cuatro casos.

I. Stk es par, n par o impar entonces s es par y tzndremos los siguientes sub-

Cdsos

a) Sik;es par, n par o impar entonces s; €s par y X; s par.

b) Si k; es impar, n par entonces s, €s par por lo que Z, es par.

¢) Sik; es impar, n impar entonces s; €S impar y ; es impar.

En el caso |-c, la secuencia no seria realizable, pero se puede agregar un
nuevo elemento con valor &; a la secuencia d;, llevandonos al caso [-b que

es realizable.

o

St k es impar, n par entonces s es par. Como n s par entonces s, €s par para

k; par o impar. Por lo tanto 2; es par.
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3. Sikes impar, n impar enténces s es impar.

a) Sik; es par, n impar enténces s, €s par, y  €s par

b) St k; es impar, n impar enténces s; es irpar lo que nos lleva a que X

sea par

Por lo anterior todas las secuencias d; son realizables de manera independiente.
La multigrafica H que pide la proposicion se construye de la siguiente manera:
Comenzar con un color /, realizar la grafica de la secuencia d; usando la algoritmo
de Havel-Hakimi, considerando a la grifica G como el “vértice” de grado s; (el
namero de aristas de color i que vienen de ), una vez hecho esto conlinuar con
la secuencia del color j y realizar la grifica de la secuencia d; usando los mis-
mos vértices que en el color anterior, y la grifica G como el vértice de grado v,
continuar de igual manera hasta terminar con todos os colores. Con lo anterior se
obtiene una multigréfica tal que para todo vértice x en H, deg,(x) = k; para cada
color i, y G es subgréfica inducida pues basta quitar los s nuevos vértices en H

para obtener G.

Pregunta: ;El teorema anterior es valido si se pide que la multigrifica A sea

una grafica simple?.

Considero que la respuesta a la pregunta es afirmativa, incluso que se pucde
utilizar una construccién muy similar a la del teorema anterior. Solo faltaria garan-

tizar que con el algoritmo presentado no se obtiene ana multigrafica .
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4.3. EPPA para graficas finitas

En esta seccidn se presenta la prueba detallada que proporcionan Herwing y
Lascar [9], ya que una parte del trabajo fue el de programar computacionalmente

este algoritmo.

Notacion. Para un conjunto finito X de tamafio m y un entero positivo &, C,f‘
denota el conjunto de todos los subconjuntos de X de cardinalidad &. Cffk denota
el conjunto de todos los subconjuntos de X de tamafic menor o igual que .

El tamano del conjunto C,f( se denota por C}"' que es igual al coeficiente binomial

(%)

Definicion. La grafica I'(X k) es una grifica que tiene como vértices a los
elementos de C,f( y las aristas E se definen por: para a,b € C{, ab € E s1, y s6lo
si, aNb # 0. Este tipo de graficas son muy interesan:es porque son r-regulares y,
ademads, cada permutacion de los elementos de X induce un automorfismo sobre

las grificas I'( X, k).

Definicion. La grafica I'(X, 4, 1) es una grafica que tiene como vértices a los
elementos de C,i( y las aristas E se definen por: para a,b € C,f( ab € E si, y solo
si, [anb |= 1.

La grafica ['(X,k) es usada por Herwing y Lascar en su demostracién. En
este trabajo se utilizard la grafica ['(X, k. 1) porque “iene las propiedades que nos
interesan y ademads tiene menor cantidad de aristas que la grdfica I'(X , k).

Debido a su utilidad, en este trabajo se da una definicion alternativa de gralica.

Definicion. Una grdfica general G es una terna ordenada (V(G),E(G),y¢)
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constituida por un conjunto V(G) de elementos llamados vértices, un conjunto

E(G) disjunto de V(G), de elementos llamados aristas, y una funcion de inciden-
‘ V(G , o

cia yg : E(G) — C<(2') que para cada arista se cumple alguna de las siguientes

tres condiciones:

. ¢ asocia la arista e a un subconjunto de V(G) de tamano dos. y¢(e)
{u,v}. Decimos que la arista e tiene dos vértices extremos y la llamaremos

simplemente arista.

2. g asocia la arista ¢ a un subconjunto de un elemento de V(G), y¢(e) =

{u}, 1a llamaremos arista con un extremo.
3. W asocia la arista e al conjunto vacio. La llamaremos arista sin extremos.

En la figura 4.3 se observa un ejemplo de grdfica general.

Figura 4.1: Grifica general

Proposicion 11. El grado de cualquier vértice a de la grdfica T'(X k. 1) con

| X |[=mes
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Demostracion. Seaa = {xy,x2,....x; } cualquier elemento de los vértices de I'(X . k. 1).
El grado de « es, por definicion. la cardinalidad del conjunto de sus vecinos, quc

en este caso es

N(a)={b:lanb|=1.be;}.

Para determinar el nimero de elementos que tiene este conjunto primero calcu-
laremos €l numero de conjuntos b € Cf tales que ¢« Nb = xy, para csto fijamos
el elemento x; como un elemento en b, al conjunto X le quitamos todos los ele-
mentos en «, obteniendo el conjunto X’ = X — « con cardinalidad | X" |= m — k.
Para que se cumpla aNb = x|, los k — | elementos ce b que faltan se seleccionan
del conjunto X’, esto se puede hacer de C,’\,”_‘l‘ formas, que es el nimero buscado.

Como el vértice a tiene k elementos entonces la card:nalidad del conjunto N(a) es
—k
k mn .
k—1

De aqui en adelante se usard [ en lugar de I'(X, &, 1) a menos que sc preste @

igual a

confusion.

Proposicion 12. Toda permuiacion ¢ de X induce un automorfismo naiural o

sobre I,

Demostracion. Sea o cualquier permutacion de X, sean a,b € V(I'), definimos
0*(a) = {o(e) : e € a}. Es claro que 6*(a) y 0" (b) pertenecen a V(I'), lo tnico
que es necesario demostrar es que si ab € E(I') entonces o*(a)a™(b) ¢ E(1).
es decir, que | 67 (a) N o*(b) |= |. Por la definicion de un arista en la grifica [,
anb={x} paraalginx € X. Seax’ el elemento en X al cual es enviado x al aplicar

la permutacion G, como x € a y x € b entonces X' € o(a) y X' € o(h) por lo que
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X' € o(a)No(b). Falta probar que es el tinico elemento en la interseccion de o(«a)
y o(b). Supongamos que existe v € o(a)No(b) ccn y' # X/, entonces v € o(a)
y v € 6(b). Si y es la preimagen de V' con la permutacion o se tienc que v € a 'y

v € b, por lo tanto y € aNb lo cual contradice el que aNb = {x}.

Definicion. Una subgréfica I'g de ['(X, 4, 1) es pobre si cumplc las siguientes

condiciones:
|. Paratodox€ X,card{a € [h:x€a} <2.

2. Paratodoa,b € g, st a # b entonces card (arb) < I.

Lo que nos dicen estas condiciones es que cualquier x € X pertencce a lo mas
a dos elementos diferentes de I'y y cualquier pareja @ # b en 'y tiene a lo mds
un elemento en comun en X. Con esta definicion podemos obtener la siguiente

proposicion.

Proposicion 13. Cualquier isomorfismo entre dos subgrdficas pobres 1"y v 175 de

" se extiende a un automorfismo de I'.

Demostracion. Sea f: 1" — ' un isomorfismo entre I'} y . Se construird una
permutacion ¢ de X tal que ¢* (automorfismo inducido por o) extiende /. Sea
x € X. Existen tres casos:

i) x pertenece a dos elementos a 'y b en I'|. Enionces se elige o(x) igual al

inico elemento de f(a) N f(b).
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11) x pertenece a un unico elemento « en I'. Entonces sea o una biyeccion

entre €sta x en ¢ y una y que Unicamente estd en f(a).

111) x no estd en ninguno de los elementos de I'}. Sea ¢ una biyeccion entre

ésta v y una y que no estd en ninguno de los f(a).

Siguiendo el procedimiento anterior para todo x € X se obtiene una permutacion
o de X.

Proposicion 14. Sea G una grdfica finita, entonces existe un conjunito finito X, un

entero positivo k y una subgrdfica pobre Ty de I'(X .k, 1) que es isomorfa a G.

Demostracion. Sea Xq el conjunto de aristas de la 2rdfica G (con n vértices y m
aristas). Para cada vértice x € G, sea f(x) = {e € Xc; ¢ es incidente a x}. Si

| f(x) |=k con k > 1 para todo x € G , hemos terminado porque f s un iso-
morfismo de G a una subgrdfica pobre de I'(Xq.k, 1). En caso de que G no sca
k — regular, a cada vértice x € G agrégense k — deg(x) aristas. Sea X ¢l conjun-
to de las nuevas aristas en G, por la proposicion 8 ¢l tamano de este conjunto es
s =nk —2m. El conjunto X se construye con la union disjunta de Xy y X;. De esta
forma es posible definir un isomorfismo f de G a I'"X &, 1), y es fidcil probar que

la imagen de G en I'(X ,k, 1) es una subgrdfica pobre de 1'(X &, 1).

Dado que cada subgréfica de una subgrifica pobre de I'(X,k, 1) es pobre ¢n-
tonces, como consecuencia inmediata de las proposiciones 13 y 14, se obticne cl

teorema siguiente.

Teorema 6. (Hrushovski) Sea G una grdfica finita. Entonces existe una grafica
Sinita Z conteniendo G como una grdfica inducida, tul que cada isomorfismo entre

subgrdficas inducidas de G se extienden a un autonorfismo de 7.
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Donde Z es la gréafica I'(X .k, 1). La cardinalidad del conjunto X de la proposi-
cion 14 es nk — m (proposiciéon 8). Por la construccién de I'(X, 4k, 1) y como
C,’(’k‘”’ < (kn)*, tenemos que el orden de la grifica Z < (kn)*. La construccién
de Hrushovski [13], da una grifica de orden Z < (2n2")!, notandose claramente la

mejoria que se obtiene con la construccion de Herwing y Lascar.

Se realiz6é un programa en Maple9®© siguiendo la construccién presentada en
esta seccion. Se ha incluido como paso intermedio el de expander la grilica G a
una grafica regular G’ el cual se basa en un algoritmo dado por Millieten | 14]. En
el apéndice A se presentan algunos resultados obtenidos con este programa y cn

el Apéndice B aparece su codigo.

4.4. EPPA para graficas con aristas coloreadas

Definicion. Sean dos grificas G y H con sus aristas coloreadas por el conjunto
de colores U = {1,...,1}, con funciones ¢g : E(G) — Uy ¢n : E(H) — U, deci-
mos que la funcién fy : G — H es un ¢-isomorfismo con ¢ € Sym (U ). si existe
un isomorfismo entre las grificas Gy H (sin coloracion) y ademads se cumple que

O(@ (uv)) = @n (fo(uv)).
Definiciéon. Un ¢-automorfismo de G es un ¢-isomorfismo de G en G.

Definicion. Sea X un conjunto finito cuyos elementos son coloreados por el
conjunto U de tamafio /, ¢x : X — U, donde @y es una funcion suprayectiva. X'
denota el subconjunto de X que contiene a todos los elementos de X del color 1.
['(X,k,l, 1) denota la gréfica con aristas coloreadas definida de la siguiente mane-
ra: Como conjunto de vértices ' = {a :a = Uf:] a,a' e C,f,(i}. Para a.b € I', con

a # b existe un aristaentre a 'y bsi, y sélo si, | aNb |= 1. A esta arista se le asigna
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el color del elemento x' € aM b, de aqui en adelante por simplicidad se usard I en

lugar de I'(X,k,/, |) cuando se considere convenien:e.

La importancia de esta grafica es que toda ¢-permutacion o de X (permutacion
de los elementos de X que respetan ¢). con ¢ € Sym (U ), induce un ¢-automorfismo

o del.

Se puede observar que todo a € [ tiene k elementos de X de color i para
todo i € U. El siguiente teorema se aplica a la clase de grdficas con aristas colo-
readas que tienen ¢-isomorfismos entre subgrdficas inducidas (¢-automorfismos

parciales). Podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 7. Sea G una grdfica finita con aristas coloreadas. Entonces existe una
grdfica finitu con aristas coloreadas H que contiene a G como grdfica inducida tul
que cada §-automorfismo parcial de G puede ser extendido a un Q-automorfismo

de H

Demostracion. Se usara deg;(u) para denotar el nimero de aristas de color / in-
cidentes a u (grado del color i en u), deg(u) denota el nimero total de anstas
incidentes al vértice u (sin importar el color), y {uv}' denota la arista de color i

con vértices extremos u y v.

Clama 1. Sea G una grifica finita con aristas coloreadas, entonces existen
enteros positivos &, /, un conjunto finito X con sus elementos coloreados y una

subgréfica pobre ['g de ['(X,k,/, 1) isomorfa a G.

Demostracion. Sea U = {1,....1} el conjunto de los colores de las aristas de G,

sea Xé el conjunto de aristas de G de color i, y Xp = UXé el conjunto de todas
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las aristas de G. Para cada color i € U definimos k; =max{deg;(x) : x € G} como
el grado mdximo del color i, y sea k = max {k; : i € U}. Primero construir una

erdfica general G’ de la siguiente manera:

A cada vértice x € G agrégense k — deg;(x) aristas de color i para todo i & U.
Dendtese con X, al conjunto de todas las aristas que se agregaron (aristas con un
solo estremo). El conjunto de aristas de G’ serd X = XglJX,. Si tenemos quc
o € Sym (U), 0(i) = j para i, ] € U, coléquense las aristas independientes quc

sean necesarias para que se cumpla que | X' |=| X/ |, donde X' y X/ son respec-

tivemente, el conjunto de todas las aristas de color i y de color j, en la grafica G'.
Denotaremos con X> al conjunto de todas las aristas independientes (sin vértices
en los extremos). El conjunto total de aristas de G’ serd X = U_%:,(,Xj. Con es-
ta construccién se obtiene que G es una subgrifica de G’ con V(G) = V(G'),

E(G) C E(G') y paratodo x € G, deg;(x) =k, deg(») = kl.

Con el conjunto X, el valor de k£ y | podemos construir la grafica ['(X . k.[. 1)
usando la definicién dada anteriormente.

Se probard que G puede encajarse en [ por la siguiente funcion: para todo
x€ G, mix— {e€ X,;eesincidente ax}. Paratodox € G, t(x) € I" porque x ticne
grado k para cada i € U y aparecen todos los colores, 1(x) es inyecliva porque
ki > 1,y paratodo x # y, x,y € G se cumple que:
loyl, si {xy} es un arista de G de color i,

m(x) NTYy) =
() ) 0, cualquier otro

Por lo que {xy}' es un arista de G si, y s6lo si,

nx)N7(y) |= 1, si, y sélo si,
{n(x)n(y)}' es un arista de " de color i. Por lo anterior 7 proporciona una funcion

que encaja Gen I
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Sea I'p la imagen de G en I'(X .k, 1) dada por . Se demuestra que la subgrafi-

ca [y es pobre.

La segunda condicién que debe cumplir una subgrafica pobre (V a.lr € 'y, si
a # b entonces card (aNb) < 1) se cumple por la construccién de la grifica |
Para la primera condicién debemos probar que ¥V x € X, card{a € I’y 1 x © a} < 2.
Si a € Ty entonces existe u € G tal que m(u) = «, y tenemos que x € T(u) = a si
x es un arista incidente a «. Como toda arista puede: ser incidente a lo mds a dos

vértices entonces se cumple que card{a € 'y : x € a} < 2.

Clama 2. Todo ¢-i1somorfismo entre dos subgrificas pobres I} y I'h de [ se

extiende a un ¢-automorfismo de T’

Demostracion. Si f, es un ¢-automorfismo parcial de G, dom( fy) y ran( /o) de-
notardn su dominio y rango respectivamente, el complemento del dominio de f,

se definird por dom( fy) = X —dom( fy) y parael ranzo ran(fy) = X — ran( fy) Por

la construccién de X es facil ver que | dom( fy) |=! ;Zl)”l(fq,) | y aun mas si (i) =

se tiene que card {e' : &' € dom(fy)} = card {e/ : ¢/ € ran(fy)}.

Sea fy: 'y — I'; un ¢-isomorfismo entre '} y I'2. Se construird una ¢-permutacion

o de X tal que 6™ ( ¢-automorfismo inducido por 0) extiende fy. Sea x € X. Como

"y y ['2 son subgraficas pobres de I" entonces existen tres casos:

1) x' pertenece a dos elementos ¢ y b en I'y. En‘onces se elige o(x') = / tal

que X/ € fo(a) N fy(b), esto se puede hacer porque f, es un ¢-isomorfismo.
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2) x' pertenece a s6lo un elemento « en I'}. Entonces se elige (1) = v/ como
una biyeccion entre aquella x' en a y la x/ que tinicamente esti en Jola) y que
cumpla que ¢(i) = j. Esto se puede hacer porque el nimero de aristas del color 1

en a es igual al ndmero de aristas del color jen fy(a).

3) x* no pertenece a ninguno de los elementos de I'y. Sea 6(x') una biyeccién
entre la X' y la ¥/ en ninguno de los fy(a). Esto se puede hacer porque el ndmero

de las aristas de color / en d()m(f_) es igual al nimero de aristas de color j ¢n
ran( f).
Siguiendo este procedimiento para todo x € X, ¢ define una ¢-permutacion de X

que induce un ¢-automorfismo de I" que extiende a fj .

Por la clama | toda grdfica G es encajada en una subgrdfica pobre de I'. Es
facil ver que una subgrdfica de una subgrifica pobre también es pobre entonces

por la clama 2 obtenemos la conclusion del teorema. ]




Capitulo 5

Conclusiones

El concepto de extension de automorfismos parciales en estructuras linitas, es
de gran importancia en algunos campos de las matematicas, tales como la teoria

de graficas, teoria de modelos finitos y teoria de grupos.

Uno de los objetivos del trabajo fué el demos:rar que las digrdficas finitas
tienen la propiedad de extension para automorfismos parciales (EPPA). En la de-
mostracion se utiliza la técnica que Hrushovsky introduce en [13]. A pesar de
seguir el mismo procedimiento, la demostracién no es trivial puesto que la cons-
truccién se adapto en muchas partes en las que era necesario trabajar con ¢l con-

junto de los vecinos de un vértice.

Parte del trabajo consistié en dar un algoritmo para extender una grilica G a
una grifica k-regular H. Esto se hizé porque en una parte de la demostracion que
presentan Herwing-Larcar [9] del teorema de Hrushovsky [13] (las graficas finitas
tienen la propiedad EPPA), resulta mds fdcil si la grifica original es k-regular. La
ventaja del algoritmo que se presenta en este trabajo sobre el de Milliet [14] es
que no es necesaria la suposicién de que el grado maximo de la grafica G es impar

y ademds se puede generalizar para extender una grifica con aristas coloreadas a
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una multigrafica k-regular.

Otra parte del trabajo fué el demostrar que las grificas con aristas coloreu-
das tienen un tipo de extension de automorfismos parciales, para ello se adapto lu
técnica de Herwing-Lascar, pero se introduce el concepto de grafica general para
facilitar la demostracion y, ademads se construye una variante de la gradfica | pre-

sentada por ellos.

Gracias a los trabajos de Herwing, Lascar, Hodkinson, Otto, et al., se puede
apreciar que los problemas de extension de automorfismos parciales se atacan
de mejor manera si se trabaja con estructuras con lznguaje relacional finito. De
esta manera se obtienen resultados mas generales que pueden aplicarse a prob-
lemas de este tipo en la clase de las graficas, de esta manera Herwing demostro
que las hipergréficas tienen la propiedad EPPA [7]. Pero también, cs interesante
buscar demostraciones puramente combinatorias, quz fue lo que se hizo en la de-

mostracion para graficas con aristas coloreadas.

Un problema que queda pendiente de esta tesis es el de demostrar quce ¢l teo-
rema S es valido si la multigrafica H se sustituye por una grafica simple. Ademdis
se podria intentar una variante del problema considerando “casi” automorfismos

parciales.



Apéndice A

Ejemplos

A.1. Gréaficas I'(X, k) y I'(X,k, 1)

Se realizé un programa en Maple9¥ para dibujar graficas N(X k) y gréficas
I'(X,k, 1), donde X = {I....,n} es el conjunto de los enteros de uno hasta n, y k
€s un numero entero positivo (ver la seccidn 4.3 para una descripcion detallada de
estas grdficas). El codigo del programa se presenta en la seccién B.1 del Apéndice
B.

La figura A.1 muestra la gréfica I'(X,3) con X == {1,...,5}, esla grifica cs 9-
regular, el nimero de vértices es n = 10 y el nimero de aristas es m — 45.

La figura A.2 muestra la grafica I'(X,3,1) con X = {1,...,5}, esta grifica cs

3-regular, tiene diez vértices y quince aristas. Esta grafica es conocida como la

grafica de Petersen.

A.2. Extension de Automorfismos Parciales

Se realizé un programa en Maple9® (expanding.mw) que hace lo siguiente:
Dada una grafica G con grado médximo k& (impar), encuentra una grafica H k-

regular con m aristas que contiene a G como subgrdfica inducida. Ademads, dado

45



APENDICE A. EJEMPLOS 46

Figura A.l: Grifica I'(X,3) con X = {I,...,5}

un conjunto de automorfismos parciales de G el programa calcula los automor-
fismos (totales) en la gréifica ['(X 4, 1) tales que extienden a los automorfismos

parciales de G, siendo X el conjunto de las aristas de la grifica H.

Como datos de entrada se da una grifica G, y los dominios y rangos de un con-
junto de isomorfismos entre subgraficas inducidas de G. Como salida ¢l programa
entrega una grafica H k-regular y un conjunto de permutaciones que inducen au-

tomorfismos en la grifica I' y que extienden los automorfismos parciales.

La figura A.3 muestra una grafica G con cuatro vértices, cinco aristas y con
grado mdximo igual a tres, esta grafica se utilizara como dato de entrada al pro-
grama “‘expanding” (el cédigo del programa se presenta en la seccion B.1 del
Apéndice B).

Como automorfismos parciales se consideran 1os isomorfismos f| y f> entre

subgrdficas inducidas de G que se muestran en la figura A.4. El isomorfismo /|
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Figura A.2: Grifica I'(X.3.1) con X = {I,....5}

tiene como dominio dom(f1) = {1,2} y como rango ran(f) = {2,3} y cl iso-

morfismo f; tiene dom( f) = {2,3} y ran(f2) = {2,4}.

La figura A.5 muestra la grifica 3-regular H obtenida por el programa. Es
claro que esta grifica contiene a G como subgrifice. inducida. La grifica H tiene

ocho vértices y doce aristas.

Los conjuntos de aristas incidentes a cada uno de los vértices son los siguicn-

tes:

Y(l)={e3, e5,e6)
Y(2)={e2,e3,ed}
Y(3)={el,ed,eT)
Y(4)={el,e2, e}
Y(5)={e5,e9,el2}
Y(6)={eb,e9,ell)
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Figura A.3: Gréfica G con grado miximo k =3

1 G1 2 2 G2 3
[} ° [} [ ]
A A A A
Ty G2 \ f2 v G3 \
[} [} P °
2 3 4 2

Figura A.4: Isomorfismos f} y f> entre subgrificas inducidas de G

Y(7y={eT7,el0,ell}
Y(8)={e8,ell,el2}

Los isomorfismos f y f> en la imagen de G en [ quedan de la siguiente manera

fl: Y(1)={e3,e5,e6} - Y(2)={e2,e3,ed}

Y(2)={e2,e3,ed} - Y(3)={el,ed,e7}
f2: Y(3)={el,ed,e7} - Y(2)={e2,e3,ed}
Y{(2)={e2,e3,ed} - Y{(4)={el,e2,e8}
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Figura A.5: Grafica H O G, 3 - regular
Las permutaciones que obtiene el programa en notacion ciclica son:

f1x (el e5 e2) (el ed e7 eb)

f2x

(el e3 eB e7 ed e2)

Estas permutaciones extienden a los automorfismos parciales f y f> e inducen un
automorfismo en la grafica I'(X.3, 1) que se muestra en la figura A.6. El conjunto
X estd formado por el conjunto de las anstas de G, nds el numero de aristas de la
grafica H que son necesarias para que los vértices de G tengan grado tres (en total
ocho aristas). El nimero de vértices de la grafica I'(X,3, 1) es n = 56, el nimero

de aristas es m = 840, y tiene grado maximo A = 3(.
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Figura A.6: Gréfica ['({1....,6},3,1)




Apéndice B

Codigos de los programas

Codigo del programa en Maple9' para dibujar graficas 1'(X.k) y grificas
(X k. 1).

B.1. Programa para I'(X,k)y I'(X,k, 1)

restart:
tgrafoGX1l.mw
#programa para construir Gamma (X, k) y Gamma(X,k,1)
with({combinat, choose):
m:=5; #CONJUNTO X=(1,...,5}
n:=3; #VALOR DE k
#calcula los vertices (subconjuntos de X tamafio k)
vert:=choose(m, n):
numerov:=nops (vert) ; # numero de vertices
#CALCULA LAS ARISTAS DE G(X,n,1)
for 1 from 1 toc numerov do; #arreglc para los vertices
v(i):={oplop(i,vert))};

end do;
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o)
]

k:=0:
#ciclo para realizar todas las interseccliones

for 1 from 1 to numerov do;

for j from 1+l to numerov do;

Ji

inter:= v(1) intersect v(j);# interseccion
fnumero de elementos en la interseccion
ninter:=nops(inter);
# si la interseccion es diferente del vacio

i1f ninter <> 0 then

# s1 la interseccion es igual a uno forma un arista
#1f ninter = 1 then

k:=k+1;
arista(k):=[v(i),v(7j)];#arista como pareija de subconjuntos
aristan(k):={i,3}; #arista como pareja de numeros
end if;
end do:
end do:
#calculos por formula

#grado maximo del nuevo gfafo

gm:=binomial (n,1)*binomial (m-n,n-1);
nvertices:=binomial (m,n); #numeroc de vertices

naristas:=gm*nvertices/2;
k; # numero de aristas
tciclo para formar un arreglo con las aristas
AGREGAR:={}: #para formar las aristas
for j from 1 to k do;
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AGREGAR:={0op (AGREGAR) ,aristan(j)};
end do:
AGREGAR:
agregar :=op (AGREGAR) : 4#todas las aristac en un arreglo
with (networks): #paquete para graficas
G := graph( {$1..nvertices}, {agregar}): #$
draw(G) ;

B.2. Programa para extender automorfismos parciales

Codigo del programa en Maple9© que, dada una grafica G, encuentra una
grafica H k - regular que contiene a G como subgrafica inducida. Ademis, da-
dos automorfismos parciales f de G, el programa encuentra f* automorfismos en
la grafica homogénea I O G que extienden a f. El programa requiere de varios

procedimientos los cuales aparecen en la siguiente seccion.

restart:
BEBHBHARARUBAR BRI B BB BBARAR AR A RN A AR a0
#PROGRAMA USANDO ALGORITMO EN ARTICULO DE MILLIET
texpanding .mw
#usa procedimientos numearista.m,nuevografo.m,gkregular.m
#extensioén.m, se encuentran en procedimientos.mw
# INTRODUCIR DATOS DEL GRAFO

with(networks) :

#Datos de entrada: grafo X

G := graph( {1,2,3,4},{{1,2},{2,3},{3.4},(4,1}}):

#ciclo para diferentes funciones
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numerof:=1: #numero de funciones (ejemplo f_11)
dominio(1l):=[1,2]: #elementos del dominio de f 1
rango(l):={2,3]: #elementos del rango ce f 1

#termina el ingreso de los datos

ka:=0;
n:=nops(vertices(G)); # Numero de vertices
valencia:=maxdegree(G); # Grado maximo

ne:=nops (edges (G));

draw(G); #dibuja la grafica G

degreeseq(G) ;

#Ciclo que checa si tiene grado diferente

for im from 1 to n do;

gradox:=vdegree(im,G) : # grado del vertice j (x)
#diferencia entre el grado maximo y deg(x)

dif:=valencia - gradox:
# condicional principal:

#S1 algun deg(x) es dif. al grado maximo- construir Y’
if dif <> 0 then

#llama procedimiento para construir grdfica H k regular

read "gkregular.m":

gkregular(G,n);

break; #sale del ciclo
end if; # fin condicional principal
end do:
draw(G) ; #dibuja el grafo k regular

gm:=maxdegree(G) ;

#obtiene datos de grafica G (k regular)
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nvertices:=nops(vertices(G)); #num. de vertices
naristas:=nops(edges(G)); #num. de aris:as
nverticesn:=nvertices-n; #num. vert. ex:ras
nverticesnf:=gm*n-2*ne;
naristasex:=naristas-ne;
naristasexf:=(gm+l)* (gm*n/2-ne);
n;
aristas:=nops(edges(G)):
m:=nops{aristas);
degreeseq(G) ;
#ciclo para checar las incidencias
for i from 1 to nvertices do;
iny (i) :=incident (i,G);
end do;
#ciclo para iniciar la extensidn de isomorfismos
for c¢i from 1 to numerof do
Dom:=dominio(ci); #valor del dominio
Ran:=rango{ci); #valor del rango
#Llama a procedimiento para
#encontrar una permutacion que extiende al isomorfismo
# a un automorfimo
read "extension.m";
fprocedimiento para llamar a permutacion
ya:=extension (G, Dom,Ran); #imprime el automorfismo

end do;
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B.2.1. Procedimientos usados en el programa principal

El programa de la seccion anterior requiere de dos procedimicntos; uno para
construir la gréafica k-regular H (“gkregular.m”) y otro para extender los automor-

fismos parciales de G a automorfismos de I' 2 G (“extension.m™). Estos procedi-

. mientos se presentan a continuacion.

Procedimiento para construir la grifica k-regular H que contenga a G de gra-
do maximo k (impar) como subgrafica inducida. Este procedimiento requicre del
procedimiento “‘gkregular.m”.

#Procedimiento para grafica K-regular
gkregular:=proc(G,nver) #cam 1
local no,gm,nuvcir,n,nvertices,circ:

® local pverticen,limite,valmod,i,j,val;
n:=nver:
read "nuevografo.m":
#LLAMA AL PROCEDIMIENTO PARA CREAR GRAFO Y aumentado’
#E1 procedimieno nuevografo aumenta los vertices y aristas
#necesarios para que todos los vertices de G sean k regulares
#pero no coloca aristas entre los vertices nuevos
nuevografo (G,n);
degreeseq(G) ;

° no:=nops(vertices(G)): #numero de vertices del grafo Y
gm: =maxdegree(G) ; #grado maximo en 1 nuevo grafo

nuvcir:=no-n: #numero de verticas en el circulo

#checa cuando el numero de vert. en el circulo
#es menor al grado maximo

# si es menor se agregan nuevos vertices
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if nuvcir < gm then
n:=no:

#LLAMA AL PROCEDIMIENTO PARA CREAR NUEVC GRAFO Y'
nuevografo (G, no);

degreeseq(G) :

no:=nops(vertices(G)):

gm:=maxdegree (G) ;
end if;

#ciclo para formar las aristas

#con los nuevos vertices en el circulo;

#cuando numero de vert. en cir >= grado maximo
nvertices:=no: #numero de vertices
circ:=(gm-1)/2: #valor para conectar los nuevos vertices
pverticen:=n+l: # valor del primer nuevo vertice
limite:=nvertices - circ:#ultimo vertice que se conecta
valmod:=nvertices+l: #valor del modulo

for 1 from pverticen to nvertices do;

for j from 1 to circ do;
#vertice al que se conecta el vertice i
val:=(7 + 1) mod valmod;

kcondicional para vert. mayores al ultimo vert

if val < j then val:=val + n + 1 end 1if;

addedge ({1i,val},G);

end do:
end do:
G; #resultado del procedimiento

end proc:
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#Fin del procedimiento para grafo K regular

save gkregular, "gkregular.m";
Procedimiento "‘nuevografo.m”.

##PROCEDIMIENTO PARA CONSTRUIR UN GRAFO AUMENTADO ##

#E]1 procedimieno nuevografo aumenta los vertices y aristas
#necesarios para que todos los vertices de G sean k regulares
#pero no coloca aristas entre los vertices nuevos
nuevografo:=proc (G,nv)

local j,1,gradx,dif,val,valencia,gm:

local final,no, AGREGAR, k, numvertnu:

# nv numero de vertices del grafo

# gm grado maximo impar
valencia:=maxdegree (G): #grado maximo de. grafo
val:=valencia mod 2: #para checar si el ¢gm es par o impar
if val = 0 then gm:=valencia +1 else gm:=valencia end if;
#si es par gm se aumenta en 1
no:=nv; #variable para incrementar el nunero de vertices
fciclo para agregar los vertices y las aristas que restan
for 7 from 1 to nv do;

gradx:=vdegree(j,G) : #grado del vertice 1 (x)
dif:=gm-gradx: #diferencia entre el maximo grado y deg(x)
if dif <> 0 then #si existe diferencia agregar vertices
final:=no+dif; #numero final del ultimo vertice a agregar
addvertex ({Sno+l..final},G): #Sagregar vertices

#CICLO PARA AGREGAR LAS ARISTAS

AGREGAR:=[]; #

for k from 1 to dif do;
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AGREGAR: = [op (AGREGAR) , {j,no+k}];
end do:

no:=no+k-1;

addedge (AGREGAR, G) ;

end if

end do:

numvertnu:=no-n:

G; #resultado del procedimiento
end proc:

## FIN DEL PROCEDIMIENTO (nuevografo) ##
#salvar el procedimiento en MAPLE

save nuevografo, "nuevografo.m";

Procedimiento “extension.m”. Este procedimiento requiere del procedimiento “nu-

mearista.m’.

## INICIO DEL PROCEDIMIENTO extension ##
#procedimiento para encontrar permutacion que
fextienda a un isomorfismo dado.

#como datos recibe el dominio y rango d= la funcion
extension:=proc (G, Dom, Ran)

local m,nv,n,1i,j,k,e,iny, numfun,h,F,RA, nu,nuc,p, compa;
local po,compad, ra, im,dom,nada,a, b, jo, jor, bnu, permutan;

local permuta,permutacion,aristas,pe,ccmpar;

global r,d;
# nv numero de vertices del grafo
# gm grado maximo impar

aristas:=edges(G);

m:=nops(aristas); fnumero de aristas



APENDICE B. CODIGOS DE LOS PROGRAMAS 60

nv:=nops (vertices(G)); #numero de vertices
n:=nops{incident(1,G)); #valencia del vertice
for h from 1 to m do;
e(h):=op(h,aristas);
end do;
F:=Dom;
RA:=Ran;
numfun:=nops(F); # Numero de elementos en la funcion
#incidencias en los vertices de la funcicn
for j from 1 to numfun do;
dom:=incident (op(Jj,F),G); telementos cel dominio
ra:=incident(op(j,RA),G); #elementos cel rango
#llama al proc. para obtener el numero ce la arista
read "numearista.m";
d(j) :=numearista{dom) :
¥ (J):=numearistalra):
end do;
#Ciclo para ubicar la posicion de los elementos
#Ejemplos de la notacion:
#el elemento 1 de X esta en los elem. del dominio 2 y 3
#11,2,3]
#el elemento 2 de X esta en el elemento 3 del dominio
#02,0,3]
#el elemento 4 de X esta en ningun elemento del dominio
#(4,0,0]
for 1 from 1 to m do #inicio c-1

nu:=1:
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nuc:=1:
p(l):=0: #posicion para elementos del dominio
p(2):=0:

po{l):=0: # posicion para elementos del rango

po(2):=0:
for j from 1 to numfun do: #inicio c-2
if has (i,d(j)) = true then

#si el elem. 1 esta en d(j)
#el resultado lado izquierdo es "true"

p{nu):=7;4El elemento 1 esta en el elemento j del dominio

nu:=nu+l;
end 1if: #fin con-1
if has (i,r(j}) = true then

po(nuc):=j; #elemento 1 esta en el elenento j del rango
nuc:=nuc+1;

end if #fin con-2

end do: #fin c-2

#arreglo para acomodar elemento y su pos:.con en el dominio
afi):=[1i,p(1),p(2)];

#arreglo para acomodar elemento y su pos.con en el rango
b(i):=[1i,po(l),po(2)]:
end do: #fin c-1

# Fin del ciclo

# ciclo para formar las permutaciones siguiendo -

# el algoritmo en la demostracion de MILIIET

for 1 from 1 to m do: #inicio c-4

p{l):=op(2,a(l));#obtiene las posiciones

61
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#del elemento i en el dominio
p(2):=op(3,a(i));
for j from 1 to m-i+l do; #inicio c-5
# obtiene las posiciones del elemento i en el rango
po(l):=op(2,b(3));
po(2):=op(3,b(j));
#S1 las posiciones en el dominio y en rango son iguales
#se toma como permutacion
if p(l) = po(l) and p(2) = po{(2) then tinicio con-3
pe(i):=lop(l,a(i)),op(l,b(3)}];
#reenumerar los elementos del rango para no repetir
k:=1:

for jo from 1 to m-i+l1 do #inicio c-6

if 7 = jo then #inicio con-4
nada:=1:
else

bnu (k) :=b(jo}:

k:=k+1:
end if #fin con-4
end do: #fin c-6
for jor from 1 to k do: #inicio c-7

b(jor) :=bnu(jor):

end do: #fin c-7
break;
end 1f; #fin con-3
end do: #fin c-5

end do: #fin c-4
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with(group):
#ACOMODAR PERMUTACION EN FORMA DE LISTA

permuta:={]:
for 1 from 1 to m do; #inicio c-8
permuta:={op(permuta),op(2,pe(i))] end do: #fin c-8

#convertir permutacion en notacion ciclica;
permutacion:=convert (permuta, ‘disjcyc’)
permutacion; #resultado del procedimient.o
end proc:

#é FIN DEL PROCEDIMIENTO (extension) B

save extension, "extension.m";
Procedimiento “numearista.m’’.

#subprocedimiento usado en procedimiento extension
#Procedimiento para extraer el numero de un arista
se requiere porque Maple9 da como resultado

#al pedir las aristas incidentes a un vértice

# la cadena ‘‘ef#.."’

tnecesitamos unicamente el numero

#como daos recibe un conjunto de aristas

#como salida entrega el numero de estas aristas

# ejemplo e23 se convierte en 23
numearista:=proc (D)

#D = [el2,e3,e234]

local aris,i,elem,dom,ne,nel,nely,que, numdom;
aris:=[]:

dom:=D:

numdom: =nops (dom) : #numero de elementos =2n dominio




APENDICE B. CODIGOS DE LOS PROGRAMAS

for i from 1 to numdom do;

elem:=op(i,dom);

tejemplo: ‘‘que’’ convierte €23 en un string "e23"
que:=convert (elem, string);
#se extraen caracteres a partir del seqg. caracter ("23")
ne:=quef2..-1];
#conv. el string "23" en numero base 10 (23)
nel:=convert (ne,decimal, 10);

aris:={oplaris),nel}; # acomoda en su posicion

end do:
aris;
end proc:

save numearista, "numearista.m";
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