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Capitulo 1

Motivacion

Muchos sistemas fisicos y bioldgicos se suclen analizar descomponié¢ndolos
cn sub-sistemas en interaccion. Un ejemplo claro de esto ¢s ¢l cerebro humano,
en donde las neuronas individuales jucgan ¢l papel de sub-sistemas, y su acopla-
miento se hace por medio de las conexiones sindpticas [12].

I:n fisica y matemadticas han sido extensivamente estudiadas las [Tamadas redes
de mapeos acoplados, las que originalmente [ucron introducidas como versiones
discretizadas de ecuaciones de reaccion-dilusion, pero que naturalmente se pres-
tan para modeclar sistemas lormados por sub-sistemas idénticos que se acoplan
difusivamente [9].

Por otro lado, las redes gendmicas y metabdlicas son conceptualizaciones en
donde los sub-sistemas son tipos moleculares que interaccionan bioguimicamente
a través dc sus productos [ 14].

Un cjemplo sencillo de este tipo de andlisis y sumodelizacion cs ¢l referente al
movimicnto de cuadripedos. Iin este caso podemos agrupar las picrnas por pares:
las piemas delanteras forman un par y las traseras otro. |l par delantero se mueve
prunero y en sincronia, formando asi un sub-sistema, mientras que ¢l par trascro
hace lo mismo pero con un cierto deslase, formando asi un scgundo subsisteima.

El gralo de la figura (1.1) es una esquematizacion de este sistema.

o
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Ligura 1.1: Modelo del movimiento de un cuadripedo. I.os nodos representan
cada una de las piernas, y las flechas la interaccién entre ellas. Nodos con figuras
1guales son elementos de un mismo sub-sistema.

En las redes de mapcos acoplados sc han considerado varias mancras de para-
metrizar el estado de cada nodo o celda, y dos formas de parametrizar el iempo
de evolucion de estos estados. Segin estas parametrizacioncs, sean continuas o

discretas tenemos:

Autématas | Mapeos | Licuaciones Dfi"l'ercnciélésﬁ‘

| celulares | acoplados Ordinarias :

! ‘ I . ~acopladas J
Variable de estado | discreta continua continua '

' Tiempo discreto discreto | - co_nlinuu - _l

Fn este trabajo nos ocuparemos del caso de los mapeos acoplados, ¢s decir, las
variables de estado van a tomar valores en un conjunto continuo (tipicamente un
intervalo compacto), mientras que ¢l tiempo se incrementard de mancra discreta.

[Las redes de mapceos acoplados, o ldtices de mapeos acoplados, son un tema
recurrente en la literatura especializada. Baste mencionar que la AMS le dedica a
cste tema todo un rubro (37L.60) en su "Mathematics Subject Classilication”.

Ln ésta tesis s6lo nos preocuparemos de un aspecto de la fenomenologia que
presentan estos sistemas, ¢l cual también ha recibido enorme atencién desde que
fue reconocido por lluygens en 1665, Nos referimos a la sincronizacion de sis-

temas acoplados. Abundantes lenomenos de la naturaleza, la ingenierfa y la vida
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social exhiben una tendencia a operar ¢n sincronfa.

Fin nuestro caso, la sincronizacion sc refierc al hecho de que la evolucion de
diferentes nodos en la red es idéntica, de modo que los nodos pucden agruparse
en clases de nodos que toman siempre ¢l mismo valor ¢n cada ticmpo. listo hace
quc la dindmica de la red pucda ser descrita por un nimero de variables mucho
menor que ¢l nimero de nodos.

Retomando el movimiento de los cuadrapedos, tendifamos dos clases de nodos,
la primcra (ormada por las piernas delanteras y la scgunda por las traseras. l.os
clementos ¢n cada clase evolucionan de manera idéntica.

Como antecedentes directos de cste trabajo, debemos mencionar las contri-
buciones de Pecora y coautores [ 7], Ashwin y coautores [4], asi como Rulkov y
coautores |51, sobre sincronizacion de osciladores cadticos. Por otro lado estan los
trabajos dec Golubitsky y coautores[ 10, 11}, sobre las simctrias de la red, en rela-
cién con la existencia de patrones de simetifa. Listas dos Iineas de investigacion
Torman la base de esta tesis, en la cual consideraremos a la ves las simetrias de la
red y la estabilidad de Jos modos sincronizados.

Cabe también mencionar algunos temas relacionados que hemos estudiado

durante la preparacion de esta tesis,

1. Un cstudio de la sincronizacion usando el Laplaciano |16]. Fsta ¢s una al-

ternativa adecuada para cicrto tipo de acoplamientos lincales.

9

Sincronizacion por cimulos en mapeos acoplados sobre redes regulares de
una y dos dimensiones, y sobre arboles y redes alcatorias | 1, 2]. Iistos son

cstudios esencialmente numéricos.

3. Modelado de patrones centrales generadores para la locomocion de cuadripe-
dos por sistemas de celdas acopladas de ccuaciones diferenciales y su analisis

[6].



Capitulo 2

Redes de mapeos

Una red es un grato dirigido G cuyos vértices representan variables de estado
y cuyas arislas represcntan interacciones entre csas vanablcs.

I'ormalmente definimos:

s = (V.A)

=V un conjunto de vértices o celdas.

» A CV x V un conjunto de flechas o aristas dirigidas, tal que la flecha

(u.v) inicia ¢n ¢l vértice « y termina en el vértice v. Sc¢ considera que

{(v.v):ve V}siempre estd incluido en A,

Requertimos que G sea finito (#V = n), conexo (que para cada par de vértices
hay una secuencia de vértices y aristas que nos lleva de uno a otro sin tomar en
cuenta la direccidn de las flechas) y tal que existe una particién Py que divide a V
cn clases de cquivalencia (Figura 2.1). Digamos que la cardinalidad de V cs igual
an.

Definicién 1. El conjunto de entrada de un vérlice v, ¢s la m—ada ordenada

[(v) = (uy,us,... iy,
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tal que (u;,v) €EAVIi=1..... n.dim(l(v)) =m

Ejemplo 1. Suponiendo n par, en la figura 2.1 el conjunio V de vértices se parie

en dos clases de equivalencia,

Los conjuntos de entrada para cada vértice estdin dados por:
10)=(0.n=1). 1) =(i,i—1)

parai=1,....n—1

Figura 2.1: Grafo que representa una red de n vértices con 2 clases de equivalencia.

La particién Py debe cumplir con la siguicente propiedad (p+):

Sive V] = 3BV —Votalque B-1(v) =1(V), ytal que [B(u;)] = [u,]

Vi=1....m,donde si I(v) = (u;...., ), B 1(v) = (Bluy),.... B(um))
En particular, dos vértices que cstan en la misma clase de equivalencia ticnen

la misma dimension.

~ . _ - ; :
Considerando esta estructura podemos definir un mapeo F : /Y — /¥ donde

J C R es un compacto.
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I(v) I(v")
M Wy
- -

v v

IYigura 2.2: Conjuntos de entrada de vy V',

(2] ) ([:(x) .)1, = [\ (-x‘ul | i ﬂxll",) - ./.L" (x”\i )‘

donde x = (xp.....x, 1)y para cada clase [v] & Py, [, J900 T es un
mapeo al menos dos veces dilerenciable.

Dado que dim{(1(v)) = dim(1(V')) para v € [V'], /.. estd bien definida.
Definicion 2. Definimos una red de celdas acopladas como ¢l sistema dindmico
sV ~ 4 N
ST =Y.

con F definida como en la ecuacion 2.1,

JY corresponde al espacio fase y F :JY — JY a la translormacion del espacio
fasc en si mismo, que define la evolucién del sistema.
Definicion 3. Usamos ¢l término celda para indicar un mapeo

f,r :Jdirn(l(\')) — ]
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Definicion 4. Una simetria de la red de celdas acopladas es una biyecciony: V —

V. 1al que
Y(v) € Py y-1(v) = v(I(v)) = [(y(v)) Vv € V.

donde si I(v) = (uy.... upm), Y- I(v) = (Y(uy), ..., Y(um))

Ejemplo 2. En la siguiente figura puede observarse el grafo que define una red

de dos celdas acopladas que estin en la misma clase de equivalencia (fig.2.3).

Figura 2.3: Grralo que representa una red de dos celdas acopladas, [0] = [1].

En este caso, la permutacion 6(xg,x1) = (x1.Xo) (fig. 2.4) es una simetria del

sistema.

Figura 2.4: Grafo que representa a la red de la figura 2.3 despucs de una permuta-
cion.

Los mapeos para el sistema acoplado estdn dados por:

(F(x))o = fl(x0.x1).
(F(x))1 = f(x1.x0)-

Sus respectivos conjuntos de entrada son los siguientes:
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De manera que podemos construir una biyeccion de 1(0)) en 1(1).

Definicion 5. Polidiagonal
Sca (JY F :JV — JY) una red de celdas acopladas.

Se define la polidiagonal como:
A={xcJ  sive V] =x, =x,}.
Denotamos d = dimA.

Ejemplo 3. Consideremos la red de la figura 2.5. Podemos observar dos clases

de equivalencia.

En este caso A = {x € J* 1 x = (xp,x1,%0.x1)} yd = 2.

lintonces, la polidiagonal es el conjunto de configuraciones donde todos los
vértices cquivalentes tienen variables de estado con el mismo valor. Iin scguida
vamos a probar que la polidiagonal ¢s invariante de la dindmica, cs decir, que sien
un momento dado todos los vértices equivalentes ticnen el mismo valor, entonces

tendrdn ¢l mismo valor en el instante siguiente.
Proposicion 1. F(A) C A.

Demostracion. Tomamos X = {x1,X2,...,X,) € A,
F(x)=({(FX))1.(F(x))2,....(F(x))a) = (./'1‘;("1(1))7f2}<x1(2)) ----- fgn (X1(n)))-
Hay que probar que: fi,) (X)) = fiv(x;0r)) siv € [V].

e
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Como x € A, x, = xpv st v € [V], asi que [v] = [V] y, por la propicdad (p*)
X1y = X1y

Entonces, /1}()‘/(1)) = f[)')(xl()")) - f)"}(xl(v’))'

Definicion 6. Una red de celdas acopladas (Y. £ :JY — JY) es homogénea si y

s6lo si P = {V} (Figura 2.6).
Observaciones;

» Unared es homogénea si y sOlo si tiene solamente una clase de equivalencia
v].

= [interminos de f,, en una red homogénea se cumple que /. = [, Yvu €

V.

= d = | para el caso de las redes homogéneas.

Figura 2.6: Red homogénea, P, = {V}, n="7,dim(I(v)) =2

Definicion 7. Sea F :JY — JY. La 6rbita de un punto x¥ € 1Y bajo F, ¢s la sc-
cuencia de puntos {x, ), tal que xI' ! = F(x).

Definicion 8. Decimos que una red de celdas acopladas estd sincronizada si para
ue v, x,=x vt >0,

Definicion 9. Decimos que una red de celdas acopladas estd sincronizada de ma-

nera exacta si Vu,v €V, xl = x| ¥Vt > ().
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En el caso de las redes homogeneas sincronizacién coincide con sincroniza-
¢i6n exacla, debido a que tenemos una sola clase de equivalencia.

Como vimos, una simetria ¢s una permutacidn de los vértices que prescrva
clases de equivalencia y transforma conjuntos de entrada en conjuntos de entrada
(definicion 4 ). Lintonces, si consideramos un grupo de simetrias, la drbita de un
vértice bajo el grupo determinard una polidiagonal, de esta forma la simetria ase-
gura la existencia de modos sincronizados. Sin embargo, los modos sincronizados
pucden cxistir atin en ausencia de simetrfas | 10]. Por otro lado, la pura existencia
de modos sincronizados, no implica de ninguna manera su cstabilidad, ¢s decir,
su resistencia a pequefias perturbaciones. [isto serd el motivo del resto de nuestro

estudio.




Capitulo 3

Estabilidad

3.1. Antecedentes

Una red de celdas acopladas tal como la definimos, ticne un conjunto invarian-
te por la evolucidn, al que llamamos polidiagonal. La polidiagonal debe entender-
se como un modo sincronizado del sistema, ya que celdas equivalentes toman cl
mismo valor en todo instante. Ahora bien, ¢l modo sincronizado es ¢n si un com-
portamiento atipico, pues requicre que la cvolucidn de diferentes nodos en la red
sea 1déntica, estd condicion puede perderse bajo pequefias perturbaciones, inton-
ces, ¢n ¢l caso general, aun cuando la red admita un modo sincronizado, este no
serda obscrvable. 'Tal modo se vuelve observable si el conjunto que lo deline, la
polidiagonal, ¢s cstable ante pequefias perturbaciones fuera de clia.

Cuando se tratan problemas de estabilidad local, es decir, cuando ¢l conjunto
invariante es un punto o una drbita periédica, entonces sc utiliza cl criterio de es-
tabilidad lineal, el cual asegura la estabilidad no-lincal (ver Teorema 5.1, pdgina
150, [15]). Mds aun, el teorema de Girobman (demostrado independientemente por

Hartman), establcce que para un punto [ijo (una drbita periodica) que ticne la pro-

piedad de ser hiperbdlico(a). la dindmica no-lincal es topoldgicamente equivalente

a su version linearizada, esto en una vecindad de tal punto (6rbita).
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I:n este capitulo proponemos una extension del teorema “listabilidad lincal
implica cstabilidad no-lineal”, para ¢l caso ¢n que el conjunto invariante cs la
polidiagonal y ya no un punto o una 6rbita periédica. Cabe hacer notar que un
cnfoque tradicional para establecer la estabilidad de un subespacio (no necesa-
riamente lineal), es por medio de la construccién de una funcién de Lyapunoy,
una aplicacion de esta téenica al caso particular de redes de mapeos acoplados sc
pucde encontrar en | 13].

Para ¢l caso dc redes de ccuaciones diferenciales acopladas, Pecora y coau-
tores 18, 7] han explotado ¢l criterio del maximo cxponente de Iyapunov para
detemminar estabilidad y pérdida de estabilidad de los modos sincronizados. Sin
embargo, hay situaciones cn las que el hecho de que el médximo exponente de
I.yapunov sca negativo no garantiza la estabilidad asintdtica del modo sicronizado
[3], de modo que este tipo de criterios s6lo deben tomarse como indicadores de
cstabilidad. Fn [4] Ashwin y coautores hacen un cstudio riguroso de la relacion
“Exponente de Lyapunov-Estabilidad asintética”. Ahi se prucba que si ¢l mayor
de los exponentes transversales a la polidiagonal ¢s negativo, esto para cualquicr
medida invariante, entonces, la polidiagonal serd asint6ticamente cstable.

Fin este capitulo presentamos un tecorema relacionado con ¢l resultado de Ash-
win y coautores, directamente inspirado por el teorema de estabilidad local que
cnunciamos més adelante. Las siguientes definiciones, asi como ¢l teorema 1 sc

utilizan como ¢en [ 15].
. " - 3 D
Consideramos un mapeo f: RY — RY de clase C*.

Definicion 10. Un punto p es un punto fijo de /si f(p) = p. I:s un punto periddico

de pericdo minimo k si fX(p) = p pero f/(p) # p para 0 < j < k.

Definicion 11. Un punto periédico p es llamado Lyapunov estable si dado cual-

S (%)= f(p)| < eparatodo [x—pl <dyr > 0.

quier € > (), existe un & > 0 tal que
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Un punto periddico p es llamado asintoticamente estable, o atractor si ¢s I.ya-
punov estable y hay un 8y > 0 tal que si |x — p| < &, entonces |/"(x) /' (p)]

ticnde a ), cuando ¢ tiende a infinito.

Denotamos Dy f = (gé(p)).
-

Teorema 1. Estabilidad lineal implica estabilidad no-lineal
‘Sea p un punto periédico para { RV — RY con periodo minimo k. Asuma que
hay una constante 0 < yu < 1 tal que todos los valores propios A de I)pf" cumplen

que'|A| < p.

1. Entonces hay una norma | |, en RY y una vecindad U C RY de p tal que

para cada condicion inicial x € U, la iteracion satisface

ST (x) = f1(p)]. S x—p

. Y>>0

3]

. / . . /
Para cualguier norma | | en RY existe una vecindad U < RY de p v una
constante C > 1 tal que para cualquier condicion inicial x € U, la iteracion
satisface

f(x) = S(p) <Cix—pl" V1 =0
Ver la prueba en [15], pdgina 151.

Definicion 12. A la coleccidn de valores propios de una matriz A la denotaremos

spec(A) y la llamaremos ¢l espectro de A.

Con base en este teorema, si tenemos un mapeo f: RY — RY no lincal, pode-
mos cstudiar la estabilidad asintdtica de una orbita periédica de f, analizando los

valores propios de A = Dpfk.
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3.2. Analisis de estabilidad del modo sincronizado
Consideramos £ :JY — JY como se delinié en ¢l capitulo anterior y la poli-
diagonal A = {x € JV :sive [V] = x, = xu}.

Definicién 13. Decimos que la polidiagonal es asintéticamente cstable si 36 > 0

Aquid(x,A) =infl{|x—y|:ycA},xcJ".

tal que si d(x,A) < 0, entonces d(F'(x),A) — 0 cuando f — oo,

Nota: [La estabilidad asintética aqui sc¢ define en los mismos lerminos que en
[15].

Sea A la polidiagonal y A+ su complemento ortogonal, de modo que
S cAanA-.

lintonces, para cada x € JV existen x4 € A y X, € At tales que X = xp +X .

I.a cvolucién de la red de celdas acopladas £: JY — JY, tal que
(Fx)h = S (Xi)s
puede escribirse como:
F(xa+x.) = Hy, (Xa) + Gy, (x ),
donde Hy (xa) es la proyeccién en la polidiagonal del vector F(x), ¢s decir,
Hy (xa) = PaF(x),

mientras que Gy, (x ) es el complemento ortogonal de esle dltimo. Nétese que,
dado que la polidiagonal cs F-invariante, entonces Gy, (()) = 0, para todo x4 €
A, de modo que Hy : A — A determina la evolucién del modo sincronizado. l.a
estabilidad asintética del modo sincronizado ¢s equivalente entonces al siguiente

hcecho:
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Existe 8 > 0 tal que si |x | < 8, entonces lim; Lo x' =0,

Aqui x” = xy para cada 1 > 0, x'' ' = F(x') = F(xy +x,), y Gy (X ) =
(Id — PA)F(x,, +X' ).

Con base cn ¢l teorema ] sc puede esperar estabilidad asintética en ¢l caso ¢n

que los Jacobianos DyGy, tengan sicmpre valores propios de norma menor que 1.

Teorema 2. Sea F :JY — JV de clase C*, y A C JY su polidiagonal. Dada la
descomposicion J¥ C A& A*, definimos para cada x5 € A, el mapeo Gy, ' A

A, tal que

Gx,(x,) = (Id = Py)F(xpa+x )

donde Py es la proyeccion ortogonal sobre A. Supongamos que:

1. Existe p € (0.1) tal que para cada xa € A, y para cada ) & spec(Dy(y,),

tenemos que |A| < p.

2. Todos los Jacobianos DyGy,, con Xp € A, comparten una base candnica

conuin {vy,va,...,va} de vectores propios generalizados.

Entonces A es asintoticamente estable.

Comentaros:

= Este tcorema se pucde formular de manera alternativa para RY donde A
es cualquicr subespacio invariante, en c¢sc caso, s¢ tendria que incluir una

condicion de homogencidad ademds de las condiciones ya planteadas.

= [in el caso en que los Jacobianos DyGy, son invertibles para cada Xy, este

teorema ¢s un caso particular del teorema 2.12 en [4]. lin nucstro caso no



CAPITULO 3. ESTABILIDAD 17

se requicre esa invertibilidad y tampoco se hace referencia a los exponen-
tes de Iyapunov. Ademads nuestra prueba usa s6lo argumentos elementales.
De hecho, es una adaptacién-generalizacion de la prueba del tecorema “Its-
tabilidad lineal implica estabilidad no-lineal”, tal como sc¢ presenta en [ 15]
pdgina 151.

(C'on base candnica comdn nos referimos a quc

= {Vl.l VIV g Y2 V2 Ve Y V,,,_,-,m} base de J“v d

7Xa € Atal que spec(DyGy, ) = {K‘“),. i ,K‘(,,.)} y ¢l subespacio propio ge-

A i
neralizado de A 1, = span{v;).....v;, }. Dondc ademds se cumple que
A
Vij-1tdwlviy j> 1
(DoGy, Jvij = N :
%) Vij A lvi j=1

A

I=sta condicién es necesaria, porque el hecho de que méx |A| < 1, para dos
matrices A y B no garantiza que max(spec(AB)) < 1, a menos que tengan

una basce candnica comun. Esto lo demuestra ¢l siguiente cjemplo:

1N . (00
"(_0 0)"3‘(1 x,-,)‘

Scobserva que spec(A) = Ay y spec(B) = Ag, podemos tomar |,
I Ag
AB = < 0 0 )

Si hay una simetria yY*con n — d valores propios diferentes en € tal que

}\,B’< 1.

L]

por lo que spec(AB) = 1.

Y DyGy, = DyGy, Y ¥Xa, entonces todos los Jacobianos DGy, comparten
una basc candnica comun. Es por esto que en las redes de celdas acopladas

con simeutas, la condicién 2 sc satisface de forma natural. Serd de utilidad
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recordar esto en la seccion siguiente, donde de mancra mds especifica se

trabaja con un grupo de simetrias.

Requerimos algunos lemas antes de realizar la prueba del teorema.

Lema 1. Dado 1 > p existe una norma adaptada |

«en A~ 1al que para toda

. il i?_ Iy .
SECUENCit Xy X5, X,y C A. tenemos
n
~ n
HDO(]‘(/\' (X) ST] ‘XL‘*
ko1 h ‘

para todox € A-.

Idea de la prueba

Este lema se prueba usando fuertemente el hecho de que hay una base comun
de vectores propios generalizados (condicién 2), y usando también que los cs-
pectros de los Jacobianos estdn uniformemente acotados por p (condicién 1).
Primero se prueba que para 1)1 > p dado, existe ng tal que para toda sccuencia
xx,xg. .. .,xj&’ C A, con n > ng, tenemos

n

HDOG WX <X |
k=1 a

para todo X, € A*. Enseguida se define

ny k |

_ k p .
Ix |. = Zn - mdx I_I.D()(lx.]x ‘

! . N
k-1 Xl lk ]! .
Y resulta que csta métrica satistace la tesis del lema. Nétese que ¢l maximo
entre parentesis se reficre a todas las secuencias en A%, el cual ¢s un conjunto

compaclo.

Comentario:
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s [.a compacidad de A permite escoger, para todo 1} € (p, 1), donde
p = mixy, s (max(jspec(DyGy,)|)) < 1, un mismo ng tal que

n
TIPoG x| <0'Ix | ¥n = no.
k1 |

Lema 2. Parua cada xa © A definimos el mapeo gy, : At — A- 1al que

g‘\(x ) : (;\A(x J DOGY\(X )

Dado € > () existe O > () tal que para todo X5 € A. Tenemos que

< d.

., paratodo x, € A" tal que |x

|g-\',\ (x ) | » < Cl X
. . . Y . .
Demostracion. Aqui sc usa ¢l hecho de que F es de clase (-, Notese que la deri-

vada de gy, cs () para todo x,, entonces

| ).
_._._2:«_’\_("] P 0, cuando |x . | — 0.
X %

I.a continuidad de la scgunda derivada y el hecho de que A es compacto, asegu-
ran que esta convergencia sea uniforme, y entonces podemos encontrar un mismo

dpara€e > (dadoy Vxp € A, O

Demostracion. (Teorema 2)
Sea x” = x% =:x" . Para 1) € (p.1) definimos la norma adaptada | |., como en cl
l.ema 2. Sea € > () arbitrario.

Ahora, para cada 1 > () tencmos que
X =Gy (X )= DGy (X)) + g4 (X ),

de modo que iterando tenemos,

/ 1 s -1
E . o 0 ~ ol Sy ,
X' I(I—!)Do(l_‘:X k] X+ Zﬁ | OD()QK:A o] & s(X ) ngA(x’u ).
= 5 ,
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Sea € > 0, por el momento arbitrario, supongamos que para todo () < s < 1 sc

cumple que |x° |, < 8, de modo que, por el Lema 2,

|g.\',\(x.‘ )" < Elx‘

v -

Entonces, usando la desigualdad del tridngulo y el I.ema | tenemos,

t
|X[:'1L Snu l‘x(”*_*_gznwxl s
s 0

#

de manera equivalente

4

€ -(r s 3)
)Y e

Ll )

Sidefinimos {y = [x° . y recursivamente {, = (1 + %)Q; Lparas=1.....1+

. paratodo s =0,....1+ 1. Ademds, {; sc¢

I, entonces tenemos que g > 1 ¥ |x®
calcula facilmente y tenemos también que {y = (1 + %)XQO, de modo que ) Mx
€l - l| 0
£ X ..
(510,
Si desde el principio escogemos € tal que 11(1 + %) =MN+¢€ < I, entonces se

cumple que
o X< X)L <,

X['][,; é[ ]'x() 'H de

» para §:=1+¢€ < |y para todo 1 > () tenemos que
donde

[HTOXIL = 0.

3.3. Aplicacion a redes homogéneas ciclicas

Recordemos que una red homogénea es aquella en que todos los vértices son

equivalentes, es decir, la particién consiste en un solo conjunto que ¢s {V}. Aun-

(r 1)l
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que una red homogénea no necesariamente admite un grupo de simctrfas, consi-
deramos aquf solo casos en donde si lo admite.

Notemos que para las redes homogéneas, la polidiagonal ¢s ¢l conjunto A 1=
{(x&JV :x, =x.Vu,veV)demodoque A" es de dimensidénn— 1.

Para cada y en el grupo de simetrfas de la red, la transformacion inducida
v Y — Yl que v (x), = Xy(v)» conmuta con los Jacobianos DyGy,, para todo
Xy € A. Si ademds v*, que en la base natural de RY ¢s una matriz permutacion,
tiene n = #V valores propios complejos dilerentes, entonces la condicion 3 del
teorema 2 sc satisface automdticamente.

Lin esta secci6n vamos a revisar varios ejemplos concretos de redes homogéneas
con simetrias que cumplen esta propiedad, y vamos a analizar la estabilidad asintoti-
ca dc la polidagonal en términos del teorema 2.

Iistudiaremos la aplicacion del teorema en redes ciclicas (I'igura 3.1).

De aqui en adelante V = {0, 1....,n— 1}.
Definicion 14. Una red homogénea es ciclica de rango m si
[(v\; = (V" (V - (I’)'l o ”)(rrmclrx]v (V - (’71 ) '2))(,—”0‘1"),- . (V - (I’)l (177. — )))(rrmdn))

vve V. Aquidim(l(v)) = m.

I'igura 3.1: Red homogénea ciclica, #V =nm =2

F es consistente con la red ciclica si (F(x)). = fi, (x;0)-
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2]
e

El Jacobiano Jy de ' estd dado por:

/I\'n ./‘\'] f\,” |
f\',, | ./\'() ~/\.“ )
oo | e S o
fo Seo o Sy

L r AF(X) )y alFi(x) .
Donde fi, = =5- “(A) = T(r CX).
ILas redes ciclicas sicmpre admiten como grupo de simetrias al grupo ' gene-
rado por y: V — V., tal que Y(v) = (v+ 1) (,ppdn). [ @ transformacion lincal v ticne

n valores propios diferentes en C.

il calculo de los valores propios de Jy se realizd directamente, resolviendo
las ccuaciones que se obtienen de Jyv = Alv como ccuaciones de recurrencia,
asi obtencmos que:

parak=0...n—1

m-1

2k .
(31) )\’l\ :[Y()—}— Z \/-‘\'”,je ) (fl*_/).
il

donde Ay cs el valor propio que estd asociado al modo diagonal, ¢s decir a
Xa, de mancra que el espectro de DoGy, coincide con los valores propios de Jy
excluyendo ¢l primer valor propio.

Sc¢ puede notar que A; = A, .

Corolario 1. Sea F : JY — J" un mapeo consistente con la red ciclica de rango

menV, entonces si

m— |

2aky i
|f\'()+ Z f\-n j67 w J)' < 1

-1

paratodo k = 1,....n—1, tenemos que A es asintéticamente estable.
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Demostracion. Tenemos que
méx (|spec(DoGy,)]) < o= méx(méx(|A(xa)])),
XA€A Kk
y debido a que en este caso A es compacto, & < 1, por lo que sc satislace la
condicién | del teorema 2. Como ya mencionamos, las redes ciclicas admiten
como erupo de simetrfas al grupo I, por lo que la base de vectores propios cs
comun, lo que satisface la condicién 2 del mismo teorema, como consccuencia, A
¢s asintéticamente estable. -
0l

Comentarios:

= Cuando para todo X5 € A tenemos que sign(fy,) = sign(L7 Il S, ;). enton-
ces |hk(xa)| < |Aj(xa)| para todo k = 1,...,n— 1, y cn tal caso basta que

feo+ LT ! e, e D) <1 paratodo X, € A, para asegurar la estabilidad

asintética de A.

» Cuando para todo X, € A tenemos que sign(/fy,) = —sign(L7 LS ), en-
tonces _
M(xa)l < |hz(xa)]  paran par

[Ax(xa)] < Jl%_l(xA)) para n impar
Yk =1,....,n—1,yen tal caso basta que
|fo, + X7 1l /_},,_je“’(” N <1 para n par

. | m—1 n(nrl)i(-"*j) ] ) .
e "'}:J l /.r,,,_,»é’ LR | < | para n impar

¥ Xp € A, para ascgurar la estabilidad asintética de A.
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3.4. Ejemplos

A continuacién construimos un mapco consistente con una red ciclica de rango
n en n vértices, para ¢l cual la polidiagonal sca globalmente atractiva. Definimos
F:10.1]Y —[0,1]V enlabase (xa.x ). dc modo que ahf sc verifique trivialmente
que A ¢s un atractor global, y luego hacemos un cambio de variables para escribir

F en la base usual.

Ejemplo 4. Definimos G:AxA — AxA* como sigue:

G(XA,X_):<<T- n-g]'x |3) XA <1—%).,0Lx )

conae (0.1).
Entonces, en la base natural de RY tenemos F =11 ' GT1, donde Tl es la

matriz unitaria de cambio de base que se escribe asi:

l

! |

NE] N oo N

l = 1L . S
Vindn—=1)  /{ni(n-1) \/(n)(n 1)

i 0 T

\{6 V6 \/(l’

hi 0 o

<.
!
<

con

( noi1) . .
el il
\/(7;’11-]]”12) J%

L iy
|
I_Il_/_ \/"1_1_1_ noi-2) Pt
Vin i 1I TR Lvig
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. )RR
Resulta que TI(x) = (Xa, X, ), donde xp = =S Yy X 3 (dy,...dy 1).
V
Comentarios:
» Como
N - XA
(J(XA,()) = (fo (] = —> ,0)
vn
XA € A, entonces, G deja invariante la polidiagonal A.
] ®
n |
. - H ) XA XA d,‘
(- e () () eyt
ps | Vvn vn =i+ 1)(n—i+2)
Si evaluamos F en la polidiagonal, cada d; = 0, por lo que F es el mapeo
logistico.
o Un sistema dindmico cadtico estd generalmente caracterizado por:
1. Tiene dependencia sensitiva a las condiciones iniciales del sisterma
(esto es, puntos inicialmente cercanos pueden evolucionar a estados
muy diferentes). *
2. Son wopolégicamente transitivos. Una funcion [ es topologicamente
transitiva si, dados dos intervalos cualesquiera U y V., hay algiin en-
tero positivo k 1al que f*(U)NV # 0.
Para la mayoria de los valores de T entre 3.57 y 4, el mapeo logistico se comporia
como un sistema cadtico.
Il stguiente es un caso particular de las redes de mapeos acoplados de los que
)

hablamos c¢n la introduccion. Iin este ejemplo lo interesante ¢s ver como la cstabi-
lidad de la polidiagonal bdsicamente depende de la intensidad del acoplamiento,

quc viene dada por el pardametro €.
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Ejemplo 5. Para m =2 para todo v, tomamos F : [0,1)¥ — [0, 1]V con

F(x)v = f(.X\'.x\- lmmlu) = (] _E)g(x\) + Eg(x" Immln)‘

ye€ (0.1). Aqui g : [0.1] — [0.1] es un mapeo cadtico de clase C*. En este caso

(1_8)8.\‘0 0 Eg_\.” |
E‘Q\-n—l (l _E)g\(, ()
J_ 0 8g"n 1 (l_g)g\'() ()
0 0 e to Eg_\'" 1 ( I - 8) g-\‘()

Si calculamos los valores propios de J, segiin lo obtenido en 3.1 obtenemos

que:

kln 1)

)\k - f\‘() ‘*‘f.\',,, €
parak =0...n— 1, de donde

2mki
M= (1 —€) gq, +88y, € " " .

Como g, = g,

2k

)‘k = (g-\’o)(l +8(€ "

-1

Segiin los resultados obtenidos, para tener estabilidad asintética necesitamos

que:

e

(ge)(T+E(en V1)) <1

Entonces, tenemos lo siguiente:
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&) (1 +e(e " =)<

(e — D)<

|1+ (cos(—3%) +isen(2) = 1) < -

de donde:

1 1 [ 2(gulP=1 1 L[ 2eP-1)
g—z |1+ 1,24 ('—g|n— ) e |1 [l B =2 T <0
2 &l cos(—=%) — 1 2| lewl 0s(—

St hacemos:

oo . +_2(|:e:!3 —1)
8| V s (‘()5'(’_,3-7[) -1
La region de estabilidad estd dada por (1 — H)/2 < e < (1 +H)/2, lo que

implica una cota superior para |gy,| en funcion de n.

Ig-\l)‘ <" == »

donde 1) 1= cos(2rn/n) — 1. Entonces, la region de estabilidad depende de la

dimension de la red, y tiende a cero cuando n tiende a infinito.
I:n scguida analizamos un caso particular:

Ejemplo 6. Para #V = 3 y m = 2 para todo v.

Tomamos:
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Figura 3.2: Red n=3, m =2
I;(x)\‘ = ./‘('r\"'x\" lmm!u) = (1 - E)g(r\) + Eg(x\- lmm/u)

donde x, € [0,1] C R.

B X N<x<1/2
glx) = { p(l—x) 1/2<x<1

es conocido como el mapeo tienda, si p es mdas grande que | el sistema tiene dos

puntos fijos, uno en Oy otro en u/(u+ 1). Ambos punitos fijos son inestables. kn

este caso tomaremos 1 = 1.6,

(1) = lLex  0<x<1/2
&1X 1.6(1—x) 1/2<x<1

Para todos los puntos donde g(x) es diferenciable, obtenemos

€
— _ ,—2 2 gy l)__
H x‘;’x(,i\ [(g“" os( =28y -1 T
fr wi 201621
1.6 \/11-6l ¥ o T

v0.1875

(I—H) <e<3(1+H)

13—

como
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obtenemos que %( 1 —v0.1875) <e < %(] +0.1875)

tomamos € = 0.5, luego

Ine

(8o )(1+e(e™ — 1)) = [(1.6)(1 +0.5(eF —1))| =08 < 1

Usando el corolario 1 vemos que la polidiagonal es asintoticamente estable.
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Comentarios Finales

En este trabajo consideramos sistemas dindmicos definidos sobre una red de
celdas acopladas. La dindmica es generada por mapeos de clase C* que son con-
sistentes con la estructura de la red, y por lo tanto dejan invarianle un subespacio
lineal al que llamamos polidiagonal y que identificamos con ¢l modo sincroniza-
do.

Estudiamos la estabilidad asintdtica de la polidiagonal, particndo de la linca-
lizacion de la dindmica en las direcciones transversales a clla. Probamos que para
una red homogénea que admile simetrias con ciertas caracteristicas, la estabilidad
de la lincalizacion implica la cstabilidad asintética de la polidiagonal. Ademds
presentamos una familia de ¢jemplos, las redes ciclicas, para las cuales las condi-
ciones de estabilidad se pueden verificar de forma explicita.

Un teorema andlogo al tcorema 2 de este trabajo, permite ascgurar la estabi-
lidad asintética de la polidiagonal a partir de una condicién sobre los exponentes
de Lyapunov transversales [4]. Aunque ¢l teorema en [4] no requicre que la red
admita simelrfas especiales, supone ¢n cambio un conocimicnto de los exponentes
de Lyapunov para todas las medidas invariantes, lo cual es dificil en la practica. I:n
nuestro caso las condiciones sobre ¢l espectro de la linealizacion de la dindmica

pueden en principio verificarse.

30
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]
Aqui cabe la exlension de nuestros resultados a redes que admiten simetrias
parciales, como las que suponen en [10]. En esos casos se tendria que probar
dircctamente la existencia de una base candnica comin para todas las derivadas
transversales, o remplazar esta hiptesis por una menos restrictiva. J:ste trabajo
pucde también ampliarse a otros tipos de redes homogéncas, asi como a redes no
homogéncas, como pasos preliminares para ¢l estudio de redes infinitas,
»
¢
e




Apeéndice A

Prueba del lema 1

‘Tomamos 1 > p. kam € spec(DoGy, ), tenemos que X ] < p.
A A

Escribimos x| =Y, 0, (x | )vq.

ITT; | DoGe,x |
=Tl DoniAk Y0 (X vl
= lZa (X(,(Xﬁ )I_[Zf| 1)0(;‘% vu|

A
S Zu |aa(x . )|pn d|v(1|

* Normalizando los vectores propios, sc tiene:

Zu|aa(x1,) pn LI|V(1|
= Yaloa(x )[p™ ¢ < ¥, mix|au(x)]p

X, | =Cmix|o,(x )|, donde C

n d

Ya quc las normas /; y mdx son equivalentes,
no depende de x .

Entonces, 3N tal que

NCmiéx|o,(x )|p" d< n"x |

- i > nyp.

(2
2




APENDICE A. PRUEBA DEL LEMA | 33

de donde

H
H DQG‘(:'A,XJ_ <nx)
ko A
para todo x . € A+,
Se define
ny k i
X, .= Y n ¢ max DGy, X,
k=1 XL = bk =]
IR /.)()(!"'k(x )N = ):Zozlﬂ k leX."'j Lo k| ] DO(’xil (M- D()(ink("“ )
Xk 'A‘J ..... A a
n -k 4 k X 1z ol
S LM maxx'<- etk DOGx‘( x )b lnk ] DO(I".'H
STl | mdx 5 DG (x| 0"
S iy x{r Lok [ TN ‘

=1"x_[.




Apéndice B

Comentarios a la bibliografia

= |in|[1]y]|2] se estudia la sincronizacion de mapeos acoplados ¢n una varie-
dad de redes que incluyen redes uno y dos dimensionales, redes de cescala
libre, drboles y redes alcatorias. Sc define sincronizacion de tase y sincro-
nizacion exacta, sc clasifican los nodos scgdn su cvolucion, asi como los
acoplamicntos, y se estudia la lormacion de camulos de nodos sincroniza-

dos cn relacién con el tamafio de la red. En la primera parte

I'] s¢ presentan
resultados numéricos y en la segunda [2] se estudia la sincronizacion en re-
des globalmente acopladas y redes bipartitas. Se determinan condiciones de
estabilidad para los modos sincronizados mediante ¢l uso de exponentes de

.yapunov y funciones de [.yapunov.

» En |4] se supone la existencia de un sistema dindmico con una subvaricdad
invariante, tal que la restriccion del sistema a su subvariedad tiene un atrac-
tor cadtico A. Se busca conocer bajo que condiciones A ¢s un alractor para
cl sistema original y en qué sentido. En este trabajo se obscrvan todos los
cxponentes de Lyapunov para todas las medidas invariantes de la dindmica
y s¢ presenta una caracterizacion de la dindmica transversal de un atrac-

lor en un espacio invariante, considerando ¢l conjunto de los exponentes

34
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de Lyapunov transversales. Los resultados dan condiciones para identificar
cstabilidad asintética e inestabilidad. Finalmente se realizan cxperimentos

numéricos y se indican algunas aplicaciones.

= [:n |5] Se cstudia el movimiento sincronizado cn sistemas cadticos acopla-
dos. LLa cuestion central es disefar un esquema de acoplamicento que garan-
tice un movimicnto de sincronizacién estable para dos sistemnas dindmicos
1d¢nticos, dados arbitrariamente. Fn estc trabajo se enlatiza ¢l rol de las tra-
yectorias individuales dentro de la dindmica del sistema, sin embargo, no
sc usan explicitamente exponenles de Lyapunov o lunciones de Lyapunov
para cxaminar la estabilidad lineal del movimiento sincronizado. Sc¢ obtie-
nen principalmente dos resultados. EI primero es un criterio riguroso, que si
sc satisface, garantiza la sincronizacidn cstable en la traycctoria dada. Este
criterio estd basado en normas de desviaciones para el comportamiento sin-
cronizado, por esto es un criterio suficiente. Il segundo, es un criterio me-
nos nguroso que puede ser usado para estimar la fucrza del acoplamicnto.
Para ambos casos la cstabilidad lineal es con respecto a las perturbaciones
que son transversas a la variedad de la sincronizacion. Una ventaja es que
ambos criterios ticnen una interprelacién geométrica, la desventaja es que
debido a que los resultados son obtenidos de una lincalizacion, no pueden
utilizarse completamente cuando se introducen efectos no lineales. Ambos
crilerios son dependientes de la medida usada, por lo que pucden obtencrse
diferentes resultados de estabilidad para dilerentes trayectonias. I'inalmente

se realizan experimentos numéricos en diferentes sistemas dindmicos.

= [in |8] s¢ demuestra que muchas conliguraciones de osciladores acoplados
pucden expresarse ¢n una forma simple y determinar a pantir de clla la esta-
bilidad del estado sincronizado, la funcién obtenida se denomina funcién

macstra de estabilidad, csta permite establecer cuando cualquicr acopla-




APENDICE B. COMENTARIOS A LA BIBLIOGRAFIA 36

miento lineal puede producir una dindmica sincronizada y estable. Para esto

se utiliza el signo del mdximo exponente de Lyapunov.

= [in [10] se define una celda y una red de celdas acopladas. Se introduce la
representacion de una red por medio de un grafo dirigido. Y se demucstra
quc la simetrfa no es el dnico mecanismo para crear sincronizacion. listo
se realiza remplazando al grupo de simetrias por un grupoide de simetrias,
¢l cual incluye informacion acerca de los conjuntos de entrada. Tambicn sc¢
introducen las redes cociente, que se obtienen restringicndo ¢l espacio al
subespacio polidiagonal y que pucden tener simetrias y por lo tanto sincro-

nizacion, aunquc la red original no las tenga.
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