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Capítulo 1 

Motivación 

Muchos si temas fí icos y biológicos se suelen analizar descomponiéndolos 

en sub-sistemas en interacción. Un ejemplo claro de esto es e l cerebro humano, 

en donde las neuronas individuales jueoan e l papel de ub-si temas, y su aco pIa­

miento e hace por medio de las conexiones sináptica [1 2]. 

En física y matemáticas han sido extensivamente es tudiada las llamadas redes 

de mapeos acoplados, la que oIiginalmente fueron introducida como versione 

di scretizadas de ecuaciones de reacción-difusión, pero que naturalmente se pres­

tan para modelar sis temas fOlmados por ub- istemas idénticos que se acoplan 

difu sivamente [9]. 

Por otro lado, las redes genómicas y metabólicas son conceptualizaciones en 

donde los sub-s istemas son tipos moleculares que interaccionan bioquímicamente 

a través de sus producto [1 4]. 

Un ejemplo sencillo de este tipo de análi sis y su mode lizac ión es e l referente a l 

movimiento de cuadrúpedos. En este caso podemos agrupar la s piernas por pares: 

las piernas delanteras forman un par y las traseras otro. El par delantero se mueve 

primero y en sincronía, formando así un sub- istema, mientras que e l par trasero 

hace lo mismo pero con un cielto desfa e, formando así un eg undo ubsistema. 

El grafo de la figura (1.1 ) es una esquematización de es te sistema. 

2 
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CAPÍTULO 1. MOTIVACIÓN 4 

social exhibe n una tendencia a operar en sincronía . 

En nues tro caso, la sincronización e refiere al hecho de que la evo luc ión de 

diferente nodos en la red e idéntica, de modo que los nodos pueden agruparse 

en c la es de nodos que toman iempre e l rn.j smo valor en cada tiempo. Esto hace 

que la d inámica de la red pueda ser desclita por un número de variables mucho 

menor que el número de nodos. 

Retomando el movimiento de los cuadrúpedo , te ndIiamos dos clase de nodos, 

la pl1mera [Olmada por las piernas delanteras y la segunda po r las traseras. Lo 

elemento en cada clase evo lucionan de manera idéntica. 

Como antecedentes directos de este trabajo, debemos mencio nar las contri ­

buciones de Pecora y coautores [7], A hwin y coautore [4], así como Rulko y 

coautores [5], sobre sincroni zación de osciladores caóticos. Por otro lado es tan los 

trabajo de Golubitsky y coautores[10, 11] , obre las imetlía de la red, en re la­

ción con la exi tenci a de patrones de simetIia. Esta dos líneas de inves ti gac ión 

forman la ba e de e ta tesis, en la cual consideraremos a la vez las simellías de la 

red y la estabilidad de los modo sincroni zados. 

Cabe también mencionar alguno temas re lacionados que hemo estudiado 

durante la preparación de esta tesis. 

1. Un estudio de la sincronización usando el Laplaciano [1 6]. Esta es una al­

ternativa adecuada para cielto tipo de acoplamientos Jinea le . 

2 . Sincronización por cúmulos en mapeos acoplados sobre redes regulares de 

una y do dimensiones, y sobre árboles y r de aleatorias [1 , 21. E tos 'on 

estudi os esencialmente numérico. 

3. M odelado de patrones centrales generad ores para la locomoc ión de cuadrúp ,­

dos por sistemas de celdas acop ladas de ecuaciones di ferenc iales y su analfs is 

[6] . 



Capítulo 2 

Redes de mapeos 

na r d - un graf diJigid 

ntan int rac 

rmalm nl d finim : 

• = (V, ) 

• un njunt d 

cuyo vérti e repre en tan aJiab l d 

ntre e a variable . 

Ida. 

tad 

• ~ V x V un onj unt d flechas o aJ'i la dirigida , tal que la f1 ha 

(a, v) in.i i n ni e a y t muna en I Vé11i v. e n id ra qu 

{( v, v) : v E } I mpr tái ncluido en A. 

R qu rim qu a fi nit (#V = n), conex (que paJ'a ada paJo d Iti 

ha rti e y alista que no lleva de un a tr in t maJO en 

u la n cha ) y tal que XI te una parti ci n Pv qu di id aV 

n la d igura 2. 1). Digam que la cardinalidad d V iguaJ 

a n . 

Definición 1. njllnt d entrada d un véltic v, e la m- ada ord nada 

I(v) = (L/I L/2 ... L/m ) 
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CAPÍTULO 2. REDES DE MAPEOS 6 

talque (u¡,v) E A Vi = 1, ... ,n.dim(I (v)) = 111. 

Ejemplo 1. Suponiendo n par, en la figura 2.1 eL conjunto V de vértices se parle 

en dos clases de equivaLencia, 

[O] = {0,2, ... ,n - 2} 

[1] = {l ,3, .... n - 1}. 

Los conjuntos de entrada para cada vértice están dados por: 

/ (0) = (O,n - l ), f (i ) = (i ,i - 1) 

pa ra i = 1 , ... , n - 1 

Figura 2.1: Grafo que representa una red de n véltices con 2 clases de equi va lenc ia. 

La partic ión Pv debe cumplir con la siguiente propiedad (p*) : 

Si v E [VI] =}:1 ~v,v' : V -+ V, tal que ~ . / ( v) = f ( VI) , Y tal que [ ~ ( U ¡)] = [u¡] 

Vi = 1, ... m, donde si f ( v) = (u l , ... ,um ), ~ . f (v) = ( ~ (u 1), ... , ~ ( um)) 

En péllticular, dos véltices que están en la misma clase de equivalencia ti enen 

la misma dimensión. 

Considerando esta estructura podemos definir un mapeo F : JV JV donde 

J e IR es un compacto. 
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I(v) l (v') 

v v ' 

¡' igura 2.2: onjunto de enll'ada de v y Vi. • 

.1 

d nd x = (xQ .. . ,Xn 1) Y para cada cla e [v] E Pv, ¡ [v] : .Jdim (t (v)) - .1 un 

map al m n d d ifer nciable. 

ad qu dim(! (v)) = dim(! (v' )) para v E [Vi ], ¡ [v] e tá bi n d finida. 

Definjción 2. finimo una r d de c Ida ac piada ITIJ • 

n d lnida m en la cua i n 2. 1. 

.1 rr pa i fa e y F : JV _ .Iv a la t:ran f rmaci n d I pacio 

fa e en i mi m qu d fi ne la evo lución del sistema. 

Definición 3. am el l ¡mjn cel la para indi al" un map 

Ji . .Jdim(t (v)) .1 [v] • . 
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CAPÍTULO 2. REDES DE MAPEOS 

Definición 4. Una simetlÍa de la red de celdas acopladas es una biyección y: V 

V, tal que 

y(v) E [v] y y · / (v) = y(! (v)) = I(y(v)) 'l/v E V. 

donde si I( v) = (U¡ . . . , um ), Y· / ( v) = (y(U¡ ), . .. , y(um )) 

8 

Ejemplo 2. En la siguiente .figura puede observarse el grafo que define una red 

de dos celdas acopladas que están en la misma clase de equivalencia (fig.2.3). 

Figura 2.3: Grafo que representa una red de dos celdas aco pladas, [O] = [1]. 

En este caso, la permutación a (xo ,x¡ ) = (x ¡ xo) (fig. 2.4) es una simetría del 

sistema. 

Figura 2.4: Grafo que representa a la red de la figura 2.3 despu és de una permuta­
ción. 

Los mapeos para el sistema acoplado están dados por: 

(F (x ))o = f (xo,x¡) , 
(F (x )) , = f(x¡ ,xo) . 

Sus respectivos conjuntos de entrada son los siguientes: 

1(0) = (0, 1), 
1(1) = (1,0). 
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manera que podemo on lruir una biyecci6n de 1(0) en 1(1). 

Definición 5. Polidiagonal 

a (Jv F: JV ~ JV) una r d de celda acopladas. 

d fine la p lidiag nal como: 

t1 = {x E J v: i v E [Vi] =} Xv = Xv } . 

d = dimt1 . 

Ejemplo 3. on ideremo La red de la figura 2.5. Podemo ob rvar dos cla 

de equivalen ia. 

Figura 2.5: [O] = [2], [1] = [3] 

En e le ca '0 t1 = {x E J 4 : x = (xQ , X ] , XQ Xl)} y d = 2. 

la p Udjagonal I c njunto de configura i n d ndc 1 d 

al nt ti enen variable de es tado con el mi m val r. En eguida 

am al' qu la p lidiag nal invariante d la dinámica e d cir, qu I n 

un m m nI dad 1 dos lo vértic quivalente ti en n el mi m 

1 ndr n l mi m al r en 1 in tante igui nle. 

Propo ici ' n 1. f (t1 ) e D.. 

Demo '{ración. T mam x = ( XI , X2, .. . ,xn ) E D. , 

(x) = (( f (x)) I (F (x) h ... , (F (x) )n) = (f[I ] (x¡ (l) ) f [2] (X¡(2)) , ... '/[n] (x¡ (n)) ). 

la qu pr bar que: f [v] (x¡ (v)) = f [vl ] (x¡ (vl ) ) iV E[v']. 

• 

• 

• 

• 
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CAPÍTULO 2. REDES DE MAPEOS 10 

Como x E L1, Xv = Xv' si v E [VI ], as í que [v] = [VI ] y, por la propiedad (p*) 

X/ (v) = x/ (v l ) . 

Entonces, ! [v] (x/(v)) = ! [v] (x/ (v l ») = ! [v/ ](X/ (V I »). 

o 

Definición 6. U na red de celdas acop ladas (.Iv ) F : JV ---t JV) e homogénea s i y 

só lo si Pv = {V} (Figura 2.6). 

Observaciones: 

• Una red es homogénea si y sólo si tiene solamente una clase de equ ivalencia 

[v]. 

• En terminos de ! [v], en una red homogénea se cumple que Jiv] = I [II V v, u E 

V. 

• d = 1 para el caso de las redes homogéneas. 

Figura 2.6: Red homogénea, Pv = {V }, n = 7, dim(! (v)) = 2 

Definición 7. Sea F : JV ---t JV. La órbita de un pun to x8 E JV baj o F , es la se­

cuencia de puntos { x~} o ' tal que x~,+ l = F ( x~) . 

Definición 8. Decimos que una red de celdas acopladas es tá sincroni zada s i para 

u E [v] ,x,¡ = Xv Vt ~ O . 

Definición 9. Decimos que una red de celdas acopladas es tá sincroni zada de ma­

nera exacta si Vu, v E V , XV = x,¡ Vi ~ O . 
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n l ea d la r de homog nea incroniza 1 n e incid e n 111 r nI za-

a ta debid a que t n mo una la clase d quivalencia. 

gura 1 

tudi . 

1m , una im LJia una permutaci n de I v 11i rva 

qui al n ia y tran [ rma e njunt de enLJ·ada en e nj unt d ntl-ada 

nc i con id ramo un grup d imelría , la rbi la I un 

d terminará una poJidiag nal, de la fo rma la im tría a -

in roni zado. in embaroo, lo m d In r nizad 

ia d imeuia [1 0J. P r tr la I , la pura 

in r ni zad , n implica de ninguna man ra u tab il idad, d ir, 

ia a p queña p rturbacione . lO erá J m ti vo de l r 1 d nue tr 
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Capítulo 3 

Estabilidad 

3.1 . Antecedentes 

Una red de celdas acopladas tal como la definimos, tiene un conjunto invarian­

te por la evolución, al que llamamos polidiago nal. La polidiagonal debe entender­

se como un modo sincronizado del sis tema, ya que ce ldas equiva lente toman el 

mismo valor en todo instante . Ahora bien, e l modo sincroni zado es en si un com­

portamiento atípico, pues requiere que la evo luci ón de di ferentes nodos en la red 

sea idéntica, es tá condición puede perderse bajo pequeñas perturbaci ones. l ~nto n ­

ces, en e l caso gene ral , aún cuando la red admü a un modo incroni zado , e ·te no 

será observable. Tal modo se vuelve observable si e l conjunto que lo define , la 

polidiagonal, es e table ante pequeñas pelturbaci nes fuera de ella. 

Cuando se tratan problema. de estabilidad local , es decir, cuando e l conjunto 

invariante es un punto o una órbita peliódica, entonces se utiliza el criterio ele es­

tabilidad lineal, el cual asegura la estabilidad no- lineal (ver Teorema 5 .1 , página 

150, [15]). M ás aún, el teorema de Grobman (demos trado independientemente por 

Haltman), establece que par'a un punto fijo (una órbita peliodica) que tiene la pro­

piedad de ser hiperbólico(a), la dinámica no- linea l es to pológicamente eq ui vale nte 

a su versión linealizada, es to en una vecindad de tal punto (órb ita). 

12 
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En apítuJ pr pon m una exlen i n del l orema ' ~ labil idad lin al 

labilida In -lineal", para el ca en que I conjunl invru;anl la 

p lidiao nal y ya n un punt una órbila peri ódica, abe hacer n lru' qu un 

nf qu lradi i nal pru'a e lab l c r la e tabi lidad de un ub paci a-

l;am nl lin al 

una apJi n d 

por m di d la construcc ión de una fu nci n d 

la l ni a al ca pru'licuJru' d r de de map 

n [1 l, 

apu n , 

piad e 

Para d l' d de ecuac i ne diferencial ac piada , P ra 

l l' [ , 7J han expl tad el l;.t ri de l m xim de Lyapu n para 

d I rminar labilidad y p rdida d labilidad de I mod In r In 

mbru' , ha I hech d que el m 1 m d 

a n gali o no oarantiza la labiJi lad a inl lica d I m 

te ti p de ól d b n t mru' d 

hwi n y aul re hacen un e ludi n i n 

labi lidad a intóti ca", Ahí I ma r 

er al a la p lidiag nal e negativ , e l pru'a ualqui r 

m dida in arian l , ent nc , la p lidiag naJ erá a int6licament labl 

En entamo un trema relac i nad con el r ulta d h-

win , dircclam nle in pirado p r I te rema de lab ilidad I al qu 

nun a liante, iguient definici ne , a í mil r ma 1 

uli li zan n [15], 

un mapeo f: ]Rv ]Rv de la e 2, 

Definición 10. n punt p un punto fijo de ¡ i f( p) = p, L un punl p n di 

d P ri d mfnim k i ¡k(p) = P per ¡J(p) =f= P pru'a 0 < j < k, 

Defini ión ] 1. n punt p ri dico p es ll ama I Lyapunov e lable i dad 

qui r > i le uno > Olalqu IP (x) - P(p)l<c pru'a t d Ix - pl< o L ~ O, 

• 

• 

• 

• 

• 
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CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD 14 

Un punto peliódico p es llamado asintóúcamente estable, o atractor si es Lya­

punov estable y hay un & > O tal que si Ix - pi < 8o, e ntonces IP (x) - P (p)1 

tiende a O, cuando t tiende a infinito. 

Denotamos Dpf = ( ~(p)) . 

Teorema 1. Estabilidad lineal implica estabilidad no-lineal 

'Sea p un punto periódico para f : IRv 
---+ IRv con periodo m(nimo k. Asuma que 

hay una constante O < 11 < 1 ta l que todos los valores propios A de Dpl cumplen 

q~é ' I A I ~ 11. 

. I 

J. Entonces hay una norma 1 1* en IRv y una vecindad U e IRv de p ta l que 

para cada condición inicial x E U, la iteración satisface 

2. Para cualquier norma 1 l' en IRv existe una vecindad U e IR
v de p y una 

constante C ~ 1 ta l que para cualquier condición inicial x E U, la iteración 

satisface 

1j1 (x) - j1 (p)l ' ~ C,d lx - pI' Vt ~ O 

Ver la prueba en [15], página 1St. 

Definición 12. A la colección de valores propios de una maui z A la denotaremo 

spec(A ) y la llamaremos el espectro de A. 

Con base en este teorema, si te nemo un mapeo f : IRv 
---+ IRv no linea l, pode­

mo estudi ar la estabilidad asin tótica de una orbita peIiódica de f , anali zando los 

val ores propios de A = Dpfk . 
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3.2. Analísis de estabilidad del modo sincronizado 

n id ramo F: j V ----¡ j V c m e d fLni en el capítul ant ri r y la p 1(­

di g nal = {XE j v: i v E[v']=>xv= xv/}' 

Definición 13. O im qu la polidiag nal e a int ticam nte tab l i :l > O 

t J qu i d (x,6.) ~ 8, entonc d(F/ (x), 6. ) O cuando I ----¡ oo. 

qui d (x 6.) := ín[{ lx - yl : y E 6.}, x E JV. 

ta: La tabilidad a int tica aquí e d fin n lo rru m termin qu n 

[15] . 

a 6. 1 P lidiag nal y 6..1 u complemento ort gonal , d m do qu 

-< nt ne , para ada x E j V xi ten x E 6.YX.1 E 6..1 , tal qu x = x X.1 ' 

La e lu i n d la red d Ida acoplada F: j V j V, tal que 

pu de e cribir omo: 

dond Hx l. (x ) la pI' y cción n la polidiagonal del ve t r F (x) e d u' 

ITIJ ntra qu á (X.1 ) el e mplern nt Ol't gonal de e te últim qu 

d d qu la p lidiao nal e -invariante, nt n e GXá (O) = O, para t el x E 

, d m d qu Ha : 6. ----¡ 6. d termina la evoluci n d J modo iner ni ad . 1 

tica del m do ineronizado e equivalente enton e al igui nt 

h h : 

• 

• 

" 

t i 

• 
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CAPiTULO 3. ESTABILIDAD 16 

, Exis te 8 > Otalque i lx11< 8,entonce líml oo x~ = O. 

Aq uí xO = x y para cada l ~ O, xl + 1 = f (Xl ) = F(x~ + x~ ), y C x' ( Xl~ ) = 

(I d - P ) F ( x~ + x~) . 
Con base en el teorema 1 se puede es perar es tabilidad asintótica en e l caso en 

que los Jacobianos DoCx tengan siempre valores propios de norma menor que 1. 

Teorema 2. Sea F : JV ~ JV de clase C'2, y 11 e JV su polidiagonal. Dada la 

descomposición JV e I1 EB I11-, defmimos para cada x~ E 11, el mapeo CXó : 11~ 

111- , tal que 

donde p~ es la proyección ortogonal sobre 11. Supongamos que: 

l. Existe p E (0, 1) tal que para cada x~ E 11, Y para cada A E spec(DoCx,,), 

tenemos que IAI < p. 

2. Todos los Jacobianos DoCx ó ' con x~ E 11, comparten una base canónica 

común {V I , v2 , . . . , vn } de vectores propios generalizados. 

Entonces 11 es asinLóticamente estable. 

Comentrui os: 

• Este teorema se puede formulru' de manera al ternativa para IRv donde 11 

es cualquier subes pacio invaliante, en ese caso, se tendría que inc luir una 

condición de homogeneidad ademá de las condici ones ya planteadas . 

• E n el caso en que los Jacobianos DoCx ó son inveltible pru'a cada x ,es te 

teorema es un caso pruticular del teorema 2.12 en [4]. En nue ·tro caso no 
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a in ertibilidad y tamp co e hace r · fe l n ia a lo xp n n­

d Lyapu n v. Ad má nu tra pru ba u. a ól argumenl el m nlal 

h cho, una adaplai n-generalización d la prueba d I te r ma ,, ~ -

tabilidad lineal implica e labilidad no- Iín al", tal c m e pre nla n [1 ] 

página] 1. 

• n ba e an nica mún no ref rimo a que 

3 {VI , I VI ,2 . .. VI ,nl V_ , J V2 ,_""V2,n2, ... , ... Vm,I , .. . , Vm,nIlJ ba. d IRv 
d 

Vx E lal qu pec(Do x ) = {A ( I ) , .. . ,A (/II,} yel ub pa i pI' pi g -
x x 

n ral.i zad de A (i) = span{ Vi I ... Vi n.}. O nde ademá e um ple qu x ,,1 

{ 

Vi ,)- I + \ (1) I Vi ,) j > 1 
(Do x ) Vi) = .... I J' -_ 'l . 

1\, (i) Vi , J 
Xc. 

~ la ndici n e n c ruia, p rque el hecho d qu máx IAI < 1 para d 

mauic y B no gru-antiza que máx(spec(AB)) < 1, a m-no qu 1 ngan 

una ba e an nica c mún . ro lo demue tra 1 igui nt jempl : 

A = (~ ~) , B = (~ ~a) 
spec(A) = AA Y spec(B) = Aa, podem 

AB = (~ ~) 
p r I qu pe (AB) = 1. 

• i hay una imetría 'y*con n - d valores propio difer nt n tal qu 

'y* Do = Do Xc. 'y* Vx , nt nc todo I Jacobiano DoGx c mprui n 

una ba an nica comú n. to que en la rede de ce lda a piada 

n imeuia, la c ndición 2 e ati face de forma nat ural. er d utiljdad 

• 

• 

• I 

• 
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CAPÍTULO 3. ESTABILIDAD 18 

recordar esto en la secc ión siguiente, donde de manera más espec ifi ca se 

trabaja con un grupo de simetlÍas. 

Requerimos algunos lemas antes de realizar la prueba del teo rema. 

Lema 1. Dado 11 > P existe una norma adaptada 1 1* en !1-L, la/ que para toda 
. i l i2 iTl A secuenc/CI Xó ' Xó " .. ' Xó e Ll. tenemos 

* 

para todo x-L E !1-L . 

Idea de la prueba 

E te lema se prueba usando fuertemente el hecho de que hay una base común 

de vectores propios generali zados (condición 2), y usando también que lo e ­

pectros de los Jacobianos están uniformemente acotados po r p (condición 1). 

Plimero se prueba que para 11 > p dado, existe no tal que para toda secuencia 

': 1 i2 ill e A > xó ' xó " . . , Xó Ll, con n _ no, tenem s 

n rr DoG il. X-L :::; ll
n lX-L 1 

k= l X ó 

para todo x -L E !1-L . Enseguida se define 

IX-L I* = ~ l1 -
k 

( ij ~áx Ij DoGx~ X -L ) 
k 1 xó.} - l , ... ,k } 

y resulta que esta métrica sati sface la t sis de l lema. Nótese que e l máximo 

entre parentesis se refiere a todas las secuencias en !1k
, e l cual es un conjunto 

compacto. 

Comentario: 



P{T LO . T. BJLID D 

• La mpa idad d Ó P rmü e gel', para todo'l E (p 1), d nd ' 

p = máxx -J(má (1 pec(Do xt»I)) < 1, un mi mo no tal qu 

TI 

ITDo xik X .l ~ ll Tl I X .l 1 Vn 2: no· 
k- l 

Lema 2. Para ada x E Ó definimo I map o gx : ó ..L -+ ó ..L lal qu 

Dado > O exi le 8 > lal que para todo x E Ó. Tenemos qu 

]9 

Demo Ira Ión. quí u a I hech d que F e d cla 2 qu la d r; -

ada d g. t\ e O P ra t d x 

O, cuando IX.l I-+ O. 

L ntinuidad d la gunda d rivada y el h eh dequ Ó mpa t , a gu-

ran qu ta rg n la ea unif rm , y en t nc pdm n nlrar un mi m 

8 para > O dad V x E A O 

Demo Ira iÓn. (Teorema 2) 

a xo = xo ffi X~ . Para'l E (p 1) d finim la n rma adaptada 11 , m n I 

ma 2. a f. > O arbi trari . 

h ra , para cada l 2: O t n mo que 

• 

• 

.. 

d m I qu • 

x'" 1 = (il OoC" . ) x~ + E (n Do ,,-. ) g,,-,(x'" ') g,' (x'" ) 



• 

• 

• 
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Sea 8 > O, por el momento arbitralio, supongamos que para todo O :S s :S I S ' 

cumple que I x~ l * < 8, de modo que, por e l Lema 2, 

Entonces, usando la desigualdad del t1i ángul o y el Lema 1 tene rn os , 

1 

li J l l* :S 111
-1 I l x~l* + 8 L 11 sl x~51 * , 

s=O 

de manera equivalente 

1 

11 - (1 ll lx1 11 :S I x~I*+ (~ ) Ll1 - (I -s)l x~ 5)1* · 
11 s=O 

Si defi nimo SO = I x~ 1* y recur ivamente Ss = ( 1 + ~ )Ss- l, para s = 1, . . . , l + 
1, entonces tenemos que Ss ~ ll - sl x~I * para todo s = O, ... , l + 1. J\demás, Ss se 

caJculafácilmenteytenemostambiénqueSs= ( l + ~rso,demodo que 11 (1 1)l x
l
1- II.:S 

(1 + ~ r+ l l x~ I * . 
Si desde el principio escogemos 8 tal que 11 (1 + ~ ) = 11 + 8 < J, ento nces se 

cumple que 

• para ~: = 11 + 8 < 1 Y para todo l ~ O tenernos que I x~+ l l* :S ~1 + l l x31~ , d ' 

donde 

lím x~ = O. 
1->00 

o 

3.3. Aplicación a redes homogéneas cíclicas 

Recordemos que una red homogénea es aque lla en que todos los vér1ices son 

equivalente, es decir, la partición consiste en un 0 10 conjunto que e {V}. un-
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qu una red h m g n a no nece ruiarnente admit un grup d imenía on J-

el ramo aqur n dond í lo admite. 

ot m qu pru'a la m génea , la p I c njunt /). := 

{ X E J : XII = Xv V u v E V } d m d que /)..1 d 

Pru' ada y en el orupo de im oía de la red, la tran forma i n indu iela 

y : J J tal qu y (x)v = Xy(v), nmuta c n lo Jacobian Do x , pru'a t d 

x E . , i ad má y , que en la ba e natural de IRv una maui z p rmuta i n 

ti n n = # alor pI' pl O mplejo eliferent , enton e la c ndici n del 

t r ma au t máticament . 

En a r vi al' vruio ejempl concreto de red 

n Jm lJÍa qu umpl n e ta pI' pi dad, y vam a analizar la labilidad a int ti ­

d la p I idag nal n t rrnino del te rema 2. 

E tudiar m la aplica i n del t rema en r de cíclica (f-igura . L). 

aquí n ad lante V == {O 1 oo' n - l}. 

Definición 14. na r d hom génea cíclica de rango m i 

I(v) = ( , (v- (m - l ))(modn ) (v - (m - 2)) (modn ) . .. (v - (m - (m - l ))) (modn )) 

Vv E . qufdim(! (v))= m. 

igura .1 : R d h m génea cícli a, #V = n,m = 2 

F nt n la red cícli a i (F( x))v = ! [vJ(x¡ (v)) ' 

• 

• 

• 



• 

• 

• 

• 
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El Jacobiano Jx de F está dado por: 

I ro I rl 
f Xn - 1 I ra 

Jx = !tn - 2 Ir,,_1 I ro 

Donde Ir; = a ( ra~~))o (ó) = a ( ra:;~ ))o (.r . . .. ,x). 

f r,,_1 
j~n 2 

j~" 3 

22 

Las red cíclicas siempre admiten como grupo de simetJía s al grupo r gene­

rado por y : V ----t V, tal que y(v) = (v+ l ) (modn )' La tran sformac ión lineal y li ene 

n valores propios diferentes en te. 

E l calculo de lo valore propi o de Jx se realizó directamente , resolviendo 

las ecuaci ones que se obtienen de Jx v = Al v como ecuaci ones de recurrencia, 

así obtenemo que: 

para k = O . . . n - 1 

(3.1 ) 
m - l 2 k ' 

Ak = 1 + " f " e~ (n-)) xo i..J x n- ¡ , 

) = 1 

donde Ao es e l valor propio que e tá a ociado al modo di agonal, e dec ir a 

XL'> , de manera que el espectro de DoGxl'. coincide con lo valores propios de Jx 

excluyendo e l pJimer valor propio. 

Se puedc notar que A¡ = An ¡. 

Corolario 1. Sea F : JV ----t JV un mapeo consistente con la red cíclica de rango 

m en V, entonces si 

m- l o k " 

1I + " I " e - ~ '( n-)) I< l 
Xo i..J Xn- ¡ 

) = 1 

para todo k = 1, . " " ,n - 1, tenemos que Ó es asintóticamente estable . 
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Demo Ira ióno ~ n m que 

m x )1) ~ el = máx (máx (I Ak (X )1)) 
x k 

y d bid ~e compacto, el < 1, p r lo que °ati rac la 

ndi i n 1 d om ya mencionamos, las rede 

m crup d r, por lo que la ba e de v e 

mún I qu la ndici n2dlmim teorema, m 

a int ti am nt tableo 

o 

m ntru; 

• uand pruoa t d x E ~ ten mo qu signUxo) = sign (f. j::/ Ir" j) nt n-

• 

IAk( )1 ~ IAI (X )1 para lodo k = l , .. o, n - l , y en lal a ba ta que 
m 1 2ni( O) 11xo + f.j ::1 ¡ r,,_len n - J 1 < ] pruoa t d xt. E ~, pruoa a egurar la e tab ili lad 

a int tica d 

d d o (f) o ("",- 1 f ) lI an pruoa l x E tencm que slgn Xo = - slgn '- j 1 f" J ,en-

lon 
IAk(X )1 ~ IAq(x)1 pru'a n pru' 

IAk (X )1 ~ IA!!f (Xt.)1 pru'a n impar 

V k = 1 o o o n - 1 Y en tal caso basta que 

11 + ,,/~I - I I .ere i(n- j ) 1 < 1 Xo '-J= I X"- J . 
pru'a n pruo 

,,~- I 1 /J!!~(n-j)1 < 1 pru'a n impruo 
'-J= l X" _ j 

V x E ~, pru'a a gUJ'ar la e labilidad asint tica de ~o 

• 

• 

• 

• 



• 

• 

• 
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3.4. Ejemplos 

A continuación construimos un mapeo consistente con una red cíc lica de rango 

n en n véltices, para e l cual la polidiago na l sea globalmente atractiva . Definim os 

F: [O, 1]v -+ [O 1]v e n la base (x , X.l ), de modo que ahí se velifique tri via lmente 

que /). e un atrac tor global, y luego hacemos un cambio de vruiable pru·a esclibir 

F en la base u ua l. 

Ejemplo 4. Definimos G : /). x /)..1 -+ /). X /). .1 como sigue: 

G(xó,X.l ) = ((T-n : 1IXJI1)X (1 - x: ) ,ax.l ) 

con a E (0, 1). 

Entonres, en la base natural de IRv tenemos F = n - I G n, donde n es la 

matriz unitaria de cambio de base que se escribe así: 

1 1 1 

Jn Jn 7n 
1 (n 1) 1 

) (n )(n- l ) ) (n )( II - I ) ) (n )(11 1) 

n = 
1 

° 
- 1 1 

,J6 ,J6 J6 
1 

° ° 
- 1 

Ji Ji 
con 

) (/1 2) 
i = j i= 1 

1 i = 1,Vj Jn 

i < j,i i= l n ij = ) (11 I 1 )( 1I - i+ 2 ) 

) (n i+ 1 )( n - i 1) 
j = I ,Vi i= l 

° j < i , i i= l 
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R ulla qu () () [;'- 1 X i ( d ) X = X X.l , donde Xt. = -rn y X.l = dI . .. nI· 

om nlario : 

• omo 

Vx E /1, enlonce , deja invariante la polidiagonal /1. 

• 

valuamo F n la polidiagonaL, cada di = 0, por lo qu F el map o 

• n i l ma dinámi o a lico está generalmente cara lerizado por: 

l . Ti n d pendencia sensitiva a las condi ione ini ial s d I i l ma 

( lO ,punto inicialmente cercanos pueden evolu ionar a e tado 

mu diferenle). 

on IOpológicamente tran itivo . Una función f e topologi amenl 

tran itiva i, dado do in tervalo cualesquiera U y V, hay al ún en­

tero po ilivo k lal que fk(U) n V =f. 0. 

Para la ma orfa d los valores de T entre 3.57 y 4, el mapeo log(slico e comporta 

como un i l ma ca li o. 

·1 igui ni parti ular d la red d map a op lad d I qu 

ha te j mpl [ intere an te tabi -

[idad d la p lidiag nal b i arn nte depend I la intensidad d I a plamjent, 

qu i n dada p r I parám tI E. 

• 

• 

• 



• 

• 
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Ejemplo 5. Para m = 2 para todo v, tomamos F: [O l ]V ~ [O, l ]V con 

y E E (O . 1). Aquí g : [O, 1] ~ [O 1] es un mapeo caótico de clase C'2. En este caso 

( l - E)gxo O 
Egx,,_1 (1 - E) g~o 

J = 
O Egx,,_1 (1 - E) gxo 

O O 

Si calculamos los valores propios de J, según lo obtenido en 3. 7 oblenemos 

que: 

2ltki (n- I ) 
Ak = fr:o + !X,,_I e n 

; : . para k = O ... n - 1, de donde 

2 ltki ( 1) Ak = (gxo)( l + E (e-n n- - 1)) 

Según los resultados obtenidos, para lener estabilidad asinlótica necesitamos 

que: 

Entonces, tenemos lo siguiente: 



APÍT 

d d nd : 

i h le 111.0 : 

TABJLIDAD 

- 2lt i 
1 (gxo)( l + c(e- " - 1))1 < 1 

11 + c ( -;,ltl - 1)1 < ~ 
18xo l 

1 
H =­

Igxol 
1 1

2 + 2(lgxol 2 
- 1) 

g o ( - 27r ) 1 cos - n- -

27 

1 r i n de labilidad e tá dada por (1 - H )/2 < < (J 1-1 )/2, lo qu 

impli I una oto uperior para Ig 01 en función de n. 

1 
Igxo I < ¡-;--;; 

Vl - ~ 
donde 11 := (21t / n ) - 1. Entonces, la región de estabilidad depende de la 

dim n i6n de la r, d, tiende a cero uando n tiende a infinito. 

1::: n ouida an lizam un ca particular: 

Ejemplo 6. Para #V = y m = 2 para lodo v. 

Tomamo: 

(F (x))O = f(XO,X2) 
(F (x)) I = f(xl xo ) 
(F( x))z = f(X2 XI) 

• 
o 

• 

• 



• 
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Figura 3.2: Red n=3, m = 2 

donde Xv E [0, 1] e R 

{ 
J.1X O ~ x ~ 1/ 2 

g(x) = ,u( l - x) 1/ 2 ~ x ~ 1 

es conocido corno el mapeo tienda, si,u es más grande que 1 el sistema tiene dos 

puntos f ijos, uno en O y otro en ,u/ (,u + 1). Ambos puntos fijos son inestables. En 

este caso tomaremos ,u = 1.6. 

() { 
1.6x O ~ x ~ 1/ 2 

gx = 1. 6 (1 - x ) 1 /2 ~ x ~ 1 

Para lodos los puntos donde g(x) es diJerenciable, obtenemos 

E: 

H _ 1 \ \2+ 2(lgxoIL 1
) -

- Igxo l gro cos ( -~lt) - l -

I \1. 6\2+ 2(11. 6j2 - 1) = 
fl.61 ' cos( -ilt ) - 1 

)0. 1875 

como ~( 1 - H ) < E < ~( 1 + H ) 
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• 

Obf nemo qu 1(1 - J O.1875 ) < t < !(1 + JO. 1875 ) 

fomCII11.0 = 0.5, luego 

-2~i -2 ~ i 

I( 0)( 1+ (e-" - 1))1 =1 (1.6)( 1+ 0. (e-Y-- l )) I= O. < 1 

U ando / oro/ario J vemos que /0 polidiagonal e asinlóti amenf e lable. 

• 

• 



• 

Capítulo 4 

Comentarios Finales 

En e te trabajo consideramos sistemas dinámicos definidos sobre una red oe 

celdas acopladas. La dinámica es generada por mapeos de clase e:! que son c n­

sistentes con la estructura de la red, y por 10 tanto dejan invruiante un subcspacio 

lineal al que llamamos polidiagonal y que identificamos con e l modo incroni za­

do. 

Estudiamos la e tabilidad asintótica de la polidiagonal, partiendo oe la linea­

lización de la dinámica en la direcciónes transversales a e lla. Probamos que pru'a 

una red homogénea que admite imetlÍas con ciertas cru'acteIistica , la es tab il idad 

de la linealización implica la estabilidad asintótica de la polidiagonal. Además 

presentamos una familia de ejemplos, las rede cíclicas, pru'a las cuales las condi ­

cione de estabilidad se pueden velificar de forma explíc it a. 

Un teorema análogo al teorema 2 de este trabajo, permite asegurar la estabi ­

lidad asintótica de la polidiagonal a pru'tir de una condición sobre los exponentes 

de Lyapunov transversales [4]. Aunque e l teorema en [4] no requiere que la red 

admita simetIias especiales, supone en cambio un conocimiento de los ex ponentes 

de Lyapunov para todas las medidas invruiantes, lo cual es difícil en la prac ti ca. En 

nuestro caso las condiciones sobre e l espectro de la lineali zación de la dinámica 

pueden en pIincipio velificarse. 

30 
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la ten i n de nu tro re ultado a r de ' que admit n im l/ía 

la qu up n n en [10]. En t ndría qu 

la le una ba e can nica c mún para t da la d 1; ada 

Lran r mplazar a. ' Lr baj 

pu d tambi n ampliar a tr tipo de l' de h m oén a , a i m r d n 

m pa o pI' liminar para J e tudi de rede infinita. 

• 



• 
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Apéndice A 

Prueba del lema 1 

Tomamos 'l > p. VA (i) E spec(DoGxtJ, tenemos que !A (i) ! < p . 
X

ó 
Xó 

EscJibimos xl.. = L aaa(Xl.. )va. 

N rmalizando lo vectore propio , se tiene: 

La !aa( Xl.. )! pn- d!va! 
= La !a a( Xl.. )! pn- d ~ La máx !aa(Xl.. ) !pn d 

Ya que las nOlmas 11 y máx son equiva lentes, !Xl.. ! = C máx !aa(Xl.. )!, do nde C 

no depende de xl.. . 

Entonces, ~N tal que 

Vn 2: no· 

32 
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d d ni 

para t d x -L E ~ -L . 

d fi n 

n rr DOGxikX-L ::; 11n1X-L 1 
k= 1 

~ ( k . ) ~ k rr l ' = L 11 - , máx DoG.j X-L . 
- 'j '- '-k- I xó ,j - I , ... ,kj 1 

= L~~ 111 - k ~máx 'J . rr)=LDOG 'i (n' =LDOG ,,(X1.)) ~ Xó ,j = 1,,, .,k Xó 

::; L~ ll1 -k máx ij ' _ , n)=1 Do 'j(X-L )llnk=1 Do x'k x ,j - l ,,,.,k x • 

::; L~~ ll1 -k (máx ij '_ ,ln)-1 Do i1 (X-L )I ) l1 n 
Xó ,j - l , ... ,k x 

= l1 n
lx-L 1 

• 

• 
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Apéndice B 

Comentarios a la bibliografía 

• En [1] y [2] se estudia la sincronizac ión de mapeos acop lados en una varie-

, " dad de redes que incluyen redes uno y dos dimensionale , redes de e ca la 

libre, árboles y redes aleatorias. Se defin e sincronizaei ón de fase y s incro­

ni zac ión exacta, se cla ifican lo. nodo. egún su evoluc ión, así como los 

acopl amientos, y se estudia la fo rmación de cúmulo de nodos s incroni za­

dos en relación con el tamaño de la red . En la plimera parte IJI se presentan 

resultados numélicos y en la segunda [2] se estudia la sincroni zaci ón en re­

des globalmente acopladas y redes bipaJ1itas. Se determinan condic iones de 

estab ilidad par'a l os modos sincronizados mediante el u o de ex ponentes de 

Lyapunov y funciones de Lyapunov . 

• En [4 '1 se supone la existencia de un istema dinámico con una subvaJiedad 

invaliante, tal que la re tlicci ón del i tema a su subvaliedad ti ene un atrac­

tor caótico A. Se bu sca conocer bajo que condiciones A es un atractor paJ'a 

e l si tema OJiginal y en qué sentido. n este trabajo e obse rvan todos los 

exponentes de Lyapunov paJ'a todas las medida invariantes de la dinámica 

y se presenta una car-acteJ1zación de la dinámica transversa l de un atrac­

tor en un espacio invaJ-Lante, considerando el conjunto de los ex ponentes 

34 
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pun tran r ale. 1 r ultado dan condicion para id ntili ar 

tabi lidad a int tica e ine tabilidad. Finalm nte e rea li zan xp rim nt 

num y e indi an alguna ap li.caci.ones. 

• ' n [ ] 

d 

tudia I m vimient incr nizado n i tema 

no·al di eñar un 

ac pl a-

ti un m lml nt d 

id nli , dad arbitrariam ntc. ~ n e te trabajo enfati a J r lIla lra-

individuaJe I ntr le la dinámica del iSl ma, in embarg , n 

u an xpJicitamente exponente de Lyapun v o funci on de yapun 

para ami nar la e tabilidad lineal deJ movimiento incr ni zad. bti -

n n prin ipaJm ntedo re ultado . El pIim ro un rit n o ligur 

fa ,garantiza la incr niza ión e tabl en la tra ect ria dada. 

r nizad 

qu 

en n rma de desviaci n para el c mp ortami nt in­

e un criten uficient. El egundo, un rit ri m -

er u ad para e timar la fuerza del acop lami nt 

la e tab ilidad lineal e con r- p ct a la p rturbaci n 

er a a la ari dad d la in r nizaci n. na enlaja qu 

amb lit ri ti enen una interpretación g qu 

d bid re ultado n obtenido de una lin aJizaci n, n pu d n 

uti I i¿ar 

die r nt r ultad d 

n lin al 

d Ja medida u ada, por I qu pu den 

tabi lidad para dif rente tray e t lia . Finalm nt 

li ¿an xp lim nt num ric en dif rent tema din mj 

• ' n l 1 demue tra qu mucha configuracione d ciJadore ac piad 

pu d n xpr ar e n una forma simple y determinar a partir de ella la ta­

bilidad die tado in r nizad la funci n bt nida den mina fun i n 

ma u·a d tabilidad, ta permi te e tabl cer cuando cualqui r a pJa-

• 

• 

• 

• 
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miento lineal puede producir una dinámica sincronizada y es table . Para esto 

se utiliza el signo del máximo exponente de Lyapunov . 

• En [10] se define una celda y una red de celdas acopladas. Se introd uce la 

representación de una red por med io de un grafo diJigido. Y se demue tra 

que la simettia no es e l único mecanismo para crear sincron ización. Esto 

e realiza remplazando al grupo de simetlía por un gl1Jpoide de s imclJía , 

e l cual incluye infonnación acerca de los conjuntos de entrada. También se 

introducen las redes cociente, que se obtienen res tringiendo e l espac io al 

subespac io polidiagonal y que pueden tener simeuías y por lo tanto s incro­

ni zación, aunque la red Oli ginal no las tenga . 
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