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Capitulo 1

Introduccion

El tema de estudio del presente trabajo es uno de los objetos mis cldsicos dentro
de la geometria combinatoria: las estructuras geométricas inducidas por conjuntos
de puntos coloreados en el plano.

En este contexto, el objeto gcométrico bdsico es un conjunto finito S de # pun-
tos en el plano. El conjunto (o configuraciéon) S nos induce in dibujo geométrico
de la grafica completa K,;: la arista incidente con un par de puntos s simplemente
el segmento de recta que los une.

1.1 Antecedentes: la Conjetura de Erdos
para trayectorias alternantes

La clase de problemas que nos concierne ha sido recientemente popularizada en
un articulo de revisién de Kaneko y Kano (ver [4]). La idea general consiste sim-
plemente en asignar un color (tradicionalmente rojo o azul) a cada punto de . de
esta manera obteniendo un conjunto R de puntos rojos y un conjunto 8 de puntos
azules, de tal modo que § = BUR. Los problemas tradicionalmente estudiados
en esle contexto se ocupan de las propiedades de subestructuras escasas (es decir.
en las cuales el nimero de aristas es lineal en el nimero de vértices). tales como
trayectorias o drboles (ver |1, 2, 6]).
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En este trabajo presentaremos nuestro progreso recientc en un problema cuya
historia s¢ remonta a una pregunta de Erdos (ver [5]): st |R| = |B|. (cudl es ¢l
tamaiio miximo de una trayectoria alrernanie (ésto es. sus vértices son alternada-
mente rojos y azules) sin cruces sobre §7 (recordamos al lector que una trayeclo-
ria ¢s una sucesion de vértices y aristas en la cual no se repite ningin vértice, y el

tamaiio de la trayectoria es su nimero de vértices).

Erdds propuso el estudio de este problema para lo que podria considerarse
el caso mis sencillo: los puntos en S sc encuentran en posicion convexa. €sto
es, ¢l cierre convexo de S es igual a S. Erdds conjeturd que siempre existia una
trayectoria de tamano (3/4)n.

En lo sucesivo, si § es un conjunto de puntos bicoloreado (donde el niamero de
puntos rojos no es necesariamente igual al nimero de puntos azules). denotaremos
por A{S} al tamano de una trayectoria altemante mdxima en S.

Kyncl, Pach, y Toth [5]. e independientemente Abellanas. Garcia. Hurtado
y Tejel |3]. recientemente hallaron ejemplos dec configuraciones en lus cuales
la trayectoria altemante médxima tiene longitud (2/3)n+ O(\/n). También ob-
servaron que s (bastante) sencillo probar que cualquier configuracion tiene una
trayectoria alternante de tamano n/2, y Kyn&l et al. fueron un poco miis lejos v
probaron la existencia de una trayectoria alternante de tamafo n/2 + ¢y/n/logn,
donde ¢ es una constante. Resumimos estos resultados en el siguiente enunciado.

Teorema 1 ([3, 3])

n/2+cy/n/logn < min  A(S) < (2/3)n+O(V/n),
S=RUB.|R|=|B)|
donde el minimo se 1oma sobre todos los conjuntos S bicoloreados en posicion

convexd con igual niimero de puntos rojos v azules.

Aunque estos trabajos demuestran que la conjetura de Erdos es falsa. es claro
que de ninguna manera resuelven el problema por completo. La determinacién de
la constante correcta de proporcionalidad es el centro de una vigorosa actividad
de investigacion en estos momenlos.




1.2 Matchings lineales y trayectorias alternantes

Una de las herramientas principales en |3y |5] es la cercana conexion que existe
entre trayectornias alternantes y matchings lineales bicromdticos. Recordamos que
un matching geométrico, o simplemente marching, es un conjunto de aristas tales
que ningun par de aristas se cruza. y ademds ningun vértice es incidente con mds
de una arista del matching. Si el conjunto S subyacente de puntos estd en posicion
convexa, podemos entonces delinir un matching linea! (también llamado separa-
ble): este es un matching para el cual cxiste una linea recta que corta a todas las
aristas del matching. Finalmente. un matching lineal es bicromdtico si cada arista
es incidente con un punto rojo y con un punto azul.

La pregunta fundamental es facil de adivinar: dado un conjunto S bicolorcado,
(Cudl es el tamano (ndmero de vértices) v(S) del matching lineal bicromitico
maximo sobre 57

Aunque como objeto geométrico—combinatorio bdsico, fos matchings lineales
bicromadticos tienen interés en si mismos. | 7| la importancia de cstas estructuras
en el estudio de trayectorias alternantes resulta evidente a partir del siguiente re-
sultado.

Teorema 2 ([3, 5])

) . S ) . v(S
lim min ) = hm min (—)
n—eo  S—RUBIR|=|B] n n—eo  S_RUBR|=|B| N

Este resultado refrenda el interés en el estudio del tamano del matching lincal
bicromdtico mdximo sobre un conjunto de puntos bicoloreado. El problema cen-
tral de estudio de nuestro trabajo es la estimacion de v(S). para el caso cn que §
es bicoloreado aleatoriamente.



1.3 Nuestro problema: matchings lineales en
conjuntos de puntos coloreados aleatoriamente

En el proyvecto que culmind en este trabajo de tesis. nos dimos a la tarea de estudiar
el problema de la estimacidn de v(S) para el caso en el que la coloracién sobre S
(en posicion convexa) es realizada de mancra aleatoria. Esto es. el color de cada
punto de S es asignado de mancra aleatoria.

En concordancia con el problema original de Erdos y los problemas estudiados
por Kyn¢l et al. y por Abellanas et al. . es natural restringir nuestra atencion a
conjuntos cquicoloreados. esto cs, aquellos en los cuales |R| = |B|. Asi. nuestro
problema fundamental es el siguiente.

Pregunta 1 ;Cudl es el valor esperado del tamaio mdaximo de un maiching lin-
eal bicoloreado en una coleccién aleatoriamente equicoloreada de n puntos en

posicion convexa?

Antes de abundar un poco sobre las dificultades de abordar esta pregunta di-
rectamente, proponemos la siguiente pregunla relacionada.

Pregunta 2 ; Cudl es el valor esperado del tamario indximo de un matching lineal
bicoloreado en una coleccion aleatoriamente coloreada de n puntos en posicion

convexa?

Aunque es relativamente sencillo proponer algoritmos para encontrar match-
ings lineales bicoloreados, con valores esperados no triviales. una breve reflexion
revela que el andlisis de un algoritmo sobre colecciones equicoloreadas presenta
problemas de fondo: el anilisis de tal algoritmo (al menos de los algoritmos mds
naturales) debe basarse en la perspectiva de que se exploran puntos (cuyo color
es aleatorio). y de acuerdo a cierto criterio. se aiiaden (o no) aristas bicoloreadas
al matching hineal. Sin embargo, la hipdtesis de aleatoreidad no puede asumirse
en cada punto explorado, debido a la restriccion de que ¢l punto a ser explorado
no tiene necesariamente probabilidad igual de ser rojo que de ser azul: en efecto,
si al momento de explorar el vértice hemos revelado un ndmero de vértices rojos




mayor al namero de vértices azules, entonces en el conjunto de vértices por explo-
rar existen evidentemente mis vértices azules que rojos, de modo que un vértice
elegido al azar tiene mayor probabilidad de ser azul. Este obsticulo de ninguna
manera es trivial, y deberd ser tomado en cuenta en cualquier andlisis formal.

Por otra parte, notamos que las dificultades mencionadas desaparecen por
completo cuando consideramos el modelo planteado en la Pregunta 2 (quitando la
restriccion de equicoloracion).

Afortunadamente, en un trabajo realizado paralelamente a nucstro proyccto,
Moreno [8] recientemente demostré que. en el término relevante, ambas preguntas
tienen la misma respuesta.

Teorema 3 Los valores esperados respectivos a las Pregutnas 1y 2 son lincales
en n (mds términos de menor orden), con el mismo coeficiente de proporcionali-
dad.

Este resultado es de enorme importancia para nuestro trabajo, ya que nos per-
mitird proponer algoritmos para encontrar matchings lineales bicromdticos gran-
des. y demostrar formalmente cotas sobre el tamano de los matchings lincales
encontrados por estos algoritmos.

1.4 Estructura de esta tesis

El resto de este trabajo consiste de cuatro capitulos. El teorema principal (Tco-
rema 4) se enuncia y demuestra en el Capitulo 2. La prueba del Teorema 4 ¢s una
simple consecuencia de los Teoremas 6 y 8, demostrados en los Capitulos 3 y 4,
respectivamente. En el dltimo capitulo presentaremos las conclusiones y algunos
problemas abiertos relacionados con este trabajo.




Capitulo 2

El teorema principal: estimando el
mayor matching lineal en una
equicoloracion aleatoria

Los resultados principales de este trabajo se resumen en el siguiente enunciado.

Teorema 4 (Teorema Principal) E/ valor esperado A ,(n) del tamavio del mat-
ching lineal bicromdtico mdximo en una equicoloracion aleatoria en un conjunto

de n puntos en posicion convexa satisface las siguientes desigualdades:
0.7539 + O(/n) < Aeq(n) < 0.858n+ O(\/n).
Para demostrar la primera desigualdad, creamos un algoritmo que encuen-
tra un matching lineal bicromitico, y probamos que el tamano esperado de este
matching es precisamente 0.7539n + O(\/n). Para la cota superior, presentamos

una cumbinacién de argumentos combinalorios ideados ad lioe para este prob-

lema.

2.1 Demostracion del teorema principal

Prueba del Teorema 4 (provista solamente por claridad v completez). Simple-
mente sefialamos que el Teorema 4 se siguc de los Teoremas 6 y 8. a ser de-
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mostrados en los Capitulos 3 y 4, respectivamente. n



Capitulo 3

L.a cota inferior

Como se ha mencionado en la Introduccién, nuestra principal contribucion (Teo-
rema 4) consistioé cn la demostracién de cotas (inferior y superior) para el tamaiio
del matching lineal mdaximo en una equicoloracion aleatoria. Nuestro objetivo en
el presente capitulo es demostrar estas desigualdades.

En vista del Teorema 3, podemos enfocar nuestros esfucrzos a coloraciones
(no necesariamente equicoloraciones) aleatorias. Esto es, para demostrar el Teo-
rema 4 es suficicnle establecer el siguiente enunciado (notamos que el término
“ar’ en Ag,(n) se utiliza para enfatizar que contemplamos coloraciones arbitrarias.
y no necesariamente equicoloraciones, como en el caso de Ay (1))

Teorema 5 El valor esperado A, (n) del tamaiio del maiching lineal bicromdtico
mcximo en una coloracion aleatoria en un conjunto de n puntos en posicion con-

vexa satisface las siguientes desigualdades.

0.7539n + O(\/n) < A (n) < 0.858n + O(\/n).

3.1 La estrategia

Nuestra estrategia para demostrar la cota inferior sigue los siguientes pasos:




Paso 1 Dar un algoritmo (que llamaremos Algoritmo B) cuya entrada es una col-
oracién de un conjunto S = {po.p1.p2. ..., ps—1} de n puntos cn posicion
convexa (etiquetados de acuerdo al orden ciclico contrarreloj en que apare-
cen en el cierre convexo de S). y cuya salida es un matching lineal bi-
cromatico.

Paso 2 Demostrar que el tamano esperado (asumiendo como entrada una col-
oracion aleatoria) del matching lineal bicromitico obtenido por Algoritmo
B es al menos 0.7539n + O(\/n).

3.1.1 Calentando motores: el Algoritmo A

Antes de describir el algoritmo cuya validez y anilisis implican la cota inferior del
Teorema 5, consideramos pertinente presentar un algoritmo mas débil. pero cuya
descripcidn y andlisis son bastante mis accesibles. La simplicidad de las ideas
detris de este algoritmo preliminar (que llamaremos Algoritmo A) servirdn como
preparacion para la presentacién y andlisis del Algoritmo B.

ALGORITMO A

Entrada : Un conjunto S = {po,pi.p2, -...pa—1} de n puntos en posicion con-
vexa, y una coloracién x : S — {0, 1} (donde 0 denota el color rojo y | el color
azul).

Salida ;. Un matching lineal M bicromatico sobre S.
Procedimiento :
1. Fijamos los valores iniciales py := po. pr = py—1. M = 0.

2. Preguntamos si py, p¢ tienen diferentes colores (ésto es. si x{px) # X(pe)-

En caso afirmativo:
(1) Hacemos M = M U {(px, pr) } (ésto es, anadimos la arista (¢, r) a M).
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(1) Hacemos py —— pry1 Y pe < — pr-1-
En caso negativo, hacemos py «—— p¢_1.

3. Si¢—k > 1.volvemos al Paso 2. Si no, terminamos el proceso.

En términos coloquiales, el Algoritmo A (rabaja de la siguiente manera. Co-
menzamos tomando el punto py := po, ¥ pregunta los colores de los puntos (en
este orden) p,_y, pn-2,.... hastaencontrar un punto con diferente color al color de
po- Al encontrar este punto (digamos p,), anadimos la arista (pg, p,) al matching
M (que en este punto tiene tnicamente esta arista), y hacemos py := p; y p; -
Pr—1. Esto es, los puntos pg.p,—1,...,pr quedan completamente desechados, y
nunca mas serdn explorados en el algoritmo. Es el turno de encontrar “pareja™
para p;: buscamos en orden pg, pe_y, .. .. en este orden, hasta encontrar un punto
que tiene diferente color a p;. Una vez encontrado tal punto, incluimos en M
la ansta que une este punto con p|, y procedemos a buscar pareja para p;. elc.
Naturalmente, cuando flegamos a un punto para el cual no encontramos pareja
(situacion que sucede si y solo si todos los puntos no explorados tienen el mismo
color), el proceso se detiene.

Qué tan efciente es el Algoritmo A? Esto es, si la entrada es una coloracion
aleatoria, ;cudl es el tamafo esperado del matching lineal que arroja ¢l algoritmo?

Para responder a esta pregunta, notamos que es posible visualizar la accion
del algoritmo como un proceso de Markov. En efecto, fijemos como conjunto de
estados a la coleccion de las parejas (f,m), donde 1 > | 'y m > 0. En un paso
del proceso. el pardmetro ¢ indicard el nimero de vértices *‘descubiertos™ hasta ¢l
momento, y m denotard el nimero de aristas incluidas en nuestro matching lincal.

Para definir las probabilidades de transicién, notamos que en el tiempo ini-
cial, hemos descubierto tinicamente 1 vértice, pp. De estc modo. el estado ini-
cial es (1,0). De acuerdo al Algoritmo A, el paso siguiente es buscar (de cntre
Pn-1.Pn2,.... €n este orden) un punto para emparejar a pg. El primer csfuerzo
consiste en ver si p,—| ¥ po tienen diferente color (lo que sucede con probabili-
dad 1/2), en cuyo caso los emparejamos, y el estado se convicrie en (2. 1) (dos
vértices descubiertos. | arista en el matching M). Si tienen el mismo color (lo cual

sucede con probabilidad 1/2). p,-) “muere”, y el nuevo estado es (2,0). Ahora.
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si el estado actual es (2, 1). entonces. dado que el paso siguiente scrd revelar (el
color de) p|, podriamos para el mismo efecto decir que (2, 1) se transforma siem-
pre en (3,1) (equivalentemente. (1,0) se transforma en (3, 1) con probabilidad
1/2). Si el estado actual es (2,0). seguimos buscando pareja para el punto pg: es
facil ver que (2,0) se convierte en (3. 1) con probabilidad 1/2, y en (3,0) también
con probabilidad 1/2.

Procediendo con el mismo razonamiento. vemos que la accién del algoritmo es
modelada perfectamente por la Cadena de Markov con estados (t,m).r = L.m >0,
estado inicial (1,0), y las siguientes condiciones sobre las transiciones:

| -

P((!,m) — (14+2,m+ |)> _

i

| -

P((I.vm) — (14 I,nl))

El analisis del Algoritmo A se transforma entonces en el andlisis de esta Ca-
dena de Markov. La informacion esencial. en el contexto de la Cadena de Markov.
es el valor esperado de m cuando ¢ llega al valor n (recordamos que n ¢s ¢l nimero
de puntos en el conjunto S).

Para valores grandes de n, es facil ver que esta informacion puede obtenerse
equivalentemente con el siguiente enfoque: en lugar de interesarnos unicamente
en la situacion que ocurre cuando ¢ alcanza n, ponemos atencion a lo que sucede
en promedio en cada transicion. Es evidente que, en promedio, en cada transicion
(en cada paso del algoritmo) se anaden (descubren) 2- (1/2) 4+ 1-(1/2) = (3/2)
vértices, y se anaden 1 -(1/2)4+0-(1/2) = (1/2) aristas. Esto es, el “costo” de
aftadir 1 arista al matching es. en promedio de 3 vértices. Este simple razon-
amiento demuestra el siguiente enunciado.

Proposicion 1 El valor esperado de vértices en el matching lineal bicromditico
que se obtiene al aplicar el Algoritmo A a un conjunto de n puntos en posicion

convexa coloreado aleatoriamente es de (2/3+o(1))n.

Con este sencillo ejemplo como antecedente, pasamos ahora a presentar y
analizar el Algoritmo B.



3.1.2 Paso 1: el Algoritmo B

Como en cl Algoritmo A. ¢n el Algoritmo B en cada paso también afadimos 0
o | arnistas al matching M. Por otra parte, a diferencia del Algoritmo A. en ¢l
Algoritmo B no insistimos en tomar un vértice y forzosamente buscar un vértice
de color diferente para unirlos con una arista a ser agregada al maiching. En
lugar de ésto, nos abrimos a la idea de descubrir vértices a ambos lados del casco
convexo (y no unicamente a uno, como en el Algoritmo A, donde descubrimos
sucesivamente los vértices p,, pi—1,- .. hasta encontrar un vértice atil).

Debido a que la aleatoreidad (en la coloracion) es el ingrediente fundamental
para analizar el Algoritmo B, debemos mantener siempre en mente el siguiente
hecho evidente: una vez que hemos descubierto el color de un vériice, es incor-
recto asumir en un paso posterior que su color es rojo con probabilidad (1/2) v
azul con probabilidad (1,2). Tomando en cuenta ésto. un elemento esencial de
nuestro algoritmo es, en cada paso. tener bien claro cuintos vértices cuvo color
va ha sido descubierto ain pueden formar parte del matching.

Otro elemento esencial que distingue al Algoritmo B del Algoritmo A. es que
en cada paso no necesariamente descubrimos inicamente 1 vértice: bajo ciertas
circunstancias, es posible descubrir 2 vértices en un solo paso.

Procedemos ahora a la descripcién formal del Algoritmo B.

ALGORITMO B

En el Algoritmo B. en cada paso tenemos (i) un conjunto D de vénices que
va no se considerardn en futuros pasos para ser incidentes con una arista que se
incluirdn en M en futuros pasos; aclaramos quc es posible que vértices de D ya
sean incidentes con aristas en M); (i1) un conjunto L de vértices. cada uno de los
cuales puede en principio ser incidente con una arista que se incluird en M en un
futuro paso: y (ii1) un conjunto R de vénices, cada uno de los cuales pucde en
principio ser incidentie con una arista que se incluird en un futuro paso. Asi. los
vértices de Ly los vértices de R tienen propiedades similares. pero se encuentran




en regiones “opuestas” del casco convexo de S (en los lados izquierdo y derecho,
respectivamente, en un dibujo tipico de §; de ahi la notacién: L por “left” y R por
“right”).

En cada paso, se descubren nuevos vértices. €sto es, visitamos un vértice que
no hemos constderado anteriormente, y preguntamos su color. Cudntos y cuiles
vértices son descubiertos en cada paso depende de los tamarfios relativos de L y R,
como especificamos abajo.

Entrada : Un conjunto S = {po,pi1.p2. --..pu—1} de n puntos en posiciéon con-
vexa, y una coloracién x : § — {0, 1} (donde 0 denota el color rojo y I el color
azul).

Salida : Un matching lineal M bicromatico sobre S.

Procedimiento :

NOTA 1: En esta descripcion, D,L, y R son conjuntos de vértices con las sigu-

ientes propiedades: D es de la forma {pr,pr—1,- . P1, PO Pue1sPu=2s- s Pr—1,
pr}; L es (posiblemente vacio) de la forma {psy1,pes2,--..pe}; R es (posible-
mente vacio) de la forma {p,_1,p,—2.....p}.

NOTA 2: Como veremos a continuacién. si al terminar un paso tenemos que
ambos L y R son no vacios, entonces pe+; y pr—1 son del mismo color. Aun
mas: |L| = |R|. Reiteramos que esta observacién se sigue trivialmente a partir del
algoritmo.

1. Fijamos los valores iniciales de acuerdo a las siguientes reglas.

(1) Si po y pa—1 tienen diferente color : Definimos M := {(po,p.-1)};
D:={po.pn_1};L:=0,R:=0.

(i1) Si po v pu—) tienen el mismo color : Definimos M 1= 0: L .= {po}:
R:= {pn—l }

2. Procedemos de acuerdo al nimero de elementos de L y de R:

Aclaracion : Realizamos los procedimientos descritos mientras haya pun-
tos sin descubrir. Si en algin punto nos quedamos sin puntos por descubrtr,
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entonces el algoritmo se detiene y se devuelve el matching M.

(1) Si L =R = 0, descubrimos (vemos por primera vez los colores de) p;
Y pre1- Siestos puntos tienen distintos colores, entonces anadimos
a M laarista (psey, pr—1), anadimos ambos vértices a D, y dejamos
a Ly a R sin cambio. Si tienen el mismo color. entonces hacemos
L Apisi}y R={p-—1}, ydejamos a M y a D sin cambio.

(i) St R=0y L esno vacio, ésto es, L= {pss1,Ps 20, i}, entonces
descubrimos los vértices p,. |, p,—2,... hasta encontrar un vértice con
L| vértices.

diferente color a pyy 1, sin buscar mais de
Si encontramos tal vértice p;, cntonces anadimos la arista (pgy . p;)
a M. anadimos p; | y los vértices recién descubiertos a D (ésto es,
hacemos D = {pis1,prv. .- P1, POV Pr=1---..Pi}), dejamos a R vacio
v quitamos pyyy a L (ésto es, hacemos L = {pii2.pri3....,pe }i no-
tamos que posiblemente L = 0).

Si no encontramos tal vértice. entonces dejumos a L, a D,y a M sin
cambio, y conformamos a R con los vértices recién descubicerios. ésto
es, hacemos R = {p,_1.pr=2,.... Py 11" /)} (notamos que en este caso

L| = [R]).

tendremos

(ii1) Si L =0 y R es no vacio. éstoes, R={p,_,p, 2.....ps}.entonces
descubrimos los vértices pyy 1. pe, 2, ... hasta encontrar un vértice con

diferente color a p,_, sin buscar mis de |R| vértices.
Si encontramos tal vértice p,, entonces aiadimos la arista (p_.p,)
a M, afiadimos p,_ y los vértices recién descubiertos a D (ésto cs,
hacemos D = {pi Pi—1,-- -+ P11 PO Pr-1,- -+ Pr—1} ) dejamos a L vacio
y quitamos p, ; a R (ésto es. hacemos R = {p, 2,pr 3....,py}. no-
tamos que posiblemente R = 0).
Si no encontramos tal vértice. cnlonces dejamos 4 R. a D,y a M sin
cambio, y conformamos a L con los vértices recién descubiertos, ésto
es, hacemos L= {pyyy,pev2,-- -, Pry(—r)} (NOlaMOS que cn este caso
tendremos |L| = |R|).

(iv) Finalmente. si tanto L como R son no vacios, esto es. R = {p,_1, p,_ 1,

wPety L= {prs1,Prio.-..,pe}, entonces descubriremos en un
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solo paso dos puntos: py, y pr_1. Adn mds: descubriremos suce-
sivamente conjuntos tales de dos puntos, hasta llegar a una condicién
que en breve especificaremos.

Recordemos el comentario de la Nota 2 (que se verifica ficilmente),
Pr—1Y pes+ tienen el mismo color, y |L| = |R| (€stoes.r—r' = ¢ --¥).
Procedemos de la siguiente forma: descubrimos las parcjas {pg, |,
pr—1}s {pesa.proa}. y asi sucesivamente, creciendo efectivamente
los conjuntos Ly R en cada descubrimiento de pareja (vamos afiadien-
do a L los puntos py ., pe oo, etc., y vamos afiadiendo a R los pun-
tos p_y,pr—o. €tc.), hasta que lo siguiente sea cierto para alguna
t > 0: (A) es posible unir los puntos pey.pPes2,. - Peyy CON L pun-
tos de R para formar ¢ aristas bicromiticas, pero no es posible unir los
puntos p,—1,pPr-2.--.,Pr— con( puntos de L para formar ¢ aristas bi-
cromiticas; o (B) es posible unir los puntos p,_y.p,—2,....p,_; con ¢
puntos de L para formar ¢ aristas bicromaticas, pero no es posible unir
los puntos pey 1, pri2,- -, Pree cont puntos de R para formar ¢ aristas
bicromaticas. Cuando llegamos a esta situacién. abandonamos ¢l pro-
ceso de descubrir parejas, y afiadimos las ¢ aristas bicromdticas a M. Si
el Caso (A) se aplica, removemos py4 1. pe+2,-- ., Py de L (anadiendo
estos puntos a D), y pasamos todos los puntos de R a D, haciendo
R = 0. Siel Caso (B) se aplica, removemos los puntos py-(, p,-2. ...,
pr—: de R (aftadiendo estos puntos a D), y pasamos todos los puntos
de L a D, haciendo L = 0.

En cualquier caso. al terminar el proceso tendremos que L=0 0 R = 0.

3. Siain quedan vértices por descubrir, volvemos al Paso 2. De otra mancra,

terminamos el algoritmo. y devolvemos el matching resultante M.

3.1.3 Paso 2: analisis del Algoritmo B

Dada su complejidad, en el sentido del nimero de posibilidades por analizar. no es

sorprendente que un andlisis exhaustivo del Algoritmo B es notablemente dificil

de realizar. Es mds, renunciamos rapidamente a la idea de realizar un andlisis ex-

acto, y trabajamos en variantes simplificadas de procesos de Markov que emulan
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el funcionamiento de este algoritmo. El anilisis que presentamos a continuacion
representa un buen balance entre el resultado (tamafio del matching M) que garan-
tiza y la dificultad inherente del modelo.

Como en el Algoritmo |, nuestra idea es describir la situacion en cada paso
del Algoritmo 2 como un estado, y encontrar probabilidades de transicidn entre
estados. con la csperanza de oblener un proceso de Markov analizable.

Una descripcién completa se obtiene fijando los estados como vectores con
toda la informacién al comenzar cada paso del algoritmo: el tamafio del matching
M actual. el tamano de L. el tamafio de R (inclusive los colores ya revelados de los
vértices de Ly R). etc. Sin embargo, es ficil ver que pretender una descripcion
completa es demasiado ambiciosa, en cl sentido de que las probabilidades de tran-
sicion se vuelven dificiles (virtualmente imposibles) de calcular con exactitud.

Con estos obstaculos en mente. nos dimos a la tarea de buscar una descripcion
que reflejara suficientemente la complejidad del algoritmo, pero susceptible de ser
analizada formalmente.

A continuacién describiremos la cadena de Markov que disefiamos para simu-
lar el algoritmo. y posteriormente discutiremos cudl es la relevancia de esta cadena
para el andlisis del Algoritmo B.

La cadena de Markov
Definimos la cadena de Markov con dos tipos de estados: (k.r,m) y (k.r.m)",
dondc k.r,m > Q.

El estado inicial es (0,0,0).

Las reglas y probabilidades de transicion estin dadas de la siguiente manera:

|

P((O.,r,m) — (0,0 +2,m+ 1))

P((O,l‘nz)r -(|,1+|»’”)*> =

B9]

Para k > |,




1
P((k,!,m)»—)(k—l,l—}—r—{—l‘m—{—l)) =, 1<r<k
} (3.3)
. 1
P((k.l,m)»—»(k,l—{—k.m) ) ==
También para k > 1.
I
P((k,l,nz)*>—»(k—l,!+2,m+l)) -5
. . |
P((k,l,m)' — (k. 4+2,m+1) ) =3 (3.4)
. " 1
P((k,l,"t) — (k+ 1,04+ 1,m) ) =7

La relacion entre la cadena y el Algoritmo B

Las transiciones entre estados de la cadena de Markov pueden ser interpretados
como pasos del Algoritmo B, de la siguiente manera.

Interpretamos a k como max{|L|,|R|}, at como el nimero de vértices en D, y
a m como el nimero de aristas en M.

La interpretacion de un estado con exponente * es la siguiente: cncontrarse
en un estado tal corresponde a estar en el Caso (iv) del Paso 2 del Algoritmo B:
|L| = |R|. y no hemos decidido cudl(es) arista(s) afnadir a M (posiblemente ninguna
a esta altura).

Nuestro objetivo es demostrar que. siguiendo la evolucion de la cadena. cl
cociente entre m y 2t (que corresponde a la “efectividad” de los vértices: cudntos
vértices se emplean en alcanzar m aristas) es domtnado (es menor o igual que) por
IM[/2]D].

Consideremos los estados descritos en (3.2). que corresponden al caso en que
|L| = |R| = 0. En este caso, siguiendo la descripcion del algoritmo encontramos
que con probabilidad 1/2 anadiremos una arista al descubrir la siguiente pareja de
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puntos. y con probabilidad 1/2 encontraremos que la siguiente pareja de puntos
tienen el mismo color. La primer posibilidad corresponde claramente a una tran-
sicién al estado (0.1 +2,m+ ). Por otra parte, la segunda posibilidad corresponde
claramente a un estado * (no se ha decidido cudl de los vértices explorados serd in-
cidente con una arista del matching). Hemos pasado de la situacién |[L| = [R| =0
a la situacién |L] = |R| = | (de aqui que corresponda moverse a un estado con
k = 1), y sin importar cudl punto serd incidente con una arista del matching. el
otro vértice explorado serd desperdiciado (de aqui el razonamiento de llevar la
vaniable r at + ).

Consideremos ahora los estados descritos en (3.3), que corresponden al caso
en que (de acuerdo a nuestra descripcion anterior), o bien |L| > 0y |R| =0, o
bien [R| > 0 y |L] = 0. Sin pérdida de generalidad, asumimos que |L| > O y
R} = 0. En este caso, de acuerdo a (ii) del Paso 2 del Algoritmo B. nucstra
primer intento deberd ser hallar, dentro de los |L| vértices siguientes a p,. un
vértice con difercnte color al color de p;y;. l.a probabilidad de tener éxito en
el r—ésimo 1ntento es de 1/2’, para | < r < k; esto corresponde claramente a la

primera transicién de (3.3), como se ha postulado. Finalmente, si no tenemos
éxito cn la bisqueda, nos quedamos con los |L| puntos recién descubiertos (que
conforman ahora el conjunto R), y pasamos al caso |L| = |R|: esto sucede con
probabilidad 1 — Zf ¢ Vs 1 /2%, como se describe verazmente cn la segunda
transicion de (3.3).

Finalmente. analizamos el conjunto de transiciones en (3.4). Este caso, que
corresponde a (iv) del Paso 2 del Algoritmo B, se analiza similarmente a los an-
teriores, con la aclaracién de que la sucesién de descubrimiento de parejas se
hace paso por paso en la cadena de Markov: electivamente, con probabilidad
[ /2 terminaremos (al revelar los colores de la siguiente pareja) con la situacion
L| = |R|: equivalentemente, pasaremos al estado (k.7 +2,m+ 1). Con probabili-
dad 1/4 continuaremos con la situacion |L| = |R| anadiendo (a futuro) una arista al
matching (ésto corresponde a la transicion a (k,r +2.m -+ 1)*). Y. finalmenle. con
sin anadir (a luturo) una

probabilidad | /4 continuaremos con la situacion |L| = [R
arista al matching; éste dltimo caso correspondc a la transicion a (k+ 1,7+ [.m)".

Esta discusion sc resume en el siguiente enunciado.




»

Proposicion 2 £/ limite del cociente entre la tercera y la segunda componentes

. del vector—estado de la cadena de Markov es menor o igual a la proporcion es-

perada de vértices incidentes con una arista en un matching obtenido por el Al-
goritmo B.

Analisis de la cadena de Markoy

Pretender un andlisis directo de la cadena de Markov es una tarea formidable.
Afortunadamente, un andlisis complelo no es necesario para nuestros fines: en
vista de la Proposicién 2. todo nuestro interés se centra en ¢l cocicnte entre la
tercera y la segunda componentes del veclor—estado de la cadena.

Para estimar este cociente (asintéticamente), la primera simplificacion nece-
saria es truncar el nimero de estados. Esta reduccién tiene por objeto, natural-
mente, acotar el problema a una cadena de Markov finita. Naturalmente. hay una
pérdida asociada en este proceso (las simulaciones numéricas indican que es una
pérdida despreciable. en todo caso), pero esta pérdida va en la direccion correcta:
subestimaremos el cociente, por lo que el resultado obtenido atn serd util en cl
contexto de la Proposicion 2.

La reducciéon que hemos realizado consiste en afadir una transicion adicional:
P((ko,t,m)* — (ko,1 +2,m)") = 1/4. Esta transicion refieja la siguiente simpli-
ficacién: si nos encontramos en {iv) del Caso 2 del Algoritmo B. y revelamos los
colores de una pareja de vértices, podemos darnos el lujo de ignorar esa pareja de
vértices, si no nos lleva de (el presente) estado * a un estado sin . Reiteramos
que esta simplificacién corresponde a un algoritmo mds débil. pero hace el pro-
ceso analizable. Ademds, también reiteramos, la simplificacion es cn la direccion
correcta: ¢l resultado que obtengamos seri una cota inferior para el valor csperado
del matching lineal obtenido por el Algoritmo B.

La transicidn adicional descrita en ¢l pdrrafo anterior es vilida para cualquier
kp. En nuestro caso, encontramos que fijar kg = 10 resulté en un proceso mane-
jable y analizable con facilidad.

Construimos la correspondiente matriz Q de transicion. de tamafio 21 x 21.
Dada la naturaleza de las transiciones. no es sorprendente que @ es ergddica,
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como es ficilmente demostrable. Existe entonces un tnico estado estacionario,
que es ficil de calcular (es posible calcularlo numéricamente. y, dado el tamatio
de la matriz, verticarlo a mano).

Hacemos uso del eslado estacionario de la siguiente manera. La componente
J-¢sima del estado estacionario nos da la probabilidad de encontramos (asum-
iendo un gran nimero de pasos en el proceso, que corresponde a un conjunto §
con un gran nimero de puntos) cn cl estado j. Encontriandonos en cl estado J,
la matriz de transicion Q (equivalentemente, el conjunto de transicionces arriba
definido) nos da las probabilidades de transicion a otros estados. La observacion
crucial es que ésto conlleva la informacién de con qué probabilidad aiadiremos x
aristas consumiendo y vértices cn el proceso. Realizando este andlisis para cada
entrada del estado estacionario, y ponderando por la probabilidad de encontrarnos
en cada estado (ésto es. ponderando con cada entrada del estado estacionario)
obtenemos el valor esperado para el cociente entre la tercera y las segunda coor-
denada del vector-estado de la cadena de Markov.

Nuevamente enfatizamos que realizamos esta labor numéricamente, pero el
lamano manejable del nimero de estados permite verificar los cidlculos a mano.

Los resultados que obtuvimos se presentan en ¢l siguiente enunciado.

Proposicion 3 En la cadena de Markov, el valor esperado del cociente entre dos
veces la tercera v la secgunda componenies del vector—esiado es estriciumente

mavor a 0.7539.

3.2 La cota inferior: el Teorema 6

En vista de la Proposicidn 2, este dltimo resultado nos implica la siguicnte cota
inferior para el tamano esperado del matching que arroja el Algoritmo B.

Teorema 6 LI valor esperado de vértices en el marching lineal bicromdtico que
se obtiene al aplicar el Algoritmo B a un conjunto de n puntos cn posicidn convexa

coloreado aleatoriamente es mavor que 0.75391. g



Capitulo 4

La cota superior

Nuestro objetivo en este capitulo es demostrar |a cota superior en el Teorema 4.

Al igual que en la demostracion de el capitulo 3 hacemos énfasis en que gra-
cias al Teorema 3 analizaremos funciones sobre coloraciones arbritarias A, (1).

El resultado que demostraremos es aparentemente menos fuerte, pero un ar-
gumento de concentraciéon demuestra que es equivalente a la cota superior en el
Teorema 4.

4.1 (P,Q)-matchings

Consideraremos conjuntos de 2. puntos en el plano en posicidn convexa. El
conjunto de puntos es particionado en dos conjuntos P = {p1,p2,....pu} y Q =
{ag1.q2, .. ,q,,}, etiquetados de modo tal que los puntos py,...,pu.Qn,--. .1 apa-
recen en el casco convexo de PUQ en el orden ciclico dado. Los puntos cn P son
p-puntos. y los puntos en Q son g—puntos.

Estaremos interesados en (P, Q)—matchings, esto es. matchings en los cuales
cada arista es incidente con un p—punto y un g—punto.

Cuando cada punto en PU Q es colorcado azul o rojo, ¢l 2n—conjunto de pun-
tos resultante se convierte en una (2n)—configuracion. Entonces, hay 2 posible
(2n)—configuraciones.



Si X es una (2n)—conhguracién, y r € PUQ, entonces Ky (r) denotard el color
de rin X. Si no hay posibilidades de confusién, entonces omitiremos el subindice
X y simplemente escribiremos K(r).

Un buen matching es un (P, Q)-matching en el cual cada arista es incidente
con puntos de diferentes colores. Notamos que este conceplo es (bastante) similar
al concepto de matchings bicromalticos, pero en este caso ademds requerimos que
cada arista tenga un extremo en Py el otroen Q.

Nuestro objetivo es demostrar lo siguiente.

Objetivo Dado un entero myg, encontrar una cola superior para el n ‘umero de (2n)
confi guraciones que tienen un buen matching de tama no w 0 mayor.

4.1.1 Matchings éptimos y parejas validas (X, M)

Todo (P,Q)-matching M en una (2n)-configuracion X tiene un orden natural
de sus aristas. En efecto, las aristas de M pueden ser naturalmente etiquetadas
(A e ¥}, de acuerdo a la regla de que el subindice del p-extremo de ¢

cs menor que el subindice del p—extremo de C’,M st y solo si i < j (notamos que
podriamos equivalentemente haber tomado subindices de ¢g—puntos como releren-

cia). Denotamos por k’"‘k‘;’".‘ ..., kM |os subindices de los p—exiremos de las aristas
en M: pu s el p-extremo de ¢¥. Similarmente. denotamos por ol LN M
/ 2

los subindices de los g—extremos de las aristas en M.

Es evidente que la notacién descrita, usando M en todas partes como un su-
perindice, es engorrosa, asi que la usaremos solamente cuando tengamos mis de
un matching en consideracién. De otra forma, no haremos ninguna referencia a
M.y simplemente escribiremos e,, p,. ¢, -

Ahora definiremos un orden parcial sobre el conjunto de los matchings. Seca
M = {ey.ea....,cp} un (P,Q)-matching. Asociamos a M la secuencia finita
™M)= (n.mn,..., L), donde 1, := k; + ¢; — 2. Esto cs, Si vemos a ¢, como sepa-
rador de (PLJQ)\ {pk,.q:,} en dos conjuntos, entonces 1, es el tamaiio de uno de
estos conjuntos (es claro de la definicon cudl de ellos). Esto naturalmente define
un orden parcial en el conjunto de (P, Q)-matchings en una (2n)—configuracion:
M < M’ siy solo si T(M) es lexicogrificamente menor que, o igual a, T(M').

W]
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Un buen matching M en una (2n)~—configuracién X es dptima si no hay un
buen matching mds grande en X, y M es minimal con respecto a <. Si X es una
(2n)—configuracién y M es un matching 6ptimo de X, entonces (X . M) ¢s una
pareja valida de orden 2n.

Sea m un entero fijo. Denotamos por A,, , el nimero de parejas validas {X . M)
de tamarfio 2n tales que M tiene al menos m aristas.

la siguiente observacién crucial es trivial. pues toda (2n)—configuracion tiene
un matching éptimo.

Observacion 1 El niimero de (2n)—configuraciones que tienen un buen matching

n

de tamario mg es a lo mds Z,,,:,,,O Apn-

4.1.2 Acotando A, ,

Nuestro objetivo en [a presenle subseccion es encontrar una cota superior para
/\IH.H'

Considérense dos aristas consecutivas ¢,,¢,4+1 en una pareja vilida (X . M). l.a
p—lata definida por e; y ¢, ¢s el (posiblemente vacio) conjunto de los p—puntos
“entre” e; y €j41- Estoes. la p—latade e,y e,y es el conjunto vacio st k;y = &k, + 1.
y de otra maneraes {pg 1,.... Pk, -1}

Si un punto p; estd en la p-lata de ¢; y ¢;4|, entonces p, estd entre estas
aristas. También decimos que estd arriba de e; ) 0. equivalentementc. debajo de

¢;. Similarmente, debe ser claro lo que queremos decir cuando mencionamos que
hay un punto arriba de ¢, o debajo de e,,.

Una serie totalmente andloga de definiciones se cumple para g—puntos.

Proposicion 4 Sea (X M) una pareja valida de orden 2n. Entonces lo siguiente
se cumple:

(i) Si hay un p—punto arriba de (respectivamente abajo de) la arista e, entonces
no puede haber ningiin g—punto arriba de (respectivamente abajo de) ¢,

Reciprocamente, si hav un g—punto arriba de (respectivamente abajo de)

24



¢;, entonces no puede haber ningiin p—punto arriba de (respectivamente

abajo de) ¢;.

(1) Si hay un p—punto (respectivamente qg—punto) abajo de ¢, v py, ¥ py, | tienen
el mismo color, entonces no puede haber un q—punto (respectivamente p—

punto) arribea de e,

(111) St hay un p—punto (respectivamente g—punto) arribade e,. v py, v py, | tienen
el mismo color, entonces no puede haber un g—punto (respectivamente p—

punto}) abajo de e,.

Prueba. Si hubiera un p—punto arriba de (respectivamente abajo dc) ¢, y ademis
un g-punto arriba de (respectivamente abajo de) ¢;. entonces claramente M no
seria dptimo o M no seria minimal con respecto a <, contradiciendo que (X, M)
cs una pareja vilida. Esto prueba (i). lLos enunciados (ii) y (iii) se prueban

andlogamente. u

Un conjunto de aristas {¢;,¢,41, ... ,€,~1,€j}.con jestrictamente mayor que 1,
es un intervalo de p—ocupacion si (1) no hay ningan p-punto arriba de ¢;: (i1) hay
un p-punto abajo de cada uno dc e;,¢,,y,...,¢,1;y (1) no hay ningin p-punto
abajo de e;. .Aqui ¢; (respectivamente ¢;) es la primera (respectivamente siltina)
arista del intervalo. También decimos que {e;} es un intervalo de p—ocupacién si
hay un p-punto arriba dec él. y ningin p—punto abajo de él; similarmente, {e¢,,}
es un intervalo de p—ocupacion si hay un p—punto debajo de ella pero ningin p-
punto arriba. Un intervalo de p—ocupacion que incluye o bien ey 0 ¢, ¢s extremo.

El siguiente enunciado es una simple observacion.

Proposicion 5 Si hay dos punios en la misma p—lata, entonces tienen el misino

color.

Un intervalo no—extremo de p—ocupacién {e¢,. ¢4 Ioo ... €; €S monocrondlico
por arriba si e¢; y e;1 tienen el mismo color, y es monocromdtico por abajo si ¢
y ¢;.1 tienen el mismo color (ndtese que ¢,y no pertence al intervalo).

1J
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Proposicion 6 Sea (X, M) una parcja vdilida de orden 2n. Supongase que hav k
p—latas ocupadas en (X, M), que abarcan t intervalos de p—ocupacion, h de los
cuales son monocromdticos por arriba. Entonces hay a lo mdas m— (k +h) g-latas
ocupadas.

Proof. Esta es una consecuencia directa de las proposiciones anteriores, utilizando
la hipdtesis de que (X, M) es una pareja vilida. »

Nos encontramos finalmente en posicion de establecer la cota superior buscada
para Ayg -

Proposicion 7

n o n-m k 1 —k n—m ! n—k—hy_,_,
mo n < ",2,110 ‘20,;)"24 ( ) ( ) ( k ) (II) ( n—m )2

Proof. La prueba no es mds que un conteo cuidadoso con argumentos combina-
torios cldsicos. Hay (’I‘) (" *) posibles formas de tener k p-latas ocupadas abar-
cando intervalos de ocupacién. Hay ("7”") maneras de distribuir los » — m puntos
que no son incidentes con aristas en el matching en las k latas. Hay (h) formas
de elegir cudles k intervalos son monocromaticos por arriba. Ahora, notamos que
hay ( )2"~" formas de elegir los colores de los p—puntos incidentes con aris-
tas en el matching (dado que hay ¢ intervalos, exactamente h de los cuales son
monocromdticos por arriba). Finalmente. n —m g—puntos no incidentes con aris-
tas en el matching pueden (deben) ser distribuidos en m — (k + 1) g—latas. y ésto

puede hacerse de ("_k"'

o) formas.

4.1.3 Acotando el valor esperado del (P, Q)-matching
maximo en una coloracion aleatoria

El resultado principal de esta seccidn es el siguiente.

Teorema 7 El valor esperado del (P.Q)-matching mdaximo en una (2n)-confi-

guracion aleatoriamente coloreada es a lo mds 0.8588n. La varianza decrece
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exponencialmente con n. En particular, si realizamos un mimero polinomial de
coloraciones aleatorias, el valor esperado del mdximo (P.Q)-maiching tomado
sobre todus las coloraciones es también a lo mds 0.8588n, salvo términos de orden

menor an.

Prueba. Llamémosle My al valor esperado del (P.Q)-matching miximo en una
(2n)—conhguracion alcatoriamente coloreada. Nuestro primer objetivo serd acotur
Mg superiormente.

La observacion crucial es la siguiente: la proporcion entre los configura-
ciones que tienen un matching de tamano Mp o mayor. entre el total de config-
uractones. debe estar acotado inferiormente por alguna constante (no importa qué
1an pequena), para toda n suficientemente grande. Usando la Observacién 1. esto
se traduce en que debe existir una constante ¢ > 0 tal que

no on-m k I N

—k n—m 1 n—k—nh N

llm Z Z ZZ ( )( )( )( )( )2!" ! }(...241
Mo k=01-1h= k h n—m

(4.1)

Para obtener una estimacion sobre My, utilizamos la Aproximacién de Stirling:

— [N\ 1 — fHN\"
V21 ( ) el < pl < \/2nn ( ) el (4.2)
e ¢
¥ hacemos los cambios de variable

m=xn, k=yn, (=zn h=wn

Con ésto, la Ec. (4.1) se transforma en una integral cuddruple, en las variables
X, v,.2, y w. con el siguiente integrando:

( (‘,_v).r \(] _\,_w)l—_\-—u- gx-<
(I ==y — PV g S =R

I n
. 4.3
(X —v- W)-‘ "YWl W“') ( )
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Para satisfacer la desigualdad. esta integral debe estar acotada por arriba, lo
cual se cumple si y solo si el integrando es menor que | en todo el intervalo de
integracion:

Xp<x<1l, 0<v<]l—x, O<z<y, O0<w<

Analizamos numéricamente estas condiciones, y hallamos que las condiciones
descritas se satisfacen solo si xp < 0.858. Equivalentemente. si y solo st Mg <
0.858n. Asi, el valor esperado es a lo mas 0.858n, como se postulo. El enunciado
sobre la concentracién (varianza) es una comunicacién privada de J. Balogh. s

4.2 La cota superior: el Teorema 8

Tomemos una coloracién aleatoria de # puntos en posicion convexa. Existen
menos de n> maneras de particionar los puntos en conjuntos Py Q como en la
primera parte de este capitulo. Para cada manera de particionarlo, buscamos el
(P,Q)-matching mds grande. Notemos que Py Q no tienen necesariamente el
mismo tamafio, pero eso no afecta la veracidad del Teorema 7: es facil ver que
el mayor valor esperado se obtiene cuando Py @ tienen igual tamaio. Podemos
entonces aplicar el Teorema 7 a todas las (a lo mas n%) particioncs. obtenicndo que
el valor esperado del maximo (P, Q)-matching (y, por lo tanto, del mayor match-
ing lineal bicromadtico en el conjunto inicial) es a lo mas 0.858n mas términos de
orden menor.

En conclusién, hemos probado lo siguiente.

Teorema 8 El valor esperado de vértices en el matching lineal bicromdatico que
se obtiene al aplicar el Algoritmo B a un conjunto de n puntos en posicion convexa
coloreado aleatoriamente es a lo mas 0.858n. n



Capitulo 5

Conclusiones

A modo de conclusién mencionaremos un par de direcciones para futuros proyec-
tos relacionados.

En [3], Abellanas et al. presentan un algoritmo, basado en técnicas de pro-
gramacién dindmica. para generar el mayor matching lineal bicromitico en un
conjunto coloreado de puntos en posicién convexa. Implementamos este algo-
ritmo, y encontramos que el valor esperado para el tamano del matching mdximo
cs aproximadamente 0.81n (alrededor del promedio de nuestras cotas inferior y
superior). Naturalmente, un posible proyeclo consiste en mejorar cualquicra de
nuesltras cotas, y acercarse al empirico valor esperado de 0.8 1n.

Otro problema abierto es encontrar cotas superior e inferior para el problema
de trayectorias bicromiticas. En esta dircccién, nuestras simulaciones en com-
puladora revelan que el tamano de la trayectoria maxima es aproximadamente
0.905n. Seria muy interesante encontrar una cota inferior que {uera mayor a
la cota superior que hemos encontrado para matchings en este trabajo: ello de-
mostraria de una buena vez que las constantes de proporcionalidad son diferentes
- para caminos y para trayectorias, en el caso de coloraciones alealorias.
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