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Capítulo 1 

Introducción 

El tema de estudio del presente trabajo es uno de los objetos má clá icos dentro 

de la geometría combinatoria : las estructuras geométricas inducida por conjunto 

de puntos coloreados en el plano. 

En este contexto, el objeto geométrico bás ico es un conjunto finito S de 11 pun­

tos en el plano. E l conjunto (o configuración) S nos induce in dibujo geométrico 

de la gráfica completa Kn: la ari ta incidente con un par de puntos es simplemente 

el segmento de recta que los une. 

1.1 Antecedentes: la Conjetura de Erdos 
para trayectorias alternantes 

La clase de problemas que nos concierne ha sido recientemente populari zada en 

un artícu lo de revisión de K aneko y K ano (ver [4]) . La idea general con iste sim­

plemente en a ignar un color (tradi cionalmente rojo o azu l) a cada punto de , de 

esta manera obteniendo un conjunto R de puntos rojo y un conjunto B de punto 

azu les, de tal modo que S = B U R. Lo problemas tradicionalmente estudiados 

en e te contexto se ocupan de las propiedade de subestructura escasas (es dec ir. 

en las cuales el número de ari sta e lineal n el número de vérti ce ). tales como 

trayectorias o árboles (ver [1 ,2,6]) . 
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1.2 Matchings lineales y trayectorias alternantes 

Una de las herramientas principales en [3 J y [5] es la cercana conex ión que ex i te 

entre trayectorias alternantes y matchings lineales bicromálicos. Recordamo que 

un matching geométrico, o simplemente matching, es un conjunto de ari sta tales 

que ningún par de aristas se cruza, y además ningún vérti ce es incidente con más 

de una ari sta del matching. Si el conjunto 5 subyacente de puntos está en pos ición 

convexa, podemos entonces defi nir un matching lineal (también llamado separa­

ble): este es un matching para el cual exi ste una línea recta que corta a todas las 

ari stas del matching. F inalmente, un matching linea l es bicromático si cada ari sta 

es incidente con un punto rojo y con un punto azul. 

La pregunta fundamental es fáci l de adivinar: dado un conjunto 5 bicoloreado, 

¿Cuál es el tamaño (número de vértices) v(5) del matching linea l bicromático 

máx imo sobre 5? 

Aunque como objeto geométrico-combinatorio básico, los matchings lineales 

bicromáticos tienen interés en sí mismos, [7] la importancia de esta e tructuras 

en el estudio de trayectorias alternantes resulta ev idente a paltir del siguiente re­

sultado . 

Teorema 2 ([3, 5]) 

lim 
"-(5) 

mlll 
S= RUB,IRI=IBI n 

lim 
IJ --'too 

v(5) 
mlll 

S= RUB,IRI=IBI n 

Este resultado refrenda el interés en el estudio del tamaño del matching lineal 

bicromático máx imo sobre un conjunto de puntos bicoloreado. El problema cen­

tral de estudio de nuestro trabajo es la estimación de v(5), para el caso en que 5 
es bicoloreado aleatoriamente. 
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1.3 Nuestro problema: matchings lineales en 
conjuntos de puntos coloreados aleatorianlente 

n I pr ulmin te trabaj o de te i , no dimo a la tar a d tudiar 

I pr bl ma d la tima ión de v(S) para I ca n el que la I ra i n br 

a) r ali zada de manera alea tori a. sto e , el col r d ada 

d manera al atori a. 

n rdancia c n I pr blema original d rdo y lo pr bl ma 

p p r b l lana et al. ,e natural r tringir nu tra al n i n a 

nj unl qui loreados e lO e , aquell en lo cuales IRI = IBI. í, nue tro 

pr blema fundam nlal e el iguiente. 

Pregunta 1 ¿ uál l valor esperado del tam 1/70 máximo de 11 /7 mot hin lil7 -

eal bi 01 reado en IIna col cción aleatoriamente eql.licoloreada d n t untos en 

po i i n nv a ? 

nl de abundar un p ca br la di fi cul tade de abordar e ta pr gunta di ­

r tam nle, pr p nem la igui nl pr gunla r lac ionada. 

Pregunta 2 ¿ uál e el valor esperado del tam.ai7o máximo de un matching lineal 

bicolor ado n l/na colección aleatoriamente coloreada de n puntos en po ición 

onv a ? 

n i llo pr p n r alg ritmo para en ntrar mat h-

In 

r 

nada punL e pi rada, d bid a la restricc ión de que el punL a 

e ariam nle pr babi l idad igual d er r ~ o qu d 

i aJ m m nto de explorar el v rti ce hemo revelado un número d 
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mayor al número de vértices azu les, entonces en el conjunto de vérti ces por ex pl o­

rar ex isten ev identemente más vérti ces azu les que rojos, de modo que un vértice 

e leg ido al aza r ti ene mayor probabilidad de ser azul. E te obstácul o de ninguna 

manera es trivial , y deberá ser tomado en cuenta en cualquier análi si formal. 

Por otra parte, notamos que las dificultades menc ionadas desaparecen por 

completo cuando consideramos el mode lo planteado en la Pregunta 2 (quitando la 

restricción de equicolorac ión). 

Afortunadamente, en un trabajo rea li zado para le lamente a nuestro proyecto, 

Moreno [8] rec ientemente demostró que, en e l término rel van te, ambas preguntas 

tienen la mi sma respuesta. 

Teorema 3 Los valores esperados respectivos a las Pregulnas I y 2 son lineales 

en n (más términos de menor orden), con el mismo coeficiente de proporcionali­
dad. 

Este resultado es de enorme import anc ia para nuestro trabajo, ya que nos per­

mitirá proponer algoritmos para encontrar matchings lineales bicromático gran­

des, y demostrar formalmente cotas sobre e l tamaño de los matchings lineales 

encontrados por estos algoritmos. 

1.4 Estructura de esta tesis 

El resto de este trabajo consiste de cuatro capítul os. E l teorema princ ipal (Teo­

rema 4) se enunc ia y demuestra en e l Capítulo 2. La prueba de l Teorema 4 es una 

simple consecuenc ia de los Teoremas 6 y 8, demostrados en los Capítulos 3 y 4, 

respecti vamente . En e l último capítulo presentaremos las conc lu siones y algunos 

problemas abiertos relacionados con este trabajo. 
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Capítulo 2 

El teorema principal: estimando el 
mayor matching lineal en una 
equicoloración aleatoria 

L r ult d prin ipal d te trabaj o e r umen en I igui nte enunciad . 

Te r ma 4 Teorema Principal) El valor esperado Aeq(n) del famai10 d Ima/­

hing lineal bi romáfi o máximo en l/na equicoloraci6n aleatoria en /1/'1 onj/ll1/o 

d n punlo n po i i6n onvexa satisface las siguientes de ·igualdades: 

0.75 9n O( n):::; Aeq(n. ) :::; O. 5 n + O( n). 

Para d m trar la prim ra d igualdad , er amo un alg ritmo qu n uen-

tra un mat hing linea l bi r mático, y probamo que el tamaño p rad 

mal hin pr i am nt 0.7539n + O( n). Para la cola up rior, pre ntam 

una mbina i n d argumento combinal rio ideado ad ho para t pr b-

I ma. 

2.1 Demostración del teorema principal 

Prueba d I TI. orema 4 (provista solamente por claridad y completez). impl ­

mente ña lam que el Te rema 4 igue de los Teorema 6 y ,a er de-
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mostrados en los Capítulos 3 y 4, respec ti vamente. I 
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Capítulo 3 

La cota inferior 

(n 

mo ha m n ionado n la Introduc ión , nue tra prin ipal conLribuci n (1' -

n la d mo traci n d cota (inferior y up ri r) para I tamañ 
n una equi olora i n al atoria. u Lro bj ti o en 

la d igualdad . 

nfocar nu 

r ma 4 ufi i nte tablecer I igui nle enun iad (notamo que I t rmin 
"ar" en Aar(n) uti li za para nfatizar qu cont mplamo co lora ione arbitraria , 
y n n ariam nI qui lora iones, como n el ca de Á eq( I1 )). 

Teorema 5 L val r e prado ar(n) dellamai'io del matching lineal bi romóti o 

l1l{uimo n una ofora i6n aleatoria en un. conjunto de n pun tos en po i i6n 0 11 -

v a oti fa la siguientes desigualdades: 

.75 n + O( n) :::; l\ar(n) :::; O. 5 11 + ( 11 ). 

3.1 La estrategia 

u tra lrat gi para d mo tral' la c ta in~ ri or igu lo igui ent pa 
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Paso 1 Dar un algoritmo (que llamare mos Algoritmo B) cuya entrada es una col­

oración de un conjunto S = {PO ,PI ,P2 , .. . ,p,,_I} de n puntos en posición 

convexa (etiquetados de acuerdo al orden cíclico contrarreloj en que apare­

cen en el cierre convexo de S), y cuya salida es un matching lin al bi ­

cromático. 

Paso 2 Demostrar que e l tamaño esperado (asumiendo como entrada una 01-

.. oración aleatoria) de l matching linea l bicromático obtenido por Algoritmo 

B es al me nos 0.7539n + O( n). 

3.1.1 Calentando motores: el Algoritmo A 

Antes de describir e l algoritmo cuya va lidez y análi is implican la cota inferior del 

Teorema 5, consideramos pertinente presentar un algoritmo más débil , pero cuya 

descripc ión y aná li sis son bastante más acces ibles. La simplic idad de las ideas 

detrás de este algoritmo preliminar (que llamaremos Algoritmo A) servirán como 

preparación para la presentac ión y anális is del A lgoritmo B. 

ALGORITMO A 

Entrada: Un conjunto S = {PO ,PI ,P2 , ... ,PII _ I } de n puntos en po ic ión con­

vexa, y una coloración X : S ---t {O, l} (donde O denota e l color rojo y J el color 

azu l). 

Salida: Un matching linea l M bicromático sobre S. 

Procedimiento : 

1. Fijamos lo va lo res iniciales Pk := PO, pe = PII _ I , M = 0. 

2. Preguntamos si Pk , pe tienen diferentes colores (ésto e , s i x(pd =1= X(pe). 

En caso afirmati vo: 

(i) Hace mos M = M U { (Pb pe) } (ésto es, añadimos la arista (q, r) a M ). 

JO 



11 H mo Pk t-- pk+ IYPet-- P - I ' 

n a negati , hac mo pe t-- pe- l· 

- k ~ 1, 01 mo al Pa 02. i no, terminamo I pI' e o. 

n t rmin loquia l ,el Algoritmo A trabaja de la nte man ra . 0-

m 
t rd n 

Po . A l n 

M (qu 

P,, _ I Pn- 2 . . . , ha ta en ontrar un punto con di~ rent co lor al l' d 

Pr- I· 

para PI: bu 

al 

Para l' 
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del pI' 

t punlo (digam s Pr), añadimo la ari ta (PO ,Pr) al mal hing 

ta ari ta), y hacemo Pk: = PI y P := 

had y 

el turno de encontrar " pareja" 

rden, ha ta n ontrar un punto 

c Ir a PI. U na vez nc ntrado tal punto, in luim n M 

punto on PI, Y proc d mo a bu cal' par ja para P2, el . 

11 gamo a un punto para el cual no encontram par ja 

i y 010 si todo lo puntos no ex plorado ti n n el mi m 

neo 

Igoritmo A ? to e, i la entrada e una I ra i n 

p rad del mat hing linea l qu an'oja el alg ritm ? 

la pI' gunla, notamos qu e po ible i ual izar la a i n 

amo un pI' o d Markov. n efecto, Aj m como c nj unl d 

i nd la pareja ( t , m.), donde t ~ l y m ~ O. nunpao 

m menl ,y m d nOlar I núm l' de ari la incluida ennue tro mal hin lin al. 

Para d Anir la pI' babilid d d tran ici n, nolamo qu 

ial , h m d ubi rt únicam nte 1 vérti e, po. De t m tad ini -

ial (1, O). De a u rd al Ig ritmo A , el pa o igui nle e bus al' (d entr 

n rd n) un punto para mparejar a Po. El prim r fuerz 

r i PIl- 1 Y PO lien n diferent col r (lo qu 

I empar jamo , y el tad 
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si e l estado actual es (2, 1) , entonces, dado que e l paso siguiente erá revelar (e l 

co lor de) PI, podríamos para el mismo efecto decir que (2 , 1) e tran forma siem­

pre en (3, 1) (equivalentemente, (1,0) se transforma en (3, 1) con probabilidad 

1/ 2). Si e l estado actual es (2,0), seguimos bu cando pareja para e l punto Po : e 

fácil ver que (2 ,0) e convierte en (3 , 1) con probabilidad 1/ 2, y en (3 ,0) también 

con probabi 1 idad 1/ 2. 

Procediendo con e l mi smo razonamiento , vemos que la acc ión de l algoritmo es 

mode lada perfectamente por la Cadena de Markov con estados (t ,ni ), t 2: 1, m 2: O, 

estado inic ial (1,0), y las s iguientes condic iones obre las transic ione : 

p((t ,m) I---t (t + 2,m+ 1)) 

p((t ,m) I---t (t + l,m)) 

1 

2 

1 
-
2 

(3. 1 ) 

El análi sis de l Algoritmo A se transforma entonces en e l análi i de e ta Ca­

dena de Markov. La informac ión esencial, en e l contex to de la Cadena de Markov, 

es e l valor esperado de m cuando t llega al va lor n (recordamos que n e e l número 

de puntos en el conjunto S). 

Para valores grandes de n, es fácil ver que e ta información puede obtenerse 

equivalentemente con e l iguiente enfoque: en lugar de interesamo únicamente 

en la situación que ocurre cuando t alcanza n , ponemo atención a lo que sucede 

en promedio en cada transic ión. Es evidente que, en promedio , en cada tran ic ión 

(en cada paso del algoritmo) se añaden (de cubren) 2· (1/ 2) + L· ( 1/ 2) = (3/2) 
vértices, y se añaden 1 . (l / 2) + O . ( L / 2) = (1/ 2) aristas. E to es, e l "costo" de 

añadir 1 arista al matching es, en promedio de 3 vértices. E te simpl e razon­

amiento demuestra el s iguiente enunc iado. 

proposición 1 El valor esperado de vértices en el matching lineal bicromático 

que se obtiene al aplicar el Algoritmo A a un conjunto de n puntos en posición 

convexa coloreado aleatoriamente es de (2 / 3 + o( 1) )n. 

Con este sencillo ejemplo como antecedente, pasamos ahora a presentar y 

analizar el Algoritmo B . 

12 



3.1.2 Paso 1: el Algoritmo B 

n 1 Ig rilm n 1 Igorilm B n cada pa 

al mal hing M . P r tra parte, a di~ rencia d 

tambi n añadim 

Igoritmo , n el 

B no in i timo n tomar un v rtic y forzo am nte bu ar un rti 

I r difer nt para unirl n una ari ta a r agr gada al mat hing. n 

lugard ad d ubrirvrtic di a 

n úni ament a uno mo en el A lgoritmo ubrimo 

nt lo rtice Pi Pi- I ... ha ta encontrar un v rtic úti 1). 

I ingr di nte fllndam ntal 

para analizar I Igoritm B, d b mo mantener iempre n m nl el i ui nt 

h h id nt : una vez que h mos des ubierlO el color de un v ni , in or-

r lO a umir n un pa o pOSI rior que su color es rojo con probabilidad ( l/ _) 
azul on probabilidad (1/ 2). ~ mand en uenta lO, un elem nt en ial d 

, en cada pa o, t n r bi n claro cuánto v cu. o color 

l/bi no aún pueden formar part del matching. 

nt e n ial qll di tingue al Algoritmo B del Algoritmo A , qu 

n nt d cubrimo úni am nte 1 rti e: baj rta 

p ibl de ubrir 2 v rtic en un 01 pa o. 

m ah fa a la de rip informal del Algoritmo B. 

A RI M B 

rti L 

ritm B, nada pa o tenemo (i) un conjunto D d 11i qu 

n ari la 

n prin Ipl r incid nt on una ari la que in luir en M n un 

( iii un onjunt R d vérti e, ada un de lo ual pu d n 

n una ari ta qu e incluirá n un futur pa o. 

rti c d R ti n n propiedad imilar, p ro 

í, lo 

I1lran 

.. 
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en regiones "opuestas" del casco convexo de S (en los lados izquierdo y derecho, 

respectivamente, en un dibujo típico de S; de ahí la notación : L por " le ft" y R por 

"right"). 

En cada paso, se descubren nuevos vértices, ésto es, visitamos un vértice que 

no hemos considerado anteriormente, y preguntamos su color. Cuántos y cuáles 

vértices son descubiertos en cada paso depende de los tamaños re lat ivos de L y R, 
como especificamos abajo. 

Entrada: Un conjunto S = {PO ,PI ,P2, ... ,p,,_I} de n puntos en posic ión con­

vexa, y una coloración X : S ~ {O, l} (donde O denota el color rojo y I el color 

azu l). 

Salida : Un matching lineal M bicromático sobre S. 

Procedimiento: 

NOTA 1: En esta descripción , D , L, Y R son conjuntos de vértices con las sigu­

ientes propiedades: D es de la forma {p e, pe- I, . . . ,PI , PO , P,, - I, p,, - 2, .. . , Pr- I, 
Pr}; L es (pos iblemente vacío) de la forma {pe+ I, Pe+2, .. . , pe'}; R es (posible­

mente vacío) de la forma {Pr- I ,Pr- 2, ... ,PIJ }. 

NOTA 2: Como veremos a continuación, si al terminar un paso tenemos que 

ambos L y R son no vacíos, entonces Pe+ 1 Y Pr- I son de l mi smo color. Aún 

más: ILI = IRI· Reiteramos que esta observación se sigue trivialmente a partir de l 
algoritmo. 

1. F ijamos los valores inicia les de acuerdo a las siguientes reg la. 

(i) Si PO Y P,, - I tienen diferente color : Definimos M := {(PO ,p,, - I)}; 
D := {PO , P,, - I} ; L := 0; R := 0. 

(ii) Si Po Y P,,- I tienen el mismo color : Definimos M := 0; L := {po} ; 
R := {Pn- t}. 

2. Procedemos de acuerdo al número de elementos de L y de R: 

Aclaración: Realizamos los procedimientos descritos mientras haya pun­

tos sin descubrir. Si en a lgún punto nos quedamos sin puntos por descubrir, 

J4 



I alg rilmo deli ne y d vuelve I matching M . 

(i i L = R = 0, de cubrimos (vemo por prim ra vez lo col r d ) P _ I 

Y Pr l· i e 10 punto ti nen di stintos colore, ni n añadimo 

a M la ari la (p 1, Pr- 1), añadimo ambo v rtice a D, y d jam 
a L y a R in cambio. i tienen el mi m color, nt nce ha m 

L = {p dy R = {Pr- d , ydejam a My a D in ambi . 

(i i) i R = 0 y L e n vacío, é to , L = {p + 1, Pf+2, . .. pe }, 
d ubri m los v ni Pr- 1, Pr- 2, ... hasta nc nlrar un v rti e n 
difer nte 01 r a PI , in bu caJ má d ILI vértic . 

i enc nlramo tal v rti e Pi, entonce añadimo la ari ta (pe 1, Pi) 

a M, añadimo P +1 Y lo vérti r i n d cubi rto a D ( to 

ha emo D = {p I pe, ... ,PI ,PO Pn- I, ... ,Pi}), d jam a R a í 

y quitamo P I a L ( to , hacemo L = {Pf+2 pe 3,··· Pf' }; n -
tam que po iblemente L = 0). 

i n en ontramo lal v rtice, enlonce dejamo a L, a D y a M in 

ambio, y con~ rmamos a R c n lo v rtic rec i n d t 

e, ha em R = {Pr- I,Pr- 2, . . . ,Pr- (f'- )} (n lam 
t ndremo ILI = IR!). 

(iii ) i L = 0 y R no vacío, é 10 e , R = {Pr- I Pr- 2, ··· p,.,}, 
d ubrimo lo érti e pe I Pf+2, ... ha la nconLrar un rti n 
di~ r nt e lor a Pr- 1, in bu car má de IRI v rtic . 

la ari la (Pr- I,Pi) 
ubi rt a D ( 1 e, 

D = {Pi ,Pi- I, ... ,PI PO ,Pn- I, ··· ,Pr- d), d jam a L a í 

quilam Pr- I a R (é lo e, hacem R = {Pr- 2 Pr- 3, ... ,P"'} ; n -
qu p iblemenle R = 0). 

i n 

ambio, y onformamo a L on lo 

, h emo L = {pe I ,P 2,···, Pe 
1 ndr m iLI = IR!). 

inaJmenle, i tanto L mo R on n 

d jamo a R, a D, a M in 
éfti ce recién de ubi lO 

CIJ- r) } (n tam 

, R = {t r- I Pr- 2 
. .. p,.,} y L = {pe I P 2,·· · , pe }, ent ubrir m n un 
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solo paso dos puntos: Pe'+l y P/ - l' Aún más: descubriremo uce­

sivamente conjuntos tales de do puntos, hasta llegar a un a condic ión 

que en breve espec ificaremos. 

Recordemos el comentario de la ota 2 (que se verifica fác ilmente), 

Pr- l y Pe+ 1 tienen e l mi smo color, y ILI = IRI (ésto es, r - r' = e' - e). 
Procedemos de la s iguiente forma: descubrimos las parejas {Pt'+ l , 

P/ - l }, {Pt"+2, p,J- 2}, y así suces ivamente, creciendo e fecti va mente 

los conjuntos L y R en cada descubrimiento de pareja (va mos añadien­

do a L los puntos Pf'+l , Pe'+2, etc. , Y vamos añadiendo a R los pun ­

tos P/ - l ,P/ - 2, etc .), hasta que lo siguiente sea c ierto para alguna 

I > O: (A) es posib le unir los puntos Pe+ l , pe 2 , .. . ,PH I con I pun­

tos de R para formar I ari stas bicromáti cas, pe ro no es posible unir los 

puntos Pr- l , P,.- 2, ... , P,.- I conl puntos de L para fo rmar ( ari stas bi­

cromáticas; o (B) es posible unir los puntos Pr- l , Pr- 2, . .. ,P,._I con ( 

puntos de L para formar t ari sta bicromática , pero no es po ible unir 

los puntos pe+ 1, pe+2, ... , PH I con t puntos de R para formar 1 ari stas 

bicromáticas. Cuando llegamos a esta situac ión, abandonamos e l pro­

ceso de descubrir parejas, y añadimos las t ari stas bicromáticas a M . Si 

el Caso (A) se aplica, removemos pe+ l , PH 2, .. . , PH I de L (añadi endo 

estos puntos a D), y pasamos todos los puntos de R a D, hac iendo 

R = 0. Si e l Caso (B) se aplica, removemos los puntos P,.- l , Pr- 2, ... , 

Pr- I de R (añadiendo estos puntos a D), y pa amo todos los puntos 

de L a D, haciendo L = 0. 

En cualqui er caso, al terminar e l proceso tendremos qu e L = 0 o R = 0. 

3. Si aún quedan vértices por descubrir, vo lvemos al Paso 2. De otra manera , 

terminamos el algoritmo, y devoIvemo e l matching resultante M . 

3.1.3 Paso 2: análisis del Algoritmo B 

,Dada su complejidad, en e l sentido de l número de pos ibilidades por anali zar, no es 

sorprendente que un análi sis ex hausti vo del Algoritmo B es notab lemente difícil 

de rea li zar. Es más , renunc iamos rápidamente a la idea de realizar un aná li sis ex­

,acto, y trabajamos en variantes simplificadas de procesos de Markov que emulan 
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I f un i nami nl d e t al oritmo. I análi i que pre ntam a e nti nua i n 

repr nla un bu n balance enlr I re ultad (tamañ del matehing M ) que aran-

tiz la difi ultad inherent del m del . 

n I Ig ri lmo 1, nu tra id a e d eribir la ituae i n n cada pa 

mo un e lado, yen onlrar probabilidade de tran i 

p ranza de obt ner un pr ce o d Markovanali zabl . 

na d np in completa obti n fij ando lo e lado e m 

( da la in ~ rma i n al eom nzar cada paso d I algoritmo: el tamaño del mat hing 

M a tual, Ilamañ d L, I tamaño d R ( in lu ive lo colore ya re lad de lo 

larel al 

d L Y R), te. in embargo, fác il ver que pretender una d rip i n 

d ma iado ambi io a, en el entido d que la probabilidad de (ran­

n di fí ile ( irtualmente impo ibl ) d calcular e n e a titud. 

b láeulo en mente, no dimo a la tarea de bu ar una de rip i n 

ufi i nl mente la complej idad del algoritmo, p ro u eepti ble d r 

ribir mo la cadena d M arkov qu di ñamo para Imu­

di eutiremos cuál es la relevan ia de La adena 

La cadena de Markov 

Defin imo la ad n d Markov on do tipos de e tado : (k 1,171 ) Y (k 1,171 )", 
d nd k 1 171 2': o. 

(O O O). 

La r la y probabi lidade de tran 

Para k 2': 1, 

P((O,1,1I1 ) 

P((O,I ,m) 

n e tán dada de la iguient man ra: 

(0,1+2 ,111 1)) 

(1,1 1 111 )"' ) 
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P((k,t ,m) 1---7 (k - l ,t + r + 1,111 + 1)) 
P((k,t ,m) 1---7 (k,t + k,mr ) 

También para k ~ 1, 

P((k,l ,l1lr 1---7 (k - l ,t + 2,m+ 1)) 

P((k,l ,mr 1---7 (k,t + 2,111 + Ir) 
P((k,l ,m)* 1---7 (k + l ,l + 1, l1lr ) 

La relación entre la cadena y el Algoritmo B 

l _< r _ k 
2r ' 

-
2 

4 

-
4 

(3 .3) 

(3.4 ) 

Las transiciones entre estados de la cadena de Markov pueden ser interpretados 

como pasos del Algoritmo B, de la siguiente manera. 

Interpretamos a k como max{ ILI, IRI}, a l como e l número de vértice en D, y 

a m como e l número de aristas en M . 

La interpretac ión de un estado con ex ponente * es la siguiente: encontrar e 

en un estado ta l corresponde a estar en e l Caso (iv) de l Paso 2 de l Algoritmo B: 

ILI = IRI, y no hemos decidido cuál(es) ari sta(s) añadir a M (pos ible mente ninguna 

a esta a ltura) . 

Nuestro objetivo es de mostrar que, sig uiendo la evoluc ió n de la cadena, e l 

cociente entre m y 2t (que corresponde a la "efec tividad" de los vértice: cuántos 

vérti ces se emplean en a lcanzar 111 ari stas) es do minado (es m nor o igual q ue) por 

IM I/2I D I· 

Consideremos los estados descritos en (3.2), que corresponden al caso en que 

ILI = IRI = O. E n este caso, siguiendo la descripc ión del a lgoritmo encontramos 

que con probabilidad 1/ 2 añadiremos una a ri sta a l descubrir la s iguiente pareja de 
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punt , n pr babilidad 1/2 ncontraremos que la iguiente pareja d punto 

ti n n I mi m I r. La primer po ibilidad corr ponde clarament a una tran-

tado (O 1+ 2,m+ l ). Por otra parte, la egunda p ibilidad con' p nd 

laram nt a un tad (n ha d cidid cuál d lo érti ce ex plorado erá in-

tr 

n una ari ta del matching). Hemo pa ado de la itua i n ILI = IRI = O 

i n ILI = IRI = 1 (d aquí qu orre p nda mo r a un n 

in imp rtar cuál punto rá in id nt c n una ari la d I mal hing, I 

pi rad erá d p rdi iado (de aquí el razonamiento d 11 ar la 

ari abl I a l + 1). 

ah en ( .3), que corr pond n al a 

bien ILI > O Y IRI = O, 
in p rdida de generalidad, asumim qu ILI > O 

t ca d a uerdo a (ii) del Pa o 2 d 1 Alg ritm B, nue Ira 

r inlent deb rá ser hallar, dentro d lo ILI vértic igui nte a Pr, un 

co lor al color de pe+ l' La probabilidad de len r it n 

im int nt e d 1/ 2r, para 1 ~ r ~ k; to corre ponde claram nt a la 

prim r lran i i n d (3.3), mo e ha po tul ad . Finalm nt , 

it en la bú qu da, no qu damo con lo ILI punto recién de (qu 

nf rman ah ra 1 onjunto R), y pa amo al ca o ILI = IRI: n 

pr b bilidad 1 - ~= l 1/ 2r = 1/ 2k, c mo d en la gunda 

lran i i n d ( . ). 

inalm nle, anali zamo el conjunto de tran ici n n (.4). t ca , que 

rr p nd a (i ) d I Pa o 2 del Algoritmo B, analiza imilarm nt a 1 an-

t n la ac lara ión d que la ucc i n d de cubrimi nt de pareja e 

ha po o P r po o n la adena de Markov: fe tivam nte, n pI" babilidad 

1/ 2 t rminarem al re elar lo color de la igui nte pareja) n la itua i n 

ILI = IRI; equi al ntemente, pasaremo al estado (k,l 2,m + 1). n pr babi li ­

d d 1/ 4 ntinuar m con la ituación ILI = IRI añadiendo (a futuro) una ari ta al 
matching ( t rr p nd a la tran ici na (k,l 2, /11 1)* ). Y, finalm nl , n 

pr b bilidad 1/ 4 nrinuar mo on la itua ión ILI = IRI in añadir (a fu tu r una 

ndea latran ici na (k + 11 I,m) 

re um n 1 sigui nl enun iado. 
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. Proposición 2 El límite del cociente entre la tercera y la segunda cOlnponentes 

, del vector-estado de la cadena de Markov es menor o igual a la proporción es­

perada de vértices incidentes con una arista en un matching obtenido por el Al­

goritmo B. 

Análisis de la cadena de Markov 

Pretender un anális is directo de la cadena de Markov es un a lar a fo rmidab le. 

Afo rtunadamente, un análi s is completo no es necesari o para nuestros nnes: en 

~ i s ta de la Proposic ión 2, todo nuestro interés se centra en el coc iente entre la 

tercera y la segunda componentes de l vector stado de la cadena. 

Para estimar este cociente (as intóticamente), la primera impl incac ión nece­

saria es truncar e l número de estados. Esta reducción tiene por objeto, natural­

mente, acotar e l problema a una cadena de Markov nnita. Naturalmente, hay una 

pérdida asoc iada en este proceso (las simulac iones numéricas indica n que e una 

pérdida desprec iable, en todo caso), pero esta pérdida va en la direcc ión correcta: 

subestimaremo e l cociente, por lo que e l resultado obtenido aún erá útil en e l 

contexto de la Proposic ión 2. 

La reducción que hemos rea lizado consiste en añadir una tran i ión adic ional: 

P((ko,t ,m)* ¡....-¡ (ko ,! + 2,m)*) = 1/ 4. Esta tran ición re fl eja la s iguiente s im pli ­

fi cación: si nos encontramos en (iv) de l Caso 2 del A lgoritmo 8 , y revelamos los 

colores de una pareja de vértices, podemos darnos e l lujo de ignorar esa pareja de 

vértices, si no nos lleva de (el presente) estado * a un estado in . Reiteramo 

que esta simplincación corresponde a un algoritmo más débil , pero hace e l pro­

ceso anali zable. Además, también rei teramos, la s implincación es en la dir cc ión 

correcta: el resultado que obtengamos será un a cota inferi or para e l va lor e perado 

de l matching linea l obtenido por el Algoritmo B. 

La tran ic ión adic ional descrita en el párrafo anterio r e vá lida para cualquier 

ko. En nue tro caso, encontramos que njar ko = 10 resultó en un proce o mane­

jable y anali zable con fac ilidad. 

Construimos la correspondiente matriz Q de transición, de tamaño 2 1 x 2 1. 

Dada la naturaleza de las transiciones, no es sorprendente que Q es ergód ica, 
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m xi te ent nce un úni tado la nari 
qll ca lcu larlo num ri amenl , y, dad I tamaño 
d la matriz, rifi arl a man 

i lurio de la igll iente manera. La 
j da la pr babilidad d 

nj unl 
n un an núm r d punt n onlrándono en el lad J, 

la malri z d i n Q ( qui arriba 
d fi nid 

ru ial 
n a otr 
on qué probabi lidad añadir m 

éni e n I proce . Reali zando l análi i para ada 
t d la ionari , y p nd rand p r la probabilidad d 

é l , p nd randa con ada ntrada d I tad e ta i nari n ada 
bl n m 

d nada d 
p rad para I la l r ra y la gunda r-

Iada d 

J1l nraliza m que r alizam la labor nllm ricam nte, p r 
t mañ man jabl d I númer de lado permile verificar I cá l ulo aman 

r ultad qu blll im e pre nlan n el igui nl nun iad . 

Propo ¡ción 3 En la adena de Marko v, el valor sperado del oci n/e 'n/r dos 

la I r era la egul1da omponenles d l vec/or-es/ado e lri /al1lel1l 

l1la or a 0 .7 

3.2 La cota inferior: el Teorema 6 

n i la d la Prop i 
i n~ ri r para ellamañ 

1 último r 1I11ado no impli a la igui nI 
del matching qu arroja el Alg rilmo B. 

la 

't r ma 6 EL alor sI rado de vértices en el mal hing li/l eal bi rOlllá/i o qu 

obti ne al apli ar I 19oritmo 8 a un conj unto de n pun/os en posici n on a 

olor ado alea/oriomen/ mayor qu 0.75 9n. I 
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Capítulo 4 

La cota superior 

Nuestro objetivo en este capítul o es demostrar la cota superior en e l Teorema 4. 

Al igual que en la demostrac ion de e l capítulo 3 hacemos énfasi en que gra­

c ias al Teorema 3 analizaremos funciones sobre colorac iones arbritarias Aar(n). 

El resultado que demostraremos es aparentemente menos fuerte, pero un ar­

gumento de concentrac ión demuestra que es equivalente a la cota superior en el 

Teorema 4 . 

4.1 (P, Q)-matchings 

Consideraremos conjuntos de 2/1 puntos en e l plano en poslclon convexa . 

conjunto de puntos es particionado en dos conjuntos P = {PI ,P2, · · · ' P/I} Y Q = 

{C/I ,q2, ·· · ,qll} , etiquetados de modo tal que los puntos PI , . . . ,P/I ,q'l , .. · ,C/I apa­
recen en e l casco convexo de P U Q en e l orden cíc li co dado. Lo puntos en P son 

p- puntos, y los puntos en Q son q- pl.lnlos. 

Estaremos interesados en (P, Q)- malchings , esto es, matchings en los cuales 

cada ari sta es inc idente con un p-punto y un q- punto. 

Cuando cada punto en P U Q es coloreado azu l o rojo, e l 2/1 onjunlo de pun­

tos resultante se convierte en una (2n )- configuración. Entonces, hay 22
/1 posible 

(2n)-configurac iones. 
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nfigura i n y r E P U Q, ntonc Kx(r) d n 
d r In ibilidade d confu ión, enl n e 

K(r). 

un (P Q)- malching en el cual cada ari la id nl 
n punt I tamos que e le con eplo (ba lanl ) imilar 

al n epi d mal hing bi n ad má r qu rim qu 

ada ari la 1 • 

dem trar I igui nle. 

Objetivo ad un n/ ro 1110 en ontrar uml cola up rior p¿lra /n 'umer d (2/1)­

nfi g ura ion qu ti n n un buen matching de tama -no ,,¡ ma r. 

4.1.1 Matching óptimos y parejas válida (X , M) 

~ (P Q)-mal hing M n un a (2n ) onfigura i n X ti n un rd n nalUral 
d u ari la . n ~ l , la ari la de M pued n r naluralm nl liqu lada 

{ 1
1 

2
1 

... ~}, de acu rd a la reg la d que el ubíndice d I P- tremo de ':' 
I ubíndi d I p-extr mo d ey i y 010 i i < j (n tam qu 

p ui al nl menl hab r tomad ubíndi e de q- punl mo r ~ r n-

p r k~ '1 ... , ~ lo ubíndi e de lo p-exlr m la ari la 
I p lremo d e'('. imilarmente, denolam p r 11 r, ... ~ 

d lo q- xtr mo de la ari la en M . 

idenle que la nol i n de crita, u ando M n t da parte com un u-
p ríndi ,e uando 1 nga mo má d 

lra forma , n haremo ninguna r fer n ia a 

ribir mo e¡ Pk, qe,. 

hora d finirem un rd n par ial bre el ea 
M = {el e2 ... elll } un (P Q)-matching. A o iam a M la 
-r(M) = (ti t2, ... 11/1 )' d nd I¡:= k¡ + ¡ - 2. E l e, i v m epa-
r d r d (P U ) \ {Pk, q ,} en d onjunto ,entonce t ¡ e Ilamañ d un d 

njunl (e lar d la definic n uál de 11 0). lO naluralm nt d fin 
un rd n par ial n el njunto de (P, Q)- malchings n una (21'1 ) nfigura i n: 
M ~ M' i Y I i -r(M) I xi ográficament menor que, o igual a, . (M' ). 
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Un buen matching M en una (2n )-confi gurac ión X es 6ptima s i no hay un 

. buen matching más grande en X, Y M es minimal con respecto a :::S . S i X e una 

(2n ) onfigurac ión y M es un matching óptimo de X , entonces (X ,M ) e un a 

pareja válida de orden 2n. 

Sea m un entero fijo . Denotamos po r 1\/11 .11 e l número de pareja válidas (X , M) 
de tamaño 2n tales que M tie ne al me nos m ari stas. 

la siguiente observac ión cruc ial es tri vial, pues toda (2n) onfigurac ión ti ene 

un matching óptimo. 

Observación 1 El nlÍmero de (2n)-configll raciones que tienen un bll en II /Otching 

de tamaño mO es a lo más I::,=/IIo 1\"' .11 ' 

4.1.2 Acotando i\m 11 , 

Nuestro objetivo en la presente subsecc ión es encont rar una cota up n or para 

A/II ,II ' 

Considérense dos aristas consecutiva e¡,e¡+1 en una pareja vá lida (X ,M). La 

p-lala definida por e¡ y e ¡+ 1 es e l (posib le mente vacío) conjunto de lo p- puntos 

"entre" e¡ y e¡+ l . Ésto es, la p- Iata de e¡ y e¡ I e e l conj unto vac ío i k¡ I = k, 1, 

Y de otra manera es {Pk¡+ 1, ... , Pk¡+I- I}' 

Si un punto p j está en la p-Iata de e¡ y e¡ 1, entonces P j está entre e ta 

ari stas. También dec imos que está arriba de e¡+ 1 o , equiva lentemente, debajo de 

e¡. Similarmente, debe ser claro lo que queremo decir cuando menc ionamos que 

hay un punto arriba de e l o debajo de e/ll ' 

Una serie totalmente análoga de defi niciones se cumple para q- puntos. 

Proposición 4 Sea (X , M ) una pareja válida de orden 211. Entonces lo siguiente 

se cumple: 

(i) Si hay un p-punto arriba de (respecti vamente abajo de) la aris/{[ e¡. entonces 

no puede haber ningún q- punto arriba de (respectivamente abajo de) e¡. 

Recíprocamente, si hay un q- punto arriba de (respectivamente abajo de) 
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ej. l1l nc no pued haber ningLÍn p-plll1to arriba de (r specrivalll IIf 

abajo de) ej. 

(ii) i ha un p-punro ( r p ri vamenre q- punlo) abajo de ej. Pk, Pk" I ri nen 

1 mi mo olor, entonces no pu de haber un q- punlo ( respe tivam nr p­

pI/filO) arriba de ej. 

(j ii) i hay /In p-p/lnro ( ,., spe ri vamenre q- p/lnto) arriba de ¡. y Pk, Pk,+1 ri n n 

1 mismo olor, enron e no pued haber /In q- pl/nto (respecri vam nr p­

plinto) abajo de ej. 

Pru bao i hubiera un 

un q- punt arriba d 

ría ptim M n 

una par ja álida. 

an I gam nt . I 

punt arriba d (re p cti amente abaj d e¡, ademá 

r pe tivamente abaj de) ¡ ntonce claram nt M n 

ería minimal on r pe to a :::: , ntradi iend qu ( M) 
lO prueba (i). Lo enunciado (ii ) y (iii ) e pru ban 

n ari ta {e¡ ¡ 1, ... ,ej _ l , ¡}, c n j e tri lament may rqu 1, 

un int rvalo de ¡J-Ocl/pa ión i (i) no hay ningún p-punto arriba d e¡; (ii ) hay 

un punt abaj de ada un de e¡ ,e¡+ I ) ... ,ej_ l ; Y (iii ) no hay ningún punt 

abaj de j . quí e¡ (re ti am nt ej) la primera (re pe ti amente tílrima) 

ari ta d I int ralo. Tambi n dimos qu { e l } un interval de p upa i n i 

ha un p- punt arriba d él, Y ningún f. punto abajo d él; imilarment , {e lll } 

un intervalo d ocupación i hay un p- punlo d bajo de ella p r ningún p-

punt arriba. n in t rva lo d p cupa ión qu in luye bien el o elll rr 1110 . 

I igui nt nunciad una simpl ob rvac i n. 

Propo ¡ción 5 i ha do p UI1fOS en la mi ma p-lara. enronce ri n 11 el mi 1710 

olor. I 

n int r al n tr m de p- upación { e¡ , e¡ 1, ... ej 1II0110CrOm ¡ri o 

por arriba i ¡ Y e¡ I ti n n I mi m I r, ye mono romári o por ab ¡jo I j 

j I tienen I mi m 01 r (n l e que ej I no P rt n e al interva l . 
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froposición 6 Sea (X , M) una pareja válida de orden 2n. Supóngase que hay k 

p-latas ocupadas en (X , M). que abarcan t intervalos de p-ocupación. h de los 

cuales son monocromáticos por arriba. Entonces haya lo m.ás m - (k + h) q- latas 
ocupadas. 

Proa! Esta es una consecuencia directa de las proposiciones anteriores, utili zando 

la hipótesis de que (X ,M) es una pareja válida. I 

Nos encontramos finalmente en pos ic ión de establecer la cota superior buscada 

para /\"'0,11 ' 

Proposición 7 

/\"'0,11 ~ ± Ilf' ± ± (k) (m - k) (n ~ m) (t) (n -~ - h)2111 - 1 
"'= /110 k= O 1= 011= 0 t t k h n m 

Proa! La prueba no es más que un conteo cuidadoso con argumentos combina­

torios clás icos. Hay e) (lII~k) posibles formas de tener k p- latas ocupadas aba r­

cando t intervalos de ocupación. Hay ("klll) maneras de distribuir los n - /1/ puntos 

que no son incidentes con ari stas en el matching en las k latas. Hay G,) formas 

de elegir cuáles k intervalos son monocromáticos por arriba. Ahora, notamos que 

hay G,)2111
-

1 formas de e legir los colores de los p- puntos inc identes con ari s­

tas en el matching (dado que hay t interva los, exactamente h de los cuales son 

monocromáticos por arriba). Finalmente, n - m q- puntos no inc idente con ari -

tas en e l matching pueden (deben) ser distribuidos en m - (k + h) q- latas, y ésto 

puede hacerse de ("~~:") formas . I 

4.1.3 Acotando el valor esperado del (P, Q)-matching 
máximo en una coloración aleatoria 

El resultado principal de esta sección es e l siguiente. 

Teorema 7 El valor esperado del (P, Q)- matching máximo en una (2n )-confi­

guración aleatoriamente coloreada es a lo más 0.8588n. La varianza decrece 
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pon 11 ialmenle cOn n. En parli 'ular, si realizamos un I1LÍmero polinomial de 

colora ion al aloria, I val r esperado del máximo (P, Q )-malchin 10/1/ ado 

obr I da la olora ion es lambién a lo 17l6s O. 11, salvo I rmino de ord 11 

111 110r a 11 . 

Pru ba. L1am mo le Mo al alar perad del (P,Q)-mat hing máx im n una 
( n) nft ura i n al alori am nt I reada. lar 
Mo up ri rm nt 

La b rva i 

nfig­
lar a atad inferi rm nt por alguna on tan te (no imp rta qu 

lradu 
and la 

i tir una e n tant c > O tal que 

11 /1 - 111 k 1 (k) (m -k) (n -m) (l) (n -k-h) lim L LLL 2111
-

I >C ·2211 

11 00 III= Mo k= O 1= 1 11= 0 I I k h n - m 
(4.1 ) 

Para bt ner un a tima i n obr Mo , utili zam la Aproxima n d tirlin : 

(4.2) 

y ha m lo ambi d variable 

m = n , k = yn l = zn h = WI1 . 

n t , la . (4.1) e tran f rma en una integra l uádrupl , n la ariable 
,z y W , on el i ui nI integrand : 

(4 . 
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Para sati sfacer la des igualdad, es ta integra l debe estar acotada por arriba, lo 

cual se cumple si y solo si e l integrando es menor que 1 en todo e l interva lo de 

integrac ión: 

xo :S x :S 1, O :S y :S 1 - x , O < Z :S y, O:S w z. 

Anali zamos numéricamente estas condi ciones, y hallamos que las condic ione 

descritas se sati sfacen solo si xo < 0 .858. Equi va lentemente, i y solo si M o 

0 .85811 . Así, el va lor esperado es a lo más 0 .858n, como se postuló. E l enunciado 

sobre la concentración (varianza) es un a comunicación pri vada de J. Ba logh. I 

4.2 La cota superior: el Teorema 8 

Tomemos una colorac ión aleatoria de n punto en poslc lon convexa. Ex isten 

menos de n2 maneras de particionar los puntos en conjuntos P y Q como en la 

primera parte de este capítulo. Para cada manera de partic ionarlo, busca mos e l 

(P, Q)-matching más grande. Notemos que P y Q no tienen necesari amente e l 

mi smo tamaño, pero eso no afecta la verac idad de l Teorema 7 : es fác il ver que 

e l mayor va lor esperado se obtiene cuando P y Q tienen igual tamaño. Podemos 

entonces aplicar e l Teorema 7 a todas las (a lo más n2 ) partic ione , obteniendo que 

el va lor esperado de l máx imo (P, Q)- matching (y, por lo tanto, de l mayor match­

ing lineal bicromático en el conj unto ini c ial) es a lo más 0 .858n más términos de 

orden menor. 

En conclusión, hemos probado lo siguiente. 

Teorema 8 El valor esperado de vértices en el matching lineal bicromático que 

se obtiene al aplicar el Algoritmo B a un conjunto de n puntos en posición convexa 

coloreado aleatoriamente es a lo más 0 .858n. I 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

m de n lu n m ncionarem un par d direc ion para futu ro pro 

n r], b ll ana el al. pr entan un algorilmo, ba ado n l nica de pr -

m li o n un 
n po ición convexa. Impl m nlamo le al 

rilm ,yen nlramo qu I va lor e p rad para el tamaño del mal hin m 
imadam nle O. In (a lr d d r del pr la in ~ ri r 

aluralmente, un po ible proyecl 
la ,y r ar e al empírí va l r 

on i le n mej rar cualquiera d 
perado d O. In . 

nconlrar cota up ri or in~ rí r para I pr bl ma 
l ria bi ro mática . En la dire ión, nue tra imula i n en m-

pu tad ra rev lan que el tamaño de la lray Cl ria máxima e apr ximadam nI 

O. OSn. ría muy inl r ante encontrar una cota in~ ri r que fuera ma r a 
la up ri r qu h mo en ontrado para malching n e le trabaj : 11 de­

m lraña d una buena ez que la con lanles de propor ionalidad n d i~ rente 
;' p ra amino y para lray Cl ría, n I a o de colora ione al aLoria . 
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