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Resumen

Se determina que el grupo de Baumslag-Solitar BS(2, 3) es séfico empleando la carac-
terizacién de la definicién de soficidad debida a Weiss, puesto que los grupos de Baumslag-Solitar

son finitamente generados.

Para demostrar la soficidad de BS(2, 3) se elabora la construccién del grafo de Cayley
de BS(2,3) y se construye una familia de (k, ¢)-aproximaciones finitas a I para cada e > O y
cada k € N.
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Introduccion

La nocién de los grupos séficos como una nueva clase, fue primeramente definida por
M. Gromov en el afio de 1999 en su trabajo publicado: Endomorphisms of symbolic algebraic
varieties (ver [Gromov99]) como “una generalizacién de los grupos amenables y los grupos re-

sidualmente finitos” .

En el afio 2000, B. Weiss (ver [Weiss00]) describié una caracterizacién de los grupos

soficos para los grupos finitamente generados.

Definicion 0.1. Sea B un conjunto, se dice simétrico si para cada b € I3 se tiene b e 3.

Definicion 0.2. Sean G un grupo finitamente generado, y 3 C (' un subconjunto generador,
simétrico, finito, fijo. El Grafo de Cayley de G dado por B es un digrafo I', cuyas aristas estan
etiquetadas por los elementos de B el conjunto de vértices es justamente (7, y las aristas con

etiqueta b € B son los pares (. hg) para todo g € (.
Para ilustrar esta dltima definicién, a continuacidn se presentan dos ejemplos de grafo

de Cayley dado por un conjunto generador fijo.

El primer ejemplo, ilustrado en la figura 0.1, es el grafo de Cayley asociado al grupo
dihedral D4 = (. gla? = 32 = ¢, 3 = 302). Nétese que el conjunto generador en este caso

es {a, 3}

El segundo ejemplo, ilustrado en la figura 0.2, es el grafo de Cayley asociado al grupo
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Figura 0.1: Grupo Dihedral D4.

libre con dos generadores a y /3.

Figura 0.2: Grupo libre con dos generadores.

Definicion 0.3. Llamaremos ()i a la k-bola con centro en | € I" (se trata de un grafo arista-

coloreado, adem3s de un subconjunto finito en G).

Definicién 0.4. (Definicién de Grupo Séfico debida a Weiss) Sean ¢ > 0y b ¢ N. Un
digrafo finito (V| E) arista-etiquetado por B es una (k,)-aproximacién de un grafo de Cayley
I" (figura 0.3) si existe un subconjunto V4 € V' con las propiedades siguientes:

1. Para cada vértice v € Vj existe una funcién ¢, : Or — V, la cual es un isomorfismo (de
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grafos etiquetados) entre Oy, y la k-bola en V' con centro en v.

2. Vol = (1 - V.

Un grupo G finitamente generado, es séfico si para cada ¢ > () y cada & € N, existe

una (k, €)-aproximacion del grafo de Cayley correspondiente a .

.

/
kHHE_J//

Grafo de Cayley (k,e) - aproximacion
Figura 0.3: (k, €)-aproximacion de un grafo de Cayley.

Empleando esta caracterizacion, podemos ver con mayor claridad que los grupos sofi-

cos son, en efecto, una generalizacién de los grupos residualmente finitos y los grupos amenables.

Supongamos que G es residualmente finito. Entonces existe un homomorfismo ¢ de
(¥ sobre un grupo finito Gy que es uno a uno sobre Oy. En este caso, el grafo de Cayley de
(Go,8(B)) es un grafo finito que satisfard las condicionzs 1 y 2 de la definicion de Weiss con

¢ = 0. En consecuencia, todo grafo residualmente finito es séfico.

La caracterizacién de Folner para un grupo amenable (7, es que para todo conjunto

finito K, y cualquier € > (), existe un conjunto finito F C G que satisface

[{feF:fKCF)

> (1= e) |F].
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Sea K = Oi(B), se ve claramente que el subgrafo de el grafo de Cayley asociado a
G generado por B definido por los vértices en F' da un grafo finito que satisface la definicion

de Weiss.

Entonces, como B. Weiss demostré en su articulo (ver [Weiss00]), se tiene el siguiente

teorema.

Teorema 0.5. Todos los grupos residualmente finitos y los grupos amenables son séficos.

En el mismo articulo, y siendo el propésito de éste, Weiss establecié en su teorema, la
relacion entre la nueva clase y un problema en Dindmica Topoldgica planteado en 1973 por W.

Gottschalk sobre los grupos que tienen la propiedad deseable de ser suprajuntivos.

Definicién 0.6. Sea G un conjunto contable. Existe una accion natural definida en el espacio

compacto A% donde A = {1,2, ...a}, a € N, ala cual se le llama corrimiento derecho o dado
por:
(ogw)(h) = w(hg),

donde g,h € Gy we A,

Definicién 0.7. Un mapeo ¢ : A® — A% que conmuta con el corrimiento es llamado endo-

morfismo.

Definicion 0.8. Un grupo contable G se dice suprajuntivo si para cualquier conjunto finito A
y cualquier mapeo continuo ¢ : A — A“ que es un endomorfismo, la inyectividad implica

suprayectividad.
Teorema 0.9. (Teorema de Weiss) S/ G es un grupo sofico entonces es suprajuntivo.

De esta manera, la soficidad permitié demostrar que para una clase mas generaliza-
da que las otras grandes clases de grupos amenables y residualmente finitos, estd presente la

propiedad de suprajuntividad, que es relevante para la Teoria de Automatas Celulares.
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Recientemente, G. Elek y E. Szabd entre otros, han continuado con el estudio de los
grupos séficos. En el afio 2003 publicaron un trabajo (ver [Elek06]) en el cual dan una definicién

de grupo séfico generalizada.

Definicién 0.10. Para un conjunto finito V, sea Map(V') el monoide de auto-mapeos de V

actuando por la derecha. La operacion monoide es la composicion de auto-mapeos.

Definicién 0.11. Para dos elementos e, f € Map(V') definimos la distancia

{veV:(v)e#(v)f}|
v

d(e, f) :‘

Definicién 0.12. (Definiciéon de Grupo Séfico debida a Elek-Szabé) Un grupo G es séfico
si para cada nimero real § € (0, 1) y cualquier subconjunto finito FF C G, existe un conjunto
finito V' y una funcién ¢ : G — Map(V') con las siguientes propiedades:

a) Sean f,h € F, entonces d((fh)é, (f)p(h)¢) < 6.

b) d((e)s, idyv) < 4.

c) Si f € F\{e}, entonces d((f)®,idy) > 1 — 6.

La equivalencia de las definiciones de grupo séfico de Weiss y de Elek-5zabd ha sido

demostrada por estos Ultimos para grupos finitamente generados (ver [Elek04]).

Proposicion 0.13. Para un grupo finitamente generado (5, ambas nociones de soficidad men-

cionadas, son equivalentes.

Demostracién. Suponemos que se cumple la definicion de Weiss.

Sean 4 > 0y F C G un subconjunto finito. Escogemos k& € N tal que el conjunto

producto F - F estad contenido en Oy.

Sean (V, E) el digrafo etiquetado, y Vy C V el subconjunto correspondiente a € = §

y k. Usamos este conjunto finito V, y definimos la funcién ¢ : G — Map(V') como sigue: Para
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g€ Oryv eV, serd (v)(g)d = (9)¥y: para g € G\Uk. se define (g)¢ arbitrariamente.

Es sencillo verificar las condiciones (a)-(c). Ahora bien, suponemos que se cumple la

definicién de Elek-Szabé.

Sean ¢ > 0y k € N. Tomamos F = Oj(x41), y escogemos cualquier § > 0. Sea

@ : G — Map(V) la funcién de la definicién de Elek-Szabé, para este par (F, ).

Usamos a V como el conjunto de vértices del nuevo grafo, y para cada v € V defini-

mos: ¥y : Oky1 — V, tal que (9)y = (v)(9)9.

Sea Vj el conjunto de aquellos v € V para los cuales

i) (bg)¥y = (b)¥(g)y, Para todo g € Ok y todo b € B,

i) (9)%y # (), siempre que g, h € Ogy1.

Finalmente se construyen las aristas etiquetadas de V: paracada b€ Byv e V
afiadimos la arista (v, (b)y,) con la etiqueta b. Es sencillo ver que la k-bola centrada en v es
el conjunto (Ok)¥,, y todas las aristas salientes de sus vértices estan contenidos en la (k + 1)-
bola (Ok+1)¥y. La condicién (ii) implica que 3, es inyectiva, y la condicidn (i) asegura que
i, preserva las aristas salientes de (¢),. Luego la condicién (1) de la definicion de Weiss se
satisface. Hay |Ox| - | B| ecuaciones por verificar en (i) y |Ok.|? desigualdades, en (ii). Sabemos
por la condicién (a) de la definicion de Elek-Szabd, que cada una de las ecuaciones pueden
fallar en a lo mds d|V| vértices v € V. Ademas, aplicaremos la definicién de Elek-Szabé a los

elementos g, h en (ii), y obtendremos:
a (¢) a ,
(@) (9706 2 (a9 ™9 L v # ()(ha ™6 2 (o) (572,

donde cada igualdad o desigualdad se ha marcado con la condicién correspondiente de la defini-
cién de Elek-Szabé. Entonces (g)yn # (h),, para todo v fuera de un subconjunto de tamano
a lo mas 46|V|. Asi que cada desigualdad en (ii) puede fallar en a lo m3s 44| V| vértices v € V.

Luego la condicion (2) de la definicidn de Weiss se verifica para § < m
a
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Elek y Szabd también incluyen en uno de sus trabajos la demostracién del teorema

que a continuacién se enuncia (ver [Elek06]).

Teorema 0.14. La clase de grupos soficos es cerrada bajc las siguientes construcciones:
1. productos directos, subgrupos, limites inversos, limites directos,
2. productos libres.
Introducimos a continuacion la definicion de los grupos de Baumslag-Solitar.

Definicién 0.15. (Grupos de Baumslag-Solitar) Se les llama grupos de Baumslag-Solitar a

los grupos definidos por la presentacion:
G(m,n) = (t,b;t~16™t = b"),

donde m,ne Zym#0,n#0.

Para los grupos de Baumslag Solitar, la pertenencia en la clase de grupos séficos no
se deriva de la proposicidn antes enunciada. Siendo ésta la circunstancia para los grupos de
Baumslag-Solitar, demostrar |la pertenencia a la clase de grupcs soficos requiere de una prueba

directa.

Otra caracteristica de estos grupos es que los grafos de Cayley asociados, tienen una

representacién sencilla y son conexos en forma regular.

Para el caso particular de BS(2,3), ocurre que este grupo es no residualmente finito,

ademas de ser no amenable.

0.1. Objetivo

El objetivo del presente trabajo, es determinar si el grupo de Baumslag-Solitar BS(2, 3)

es séfico, empleando la caracterizacion de la definicién debida a Weiss, puesto que los grupos



8 Introduccion

de Baumslag-Solitar son finitamente generados.

La motivacién para trabajar con los grupos de Baumslag-Solitar, proviene de que en
BS(2,3) tenemos un ejemplo de un grupo que no es amenable ni residualmente finito. Como la
clase de grupos soficos es una generalizacion de estas clases, la pregunta natural es si BS(2, 3)
es séfico. Ademais los grafos de Cayley correspondientes a los grupos de Baumslag-Solitar, tienen

una estructura sencilla y regular que hace posible trabajar con ellos.

La solucién de este problema comprende dos pasos:

1. Proponer un grafo I' como candidato a ser el Grafo de Cayley de BS(2, 3) y verificarlo.

2. Proponer una familia de grafos que sean (k, ¢)-aproximaciones finitas verificando que cada

una sea localmente isomorfa a I para la mayoria de los vértices en dicho grafo, para cada

e >0ycada ke N.




Capitulo 1

Grafo de Cayley asociado a BS(2, 3)

1.1. Grupo de Baumslag-Solitar B3(2,3)

Definicion 1.1. El Grupo de Baumslag-Solitar BS(2,3) 2s el grupo definido por la presentacion

BS(2,3) = (t.bit bt =b").

El grupo BS(2,3) es un grupo no abeliano. Esta finitamente representado (tiene dos

generadores y un unico relator); sin embargo, se trata de un grupo infinito.

En la literatura relacionada, este grupo es frecuentemente mencionado como ejemplo

de grupo no hopfiano.

Definicion 1.2. Se dice que un grupo (& es no hopfiano, si es isomorfo a un grupo factor propio.

Entonces para ver que BS(2,3) es no hopfiano, afiadimos al relator b = (b=t 'ht)?

a la presentacién de BS(2,3) para obtener

F={bt;t7"0*t = b b= (b""t"'bt)?),

un candidato a ser grupo factor propio de BS(2,3). Para verificar que lo es, veremos que el

relator b = (b~ 't~ 'bt)? no es valido en BS(2,3). Posteriormente demostraremos que 135(2.3)
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y F son isomorfos.

El grafo de Cayley I' asociado a BS(2,3) (ver seccién 1.2), es atil para ver que el
relator b = (b 't~ 'bt)? en F no es vdlido para BS(2,3). Basta ver que la palabra dada por

b= (b='t='bt)% no origina un camino cerrado en T..

En la figura 1.1 se presenta un segmento de [, el grafo asociado a BS(2.3) como
se construye en la seccién 1.2, donde se puede apreciar un vértice fijo (xy. ) y el camino
descrito por el relator en la forma b=2¢+~ b=t~ bt. Notamos que el camino dado por el relator

propuesto, no es un camino cerrado.

2

Figura 1.1: Camino dado por (ry, )b Yot~ 't~ bt en un segmento de T

El camino dado por (. exg)b %t 1hth 't 't en T, tiene una proyeccién en el segmen-
to correspondiente del arbol X, también descrito en detalle en la seccién 1.2. Dicha proyeccion

también forma un camino no cerrado, como podemos apreciar en la figura 1.2.

Entonces, es cierto que F' es un grupo factor propio de BS(2,3).

Para ver que F'y BS(2,3) son isomorfos, veremos ambos tienen la misma presentacién,

para ello, requerimos de las llamadas transformaciones de Tietze descritas a continuacion.
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LN = .

Figura 1.2: Camino dado por la proyeccion de (. )b 2t~ 'bth~'t =16t en un segmento de A

Proposicion 1.3. (Tietze) Dada una presentacion

para un grupo G, con generadores . b, ¢, ... y relatores I’ (). R, . .., cualquier otra presentacion

de G puede ser obtenida por la aplicacion repetida de las siguientes transformaciones de la

presentacion:

(T1) Silas palabras S.T,... pueden obtenerse a partir de P.Q, R, ..., entonces se agregan
S,T,... al conjunto de relatores en la presentacién.

(T2) Si algunos de los relatores, digamos, S, T, ... listados entre los relatores I’ (). I}.... se
pueden obtener de los otros, se eliminan 5.1, ... del conjunto de relatores en |a pre-
sentacion.

(T3) Si R, M.... son palabras cualesquiera en términos dea.b.¢, ..., entonces agregue v y. . ..

al conjunto de generadores en la presentacion y adjunte los relatores v = K.y = M. ...

al conjunto de relatores en la presentacion.

(T4) Si alguno de los relatores en la presentacion toma la forma p = V.q = W.. . donde
P.q.... son generadores en la presentacion y V. W, ... son palabras en términos de ge-

neradores distintos a p,q. ..., entonces elimine a .y.... del conjunto de generadores,
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elimineap=V,q=W,... del conjunto de relatores, y reemplacea p.q.... por V.W, ..

respectivamente, en los relatores restantes en la presentacion.

En la presentacién de $3.5(2.3) dada por la definicién 1.1, aplicamos (T3) para intro-

ducir ¢ = b=t~ 'ht como un generador; obtenemos

F=(btct 'b*t=0bb=(b"t "bt)*,c=0b 't 'bt),

o bien,

Fro=({btet W= b=clc=b""t""b).

Podemos eliminar a b por (T4), si le reemplazamos con ¢?, y obtenemos

F=(tetlct=lec=c 21_1('2t>.

Cambiando la forma del iltimo relator, tenemos

F= (t.(.’:f_l(_At = (.'G,t_ l(?f - (,3)1

y, como el primer relator se obtiene del segundo, entonces por (T2)

F= <(:,f;f'(,'2t == ('3>.

Entonces F'y IB35(2.3) tienen la misma presentacion y por lo tanto son isomorfos.
Entonces BS(2,3) es isomorfo a un grupo factor propio. Hemos demostrado que 3.5(2,3) es

no hopfiano.

Se sabe que todo grupo residualmente finito es hopfiano, en consecuencia, 13.5(2,3)

no es residualmente finito, como ya se habia mencionado.

También se mencioné que 35(2,3) es conocido por ser no amenable. Al respecto, se

conoce el siguiente resultado.
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Proposicion 1.4. S un grupo contiene un subgrupo libre con dos generadores, entonces no es

amenable.

Entonces para ver, que en efecto, B5(2,3) es no amenable, veremos que /35(2.3)
tiene un subgrupo libre con dos generadores. Para ello, proponemos los elementos th y ht, y nos

referimos nuevamente al grafo de Cayley I" asociado a B.S(2.3) presentado en la seccion 1.2.

Pretendemos ver que nuestro grafo I' tiene un subgrafo generado por th y bl isomor-

fo al grafo de Cayley asociado al grupo libre de dos generadores (ver figura 2 en la introduccién).

En I se tienen infinitas orbitas infinitas de las aristas etiquetadas por b relacionadas en-
tre si por las aristas etiquetadas por f de acuerdo al relator de B.S(2, 3), de manera que para cada
orbita salen aristas t a dos drbitas distintas y entran aristzs f de otras tres drbitas distintas como
se puede apreciar en la figura 1.3. Ningln par de vértices zonsecutivos en las orbitas etiquetadas
por b se dirige por una arista t o t ! (arista etiquetada con ¢, pero con orientacién opuesta) a la

misma 6rbita, sino que se alternan cada dos vértices si salan por #; y cada tres, si entran por /'

Fijamos un vértice (rp. cp) en I' y observamos la accién de los elementos /b, bl y sus

respectivos inversos b~ 1t7! y t~1p~! en la figura 1.3, sobre dicho vértice.

Notamos que como cada uno de los elementos generadores incluye un desplazamiento
sobre la 6rbita de aristas etiquetadas por b (con orientacién inversa para los elementos inversos),
la accién de cada uno sobre el vértice fijo (g, crg), resulta en los vértices: (@, an)1h, (. )L,
(o, ap)b™ 't~y (rg. ag)t~'b~!. Estos cuatro vértices se encuentran en érbitas etiquetadas por

b distintas: las dos salientes y dos de las tres entrantes, respectivamente.

De las consideraciones propuestas, el comportamiento previsto para el subgrafo de I
generado por tb y bt, es el mismo del grafo de Cayley asociado al grupo libre de 2 generadores:
para cada vértice (r, «v) de este subgrafo, hay un dnico camino dado por (.r,«)!b y un dnico
camino dado por (z,@)(th)™! = (z.)b~'t"!; asi como un Gnico camino dado por (r.a )bl y

un dnico camino dado por (x,a)(bt)"! = (r.«)i~'h ', donde los vértices extremos de cada
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(x,.a,)th

(x,.a [h‘
"—)"—)O——’—'—).—)'—')o—)o—)!—; ).—)o—)o—r)

_?‘ - / -

Figura 1.3: Segmento del grafo generado por tb y bt.

uno de estos caminos, se encuentran, todos, en drbitas etiquetadas por b distintas.

La proyeccién del subgrafo descrito sobre el drbol A, ilustrada en la figura 1.4, permite
hacer evidente que el subgrafo resultante serd isomorfo al grafo de Cayley asociado al grupo

libre con dos generadores.

Entonces 135(2,3) tiene un subgrupo libre generado por tb y Ut, y por lo tanto es no

amenable.

1.2. Construccién del grafo de Cayley asociado a BS(2, 3)

Hemos dicho que se pretende determinar si el grupo de Baumslag-Solitar 3.5(2,3) es
sofico por medio de la caracterizacion de la definicién de Weiss. El propdsito de este capitulo es
proponer un grafo I" como candidato a ser el Grafo de Cayley de BS(2,3) y verificar que, de

hecho, lo es.
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Figura 1.4: Proyeccidon del subgrafo generado por tby b sobre \.

Para poder construir al grafo de Cayley de i35(2,3) con la presentacién dada en la
definicién 1.1, podemos pensar inicialmente en una draoita infinita de aristas etiquetados por /)
(coincidentemente isomorfo al grafo de Cayley de Z). A continuacién podemos relacionar dicha
érbita con otra igual empleando aristas etiquetados por ¢ empleando el relator / ~ 101 = I, de
manera que por cada tres aristas en nuestra primer drbita, tendremos una arista etiquetada por

t que llega al vértice correspondiente en la 6rbita infinita.

Podemos ver que para que llegue una arista t a cada vértice de nuestra primer orbita de
aristas b, necesitaremos atin otro par de orbitas infinitas para relacionarlas de la misma manera
que la anterior. En cuanto a las aristas / que deben de salir de cada vértice de la drbita inicial,
necesitaremos dos orbitas infinitas de aristas etiquetados por b, relacionados a nuestra orbita

inicial de manera que por cada dos aristas tendremos una arista etiquetada por t que sale del
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vértice correspondiente en la drbita infinita (ver figura 1.5).

e I P I I DO >

20— 00— 00— 00— >

A A A 4 « 4 v /1 s I P 4 e

L P // s f ) B - ./___,_- -
B S S : T e SN S

/ S 5
/ ~
o W e e IO ———>

e 2 8 I 0 e >
Figura 1.5: Segmento de I'.

Entonces en el grafo de Cayley de BS(2,3) debe haber una infinidad de drbitas de
aristas etiquetados por b a su vez infinitas, para las cuales para cada una, habrd dos drbitas

relacionadas por aristas ¢ salientes, y habra tres érbitas relacionadas por aristas ¢ entrantes.

Si contrajéramos cada una de las 6rbitas infinitas de aristas etiquetados por b, resul-
taria en un arbol infinito con tres aristas entrantes y dos aristas salientes para cada vértice.
Entonces para dar una construccién formal de [ es conveniente hacer uso de dicho arbol, al

cual llamaremos A (figura 1.6).

Para el desarrollo del presente trabajo serad necesario diferenciar las aristas salientes de
cada vértice y diferenciar las aristas entrantes a cada vértice. Por ello, es conveniente establecer
una estructura que nos permita etiquetar a las aristas de A, ademds de las etiquetas que ya tienen
por su coloraciéon. ldeamos la estructura de etiquetas que describiremos en lo consecutivo. Dicha

estructura tiene como base lo siguiente:

1. Cada arista en el arbol A tiene una etiqueta auxiliar {i, j) conformada por dos etiquetas

independientes entre si.
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2. La etiqueta ¢ toma valores : = (),1 y para cada vértice, las dos aristas salientes tienen

etiquetas distintas.

3. La etiqueta j toma valores j = (), 1.2 y para cadz vértice, las tres aristas entrantes tienen

etiquetas distintas.

Figura 1.6: Segmentos de A.

El siguiente resultado nos asegura que podernos encontrar un arbol A que verifica las

condiciones requeridas.

Lema 1.5. Existe al menos un drbol etiquetado que satisface las condiciones de la estructura

de etiquetas propuesta para A.

Demostracion. Para cada vértice a € V' (), fijamos valores distintos () y 1 para las etiquetas
correspondientes a sus dos aristas salientes. De esta manera se cumple la condicion 2.
Para cada vértice a € V(A), fijamos valores distintos 0, | y 2 para las etiquetas |

correspondientes a sus tres aristas entrantes. Asi tenemos que se verifica 3.
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Como los valores de las etiquetas 7 y j fueron fijados con procedimientos independien-
tes, y como a cada arista le corresponde un valor de 4 en calidad de arista saliente y un valor de

j en calidad de arista entrante, se verifica la condicidn 1.

Considerando lo anterior podemos definir ahora a I". Comenzaremos definiendo al

conjunto de vértices V'(I") como:

V(D) =Z x V(A).

En cuanto a E(T"), el conjunto de aristas de 1", emplearemos para " las particiones
A= {4y, A1} y B = {Bo, Bi.By} donde A, = 2Z + 4, para: = 0,1y B, = 3% + j, para

Jj=0,1,2.

Sea f,; : A; — Bj una biyeccién definida por

fis() = e = i)+ (11)

En A\, es posible distinguir los vértices vecinos salientes de un vértice fijo ¢, por medio
de las funciones m, : V(A\) — V(A), i = 0, 1, que son tales que [a, m;i(«)] € E(A) tiene etiqueta

(i, 7i) ¥ mal(a) # my () son precisamente los dos vecinos salientes de « (ver figura 1.7).

También es posible distinguir a los vértices vecinos entrantes de un vértice fijo , por
medio de las funciones m/ : V(A) — V(A), j = 0,1,2, tales que [m/(a).c] € E()) tiene
etiqueta (i, j) y m%(a), m'(«) y m?(«), son diferentes y son precisamente los tres vecinos

entrantes de a (ver figura 1.7).

Entonces E(I') se define por:

1

donde [, es el conjunto de aristas etiquetadas por b si van de (x.a) € I' a (x. )b, y por b

sivande (r,a) € Ca(z,a)b ! donde

(r,a)b=(x+ 1, ).
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mo(a) m,(a)

Asignacidon de etiqueta 1. Asignacién de etiqueta j.

Figura 1.7: Asignacién de etiquetas.

(z+1,0)b7! = (z,0);

asi como E; es el conjunto de aristas etiquetadas por t si van de (z,a) € " a (z, a)t, y por t~!
si van de (z,a) € T a (r,a)t™", donde para i = z mod 2, tomo j tal que m? (m;(a)) = a, se

tiene que,

(z, @)t = (fu;(z),mi(e)),

mi(mya)) = a

Figura 1.8: Asignacién de etiqueta doble (i, 5).

Lema 1.6. En A, sea (i, j) la etiqueta doble auxiliar de una arista, para cada i = 0, | existe un

dnico j = 0,1,2 tal que m? (m;(a)) = a.
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Demostracion. Sea a € V()), para un valor de i dado, tenemos que [«, m;(a)] € E(A), por las

propiedades de la funcién m;.

Entonces a es uno de los tres diferentes vértices vecinos entrantes de m;(a) dados
por mJ (m.,(a)), 7 = 0,1,2, por las propiedades de m’. Como las tres arista entrantes tienen

etiquetas distintas j = 0, 1, 2, sélo para uno de los tres valores se tiene que m’ (m,-(a)) = a.

a

Habiendo definido a I', falta verificar que en efecto es el grafo de Cayley asociado
a BS(2,3). Antes de plantear el teorema que nos permitird hacer esto, conviene recordar las

definiciones y proposicién que a continuacion se presentan.

Definicion 1.7. Sea e una arista en un grafo con vértice inicial P y vértice final Q, e”! se

refiere a la arista con vértice inicial @ y vértice final P.

Definicion 1.8. Un camino C en un grafo, es una sucesion alternante de vértices y aristas,
finita, con todos los vértices distintos que comienza en un vértice y termina en otro, y en la cual
cada arista en la sucesion une al vértice que precede en la sucesién con el vértice siguiente en

la sucesién. Podemos representar al camino C como una secuencia de aristas:

UL/ IR I N
C=el'ey” el

donde n; = 1,—1, parat=1,2,...,mytal que, parai=1,2,...,m -1, e?:'l‘ comienza en

el vértice final de e . El vértice inicial de C, es el vértice inicial de e[, y el vértice final de C,

es el vértice final de )",

Definicién 1.9. Sean dos caminos C = e™el? - el y C' = €51€5? - - el Se dice que C'y C
son equivalentes si el vértice inicial y el vértice final de C son el vértice inicial y el vértice final

de C’, respectivamente. Ademas, si m > n, se dice que C es reducible a C".

Definicion 1.10. Sea un camino C = ¢]'c)* --- ¢/, éste se dice elementalmente reducible por

una etiqueta a, si para los pares de aristas e", :7‘:1‘ tales que comparten etiqueta ay 7; = — 14 1.

™ i+ . . . ., . ”
ocurre que €;" y €], son la misma arista pero con orientacién inversa, cancelandose.




1.2, Construccién del grafo de Cayley asociado a BS(2, 3) 21

Definicién 1.11. Una coloracion y orientacion (con n colores) de un grafo I' es un mapeo M de

E(T) en A ={a1,a2,...,an}, un conjunto de n “colcres” o “etiquetas” distintos que verifica:

(1) Para cada vértice v en I, existe una biyeccion entre el conjunto de aristas salientes de v

y el conjunto A.

(2) Para cada arista een T, (e7})M = [(e)M] ™!, esto es que si e tiene color a;, i = 1,...,n

entonces e~ ! tiene el mismo color a;, pero orientacién inversa.

Una coloracién y orientacion M de un grafo I' se dice regular si para cualesquiera dos
caminos C y C’ de I tales que (C)M = (C’')M, se tiene que C es cerrado, si y sélo si, C’ es

cerrado.

Definicién 1.12. Si M es una coloracion y orientacion de I' y C es un camino en [, definimos

(C)M = (el )M --- (el )M y decimos que el camino C cubre a la palabra (C)M.

Proposicion 1.13. Una palabra W en términos de las etiquetast y b en I", siempre puede ser

representada de la forma:

W(t,b) = t2 b7 %205 . b pfr
donde 8; = —1,0,1, con8; A0 parai# 1y € Z.

Nota 1.14. Recordemos que dado un digrafo coloreado T', si en cada vértice en V(I') hay una
arista entrante y una arista saliente de cada color, entonces la coloracion de I' define una
estructura de grupo con conjunto V(I') y operacién binaria determinada por la funcién de
asignacién que determina a E(I'), esto es la accion de grupo definida por un grafo. Asi mismo,
si tenemos una estructura de grupo (G, %), entonces la operacion "+ describe la funcién de

asignacién de un grafo I, tal que V(I') = G.
De las consideraciones previas, se obtiene el siguiente resultado.
Lema 1.15. Sea (zo, ) en V(') un vértice inicial fijo del camino C, entonces (C)M define

a una palabra W (t,b) = (C)M.

Sea (xp, ap) en V(T') un vértice fijo, y sea W (t, b) iuna palabra, entonces (xg, ag)W (¢, )

define a un tinico camino C en T tal que su vértice inicial s (zo, an) y W(t, b) = (C)M
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Demostracién. Sea (g, ap) en V(I') un vértice inicial fijo de un camino C, entonces (C)M
determina una etiqueta y una orientacién para cada arista del camino por la definicién 1.11
en la condicién (2) (t~! es la etiqueta de una arista que corresponde a una arista ¢t pero con
orientacion inversa, y analogamente para b~! y b) y la condicién (1) que determina que exac-
tamente una arista de cada color y orientacién inicia en cada vértice de I'. En consecuencia la

coloracién del camino define a una palabra W(t,b) = (C)M.

Sea (zg, ag) en V(I') un vértice fijo, y sea W(t, b) una palabra, entonces (xq, ag)W (¢, b)
origina una sucesion de aristas correspondientes a las etiquetas, dado que cada una determina
la eleccién de alguna de las cuatro aristas adyacentes a cada vértice en I'. De esta manera la

palabra W(t, b) actuando sobre (zg, ag) define un camino C en I tal que W(t,b) = (C)M. O

Definicién 1.16. Sea " un grafoy {a),a2,...a,} un conjunto de etiquetas representando una
accién definida por I'. Para un vértice v € V(I'), definimos a vW(a,, ay, . . ., ay) como el vértice

resultante de aplicar sobre éste la accién que representa la palabra.

Nota 1.17. Para v un vértice en un grafo, hemos utilizado ya a v(C)M para representar a un
camino, asi como lo hemos utilizado para representar al vértice final del mismo camino por

simplicidad. Su uso serd claro segun el contexto.

Que el grafo I sea el grafo de Cayley asociado a BS(2,3) se sigue del teorema que a

continuacién se enuncia (ver [Magnus76]).

Teorema 1.18. Sea I' un grafo conexo con una coloracidn-orientacion regular de n colores
M. Entonces ' es isomorfo al grafo de un grupo G con n generadores ay, a3, ..., a,. Las
palabras W{ay,as,...,a,) estan en correspondencia uno-a-uno con los caminos C en I' te-
niendo un vértice fijo Py como vértice inicial, bajo el mapeo W(ay,as,...,a,) — C, donde C
cubre a (C)M . Ademds, los relatores de G son precisamente las palabras R(ay, as. . ... a,) que

corresponden a los caminos cerrados en I.

Para verificar que en el grafo sugerido T', los relatores de BS(2,3) son precisamente

las palabras que corresponden a los caminos cerrados, se requieren las siguientes definiciones y
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resultados que a continuacién se enuncian, y en su caso, se demuestran.

Definicién 1.19. Un camino C es cerrado en " si (C)M = W (t, b) es tal que
(z,a)W(t,b) = (2,a)
en T

Definicién 1.20. Para el grafo propuesto I' y el drbol A, sea un vértice (z,a) € V(I'), y una

arista [(a:,a), (1:’,01’)] € E(I') etiquetada por t. Definimos la proyeccién n : I' — A como
(z,a)m = a
para el conjunto de vértices, y
[(z,q), (@, )]7 = [, ]
para el conjunto de aristas.

Lema 1.21. La proyeccién C' = (C)w en A de un camino cerrado C en T es también un camino

cerrado.
Demostracion. Si C es un camino cerrado, entonces piuede expresarse como una sucesion de

vértices {(Ii,ai)}?:l donde (x1, 1) = (75, 4n).

Entonces la proyeccién C’ de C en A, puede expresarse como una sucesién de vértices
{a;}1., donde o) = ay,.
Por lo tanto, C’ es un camino cerrado en . ]

Lema 1.22. S/ un camino C es cerrado en I, C' = (C)n estd dado por una sucesion de aristas

e‘l)‘eg2 €, donde 37_16:] =2n.n € N={0,1,2,..}.

Demostracion. Suponemos que » .._ || =2n+ 1, née N.
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Como C es cerrado en I", C’ es cerrado en A. Como A es un arbol, entonces ¢; = e;

y0i = -6y paraalgini=1,...,r — L

Haciendo la reduccidon elemental correspondiente, resulta un camino de la forma

01 02

0i_1 Biy2
€) € '

0.
€1 Gy "6y

Pero este camino reducido sigue siendo cerrado en A, luego hay otro par consecutivo

9, 6 : : .
ej’. e]-f:l', conj=1,...,i—1,i4+2,...,r—1tal que e; = €;41 y §; = —0;,), que entonces

puede ser reducido nuevamente, y asi consecutivamente, en n ocasiones, hasta obtener al camino

0 . .
ep’, con p # 0 que no puede corresponder a un camino cerrado en un drbol. Por lo tanto,

S 16l =2n, neN.

i=1

O

Definicién 1.23. La concatenacién de las palabras U(t,b) y V(t.b) se define como la palabra

W(t,b) = U(t,b)V(¢,b).

Proposicién 1.24. Los caminos en T dados por (z,a)t™'b?Pt y (z, a)th’Pt~! son equivalentes

a (x,)b% y a (r, a)b?P, respectivamente.

Demostracion. Tomamos el caso de t~1b%Pt, p € Z.
Sij=rmodl, y m,-(mj(n)) = (v,

2 _
(z, )t~ ' b?Pt = (;(1‘ —J)+i+2p,m!(a))t,

como 3](.1' ~ 7). entonces %(:r - §) + 2p es par, luego r(%z +2p4+4,2) =1y

(z, )t 6%t = (% ((,2(:): ~ ) +i+2p) - i) +j,m,-(mj(a))),

= (z + 3p,a) = (z,a)b".

Ahora tomamos el caso de tb3Pt~! p € Z.

Sii=gxmod2yml(mia)) =e,
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(z,a)thPt=! = (g(x —i) 4 j 4 3p mia) e

como 2|(a: — 1), tenemos que r(%(z — i)+ j+ 3p,3) = j, entonces

(z,a)th’Pt™! = (%((%(x —i)+Jj+3p) - j) +i,m (mi(a))),
= (z + 2p, a) = (x, a)b®P

B

Proposicién 1.25. Un camino C en T es cerrado, si y 56lo si, la palabra (C)M es reducible a

e, por los relatores de la presentacion de BS(2,3).

Demostracion. Primeramente, suponemos que (C)M = W (¢, b) es reducible a la palabra vacia
e por los relatores de la presentacién de BS(2, 3), esto es que puede transformarse en la palabra

vacia de manera tal que no hay accién sobre el vértice inicial de C. Por lo tanto, C es cerrado.

Inversamente, suponemos que el camino C en I' es cerrado. Demostraremos que la
palabra dada por (C)M es reducible a e por los relatores de la presentacién de BS(2,3) emple-

ando la induccién matemdtica sobre n en 3°7_, |6;| = 2n, n € N y la proposicién 1.24.

Sea (C)M = W (t,b), tal que 37 _, |6i] = 2n, n = 0, entonces
(C)M = bP,

como C es cerrado, tenemos que (z, )b’ = (z, ), luego 3 = 0.

Suponemos que si C' es un camino cerrado en I entonces la palabra (C)M = W (¢, b),

tal que D7, |6;i] = 2k, k € N, es reducible a e por los relatores de la presentacién de BS(2,3).

Ahora bien, sea C es un camino cerrado en I con (C)M = W (t,b) tal que > "7 _, |6; =

2(k + 1), k € N. Consideramos la proyeccion C' = (C)w en el arbol A donde C’ también
corresponde a un camino cerrado y por lo tanto en C’ siernpre puedo encontrar un z tal que en
C' = (i‘;’l ()9,' 0i+1

s e O
% Cigy €'
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setieneque e, =€, y 8; = —6;,1.

(C)M puede expresarse como sigue:
(C)M = 19181 .. 0 pfiglivs .. 40 pPr
o bien,
(C)M = U(t, b)t%bP9+1v (¢, b),
dondesi§; =1,y (z,a) €T,
(z,a)(C)M = (z,a)U(t,b)th%t= 1V (t,b) = (2, &)ttt "1V (¢, b),

para algun (z’,o') € T

Noétese que para (', o’)tb%t~1, t y t~! corresponden a e y e~! en C’ respectivamente,
y éstas son la misma arista con orientacién inversa y por lo tanto 3|ﬁ,~. Luego la palabra dada

por (C)M es equivalente a ((C)M)' = U(t, b)b3%V (¢, b).

En cambio, si 6, = —1, y (z,a) € T,
(z,a)(C)M = (z,a)U(t, b)t ' btV (t,b) = (2, ')t~ 105tV (¢, b).
Noétese que en (z'. o)t ~'bPit, t=! y t corresponden a e} y e en C’ respectivamente,

y éstas son la misma arista con orientacidn inversa y por lo tanto 2|[3,-. Luego la palabra dada

por (C)M es equivalente a ((C)M) = U(t, b)b2%V (¢, b).

En cualquiera de los dos casos, ((C)M ) corresponde a un camino cerrado en I, donde
Z:‘ll |6;| = 2k, k € N. Y por la hipétesis inductiva, tenemos que esta palabra es reducible a e

por los relatores en la presentacion de BS(2, 3).
|

Demostrado lo anterior, afirmamos que:

Proposicion 1.26. E/ grafo T es el grafo de Cayley asociado a BS(2, 3).




Capitulo 2

Estructura del arbol )\ etiquetado

Si tenemos cualesquiera dos arboles \; y Ay como A en el capitulo anterior, cada uno
dotado de un etiquetado como el descrito para A en el mismo capitulo, notamos que no siempre
existe un isomorfismo de grafos etiquetados entre ambos arboles. Que dicho isomorfismo exista

da origen a la siguiente definicién.

Definicion 2.1. Sean A} y A, drboles etiquetados como en la seccién 1.2. Si existe un isomor-

fismo de grafos etiquetados entre A; y Ao, se dice que sus etiquetados son equivalentes.

En la construccién del grafo de Cayley I* asociado a BS(2,3) se usa precisamente al

arbol A, cuya estructura debe ser (nica, aunque su etiquetado no lo sea.

Debido a que T', el grafo de Cayley asociado a BS(2,3) dado por {t,b}, es tnico,
debe haber manera de encontrar el isomorfismo de grafos etiquetados entre A| y A2, aunque
inicialmente los etiquetados de A; y A; no sean equivalentes. Esto, porque una vez que se opta
por el arbol con las caracteristicas de A, éste debiera ser Util para la construccion de I' indepen-

dientemente de su etiquetado.

En el presente capitulo demostraremos que la construccion de I' es independiente del

etiquetado de A.
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Nétese que en T, la estructura de etiquetas asignada a A indica el elemento de las
particiones (A o B) de los grafos de Z correspondientes a los vértices entrantes o salientes de

a con el cual se relaciona V(Z) x a, por medio de aristas etiquetados por ¢.

La manera de modificar la relacion recién descrita, consiste en mover al elemento
identidad del grafo de Z correspondiente al vértice a para cada a € A a la posicién que mds
convenga. Esto ultimo estad representado por un proceso de re-etiquetado que describiremos para
A2 en términos del etiquetado original de Ay. Posteriormente demostraremos que el re-etiquetado

de As y el etiquetado original de A} son etiquetados equivalentes.

Para llevar a cabo el re-etiquetado, definiremos las siguientes operaciones para etique-

tas de aristas:

(i,9) + (1,3) = ((i + ) mod 2, (j + ') mod 3),
<")J> - <ilrj’> = <(L - 7‘,) mod 21 (] - ],) mod 3>

Sea v € V(A)), sabemos que las etiquetas de las aristas adyacentes entrantes son:
(10,0), (i1, 1) y (i2,2), donde i, € {0, 1} para n = 0, 1,2. Sabemos también que las etiquetas

de las aristas adyacentes salientes son: (0, jo) y (1,71}, donde 3, € {0, 1,2} para n =0, L.

Andlogamente, para o’ € V(\;), sabemos que las etiquetas de las aristas adyacentes
entrantes son: (i;,0), (¢, 1) y (¢5,2), donde i;, € {0, 1} paran = 0, 1,2. Sabemos también que
las etiquetas de las aristas adyacentes salientes son: (0, 75) y (1, 71). donde j, € {0,1,2} para

n = 0,1
Por conveniencia, consideraremos correspondientes a los pares de etiquetas: (i,,n),
(i7,,n), para n = 0,1,2; y a los pares de etiquetas: (n, j,) y (n,7,), para n = 0, 1 (ver figuras

21y 22).

Con las disposiciones anteriores, es posible encontrar las etiquetas dobles para cada
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Figura 2.2: Etiquetas salientes y su correspondencia.

uno de los vértices en A; a partir de un etiquetado provisional (ver figura 2.3): a los vértices veci-
nos por las aristas entrantes, asignaremos una etiqueta (i, n) — (i, n) = ((in — i),) mod 2,0),
para n = 0,1,2; y a los vértices vecinos por las aristas salientes, asignaremos una etiqueta
(n,dn) — (n,75) = (0,(Jn — ju) mod 3), para n = 0, 1. Con este etiquetado provisional es
evidente que si a las etiquetas de cada arista se le suma la etiqueta original de A\, que le corres-

ponde, resulta que queda etiquetada con la etiqueta correspondiente del drbol A;.

De esta manera la reasignacién de etiquetas en un radio de una arista a partir del
vértice @/ € X, da como resultado el mismo etiquetado en un radio de una arista a partir del

vértice o € Ay. Esto es que el etiquetado en O(«) es el mismo que en O;(c’).
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0, (- jy)mod 3 €0, (- f)mod 3

< (- §)mod 2,0> ¢ (- §)mod2). 0>
(4~ ')mod 2), 0>

Figura 2.3: Etiquetado equivalente para k = 1.

Proposicion 2.2. El re-etiquetado de Ay descrito es equivalente al etiquetado original de A .

Demostracion. Demostraremos por induccidn matematica que la reasignacién de etiquetas en

A, transforma a A; en Aj.

El paso bdsico (k=1) queda demostrado con la explicacién del procedimiento de re-

etiquetado ilustrado en la figura 2.3.

Suponemos ahora, que para una bola Oi(c’), donde k = m es posible etiquetar los
vértices comprendidos de manera que la reasignacién final de etiquetas, transforme a O,, (')

etiquetado en O,,(«) etiquetado.

Ahora bien, sea k = m + 1, hemos de considerar que a partir del m — 1-ésimo vértice,
tenemos dos posibilidades segtin la orientacion de la m-ésima arista: la primera, que la m-
ésima arista sea entrante al m-ésimo vértice, entonces restan dos aristas entrantes y dos aristas

salientes, dirigidas cada una, a un m: + l-ésimo vértice; la segunda, que la m-ésima arista sea
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saliente del 7n-ésimo vértice, entonces restan tres aristas entrantes y una arista saliente, dirigidas

cada una, al m + 1-ésimo vértice. Esto se ilustra en la figura 2.4.

Figura 2.4: Ramificaciones del caso m = k + 1.

Para el caso en que la m-ésima arista es entrante al m-ésimo vértice, las m + 1-
ésimas aristas salientes en el drbol Ay cambian sus etiquetas de acuerdo a las m + l-ésimas
aristas correspondientes en el drbol A; siguiendo el procedimiento de re-etiquetado descrito; de
la misma manera son sustituidas las dos etiquetas de las m + l-ésimas aristas entrantes sin
posibilidades de que se repita la etiqueta ya utilizada para la m-ésima arista en Ay, puesto que
por hipétesis de induccion, ésta es la misma de la m-ésima arista en A, y la estructura de los
etiquetados en Ay y A2 no permiten que una vez que se ha utilizado una etiqueta para una arista

entrante a un vértice, se utilice para otra de las artistas entrantes al mismo vértice.

Para el caso en que la 1n-ésima arista es saliente del m-ésimo vértice, las 1. 4 |-ésimas
aristas entrantes en el arbol A2 cambian sus etiquetas de acuerdo a las m + l-ésimas aristas
correspondientes en el arbol A; siguiendo el procedimiento de re-etiquetado descrito; de la mis-
ma manera es sustituida la etiqueta de la m + 1-ésima arista saliente restante sin posibilidad de
que se repita la etiqueta ya utilizada para la m-ésima arista en Az, puesto que por hipdtesis de
induccién, ésta es la misma de la m-ésima arista en Ay, y ‘a estructura de los etiquetados en A,
y A2 no permiten que una vez que se ha utilizado una etiqueta para una arista saliente de un

vértice, se utilice para la otra artista saliente del mismo vertice.
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Por lo tanto, la reasignacion de etiquetas en un radio de m + 1 aristas a partir del
vértice a’ € A\ da como resultado el mismo etiquetado en un radio de m + 1 aristas a partir del

vértice o € M. Esto es que el etiquetado en O,,41(«) es el mismo que en Oy, (a’).



Capitulo 3

Aproximacion finita

En el capitulo 1 propusimos un grafo I' como grafo de Cayley asociado a BS(2,3), y
verificamos que, de hecho, lo es. En este capitulo nos damos a la tarea de construir un grafo
finito dependiente de dos variables n y k al cual llamaremos <y, x, para posteriormente demostrar
que se trata de una aproximacién finita al grafo v. Como 7, x depende de n y k, tendremos
una familia de grafos que serd precisamente una familia de aproximaciones finitas al grafo [’
como demostraremos posteriormente en el capitulo 4. Con ello satisfaremos la caracterizacién

de Weiss para grupos séficos, que es nuestro proposito.

Para construir 7, x se debe considerar que este grafo debe tener una estructura que
localmente sea parecida a I, para ello, debemos pensar que las érbitas (ahora finitas) de aristas
etiquetados por b estaran relacionadas con otras érbitas similares, teniendo cada tres aristas un
vértice al que entra otra drbita por una arista etiquetada por ¢; asi como, por cada dos aristas,
un vértice del que sale otra drbita por una arista etiquetada por . Ademas, en cada vértice debe

haber un arista de cada color y orientacién.

Entonces lo conveniente es pensar en Orbitas cuya longitud sea divisible por 2 y por 3,
de manera que ahora nos auxiliaremos del grafo de Caylzy de Zg,, en vez del de Z. Ademas cada
Orbita tendrd aristas etiquetados por ¢ salientes a otras seis Orbitas distintas, y tendra aristas

etiquetados por t entrantes a otras seis orbitas distintas. Entonces emplearemos un drbol finito
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H (figura 3.1) en vez del arbol A, donde H; es el grafo finito 12-regular para el cual para cada

vértice entran seis aristas y salen seis aristas, y cuyo menor ciclo tiene al menos k aristas.

Para demostrar que vy, x es una aproximacion finita de I', serd necesario diferenciar
las aristas salientes de cada vértice y diferenciar las aristas entrantes a cada vértice, al menos
en bolas de radio menor a k en Hy. Por ello, es conveniente establecer una estructura que nos
permita etiquetar a las aristas de bolas de radio menor a k en Hj, semejante a la que ideamos

para A. Dicha estructura tiene como base lo siguiente:

1. Cada arista en una bola de radio menor a k del grafo Hy tiene una etiqueta auxiliar

(3, 7; 7, s) conformada por cuatro etiquetas independientes entre si.

2. La etiqueta ¢ toma valores i = 0,1, y para cada vértice, los seis aristas salientes tienen

etiquetas distintas por pares.

3. La etiqueta j toma valores j = 0, 1,2, y para cada vértice, los seis aristas entrantes tienen
etiquetas distintas por trios, de manera, que si tienen una etiqueta i fija, los valores de j

no se repitan.
4. La etiqueta r se comporta como la etiqueta j, pero independientemente.

5. La etiqueta s se comporta como la etiqueta 2, pero independientemente.

Lema 3.1. Existe al menos un grafo etiquetado H), que satisface las condiciones de la estructura

de etiquetas propuesta para bolas de radio menor a k en Hy.

Demostracion. Nétese que Hy se comporta como un drbol 12-regular con seis aristas entrantes
y seis aristas salientes en cada bola de radio menor a k, de manera que podemos llevar a cabo

el procedimiento de etiquetado como sigue.

Para cada vértice a € V(O) C V(Hy), fijamos valores distintos 0 y 1 por pares
para las etiquetas i correspondientes a sus seis aristas salientes. De esta manera se cumple la

condicién 2.
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Figura 3.1: Segmentos de Hy.

Para cada vértice o € V(Oy) C V(H,), fijamos valores distintos 0, 1 y 2 para las
etiquetas ; correspondientes a las seis aristas entrantaes de manera que no se repitan para un

valor fijo de la etiqueta i. Asi tenemos que se verifica 3.

Se asignan las etiquetas s y r de la misma manera que se asignaron las etiquetas / y

7, pero en un procedimiento independiente, para que se satisfagan las condiciones 4 y 5.

Como los valores de las etiquetas ¢ y j fueron fijados con procedimientos independien-
tes, de igual manera, para r y s, y como a cada arista le corresponde un valor de «, un valor de

s, un valor de § y un valor de r, se verifica la condicién 1.

Definicion 3.2. Llamaremos [m. ] al conjunto definido por {» € Z:m < » < n}.

Considerando lo establecido, describimos a ~,, . como el grafo cuyo conjunto de vertices

V (7.k) se define como:

V() = [0,60 — 1] » V(Hg).

En cuanto a E(v,, ), el conjunto de aristas de ~, ., consideraremos las particiones de

[0.60n—1]: A= {Ag. A1} y B={By. By. Bz} donde A; = [0,6n —~ 1|N2Z +,, para: =101,y



36 Capitulo 3: Aproximacion finita

Bj = [0,6n—1]N3Z+j, para j = 0.1, 2. Pero ademas tendremos las particiones T = {/y. I1. I2}
y J = {Jv,Ji} de [0,6n — 1], donde [y = [0,2n = 1], [} = [2n,4n — 1], [y = [4n,6n — L]; y
Jo=1[0,3n—1]. J; = [3n,6n — 1].

Con lo anterior, podemos definir las colecciones de conjuntos siguientes: A" = {A” ¢
0.6n~1] : Al = ANL}yB ={B; € [0,6n—-1]:8;=DB,NJ}parais =01y
J.r =012

Definimos f7 : A7 — B como sigue:

1

. 3 ] }
Fjin) = o =i+ = 3nr + 3ns, (3.1)
o bien,
fi7(x) = [ii(z) + grs, (3.2)
con g, . = —3nr + 3ns, donde r y $ indican a qué intervalos pertenece r, segun las particiones

Iy J, respectivamente.

En H;. es posible distinguir a los vértices vecinos salientes de un vértice dado «x
por medio de funciones mi;, : V(Hy) — V(Hg), ¢ = 0,1, v = 0,1.2, que son tales que
[a.m;  (a)] € E(Hy) y los seis m;,(a) posibles son precisamente los seis vecinos salientes de

ce (ver figura 3.2).

A la vez, es posible distinguir a los vértices vecinos entrantes de un vértice fijo o, por
medio de funciones 17" : V(Hy) — V(H), 7 =0,1,2, s = 0,1, de manera que [m’*(«). « «
I(Hy) y los seis m’*() posibles son precisamente los seis vecinos entrantes de o (ver figura
3.2).

En lo consecutivo, denotaremos por & ¢ty a la expresidn dada por (i + y) nod Gn, y

por r 1y a la expresion dada por (v — y) mod 6n. Entonces E(7,, ) se define como:
E‘-“.".'u‘k) = Eh("."u_k) U Et(’)’11,k)a

donde Ej (7, k) es el conjunto de aristas etiquetadas por b si van de (w.«) € vk a (0, )b, y
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m, (@) My ()

€0,4:70.Sp? a ¢5,k75.5¢) m*(q) m3#3(q)

Asignacién de etiqueta 17, 7. Asignacién de etiqueta j, s.

Figura 3.2: Asignacién de etiquetas.

por b~! si van de (z,a) € Yok 2 (z,a)b”', donde

(z,0)b=(z®1,0),

(xe 1, a)b™! = (z, ),

asi como E; es el conjunto de aristas etiquetadas por t si van de (z, «) € ok a (x, a)t, y por
t=! sivan de (z,a) € v,k a (z,a)t™", donde para i = x mod 2 y r tal que & € I, se verifica

m?*(m; ,(a)), y se tiene que

(2. )t = (S5 (@) ma (@),

(fi5 @) mir(e@)t™ = (z,0).

Lema 3.3. En Hy, sea (i, j;1,s) la etiqueta cuddruple auxiliar de una arista. Para cada par de
etiquetas (1,7), 1 = 0,1 yr = 0, 1.2, existe un dnico par (j, 8) de etiquetas j — 0, 1,2 ys — 0,1

tal que m?* (mi_,‘((\)).

Demostracion. Sea o € V (H).), para un par de valores de i y r dado, tenemos que [cv, m, ;- (rv)]

E(Hy), por las propiedades de la funcién m;.
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»

m, ()
o

a mi(m, (@) = a

Figura 3.3: Asignacién de etiqueta cuddruple (i, j;7, 3).

Entonces « es uno de los seis diferentes vértices vecinos entrantes de m, .(a) dados
por mj"(m,-,r(a)), §=0,1,2y s = 0,2, por las propiedades de m?*. Como las seis aristas
entrantes tienen pares de etiquetas j y s distintos conformados por los valores de 7 = 0,1,2,
s = 0,1, sblo para uno de los seis pares de etiquetas j y s se tiene que m?*(m; ,(a)) = a.

0

Nétese que los lemas y proposiciones demostrados para el drbol A y para el drbol A con
respecto al grafo I en el capitulo 1, son validos para el grafo Hy y para el grafo Hy con respecto
al grafo v, k. respectivamente, en una bola de radio menor a k, la longitud del menor de los ciclos

en v, k. Esto nos resultara util para demostrar que, en efecto, v, x es una aproximacion finita a I




Capitulo 4

Demostraciéon de que BS(2, 3) es séfi-

co por la definicion de Weiss

Este capitulo tiene como propdsito, finaimente, demostrar que existe una familia de
aproximaciones finitas al grafo de Cayley de BS(2, 3) para confirmar que BS(2, 3) es séfico por

la caracterizacién de Weiss.

Para lograr lo anterior, veremos que en el grafo v, x, dentro de bolas de radio menor a
k con centro en cada vértice de E(7, x), excepto para un conjunto muy pequefo, los relatores
de BS(2,3) son precisamente las palabras que corresponden a los caminos cerrados si estos

tienen longitud menor a k.

Los lemas que a continuacién se enuncian y demuestran, nos ayudan a completar el

resultado deseado.

Ak

Lema 4.1. Sea C en v, donde n > l\(%) 2 un camino cerrado de longitud menor a k. tal
que (C)M = W(t,b). Entonces W (t.b) es reducible a ¢ por los relatores de la presentacién de
BS5(2,3).

Demostracion. Sea W(t,b) = t? b5 02182 ... 1945 demostraremos nuestro lema por induccién
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matematica sobre m en }:ﬁzl |6;| =2m, m € Ny 2m < k.

Sea C con (C)M = W(t,b), tal que }:f.:, |8;] = 2m, m = 0, entonces
(C)M =Py,

como C es cerrado, tenemos que (z, a)b? = (z,a), como la longitud de (C)M es menor a k,

ta longitud del menor de los ciclos en v, x, entonces §; = 0.

Como hipétesis de induccién, suponemos que si C es un camino cerrado de longitud
menor a k en v, . entonces la palabra (C)M = W(t,b), tal que }:Ll |0;| = 2p, p € N, es

reducible a e por los relatores de la presentacién de BS(2, 3).

Ahora bien, sea C es un camino cerrado en I" con (C)M = W (¢, b) tal que Zle 16i| =

2(p + 1), p € N. Consideramos la proyeccién C' = (C)w en el grafo Hi donde C’ también
corresponde a un camino cerrado y por lo tanto en C’ siempre puedo encontrar un 1 tal que en
C =é. --e?‘ea‘+’ el

i+1 T

se tiene que e; = e,41y 6; = —B0;4,.

C' M uede expresarse como sigue:
((:’)AJ — t61 b@] . te, bﬁ' t0.+1 R te,.bﬁ,-'
o bien,

(C)M = U(t, b)toibPt9+1V (t,b),
dondesi 6; =1,y (z,a) € vnk,
(z,)(C)M = (z, c)U (L, b)tb%t=1V (t,b) = (2, ' )tbPit =1V (¢, b),
para algun (&, a’) € 7, k. Asi como

(', )bt~V (¢, b) = (z”, " )Pt~V (¢, b)

(&, "WV (£,0) = (&, "7V (1,D).
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Nétese que para (', o’ )tb”t=!, t y t ! corresponden a e y ¢~ en C' respectivamente,

"

y éstas son la misma arista con orientacion inversa y pcr lo tanto 3|[3,- y ', 2" € J,. Luego

(C)M es equivalente a ((C)M)' = U(t, b)b3%V (¢, b).

En cambio, si 6; = -1,y (z,a) € T,
(z,a)(C)M = (z,a)U(t, bt~ 165tV (¢, b) = (2, a’)t 1BV (¢, b)
para algun (z',a’) € Y k. Asi como

(', ot IBBEV (¢, b) = (2", a” )btV (¢, b),

(", a")bPitV(t,b) = (", ")tV (t,b).

Nétese que en (2, a’)t~1b5it, t=! y t corresponden a e™! y e en C’ respectivamente,

y éstas son la misma arista con orientacién inversa y por lo tanto 2|ﬁ,- y =, ="

(C)M es equivalente a ((C)M)' = U(t, b)b2% V/ (t,b).

€ I.. Luego

En cualquiera de los dos casos, ((C)M)' corresponde a un camino cerrado en 7, .
donde Zf;ll |0;| = 2p. p € N. Y por la hipétesis inductiva tenemos que esta palabra es reducible

a e por los relatores en la presentacién de BS(2,3).

Lema 4.2. Sean (r,0) € v, ¥ 0 = {0,2n,3n,4n}.

1 SilUe (/)7 Hz), (f7*) " Hz) @ 2p) N Q = @, entonces el camino C = (x, a)t™'b*Pt

es equivalente al camino C' = (z,a)b*P.

2. Silr g (f7*(x), fr*(x) ® 3p) NQ = @ entonces el camino C' = (x,a)th’t™! es equiva-

lente al camino C' = (x, a)b?P.

Demostracién. Tomemos el caso de ¢t~ 1b%t,p € Z. Si j = z mod 3, y mi, (m’*(a)) = «,

(x, @)t~ 1p%Pt = (%(a: — 74 3nr = 3ns) + 1+ 2p, m? (o))t
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Como 0 = (z—3) mod 3, 3|(J:—j+3nr—3n8) y por lo tanto §(J:-j+3nr—3ns)+i+2p
tiene paridad 7. Ademds, como | J,, [f‘l("")(:c), f‘l("")(z)@Zp] NN = @, se tiene que z € I,

y z € J,. Luego
(z,a)t™1b%Pt = (%(%(1: ~j+3nr—3ns)+i+2p—1i) +j— 3nr+ 3ns,m,, (mj"(a)))
=(z-j+nr—3ns+3p+j—3nr+3ns,a)
= (r + 3p, a)
= (z, a)b’P.
Tomemos ahora el caso de tb%t~! p € Z. Si i =  mod 2, y m¥*(m; - (a)) = a,
(z,)th?t~! = ((z — i) + j — 3nr + 3ns + 3p, m; - (a))t ™.

Como 0 = (z — i) mod 2, 2|(z — i) y por lo tanto j = (3(z — 1) +j — 3nr + 3ns +
3p) mod 3. tiene paridad i. Adem4s, como (. [f""(a:),f"’(z) @ 3p] NN = @, se tiene que

z €I, yz€ J, Luego
(z, @)t~ = (% (3(z —4) +j ~ 3nr+3ns+3p— j + 3nr — 3ns) +1, mj-""(m,_,(a)))

=(z-i+2p+i,a)
= (z + 2p,q)

= (z, )b?P.

Definicién 4.3. Al conjunto complemento del conjunto S, se le denota por S.
Definicién 4.4. Llamaremos Uy al conjunto de palabras U(t,b) con longitud menor a k.
Definicién 4.5. Sea X, tal que
Xe = U, (f** (@) 0k fr-"(z) o k) N2 = 2,
y sea U(t, b) una palabra de longitud menor a k, entonces definimos al conjunto Y; como sigue:

Ye = {z € Z: Yo € V(Hi),YU(t, b) € Uy, (z,)U(t,b) € Xy x Hy}.
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Nota 4.6. Aunque 7n x no se trata de un grafo de Cayley propiamente, debido a su estructura
en bolas de radio menor a k, presenta la misma accion cle grupo que presenta el grafo I'. Luego
para un vértice dado en dicho grafo, la accién de una palabra U(t,b) € Uy sobre él, tiene una

Gnica accién inversa correspondiente dada por una palabra U(t,b)™!.

Antes de definir el término de k-reducibilidad, conviene establecer un procedimiento
para transformar a una palabra V (¢, b) en otra palabra equivalente W(¢, b). Dicho procedimiento
consta de las siguientes operaciones aplicadas un nimero finito de veces en el orden que mds

convenga.

i) Insercién de uno de los relatores, incluyendo los triviales: entre, al principio o al final, de

la palabra que se desea transformar, originando una nueva palabra.

i) Supresion de uno de los relatores, incluyendo los triviales, si se encuentran: entre, al

principio o al final, de la palabra que se desea transformar, originando una nueva palabra.

Definicién 4.7. Se dice que el camino C = (z,a)W(t,b) es k-reducible a e si W(t,b) es
reducible a e y si cada palabra que aparece durante el procedimiento de transformacidn, tiene

longitud menor a k.

Lema 4.8. Sea (z,a) € v,k tal que x € Yy y sea C = (x,a)W(L,b) un camino en ~,  tal
que W (t, b) tiene longitud menor a k y es k-reducible a e por los relatores de la presentacion de

BS(2,3). Entonces C es cerrado.

Demostracion. Sea W{m™ (¢, b) la m-ésima transformacion de W (¢, b) en el proceso de transfor-
macién de W (t,b) a e, donde m = 0,...,p si se requiere en total un nimero p de transforma-

ciones para ir de W (¢, b) a e (nétese que WO(t, b) = Wt b)).

Se tiene que (z, )W (t,b) = (z,a) W™+ (2 b), para todo m = 0,...,p — L si se

requiere un nimero p de transformaciones para ir de (2, /)W (¢, b) a (z', /)e.

Ahora bien, para la m-ésima transformacién, como (z, )W) (t, b) es k-reducible por

los relatores de BS(2,3), se tiene que

(z, )W™(t,b) = (z, o) U (¢, b)t% 15101y (M) (¢ 1)
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confy = ~1=-6;,,y0=p08;mod2 obien§;=1=—0;,, y 0= 0 mod 3.

Como |W(m)(t,b)| < k por su k-reducibilidad, en particular [U(™)(¢,b)| < k; entonces
se tiene que (', @) = (z, a)U™ (¢, b) verifica el lema 4.2, y por lo tanto, si §; = —1 = —6;y,
y 0 = B, mod 2, se tiene
(z,a)U™(t, b)t =108tV (M(¢,b) = (z', a')bI VM) (¢, b),
o bien, sif;, =1 = -0, y 0= mod 3, se tiene
(z,a)U ™ (8, b)tbFt= 1V M(¢,b) = (2/, o )b3 VM (¢, b).
Entonces (z,a)W (¢, b) es finalmente equivalente a (z, a)b? para algin g € Z tal que

(z,a)b? = (z,a)e. Como b7 es de longitud menor a k la longitud minima de los ciclos en el

grafo, entonces ¢ = 0 y por lo tanto (z,a)W(t,b) = (z, a).

Es decir, C es cerrado.
|

Lema 4.9. Sea Y; como se ha definido. Entonces |Yi| < 4**1|X,| - |Hy|. Donde |Hy| es el

tamano del grafo Hj..

Demostracion. Dada la definicién de Yy, se tiene que
Ye = {7 € Z:Va € V(H),YU(t,b) € Uy, (Xx x He)U(t,b) ™" = (1,a)}.

Entonces |Yz| < 45| X | - | Hi|. donde el factor 4! surge por la posibilidad de la
aparicién de cada letra ¢, by sus inversas t 1, b~1, | X[ es el tamafio del conjunto complemento
de X, y |Hy| es el tamafo del grafo finito Hy, pues este conjunto Yy depende de ambos X y
[H|.

O

Nétese que la estimacién de |Yi| depende tnicamente de k. Como se espera que
J—,:-L < ¢, dados cualesquiera valores para k y ¢, se tiene que n debe ser tal que n > l—)c‘—l. Asi se

garantiza que “—;J >1—-e




45

Entonces, por el resultado en el lema 4.9, la farnilia de grafos =, , verifica que para
un conjunto de vértices en 7, x de tamafio menor a ¢, un camino C de longitud menor a k que
inicia en uno de esos vértices es cerrado, si y solo si, la palabra (C)M es reducible a e por los
relatores de la presentacion de BS(2,3). La demostracién en el primer sentido estd dada por el

lema 4.1; y en el sentido inverso, por el lema 4.8.

Por lo anterior, la familia de grafos v, x, se trata de una familia de aproximaciones
finitas al grafo I'. Por la estimacién de ¢ > D?l sabemos. que dados k y ¢, es posible fijar k y
encontrar un valor de n que satisfaga la definicion, y finalmente crecer n tanto como sea nece-
sario para ajustar el valor de ¢ deseado. De esta manera se satisface la definicién de Weiss de
soficidad. Por lo tanto, hemos demostrado el resultado central propuesto en el presente trabajo,

y afirmamos lo siguiente.

Proposicién 4.10. E/ grupo de Baumslag-Solitar BS(2, 3) es sdfico.







Conclusiones

La clase de los grupos séficos como generalizacién de las otras dos grandes clases, de
grupos amenables y grupos residualmente finitos, ha permitido generalizar a su vez resultados
importantes, como el teorema de Weiss. Ahora se sabe que si un grupo es séfico, entonces es

suprajuntivo, propiedad considerada deseable en la Teoria de Autématas Celulares.

El presente trabajo tuvo como tarea principal demostrar que el grupo de Baumslag-
Solitar BS(2,3) es sofico, siendo que no es amenable ni residualmente finito. Como BS(2,3)
es finitamente generado, se optd por emplear la caracterizacién de un grupo séfico debida a
Weiss, que requiere que exista una familia de aproximaciones finitas al grafo de Cayley asociado

al grupo en cuestion, para afirmar que dicho grafo es séfico.

Entonces la estrategia para resolver este problema abarcé las siguientes tareas: la cons-
truccion de I, un posible grafo de Cayley asociado a BS(2,3); demostrar que I' s/ es el grafo de
Cayley asociado a BS(2,3); la construccién de una familia de grafos ~,, x finitos como posible
familia de aproximaciones finitas al grafo I'; demostrar que la familia de grafos v, x si es una

familia de aproximaciones finitas al grafo T".

En el desarrollo de las tareas mencionadas, se aportaron las ideas originales de la cons-
truccién de los grafos I' y -y, r, y los etiquetados de los que fueron provistos; y se elaboraron las
demostraciones de los resultados necesarios para, apoyados en dichas construcciones y estruc-

turas, probar el resultado central.
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48 Conclusiones

Actualmente, un problema abierto es encontrar un grupo que no sea séfico. Propia-
mente, el desarrollo de este trabajo, tiene el potencial de aportar técnicas para atacar dicho
problema, refiriéndonos a la construccién de grafos y a los etiquetados adicionales a los etique-

tados dados por la coloracién y orientacién de dichos grafos.
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