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Capitulo 1

Introduccion

Nuestro objetivo en la presente tesis es de analizar los resultados que tenemos acerca
de las graficas que son criticas con respecto a su numero de cruce y resolver una
conjetura acerca de una familia infinita de gréficas.

Comenzaremos prescntando una breve discusién de los conceptos basicos utiliza-
dos en este trabajo.

1.1 Graficas

Empezaremos con la definicion formal de una grafica.

Definicién. Una grdfica G es una tripleta ordenada (V (&), E(G), ¥¢) que consiste
de un conjunto no vacio V(G) de vértices, un conjunto E(G) (disjunto de V(G)) de
aristas, y una funcion de incidencia g que asocia a cada arista de G un par (no
ordenado) de elementos (no necesariamente distintos) de V(G).

Normalmente, omitimos la referencia a g, v simplemente decimos que una
grifica G = (V) E) consiste de un conjunto V' de vértices y un conjunto £ de arstas.
Cada arista ¢ une un par de vértices u y ¢, los extremos de e. Si una arista ¢ une u
y v, entonces u y v son adyacentes, y ¢ es incidente con ambos u y v.

Siuy v son vértices unidos por e, frecuentemente denotarcimos a e por (w,v) o
por uv.




Un sendero de una grafica G es una secuencia no nula T = voe 10y 0 U, CUVOS
términos son alternadamente vértices v aristas, tal que los extremos de la arista e,
son v;_y v v,. Los vértices vy v vy sou el principio v ol final, respectivamente, de 7T,
y el entero k es la longitud de T'. Los vértices ¢p.... v,y son los vértices inlernos
de T.

Un sendero es cerrado st vy = vg. Un ciclo es un sendero cerrado cnyvos vértices
son todos diferentes entre si.

Un sendero T = wge vy ... 640 s un camino si los vértices vg, vy, ... (1% son
todos diferentes entre si.

Un lazo es un sendero cerrado con & = 1.

Si e v f son aristas distintas que unen ¢l mismo par de vértices (diferentes).
entonces e y f son aristas paralelas.

Una grafica es stmple si no tiene lazos ni aristas paralclas.

El grado d(v) de un vértice v en una grifica G es el namero de aristas en @
incidentes con v (cada lazo incidente con un vértice v contribuve en 2 a d(e)). Si
d(v) = k para todo vértice v en G decimos entonces e G es k -reqular

Diremos que dos graficas son isomorfas (lo denotaremos G = H) si existen
biyecciones 0 : V' (G) = V(H) v ¢ : E(G) — E(H) tales que yi¢(e) = uv st v solo si
Y (p(e)) = 0(u)f(v). Asi, la pareja (¢, 8) es el isomorfismo entre Gy 1.

Un automorfisrno de una grafica G, es un isomorfisrao de dicha grafica a si misma.
El conjunto de todos los isomorfismos de G forma un grupo A(G) bajo la operacion
usual de composicion; a este grupo le llamarcmos grupo de automorfisnios.

Definiciéon. Una grifica simple G es vértice-trans:tiva si para cualesquiera dos
vértices «w y v hay un automorfismo g en A(G) tal que g(u) = v.

Definiciéon. Una grafica simple G es arista-trans:tiva si para cualesquicra dos
aristas u v, y uyv,, hay un automorfismo h en A(G) tal que L{{n v, }) = {uv,}.

En csta tesis, denotaremos por |B| la cardinalidad del conjunto 3.

Finalizamos esta subseccidon mencionando un recultado elemental de teoria de
graficas que usaremos frecucntemente en este trabajo: para toda grifica G = (V| IY),

Y d(w) =2(E(G)|

vel (@)

Lo




1.2 Numeros de cruce de graficas en superficies
compactas

En este trabajo utilizamos la notacion v tenninologia convencional de teorfa de
graficas introducida por Bondy y Murty (ver [1]).

En la scccion anterior pudimos apreciar que nma grafica es un objeto abstracto.
Sin embargo, para facilitar su estudio realizaremos representaciones de cada grafica
a analizar en diferentes superficies.

Una superficie es una 2-variedad (esto cs, un espacio topologico localmente
homeomorfo al disco unitario) conexa. Nos interesaremos principalmente en su-
perficies compactas £. Por el Teorema de Clasificacion de Superficies (ver por ejem-
plo [7]), toda superficic compacta se caracteriza por st condicién de orientabilidad
(esto es, por si es orientable o no orientable) v por su yénero.

Las superficics orientable y no orientable de género g serdn denotadas por X, v

24, respectivamente.
Asi, por ejemplo, Xg es la esfera, ¥, cs cl toro, X, es el plano provectivo, v ¥,
es la Botella de Klein.

n este trabajo realizaremos dichas representaciones de las graficas a analizar
En este trabajo realizare dicl t le las grafica |
mediante dibujos. Tenemos la siguiente definicion:

Definiciéon. Un dibujo de una grafica ¢ enla superficic £ (ya sea orientable o no)
es un subconjunto de dicha superficic en el cual los vértices de G son representados
como diferentes puntos, y cada arista (u,v) de G es representada como un arco
abierto A (imagen continua del intervalo (0,1)) que no conticne vértices, de tal
manera quc los extremos de 4 son los puntos que representan u y v.

Nota. Por razones de brevedad, st hay solamente un dibujo de una grafica ¢ en
el la superficie ¥ bajo consideracion, usualmente no distinguimos cntre una subes-
tructura de &' (como un vértice, un camino, o un ciclo) y ¢l subconjunto de £ que
lo representa.

Definicién El nidmero de cruce cry(G) de una grafica G en la superficie ¥ es ol
minimo nimero de iutersecciones (a pares) de aristas tomado sobre todos los dibujos
de G en ¥.



Un dibujo D de G en una superficie £ es oplimo si el numero de cruce del dibujo
es igual al niimero de cruce de la grafica en 3.

Notemos que al exhibir un dibujo de G en cualquier superficie ¥ con n cruces,
se implica automdaticamente que crg(G) < n.

Un dibujo de una grafica G es bueno si las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) Cada interseccién es un cruce (y no tangencial).

(i1) Ninguna arista se autointersecta.

(1)) Ningin par de aristas adyacentes se intersecta.

(iv) Ningtn par de aristas tiene mas de un punto de interseccion.

(v) Ningtin conjunto de tres (o mds) aristas tiene un punto comin de interseceion.

No es dificil probar que todo dibujo de una grafica G' en una superficic ¥ puede
ser modificado hasta obtener un buen dibujo de G en ¥ sin aumentar ¢l nimero de
cruces [11]. Se sigue entonces que para toda grifica G existe un dibujo dptimo que
es bueno.

En el presente trabajo nos interesan unicamente aibujos 6ptimos de graficas en
superficies. Por la observacion del parrafo anterior, no habra pérdida de generalidad
por nuestra suposicion (implicita, de ahora en adelante) de que todo dibujo bajo
consideracion es bueno.

El célculo exacto del nimero de cruce de una grafica es, para la enorime mavoria
de los casos de interés, un proyecto desesperanzadoramente complicado (como ve-
remos mas adelante). Esta dificultad se fundamenta en cl hecho de que calcular el
nimero de cruce de una grafica en el plano es un problema NP- Completo [4].

Dada esta dificultacd inherente al proceso de calcu.ar ntimeros de cruce, cualquier
esfuerzo serio para hallar el nimero de un cruce de una grafica debe involucrar
argumentos que exploten caracteristicas cspeciales de la estructura de la grafica en
cuestion.

Naturalmente, nos gustaria conocer los numeros de cruce de familias interesantes
de gréficas tales como K, ,, K,, 0o C, x Cp. Sin embargo, a pesar de un sostenido
esfuerzo de la comunidad de teoria topoldgica de graficas, conocemos los nimeros
de cruce de solo unas cuantas graficas.



Dedicamos la siguiente seccion a presentar un brave resumen de los nimeros de
cruce exactos que se conocen.

1.3 Nudameros de cruce en el plano de familias
especificas de graficas

El objetivo de esta seccidn es presentar algunas farilias interesantes de griaficas
cuyos numeros de cruce son conocidos con exactitud. Algunas de estas laniilias son:

o K,. Esla grifica de n vértices donde cada uno de sus vértices es adyvacente a
todos los vértices restantes.

e /,,,. Eslagrifica cuyo conjunto de vértices puede particionarse en conjuntos
XY con |[X| =my [Y]| = n. de tal modo que los vértices u, v son adyacentes
si v solo si uno de u, v pertenece a .\ v el otro pertenece a Y.

o C,,xC),. Eslagréfica 4-regular con mn vértices, 1os cuales son ctiquetados v, ,,
con 0 <i1<m—1y0<7<n—1,de tal mancra que los vértices advacentes
A Vi, SON Vi1 j, Vig1,4, Vij—1 ¥ Vi j+1, con Jos subindices siendo leidos maodulo m
v n respectivamente.

Presentamos las mejores cotas inferiores conocidas para los nmimeros de cruce de
las familias N,,. N, ., v Cry x Ch.

1.3.1 Graficas Completas

No es dificil encontrar dibujos de A, con exactamente
1VIJ n—1 n—2 n—3
412 2 2 2

En las siguientes figuras podemos ver que la formula lunciona para Ky y IV,

cruces.

Erdés v Guy conjeturaron en 1973 que ¢éste es el ndmero de cruce de iV, [2].

Esta conjetura ha sido confirmada inicamente para n < 10.



Figura 1.1: Figura de I\'; con 1 cruce.

Figura 1.2: Figura de I{g con 3 cruces.

El mejor resultado conocido en esta direccion es que cr(i,) > 5(}). Esto
implica que, asintoticamente, el mimero de cruce de Iy, es al menos cuatro quintos

del valor conjeturado.

1.3.2 Graficas Bipartitas Completas

El problema de calcular niimeros de cruce fue propuesto por el matemadtico iingaro
Turan en 1940. Especificamente, Turan planteé el problema de calcular el mumero
de cruce de A, ,,. Turdun conjeturd que

(W) = EJ [?J %J V;J'

Donde |«] se define como el miuimo entero menor o igual que a.

Esta conjetura ha sido demostrada unicamente para valores de m v n que satis-
facen min{m,n} <6.



1.3.3 Productos Cartesianos de Ciclos

Harary, Kainen, y Schwenk conjeturaron en 1973 que el namero de cruce de ¢, x (4,
esigual a (m—2)n, si m, n satisfacen n > m > 3. Esta conjetura ha sido demostrada
para n > m > 7.

Recientemente, Glebsky y Salazar demostraron que para cada m fija, la conjetura
es falsa para a lo mas un nimero finito de valores de n [5].

1.4 Encajes de graficas en superficies

En esta tesis necesitaremos establecer algunos resultados sobre graficas que se pueden
dibujar en una superficie ¥ dada (orientable o no, de género ¢) sin cruces de aristas.

Definicion. Un encaje de una grifica G' en una superficic £ ¢s un dibujo de G en
2} que no tiene cruces de aristas.

Definicién. Sca ¥ una superficie compacta. Una grafica es © encajable st existe
un encaje de G en X,

Sea £ un encaje de una grafica G en ¥ . Las componentes conexas de £\ ¢ son
las caras de &.

El numero de aristas en la frontera de una cara es el orden de la cara. Notemos
que las caras no son necesariamente homeomorfas a discos abiertos.

Sea F una cara en un encaje £ en una superficie ¥ La frontera de cara asociada
a F es el sendero cerrado obtenido al recorrer (en £) Ta frontera de £ en su orden
natural.

En un encaje £ de una grafica conexa simple que no tiene Gnicaniente nna arista
(como todas las graficas que nos interesan en el presente trabajo), ningnuna cara
tiene orden menor que tres. Como toda arista estd en la frontera de a lo mds dos
caras, obtenemos la importante desigualdad

BIF(E) < 2[E(E)],



donde F(€) y E(E) denotan los conjuntos de caras v aristas en la grafica G encajada,
respectivamente.

Una herramienta esencial para el presente trabajo es la Formula de Euler para
superficies compactas. Si £ es un £,- encaje de G, entonces

VEN = [EE)] + |F(E)| =229 (1.1)
(aqui V(&) denota cl conjunto de vértices de G dibujados en ).

Por otra parte, si £ es un £,-cncaje de G, entonces

A'_Jg’

VO -IEEN+|F(E) =2~y (1.2)

1.5 Graficas k—criticas en cruces en Y

Dado que el cdlculo exacto de niimeros de cruce es una tarea futil para practicamente
cualquier grafica de interés, es sensato enfocar nuestro interés en el andlisis de las
propiedades estructurales de las graficas que ocasionan (v/o garantizan) mimeros de
cruce grandes.

Es facil construir graficas con un nmimero arbitrariamente grande de aristas (y
vértices, en consecuencia) que tiencn nimero de cruce arbitrariameunte bajo (inclhi-
sive igual a cero, por supucsto). Estas graficas tienen la propicdad de que el mmero
de cruce no disminuve si eliminamos de la grafica alguna(s) arista(s). Il hecho de
que el numero de cruce de una grafica G permanece inalterado ante la climinacion
de aristas indica que las propiedades estructurales responsables del niinero de cruce
pueden encontrarse en subgraficas propias de G.

Naturalmente, ante tal situacion lo mas razonable es eliminar recursivamente
aristas de G, hasta llegar al punto en que borrar cuclquier arista disminuye el mimero
de cruce. Lsta idea conduce a la definiciéon de graficas criticas en cruces,

Definicién. Una grifica G es k critica en cruces en £ si cre(G) 2 kv ory (G —c) <
k para toda arista ¢ de G.

Como hemos mencionado anteriormente, el objetivo de esta tesis es estudiar
graficas k-criticas en cruces. Mas especificamente, nos dedicaremos al analisis de



graficas k-criticas en cruces en superficies de género positivo (orientables v no o-
ricutables).

1.6 Motivacidn para el estudio de graficas criticas en
cruces

A partir de la discusiéon en la seccion precedente, resulta clara la importancia del
estudio de graficas criticas en cruces: estas grificas no contienen aristas superfluas,
por lo que cada subestructura de la grifica cs esencial para mantener ¢l niinero de
cruce de la misma.

1.7 Contribuciones de esta tesis a la teoria de graficas
criticas en cruces

El principal trabajo de investigacion reportado hasta la fecha en el drea de graficas

8 I 2
criticas en cruces es indudablemente cl realizado por Richter y Thomassen 8], cuyo
principal resultado es el siguiente:

Teorema (Richter y Thomassen, 1993). Sea G una gréfica k-critica en cruces
en Yg. Entonces
cry, (G) < 2.5k + 16.

Este resultado fue generalizado en [12] a cualquier superficie compacta de género
positivo con el siguiente Teorema:

Teorema. Para cada superficie compacta ¥ existe una constante ¢(X) con la si-
guiente propiedad. Sea G una griafica k—critica en . Entonces

cry(G) < 2.5k + ¢(%).

Nuestro interés en el presente trabajo cs mejorar el coeficiente de k en esta cota.




1.7.1 Teoremas principales de esta tesis

En esta tesis presentamos 2 casos donde logramos reducir la cota recién presentada.
En el primer resultado, que es tinicamente para ¢l planc, analizamos ¢l grado minimo
de la grifica en cuestion, motivados por una nota que hizo Gelasio Salazar [10] sobre
el mencionado resultado de Richter v Thomassen.

En el segundo caso reducimos la cota de 2.5k a 2k v generalizamos ¢ste resultado
a cualquier superficie . Los enunciados demostrados son los siguientes:

Teorema 1. FEuxiste una constante C' con la siguicnte propredad. S1 G es una grdfica
k-critica en el plano con grado minimo & > 4, entonces

cr(G) <2k -k (b - 4) + C

Teorema 2. Euiste una constante C' con la siguiente propiedad. S1 G es una grdfica
k-critica en &, entonces existe un entero f(k, g) tal que si |V(G)| = [(k,g) entonces

cor(G) <2k + C'

Para este tltimo Teorema contanios con la agradable sorpresa de que ¢sta misma
constante C” funciona para cualquier superficie 2.

Mencionamos anteriormente que generalizanios el resultado de Richter y Tho-
massen de [8] para cualquier superficie compacta en [12]. En ol mismo trabajo,
también se generalizaron los corolarios que surgicron como consecucencia del Teorema
principal de [8]. Sin embargo, el Corolario 3 no aceptd generalizacion para cnalquicer
superficie conipacta.

El Corolario 3 en [8] establece que para cada numero natural &, existe un mimero
natural 74 tal que toda grafica simple G k-critica ea el plano con grado minimo 6
tiene a lo mas ng vértices.

Desafortunadamente, las técnicas utilizadas para demostrar este resultado no
admiten una generalizacién a superficies arbitrarias como se hizo en [12]. Esto fuce
lo que nos orillé a formular la siguiente conjetura que en este trabajo respondenios:

Conjetura. Existe una familia infinita de graficas 6-regulares b criticas en cruces
J gralie g
(para la misma k) en la botella de Klein (K o £,).

10



Para resolver esta conjetura, describimos la construceion de una familia infinita
H(m,n) de graficas 6-regulares, para la cual (basados en la riqueza del grupo de
automorfismos de cada grafica en la familia) la siguiente propiedad se cumple: para
cada entero (par) fijo m existe n,, (que depende solamente de m) tal que para toda
n > Ny crgH(m,n) es el mismo v H(im,n) cs k-critico en K.

Esta propiedad garantizaria la existencia de una familia infinita de grahcas 6
regulares A—criticas en K.

Asl pues iguiente Teorema demmestra la conjetura niencionada.
Asi pues el siguiente Teorema denmestra la conjetur ncionad
. kmisten enteros positivos mg y ng tales que st m My Yy N i
Teorema 3. Fuxist t t o Y ng tales g > Yooy
entonces H(m,n) es critico en cruces en K
Como se comentd ya, con ésto probamos que el Corolario 3 en [8] no admite
generalizacion para superficies compactas arbitrarias.

En los capitulos siguicntes determinaremos los valores de C,C' g v ng.

1.8 Organizacion de esta tesis

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera.
En el Capitulo 2 demostramos los Teoremas 1 v 2.
En cl Capitulo 3 demostramos el Teorema 3.

En el Capitulo 4 presentaremos las conclusiones y algunos comentarios finales.

1



Capitulo 2

Demostracion de los resultados
principales

2.1 Demostracion del Teorema 1

Como dijimos anteriormente Richter v Thomassen probaron que si GG es una grifica
k-critica en el plano, entonces el niimero de cruce de Ges a lo mas 2.5k + 16. Poste-
riormente Gelasio Salazar probé que si G es una grafica k-critica con grado minimo
d = 4 entonces cr(G) < 2k + 35 [10].

Es facil verificar que la prueba del Teorema 2 en [8] arroja cl signiente resultado:

Teorema 4. Sca G una grafica simple y de grado minimo al menos 3. Supongamos
que G tiene tiene un conjunto £ de t aristas tal que G\ E es planar. Entonces G
tiene un ciclo C' y una arista vw tal que

S () - 2) <27+ 4

weV(CW{v,u}

Un procedimiento andlogo al que se utilizo en éste trabajo nos da lo siguiente.

Teorema 1 Si G una grdfica k—critica en el plano con grado minuno 6 > 4,
entonces




6 —4 56 — 9
7(G) <2k -k '
@(G) < ((5—2)+(5—2

Demostracion:

Sea ty ¢l menor entero posible tal que exista un conjunto E de fy aristas tal que
G' = G\ E sea planar. Scan C, v v w como cn el Teorema anterior. Tenemos que

ST (dn) —2) <ty +2T.

weV(CN\{v,w}

Llamémosle e a la arista v v sea P el camino C — ¢.

] . - . ) .
Como el grado minimo de G es 4. se sigue que hay a lo mas ’—'}5%2—7 aristas cn 2,

Dado que G es k—-critico, hay un dibnjo de G\ e con a lo mas & — 1 cruces. En
dicho dibujo algunas aristas de P podran cruzarse con algunas aristas de P mismo.
Sea H el dibujo planar de P con vértices de grado 2 y 4 y I’ ¢l camino wmas corto
en H que une a vy w.

Hayv dos maneras de dibujar a e cerca de P’, una po: cada laco, creando el menor
numero de cruces posible, que es a lo nias

to + 27
2| ———— | + 2cr(P). 2.
((5—2) 2er(P) (2.1)

Donde ¢r(P) es el nimero de cruce de las aristas de 2 en ¢l dibujo de ¢\ ¢.

Quitando de G\ ¢ las (a lo mas (%£2)) aristas de P, tendremos un dibujo de

G\ (PUe) con a lo mas (k— 1) —cr(P) cruces, asi pues, ¢sto implica que tendremos
un conjunto £’ de a lo mas

1+ (%) +(k—=1) = er(P)

aristas tales que G\ £’ es planar.

Por la eleccion de ty tenemos que

13




- 27 Lg(3—4; . ; ., c
Oscacr(P) < hk+55+ % Sustituvendo ¢sto en la ecuacion 2.1 tendremos

que los dos dibujos de e cerca de P tienen a lo mas

to + 27 21 5 %p(3 — &) 5
2( 25 2‘) + 2er(P) < - 0. + (5*)'*5* + 2k + 0(—3() + ~')'_

cruces.

Por lo tanto, podemos dibujar a ¢ con a lo mas

NEEX Lo
Mls 2o 5 —2

cruces.

Con ésto, tenemos que G tendra a lo més tg (l—_;’) + (55_42 + k+ (k= 1) cruces,

5
esto es

N 54
(G <t - 2k — 1.
(7(C)_0<O—2>+(5—2+

Finalmente, como tg < k, la ccuacién anterior queda:

§—d 56 - ¢
CTr <2k—}n — 3 .
cr(G) < (O—2>+0—2

Con éste resultado claramente podemos apreciar que mientras mads grande sea al
grado minimo, ¢l nitmero de cruce tiende a ser k.

En la siguiente seccién reduciremos la cota general a 2k y generalizaremos el
resultado a superficies compactas arbitrarias.
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2.2 Demostracion del Teorema 2

Como se menciond anteriormente ¢s de nuestro gran interés reducir la cota obtenida
en [8]. Demostrarcmos a continuacién el Teorema 2.

Primeramente haremos unas observaciones sobre graficas encajables en X donde
¥ representa una superficie compacta de género g va sea orientable o no orientable.
En esta secciéon asumiremos que las graficas a analizar ticnen grado minimo 3,
pues el eliminar los vértices de grado 1 o suprimir les vértices de grado 2 no influye

cn su nuamero de cruce.

Denotaremos como V(G), E(G) y F(G) alos conjuntos de vértices, aristas v caras
de (i en ¥ respectivaniente.

Definamos la funcion de peso w para la cara F' como:

-y

v~

donde v ~ F' significa que v es sumado conforime aparece al recorrer la frontera de
F. Podemos ver que

Z w(F) =wv.
reF

Denotaremos [{F') al numero de aristas que fornian la cara F') con ésto, podemos
VeI que

> UF) =2

FerF

Con las dos cantidades anteriormente descritas, definiremos la funcion de peso
neto NV de la cara F como

15



Con ésto podemos reescribir la formula de Euler para superticies orientables (1.1)
Como:

v para superficies no orientables como:

Y ON(F)=2-y.

rer

Asi. podemos ver que el promedio del peso neto de las caras seri 2 ,Fz,f’- CN Super-
| |

ficies orientables v I—Flﬂ en superficies no orientables.

Dado que los resultados que aqui presentamos se demuestran idénticamente para
superficies orientables como para las no orientables, trabajarcimos tdnicamente de
ahora en adelante con superficies orientables.

Asl tenemos el siguiente resultado:

Lema 5. Sea G una grdfica encajada en S, entonces existe al menos una cara F

de G tal que N(F) > QI_f"Zﬂ -3,

Demostracion:

|F |

. 2
gue suponer que toda cara F cumple que N(F) < =522 — 2. Tenemos asi que

Supongamos que no existe cara I tal que N(F) > 222 — 2 Esto os lo mismo
2
|77

. —29 5

FeF

lo cual ¢s una COIltradi('Cién. Concluimos entonces que existe al menos una cara [7

2-2
tal que N(F) > Wﬂ 5 ]
Llamémosle cara buena a toda cara F' tal que N(F') > %—‘1 5 Denotenios por

G al conjunto de las caras buenas, esto es

16



[(F 2—-2 5

Nuestro argumento anterior muestra que G s no vacio.

Lema 6. Sea G una grifica encajada en X entonces N(F') < % para toda I' € F.

Demostracion:

Sea F' una cara de G en . Por un lado podemos ver que d(v) > 3 para todo
v € V. Por otro lado, como va se habia dicho tenemos que para toda cara [, [(F7) > 3.
Combinando ambas desigualdades en la definicién de N (F') tenemos que

Lo WE)
2 N 6 2

N(F)=w(F)- =2+ 1< -~ -

&

I(F) IF) I(F)
3

Para poder reducir la cota dada en el Teorema 3 de [8], trabajarcmos inicamente
de ahora en adelante con las griaficas tales que su nimero de vértices |V| cumpla
V| > 40(g — 1). Con ésto, para las grdficas encajadas en X, tendremos |F| >
84(g — 1).

Con los lemas anteriores podemos probar el siguiente teorema.
Teorema 7. Sea G una grifica simple, conezxa, con grado minimo al menos 3, con
; Ay ; ;o . ) My s 2029 5
[V(G)| = 40(g — 1) y encajada en &,. Si F' es una carc tol que N(F) = 520 — .
entonces su frontera cumple lo siguiente:
1. Tiene longitud a lo nas Is.

2. Tiene a lo mds un vértice de grado dy o mads.

Demostracion:

Sea F' € F tal que N(F) > —_zi — 2. Usando el hecho de que w(F) < U2
tenemos que '



2 —-2g )

- g sun - B A 1

Despejando [(F) en la desigualdad anterior tenemos que

5 2 —2¢°
< - “ .
0 (30 (55

Como |F| > 84(g — 1) entonces la desigualdad anterior queda como

o 1
[(F) < — 4+ = T
[ )_6+(7+7)<

Esto es, ((F) < 6.

Para probar (2) supongamos que F € F ticne 2 vertices de grado 84 o mas. Con
ésto tendremos que

Dado que N(F) > %—‘Z — Z, esta desigualdad queda como

2-2g 5 I(F)

(F) 2 2 IUF) (F) 5
—<wF)- L1 L ooy S e o
A p v =73 73780 2 6w
ésto es,
2-2 5 _ UF) 5
Fl 42~ 14
Usando el hecho de que —[(F')/6 < —1/2, entonces llegamos a que
)
2—2¢ < L
| F| 42
lo cual es una contradiccion. ]
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Con ésto hemos probado (1) v (2) del enunciado del teorema con ly = 6 v dy, =
84. Cabe hacer notar que éstas mismas constantes funcionan para graficas encajadas
en superficies no orientables reiterando (ue la demostracion es exactamente ignal.

De aqui en adelante le llamaremos vertice pesado al vértice que tenga grado 81
0 mas v vértice ligero al vértice que tenga grado 83 o menos.

Corolario 8. El conjunto G definado anteriormente cumple |G| > | F|.

Demnostracion:

Llamémosle B al complemento de G. Supongamos que |G| = n. Asi, |B| = |F|—n.
Por el Lema 6 tenemos que

Y ON(F) < 5

reg

y por la definicién de B tenemos entonces que

7 2_29_3
ZA(F)<(|]:{—/L)( 7 49).

FeB -

Entonces, la férinula de Euler queda como:

2-29=Y N(F)+Y N(F) < %+ (1F] = n) (2 —29 0 ) ,

reg Feb

Agrupando, llegamos a que

1,5 2-%\ 5IF|
n | = —_— — - > ).
2 42 |F 2 -

Usando el hecho de que [F| > 84(g — 1), al despejar 1 tenemos que
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Con ésto podemos encontrar un numero de vértices tal que tengamos tantas
caras buenas como sean requeridas. El siguiente resultado nos lo demuestra.

Corolario 9. Para cada enteror > 0 existe un entero N(7) con la siyuiente propredad.
Supongamos G es simple, conexo y encajado en ¥ con grado minimo al menos 3 lal
que |V(G)| > N(r). Entonces existe una coleccion C de v ciclos arista disjunios
tales que cada C' € C contiene una arsta vw tal que

S (dw) —2) <324 (2.2)

vEV(CN\ {r e}
Demostracion:

Sea F € G. Tomemos el ciclo C(F) contenido en la frontera de I

Como cada cara F' € G tiene longitud a lo mas 6, haciendo w el vértice pesado v
w un vertice perteneciente a la frontera de £ adyacente a w, tenemos que cada ciclo
C(F) € G satisface

> (d(r) —2) <4 (83— 2) =324

veEV(CN\ {u.w}

Noétese que cada arista de G pertencce a lo mas a 2 ciclos de la forma C'(17).
Como |C(F)| < 06, se sigue que cada C'(Fy) conticne una arista de a lo mds otros 6

ciclos de la forma C(F).

Con la observacién anterior podemos asegurar que hay una coleccion N C C de
al menos |G|/7 ciclos arista-disjuntos de la forma C'(F).

Para encontrar N(r) observaremos que,

LI s
|g|2 2 |>l<2—2:7+%>

»ara superficies orientables, mientras que en superficies no orientables
3

|g| '25‘|-: | 3 |V|
=1 2 > — |2 —qg+ .
-7 - 7 7189 g 2
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Como requerimos r caras, entonces debemos de tener que 12() (2 ~2q } -7> > 7

5

. . . v .. .
cn superficies orientables; v g5 <2 — g+ 7) > 7 en superficies no orientables.

Despejando | V| de la primer desigualdad, tenemos que

378
VI > —r +dg — 4,
15

mientras que de la segunda

378
V| > —7r+29—4
5
Como
378 378
—r+dg—4> —r+2g—4,
0 0
haciendo N(r) = 3287' +4dg — 4 demostramos cl corolario para superficies orientables

y no orientables. ]

Daremos enseguida nuestro primer resultado para graficas no encajables en &
le) .

v

Teorema 10. Para todo par de enteros t,r > 0 existe una constante N(t,r) con la
siguiente propiedad. Sea G una grdfica con grado minimo al menos 3 dibujada cn
Y y con un conjunto E de t aristas tales que G\ E ¢s encajable en ¥, Supongamnos
que |\V(G)| > N(t,r). Entonces existe una coleccion C de al menos r ciclos arista
disjuntos tales que cada uno tiene una arista uw tal que

Z (d(v) = 2) < 324,

veV(C\ {uv.w}

Demostracion:

Procederemos por induccién en t. El caso base sz2rd para [ = 0. Esto se cumple
por el corolario anterior, donde N(t,r) = N(r).

Supongamos que N(t,r) existe para todo r v para todo t < k. Demostraremos
que N(t,r) existe para t = k.
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Sca GG una grafica dibujada en . donde existe un conjunto E de A aristas tal
que G\ E es encajable en E.

Scae =uw € F,G' =G\eyv E'= F\e. Probaremos que N(k,r -+ 166) comple
lo que se pide demostrar.

Dividiremos en dos casos:

e Caso 1
G’ no tiene vértices de grado 2.

Apliquémosle la hipdtesis de induccion a G’ para obtener una coleccion C' de
r 4 166 ciclos arista-disjuntos, satisfaciendo 2.2.

Para cada C' € C' llamémosle ve- al vértice pesado. Es claro que si un ciclo
en G' no satisface la ccnacién 2.2 taipoco lo hard en G, pero si un ciclo
pertenece a C' entonces, cada vértice z de cada C' € C' es un vértice ligero de
a lo mas 83 ciclos en C'.

Por lo tanto habra a lo mds 166 ciclos en C' que no satisfaran la ecuacion 2.2
cuando sean considerados como ciclos en G, pues puede ser gue w y w sean
vértices ligeros de 83 caras buenas, que al ser considerados vértices en (7 seran
vértices pesados.

Como |C'| = r + 166 se sigue entonces que hay una coleceion de al menos r
ciclos en GG que satisfacen la ecuacion 2.2.

o Caso 2
G’ tiene vértices de grado 2.

Para éste caso la demostracion es andloga a la prueba del Teorcima 2 ue se
da en [8].

Dado que las aristas de E pueden ser adyacentes a vértices de grado 3 entonces,
el entero buscado N es N(t,7r) = #7 +4dg — 4 + 21 ]

Con ésto podemos ahora probar finalmente cl resultado principal de ésta seceion:
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Teorema 2. Sea G una grdafica k-critica en X, tal que
Entonces

V(G| > N(k, 2k + 1).

cre(G) < 2k + 160.

Demostracion:

Sea G una grafica k-critica en ¥ con al menos N(k 2k + 1) vértices.

Observemos lo siguiente: sca e una arista de G. Por la criticalidad de G, hay
un dibujo de G'\ e con a lo mas k — 1 cruces. Haciendo S igual a ¢ junto con este
conjunto de a lo mas k£ — 1 aristas, tendremos un conjunto S de a lo mds & aristas
tal que G\ S es E-encajable.

Haciendo t = k 'y r = 2k + 1 como cu el Teorcima 10, tendremos que existe una
coleccion C de al menos 2k + 1 ciclos arista-disjuntos donde cada C' tiene a lo mds
un vértice pesado ve.

Sea C € C. Tomemos una arista f = vew. Notemos que es posible que w sca
advacente a alguna arista advacente a otro ciclo C' € C; ésto mismo puede pasar
con las restantes k£ — 1 aristas.

Sca C el ciclo que podemos garantizar que no cs adyacente a ninguna de las
aristas de S v sea e = uwg una arista de C en G.

SCZI ] el (TEUnil]O que 1une a ve ¥ a v oen G c. T(’.Ildl'(:fl]l()s (ue algunas aristas (l(‘
C . £
P plledel] cruzar otras aristas de P.

Podemos considerar el dibujo de I como una grafica sin cruces H con vértices
de grado 2 0 4. Sca P’ ¢l camino mds corto en H que nna a ve y a .

Habra 2 formas de dibujar a ¢ cerca de P’, una por cada lado. n total ésos
dos dibujos de e cruzando cada arista que no estd en P incidente con los vértices
internos de P ocasionan a lo mds 4 - 81 cruces por el corolario anterior.

En principio es posible que los restantes & — 1 cruces de G\ e crucen a 7. Con
ésto cntonces tenemos que los 2 dibujos de e cerca de P’ ocasionaran 2(A — 1) cruces.
Esto arroja un dibujo de G' = (G'\ ¢) Ue con a lo mas



4-81+2(k-1
talk-l)

no

cruces. Por lo tanto,

cry(G) < 2k + 160.

Con ésto hemos probado los Teoremas principales de este trabajo, reduciendo la
cota que se da en el Teorema 3 de [8].
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Capitulo 3

La familia H(m,n)

En éste capitulo demostraremos el Teorema 3 para probar que el Corolario 3 de [8]
no admite gencralizacién a superficies compactas en general.

El enunciado del Corolario 3 de [8] dice lo signiente:

Corolario. Para cada natural &, existe un natural ny tal que cualquier grafica ¢
siinple v A—critica en el plano teniendo grado minimo 6, ticne a lo mas nyg vértices.

Su generalizacion a cualquier superficie compacta serfa la siguiente conjetura:

Conjetura. Para cada natural A. existe un natural 24 tal que cualquier grafica ¢
simple v & -critica en cualquier superficie ¥ teniendo grado minimo G, tiene a lo mas
N VOrtices.

La familia que presentamos cn esta seccion es de graficas 6 regulares, b criticas
en la botella de Klein (K o £,), tiene tantos vértices como se descen v signen siendo
k-criticas para la misia A, demostrando la falsedad de la conjetura anterior.

Procederemos a la construccion de las graficas Him, n).

Sea m oun entero positivo par. v osea noun entero tal que n > . Definimos
a H(m.n) como la grafica 6 regular con mn vértices v, ,, donde 0 < 7 < n — | v
0 < j <m—1, con lasiguiente propicdad de advacencia: los seis vértices adyacentes
a v;j cuando ¢ s IMpar Son vy, Umy a1, Vi1, Vs j1, Vi 1,7 Vig1 1 Y cuando 2 es
DA SON Uiy j_ 1, Vin gy Uig—1s Vigg s Ui 1,j— 1 Uig1y donde los fudices se leen modulo sn
y 7 respectivamente.



-3 Vi 1,41

0 Ui+l
Lj» L impar

Ut1g-1 Vigly Vi1, Uiplg+1

Figura 3.1: Adyacencias de v,
Para simplificar este trabajo colorcarcmos de azul a las aristas si son del tipo
{v,,.0,j41} v de rojo a las restantes.
Le Namaremos de nivel i al ciclo aznl B; = {v0. 051, ocotyn 1, Ui}

En la figura 3.2 exhibimos un dibujo de H(4.7) en cl toro.

Figura 3.2: H(4,7) en el toro.
De aqui claramente podemos apreciar que H (e, i) posce una enorme riqueza en
el grupo de automorfismos. Definiremos a continacion algunos automorfismos de
H(m.n).

Sea TV — V' la funcién traslacion definida por

T(z""z.j) = Uig+1-

Sea R, 0 17— 17 la funcién reflexién (vertical) con respecto al ciclo aznl de nivel
« definido por

Ra(“i,]) = Van-i,j




v finalmente, sea I' : 17— 17 la funcion traslacion diagonal derecha definida por

F(0,) iy, sl es par
‘1. . .
U1 41 SLCs impar.

Con estos automorfismos podenios probar las siguientes proposiciones que nos
seran de gran avuda para confirmar la criticalidad de los elementos de Ta familia

H(m.n).

Proposiciéon. Si e y ¢ son dos aristas azules entonces caiste un auwlomorfisio
que lleva € a e’

Demostracion:

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ¢ = {v;,. v, 41} v que ¢ =
{vy . vw j 1 }; entonces, tendremos los siguientes casos:

1. Sit es par entonces

T ol (e) = ¢,

1

donde [)) = ]" _ (J 4 Ll—Q: J)

2. St es impar entonces

I‘H o I\i,——i.' (€> — 6’,

’

donde 3 = 3" — (5 + ['5-]). "

Proposicion. Si ¢ y ¢’ son dos arislas rojas entonces criste un auloniorfisuo gue
lleva e a ¢'.

Demostracion:
Sean e v ¢’ dos aristas rojas. Tenemos las siguientes posibilidades para e v ¢
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—_

Ay s B

2. {Ui,_;w U-z-|,1+1};
3. {v.j.v,1,} (cuando @ es impar); v
4. {vij,vio1,} (cuando 4 es par).

Notemos que el siguiente automorfismo lleva ¢ a ¢

[
TTol7o Rf,].
En seguida determinaremos los valores para v, 7 v p analizando caso por caso:
1. Si e es del tipo 1,
o g = (j+L"f21J) ’ si e es del tipolo3
J = =1+ [55]) sie esdeltipo2o4
[ ] . . . .
) =1 si ¢ es del tipo1 o3
T=9. . . .
1= —1 sie esdel tipo2o4d
0 sidesdeltipolod
p= . .
1 sie esdel tipo 2 o4
2. Si e del tipo 2,
. -G +1+ [ﬂ;_—LJ) st ¢ es del tipo 1 o 3.
=G+ 55) sie es del tipo 2 o 4.
¢

i—0 —1 sie esdeltipolo3

i— si e es del tipo2o04d

)1 sieesdeltinolod
P 0 sie esdeltipo2od
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3. Si ¢ cs del tipo 3, entonces

P-4+ [%) si e esdel tipol o3
I=+ LL—’;’ L) sieles del tipo 2 0 4

=1 st ¢ es qacl tipo 103
t—i4' =1 sic esdeltipo2od

0 sie esdeltipolod
) J—
f 1 sie esdel tipo2od.

4. Si e del tipo 4. entonces

J= 0+ ["’;;‘I]) si ¢ es del tipo 1 0 3.
- (} 4+ LLTIJ) si € oy del tipo 2 o 4.

1—1 -1 sic¢esdeltipolold

=1 si ¢’ es del tipo 2 0 4

)1 sicesdel tipolo3
P= 0 siée esdeltipn2od

Con las proposiciones anteriores hemos probado los siguientes resultados:
Lema 11. H(m,n) es arista-azul -transitivo.

Lema 12. H(m,n) es arista- rojo-transitivo.

En la figura 3.3 damos un dibujo (no éptimo) de H(4,7) en K con 12 cruces.



Figura 3.3: H(4,7) en K con 12 cruces

A partir de la figura 3.3 vemos que de manera semejante es posible dibujar a H (-1 n)
con a lo mas 12 cruces, como en la figura 3.1

Figura 3.4: H(4.7n) en K con 12 cruces

Maés ain, podemos decir que de una manera similar es posible dibujar a 1 (n, )
con a lo mas ‘2(73) = m(m — 1) cruces cn K.

Los siguientes resultados seran de gran importancia pues nos garantizardan que cn la
famihia H (m, n) hay elementos con cruces:

Lema 13. Fn K cr(Cy x C),) = 1 paran > 5.
Para la prueba de este resultado ver el Corolario .5 de [13] [

v

Lema 14. En K cr(Cy x C) = 2 para n' > 4.

Para la prueba de este resultado ver el Teoremas 4.8 de [13]. "

Procederemos ahora a probar el siguiente enunciado.

Lema 15. Sim > 4 yn > 16, entonces en todo dibujo dptimo de H(mn,n) en K
hay una arista azul que se cruza.

Demostracion:



Seam > 4y n > 16. Demostraremos el lema por contrapositiva, es decir,
demostraremos que si D es un dibujo de H(m,n) en K en el que ninguna arista azul
se cruza entonces D no es un dibujo éptimo.

Sea D un dibujo de H(4,16) en el que ninguna arista azul se cruza.

Hemos visto que podemos dibujar a H(4,7) con 12 cruces, y que ademas, de
manera analoga podemos dibujar a H(4,16) con a lo mnas 12 cruces.

Consideremos la subgrafica €} x Cg obtenida de H(4,16) mediante ¢l pro-
ducto de los 16-ciclos (azules) By, DB,, DBs y By con los 4-ciclos (rojos) I}, =
{voj.v1,, 2, Us,,v0,} para j =0,1,2,3,..,15.

En la figura 3.5 exhibimos un dibujo en ¢l toro de la grafica Cy x Ci4 contenida

en H(4,16).

Figura 3.5: C'y x Cg contenida en H (4, 16).

Consideremos la subgrafica H, inducida por lo ciclos By, By, By, By, I3y, Ity Iy, I3,
(Cy x Cy). Por el Lema 14 tenemnos que hay 2 cruces (rojo rojo, pues cstamos
suponiendo que las aristas azules no se cruzan). Supongamos quc cada nno de éstos
2 cruces estd formado por un par de ciclos. Llamémosles Ry, v [Ro,; v Ry, v IRy,
respectivamente.

Llamémoste H, a la subgrifica inducida por lo ciclos By, By, By, By, I?),, RR3,, It5,
R (Cy x Cy). Nuevamente por ¢l Lema 14 tenemos que hay 2 cruces (rojo-rojo).
Supongamos que cada uno de éstos 2 cruces esta formado por un par de ciclos.
Llamémosles Rz, v Ry, v Rs, v Rg,, respectivamente.

o

Podemos ver que si continuamos con éste procedimiento, asegurareinos 14 cruces,
cada uno de ellos formado por los pares de ciclos:

Ry, y Ry Rs, y Ry, Ray y ay; o Risa v L25,4. Esto implica que D no es un
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dibujo optimo.

Por lo tanto, en todo dibujo éptimo de H(mn,n) con m > by n > 16 alguna
arista azul se cruza.

El siguiente es un resultado semejante al anterior: demostrarcmos ahora que
todo dibujo dptimo tiene una arista roja que se cruza.

Lema 16. Sean m y n enteros mayores o wquales que 12, enlonces en todo dibuyo
de H(m,n) en K hay al menos una arwsta roja con cruce.

Deniostracion:

Sea D un dibujo de H(12,12) en K.

Consideremos la subdivision de la grafica C'yx Cs contenida en H (12, 12) obtenida
de los ciclos Bl R 85, Bg, Co. CQ. C4, Cg, CS donde Bi = {’“1‘+|‘07 V0, Vo 1,1 U1 Uy 1,2, U 20

Vi1 3 Vi3 Ui 1,1 Vi dy U105, Vs Uik 1 60 Vi Ve 17, Vi 7- Vip 1 85 Un 8 Vo 1,95 U9 Bogen 10, Ug 10
Vi1~ Uyl 1y Vg 1,0 }, mientras que C_‘) = {770‘_7“ Ul‘p o g1, U35, 1"4‘_[: Va s U640 U g, “H‘J)
o, Uioj+1, U1, Vo, } (ver la figura 3.6).

Con ¢ésto, por el Lema 13, tenemos que hay un cruce, que para éste caso seri
rojo-rojo.

Por lo tanto, en todo dibujo de H(m,n) con n y m mayores o iguales que 12,
tenemos que hay al menos un cruce rojo- rojo.

Con los resultados anteriores facilmente podernos probar el resultado prineipal
de esta seccion:

Teorema 3. Sim > 12 y n > 16 entonces H(m,n) es critico en cruces en la
botella de Klein.

Deinostracion:

Dado que H{(m,n) es arista—azul-transitivo y arista-rojo- transitivo, solo nece-
sitamos garantizar que al menos una arista roja y al menos una arista azul tengan
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[
al menos un cruce en todo dibujo 6ptimo de H (i, n). Por olra parte, ¢sto s
. garantizado por los Lemas 15 v 16.
’ 1
Asi, hemos probado que para m > 12, n > 16 las graficas H(m, n) cumplen lo
siguiente:
1. Tienc grado minimo 6.
2. Existe una superficie & (K, a saber) en la que H(m,n) es k-critica.
3. Para m fjo existe » tal que para todo entero ny, la grafica H(m,n) tenga
mn > ny vértices v siga siendo k-critica para la misma k.
]

Esto demuestra que el enunciado de la conjetura dado al principio de esta seecion
es falso.
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Capitulo 4

Conclusiones y comentarios finales

El proposito de esta tesis fue el de reducir la cota dada por Richter y Thomassen
en el Teorema 3 de [8] v generalizarlo a cualquier superficie compacta. Redujimos
la cota en los Teoremas 1 v 2.

En el primer teorema se hizo el andlisis sobre el grado minimo de la grifica
en cuestidon, como se dijo anteriormente, hasados en una nota de Gelasio Salazar
[10], mientras que en cl segundo sc hizo el audlisis sobre el nimero de vértices.
Sorprendentemente para el segundo caso, el Teorema no depende del género de la
superficie en cuestion.

Finaliente, para poder confirmar una conjetura demostramos que la familia
H(m,n) tiene clementos que proveen un contracjermnplo a la suposicion de que o
Corolario 3 de [8] puede ser gencralizado a superficies compactas.

En cuanto a trabajo posterior consideramos que el reto principal en esta drea de
trabajo es demostrar la siguiente conjetura de Richter v Thomassen:

Conjetura. FEuxiste una constante ¢ con la siguiente propiedad. Toda grafica k
critica en cruces en el plano satisface

r(G) < k+ eV

Desde luego, va resuelta esta conjetura también habra que generalizarla a super-
fictes compactas.

34



Capitulo 5

Bibliografia

i

J.A. BonDpy AND U.S.RR. Murry, Graph Theory with Applications. North
Holland. New York (1982).

P. ErRDOs AND R. Guy, Crossing Number Problems. American Mathematical
Monthlv 86 (1973), 52 58.

D.W. FARMER AND T.B. STANFORD, Knots and surfaces. A guide to dis-
covering mathematics, Vol. 6. American Matematical Society, Providence, R,
1996.

M.R. GAREY AND D.S. JOHNSON, Crossing number 1s NP complete, SIAM
J. Alg. Disc. Meth. 1 (1983), 312-316.

L. GLEBSKY AND G. SALAZAR, The conjeture cr(C,, x Cy,) == (m—2)n is lrue
for all but finitely many n, for each m, enviado.

H.A. JUAREZ LOPEZ. Tesis de Maestria. Universidad Autonoma de San Luis
Potosi (2000).

W. Massey, Algebraic Topology: An Introduction. Springer Verlag, New York.

R.B. RiIcHTER AND C. THOMASSEN, Minitmal Graphs with crossing number
at least k. J. Combin. Theory Ser. B 58 (19¢3), No. 2, 217 -224.

G. Savazar, Construction of infinite familics of crossing -critical graphs with
given average degree, en proceso.



[10] G. SALAZAR, On a crossing number result of Richter and Thomassen. J. Com-
bin. Theory Ser. B 79 (2000), No. 1. 98-99.

[11] G. SALAZAR, Ph.D. Thesis, Carleton University (1997).

[12] M. LoMELI HARO, Tesis de Licenciatura. Universidad Autdnoma de San Luis
Potosi (2001).

[13] RiskiN, ADRIAN, On the nonembeddability and crossing numbres of some
toroidal graphs on the Klein bottle. departament of mathematic, Mury Balduwin
College, Staunton (2000).

36







	T.M. L64 20030001
	T.M. L64 20030002
	T.M. L64 20030003
	T.M. L64 20030004
	T.M. L64 20030005
	T.M. L64 20030006
	T.M. L64 20030007
	T.M. L64 20030008
	T.M. L64 20030009
	T.M. L64 20030010
	T.M. L64 20030011
	T.M. L64 20030012
	T.M. L64 20030013
	T.M. L64 20030014
	T.M. L64 20030015
	T.M. L64 20030016
	T.M. L64 20030017
	T.M. L64 20030018
	T.M. L64 20030019
	T.M. L64 20030020
	T.M. L64 20030021
	T.M. L64 20030022
	T.M. L64 20030023
	T.M. L64 20030024
	T.M. L64 20030025
	T.M. L64 20030026
	T.M. L64 20030027
	T.M. L64 20030028
	T.M. L64 20030029
	T.M. L64 20030030
	T.M. L64 20030031
	T.M. L64 20030032
	T.M. L64 20030033
	T.M. L64 20030034
	T.M. L64 20030035
	T.M. L64 20030036
	T.M. L64 20030037
	T.M. L64 20030038
	T.M. L64 20030039
	T.M. L64 20030040
	T.M. L64 20030041
	T.M. L64 20030042
	T.M. L64 20030043
	T.M. L64 20030044

