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Capítulo 1 

Introducción 

uestro objetivo en la presente te i s de analizar los resul tado que tenemos acerca 
de las gráfica que son crítica con respecto a su n úmero d cruce y resolver un a 
conj etura acerca de una familia infini ta de gráfi ca. 

Comenzaremos presentando un a breve di cusión de 10:3 conc pto bási os ut ili za­
dos en este t rabajo . 

1.1 Gráficas 

Empezaremos con la definición formal de una gráfica. 

D efinición. Una gráfi ca G es una t ripl ta ordenada (V(G), E(G), 'l/Jc) qu e consiste 
de un conjunto no vacío V(G) de vértices, un onj unto E(G) (di junto d V(G)) de 
aristas, y una función de incidencia 'l/Jc que asocia a cada arista de G u n par (no 
ordenado) de elemento (no necesariamente distinto) de V(G). 

ormalmente , omitimos la referencia a 'l/Jc, y simplemente decimo que una 
gráfica G = (V, E) consi te de un conjunto V de vértices y un conjunto E de aristas. 
Cada arista e une un par de vért ices u v , los extremos de . i una arista e une 'u 
y v, entonces u y v son adyacentes, y es incidente con ambos u y v. 

Si u y v son vértices unidos por e, frecu ntemente denotaremos a e por (u, v ) o 
por lW. 
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Un sender'o de una gráfi a G una secuencia no nula T = VA ¡VI 2 ... kVk, 'uyos 
términos son alternadamente vér tices y arista, tal que los extremo I la a ri sta i 

son Vi - l Y Vi · Los vértice va y Vk son el pTincipio y el .!tnal, respectivamente , de T, 
y l ntero k e la longitud de T. Los vé rt ices Vl, ... ,V,.- l son los vérti 'es int mos 
de T. 

n sender es ceTmdo i va = Vk. Un ciclo es un endero c -rrado cuyo vé rti s 
on todos diferentes entr í. 

n sendero T = VOel VI ... ekVk es un cammo los vértic va, VI, . .. Vk SO Il 

todo d iferente entre sí. 

Un lazo es un sendero cerrado con k = l. 

Si e y f on ari ta di tintas que unen el mismo par de v ' rt ices (d iferent s), 
entonces y f on arista pamlela. 

Una gráfi ca es simple si no tiene lazos ni arista paralelas. 

E l gmdo d(v) de un vértice V en una gráfica G ' I número de arista en G 
in id entes con V (cada lazo incidente con un vértice 1 ont ribu y en 2 a d( v)). Si 
d( v) = k para todo vértice V en G decimos ntonce que G es k- r'egular' 

Diremos que do gfaficas son isomoTfas (lo denotar mos G ~ H ) si ex ist n 
biy ciones e : V(G) -t V(H ) y <p : E(G) -t E(H ) tal qu 'l/Jc() = uv i y so lo si 
'l/J H(ifJ(e)) = e(u) e(v). Así la pareja (ifJ e) e I isomorfismo entre G y H . 

n automoTfismo de una gráfica G, es un i. omorfis o d dicha gráfi a a sí misma. 
El conjunto de todos los isomorfismo de G forma un grupo A (G) bajo la operación 
u ual de compo ición; a te grupo l llamaremo gTUpO d automor:Jismos. 

D efinición . na gráfica imple G es véTtice- tmnsdiva si para cua le quiera dos 
vért ices u y V hay un automorfismo 9 en A (G) tal que g(u) = v . 

D efinición. na gráfica imple G e aTista- tmnsitiva i para cual squiera dos 
aristas UIVI Y U2V2, hay un automorfismo h en A (G) tal que h({UlVd) = {u2vd. 

En esta t sis, denotaremo por IBl la cardinalidad del conjunto B. 

Finalizamos sta subsección mencionando un r ul tado lemental d teoría de 
gráficas que usaremos frecu ntemente en est trabajo: para toda gráfi a G = (V, E) , 

L d(v) = 2IE(G)I· 
vE V (C ) 
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1.2 Números de cruce de gráficas en superficies 
compactas 

En este trabajo ut ilizamos la notación y terminología conv ncional de te ría de 
gráfica int rod ucida por Bondy y Murty (ve r [1]). 

En la sección ant rior pudimos aprecia r que una gráfi ca e un objeto abst racto. 
Sin embargo para facili tar su estudio reali zar mos representaci !l es de ada gráfica 
a analizar en diferente uperfi cies. 

Una superficie es una 2- variedad (esto es, un espaclO topológico localment 
homeomorfo al disco unitario) conexa. o interesaremos principalm ente n su-
perficies compactas 2: . Por el Teorema d la ificación de Sup rfi cie (ver por ejem-
plo [7]) , toda uperficie compacta se caracteriza por oud ición de or i ntabili dad 
(esto es, por i es orientable o no orientabl ) y por u gén T"O. 

Las superficie orientable y no orientabl de género 9 serán denotadas por 9 y 

2:g , respect ivamente. 

A í, por ejemplo, 2:0 es la esfera, 1 e el toro, 2:1 es el plano proye t ivo , y 2 

es la Botella de KI in . 

En este t rabajo r alizaremos dicha r pres ntacione d las grá fi ca! a ana li zar 
mediante dibujos. T nemos la siguiente d fini ción: 

Definición. Un dibujo de una gráfica G nla uperficie (ya ea ori entab le o no) 
es un subconjunto d dicha superficie en el cual los vért ic de G Oll repr s ntados 
como diferentes puntos, y cada ar ista (u, v) de G es epres ntada omo un a rco 
abierto A (imagen cont inua del in tervalo (0 , 1)) que no cont iene vért i e , de tal 
manera que los extremos de A son lo punto que repres ntan u y v. 

Nota. Por razones d br vedad, si hay olam nte un dibujo d una grá fi ca G en 
el la superficie 2: bajo on ideración, usualment no di tinguimo entr un a ub s­
t ructura de G (como un v ' r t i e un camino, o un ciclo) y el sub onjunto de que 
lo representa. 

Definición El número de cruce crd G) d una gráfica. G en la u p rfici es el 
mínimo número de intersecciones (a pare) de aristas tomado sobr todo ' lo dibuj os 
de G en 2:. 
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Un dibuj o D de G en una superficie ¿ es óptimo si el número de cruce del dibujo 
es igual al número de cruce de la gráfica en ¿. 

otemos que al exhibir un dibujo de G en cualquie sup rfici ¿ con n cruce, 
se implica automáticamente que crr:;(G) :S n. 

Un dibujo de una gráfica G es bueno i las siguiente condiciones se sat isfacen: 

(i) Cada intersección es un cruce (y no tangencial) . 

(ii) Ninguna arista se autointersecta. 

(iii) ingún par de aristas adyacentes se intersecta. 

(iv) ingún par de aristas tiene más d un punto de ínter ección . 

(v) ingún conjunto de tres (o más) arista. t iene un punto común de in tersección. 

~ o es difícil probar que todo dibujo d una gráfi ca G n una superfi cie pued 
ser modificado hasta obtener un buen dibujo de G en ¿ sin aumentar el número de 
cruces [11]. Se sigue entonce que para toda gráfi ca G exi te un dibuj o óp tim qu e 
es bueno . 

En el pres nte trabajo nos in teresan únicamente ibujo ópt imos de gráfi 'as n 
superficies. Por la observación del párrafo anterior, no habrá pérdida de generalid ad 
por nuestra suposición (implícita, de ahora en adelante) de que todo dibujo bajo 
consideración es bueno. 

El cálculo exacto del número de cruce de una grá ca es, para la enorrn mayoría 
de los casos de in terés, un proyecto desesperanzadoramente complicado ( omo v -
remos más adelante) . Esta dificul tad se fund amenta en el hecho de que calcul ar el 
número de cruce de una gráfi ca en el plano es un problema NP- ompleto [4]. 

Dada esta dificultad inherente al proceso de calcular núm ro de ruce, cua lqui er 
esfuerzo serio para hallar el número de un cruce e una gráfi ca debe invo lucrar 
argumentos que exploten caracterí t icas especiales de la estructura de la gráfi ca en 
cuestión. 

aturalmente, no gustaría conocer los números de cruce de familias interesantes 
de gráficas tales como Km,n, Kn, o Cm X Cn. Sin embargo, a pesar de un sostenido 
esfuerzo de la comunidad de teoría topológica de gráficas, conocemos los números 
de cruce de solo unas cuantas gráfi cas. 
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Dedicamos la siguiente sección a presentar un br ve re umen de I n úm ros de 
cruce exactos que e conocen . 

1.3 Números de cruce en el plano de familias 
específicas de gráficas 

El objetivo de es ta ección es pre entar algun as fa ilias inter sante de gráfi cas 
cuyo números de cruce son conocido con exactitud . Algunas de esta fami lias on: 

• ](n' Es la gráfica de n vért ice donde cada un d us vérti e e adyacente a 
todos los vértice restantes. 

• ](m ,n' E la grá fica cuyo conjunto de v ' rt ice pue e particionarse en c njunto 
X, Y , con ¡XI = m y ¡y¡ = n , de tal modo que lo vért ices u 1 son adyacentes 
si y 0 10 si uno de u , v pertenece a X y el otro pertenece a Y. 

• GmxGn . E lagráfica4- regularcon mnvértices, 1 scuales on t iqu tado Vi ,j , 

con O ::; i ::; m - 1 y O ::; j ::; n - 1, de tal manera que los vért i adyacent s 
a Vi,j son Vi - l ,j, Vi+ l ,j, Vi ,j - l Y Vi, j+l, con los ubíndices siendo 1 íd s módu lo m 
y n respec tivamente. 

Presentamo la mejores cota inferiore conocida para los núm ros de cru e de 
las famili as ](n , ](m ,n , y G m x G n . 

1.3.1 Gráficas Completas 

No e difícil ncont rar dibujo de ](n con exactamente 

ll~J ln; lJ ln;2J ln; 3J 
cruces. 

En las siguientes figuras podemos ver que la fórmula funciona ) ara ](. y 1( 6 . 

Erdos y Guy conjeturaron en 1973 que éste e el núm ro de cru e d ](n [2]. 

Esta conjetura ha sido confirmada únicam nte para n ::; 10. 
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F igura 1.1: Figura de ](5 con 1 cruc . 

Figura 1.2: Figura de ](6 con 3 cruce. 

El mejor resultado conocido en e ta dirección e que r(](n) 2 [3
0 

( ; ). sto 
implica que, asintóticamente, el núm ro de cruce de F n e a l menos cuat ro quintos 
d 1 valor conjeturado. 

1.3.2 Gráficas Bipartitas Completas 

El problema de calcular números d cruce fu e propue 1.0 por el matemático hún gar 
Turán en 1940. Específicamente, Turán planteó 1 problema de calcul a r el núm ro 
de cruce de ](m ,n. Turán conj eturó que 

cr (](m,n) = l; J l m; 1 J l % J l n ; 1 J . 

Donde la J se define como el mínimo entero menor o igual que a . 

Esta conj etura ha sido demo t rada únicam nt para valor de m y n que sati s­
facen min{m, n} ~ 6. 
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1.3.3 Productos Cartesianos de Ciclos 

Harary, Kainen , y Schwenk conjeturaron en 1973 qu el número de cruce d m X n 

es igua l a (m-2)n, si m , n atisface n n 2': m 2': 3. E ta conj etura ha ido del1l ost rada 
para n 2': m 2': 7. 

Recientemente , Glebsky y Salazar demo t raro n qu :> para ada m fij a , la onj etura 
es fal a para a lo más un número fini to de valores de n [5]. 

1.4 Encajes de gráficas en superficies 

E n esta te is necesitaremo establecer algunos resul tado sobre gráficas qu se puedell 
dibuj ar en una superfi i E dada (orientable o no, de género g) in cruc s de a rista. 

Definición. n encaje de una gráfica G en una uperficie 
E que no t iene cruce de aristas. 

Definición. Sea una uperfici compacta. na gráfi ca 
un encaje de G en E. 

un di b uj o d G r n 

ncajabl si ex i. te 

Sea E un encaje d una gráfi ca G en E . La compon nt con xas de \ G son 
las cara de E. 

El número de a ristas en la frontera de una cara s el or'd n de la cara. atemos 
que las caras no son necesariamente homeomorfa ' a disco a bier tos, 

Sea F una cara en un encaje E en una sup rfic ie 
a F s el sendero cerrado obtenido a l recorrer (en 
natura l. 

La front ra de cara asociada 
) la front ra d F en u ordrn 

En un encaje E de una gráfi ca conexa simpl qu no t i ne únicamente ull a arista 
( amo toda las gráfica que no intere an en el pre:' nt t rabajo) ningun a cara 
tien orden menor que t res . Como toda arista tá en la frontera de a lo má dos 
caras , obtenemos la importante de igualdad 

3IF(E)1 ::; 2IE(E)I, 
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donde F (E) Y E(E) denotan los conjuntos de cara yaristas n la gráfi 'a G en ajada, 
respecti vamente. 

U na herramienta esencial para el pre ente trabajo eS la F' rmula d E u ter para 
uperficie compacta. Si E es un g- encaje de G entonc 

IV(E) I-IE(E)I + IF(E)I = 2 -- 2g (1.1) 

(aquí V(E) d nota el conjunto de vértices de G dibujados en g) . 

Por otra parte, si E e un Eg- encaje de G, entonce 

¡V(E) I - IE(E) I + IF(E) I = 2 - g. ( 1.2) 

1.5 Gráficas k-críticas en cruces en L: 

Dado que el álculo xacto de número de cruce un a tarea fútil para 1 ráct i amente 
ualquier grá fica d interés, es sensato enfo ar nuestro interés en el aná lisi de las 

propieda les estructurales de las gráficas que ocasionan (y/o garantiza n) núm eros el 
ruce grande . 

Es fácil construir gráfi cas con un número arbitr ri ament · grande d aristas (y 
v ' rtices, n onsecuencia) que tienen número de cruce arbitrariamente bajo (in clu-
ive igual a cero por upuesto). E tas gráfi cas ti en n la propiedad de que' el núm ro 

d cruc no di minuy i eliminamos de la gráfi a alguna( ) a rista(s). l hecho de 
que el número de cruc de una gráfi ca G p rman c inal terado ant la limina 'ió ll 
de aristas ind ica qu las propiedades estructurales responsable. del núm ero de cru e 
pueden encontrarse en subgráfi ca propias de G. 

aturalmente, ante tal ituación l má razonable es elimin ar recursivam ntc 
aristas de G, hasta 11 gar al punto en qu e borrar cualquier arista di mi nuye el núm ero 
de cruce. Esta idea conduce a la lefini ción de gráfi cas críti ca ' en cruc s. 

D efinición. Una gráfi ca G k - crítica en cruces n si cr (G) ;::: k, y cr¿(G - ) < 
k para toda ari ta e de G. 

Como hemos mencionado anteriormente el obj etivo de e ta tesi es estudi a r 
gráficas k- ríticas en cruce. Más e p cíficamente, nos ded icaremo a l análi sis de 
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gráfi ca k- crítica en cruces en superfi cie de género positivo (orientabl y no 0-

rien table ). 

1.6 Motivación para el estudio de gráficas críticas en 
cruces 

A partir de la discusión en la sección precedente, resulta clara la importan 'ia del 
estudio de gráficas críticas en ruces: estas grá fi cas no contienen ari ta super flu as , 
por lo que cada ubestructura de la gráfica es e. encial para mantener el número d 
cruce de la mi ma . 

1.7 Contribuciones de esta tesis a la teoría de gráficas 
críticas en cruces 

El principa l t rabajo de inve t igac ión reportado hasta la fecha en el á rea d gráficas 
críticas en cruces es indudablem nt el realizado por Richter y T homasse ll [ ], cuyo 
principal r ul tado es el siguiente: 

Teorema (Richter y Thomassen, 1993). Sea G una gráfi ca k- crí t ica n Tuces 
en 2:0 , Entonces 

CT~O(G) ::; 2.5k + 16. 

E te resu ltado fu e generalizado en [12J a cualquier sup rficie compacta d énero 
po it ivo con el iguiente Teorema: 

Teorema. Para cada up rfici compacta 2: xi t una constante ( ) 0 11 la si­
guiente propiedad . Sea G una gráfi ca k- crítica n 2:. Entonces 

CT (G) ::; 2.5k + (2:). 

uestro in terés en el presente t rabajo e mejorar el coefi ciente de k en esta cota. 
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1. 7.1 Teoremas principales de esta tesis 

En esta te is pI' ntamos 2 casos donde logramo' redu cir la cota r i ' 11 presentada. 
En el primer resul tado, que es únicamente para el plan , analizamos el grado míni mo 
de la gráfica en cu t ión, motivados por una nota que hizo G la io alazar [10] sobre 
el mencionado r ul tado de Richt r y T homassen. 

En el s gundo caso reducimo la cota de 2.5k a 2k y g neralizam s ' te re ul tado 
a cualquier uperficie ¿;. Los enunciados demo trados son los igui ente ': 

Teorema 1. Existe una constante e con La siguiente propiedad. Si T es una gr'áfi ca 
k - crítica en eL pLano con grado mínimo 6 ~ 4, entonces 

(6 -4) 
cr(G)~2k-k 6 - 2 +e 

Teorema 2 . Exi te una constante e' con La iguiente propiedad. Si G s una gráfica 
k - crítica en ¿;, entonces exi te un entero f (k, g) taL qu e i IV ( G) I ~ J (k, g) ntonces 

cr(G) ~ 2k + e' 

Para e t úl t imo Teorema contamos con la agrada le sorpresa el que ésta misma 
constante e' fun ciona para cualquier up rfi cie 

Mencionamos anteriorment que generalizamo l resul tado ele Ri hLer y Tho­
massen de [8] para cualquier superficie compacta en [12]. En el mismo t rabajo, 
también se generalizaron lo corolario que surgi ron como con se uen 'i a del T orema 
principal de [8] . Sin embargo, el Corola rio 3 no ace¡ tó generalizac ión para cualquier 
superficie compacta. 

El Corolario 3 en [8] establece que para cada número natural k, exist un número 
natural nk tal que toda gráfi ca simple G k- crí t ica e el plano on grado mínimo 6 
t iene a lo más nk vért ices . 

Desafor t unadamente, las técnica utilizadas para demostra r e t resul tado no 
admi ten una generalización a superficies arbi t rari a como se hiz en [12]. sto fu e 
lo que nos orilló a formular la siguiente conj etura qu n e te t rabaj r p ndemos: 

Conjetura. Existe una familia infini ta de grálL a 6- regulare k- crí t i 'as n cruces 
(para la mi ma k) en la botella de Klein (OC o 2)' 

10 



ti 

• 

• 

Para resolver esta conj tura, descri bimos la con trucción d una famili a infini ta 
H (m, n) de gráfi cas 6- r guiares, para la cual (basados n la riqueza del gru po d 
automorfi mo d cada gráfi ca en la familia) la igui nte pI' piedad se umpl e: para 
cada entero (par) fij o m exi te nm (que d pende sola ent de m) tal qu e pfl,ra toda 
n 2 nm croc H (m, n) s el mi mo y H (m, n) es k- crítico en oc. 

Esta propiedad garant izaría la xistencia de una fami lia infinita de grá fi cas 6-
regulares k- críticas en OC. 

A í pues el siguient Teorema d muestra la conj etura m ncionada . 

Teorema 3. Existen nteros positivos mo y no tales qu i m 2 mo y n > no 
entonces H (m, n) es crítico en cruces en oc. 

Como se comentó ya, con ésto probamo que el Corolario 3 en [ J 11 ad mite 
generalización para sup rficies compacta arbitrarias. 

En los capít ulos igui ntes determinaremo los valore de C C' , mo y 170 . 

1.8 Organización de esta tesis 

Esta tesi e encuentra organizada de la igui nte man ra . 

En el Capítulo 2 demo tramos los Teoremas 1 y 2. 

En el Capítulo 3 d mostramos el Teor ma 3. 

En el Capítulo 4 pI' ntaremo las con lu iones y alguno comenta ri os fin ales. 

11 
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Capítulo 2 

Demostración de los resultados 
principales 

2.1 Demostración del Teorema 1 

Como dijimo anteriormente Richter y Thoma en probaron que si e es una grá fica 
k- crít ica en el plano, entonces el número d cru de e ,es a lo ma 2.5k+ 16. Poste­
riormente Gelasio alazar probó que si e e una gráfica k- crí t ica con grado mín im o 
b = 4 entonces CT(e) ~ 2k + 35 [10]. 

Es fácil verifi a l' que la prueba del Teorema 2 en [] rroja I igui nte re ul tad : 

Teorema 4 . Sea G una gráfica simple y d gmdo mínimo al m nos 3. Supongamos 
que G tiene ti ne un conjunto E de t aristas tal que G \ E es planar·. Entonces G 
tiene un ciclo e y una arista vw tal qu 

:L (d(u) - 2) ~ 27 + t . 
u EV (C)\ {v,w } 

Un procedimiento análogo al que utili zó n éste trabajo nos da lo iguiente. 

Teorema 1 Si G una gráfica k - crítica en el plano con gmdo mínimo b 2: 4, 
entonces 
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Demostración: 

(
O - 4) 56 -o cr(G) < 2k - k -- + ---

- 0-2 0 - 2 

Sea to el menor entero posible tal que exista un co junto E de t o aristas ta l que 
G' = G \ E sea planar. Sean e, v y w como en el Teorema anterior. Ten em s que 

¿ (d(u) - 2) ::; to + 27. 
uEV(C) \ {v,w} 

Llamémo le e a la arista vw y sea P I camino e _. . 
Como el grado mínimo de G e O, e igu que haya lo ma t~~;7 a ri sta en P. 

Dado qu G es k- crí t ico, hay un dibujo de G \ e on a lo ma k - 1 ru c s. En 
dicho dibujo algunas ari ta de P pod rán cruzarse con a lguna ari stas d P mismo. 
Sea H el dibujo plana r de P con vér t ice d grado 2 y 4 y p' el camin o mas ·orto 
en H que une a v y w . 

Hay do maneras de dibuj a r a e cer a de P' , una po cada lado , r ando el menor 
número d ruces po ibl , que es a lo ma 

2 (to + 27) + 2cr(P ). 
0 - 2 

Donde cr(P ) es el núm ro de cruce de las ari tas de P n I dibujo de e \ . 

(2. 1) 

Qui tando de G \ e las (a lo mas eL;7)) aristas de P, t ndremo un dibujo d 
G \ (P U e) con a lo mas (k - 1) - cr(P ) cruce, así pues, é to implica que tendremos 
un conjun to E ' de a lo mas 

(
to + 27) 

1 + 0-2 + (k - 1) - C7·( P) 

aristas tales que G \ E ' planar. 

Por la elección de t o tenemos que 

13 



• 

• 

• 

• 

(
to + 27) to :S; l + 6-2 +(k- 1)- lx(P ). 

o sea cr(P ) :s; k + 8~2 + to~~~8) . ustit uyendo é to n la ecuación 2. 1 tend remos 
que los dos dibujos de e cerca de P tienen a lo mas 

2 (
to + 27) 2 (P ) 2to 54 2k 2to(3 - 6) 54 + cr <--+--+ p+ +--
6-2 -6-2 6 - 2 6-2 6 - 2 

(
4-6 ) 10 

= 2to 6 _ 2 + 6 _ 2 + 2 k 

cruces . 

Por lo tanto, podem os dibuj a r a con a lo má 

(
4 - 6 ) 54 

to 6 _ 2 + 6 _ 2 + k 

ruces. 

Con ésto, t nemas q ue G tend rá a lo má to (: .:::~ ) + 8~2 + k + (k - 1) ruces 
ésto e 

(
4 - 6) 54 

CT(G):S;to 6-2 +6_2+ 2k - 1. 

Finalmente , com o to :s; k, la ecuación anterior queda: 

(
6-4 ) 56-6 cr(G) :s; 2k - k -- + --, - . 
6-2 ()-2 

• 
Con é te re ul tado claramente pod mas apre ia l' que mien t ra más gra nde sea a l 

grado mínimo, el número d cruce t iende a r k. 

En la siguiente ección r duciremos la cota gen(~ ral a 2k y gen ra li zaremos el 
resul tado a uperficies compactas a rbi t ra rias. 
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2.2 Demostración del Teorema 2 

Como se mencionó anteriormente es de nuestro gran inter ' s reducir la 'ota obtenid a 
en [8]. Demostrarem s a continuación el Teorema 2. 

Primeramente har mos unas ob ervacione obre gráficas encajables n dOllde 
repres nta una superficie compacta de género 9 y sea orientable o no orientab lc. 

En e ta sección a umiremos que las gráfi cas a analizar ti nen grado mín imo 3, 
pue el eliminar lo vértices de grado 1 o suprimir 1 vértic de grado 2 no infiuye 
en u número de cruce. 

Denotaremo como V(G), E(G) y F (G) a lo conJ ntos d vér t ice , a ri sta y caras 
d G en E respectivamente. 

Definamos la fun ción de peso w para la cara F como: 

1 
w(F ) = L d(v)' 

v~P 

donde v rv F significa que v es sumado conforme aparece a l recorrer la frontera de 
F. Podemos ver que 

L w(F) = V. 

FEF 

D notaremo l (F) al número de a ristas que for an la cara F, con ést , po lem s 
ver que 

L l (F) = 2 
PEF 

Con las dos cantidades anteriormente de ri ta:; definir mo ' la fun ción de prso 
neto de la cara F como 

N(F) = w(F) - l (~) + l. 
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Con ésto podemo reescribir la fórmula d Euler para sup rfi ci orientab les (l.1) 
como: 

¿ N(F) = 2 - 2g. 
F E:F 

y para su perfici no on ntables como: 

¿ N(F) = 2 - g. 
F E:F 

sí, podemo ver que el promedio del pe o neto d la caras s rá 2~9 en super­

ficies orientable y m n superficie no orientable . 

Dado que los re ultado qu aquí pre entamos se demue t ran id ' nti 'amente para 
superficies ori ntable como para las no orientable , trabajaremos úni amente de 
ahora en ad lante con superficies orientable . 

Así tenemo I siguiente re ul tado: 

Lema 5. S ea G una gráfica encajada n E, entone s existe al m nos una cam F 
de G tal qu (F ) ~ 2~9 - :2' 

D emo tmción: 

Supongamos que no xi te cara F tal que (F) ~ 2~9 - 452' Esto es lo mismo 

d F I (F) 2-~ 5 T . ' que suponer que to a cara cump e qu < 1301 - 42 ' enemos as) que 

2 - 2g = ¿ 
FE:F 

(
2 - 2g 5 ) 5 (F) < IFI - - = 2 - 2g - IFI -IFI 42 42 

lo cual e una cont radicción. Concluimos ento nce q existe al ITI no un a a ra F 
tal que (F) ~ 2~9 - 4

5
2 ' • 

Llam ' mosle cara buena a toda cara F tal que N(F) ~ 2~9 - 4
5
2' Denot mos por 

9 a l conj unto de las caras buenas, e to es 
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9 = F E F : w(F) - - + 1 > -- - - . { 
l(F) 2 - 2g 5} 

2 - IFI 42 

u t ro argumento ant rior muestra que 9 es no vacío. 

Lema 6. S a G una gráfica encajada en entonces N(F) ::; ~ pam toda F E F. 

Demo tración: 

Sea F una cara de G en E. Por un lado podemos ver que d( v) ~ 3 para todo 
v E V . Por otro lado como ya se había dicho tenemo que para toda cara F, l(F ) ~ 3. 
Combinando amba desigualdades en la defini ción de "(F) tenemo que 

N(F) = w(F) _ l(F) + 1 < l(F) _ l(F) + 1 = 1 _ l(F) < ~ . 
2 - 3 2 6 - 2 

• 
Para pod r reducir la cota dada en el Teor ma 3 d [8], t rabaja remos ¡'¡ni am nt 

d ahora en adelante con las gráficas tale que u número d vértic IVI cumpl a 
IVI ~ 40(g - 1). Con é to , para la gráfica encajada n 9 tendrem s IFI > 
84(g - 1). 

Con los lemas ant riores podemo probar 1 siguiente teorema. 

Teorema 7. Sea G una g1'áfica imple, con xa con gr .do mínimo al m nos 3 con 
IV(G)I ~ 40(g - 1) Y ncajada en Eg. Si F es una caro, tal que (F) ~ 2¡)¡9 - 452' 

entonces su jronter'a cumple lo siguiente: 

1. Tien longitud a lo más lr:. . 

2. Tiene a lo más un vértice de grado dr:. o má . 

Demostración: 

Sea F E F tal que rv(F) > 2~9 - 452 ' U ando el hecho de que w(F) < 1(;) 

tenemos qu 
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2 - 2g _ ~ < w(F ) _ l (F) + 1 < l(F) _ LJF) + 1 = 1 _ l (F) . 
1.1"1 42 - 2 - 3 2 6 

Despejando l (F) en la desigualdad ante rior tenemos que 

Como 1.1"1 > 84(g - 1) entonces la desigualdad ant erior qu eda como 

l (F) ~ 6 + ( ~ + ~) < /' . 

Esto es , l (F) ~ 6. 

Para probar (2) upongamos que F E .1" t i ne 2 v(!rtic de grado 84 o más. Con 
ésto tendremos que 

(F) 
l (F) - 2 2 

w < +-. - 3 84 

Dado que N(F ) 2': 2~9 - 4
5
2 ' esta desigualdad queda como 

_2 -_ 2_g __ 5 < w(F) _ _ l (F_) + 1 < _l (F_) _ ~ + ~ __ _ l (F_) + 1 = __ l (F_) + _5 
1.1"1 42 - 2 - 3 3 84 2 6 14 ' 

ésto es , 

2 - 2g 5 l (F) 5 
1.1"1 - 42 ~ --6- + 14 ' 

sando el hecho de que - l (F )/6 ~ - 1/2, entonce llegamos a que 

2 - 2g 1 
--<--

1.1"1 - 42' 

lo cual es una contradicción. • 
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Con ésto hemos probado (1) y (2) del nunciado ' el t orema con LE = 6 Y dE = 
84. Cabe hacer notar que éstas mismas constant s funcionan para gráfi cas en ajada: 
en sup rficies no ori ntables reiterando que la d most ración es xactamentc igua l. 

De aquí en adelante le llamaremo v ' rt ice pesado al v ' rtice qu tenga grado 4 
o mas y vért ice Ligero al vértice que tenga grado 83 o m n s. 

Corolario 8 . EL conjunto 9 defin ido anterior'mente cumpL 191 ~ {7IFI. 

Demostración: 

Llamémosle 8 al complemento d 9. Supongamo qu 191 = n . Así , 181 = IFI- n. 
Por el Lema 6 ten mos que 

y por la definición de 8 tenemo entonces que 

(
2 - 2g 5 ) 

(F ) < (IFI - n) IFI - 42 . 

Entonces la fórmula de Euler queda como: 

2 - 2g = ¿ 
F'EQ 

(F )+ ¿ 
F'Eo 

n (2 - 2g 5 ) (F) < - + (IFI - n) - - . 
- 2 IFI 42 

Agrupando, llegamo a que 

n ( ~ ~ _ 2 - 29 ) _ 51FI > Q. 
2 + 42 IFI 42 --

Usando el hecho de que IFI > 84(g - 1), al despejar n tenemos qu e 

51FI n>--. 
- 27 
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on ésto podemo encontrar un número de vért ices tal qu t ngamos tantas 
caras buena como sean requerida. El siguiente resul t do no lo demuest ra . 

Corolario 9. Para cada entero l' ~ O existe un entero N(1') con la siguient pTOpiedad. 
Supongamos G es simple, conexo y encajado en con grado mínimo al menos 3 tal 
qu IV(G)I ~ (1') . Entonces xi t una colección e d r ciclo a1'ista- disjuntos 
tales que cada C E e contiene una arista uw tal que 

(d(v) - 2) :S 324. (2.2) 
vE V(C)\{u,w } 

Demostración: 

Sea F E 9. Tomemos el ciclo C(F) contenido en la frontera d F. 

amo cada cara F E 9 ti ne longitud a lo ma 6 ha,ciendo u I vért íc pesado y 
w un vért ice pertenec iente a la front ra de F adyacente a u , ten mas que ca la 'í ·10 
C(F) E 9 atisface 

(d(v) - 2):S 4 · (83 - 2) = 324. 
vE V(C)\ {u,w} 

Nótese que cada arista de G pertenece a lo más it 2 ci lo de la form a (f ). 
Como IC(F) 1 :S 6, se sigu que cada C(Fo) c nti ne una arista de a lo más otros 6 
ciclo d la forma C(F). 

Con la ob ervación anterior podemos asegurar que hay un a oleccíón N ~ e de 
al menos 191/7 ciclos arista- disjuntos de la forma C(P). 

Para encontrar N(T) observaremos que, 

para sup rficies orientables, mientra que en uperficie no orientablcs 
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Como requerimo r caras , entonces d bemos de te er que 1 ~9 ( 2 - 2g ~) > r 

en superficies orientables; y 1~9 ( 2 - 9 + ~) 2:: r en ~;upe rfi c i es no orientab les . 

Despej ando IVI de la primer desigualdad , tenemo~; que 

378 
IVI 2:: 5 1' + 4g - 4 , 

mientras que de la segunda 

378 
IVI 2:: 51' + 2g - 4. 

Como 
378 378 
-1' + 4g - 4 > -r + 2g - 4 

5 5 ' 

haciendo N(1') = 3~8r' + 4g - 4 demostramo el corola rio para uperficies ori ntab les 
y no orientables . I 

Daremos enseguida nuestro primer resul tado para gráficas no encaja bles en 

Teorema 10. Para todo pa1' de enteros t , r 2:: O existe una constante N(t , r) con la 
siguiente propiedad. Sea G una gráfica con grado mínimo al m enos 3 dibujada n 
E y con un conjunto E de t aristas tales que G \ E es en cajable en . Supongamos 
que IV(G)I 2:: N(t , r). Entonces existe una colección e de al m enos 7' ciclos a1'ista 
disjuntos tales que cada uno tiene una ar'ista uw tal que 

L (d(v) - 2) ~ 324. 
vE V (C)\ {u,w} 

Demostración: 

Procederemos por inducción en t. El caso base s' rá para t = O. sto se cumpl e 
por el corolario anterior , londe N(t, r) = N(r-). 

Supongamos que N(t, r) existe para todo r y para todo t < k. Demost raremos 
que N(t , r) existe para t = k . 
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Sea G una gráfica dibujada en , donde existe un 'onjunto E de k a ristas tal 
qu G \ E es encajable en E. 

Sea = uw E E , G' = G \ e y E' = E \ e. Proba,remo que (k, T 166) IImpl 
lo qu se pid demostrar. 

Dividiremos en dos ca o : 

• Ca o 1 

G' no t iene vért i de grado 2. 

Apliquémosle la hipótesis de inducción a G' para obte ner una co lección e' el 
r + 166 ciclos a rista- disjuntos, . at i fac iendo ,,~ .2 . 

P ara cada C E e' llamémosle v al vér tice pe ado. Es claro qu s i un ci lo 
en G ' no sati face la ecuación 2.2 tam po o lo ha rá n G, p ro si UIl ciclo 
per t nece a C' entonces, cada vért ice z d cada C' E e' e un v' r t ic' ligero de 
a lo más 83 ciclo en e' . 
Por lo tanto ha brá a lo más 166 ciclos en e' que no sat i farán la uac ión 2.2 
cua ndo ean con id rados como ci lo n G, pue puede r que u y w a n 
vért ices ligeros de 83 caras buenas, qu al ser con id rados v ' r t i 'es n G se rá n 
vért ice pesado . 

Como le' l = r + 166 e sigue entonce que hay un a colección de a l m nos l' 

ciclos en G que sati facen la ecuación 2.2 . 

• Caso 2 

G' t iene vért ice de grado 2. 

P ara é te caso la d mostración e análoga a la. pru ba del Teor ma 2 qu se 
da en [8]. 

Dado que las aristas de E pueden ser adyacentes a vért i es de grado 3 ento nces 
el entero buscado es (t, r) = ~r + 4g - 4 + 2t. • 

Con é to podemo ahora probar fin alment el resultado principal de ésta s cc ión: 
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Teorema 2. Sea G una gTáfica k - cTítica en , tal que IV(G)I > (k 2k + 1). 
Entonces 

CTd G) :s 2k 160. 

Demostmción: 

Sea G una gráfica k- crít ica en con a l meno N(k. 2k + 1) vér t ice. 

Ob ervemo lo sigui nte: sea una ari ta de G. Por la ri t icalid ad de G, hay 
un dibuj o de G \ e con a lo más k - 1 ruce. Haciendo S igual a e junto 'on este 
conjunto d a lo más k - 1 arista tendremos un conjunto de a lo más k a ri stas 
tal que G \ S es E- encajable. 

Haciendo t = k Y T = 2k + 1 como en el Teorema 10, tendremo 
colección e de al menos 2k + 1 ciclos a rista- disjuntos donde cada 
un vér t ice pesado Ve . 

que x iste IIn a 
t iene a lo más 

Sea e E C. Tomemos una arista f = v w . otemos que es posibl que w sea 
adyacente a alguna ari ta adyacente a otro ciclo ' E C- é to mism puede pa a l' 
con la restantes k - 1 a ristas. 

Sea e el ciclo qu podemos garant izar que no es adyacente a ningun a de las 
aristas de S y sea e = UVe una a rista de e en G. 

Sea P l camino que une a Ve Y a U en G \ e. Tendremo. que algun as a ri tas el 
P pueden cruzar otras aristas de P. 

Pod mo onsidera r el dibujo de P corno una gráfi ca in cruces H n vért i 
de grado 2 o 4. Sea p' el camino más corto en H qu una a Ve Y a u. 

Habrá 2 formas d d ibuj ar a e cerca de P' , una por cada lado. 1\ total ésos 
dos dibuj o de e cruzando cada ari ta que no e tá en P incidente on los vé rt i 'es 
internos de P ocasionan a lo má 4 · 1 cruces por el corola rio anterior . 

En principio es po ible que los restant k - 1 crUC I~S d G \ e cru . n a P'. Con 
ésto entonce tenemo que los 2 dibujos de e cer a de P' oca 'ionarán 2(k - 1) cru ce . 
Esto arroja un dibuj o d G = (G \ ) U con a lo má 
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cruces. Por lo tanto, 

_4 _. 8_1_+_2---,--( k_'· ------'-1) + k _ 1 
2 

CTdG) ::; 2k + 160. 

• 
Con ésto h mos probado los Teorema principales de este t rabajo, red uciendo la 

cota que se da en el Teorema 3 de [8] . 
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Capítulo 3 

la familia H(m, n) 

En é te capít ulo demostraremos el T orema 3 para probar que el orola ri 3 de [8] 
no admi te generalización a superficie compactas en g;en ra!. 

E l nunciado del Corolario 3 d [8] dice lo igui nte : 

Corolario . Pa ra cada na tural k, existe un natural nk tal qu cualquier grá fi ca G 
simple y k- crí t ica en el plano te niendo grado mínimo 6, t iene a lo mas nk vé rLi 

Su generalización a cua lquier superficie compacta sería la sigui nte c llj t ura: 

Conjetura. Para cada natural k, existe un natural ''/,k a l que cualqui r grá fi a G 
imple y k- crí t ica en cualquier superficie ¿; teniendo g;rado mínimo 6, t i Il e a lo mas 

nk vért ice . 

La familia que presenta~s en e ta sección es de gráfi cas 6 regul a res, k crí t icas 
en la botella de Klein (OC o ¿;2), ti en tantos v ' rt ices como e de ecn y siguen i rici o 
k- crítica para la misma k, demostrando la fal -dad el la conjetura ante rior. 

Procederemo a la construcción d las gráfi as H (m, n) . 

Sea m un entero po itivo par , y sea n un nter tal que n 2: m. Definim os 
a H (m, n) como la gráfi a 6- regu lar con mn vért ice Vi,), clonde O ~ i ~ n - 1 Y 
O ~ j ~ m - 1, con la sigui nte propiedad de ad acencia: los s i vért ices rtcl yaccnLrs 
a Vi,j cuando i es impar son Vi- I ,j, Vi-l,j+ l , Vi,j-l, Vi,j + L, Vi 1,j,Vi+ L,j + 1 y cuand o i es 
pa r on Vi-l,j-l, Vi-l,j Vi,j-l, Vi,j 1, Vi+ l,j-l, Vi L,j donde lo Índices e Icen módulo 'ni 

y n respectivamente . 
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Vi - I ,j 1 

Vi,j 1 Vi,j 1 

Vi,j- l 

Vi + l,j - l Vi+ l ,j Vi+ l ,j 

Figura 3.1: Adyacencias de Vi, j. 

Para simplificar ste t rabajo color aremo de az ul a las ar ista SI s n del t ipo 
{ Vi ,] , Vi,j l} Y de rojo a las restantes. 

Le ll amaremos de niv l i al ciclo az ul Bi = { Vi, O, Vi 1, ... Vi,n - l, Vi,O }. 

En la figura 3.2 exhibimo un dibujo de H (4 , 7) en el toro . 

Figura 3.2: H (4, 7) en el toro. 

De aquí claramente p demos apreciar que H (m, n) p see un a enorm riqueza ell 
el grupo de a utomorfi mos. Definiremo a cont inu ación a lguno automorfi.'mos de 
H (m,n). 

Sea T : V -+ V la fun ción traslación definid a por 

Sea Ro : V -+ V la fun ción refl exión (vertical) CO ll re pecto a l ciclo azul d ni vel 
a definido 1 or 
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y fin alment , sea r : V --7 V la fun ción t ra lación diagonal d recha d finid a por 

r(Vi,j) = { Vi - l,j 
Vi- l ,j + J 

i i es par 

si i es impar. 

Con stos a utomorfismos podemos probar la. sigui nt s proposiciones que 1I 0S 

serán de gra n ayuda para confirmar la criti calidad le lo I mentos de la fam ilia 
H (m,n) . 

Proposición. Si e y I son dos aristas azules entonces .7:iste un autorno1fismo 
que lleva e a e' . 

Demo tmción: 

Sin pérdida de gen ralidad podemos supon r que 
{Vi' ,j', Vi' ,jI J} . entonces, t ndremos lo iguiente' casos: 

1. Si i es par entone s 

T {3 o r i - i' ( ) = e' , 

donde f3 = J' - (j + l i~i' J) . 

2. Si i es impar enton . 

T {3 o r i - i ' ( ) = e' , 

donde f3 = j' - (j + li~i'l) · • 

Proposición. Si e y I son dos arista rOjas ntonces exist un automorfismo que 
lleva e a e'. 

Demo tmción: 

Sean y e' dos ari ta rojas. Tenemos la iguiente posibil id ades para 
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3. { Vi,j,Vi-l,j } (cuando i es impar); y 

4. { Vi,j, Vi - l,j } (cuando i e par). 

otemos que el iguiente automorfi mo lleva a I 

En seguida determinaremo lo valores para " T Y P anali zando caso por caso: 

1. Si e es del tipo 1, 

T = 2 
{
J' - (j + li-i' J) 
J' - (j - 1 + ri-i~-ll ) 

I I~S del tipo 1 o 3 

I S del t i po 2 o 4 

2. Si e del t ipo 2, 

~ - ~ 

{

. ' 1 

,= . ' 1 1 
~ - ~ -

SI I e d 1 t i po 1 o 3 

si I es d I t ipo 2 4 

p= { ~ si e' es del t i po 1 o 3 

si e' e del t ipo 2 o 4 

T = {JI - (j + 1 + li-i~-IJ ) 
J' - (j + ri-;i'l ) 

si e' e del tipo 1 o 3. 

si " s del tipo 2 o 4. 

_ {i -i ' - 1 si e' e d I tipo 1 o 3 
,- i - i ' si I e del tipo 2 o 4 

p=G si e' es del t i o 1 o 3 

si e' e del t ipo 2 o 4 
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3. es del t ipo 3, entonce 

T = 2 {
J' - (j + ri-i'l ) 
J' - (j + l i-i; - 1 J) 

i I e del t ipo 1 o 3 

si e' es d l t i po 2 o 4 

i e' es del t ipo 1 o 3 

i I es del t ipo 2 o 4. 

4. Si del t ipo 4 entone s 

T = {JI - (j + ri-i;- Il ) 
J' - (j + li~i' J) 

_ {i -i' - 1 si 
,- i - i' si e' 

si e' es del t ipo 1 o 3. 

Si I es del t ipo 2 o 4. 

del t ipo 1 o 3 

s del t ipo 2 o 4 

{
1 si e' e del t ip 1 03 

p = O 
i e' es del t ipo 2 o 4 

Con las proposicione anteriore hemo probado los iguien tes r -sul tad s: 

Lema 11. H (m, n) es arista- azuL- transitivo. 

Lema 12. H (m, n) e arista- mjo- transitivo . 

E n la fi gura 3.3 damo un dibuj o (no óp t imo) de H (4 , 7) en JI( co n 12 cruces . 

29 

• 



• 

• 

• 

Figura 3.3: H (4,7) en OC con 12 eruc 

partir de la figura 3.3 vemos que de manera mejantc s posible dib llj a r a H ( , n) 
on a lo má 12 cruce' como en la fi gura 3.4. 

Figura 3.4: H (4,n) en OC on 12 cruce 

~ás aún , podemos d cir que de una manera imilar posibl dibuj a r a H (m, n) 
con a lo ma 2(~) = m(m - 1) cruces en lK. 

Los siguient resultados serán de gran importancia pue no garanti zarán que 11 la 
famili a H (m, n) hay elementos con cruces: 

Lema 13. En OC cr(C3 x Cn) = 1 para n ~ 5. 

Para la prueba de e te resultado ver el Corola rio 4.5 d [13]. • 
y 

Lema 14. En OC cr(C4 x C~) = 2 para ni ~ 4. 

Para la prueba d e te resultado ver el T oremas 4.8 de [13]. • 
Procederemos ahora a probar el siguiente nunciado. 

Lema 15. Si m ~ 4 Y n ~ 16, ntonces en todo dibujo óptimo de H (m, n) en OC 
hay una arista azul que e cruza. 

Demostración: 
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Sea m ~ 4 Y n ~ 16. Demostraremos el lema por contrapo. it iva, es d cir , 
demostraremos que si 1) es un dibujo de H (m, n) en ][( en 1 que ninguna ario ta az ul 
se cruza entonces 1) no es un dibujo óptimo. 

Sea 1) un dibujo de H (4, 16) en el que ninguna ari ta az ul se cruza. 

Hemos vi to que podemos dibujar a H ( 4, 7) con 12 cruces, y que además, de 
manera análoga podemos dibuj ar a H (4, 16) con a lo más 12 cruces. 

Consideremos la ubgráfica C4 x Cl6 obtenida de H (4 , 16) medi ante el pro­
ducto de los 16- ciclo (azules) B I , B 2 , B3 Y B4 con los 4- ciclos (rojo) Rj = 

{ VO,j, V l ,j, V2,j, V3,j, VO,j } para j = 0, 1, 2, 3, ... , 15 . 

En la figura 3.5 exhibimos un dibujo en el toro de la gráfica C4 x 16 contenid a 
en H (4, 16 ). 

Figura 3.5: C4 x C16 contenida en H(4, 16). 

Consideremos la su bgráfica H 1 ind ucida por lo ciclos B 1, B 2 , B 3 , B 4 , R J , R 2 , R 3 , R4 
(C4 x C4 ) . Por el Lema 14 tenemos que hay 2 c uce (rojo- rojo, pues es tanlOS 
suponiendo que las aristas azules no se cruzan). Supongamos que cada un o de éstos 
2 cruces e tá formado por un par de cielos. Llamémosle Rl l y R21; Y R32 Y fl42 , 

respectivamente. 

Llamémosle H2 a la subgráfi ca inducida por lo ci elos B l , B 2 , B 3 , B 4 , R J l' R 32 , R5 , 

R 6 (C4 x C4 ). Nuevamente por el Lema 14 tenemos que hay 2 cruce (r jo- rojo). 
Supongamos que cada uno de ésto 2 cruces está formado por un par d ciel . 
Ll amémosles R 33 y R 43 ; Y R 54 Y R 64 , respectivam nte. 

Podemo ver que si continuamos con éste procedimiento , asegurar mos 14 cru es, 
cada uno de ellos formado por los pares de cielos: 
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di buj o óp t imo. 

Por lo tanto , en todo dibuj o ópt imo de H (m , n) con m ~ 4 Y 17, > 16 a lgull a 
ar i ta azul e cruza. 

• 
E l siguiente s un re ul tado s mejante a l anterior: demo tra remos ahora que 

todo dibuj o óptimo tiene una ari ta roja que se cru za . 

Lema 16. S an m y 17, enter'OS mayores o iguales que 12, ntonc s en todo dibujo 
de H (m , 17,) en]K hayal m no una arista roja con cruce. 

Demo t ración: 

Sea D un dibujo de H (12 , 12) en ]K. 

Consideremos la subdivisión de la gráfica C3 x C5 contenida en H (12, 12) obten id a 
de lo ciclos B[, B5 ,B9,CO C2 C4 C6,C donde Bi = { Vi+ l ,O,Vi,O,Vi- I ,1 Vi, I ,Vi+ I,2,Vi,2, 

V 9,j , V lO ,j 1, V U ,j , VO,j, } (ver la figura 3.6). 

Con ésto , por el Lema 13, tenemos qu hay un cruce, que para 'stc caso será 
rojo- rojo. 

Por lo tanto, en todo dibuj o de H (m , 17,) con n y m mayore o igua les que 12, 
tenemos que hayal meno un cruce rojo- rojo. 

Con los re ultados anteriore fácilmente podernos probar I resul tado principa l 
de e ta sección: 

Teorema 3. Si m ~ 12 Y 17, ~ 16 ntonces H (m,n) es cr-aico en C1'uces n la 
botella de Klein. 

Demostración: 

Dado que H (m , 17,) s arista- azul- transit ivo y ari ta- rojo- t ran it ivo , 01 n cc­
sitamos garantizar que al meno una a rista roja y a l menos un a ari sta azul tenga n 
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F igura 3.6: C3 x C5 conte nida en H (12, 12). 

al menos un cruce n todo dibujo óptimo de H (m, n) . Por ot ra par t , ést 
garantizado por los Lemas 15 y 16. 

c. 

• 
Así, hemos probado que para m ~ 12 , n ~ 16 las gráfi as H (m , n) cum plell lo 

siguiente: 

1. T iene grado mínimo 6. 

2. Existe una superficie E (OC, a saber) en la que H (m, n) es k- crí t ica. 

3. Para m fij o exist n tal que para todo entero nk la gráfi ca H (rn, n) t -nga 
mn ~ nk vért ic s y siga siendo k- crít ica para la misma k . 

Ésto demuest ra que el enunciado de la conjetura lado al principio dc esta sc ·ción 
es falso. 
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Capítulo 4 

Conclusiones y comentarios finales 

El propósito de sta te i fu e el de reducir la cota dada por Ri chter y T homass n 
en el Teorema 3 de [ ] y generalizarlo a cualquier uperfi ci compa tao R lujimos 
la cota en los Teor ma 1 y 2. 

En el primer teorema se hizo el análi i obre el grado mínimo d la grá fi ca 
en cue t ión como e dijo anteriorm nte , basados en un a nota d Gelas i a lazar 
[10], mient ras que en el gundo e hizo el aná li is sobr I número de' vért ices. 
Sorprendentemente para -1 segundo caso, 1 Teorema no depende del gé ll ero de la 
uperficie en cuestión. 

F inalmente, para poder confirmar una onj etura demostramos que la famili a 
H (m, n) t iene elemento que proveen un contraejemplo a la supo ición de qu e el 
Corola rio 3 de [8] puede ser generali zado a 'up rficie ompactas. 

En cuanto a trabajo p sterior con ideramo qu ' el reto principa l en esta á rea de 
trabajo es d mo trar la iguiente conj etura de Richter y Thomasse n: 

Conjetura. Existe una constante c con la sigui"nte propiedad. Toda g7'áfica k 
cT'ítica en CT'uces en el plano satisface 

cr(G) ::; k + cVk 

De de luego, ya resuelta esta conjetura también ha brá que g Il era li zarl a a sup {'­
fi cie compacta. 
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