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FiGere L. Ejemplo de una confignracion €.y an cannna alternante

Con soporie ¢en la misma

1. MOTIVACION

l.1. Caminos Alternantes. Sco ¢ = {v, 1 i = 1.2, .. 20} nn conjunta de
puntos ¢n ¢l plano. 1 de los coales son rojos, nnentras (e Jos restanies noson aztjes,
Considérese que tales puntos estan dispuestos en posicion general, os decir, pmpama
recla inclaye actres de ellos. Un cinmino alternante ¢ (vease Figura ) cou soporte ca

C exoima sueesion de b forava ¢, o8y v s, 0y, oS, que cample

o los extremos del segmento s; ~on los piitos ¢, .o,

J

rooes de distimto color a 6,
) ) P L

los puntos de [ sueesion ¢, Uny, -« . ¢, 1 Uy, DO SC IEILen,
no hav cruce entre 1os SCEmentos s, s, ..oarop. es decir, <, 018, Copara

1 #F .

Lo tongitud de nu canmo alternante ¢ ex ¢l nnero € de puntos que neliye. Laego
¢~ dice maximal s1toso longitud os maximal en ¢l conjmino de todos los cinnmaos
Jrerantes con soporte en C. Como Ja longitnd de nn Ganimao alternante nasininl
solo depende del conjunto que lo soporta, entonees se define ¢ = £(C) cowo Ta lougitud
e endgnier camino aleernante niaxunal con soporte o O Erddos conjetin g que los

cornjuntos de puntos que nouezan ((C) son agquellos aivos cletentn . delinatn wic
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region convexa del plano. Se puede definir la cota inflerior
£(n) = min{f(C): C es un conjunto de 1 puntos 1ojos v n

puntos azules que delimitan una regidén convexa del plano}

Paul Erdos propnso como problema cncontrar £(n) y conjeturd que €(n) << 3n/2 + 2.

Se demucstra facilmente que £(n) > n. Basta observar ue hay una linea recta qne
separa el conjunto C ¢n 2 subconjuntos de igual cardinalidad, v un de cllos contiene
n 0 mas puntos azules, lo que nnplica que ¢l complemento contienc n o ns puntos
rojos. Un camino alternante se contruve entonces alternando entre pontos de exos 2
subconjuntos. Es de suponerse que la designaldad £(n) > n es estricta. sin embargo
el mejor resultado mejora esta cota solo en ordenes inferiores al lineal (vease mas

adelante).

En 2003 Abellanas y coantores{L] prohuron que para cada € > 0 existe n = n(c) tales
que para cada n > n(e) hay un conjunto €, de n puntos rojos y n puntos azules que
delimitan una region couvexa del plano que satisface

) 4n
mas tarde, en 2005, Kinél v coautores [6] demucstran que existen constantes ¢, C'y >

0, tal que

4
n+C) o <fn) < -n+ Con/1e.
\/ log n 3

De esta forma se mejoran las cotas inferior v superior para n. Aungue la mejora de
la cota niferior es tan solo de orden /n/log(n). se cree ¢que la cota superior dn /3 s

asintoticamoente justa.

1.2, Matehings Lineales. Un matching hneal maxnnal en C es un conjunto niwx-
mal de segmentos de recta disjuntos dos a dos. cada uno de los cnades tiene como
extremos un punto rojo y uno punto azul tomados de ¢y tales gue hay una linea
recta que intersecta a todos los segmentos {(de ahi el adjetivo de lincal, vease figura
2).

Decimos que chnimero de puntos que recubre un matching compucesto por yn segmen-

tos ¢s 2m. Abellanas y coantores [1] demuestran que encontrar cotas para matchings
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b= - -""‘\x\

- ) ‘\\\

Ficuri: 2. Ejemplo de una conhguracidn en posicion convexa C0y i

matteing lineal con soporte en la misma

Lincales mavimales equivile a encontrar cotas para cannmos aliternantes wmaximales

cn el senticde siguiente

~.

Proposicion 1. Supongamos que criste wn orrcglo de n puntos 10305 y i > 1 punlos
azulrs v posweron conveca en el plano, y que odmde wn matclamg hneal maconad gue
reculre menos de o x o punfos. Entonces. para alqipe walural vocniste olvo arreglo
convero con o= 1 % n puntos 10y0s y v X e punlos asules que soporiu wn caminn
alternanle magimal de longibud menor o o =0’ Reciprocaniende, st cashe wa arieglo
convego dr n punlos rojos y m > nopundos ezoles que soporta un canan allernante
mnvimanl de lovwgitud menor a v < n, onlonees lambicn cawste, para algan vulural 1,
algiin olro arreglo convero con ' = r o~ 1 puntos 10)os 1 X punlos asules que

admc nn matchung lineal warimal de longilad o mernos o x !

Hav entonces nna estrecha relacion entie camimos atternzauites maxinrales v nial chings
lincales maximales  Unia consequencia divecta de esta proposicion es L signiente
Liamando m(C') al miniero de pimios enbicrtos por nie matehmg, neal yraximal en

an arrcglo convexo C de pimtos rojos v oazules. se define

k) = minn{C) C es unarreglo convexo de nopianlos 10jos v

n putitos azales que delinitan una repion convexa det plano}
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Suponiendo que los limites

o fn o omn
(= lim (—) vy 3=l ()
n—0 T N—G )

existen, la proposicion 1 implica que a = /3. v todo indica que amhos toman ¢l valor

4/3.
»
)
@
Vi
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2 PLANTEAMIENTO DEL TRABAIO

Los problemas de puntos rojos v azules que se acaban de cnhistan Dencir g vession
aleatoria. Constderando une cascernble aleatorio de conjnutos de puntos rojos v oaznles
delinntando nna region convexa del plano, 1esulta nataral preguntarse jewil es In
distribucion de (1), o de (). sobre tul casemble? . cual ex Liwnecha de cnsenrble

de estas cantidades? [ qué tanto difieren Las inedios de sos valores mimimos?

Trardaudose de conjuntos de o puntos rojos v e punitos azules: hay un ensemble natural
que es pectinente considerar la coleecion de todos los conjuitos de i pmilos rojos v n
puntos azules delimitando na regidu convexa del plano, cott L distnbucion mifoyme
sobre esta coleceidon  Stginendo la terminologia de fa Mecanien Estadistica (vease 7]
por ejeniplo). se caltheara de mucrocandnieo a este enscmble. En oposicion a este
cnsenible esta ol que se calificara de candmeos {lo que corvesponde o mierpretar ol
color como wit mvel de energia), y que consiste en todo los canjpintos de 2n puntos, va
seih rojos o azules, delimitando nna vegién convexa del plano, con mi distribucion

uniforme sebre esta colecaion.

Dxperimentos munéricos realizados por Macio Cetina 2] indican que Jos caminos
alternates maxiniabis son en promedio equivalentes en amhos cnscnrhles. canonico v
nirerocanonco. Los mismos experuncentos imdiciun que fos matciings maxinales son
en pronedio equivalentes en amibos ensanhles. No se conocen indicaciones sobre
fas distribicaones de los vilores de /(C) v i(C) segin ol casemble v aunque se
cree que un estudio nuinérico en este sentido pacde ser may atil, el estadio riguroso
de tales distrnibuciones no se considerara en este trabajo. Do o gne se trataea el
presente frabago ox de establecer de mianera precisa la egnivaleicia del crecimiento
Imeal en node Lis anedias de 0(C) (tespectivamente m{C7)) enire los dos ensemhies

que se introdijeron anteriormente,

Cuanda seanencionan en el misire panalo I palabras “equivalencia™ v " cosembles
stpce Ja pregantic Sque relacton exwsee ene Ly eqenvalencia del ereaonento hneasd de
las nedias de La que <e habld sutteriormente; v L equivalencia de ensemblos que se

estuehia en Mecinica Extadistiea” En Ja seguudi pavte de este toabiago se aualizan ins
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similitudes vy diferencias que hay entre el tipo de equivalencia que demanda la equiv-
alencia del crecimiento lineal de las medias. v la mds clasica equivalencia completa

de ensembles (nosotros adaptamos el sentido que a este termino se le daen [3]).

2:1. Marco formal. Para n € N fijo, sca Q" el conjunto de todas las secuencias
de Ry A de tamano 2n, que conticuen oxactamente n veces Ry 1 veees A, o lo que

es o mismo,
gz::\ic = {(_u' c {R 14}'211 : #w—l([‘)) — #W—I(A) = 7l}.

La notacion indica que w es una funcién con dominio {1,2,...,2n} ¢ hmagen {17, A},
bajo la cual hay n indices en {L,2....,2n} que toman el valor R, mientras que los n
indices restantes toman el valor A. Esto tltimo se abrevia #w™'(?) = #w '(A) = n.
En el conjunto Q7' se considerara la distribuciéon de probabilidad uniforme

[P):]Lm ((‘d) = #Qmic Vwe fz:i“c_

Un calculo elemental permite concluir que:

—1
. 2n .
P () Ve Qe
7L
Para cada. n € N, la pareja (2™ P define ¢l ensemble macrocandnico en ¢l volu-
[ .] T 3 n

men n.

A cada secuencia w € Q™ se pueden asociar un conjunto de puntos rojos (1) v
azules (A) que delimitan una region convexa cn ¢l plano. Para fjar ideas, para cada
n€ Ny'parak =1,2,....2n. sea vy = oxp(27/ x (k= 1)/2n) en el plano complejo.
La secuencia w € Q™ determina una coloracion: vy sera azul st w(h) = .1, v rojo
en caso contrario. De esta manera se asocia a cada sccuencia w € (2" un conjunto

coloreado C,, que delimita una regién convexa de € (vease Figura 3).

Cualquiera que fuera la manera de asociar secuencias w con conjunlos de punlos
azules y rojos dehimitanto una regién convexa del plano, la longintud de un conino
alternate maximal en ¢l conjunto de puntos resultante dependera solamente de la
secuencia que lo define. Lo mismo se puede decir de un matching lineal maximal en

tal conjunto de puntos.
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Ficere 3. Correspondencia entre nna secuencia o v su conhguracion

asociada (7, .

Dadiv esta relacion partictlar entee secuectas v conjuntos colorcados de puntos ¢ue
acabamos de desenibyr, se poeden dehnir fumciones w — (&) o= (CU) v w0 —

m(e) .= m{C.L). con (', como se lia desento

De forma andloga se- considerara el cusemble candmco en volumen v lTormadao por L

pareja ({R, A} P,), donde

1 - M
JIP,,(..J) = #Wl’]-)_'\} =4 YwéeE {R‘l} .

ex la distribuaon imdornt en ¢l espacio de seenencias {R A}

Asociando conjuntos coloreados de puntos o cada secucncia, se pueden extender i

todo {2, A} la (unciones w ~ (w) v w — mn{w) que se acaban de deling

Los cxperunentos inimércos de Cetina indican que los promedios

mr i L a. MU 2N , ~ o T .
iy, ([) - E [\“J) l v (""’) 3 I-ll:‘n([) - E ‘(‘-‘-} -Fn '*)‘
v we {h2 Ay
benent asintoticamente ¢l imsmo crecnniento lineal con o Lo nasia se puede decrr
de Lo funeidn msin gue esto impligne ¢ne ¢l riitmo de crecmmiento sca el nnsmo pran
lax dos heiones (veanse hgs. 4 v 5). De nanera mas preciso. la evidenoa nnmdrica

micliva que hay constantes a2 0,920, ,7 2= 0.815 tl que.
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Ficurg 4. Comparacion de promedios normalizados de caminos al-

ternantes maxirnales en enseinbles canomeo v microcandnico
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Ficure 5. Comparacion de promedios normalizados de matchings

maximales en enscinbles candnico y nmerocandnico

) e (p . [E” { . Eriin ‘ H::“
(1) lim ”,7() = hm ) =a, and  him —/—— UI_) = lim () _ 4
' n—o0 17 n—on 2n e~ on i R
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las familias ¢ y mn. Terminamos la tesis con conclusiones generales y perspectivas. El

capitulo 6 conticne las pruebas de lemas téenicos que usamos en el proximo capitulo.
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3. EQUIVALENCIA DE MEDIAS

E) primer resultado de este trabajo, que atiende a la movitacion original, es of sigu-

iente

Teorema 1. Para todo ¢ > 0 exislte n — n(c) ¢ M lal gue paro tedo 0 > n(e) se

liene

——r e

—(2 4 e)/nlog(n) <E,(n) = EX() < (2 + ¢) Vilog (),

donde v representa a cuulguiera de las fonernies € o n,

Nota 1. Tdmcse en cwenta que tavle € como i representan fannlias do funcrones.
y no funcwones fjas. La funcion particular quc wnlerviene en la dosiqualdad varda

con la longutud de lax secuencras, es decir con .

Para probar este resillivlo se usaran los spgnentes dos lenias téenicos. cuva prucha

se encuentra ¢l el capsinle 6

Lema L. Para cada n € N y o -0, seo

B o {we {RAV: n{l —6) < #u7'(A) 2 (1 +8)).

crlonces

200=8) exp( 26 _p gy gy« L8 (‘_X.')<—.’_'f)_'_i_'[ _"W‘L“")_
L+9 v-'(:rn(r—_t)__) AR ) \/-m 1 — 64

A

|

Nota 2. LI congunto BS represcnta el comyunto de sccwencias de 20 puntos gue
tioen wn ndmeso de pautos azules entrve {1 —68) g o(1 4+ 8)  Fl cnuncradn establice
la relacion que hay enlye la probubilidad candmuwca de «neontioar wna secuencra con an
tel ndnero de azues. en funcion de o Notese que esto probabilidud tiende o L. para
cualqueer calor fryo & = O, pero mas unportade ¢s considervor el caso en que § —

cugndo n — <

Parancadan e iy =n+ 1 <Ak < n— 1 sedefine

O {we (R AV (A =0+ L),

"
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y dotamos tal conjunto con la distribucion uniforine

[P’k / ) l 2” V - g)k
he . . W) = = [P o WA
| Sk T

Notese que Q¢ = QY jgual que P2 = P

n' n

Lema 2. PwalodoneNy-n+ 1<k <n—~1.
M+ EN(r) £ 0D p{w)Ph(w) < 20k + B,
wENH

donde v ¢s cualquern de las funciones € o m.

Nota 3. Este lema establece on particulnr gue los promedios niicrocandmicos 1.0
varian mucho su en lugar de fpar ol nimere de coordenadas con valor A an, sc fija n
cualquier ofro valor cercano. De esta forma se oblienc un control en la varmabibdad

del promedio anle ¢rrorcs cu la vestrvecion del miimero de covvdenadas con valor A.

3.1. Prueba del Teorema 1. Paran € N v 0 > 0 dados tencmos que

D v(IPalw) S By (1) < D viwlBufw) + 2001 = P ({1, A)™\ BY).

JQB?’. wE B:’I

El Lemrma 1 pernnte procisar estas cotas como sigue,

AL = e

Z U(L‘J)PH(U) < [E,,(V) § L V(w)ﬂbn(“‘;) -+ 5 v T{(l _ '5‘:5)

wEBS wC B

Ahora haciendo & = d{n) = \/W se tiene
‘ Xpl9/2:0n)32
(2) T o) € Eyv) € 3 vl o) + SPE/20IV2

e ey vV rlop(n)

tomando en cuenta cue log(n)/n < 1/2 para n € M. Por otra Lo,

— 2
PRI E D DI SR D DR LA}

~.:_["-‘(l —ndENing _.*éQ,l‘



{1 RUTTILO MORENO MONSIVALS SERMTTENEYRE D) 22005

lo que tomando cu cuenta ¢l Lemima 2 da

2 9 2u
PR - 5 ) ( _)Ikl 2 3 P, ()

=+ }L .
W L\:‘]

2 " 2n
<‘ ]P“ B 1 [T [ - IA. .
< PLU(BNEM () + o Z'M(M_k)ll

k

Puesto que [ < [ » n] < \/II Iog,ln . CILONCeS

(B~ (E2(v) - 2y/nlog(n)) < Y wlw)Py(w)

i b,

< PUBY) v (EM) + 24/ nlop(u)).

A\

Aqui se ha usado otra vez la relacion 6 = §(n) -= Jlog(n)/n. Una vez mas, haciendao

nso del TLema Uy tomando en cuenta que Py (B2) < 1. s¢ oblicne

exp(9/241)3v72 - I s T o \
1 - o x (1)) = 2 nloe(n < /W [F\,,
( (1 — (V2)- l)\/,mg(n)) () Virlosil) < L VFl)

B r.'l

(t,“”c{l/) - )\/)) ‘()[' ”)J *

Fuidmente. gracias a las desigualdades en (2) se obtiene

| (‘xp(‘)"’zm,)l}\/i
2001 - (V2) Y7 log(n)

) x (E™™(v) - 2\/,”|—UJ-,(_“5) < Eu(v)

(9/241)3 /72
E""r ) + 2/ nlog(n)) C\D [/] QL > E,.(v).
v ()_q(u)

Cormo EM (v} <0 20, se pueden simplificar adn mads estas designaldades paraobtener

—2 \/‘;31- Iog(n)_ - oxp(9/54n); {\/—
(1 ’]“)\/ |4>;, (1)

< Fv) = B0 -

apl0/2033 72
2V nlog(n) + (—l—)(f/__,}_\/ :
V7 log(n)

(AN

Para concliir esta praeba hasta observar gne

) o\p\‘J/Z ) 32
iy ————— — =

norerlog(n)
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3.2. Crecimiento lineal asintético. El teorcma anterior permite afirmar gue la
I I
diferencia entre las medias E, () v E"V () ex a lo mucho de orden /nlog(an), Asi.
- H la}
suponiendo e los limites
lim E, (v) ¢ lim EM(0)
n—oo oo

existen, lo que de ninguna manera esta implicito en el tcorema anternor, el Teorenia

1 implica que ambos toman msmo valor.

Para demostrar que los limites anteriores existen, bhastaria probar que para v = € 6

m, la secuencia EP(v) es subaditivas, mientras que E,(v) es subaditiva, es decir,

ENin(v) 2 EX(0) + ER(0) v By (v) < By () + E, (1),

n+ne

para cada m,n € N. Algunos experimentos numéricos (ver Figuras 4 v 5) hacen
suponer que estc comportamiento (superaditivo para medias microcanénicas v snb-
aditivo para medias candnicas) tiene lugar, al menos para valores de my » suficien-

temente grandes.

A continuacién presentamos dos ejemplos de familias de funciones relacionadas con

m y ¢, cuyas niedias definen sequencias superaditivas.

Se define un niatchiug lineal restringido en la confignracion {uy, ey, ..., 1y, como
un matching lineal en ¢l cual. si 7 es el menor indice tal que », es cubicrto por el
matching, de modo que hay un segmento ¢e recta que une a los puntos r, v ¢, para
algun j > 12, entonces ninguno de los punto en {vy, va, - - CUm L U g U )

es cubierto por matcting (ver Figuras Gy 7).

Un matching lineal restringido es maximal 51 es maxnual respecto al umnero de
segmentos de recta que incluye. Con esto definimos la funcion m, - {R, A} — N
tal que m,(w) es la longitud de un matching liveal restringido maximal e el conjunto

de puntos (', definido por la conAguracion w.

Dec forma andloga definimos un camino alternante restringido e {oy, 0o, 0 ey, )

como 1n cantino alternante en el cual, st los puntos ¢, v o, con 7/ < ) son los exrremos

de dicho camino. entonces no existe ningun punto en {ey, o, - ¢, qLu Vg )

PR
que pertenczca al camino (ver Figurax 8 v 9).
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W=ARARARAARAAKARKARRKRAARRRA

Cu”
| \\ i
‘\ I

Ficure 6. Ejemplo de nnnatching lineal no vestingido en wna con-

fignracion de puntos rojos v oazules ¢n el plano en posicion convexa

WEARARARAARAARARRARRNAARRKRKA g
'
1
Yy
’ Ve
L]
VJ
[ ]
Cu‘ r
’)
Ji
- J "R
V.,
2
a o .

Ficonre 7. Ejemplo de unomatching lieal vestingido maximal en uhi

configtuacion de puntos rojos v azules en el plano en posicion comvexiw

Un cammo altermure restrgido os maxnmal sioes maximal respecto ol mmero de

seamentos de reeta e melave, Con esto definimos la Taneidn £, (R A — 1l
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W=ARARARAARAARARRARRAARRKRRA

”

FIGURE 8. Ejemplo de un camino alternante no restingido en un con-

junto de puntos rojos y azules en ¢l plano en posicion convexa.

Ww=ARARARAARAARARRARRAARRRA

4

FIGURE 9. Ejemplo de un camino alternante maxinal restingido on

un ‘conjunto ce puntos rojos y azules en el plano en posicidon convexit

que Z,.(w) es la longitud de un camino alternante restringido maximal cu el conjunto

C,, asociado a la configuracion w.
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Nota 4. Hacemos notar que lo monso quean y €, g € son forrolias de funcrones,
il Y

una funciom para cady volumen™ n C N

Para dichas faunilias 0 v n, se tene ¢l siguiente.

Teorerna 2. Pura v, = m, o €., los lumtes

hm E,(v)/(20) 5 Tan B (v,)/(2n)

N —, LT &

cxisten.

Laexstencia de los Winites limy, . B, (v ) /o v dimy, g B () /i et asegurada por
et siguiente resultado cuva prucha omitimos ya que es completamente andloga a la

del Lema [.6.7 eny [§).

Lema 3 (Lcu superaditive). Seacy € R fijo g {a,},y | uno coowencin en R Lol que
Gnim 2 Qo -+ Ay — g para todo v, € Noentonees hiny, o, /o caile gy es lal que

Ny, oy w, /1= sup, o/ EBsle e pucde ser mfunto,

nr v

Prucbe del Teorcina 2. Dadas configaraciones w € {R. A v e {B.AY™, defin-
1hos la concatenacion w-w € {R. A} como sigue:
(0] w(s)y para 1 <7< 20,

== S =2n) para 2u+ 1 <02 20+ m)

A partir de dos caminos slicmantes 1estrmgados cen C,, v ¢ en (. podemos constring
ncamino altervante restringido ¢ - ¢ en €, como siguess promero trazamos on ¢
los cannnos alternantes correspondicntes a ¢ v ¢, Despues, st el color delithimo vertiee
de ¢ s diferente al del promer vertice de ¢, enronces unimos sns correspondientes on
Comediante o segmento de recta Debido ala restricadn impuesta en 1os cuninos
¢V Coste sepmetito de reeta no intersectavd aninguno de los va existentes Sy por ¢}
contrario ¢l color del Wunio vertice de ¢ ex igual al del primer vernice de ¢, entonces
nninmnoes mediante nn seginento de vecta, ol conespondicnte al peniltimo verhiee de ¢
con el corresporchente ad primero de oo Ofra vez, oste anevo segniento de recia no
mtersectari o los va existentes . En ambos casos ¢l camino construudo satisfacerst L
restriccion, v ltendric lonpitnd acotadia nifenonnente por L sutia de Las Tonpgit aedes de

¢ v ¢ incenos I De agi coneliimos (ue
$

{r(-—\«l - u,') 7 {va(-u') + /r (“-“) - 1.
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Un razonamicnto andlogo nos permite deducnr la misia desigualdad remplazando

m, por £,.

En ambos casos la superaditividad. que es vilida configuracion por confignracion, sc

extiende a las medias, de modo que

En‘f—ﬁl(l/f) 2 Em(ur) + ]E-n(ur) - l y IEmiC (Ur) Z !F“Ii((ur) + [E;-:Iir(ur) - J~

T Em “1n

para todo n,m € N, v donde v, = ¢, 0 m,. Ensegnida aplicamos ¢l Lema superadi-

tivo, v de esta forma sc prucha el teorcrna. g
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entonces

2(n+m)\
T mec . — |
ﬂDner( {“} € Qn P WL 20) T (’})} ~ ( n+m
Para todos v cada w € QM cuvo prefijo de tamano 2n es ¢, es decir, que satisface
) = @. St tenemos que

(.u'l{] 2
2n + m)}) =n+m - #p (R).

# (W {RHN{2n+1,--- .2
De aqui se siguce (ue

mic . = = erl
f# {“J € Qn T W 2ny = d)} - (n, +m— #¢_](R))'

Esto es, ¢ toma ¢} valor R en #¢~ ' () coordenadas. de modo que si w tiene prefijo ¢
“YR) de las 2m coordenivlas

su sufjo debe tomar valor 2 en exactamente n+m1— #¢

restantes. Usanclo este hecho se sigue que

| 2m 2(n+m)\ "
[pric —
n-rm(('b) (TL +m — #d)* l(n)) ( n+m )

Si consideramos el ensemble candnico llccamos de forma analoga a que P, (@) =
5 | +

47", Dado que 0 < #¢~'(R) < n, entonces

I 2in 2n +m)\ ™! ]P;}":m((‘)} < 2\ [2(n 4+ m)
m+n n+m - lP‘,,,,,,l(u) - m n+m
o lo que es lo mismo

4 x (2m)! x (n+ m)! < Pree ()

2n+m))tx(m-=—n)t = P,ne)
Uy simplificando, se obtiene

Ax 2m)t x ((n+ m}f
(2(n + )1 % (mh)?

[~

Aplicando la forinula de Stirling

n P () 1 " )
xp [ —mD( - = (——)/“W < -w@+—% —
(\p( m n/m Zlog 1 - ) < P, () exp | 5 O ” RO

donde, D{e) = (1 + ¢€)log(l + €) + {1 — ) log(l — €) para todo e € (0. 1). De aqui sc
sigue que
[P)‘”N.l A
(@) 2 expla(n,m)),

expl—a(n,m)) < —/——— =
l ( ( )) I}Dn-l-ml(.))

con

) I
lO"(l = ”/”’) og(1 +n/m) + G(w -|TJ)>

lul—

a(m,m) = max (m,D(n/m

1 1
n'tr <! < xe

| /2‘.‘:6,—r1+(|'l7x+1)'
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con fu(m) = exp(a(n,m)) =1 < exp(2n?/m) — 1. Para concluir la prucha hasa

hacer notar que para n Ajo, lim, _s aln, m) = 0. [l

Nota 6. Notese que la farmilia de funciones {v,, : m > 0} en rcaludad definen una
sola funcion vy que extendemos a espucios de confgurnciones cada vez mas grandes.
es decir, para volumenes crecienles. Diremos que en este caso que vy, bicne soporte
2n, y que las configuraciones sobre lus que actua son de volumen 2(m+n). Por olio
lado, puesto que Pp,4,0(¢) = 477" para loda confiquracion ¢ € {R, A} entonces
Erim{vim) = E,.(vy) para todo ne > 0. Entonces, de acuerdo al corolario anlerior.
el valor esperado de B, m(v,) converge a aprorima a la media gue toma la masia
funcion segun el ensemble canomico. K, (v).

Un resultado sinular se obtiene s1 se consideran famalias de funciones v, que depen-
den de todo el nolumen, pero tal que csta dependencia cs code ves menos sensible o

las coordenadas cuyo indice trende o infinsto.
Cormo una aplicacién del corolario anterior se tiene el siguiente.

Ejemplo 1. Fijese n € N. y para cada m > 0 yw € {R, AY20™) definose my{w) =
v (w|{1,“_2n})- donde v es cualquiera de las dos funciones € y m que estudiamos en
el capitulo anterior. Del Corolario 1 se sigue que

“Emir (Ur) - lEn+m(Ur)

n+ne

= a¥(n.m)
< 2n % E T < 21 X (7(771,71)(““(”"“)_
k=1 ’

Ast, para n fijo,

lim llE”‘ic ) — Epvn(vy)

n+m =2n |.”l') fl()l, 7)‘1)(’”())'"” = ().

m—od Hne—oQ

El corolaro antemor lambién establece que se puede aproximar ol valor csperado
Eme (u Y mediante E, ., (v,), cometiendo wie error que Liende a cervo a cero cumndo
"M vk ’ |

el volumen de las configuracioncs Liende a mfinmto.

Nota 7. Pueslo que ¢l corolario anterior sc aplica solo a funciones que dependen de
un numero figo de coordenadas. el problema de la cqurvalencia de medias B (10) y
E,.(v) no puede ser tratado mediante el uso de este corolarro ya que dachas funcrones

. . Ay
dependen de sus 2n coordenadas parva cada version fanlo {120 A} que se consdo
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Nota 9. De acuerdo a este corolario podemos aprorunar la medie macrocanomea de
una funcion ¢, de soporte 2n, definidas sobre consfiguraciones de volumen 2(m +
n), por la media canénica de la masma funcion. swempre y cuando el voldmen sca
magor que |v,| x n?log(n). Emste cntonces una cquvalencia entre medias candnaca

yrmicrocanonica para funciones cuyo soporte cs pequeno respecto al volwmen.

Se puede demostrar facilmente que de cste corolurio no se derwa la equivalencia de

medias que se establece en la relacion 1 del Cdpitulo 1.
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Ficure 10. Resultados Numericos para Caminos Alternantes Maximales

(s T T T 5
log( Promedio Micmeanonico Nomnahizado- Promedio. Canomco Nonnahizado’
¥ =01 biviey
) 4= 0004992
! b=-11127
¢ = D910
1.5 1 .
2 .
28 F
3 L L L —
1 1.5 2 35

lowi )
Ficure 11. Resultados Numericos para Matchings Lincales Maxinales,

Acerca de la secuencia E, (m)/n, la evidencia muncrica indica que

E,.(m) I, {m) o !
—— > ——— pura bl <l <
L "
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6. ANEXO: ResuLranos TECNICOS

Prueba del Lema 1. Tenemos por definicion.

il =1
o e 2 §~—~ 2n
Ph({}?n/_!]_ \BTA)ZF (})
=0 :

Puesto que para 1 < 3 < n(1 — d) se cumple

2n 2n 7 21 o ‘;’n) n(l—a) 2n\ ) —¢
- — 3 & ik Al
j—=1 JJ2u—3+Y N\ j/2n—y3 "\ Jj/2n-n(l-4) J /140

iterando se obtiene que

ny n gy Rty
- - e
7/ 7 \n{l =) 1+ 46

para 0 < j < n(l — ). Este hecho permite establecer cotas para P, ({1, A} \ BY)

de la siguiente manera

2(1 —(?) 2n _—r iy _2 1 o 1__15 4
4*(1 + 9) (n(l - 5)) <P ({R AP\ < 5 (n(l = 6)) )3 (1 +n‘) ‘

] F=1
0 lo que es lo mismo,
2{(1 — 2n)! 5 ; 2 /1= 2n 3!
k . ¢ ) . ‘(2”‘) S Pn({lt?, ‘J,_l}..u\f)\:) i-: S ‘) ( ”;J - :
(L4 84" (n(1 —8))(n(1+0))! 4\ 28 (L = N1 + &)
Utilizando la formula de Stirling? se obtienc
DT BN e { TV _ goxp [ D8 4
2] = dipp PO) _p (rap ) < 120 - ( Lk ’)
L+46  /an(1 —62) 4 \/1'."??.([ — 0%)
donde D(d) = (1 + d)log(l + ) + {1 — &) log(l + ). Finalnente, dado que 82 -2
D(5) < 282, entonces
. — I
® 201 — &) exp(—28%) R ( 0% + r.,_;_u] .sx;)

: < B (R AP\ B < 1= i )
e R R T

con lo que queda demostrado el lema. [

Paracadan € Ny —n+1 <k <wn — 1 sc define

QF = {we {R A FoYA) = u+ k)

Lo — a4l b Gy .- Yo (1203 ol
2 e URTSPITES ] it EHT < \/2:{ [ 120) 4i ~
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entonces,

x L;(.-_Z;),'Pﬁ(-b;r) Z: ('::J) ® (;;) Z v(cr)

wemy SELH R (L)
= Togmity — hoy- 3
= 2 i (w) 2 us(w)ria)

wef W€ (W)

Por otro lado. al hacer wia proveccion aleatoria w = @ la longitud de el canine
alternante maxiual. o el nimero de puntos cubiertos por un matching maxinil. no

puede vartar en mas de 25, Esto es evidente tratandose de matehings {se pierden o

se ganan a o mns A arlstas), voen el case de caminos alternantes bista natar gue
cada vez qite se cambia ol color de un punto, o hien el punto no perteneee al camino
v el camino se puede alterar para imcelnr adetiis a ese punto, o s1 no entonees os 1
punto estaba cn el camino v entonces se pierde una alternanciy, En este ciso hay gue
alterar ¢l camino, perdiendo 2 avistas. para recuperar la alternanciae. Como no habia
autocrnses en ¢ camnino original. v los puntos estan en posieion convexin entonees

esta modificacion no genera cortes. De osto resulta gne st mg(w) = @. entonees
f/(w'_) - 2;{”(&) U(..u') + .2;1
parav =£fom

Tomando estas designaldades s¢ obtiene

. " o — . N - e e R ’ F . T L
STEN W) =2k) | Y a2 Y @@ © Y B w)riw) 20 S
we Pl 04 | L ik W ot ()
os deotr,

R 7 L 1 PRZ) € 2k + EDF ().
W (e

y aslose ternnua la proeba
(]




32

RUTILO MORENO MONSIVAIS SETTEMBRE DEL 2005
REFERENCIAS

Mo Abcllanas, A Garcia, Foolhntado v 0 Tegel Capines Alvcrmantes en Actos de fas X
Encuentros e (eometria Compadecremal, Sevill (20000 7 12

Mario Cetina, Tesis de Aaesbrin en Crencins A plicadas CH09) e preeparacnin

Stefan Adams. Complete Fouivadenee of the Gibbs Faosembles for One Dimnensiomal Markoy
Svstems, Jonrnal of Statetreal Plipsies 105 (576) (2001) 879 D08

Willam Feller, An antzoductron to probadality treory aod obs apptacations Vol 00 380 Fdwn,
John Wiley & Sons. 1930

Kerson Haang, Stetodocal echaes &0 Fdvewdns Tolm Wilee & Sons, 1963

Jan Kynel, Jdnos Pacli, Géan TOthe Limge Adtersed g Paths e Blicolored Point Sets, Gooaph
Ovevonmg 2000 Lectore Notes oo Cospder Serevae G383 [20011) 4100 1N

Ierson Huane, Stdlasticad meclicnes 20 Foecsdre Jolm Wilew & Sons, 63

Paul ¢ Shiclds, "Freodic Theorv of dhserete saanple paths © Gradundte Studies v Mathemnat o s

13. American Mathematicsl Society, 1996




	T.M. M66 20050001
	T.M. M66 20050002
	T.M. M66 20050003
	T.M. M66 20050004
	T.M. M66 20050005
	T.M. M66 20050006
	T.M. M66 20050007
	T.M. M66 20050008
	T.M. M66 20050009
	T.M. M66 20050010
	T.M. M66 20050011
	T.M. M66 20050012
	T.M. M66 20050013
	T.M. M66 20050014
	T.M. M66 20050015
	T.M. M66 20050016
	T.M. M66 20050017
	T.M. M66 20050018
	T.M. M66 20050019
	T.M. M66 20050020
	T.M. M66 20050021
	T.M. M66 20050022
	T.M. M66 20050023
	T.M. M66 20050024
	T.M. M66 20050025
	T.M. M66 20050026
	T.M. M66 20050027
	T.M. M66 20050028
	T.M. M66 20050029
	T.M. M66 20050030
	T.M. M66 20050031
	T.M. M66 20050032
	T.M. M66 20050033

