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Capitulo 1

Introduccion

Nuestro objetivo en la presente tesis s analizar la conexidad de graficas finitas que son k-criticas

en cruces en el plano y establecer cotas sobre sus nimeros de cruce.

Iniciaremos presentando una breve discusién de los conceptos bdsicos que utilizaremos cn este

trabajo.

1.1 Conceptos Basicos

En este trabajo utilizamos la notacion y terminologia convencional de teoria de graficas introducida

por Bondy y Murty (ver [3]).
Comenzaremos con la definicién formal de una grafica.

Definicion. Una grdfica G es una tripleta ordenada (V(G), E(G), ¥¢) que consiste de un conjunto
no vacio V(G) de vértices, un conjuto E(G) (ajeno de V(G), de aristas y una funcién de incidencia
¢ que asocia a cada arista de G un par (no ordenado) de elementos (1o necesariamente diferentes)
de V(G).

Usualmente, omitiinos la referencia a y¢, y simplement decimos que una grafica G = (V, L)

consiste de un conjunto V(G) de vértices y un conjunto E((G) de aristas.

Si V es el conjunto de vértices de una grafica G entonces ocasionalmente diremos que G es una

grifica sobre V.



El ndmero de vértices de una grafica G es su orden. Una grafica es finita o infinita segin su

orden.

Cada arista e une un par de vértices u y v, los extremos de e. Siuna arista ¢ une u y v, cntouces

u y v son adyacentes , y e es incidente con ambos u y v.
Dos aristas e # f son adyacentes si ellas tienen un extremo en comun.

Si Vi y Vs son dos conjuntos de vértices en una grifica G, entonces toda arista que tenga un
extremo en Vi y el otro en V; serd una Vi — V5 arista. Denctaremos G[Vi, V5] al conjunto de todas
las Vi — V; aristas de G.

Un sendero de una grafica G es una secuenciano nula 7 = vgejvies . . . exvg, Cuyos térniinos son
alternadamente vértices y aristas, tal que los extremos de .a arista e; son v;—; y v,. Los vértices
vo ¥ vx son el principio y el final, respectivamente, de 7', v el entero k es la longitud de T. Los

vértices vy, ..., vr_, son los vértices internos de T.

Un sendero es cerrado si vg = v. Un ciclo es un sendero cerrado cuyos vértices son todos

diferentes entre si.

Un sendero T = vge v; ...exv, €s un camino si los vértices vg, vy, ..., v, son todos diferentes

entre si. Frecuentementce nos referiremos a vg y v como los eztremos del camino.

Dados dos conjuntos 4, B de vértices, diremos que el camino P = wgejvy,...,ux ¢s un A-13
camino si V(PYN A = {vo} y V(P)N B = {ux}. Si A= {a} escribiremos a — B camino eu lugar

de {a} = B camino.
Un lazo es un sendero cerrado con & = 1.

Si e, f son aristas distintas que unen ¢l mismo par de vértices (diferentes), entonces e y f son

aristas paralelas.
Una grédfica es simple si no tiene lazos ni aristas paralelas.

Si e es una arista en una grafica simple, y u y v son vértices unidos por e, entonces frecucnte-

mente denotamos a e por (u,v) 0 por uw.

Sea G una grafica y v uno de sus vértices. El conjunto de vértices en &G adyacentes a v serd
denotado por Ng(v). Si hay solo una gréafica bajo consideracién, no habra confusién por abreviar

a Ng(v) como N(v).



En esta tesis, denotaremos por |B| la cardinalidad del conjunto B.

Si G es una grafica y ¢ es un entero no negativo, entonces Vi (G) := {v € V(G) : |[N(w)\{v}| =

).

El grado d(v) de un vértice v en una grafica G es el ntmero de aristas en G incidentes con v

(cada lazo incidente con un vértice v contribuye en 2 a d(v)).

El nimero §(G) := min{d(v) | v € V(G)} es el grade minimo de la griafica G. El nimero
A(G) := max{d(v) | v € V(G)} es su grado mdzimo.

Si G = (V,E) y G' = (V' E'") son dos graficas, entonces GUG' := (VUV' EUE") y
GNG = (VnV' ENE). Diremos que G y G' son disjuntas o ajenas siempre que VNV =0y
ENnE =0.SiV' CVyE CE,entonces G' es una subgrifica de G (y G es una supergrdfica de
G'), lodenotamos G' C G. SiG' C Gy V #V' 0o E # E' entonces G' es una subgrdfica propia dv
G (y G es una supergrdfica propia de G'.)

Sean Gy G’ como en el parrafo anterior. Si G' C G y (' contiene todas las aristas de E que
tienen ambos extremos en V', entonces G' es una subgrdfica inducida de G. Diremos que V' induce

aG' en G. 51U C V(G), entonces G[U] denotard la subgréfica inducida por U en G.

Sea e = xy una arista de una grifica G = (V| E). G/e denotard a la grafica que resulte de
contraer en G a la arista e en un nuevo vértice v,, el cual serd adyacente a cada clemento dc

Ng(v) \ {z,y}. Formalmente, G/e es una gréifica (V', E') tal que V' := (V \ {z,y}) U {ve} ¥y

E = {vwEE . {U‘w}m{zyy}:@}u{vew : szE\{e}owaE\{e}}.

G Gle

Figura 1 Contraccién de la arista e = zy.

Cualquier grafica M obtenida a partir de una grédfica G a través de una serie de eliminaciones

de vértices y/o aristas y contracciones de aristas es una menor de G (y G es una mayor de M).

Diremos que una grafica G es minimal (mazimal) con respecto a una propiedad especifica, si




G poseé tal propicdad, pero no ninguna de sus subgréficas propias (supergraficas propias.)

Una grafica G es coneza si para cualquicr par de vénices w y v en G existe un camino el cual

tiene principio u y final v; de otra mauera diremos que C' es disconeza.
Las subgraficas conexas maximales de una gréfica G son las componentes de G.

Si W es un subconjunto de V(G), cntonces denotamos por G — W la grifica que resulta dc

eliminar de G todos los vértices de W, asi como todas las aristas adyacentes a algin vértice en W,

Una grafica G es k-coneza (donde & cs un entero tal que 0 < k < |V(G)]) si para cualquicr
subconjunto W de V(G) con |W]| < k — 1, la grafica G — W es conexa.

Sea G una grafica. Si W es un subconjunto de V(G con k-elementos y el ndmero de coni-
ponentes de G — W es mayor que cl nimero de componentes de G, entonces W es un k-corte de
vértices de G. Si W tiene un inico elemento, digamos w, y W es un l-corte de vértices de (|

entonces w es un vértice de corte de GG.

Si F es un subconjunto de E(G), entouces denotamos por G — F la grafica que resulta de

eltminar de ' todas las aristas de F.

Una grafica G es k-arista-coneza (donde k es un entero tid que 0 < k < |E(G)|) si para cualquicr

subconjunto F’ de E(G) con |F| < k —1, la grafica G — F =25 conexa.

Sea G una gréfica. Si F es un subconjunto de E(G) con k-elementos y el nimero de componentes
de G — F es mayor que el numero de componentes de G, entonces F es un k-corte de aristas de
G. Si F consta de un unico elemento, digamos e, y F' es ur. 1-corte de aristas de &, entonces ¢ ¢s

una arista de corte de G.

Finalizamos esta seccién mencionando un resultado elemental de teoria de graficas que usaremos

frecuentemente en este trabajo: Para toda grifica G = (V, F),

> d(v) =2[E(G)].

veV(G)
1.2 Graficas planares

En la seccion anterior pudimos ver que una grifica es un objeto abstracto. Sin embargo, para
facilitar su estudio realizaremos representaciones de cada gréfica a analizar en el plano. En este

trabajo haremos dichas representaciones de las graficas a analizar mediante dibujos.



1.2.1 Encajes de graficas en superficies

En esta seccién enfocaremos nuestro interés a graficas que pueden dibujarse “naturalmente” cu el

plano. Tenemos la siguiente definicion:

Definicion. Un dibujo de una grifica G es un subconjunto del plano en el cual los vértices de
G son representados por (diferentes) puntos, y cada arista uv de G es representada como un arco
abierto (imagen homeomorfa de (0,1)) 4 que no contiene vértices, de tal manera que los extremos

de A son los puntos que representan u y v.

Una vez que hemos dejado en claro, a través de las definiciones de grafica y dibujo de una
grifica, la diferencia que existe entre estos dos términos, hacemos la siguiente convencién. Si D
es un dibujo de la grdfica G, con frecuencia no distinguiremos entre objetos combinatorios (un
vértice, una arista un camino, etc.) y el subconjunto del plano que los representa. Esta prictica
es bastante comun, y dificilmente lleva a confusiones, pues es claro a partir del contexto especilico

si nos referimos a un objeto combinatorio o a un subconjunto del plano.

Entenderemos por un cruce en un dibujo D de una grdfica G como una interseccién de un par

(0 mas) de aristas en D.

Enseguida se establecen algunos elementos caracteristicos de las graficas que pueden dibujarse

en una superficie dada sin cruces de aristas.

Definicion. Un encaje de una grafica G en una superficie £ es un dibujo de G en ¥ que no tiene

cruces.
Definicion. Una grafica G, es planar si existe un encaje de G en el plano.

Sea £ un encaje de una grafica G en la superficie £. Las componentes conexas de £\ G son

las caras de £.

Sea F una cara asociada en un encaje £ en una superficie £. La frontera de cara asociada a F
es el sendero cerrado obtenido al recorrer (en ) la frontera de F en su orden natural. Diremos ¢ue
un vértice v es incidente con F (y F es incidente con v) si v estd en la frontera de F' . Asimismo,

diremos que una arista e es incidente con £ (y F es incidente con e) si e estd en la frontera de F

El nimero de aristas en la frontera de una cara F es la lengitud de la cara (lo denotamos por

I(F)).

En este trabajo nos ocuparemos solo del caso en el que la superficie X es el plano.



Sea S C R?. Denotamos S la clausura de S.

Diremos que un encaje £ en el plano de una grafica G es limpio si satisface que para cada arista

e en £ existe un subconjunto abierto B, del plano, tal que:

(i) e C Be;
(i) EN B, = ¢;

(iii) (£ \ e) N B, consiste de los dos vértices incidentes con e.

Informalmente, un encaje es limpio si las aristas se encuentran suficientemente apartadas cutie
si. El concepto de encajes limpios ¢s sumamente Util para evitar comportamientos patolégicos quc
pueden surgir en encajes generales. Por ejemplo, es fiacil dar ejemplos de encajes en los cualces
existen aristas e, f tales que €N f tiene cardinalidad infinita. Este tipo de comportamientos sc

evita fdcilmente exigiendo la (bastante razonable) limpieza @n nuestros encajes.

Es un trabajo técnico y complicado probar que todo encaje de una grafica G en el plano puede
ser modificado hasta obtener un encaje limpio de G. Se sigue entonces que para toda grifica G

planar, existe un cncaje que es limpio.

En ¢l presente trabajo estamos interesados Unicamente en encajes de graficas en el plano quce
son limpios. Y de la observacién del parrafo anterior, no habrd pérdida de generalidad por nuestra
suposicién (implicita, de ahora en adelante) de que todo encaje bajo consideracién serd un encaje

limpio en el plano.

Una relacién que se verifica entre los vértices, aristas y caras de un encaje £ de una gréfica G

conexa en el plano es la conocida formula de Euler:

V(EN = [EE)] + [E(E)] =2

Donde V (&), E(£) denotan al conjunto de vértices y de aristas de G respectivamente, dibujados

en el plano, y F(£) denota al conjunto de las caras de &£.

1.2.2 Graficas planas

En esta subseccién introducimos la terminologia relacionada con graficas planas y definimos cl

concepto de grafica dual.



™72

Un poligono es un subconjunto de &% el cual es la unién de una cantidad finita de segmentos

de recta y es homeomorfo al circulo unitario.

Definictén. Una grdfica plana es un par (V, E) de conjuntds finitos con las siguientes propiedades

(los elementos de V son llamados vértices y los de E aristcs):

(i) V C R?,

(ii) cada arista es un arco entre dos vértices o un poligono conteniendo exactamente un vdértice

(su extremo);

(iii) aparte de su(s) propio(s) extremo(s), una arista no contiene vértices ni puntos de cualquicr

otra arista.

Note que una grafica plana (V, £') define a una grafica G sobre V de manecra natural.
Observe de las definiciones de grdfice planar y grdfica plana que estos conceptos son difcrentes.

Consideremos la gréfica plana (G que se muestra en la Figura 2. Enseguida ponemos un nuevo
vértice en cada cara de Gy unimos con aristas esos nuevos vértices para formar otra nueva grafica
plana, como sigue: por cada arista e de G uniremos los dos vértices nuevos contenidos en las caras
incidentes con e por una arista e*, la cual, se cruza sélo con e; si e es incidente sélo con una cara,
entonces aniadimos un poligono e* al vértice nuevo contenido en esa cara, de tal manera que e¢* se
cruce s6lo con e. La grédfica plana G~ formada a parir de G con este procedimiento es conocida

como un dual plano de G.

Figura 2. Una grafica plana y su dual.

Enseguida definimos formalmente el concepto de grafica dual.

Definicién. Sean G = (V, E) y (V*, E*) dos grafica planas, y F(G) =: F, F((V*,E")) =: F*.



Diremos que G* = (V*, E~) es un dual plano de G, si ex sten biyecciones

F-V: E — E* V o F*

feu(f) e e’ v f*(v)
que satisfacen lo siguiente:

(i) v*(f) € f paratoda f € F;
(it) le*NG| =le*Nel = |enG™| =1 para toda e € E;
(i) v € f*(v) para todav € V.
A partir de la existencia de tales biyecciones cs facil deducir que ambas G y G* son conexas.

Por otra parte, de la construccidn de G* a partir de G ¢s claro que cada grafica conexa planar

tiene un dual plano.

1.2.3 Arboles geométricos

En esta subseccién presentaremos terminologia y conceptos relacionados con gréificas geométricas

y arboles. Desde luego, se enunciardn las definiciones de ambos términos.

Uno de los tres resultados importantes de estd tesis consiste en el establecimiento de una nucva
cota inferior sobre el numero de cruce de ciertas familias de drboles geométricos. Mas adelantc,

abordaremos este problema con absoluta precisién.

Un bosque es una grafica que no contiene ciclos. Una componente de un bosque es un drbol.

Note que un bosque conexo es un arbol.
Los vértices de grado 1 de un arbol son sus hojas.

Sea P una coleccién de puntos en el plano. Diremos que los elementos de P estdn situados cn

posicidn general si no existe una linea recta que contenga méas de dos elementos de P.

Definicion. Una grdfica geométrica es una grafica plana tal que los vértices son puntos en posicién

general y sus aristas son segmentos de lineas rectas.

Consecuentemente, un arbol geométrico T sobre P es una grafica que satisface simultdneamente

con ser arbol, grafica geométrica, y V(T) = P.

10



1.3 Conjuntos independientes

En esta subseccidn introduciremos los conceptos bdsicos y terminologia relacionados con la inde-

pendencia en gréficas.

Definicién. Sea G una gréfica. Un subconjunto no vacio J de V(G) es independiente si cada par

de vértices en U no son adyacentes.

Un conjunto independiente U C V(G) de una grafica G es mdazmo si para cada W C V(G)

independiente, se satisface que |U] > |11

El nimero de independencia, a(G) de una grafica G es la cardinalidad méxima de un conjunto
de vértices independientes de G, es decir, la cardinalidad de un conjunto independiente mdximo
de G:

a(G) = max{|W|: W es un conjunto indepeadiente de vértices de G}.

Un conjunto independiente U C V(G) de una grifica G es mazimal si U no es subconjunto
propio de ningin subconjunto independiente de V(G). Esto es, un conjunto independiente U es

maximal si para todo vértice v ¢ U, se tiene que v es adyacente a algin vértice en U.

Nétese que cada conjunto de vértices independiente de cardinalidad a(G) es un conjunto max-
imal independiente. Es facil construir ejemplos que muestran que el reciproco de este enunciado cs
falso. Por ejemplo, el conjunto unitario que contiene al (Unico) vértice de grado n en la n-estrella
S, es un conjunto independiente maximal de cardinalidad 1, mientras que a(S,) = n (la n-estrella

Sn es la grafica conexa con un vértice de grado n y n vérrices de grado 1).

Desafortunadamente, no se conoce un algoritmo eficiente para determinar el nimero de inde-
pendencia. De hecho, el problema de la determinacién de este pardmetro es NP-completo. En
particular, todos los algoritmos conocidos para determirar el nimero de independencia de una
grafica dada logran su objetivo (en un peor caso) en un nimero exponencial de pasos (en ¢l

ndmero de vértices y/o aristas).

En [11] se demostré que si G es una grifica planar con grado minimo al menos 3 entonces
a(G) < (2/3)|V(G)]. En esta tesis deduciremos algunas consecuencias a partir de este resultado,
y las utilizaremos para establecer una cota superior sobre el nimero de cruce de cierta familia de

graficas criticas en cruces en el plano.

11



1.4 Numeros de cruce de graficas en el plano

El nimero de cruce cr(G) de una grafica G en el plano es el minimo nimero de intersecciones
(a pares) de aristas tomado sobre todos los los dibujos de G. Un dibujo de D de G en el plano
es dptimo si el ndmero cr{D) de intersecciones (a pares) de aristas en D satisface la igualdad

cr(G) = cr(D).

Notemos que al exhibir un dibujo de G en el plano con n cruces, se implica automéaticamente

que cr(G) < n.

Un dibujo de una grafica G es bueno si las siguientes condiciones se satisfacen:

(1) Cada interseccion es un cruce (y no tangencial).

(i1) Ninguna arista se autointersecta.

(ii1) Ningun par de aristas adyacentes se intersecta.

(iv) Ningin par de aristas tiene mds de un punto de interseccién.

(v) Ningtn conjunto de tres (0 mds) aristas tiene un punto comin de interseccién.

No es dificil probar que todo dibujo en el plano puede ser modificado hasta obtener un buen
dibujo de G en el plano sin aumentar el nimero de cruces (ver [17]). Asimismo, todo dibujo bucno
puede ser modificado hasta obtener otro dibujo bueno cue satisface lo siguiente: la regién finita
acotada por cada par de aristas paralelas no contiene virtices. Se sigue entonces que para Ltoda
grafica G existe un dibujo dptinio que ¢s bueno y ademds cumple que la regidn finita acotada por

cada par de aristas paralelas no conticne vértices de G.

En el presente trabajo estamos interezados unicamente en dibujos Sptimos de graficas en ol
plano. Por la observacién del parrafo anterior, no habrd pérdida de generalidad por nuestra
suposicién (implicita, de ahora en adelante) de que todo dibujo bajo consideracién es bueno y

ademds verifica que la regién finita acotada por cada par de aristas paralelas no contiene vértices.

El calculo exacto del nimero de cruce de una gréifice. es, para la enorme mayoria de los casos
de interés, un proyecto desesperanzadoramente complicado. Esta dificultad se fundamenta en
el hecho de que de que calcular el nimero de cruce de una gréafica en el plano es un problema
NP-Completo [6].

Dada esta dificultad inherente al proceso de calcular mimeros de cruce, cualquier esfuerzo serio
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para hallar el nimero de cruce de una grifica particular dzbe involucrar argumentos que cxploten

caracteristicas especiales de la estructura de la gréfica en cuestién.

Naturalmente, nos gustaria conocer los numeros de cruce de familias interesantes de graficas.
Sin embargo, a pesar de un sostenido esfuerzo de la comnnidad de teoria topolégica de grificas,

conocemos los nimeros de cruce de solo unas cuantas gralicas.

Dedicamos la siguiente seccidn a presentar un breve resumen de los nlmeros de cruce exactos

que se conocen.

1.5 Numeros de cruce en el plano de familias especificas de
graficas

El objetivo de esta seccidn es presentar algunas familias interesantes de grificas cuyos nimcros de

cruce son conocidos con exactitud. Algunas de estas familias son:

e K,. Es la grifica de n-vértices donde cada uno de sus vértices es adyacente a todos los

vértices restantes.

o K., Esla grafica cuyo conjunto de vértices puede particionarse en conjuntos X, Y, con
|X| =m y |Y| =n, de tal modo que los vértices u,r son adyacentes si y solo si uno de u,u

pertenece a X y el otro pertencce a Y.

s C;n x Cn. Es la grifica 4-regular con mn vértices, los cuales son etiquetados v; ;, con 0 <
1<m-1y0<7<n-1,detal manera que los vértices adyacentes a v; ; Son v;_j j, Vit1,;,

Vij-1 Y Ui j+1, con los subindices siendo leidos médulo m y n respectivamente.

Presentamos las mejores cotas inferiores conocidas para los numeros de cruce de las familias
KI‘LyI(’”L,H! y Cm X CTL'

1.5.1 Graficas Completas

No es dificil encontrar dibujos de K,, con exactamente

duleaiaib

cruces.
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Donde || se define como el maximo entero que es menor o igual que «.
Erdos y Guy conjeturaron en 1973 quc éste es el nimero de cruce de K, [3].
Esta conjetura ha sido confirmada unicamente paran < 10. En particular, note que cr(Ks) = 1.

El mejor resultado conocido en esta direccién es que cr(Kp) > X(7). Esto implica que,

asintéticamente, el nimero de cruce de I{, es al menos cuatro quintos del valor conjeturado.

1.5.2 Gréficas Bipartitas Completas

El problema de calcular numeros de cruce fue propuesto por el matematico hingaro Turdn cn
1940. Especificamente, Turdn planteo el problema de calcular el nimero de cruce de K,,, , Turin

conjeturd que

etk = | 2] 252 12) 252

Esta conjetura ha sido demostrada unicamente para valores de m y n que satisfacen min{m,n} <

6. En particular, note que cr(f{33) = 1.

1.5.3 Productos Cartesianos de Ciclos

Harary, Kainen, y Schwenk conjeturaron en 1973 que el numero de cruce de Cy,, % C,, es igual a

(m — 2)n, si m,n satisfacen n > m > 3. Esta conjetura ha sido demostrada paran > m > 7.

Recientemente, en (7], L. Glebsky y G. Salazar demostraron que para cada m fija, la conjetura

es falsa para a lo mds un numero finito de valores de n.

1.6 Graficas criticas en cruces en el plano

Dado que el cdlculo exacto del numero de cruce es una tarea futil para practicamente cualquicr
grafica de interés, es sensato enfocar nuestro interés en el andlisis de las propiedades estructurales

de las gréficas que ocasionan (y/o garantizan) nimeros de cruces grandes.

Es facil construir grificas con un ndmero arbitrariamente grande de aristas y/o vértices que

tienen numero de cruce arbitrariamente bajo (inclusive igual a cero, por supuesto). Estds graficas
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tienen la propiedad de que el mimero de cruce no disminuye si eliminamos de la grafica alguna(s)
arista(s). El hecho de que el nimero de cruce de una zrafica G permanece inalterado ante la
eliminacién de aristas indica que las propiedades estructurales responsables del namero de cruce

pueden encontrarse en subgraficas propias de G.

Naturalmente, ante tal situacién lo més razonable es eliminar recursivamente aristas de G,
hasta llegar al punto en que borrar cualquier arista disminuye el nimero de cruce. Esta idea

conduce a la definicién de graficas criticas en cruces.

Definicién. Una grifica G es critica en cruces en el plano si cr(G — e) < cr(@) para toda arista
e de G.

Un refinamiento de la definicién anterior es la siguiente:

Definicion. Una grafica G es k-critica en cruces en el plano si cr(G) > k, y ar(G — e) < k para

toda arista e de G.

Como en esta tesis el término k—critica solo se utiliza para referirnos a graficas que son k—criticas
en cruces en el plano, entonces no habra confusién por abreviar k-critica en cruces como k-critica.

Asimismo, ocasionalmente abreviaremos critica en cruces como critica.

Note que las definiciones anteriores son esencialmente la misma, ya que como podemos ver G
es una grafica critica en cruces en el plano si y solo si existe un entero positivo k para cl cual se
satisface que (G es k-critica en cruces en el plano. Sin embargo, como ya habiamos mencionado la

segunda definicién es mds especifica.

Contar con ambas definiciones nos permitird explicar con mayor facilidad los procedimientos

que se usaron para establecer algunos de los resultados obtenidos en esta tesis.

Ya hemos mencionado que el objetivo de esta tesis es estudiar Ja conexidad y el nimero de crucc
de graficas que son criticas en cruces cu ¢l plano. Mas especificamente, nos dedicaremos a mejorar
un par de cotas sobre el niimero de cruce en el plano de gréficas criticas en cruces establecidas en

publicaciones recientes y ademds, analizaremos la 2-arista-conexidad de estas graficas.
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1.7 Contribuciones de esta tesis a la teoria de graficas criticas
en cruces en el plano

La aportacién de esta tesis a la teoria de graficas criticas en cruces en el plano fué en tres frentes.

A continuacién se precisa cada uno de ellos.

1.7.1 Descomposicién de graficas criticas en menores criticas

La primera contribucién importante de esta tesis a la teoria de niimero de cruce en el plano consistio
en el diseno de un “algoritmo” que nos permitird descomponer una grafica G conexa critica en
cruces en el plano con 2-cortes de aristas (la entrada del algoritmo) en varias graficas menores de
G (la salida del algoritmo), digamos G7,G3,..., G}, las cuales satisfacen lo siguiente: a) Cada
par de estas griaficas menores son disjuntas, b) cada una dz ellas es critica en cruces en el plano
y 3-arista-conexa, ¢) el grado minimo de todas las menores es al menos 6(G), y por ultimo d)

cr(G) = 320, ex(G3).

Esta contribucion es importante ya que permitird atacar con cierta ventaja problemas rela-
cionados con el cédlculo del numero de cruce en graficas que son criticas en cruces en ¢l plano
pero no 3-arista-conexas. La ventaja mencionada consiste esencialmente en que ahora podremos
estudiar el nimero de cruce de las graficas que tienen 2-cortes de aristas a través del estudio de
los nimeros de cruce de varias graficas menores (mas pequeiias), las cuales, ademas de tener las

misnias caracteristicas de su grafica inayor, son 3-arista-conexas.

Un comentario sobre notacién. Sea H una grdfica. En esta tesis denotaremos por Ej; al
conjunto de aristas de /1 tales que e € E}, si y solo si e forma parte de algin 2-corte de aristas
minimal de H. Si e € E},, entonces definimos por Ce(H) al subconjunto de £% tal que a € (',(H)
st y solo si {e,a} es un 2-corte de aristas minimal de H 6 a = e. Note que a € C.(H) equivale a
e € Co(H).

La herramienta bdsica que nos permitira alcanzar esta meta es el siguiente resultado:

Teorema 1 Sea G una grdfica concea critica en cruces en el plano con grado minimo al menos 3.
Supongamos que e es una aristas de G tal que e € E%. Sean G1,Ga,...,G, lus componentes de
G\C.(G). Parai=1,2,...,n sean u, y v; los extremos en C; del 2-corte de aristas que scpara a
G; de G\ G; garantizado por la Proposicion 10. Sea G la grifica que resulta de anadir a GG, una

arista g; con extremos u;, v;. Entonces al menos una de G; o G' es critica en cruces en el plano.
1y i P
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Una consecuencia importante del Teorema 1 que nos habla de la estructura de las grificas

criticas en el plano es el siguiente:

Corolario 2 Si G es una grdfica conexa critica en cruces en el plano con grado minimo al menos
3 entonces |E%| < 3¢r(G) - 4.

En el capitulo 2, se exhibird una familia de graficas que mostrara, que la cota presentada ¢n ¢l

Corolario 2 estd asintdticamente dentro de un factor de 2/3 de la solucién 6ptimna.

Otra consecuencia del Teorema 1 es el contenido de la discucién presentada al inicio de esta
subseccién. Redactaremos dicha dicusién de manera precisa en nuestro proximo resultado, el
Corolario 3, y en el capitulo 2 probaremos que, efectivamente, dicho resultado también pucde

deducirse a partir del Teorema 1.

Corolario 3 51 G es una grdfica coneza critice en cruces en el plano con grado minimo al menos
3 entonces existe una coleccion M¢ de menores de G, cigamos Mg = {My, Ma,..., M, } tales
que para cada 1 =1,2,...,n se cumple que M; es 3-arista-coneza critica en cruces en el plano con

grado minimo al menos §, y cr(G) = Zyzl er{M;).

Nétese que una consecuencia inmediata del corolario anterior es que n < cr(G), donde G y ne

son como en el Corolario 3.

1.7.2 Sobre el nimero de cruce de gréaficas k—criticas en el plano

El principal trabajo de investigacién reportado hasta la fecha en el drea de gréficas criticas en cruccs
es indudablemente el realizado en [16] por B. Richter y C. Thomassen, cuyo principal resultado es

el siguiente:

Teorema (Richter y Thomassen, 1993). Si G es una grifica k-critica en cruces en el plano

entonces

ar(G) < 2.5k + 16.

Este resultado fue generalizado en (13] a cualquier sugerficie compacta de género positivo con

el siguiente teorema.

Teorema. Para cada superficie compacta ¥ existe una constante ¢(X) con la siguiente propiediul.

Sea G una grafica k—critica en . Entonces
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cre(G) <€ 2.5k + ¢(X).

Aqui, cre(G) denota al nimero de cruce de G en X,

Recientemente, M. Lomeli y G. Salazar lograron reduzir el coeficiente de k de 2.5 a 2 con ¢l

siguiente resultado (ver [14]).

Teorema. Existe una constance C con la siguiente propiedad. Si G es una grafica k-critica en ¢

plano con grado minimo ¢ > 4, entonces

5—4
(G) < 2% — k| ——
ar(G) < 2k k<5_2)+0

La segunda aportacién importante de esta tesis a la teoria de nimero de cruce consistié justa-
mente en bajar el coeficiente de £ c¢n el Teorema anterior de 2 a 1.5. El siguiente resultado resuinc

el trabajo realizado en esta tesis sobre esta linea.

Teorema 4 Si G es una grdfica conexra k-critica en cruces en el plano con grado mdzimo m. y
[V3(G)| > (3704k + 21140)k entonces

cr(G) < 1.5k + 18m — 38

Como puede apreciarse en los resultados antes citados, el costo que hemos pagado por bujar
el coeficiente de k de 2.5 a 1.5 consiste esencialmente en conferirle participacién al grado maximo
sobre la cota. En otras palabras, hemos tenido que agregar a la cota un término que depende del

grado maximo.

Por otra parte, especialistas en ¢l tema como lo son G. Salazar, B. Richter y C. Thomassen creen
que no existen graficas que satisfacen simultaneamente con ser k—criticas y tener grados maxinos
arbitrariamente grandes comparados con k£. Concretamente, estos matemdticos han conjeturado

lo sigutente:

Conjetura 1. Para cada entero positivo k existe un enterc ng tal que si GG es una grafica k—critica

en cruces en el plano entonces A(G) < ny.

En este sentido, J. Leafios y G. Salazar conjeturan més todavia, a saber:
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Conjetura 2. Existe una funcién /. N — N tal que si G es ii-critica en cruces en el plano entonces

A(G) < f(k) y ademas O(f(k)) < O(k).

Aqui, O(f(k)) < O(k) significa que para cada numero posistivo 7 existe un entero positivo p,

con la siguiente propiedad: Si k > p, entonces k — f(k) > r.

Observe que de confirmarse la segunda conjetura, entoncas nuestra cota mejoraria integramente

a la cota propuesta por B. Richter y C. Thomassen.

1.7.3 Arboles geométricos sobre conjuntos de puntos multicoloreados
con pocas intersecciones.

En esta seccion presentaremos la ultima aportacién import.ante de estd tesis a la teoria de nimero

de cruce.

Como puede verse en [1, 2, 4, 9, 10, 15, 18, 12], en la ultima decada el estudio de las grificas
geométricas ha recibido una considerable atencién por parte de la comunidad matemdtica. En
parte, este interés proviene del importante papel que este tipo de grificas estd teniendo actualmente

dentro de la geometria computacional y muchas de sus aplicaciones.

Los problemas que se investigaron en varios de los art.culos recién citados involucran graficas
geométricas cuyos vértices son conjuntos de puntos multicoloreados. Por ejemplo, en [12], C.

Merino, G. Salazar y J. Urrutia probaron lo siguiente:

Teorema. Sean k > 3, y s > 2 ndimeros enteros. Sea F = {po,p1,...,Pks—1} una coleccién de
puntos en posicién convexa , cuyos subindices estdn ordenados de acuerdo al orden ciclico en el cual
ellos aparecen en el poligono convexo cuyo conjunto de vértices es P. Paracada:=0,1,..., k-1,
sea Pi:= {p; € P|j =i (mod k)}. SeaTp,T',...,Tk_1 cualquier coleccién de arboles geométricos
sobre Py, Py,...,Py_1, respectivamente. Entonces el mimero total de intersecciones sobre las
aristas de To U T - - U Ty es al menos 2sk(k — 1)/3 — 5k(k — 1)/6.

Mas aun, ellos mismos probaron que para los casos kL = 3 y &k = 4, la cota enunciada no se

puede mejorar.

En esta tesis, se continué con el estudio del teorema anterior con el fin de mejorar la cota para

k > 5. Afortunadamente, alcanzamos nuestro objetivo y pudimos probar el siguiente resultado.

Teorema 5 Si k > 5 en el Teorema anterior, entonces el numero total de intersecciones sobre las

19




aristas de TyU Ty U---UT._, es al menos 7sk(k —1)/10 - 9k(k — 1)/10.

El tnico caso en el que nuestra cota no mejora a la presentada en [12] es cuando s = 2. En

este caso, el lector puede verificar facilmente que ambas cctas coinciden.

1.8 Organizacién de esta tesis

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera.
En el Capitulo 2 demostramos el Teorema 1 y los Corolarios 2 y 3.
En el Capitulo 3 demostraremos el Teorema 4.
En el Capitulo 4 demostramos cl Teorema 5.

En el Capitulo 5 presentaremos las conclusiones y algunas observaciones.
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Capitulo 2

Estructura de graficas criticas con
2—cortes de aristas:
Demostracion del Teorema 1

Iniciaremos introduciendo la terminologia y notacién que se utilizard a lo largo de este capitulo.

Sea D un dibujo de una grafica [{ en el plano y sean H,, H, subgréficas disjuntas de¢ H y
w,z € V(H).

o D|p, sera el dibujo que resulte de eliminar en D a todo arco y todo punto que no representc

a una arista o un vértice de H.

» Representaremos por Dy, 7, al conjunto de cruces en D que tienen un arco en Dly, y ¢l otro

en D|p,. Asimismo, Dp, serd el conjunto de cruces en D que tienen ambos arcos en D|yy,

e Sean A, B subconjuntos de D. Definimos la distancia d(A,B;D) de 4 a B en D como cl
minimo nimero de cruces que se producen al anadir a D un arco con un extremo en A y cl

otro en B.

2.1 Sobre la aditividad del niimero de cruce en el plano

Consideremos la siguiente pregunta:

Pregunta. Sean GG y G’ gréficas ajenas y g = zy, ¢’ = wv aristas de G y G’ respectivamente.

Si H es la grafica que resulta de afadir a (GUG') \ {g,¢'} dos aristas, una con extremos cn z, w
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y la otra en y,v. ;Seré posible calcular cr(H) en términos de cr(G) y cr(G')?

El resultado principal de esta seccion (el Lema 8) constituye nuestro primer paso significa-
tivo hacia la demostracion del Teorema 1 y ademds prieba que la respuesta a esta pregunta es

afirmativa.

A continuacion enunciamos un resultado elemental de teoria topélogica de gréficas, el cual, serd

utilizado varias veces en el resto de este capitulo.

Proposicidon 6 Sea h = vw una arista de corte de una grdfica conexa H. Sean H; y H, las
dos componentes de H — h. 51D es un dibujo de H en el plano tal que cr(H) = cr(D) entonces
Dy, w,| = 0.

El resultado que sigue, al igual que el anterior, también ser4 frecuentemente utilizado en resul-

tados posteriores.

Proposicidon 7 Sea G una grdfica no planar y D un 1ibyjo dptimo de G en el plano. Si se
reemplaza cualquier cruce de D por un vértice de grado 4 entonces la grdfica resultante tienc

cr(G) — 1 cruces.

Demostracion. Sea ¢ uno de los cruces de D. Sea H la grafica que resulta de intercambiar en D a
¢ por un vértice de grado 4. Observe que cr(G) = cr(D) > er(H) + 1. Por otra parte, sea ‘H un
dibujo éptimo de H; claramente H induce un dibujo H’ para G tal que cr(H’') = cr(H) + 1, esto
implica que ¢r(G) < cr(H) + 1y por tanto cr(G) = cr(H) + 1.

Finalmente, estamos listos para dar respuesta a la pregunta que nos planteamos al inicio de

estéd seccidn.

Lema 8 Sea {e,e'} = G[Wi, V2] un 2-corte de aristas minimal de una grdfica coneza G y G, =
GlVi] para i = 1,2. Sean z;, y. los ezxtremos de e, € en V; respectivamente. Sea G la grdfica

resultante de anadir o G; una arista g; con extremos z;, y;. Entonces cr{G) = cr(G)) + cr(GY).

Demostracion. Primero probamos que cr(G) < cr(Gh)+cr(GY). Es facil encontrar dibujos disjuntos
en el plano Di, Dy de G y G respectivamente, tales que: (i) cr(GY) = cr(D}), donde i = 1,2,y
(i) d(g1, 92, Dy U Dy) = 0.
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De (ii) se sigue que podemos unir los arcos gy, go con ur. par a, f de arcos disjuntos sin prodncir

nuevos cruces. Claramente, D} U D) U {a, 5} induce un dibujo D para G tal que
cr(D) = cr(Dy) + cr(Dy),

esto, implica que
ar(G) < cr(GY) + cr(Gy).

Antes de comenzar con la otra parte de la prucba hacemos un parentesis para introducir la
siguiente notacién: Si D es un dibujo dptimo de G en e: plano entonces Ap serd la unién de los

conjuntos Dg,, Dg,, Decy Deyr Pecas Dercy-

No es dificil ver que necesariamente

D.e'| = 0. Luego, podemos asumir que cr(G) = |Dg, ¢, | +
|Ap| simpre que D sea un dibujo 6ptimo de G.

Procederemos por induccién sobre cr(G) para proba: que cr(G) > cr{GY) + cr(GY). Nuestro
caso base sera cr(G) = 0. Llegaremos a una contradiceién por asumir que para alguna grafica
planar G ocurre que cr(G) < cr(G}) + cr(G5). Tal suposicién implica que al menos uno de G| o
G es no planar. Sin pérdida de generalidad supongamos que cr(G}) > 0. De la minimalidad de¢
{e,e'} se sigue que G contiene un ciclo C tal que e,e¢' € C. Una simple observacién nos deja ver
que cr(G U C) = cr(GY). Pero G, U C es una subgréfica de G, luego cr(G) > cr(G, U C) > 0.

Ahora, supongamos que la afirmacién es valida para todo entero no negativo menor quc ¢,

donde t es algin entero positivo y consideremos el caso cr(G) = t.
Dividiremos el resto de la prueba en 2 casos.

Caso 1. Existe al menos un dibujo D de G en el plano tal que cr(G) = cr(D) y |Ap| > 0.
Supongamos que ¢ es uno de los cruces de A4p y que las aristas a, o' son tales que D, = {c}.
Enseguida reemplicese a ¢ por un vértice v de grado 4 y lldmese H la grafica resultante. De la

Proposicién 7 tenemos que cr(G) = cr(H) + 1.

Como ¢ € Ap entonces al menos una de a o @' estd en G, U Gy. Sin pérdida de generalidad
asumamos que a € G, UG+, Dado que G, y G, son grificas disjuntas, luego a estd en sélo una de
Gy o G,. Sin pérdida de generalidad supongamos que a € Gy. Sean H, = H(V(] y H, = (V3]
donde V| = Vi U{v}. Por otra parte no es dificil ver que H[V/, V3] es un 2-corte de aristas minimal
para H y que Hy = G,. Como cr(H) =t — 1 entonces por la hip6tesis de induccién tenemos que
cr(H) = cr(H|) + cr(H;), donde H] y Hj se obtienen a partir de H de manera andloga a como se

obtuvieron G| y G} a partir . Nétese que Hj = G, debido a que Hy = Gy,
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Un argumento andlogo al que se us6 en la Proposicién 7 para probar que cr(G) < cr(H) + 1

demuestra que cr(GY) < cr(H{) + 1. Conjuntando las relzciones anteriores obtenemos que
cr(G) = ar(H) + 1 =cr(Hy) + cr(Hy) + 1 > (er(GY) = 1) +cr(Gy) + 1 = cr(GY) + er(GY),

esto es,

cr(G) > er(GY) + er(i3y).

Caso 2. |Ap| = 0 siemnpre que D sea un dibujo de G en el plano tal que cr(G) = cr(D). Lucgo
e' aparece sin cruces en todo dibujo 6ptimo de G y por tento ¢r(G) = cr(G —¢'). Sea H =G — ¢’
Como {e,e'} es un 2-corte de aristas minimal para G entonces H es conexa y e es una arista de
corte para H. Note que G, y G3 son las dos componentes de H — e. Sea D un dibujo de G en ¢l
plano tal que cr(G) = cr(D). Como ¢’ no aparece en ningdn cruce de D entonces c¢r(D) = cr(D|;1),
pero D' = D]y es un dibujo de H, luego D' es un dibujo 6ptimo de H. De la eleccién de D’
es claro que |Dg ¢,1 = |Dg,c,

. Por otra parte de la Proposicién 6 se sigue que D\, = 0y
consecuentemente |Dg,¢,| = 0. Luego cr(G) = |Ap| + |Dg,6,| = 0. Esto, contradice la eleccién

de G. En otra plabras, si cr(G) > 0 entonces es imposible que ocurra el Caso 2. 1

2.2 Sobre los 2-cortes de aristas

En esta seccién probaremos algunos resultados que involucran 2-cortes de aristas. Estos resultados

seran citados mds tarde en las pruebas del Teorema 1 y el Corolario 2.

Recordemos que E% denota al conjunto de aristas de una grafica H tales que e € E% siy
solo si e forma parte de algin 2-corte de aristas minimal de H, mientras que C,.(H) denota al
subconjunto de E% tal que a € C.(H) si y solo si {e,a} es un 2-corte de aristas minimal de H 6

a = e. En este contexto tenemos los siguientes tres resultados.
Proposicién 9 Sia,b e C.(H) entonces a € Cp(H).

Demostracidn. Si a = b entonces la afirmacién se sigue trivialmente. Asumamos pues que a # b.
Sean 4, y A; las dos componentes de H \ {a,e}. Pare 1 = 1,2 supongamos que a, y ¢; son los
extremos de a y e en A, respectivamente. Perob € H\ey a # b, luego b € A; 6 b € 4,. Sin
perdida de generalidad asumamos que b € A;. De la hipStesis de que {b, e} es un 2-corte de aristas
de H es facil deducir que b es una arista de corte para 4;. Sean A, ; y A2 las dos componentes

de A\ b. La minimalidad de {b, e} implica que si a; € A entonces e; € Ay 0 bien, sia; € 4,
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entonces e; € A; ;. Sin perdida de generalidad supongamcs que a, € Ay, y e1 € A2, Por otra
parte, es claro que si cada a; — a2 camino de H contiene a alguna de a o b entonces {a,b} ¢s un
2-corte de aristas de H. Llegaremos a una contradiccidén por asumir que existe un a; — ag camino,
digamos P contenido en H \ {a,b}. Como e es una arista de corte para H \ a y ademds a; € 4,
y ay € A,, entonces cada a, ~ a; camino en H \ a contiene a e, en particular e € P. Es facil
ver que si P, ¥y P, son los subcaminos de P cuyos extremos son aj,e; y @, €» respectivamente,
entonces P, esta contenido en P,. Esto implica que e ¢ PP~ y por tanto P es un a) - € camino
contenido en A, pero a; € Ay, y e; € A, luego b € P y como consecuencia obtenemos b € P
una contradiccén. Por otra parte, la minimalidad de {a, e} implica que a no es una arista de corte
de H, asimismo, la minimalidad de {,e} implica que b no es una arista de corte de H, luego cl

2-corte {a,b} es minimal y por lo tanto a € Cy(H). 1

Proposicion 10 Sea G una grafica 2-arista-coneza con grado minumo al menos § Si ¢ es una
arista de G tal que e € EL y G| es una componente de G\ C.(G) entonces G, es 2-arista-concu

y existen exactamente 2 aristas de C.(G) incidentes con G, .

Demostracion. Primero probaremos que existen exactamente 2 aristas de C.(G) incidentes con G .
Sea Gy = G\ G;. De la definicién de G, es obvio que toda arista de G que tiene un extremo en ()
y el otro en G2 es un elemento de C.(G), llamaremos Eg, a tal subconjunto de C.(G). Como G
es 2-arista-conexa entonces |Eg, | > 2. Obtendremos una contradiccién por asumir que E¢, tiene
al menos 3 clementos. Sean b,d y f clementos ditintos de Eg,. Para z € {b,d, f} supongamos que

Z) Yy zo son los extremos de la arista z, mds ain, asumamos que z; € G).

Como b,d € C.(G) entonces por la Proposicién 9 tenemos que b € Cy4(G), esto implica que
{b,d} es un 2-corte de aristas para G, y por tanto todo b, - by camino en G contiene a b o d. Por
otra parte, es evidente que tanto G como G, son conexas, mas atn, ninguna de ellas conticuc
aristas de Eg,, luego para j = 1,2 existe un camino () contenido en (Gj con extremos en b, y f,
Pero @, U fUQ@, es un by — by camino de G que no contiene a ninguna de b o d, esto contradice cl
hecho de que {b,d} es un 2-corte de aristas para G. De esta manera queda probado que |Eg,| = 2.

Supongamos que E¢, = {a,a’}.

Enseguida verificamos que G, es 2-arista-conexa. Corno G es 2-arista-conexa entonces todo
2-corte de aristas de G es minimal. No es dificil ver que si % es una arista de corte en G| entonces
{a,h} es un 2-corte de aristas para G y por tanto h € C,(G), pero por otra parte ya teniamnos
que a € C.(G) o bien e € C,(G), luego de la Proposicién 9 se sigue que h € C,(G), lo cual
contradice al hecho de que C.(G) NG| = 8. Tal contradiccién conlcuye con la prueba de que &

es 2-arista-conexa. B
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Corolario 11 Si G,e y G, son como en lu Proposicidon 17 y a € E% N E(G,) entonces C,(G) C
E(G)).

2.3 Prueba del Teorema 1

Finalmente, nos encontramos en condiciones de probar el resultado mas importante de este capitulo.

Demostracion del Teorema 1. Como G es conexa y critica en cruces entonces G es 2-arista-
conexa y por tanto todo 2-corte de aristas en GG es minimal. Sea j un entero tal que 1 < j < n.
Asumamos que {u;juj,v,v}} es el 2-corte de aristas de G que separa a Gj de H; = G\G, garantizado
por la Proposicién 10. Asumamos que u

vy € V(H,). Sea H; la grafica que se obtiene al afadir

a Hj una arista con extremos uj, vj.

Sea @ una arista arbitraria de G;. De la Proposicién 10 sabemos que G es 2-arista conexa, luego
Gj\a es conexa y por tanto el 2-corte de aristas {uju}, v;v}} conserva su condicién de minimalidad
si se le considera como un 2-corte de G \ a, este hecho garaatiza que tanto G como G \ a satisfacen
los requerimientos del Lemma 8. Aplicando el Lemma 8 sobre G y G\ a, y considerando que G c¢s

critica en cruces obtenemos
cr(Gh \ a) + er(Hj) = cr(G \ a) < cr(G) = cr(G}) + cr(Hj),
y en consecuencia
cr(G)\ a) < cr(GY). (2.1)
Ahora, puede ocurrir sélo uno de los siguientes dos casos. En un primer caso tenemos quc
cr(G5 \ g;) < cr(GY) y por lo tanto cr(Gj \ e) < cr(G5) para toda e € E(GY). En el segundo caso
tenemos que cr(G) \ g;) = cr(G}). Ahora, como G\ g; = G; entonces cr(G \ g;) = cr(Gj) y
por lo tanto cr(G}) = cr(G;). Por otra parte, como G; \ a es una subgréfica de G, \ a entonces

cr(Gj\a) < cr(G\a). Combinando las tltimas dos relaciones con (2.1) obtenemos que cr(G;\a) <
cr(G5 \ a) < er(GY) = cr(Gy) y por lo tanto cr(Gj \ e) < cr(Gj) para toda e € E(G;). &

2.4 Prueba del Corolario 2

Nos apoyaremos en el siguiente lema para probar el Corolario 2.
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Lema 12 Sea G una grdfica coneza critica en cruces en el plano con grado minimo al menos 3.
Supongamos que e es una aristas de G tal que e € E%. Sean G1,Ga,...,G, las componentes de
G\ C.(G). Parai=1,2,...,n sean u; y v, los extremos er. G; del 2-corte de aristas que separa a
G; de G\ G; garantizado por la Proposicion 10. Sea G la grifica que resulta de anadir a G; una

arista g; con extremos u,,v;. Entonces

(EE\ C.(G)) C (Eg UEE, U...UE, ).

Demostracion. Si E% \ C,(G) = 0 no hay nada que probar Asumiremos pues que E% \ C,(G) no
es vacio. Sea a una arista arbitraria de EZ \ C.(G). De la construccién de G}, G4, ..., G, es obvio
que a € E(G))U E(G4) U ... U E(G), mas atn, las graficas G, G5, ..., G, son ajenas por parcs,
luego a estd contenida en sélo una de ellas. Sin pérdida de generalidad asumamos que a € G, para
algin j € {1,2,...,n}. Como a € EZ, entonces G contiene al menos a una arista b distinta de a
tal que a y b son un 2-corte de aristas para G. Por el Corolario 11 sabemos que C,(G) C Gj, luego
be G yaquebe Co(G)y G; C G

Enseguida probaremos que a y b conforman un 2-corte para G;. Supongamos que no. Luego
si a1 y az son los extremos de a entonces G \ {a, b} contiene un camino P con extremos a; y a;.
Como el par a,b es un 2-corte para G y G; es una subgréfica de G entonces g; € P. Denotermnos
por P, y P> a las dos componentes de P\ g;. Por la Proposicién 10 sabemos que existen 2 aristas
en G, digamos f, f' que separan a (; de G\ G;. Evidentemente los extremos de f y f' en G, son
u; y v;. Asumamos que u} y v; son los extremos de f y f' en G\ G;. Como G \ G; es conexa
entonces G \ G; contiene un camino @ con extremos u; y vj. Luego P’ = PLUQU P es un
camino en G \ {a,b} con extrenos a; y a». La existencia de P’ implica que {a, b} no es un 2-corte
para G, esta es la contradiccion deseada. Por la Proposicién 9, G; es 2-arista-conexa, luego G s

2-arista-conexa y por lo tanto el par a,b es un 2-corte minimal para G} y asi a € E2, . n
J

El siguiente resultado es uno de los mas importantes de esta seccién, ya que establece una cota
superior para el cardinal de EZ cuando G es una grafica de grado minimo al menos 3 y critica cn
cruces en el plano. Més adelante exhibiremos una familia de gréficas, la cual, prueba que dicho

resultado estd asintéticamente dentro de un factor de 2/2 de la solucién éptima.

Demostracion del Corolario 2. Si E% = 0 el problzama se sigue trivialmente. Por otra parte
no es dificil ver que si cr(G) = 1 entonces G € {Kj5, K33}, en tal caso es evidente que EZ = {.

Asumiremos pues que cr(G) > 2 y E% # 0, y procederemos por induccién sobre cr(G).

La prueba para el caso base cr(G) = 2 se puede deducir ficilmente a partir del Teorema 1 y

el Lema 12. Ahora, supongamos que la afirmacién es valida para cada entero positivo s tal que
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s <t—1, donde t > 3, y consideremos el caso cr(G) = t.

Sea e una arista de G tal que e € E% y G1,Ga,...,G, las componentes de G \ C(G). Evi-
dentemente |C,(G)| = n. Para<=1,2,...,n supongamos que u; y v; son los extremos en G, del
2-corte de aristas que separa a G; de G \ G, garantizado por la Proposicién 10. Sea G’ la grilica
que resulta de anadir a GG; una arista con extremos u;, v;. Por el Teorema 1 sabemos que al mecnos
una de G, o G} es critica en cruces. Si G es critica en cruces entonces {; = G,. En el otro
caso H, = G,. Como G es critica en cruces entonces existe al menos un r € {1,2,...,n} tal que
H, = G.. Por comodidad asumiremos que r = 1 aunque ello implique reetiquetar las componentes
de G\ C.(G). Lanica posibilidad que existe de que H; contenga vértices de grado 2 se da cuando
H; = G,, mas auin, en tal caso los uuicos vértices que pueden tener grado 2 son u; y v;. Si ninguno
de u, y v, tiene grado 2 en H, entouces H, = H,. Si por el contrario H; contiene vértices de grado
2 entonces definimos a H| como sigue: Si 2 es un vértice de grado 2 en H, entonces denotarcios
por wy y z; a sus veértices adyacentes. Como H,; es critica en cruces entonces wy # zz Y por tanto
al menos uno de w; 0 z; estd en V(H;) \ {u,,v;}. Sin pirdida de generalidad asumamos que w,

es dicho vértice. H| serd la grafica que resulte de contraer en H; a cada arista zw,.

De la construccion de Hj es facil deducir que |E};,

< |E%,| + 2, més ain, H' es conexa cou
grado minimo al menos 3 y critica en cruces en el plano, ademds de verificar que cr(H!) = cr(H,).

Ahora bien, como cr(H]) = cr(G}) entonces

n n

S cr(H) = ().

Jj=1 =1

Aplicando la hipétesis de induccién sobre H obtenemos que |E%,| < 3cr(H!) — 4 y en conse-
cuencia
n mn
) .
> IER ] <3% er(Gy) —dn.
i=1

J=1

Como H\,H,,. ., H, son disjuntos por pares, |C.{(G)| = n, y por el Lema 12 E% \ C.(G) C

noop
U;=1 £}, entonces

E&l - n=E2\C.O) <||JER,| =D |EL ).
i=1 i=1

Pero |E}, | = |E21| va que Hy = H{ y ademis |E}, | < |E%, |+ 2param =2,3,...,n. Lo

anterior implica que
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s

DOIER < IER + Y (1B | +2) = D |Ef |+ 2(n ~ 1).

J=1 =2 1=1

Luego

n n s

\EE|-n <> |Ef|+2(n-1)< [3) e(G)) —4n | +2(n-1)=3) cr(G)) —2n -2,

J=1 =1 =1

Por el Lema 8, cr(G) = Z;zl cr(GY) y por lo tanto E%Z| —n < 3cr(G) - 2n — 2, 0 aquivalente-
mente |E%| < 3cr(G) = n — 2, peron > 2, luego |EZ| < Ser(G) — 4. 1

A continuacién exhibiremos una familia de gréficas que muestra que la cota enunciada en ¢l

Corolario 2 no puede- mejorarse en un factor mayor que 2/3.

Para n entero positivo sea H, la grifica critica en cruces en el plano con grado minimmo al
menos 3 construida a partir de n-copias de K3 3, como se muestra en la Figura 3. Por el Lemna 8
sabemos que cr(H,) = n y por otra parte, de la Figura 3 es claro que [Ei,“[ =2n - 2. Porlu
tanto |E,2,n| = 2cr(H,) — 2. La existencia de esta familia de graficas implica que nuestra cota csta

asintdticamente dentro de un factor de 2/3 de la solucién 6ptima.

Figura 3.

2.5 Prueba del Corolario 3

Como podemos ver en el Teorema 1 se ha propuesto una manera de partir a una gréfica que tienc
2-cortes de aristas y es conexa con grado minimo al menos 3 y critica en cruces en el plano en varias
subgraficas disjuntas por pares, a saber G,,Ga,...G, (ver Teorema 1). De hecho, el Teorema |
concluye que si G, para algun j € {1,2,...,n}, no es critica en cruces en el plano entonces basta

agregar a G, la arista g, para que G, = G;Ug; sea critica en cruces en el plano. El costo de anadir
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g; a G; consiste unicamente en que G’ puede pasar a ser una menor de ¢ y no una subgrdfica
como lo era antes de la anadicién de g;. Notese que en el caso de que G no sea critica en cruces
en el plano entonces G’; es una menor de G que posee las mismas caracteristicas de G, esto es
G', es conexa critica en cruces en el plano con grado minimo al menos 3. En el caso contrario
(cuando G es critica en cruces cn el plano v G’ no lo es), existe la posibilidad de que G'; no tenga
grado minimo al menos 3 y por lo tanto (, no puede tener las mismas propiedades que G. A
continuacién proponemos un algoritimo basado en el Teorema 1, el cual nos permitird superar esta

dificultad. La prueba del Corolario 3 estd basada en este algoritmo.
En lo sucesivo, nos referiremos a tal algoritmo como el algoritmo particion.

El algoritmo particién tendrd como entrada a una grdfica G y una arista e de G tales que
e € E% y G es conexa critica en cruces en el plano con grado minimo al menos 3. La salida
serd una coleccidn de grificas, digamos G = {My, My,..., My} tal que: 1) G contiene al menos
2 elementos, 2) cada par de elementos de G son disjuntos entre si, 3) cada elemento de G ¢s una
menor de G, 4) cada grafica en G es conexa critica en cruces en el plano y de grado minimo al

menos 3, y por ultimo 5) cr(G) = Y7, er(M,).

Descripcion del algoritmo particion.

Asumamos pues que G es una grifica conexa critica en cruces en el plano con grado minimo
al menos 3 y que e € E%. Sean G},G},... G} las componentes de G \ C.(G). Evidentementc
2 <|C(G)| =n. Parai =1,2,...,n sean u; y v; los extremos en G} del 2-corte de aristas quc
separa a G! de G\ G! garantizado por la Proposicién 10. Sea G? la gréfica que resulta de anadir
a G} una arista con extremos u,,v,. Por el Teorema 1 sabemos que al menos una de G} o G? e5
critica en cruces en el plano. Note que ambas G} y G? son menores de G. Sea j un elemento

arbitrario del conjunto {1,2,...,n}.
Paso 1. Si G;"- es critica en cruces entonces G? = GJZ. En el otro caso G? =G}

Paso 2. Si G? tiene grado minimo al menos 3 entonces G‘J‘- = G?. En el otro caso los inicos
vértices de G? que pueden tener grado menor que 3 son u; y v;, mas aun, de la construccién de
G? es facil ver que tanto u; como v, tienen grado al menos 2. G serd la gréfica que resulte de

suprimir en G? a cada vértice de grado 2.

No es dificil verificar que G}, G4,..., G4 es la coleccién de gréaficas requeridas. En lo sucesivo

diremos que G%,G3,...,G% son las menores criticas de G inducidas por e.

Un comentario sobre notacién. Si H es una familia finita de gréficas entonces denotaremos por
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cr(H) la suma de los nimeros de cruce en el plano de los elementos de H, en simbolos cr(H) =
Dopewn cr(H).

Demostracién del Corolario 3. Sea Gy = {G}. Para 1 entero positivo definimos a la
coleccién de graficas G; como sigue: Si cada una de las gréficas contenidas en la coleccién Gy s
3-arista-conexa entonces G, = G;.1. Enel otro caso G, coatiene al menos una grafica H, .| la cual
contiene una arista e, tal que ¢;_; € E%,I_l. Notese que en el caso 1 = 1, Hy = G. Enseguida
apliquese el algoritmo particién sobre el par H,_y,ei—;. S5i Hi—) es la familia de gréficas cuyos

elementos son las menores criticas de #,_; inducidas por e,y entonces G; = (G,—1 \ Hi—1) UHi-,
Afirmacién 1 Sir es un entero no negativo entonces cr{tG,) = er{Gry1)-

Demostracion. Si G, = G,4+) no hay nada qué probar. Asamiremos pues que G, # G, ;. Clara-
mente, basta probar que cr(Gr4y \ Gr) = cr(Gr \ Gr+1). Pero Gry1 \ G, = H, mientras quc
G-\ Gr41 = {H,}. Por otra parte, la ultima condicién que satisface el algoritmo particion cs

justamente que cr(H,) = cr(H,), este hecho concluye con la prueba de la Afirmaciéon 1. n

Una consecuencia inmediata de la Afirmacién 1 es que para todo par de enteros no negativos
ry y 72 se satisface que cr(G,,) = cr(§,,). Lo anterior es cierto en particular parar, = 0y por lo

tanto cr{Go) = cr(7,, ), pero cr{Gp) = cr(G), luego cr(G) = cr(Gr,).

A continuacién probaremos que para algun entero no negativo p < cr(G) se verifica que G, =
Gp+1. Supongamos que no. Luego, para ¢ = cr(G) se satisface que G,_1 # G,. Por otra parte,
de la construccién de G, a partir de G;_| es ficil ver que |G;| > |Gi-1| siempre que G,_, # G,.
Luego G, tiene al mnenos ¢ + 1 elementos. Como cada uno de los elementos de G, es critica en
cruces en el plano entonces cada elemento de §; tiene numero de cruce al menos 1, esto implica

que cr(Gy) > g+ 1 > cr(G) lo cual contradice a la Afirmacion 1.

Sea po el menor entero no negativo para el cual se satisface que G,, = Gpo4.1. De la construccidn

de Gp, es facil deducir que Gy, es la coleccién de gréficas requerida, es decir Mg = G,,. 8

El resultado que sigue, es una consecuencia del Corolario 3
Corolario 13 Si G y My, M,,..., M, son como en el Corclario 3 entonces cr(G) > n.
Demostracién. Dado que cada una de M, M,,..., M, es una grafica critica en cruces entonces

cr(M,;) > 1 para cada j = 1,2,...,n. Esto implica que Z;zl cr(M;) > n, pero por el Corolario 3
sabemos que cr(G) = Y7 er(M;), luego cr(G) > n. u
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Capitulo 3

Numero de cruce de graficas
criticas con grado maximo
acotado:

Demostracion del Teorema 4

Las grificas conexas k-criticas en ¢l plano que tienen un nimero grande de vértices (y aristas,
en consecuencia) comparado con A (como todas las que nos interesan en este capitulo) tienen uua
estructura muy parecida a la de las gréificas planares. Esta similitud se debe a que este tipo de
graficas k—criticas contienen un subconjunto S de a lo mas & aristas tal que la eliminacién de dicho
conjunto S de la grafica k—critica da como resultado una subgréfica planar. Esta subgrafica planar
es muy parecida a la grafica k-critica que la contiene, ya que por construccién, la diferencia entre

ambas es de sélo unas “pocas” aristas.

Nuestro primer paso hacia la prueba de Teorema 4 es demostrar que las grafica criticas en cruces
en el plano con grado minimo al menos 3 tienen una cantidad relativamente grande de ciclos de
longitud pequena. En esta tesis diremos que un ciclo tiene longitud peguena si su longitud es a lo

mas 20.

Para alcanzar esta meta, dedicaremos la primer seccién de este capitulo a probar algunos
resultados sobre ciclos de longitud pequena en grafica planares. M4s adelante, usaremos la similitud
que existe entre las graficas k—criticas y las grificas planares para extender estos resultados a la

familia de graficas que nos interesa.
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3.1 Ciclos de longitud pequena en g;réﬁcaé planares

El argumento que usaremos para probar nuestro proximo resaltado fué motivado por un argumento

parecido que B. Richter y C. Thomassen usaron para probar uno de sus Teoremas en [16].

Teorema 14 Sea G una grdfica simple coneza planar con grado minimo al menos 3 yr > 0 un
entero. Sea F el conjunto de caras de algin encaje de G en el plano. Si A es el subconjunto de

caras de F cuyas fronteras tienen longitud a lo mds r + 5 entonces |A| > ﬂ—f—fgi

-

Demostracion. Para cada cara F' de F la suma w(F) = 3] _r

1/d(v), es conocida como el peso
de F, donde d(v) es el grado del vértice v y v ~ F significa. que v es incidente con F. (Un vértice
aparece en la suma w(F') tantas veces como la frontera de F' pasa por v.) Como G es simple y tieuc
grado minimo al menos 3 entonces [(F) > 3 y para cada cara F, w(F) < I(F)/3 respectivamente,

donde {(F) es la longitud de la frontera de F.

Es facil ver que p = )~y w(F) es el numero de vértices de G. ( 3 ; significa que la suma sc hace

sobre todas las caras de F.) Asimismo, st g es el nimero de aristas de GG entonces 2g = 3 0 I(F).

De las ultimas 2 ecuaciones y la férmula de Euler 2 = p--¢+|F]| se sigue que 2 = ‘5 2o {2w(F)~
I(F) +2}. Como w(F) <I(F)/3 entonces

12 <Y {UF) +6} =) {~U(F)+61+ Y {-I(F)+6}.
F A F-A
Ahora bien, puesto que 3 < [(F) entonces —I(F)+6 < 3y consecuentemente ) ,{—{(F)+6} <

3|A|. Por otra parte si £ € F — A entonces [(F) —6 > r, o bien —={(F) + 6 < —r y por lo tanto
2or_a{—UF)+6} < —r(]F| - |A]). Luego

12 < 3JA] = r(|1F] = |A]-
El resultado deseado se obtiene al despejar 4| de la desigualdad anterior. n

En el Teorema anterior, note que la frontera de cada elemento de A nos provee de un ciclo de

longitud a lo mas r + 5.

El proximo resultado es parecido al anterior. La tunica variante en este caso, es que no todos

los vértices de G tienen grado minimo al menos 3.
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Corolario 15 Sea G una grdfice simple coneza planar. Sea F el conjunto de caras de algun encaje
de G en el plano y A el subconjunto de caras en F cuyas fronteras tienen longitud a lo mds 20. Si

W es un subconjunto de V(G) tal que v € W si y solo si d(v) < 3 entonces |A| > (5/6)|F| — 4|W1.

Demostracion. Sea D el encaje de G en ¢l plano cuyo conjunto de caras es 7. Como G es conexa
entonces d(v) > 1 para todo v € V(G). Por owra parte, es facil ver que si u € V(G) es tal que
d{u) < 3 entonces siempre podemos anadir a D un conjunto E, de 3 — d(u) aristas tales que cada
elemento de &, tiene un extremo en u y el otro en V(G) \ {u}. Lo anterior es posible sin producir
nuevos cruces y manteniendo la simplicidad, es decir D U &, es un dibujo sin cruces y la grafica
inducida por DU &, es simple. De esta manera podemos construir un dibujo sin cruces, digamos
D' a partir de D tal que la grifica G' inducida por D' satisface las siguientes propiedades: a)
V(G) = V(G"), b) G es una subgrafica de G', ¢) G' es simple y tiene grado minimo al menos 3, d)
|[E(G")\ E(G)| < 2|W| y por ultimo e) ninguna subgréfica propia de G’ satisface simultidncamentc
a), b), ¢) vy d).

Si F' es la coleccidn de caras de D' y A’ es el subconjurto de caras en F' cuyas fronteras tiencn
longitud a lo més 20 entonces por el Teorema 14 tenemos que |A'| > mf—llls’L—H > (5/6)|F|.

Como cada arista de G’ estd en la frontera de a lo mds 2 caras de F* entonces [a eliminacién de
cada arista de E = E(G') \ E(G) disminuye a lo més en 2 a |4’|. Pero |E| < 2|W|, luego A ticne
al menos |A'| — 2(2|W|) = | A'| — 4|W] elementos. Esto es, |A| > |A'| — 4|W| > (5/6)|F'| — 4|W].

El resultado deseado se sigue de la desigualdad anterior y el hecho de que |F'| > |F|.

3.2 Conjuntos independientes maximos en graficas planares

En esta seccién deduciremos una consecuencia a partir de uno de los resultados obtenidos en [11].

Esta consecuencia serd utilizada en la prueba del Teorema 4.

Iniciaremos esta seccién enunciando un resultado elemental de teoria de graficas. o

Proposicién 16 SiG es una grdfica coneza planar sin lazos y G’ es una subgrdfica simple mazxinal
de G entonces a(G) = a(G").

El resultado obtenido en [11] que usaremos en esta tesis es el siguiente (la prueba que exhibimos

aqui, es una sintesis de la prueba original):
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Teorema 17 Sea G una grdfica sunple coneza planar cen grado minimo al menos 3. Si U es un

. . . -y . 2V(G)| -
conjunto independiente de vértices en G entonces |U]| < -—l—(%-,—".

Demostracion. Sea U = {uy,ug,...,un}y N(u,) = {wi1, wiz...,wip, } esel conjunto de vértices
adyacentes a u, en G, donde i = 1,2,.. ,n. Sin pérdida ce generalidad asumamos que los vértices
Wi, Wy 2, .., Wi, aparecen en ese orden ciclico en algun encaje F de G en el plano. No c¢s
dificil ver que G' = GUC, U .U C, es una grafica simple conexa planar, donde C; denotu
al ciclo w, w2 ... w, pwiy. Sea G la grafica que se obtiene de G’ al eliminar a U y a toda
arista incidente con algin vértice de U/ Claramente, |U| < |F(G")|. De la construccién e G
es facil ver que esta grafica es simple conexa y planar. De las caracteristicas recién mencionadius
de G" se sigue que 3|F(G")| < 2|E(G")|. Sustituyendo la desigualdad anterior en la férmula de
Euler |V(G")| — |E(G")| + |F(G")| = 2 obtenemos que |F(G")| < 2|V(G")| — 4. Pero |V(G")] =
IV(G)| - U, luego [U| < 2)V(G)| - 2|U| -4 y por lo tanto |U] < 2EU=1

El corolario que sigue, sera utilizado en la prueba del Teorema 4.

Corolario 18 S5i G es una grdfica coneza planar tal que |N(v) \ {v}| > 3 para tode v € V(G)
entonces a(G) < ﬂﬂgn——‘l

Demostracion. Sea H una subgréfica simple maximal de G.

Dividiremos la prueba en 2 casos.

Caso I. Si G no tiene lazos entonces por la Proposicién 16 tenemos que a(G) = a(H). Por
otra parte el Teorema 17 garantiza que o(H) < (2|V(H| — 4)/3. Luego a(G) < (2|V(G)| —4)/3

va que V(H) = V(G).

Caso 2. G contiene lazos. Como ningun vértice de G que tenga lazos puede pertenecer a algiin
conjunto independiente de vértices en & entonces a(G) < a(H). Por el Teorema 17 tenemos que
alH) < (2)V(H)| —4)/3 y por construccidén de H es derto que V(H) = V(G), lucgo a(G) v
a(H) < (2[V(G)[-4)/3. n

3.3 Prueba del Teorema 4

Finalmente nos encontramos en condiciones de probar el Teorema 4.



Demostracion del Teorema 4. La estrategia que seguiremos para resolver este problema cs

la siguiente:

(i) Primero probaremos que si G contiene una arista e y un par de ciclos Cy, Cs tales que E(C,)N
E(C3) = {e} y ademads tanto C| como C, tienen loagitud a lo més 20, entonces el resultaclo

deseado se sigue facilmente.

(ii) Después, probaremos que efectivamente, G contiene una arista e y ciclos Cy y Cq que satisfacen

los requerimientos citados en (i).

Demostracién de (1). Como G es k-critica entonces cr((¢ — e) < k — 1. Luego, existe un dibujo
de G — e en el plano con a lo mds k — 1 cruces. Supongamos que u y w son los extremos de e.
Para i = 1,2 sea P; el camino C, \ e. En principio es posible que algunas aristas de % se crucen
con otras aristas de P;. Podemos considerar el dibujo d2 P, como una gréafica sin cruces H, cou

vértices de grado 2 y 4. Sea P/ el camino mds corto en Ff; que une a u y w.
Dividimos el resto de la prueba de (2) en 2 casos.

Caso 1. P| y Pj no se cruzan. En este caso, para cada j € {1,2} habrd 2 formas de dibujar «
e cerca de P}, una por cada lado. En total ésos 4 dibujcs de e cruzando cada arista que no estd
en Py U P, incidente con los vértices internos de Py o P, ocasionan a lo mas 36(m — 2) cruces ya
que tanto P, como P, tienen a lo mas 18 vértices internos y todo vértice de P, U P, tiene a lo mis

m — 2 aristas incidentes que no estan en P, U Ps.

En principio es posible que los restantes £ — 1 cruces d2 G'\ e crucen a P{U F;. Con ésto y dado
que P no se cruza con P, entonces tenemos que los 4 dibujos de e cerca de P{ o Py ocasionardn
a lo mas 2(k — 1) cruces. Esto arroja un dibujo de G = (G \ e) Ue con a lo més

36(m ~2)+2(k-1)
4
cruces. Por lo tanto, cr(G) < 1.5(k — 1) + 9(m — 2) < 1.5k + 18m — 38.

+k-1

Caso 2. P| se intersecta con P;. Podemos considerar el dibujo de P} U P} como una gréfica sin
cruces H con vértices de grado 2 y 4. Luego, habrd exactamente 2 formas de dibujar a e cerca de
H sin cruzar a H, una por cada lado. Eu total ésos 2 dibujos de e cruzando cada arista quc no
esta en P, U P, incidente con los vértices internos de P, o P, ocasionan a lo més 36(m — 2) cruces
ya que tanto P; como P tienen a lo mdas 18 vértices internos y todo vértice de P, U Py tiene a lo

mas m — 2 aristas incidentes que no estan en Py U Ps.

Como P| se cruza al menos una vez con Py y G \ e tiene a lo mds k — 1 cruces entonces los 2

dibujos de e cerca de H ocasionardn a lo mds k — 2 cruces. Esto arroja un dibujo de G = (G'\e)Ue
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con a lo mas
36(m — 2)2+ (k=2) ok

cruces. Por lo tanto, cr(G) < 1.5k + 18m ~ 38. Con ésto, queda probado (7).

-1

Demostracion de (ii). Primero, suprimase cualquier vértice v tal que |[N(v) \ {v}| = 2. Esto, no
afecta al niumero de cruce de G ni a sus propiedades. Por lo tanto, podemos asumir que para todo

vértice v en G se satiface que [N (v) \ {v}| > 3.

Si G tiene un conjunto con al menos 3 aristas paralelas, digamos f,g y h con extremos u y w
entonces la arista g y los ciclos C) = 2 fwgz y Co = zhwgzr satisfacen las propiedades requeridas

por (1). Asumamos pues que todo conjunto de aristas paralelas en G tiene 2 elementos.

Observe que G tiene un conjunto S con a lo mas k aristas tales que G — S es planar. Sea G’
una subgrafica simple maximal de G. Como |[N(v) \ {v}| > 3 para todo v € V(G) entonces G’
tiene grado minimo al menos 3, mds ain, G' — S es planar. Sean H,, H,, ..., H, las componentes
de G’ — S. Sin pérdida de generalidad asumamos que H, es tal que |V (H,)| > |V (H;)|, donde
j = 2,3,...,n. Note que H) es una grafica simple conexa planar con a lo méas 2k vértices con
grado menor que 3. Por el Corolario 15 tenemos que H) contiene al menos (5/6)|F (H,)| — 4(2k)

caras de longitud a lo mas 20. En lo sucesivo denotaremcs por A a tal conjunto de caras.

Sea H; un dual plano de H,. De las caracteristicas de H; y la definicién de dualida«l se sigue
que H; es una grafica conexa planar con grado minimo al menos 3. Aplicando el Corolario 18
sobre Hy tenemos que a(Hy) < (2|]V(H])| — 4)/3, esto implica que A contiene un subconjunto
A' con al menos (5/6)|F(H,)| — 8k — (2|V(H])| — 4)/3 e.ementos tales que si f € A’ entonces A’
contiene otro elemento distinto de f, digamos f’ tal que las fronteras de f y f’ tienen al menos

una arista en comun.

Como H;| es un dual plano de H, entonces |F(Hy)| = |V(H])|. Esto implica que |A'| >
(5/6)|F(H\y)| — 8k — (2|F(H\)| — 4)/3 y por lo tanto |A"| > (1/6)|F(H))| — (8k + 4/3).

Por otra parte, por el Teorema 2 sabemos que EZ tiene a lo mas 3cr(G) — 4 elementos. Pero
cr(G) < 2.5k + 16 (ver [16]), luego |E%| < 3(2.5k +16) —4 = 7.5k +44. Como H) es una subgrifica

de G, entonces H, contiene a lo mds 7.5k + 44 aristas de E%.

Ahora bien, si en H, se eliminan las aristas del conjunto E(H) N EZ% entonces la cardinalidad
de A’ disminuird en a lo més 40(7.5k + 44) unidades, va que la eliminacién de cualquier arista
de H puede ocacionar la pérdida de a lo mas 40 elementos de A’. De lo anterior se sigue que si
(1/6)|F(H,)| > 308k + 1762 > 8k + 4/3 + 40(7.5k + 44) entonces A’ contiene un par de elementos,

digamos f y f’ cuyas fronteras vistas como ciclos de G setisfacen con tener en comin exactamente
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una arista. Luego, basta verificar que [F(H,)| > 6(308k + 1762) = 1848k + 10572.

No es dificil ver que el numero de componentes de G’ — S es a lo mas k. Esto implica que
[V(Hy)| > |V{(G')|/k. Por otro lado, como H| es conexa y contiene a lo mas 2k vértices con
grados menores que 3, entonces |E(H,)| > (3/2)|V(H,)| - 4k o equivalentemente —|E(H,)| <
—(3/2)|V(H,)| + 4k. Sustituyendo la desigualdad anterior en la férmula de Euler |V(H;)| -

|E(H,)| + |F(H,)| = 2 obtenemos

=|\V(H)|/2+ 4k + [F(H1)| > 2,
o bien

|[F(H ) > [V(H)/2+ 2 - 4k. (3.1)

-9

Ahora, de la costruccion de G' tenemos que |V3(G)| = |V(G')| y por hipétesis |V3(G)| >
(3704k + 21140)k, luego |V (H,)| > 3704k + 21140, ya que |V (H,)| > |V3(G)|/k. Sustituyendo la

desigualdad anterior en 3.1 obtenemos

|F(Hy)| > (3704k + 21140)/2 + 2 — 4k = 1848k + 10572,

el resultado deseado. n
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Capitulo 4

Arboles abarcadores de conjuntos
de puntos multicoloreados en el
plano:

Demostracion del Teorema 5

Primero probaremos que ¢l Teorcma 5 para £ > 5 se sigue facilmente del caso & = 5. La prucba

para el caso k = 5 se da en la siguiente seccién.

4.1 Prueba del Teorema 5 para k > 5

A continuacién probaremos que si el Teorema 5 se verifica para el caso k = 5, entonces también sc

verifica para k > 5.

Demostracion del Teorema 5 para k > 5, asumiendo que es vdlido para k = 5.
Sean P, Pr,,..., P, cinco elementos distintos de {Pi, Pz,..., Px}. Por hipétesis tenemos que el
Teorema 5 se verifica para k = 3, luego existen al menos (140s)/10 — 180/10 = 14s — 18 cruces con

ambas aristas en Ty, UT,, U.. . UT,,.

Como existen (é) maneras de seleccionar a P, Py, ... P, entonces el nimero total de cruces

sobre las aristas de To, 71, ..., Tr—1 es al menos

k 1_435— 18
<5> (3%
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e =2 7 -
(dividimos por (*7*) ya que, ésta, es la cantidad de veces que se sobrecuenta un cruce).

Una manipulacién trivial demuestra que la expresion recién escrita es igual a 7sk(k — 1)/10 -

9k(k — 1)/10, como queriamos.

4.2 Prueba del Teorema 5 para k=5

Demostracion del Teorema 5 para k = 5. Procederemos por induccién sobre s. La pruchba

para el caso base s = 2 es facil.

Por tanto, asumiremos que el enunciado es verdadero para s = t—1, donde t > 3, y consideremos

el caso s = t.
Un vértice de P; es un i—vértice. Una arista de T; es una i—arista.

Por brevedad denotaremos por G a Ty UT) ...UTy. Note que si cada arista de G tiene al menos
6 cruces, entonces el numero total de intersecciones en G es al menos 6(5(s — 1))/2 > 14s — 18.

Por lo tanto, G tiene al menos una arista con a lo mas 5 cruces.

Es facil verificar que las consideraciones de conexidad (de los drboles T}) implican que cada
i~-arista intersecta al menos a una g-arista, donde ¢ = 0,...,7 — 1,i + 1,...,4. Entonces, cada

arista tiene al menos 4 cruces.

Reetiquetando los puntos de P si es necesario (quizd en el orden inverso al orden ciclico du
los puntos de P), podemos asumir que alguna O-arista ¢o tiene el menor nimero de cruces con
respecto a las otras aristas de G, y, mas adn, que los vértices incidentes con eg son pg y py,, con

jo > 10. Luego, eq tiene 4 o0 5 cruces.

Sea Eg el conjunto de aristas que intersecta a eg y Ej = FoU {eo}. Un cruce es interno si
ambas aristas involucradas pertenecen a Ej. Un cruce serd ezterno si no es interno pero involucra

alguna arista de Ej. Un cruce es bueno si es interno o externo.

Un comentario sobre notacién. Sean p,,,p,, vértices de P tales que 0 < r; < rp < 5t — 1.
Entonces el segmento abierto (py,, pr,) es el (posiblemente vacio) conjunto {py,+1,Pr, 42, Pra—1}
mientras que el segmento cerrado [p,,,pr,| s €l conjunto {pr,,Pry+1,---,Pry}- Usaremos [py;, vol

para referirnos a P\ (po, pr,)-

Dividimos el resto de la prueba en 2 casos.
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Caso 1. eg tiene 5 cruces. Esto implica que toda arista en G tiene &l menos 5 cruces. No es dificil
ver que si T}, tiene aristas que se cruzan entre si, para algin m € S = {0, 1,2, 3,4} entonces T,
puede ser modificado de tal manera que ningun par de aristas de T}, se crucen, ésto sin incrementar
cr(G). Asi pues, para m € S podemos asumir que ningin par de m-aristas se cruzan. Como cada
0-arista se cruza al menos una vez con cada uno de T\,75,73 y T., y dado que €y tiene 5 cruces,
entonces existen exactamente dos r-aristas, digamos e., €, que se intersectan con eg, para algin
r € {1,2,3,4}. Supongamos que pi,,p;, ¥ P, Pj. SON los extremos de e, y €/ respectivamente. Sin

pérdida de generalidad asumamos que 0 < 2,20 < 70 ¥ Jo < 11,02 <5t — 1.

Como T, es un arbol entonces para cada par u,v de r-vértices existe un Gnico u — v camino
contenido en 7,. Sean [ y J los caminos contenidos en T, cuyos extremos son pi,,pi, ¥ Py, Pre
respectivamente. Como T no contienc ciclos y puesto que e, y €. son las Unicas aristas de T, que

intersectan a eq entonces el par e,, ¢ estd contenido en [ 6 en ' pero no en ambos.

Sin pérdida de generalidad supongamos que e, y €, estdn contenidas en /. Sea e una arista
con extremos p,,,pi,- Como [ es el unico p,, ~ pi, camino con:enido en 7,, entonces e ¢ T,. Sea
H=(Gue)\ Ey.

A continuacién probaremos que cr(H) > 145 —36. Si contraemos eg (junto con todas sus aristas
incidentes) en H, colapsando pg y p,, ¥ reemplazandolos por ua vértice situado en cualquier punto
de eg, obtenemos dos colecciones no vacias de puntos, de tamarfios 5s’ y 5s”, con s'+s"” = s, sobre las
cuales puede aplicarse la hipdtesis de induccién. Esto da al menos (148’ —18)+(14s” —18) = 145-36

cruces, como queri{amos.

Denotaremos por S, (respectivainente S;) al segmento contenido en [po, pj,] (resp. [pj,,pol)
que tiene como extremos a p;, y pi, (1€sp. p;, ¥ pj,). Sea E, el subconjunto de E(G)\ {e, €’ ep}
cuyas aristas se intersectan con alguna de e, o €. Denotaremos por A al conjunto de aristas dc
E, que tienen un extremo en S; y el otro en [p,,,po] \ S;. Asimismo, B serd el subconjunto dc E;

cuyas aristas tienen un extremo en S, y ¢l otro en [po,pjo] \, Si. Obviamente, AN B = §.

Como p,,,p,, € P; entonces S, contiene al menos un vértice de cada uno de Ty,..., 7,1,
Tr41,- -, Ta. Porotra parte, no es dificil ver que [pj,, po] \ 5; también contiene al menos un vértice
de cadaunode Ty, ..., Ty, Trgrs- .-, 13-

Sean € {0,1,2,3,4} \ {r}. Nétese que para cada par w, z de n-vértices en [pj,, po] se satisface
que el conjunto de vértices del camino PJ_. C T}, que tiene como extremos a w y z est4 contenido
en [pj,, Pol, lo cual implica que P?_. C H. De las tres implicaciones anteriores, se sigue que existe

al menos una n-arista contenida en A. Luego |A| > 4.
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Por otra parte, dado que ninguna arista de H se intersecta con eg, entonces toda arista de [f
que se cruza con e es un elemento de B. Sca a el nimero de aristas de H que se cruzan con c.
Como eq se cruza con cada una de e, y e}, y | B| > « entonces existen al menos 6 + « cruces sobre

erUer, yaque |[A| +|B|+2>4+a+2

Ahora, como cada arista de G tiene al menos 5 crices, luego las tres aristas del conjunto
Eo\ {e,, €.} garantizan al menos 3(5) ~ 3 cruces buenos. Y dado que ninguno de los 6 + o cruces
contabilizados sobre e, U e, involucra a alguna arista de Ep \ {er,el}, entonces tenemos que G

contiene al menos 18 + a cruces buenos.

De las definiciones de G y H es ficil ver que si 8 es el nimero de cruces buenos en G, entonces
cr{H) = cr(G) — B +«, de manera que cr(G) = cr(H)+ 8- a > (14s—36) + (18+a) —a = 145 - 18.
[ |

Caso 2. eg tiene 4 cruces. Supongamos que e, es la m-arista que intersecta eg, m = 1,2,3,4.
Note que, en este caso Eo = {ey, ez, e3,e,}. Denotaremos por p;,,,p;.. a los extremos de e,,, y sin

pérdida de generalidad asumiremos que 0 < ¢1,%2,23,%4 < Jdo ¥ Jo < J1,J2, 73,74 < 5t — 1.

El siguiente resultado prueba que, es suficiente con verificar que los elementos de Ej estdn

involucrados en un nimero suficientemente grande de cruces, para que el paso de induccién proceda.

Proposicién 19 Para establecer el paso de induccidn, es suficiente probar que al menos una de

las siguientes condiciones es verdadera.

(i) Los elementos de Ej son incidentes con hojas que aparecen consecutivamente en P, y hay al

menos 14 cruces buenos.
(ii) Hay al menos 18 cruces buenos.

(i11) Hay al menos 14 cruces buenos, y cada arista de Ey es incidente con una hoja.

Demostracion. Asumamos que (i) es verdadcera. Eliminense las aristas de Ej, y las hojas conscc-
utivas de P que son incidentes con estas aristas. Esto, por hipétesis elimina al menos 14 cruces
y ademds da comio resultado una coleccidn con 5(s — 1) puntos, sobre los cuales la hipétesis de
induccidn puede aplicarse, para obtener al menos 14(s — 1) -~ 18 = 14s — 32 cruces. Esos 14s — 32
cruces, junto con los 14 cruces previamente eliminados, dan al menos 14s — 18 cruces en G, con-

pletandose asi el paso de induccion.
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Supongamos ahora que (ii) es verdadera. Asumamos drimero que ningun elemento de Ly es
incidente con una hoja. Eliminense e|,e2,e3, y 4. Esto elitninard al menos 18 cruces por hipotesis.
Si contraemos eg (junto con todas sus aristas incidentes), colapsando po y pj, y reemplazandolos
por un vértice situado en cualquier punto de eg, obtenemos dos colecciones disjuntas no vacias dc
puntos, de tamanos 5s’ y 5s”, con s’ + s” = s, sobre las cuales, la hipétesis de induccién puede
ser aplicada. Esto da al menos (145" — 18) + (14s"” — 18) = 14s — 36 cruces, los cuales junto con
los 18 cruces previamente identificados, dan los 14s — 18 cruces requeridos para completar el paso

inductivo.

Ahora asumamos que al menos un elemento de Ey es incidente con una hoja. Es facil ver-
ificar que entonces cada uno de e;,eq,e3, y €4 es incidente con una hoja, y, mds ain, que
Pjo»Pj1» Pjz» Pja» Pj. @parecen consecutivamente en P (mds aun, j4 = 5t — 1), luego p,,, es la hoja
incidente con e,,, m = 1,2, 3,4. Por lo tanto en este caso el resultado deseado se verifica sieinpre

que (iii) sea verdadera. Completaremos la prueba analizando el caso en el cual (iii) es verdadcra.

Finalmente supongamos que (iii) se verifica. Eliminense a e1,€e2,e3 y e4. Esto, por hipdtesis
elimina al menos 14 cruces. De la contracciéon de ep (junto con todas sus aristas incidentes),
colapsando pg y pj, y reemplazandolos por un vértice situado en cualquier punto de eg, obtencmos
una coleccién de puntos, de tamano 5(s — 1) sobre la cual el paso de induccién puede ser aplicado.
Esto da al menos 14(s — 1) — 18 = 145 — 32 cruces, los cuales junto con los 14 cruces previamente
eliminados, dan los 14s — 18 cruces requeridos para completar el paso inductivo. Esto completa la

prueba de la Proposicion 19.

De la Proposicion 19 es claro que para establecer el paso de induccién debemos probar que los
elementos de Ej estan involucrados en un nimero suficientemente grande de cruces. En el resto de
la prueba nos dedicaremos a probar que, efectivamente G garantiza una cantidad suficientemente
grande de cruces buenos. Los siguientes 2 resultados serdn una herramienta de gran utilidad para

alcanzar este objetivo.

Por brevedad denotaremos por V; al conjunto {pe,,Pe,,Des, Pe, }, donde € = 7, 5. Representare-
mos por A; (respectivamente A4;) a la coleccidn de aristas en E(G) \ 9 que tienen ambos extremos

en [po, Pjo) (resp. [Pjo,Po))-

Proposicién 20 Sea n = 1,2,3,4. S5t u,v son dos n-vértices en [po,pj,| (respectivamentente

[Pjo,Po)) entonces existe un unico u — v camano en T, cuyo conjunto de aristas estd contenido en
A, (resp. A;)
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Demostracién. Asumamos que u,v € [po,py] (resp. [pj,,po). La existencia y unicidad del u —v
camino se siguen inmediatamente del hecho de que T}, es una arbol que contiene a cada n-vértice.
Denotaremos por P al u — v camino niencionado. Puesto que e, es la Unica arista de T}, que

intersecta a eg entonces e, ¢ P y por tanto las aristas de P estdn contenidas en A; (resp. 4;). 1

Proposicidn 21 Sean p,,p, vértices de P tales que 0 <z <y < 5t — 1. Sean a,b enteros tales
que 0 < a,b< 4. Sip; es un a-vértice y p, es un b-vértice, entonces (pz,p,) = 0, o bien (p;,p,)

contiene un (b~ 1) (mod 5)-vértice.

Demostracion. Si (pz,p,) # 0 entonces de la definicién de (p;,py) se sigue que py_1 € (pz,py).
Ahora, como y = b (mod 5) entonces (y — 1) = (b — 1) (mod 5) y por lo tanto p, -, es el vértice
requerido.

En los siguientes dos resultados determinaremos una cantidad minima de cruces externos que

A, garantiza segun el orden en el que aparecen los vértices de Vj; en P, n =1, j.

Proposicién 22 Si los vértices pg = Dig, Piy » Pigr Pis» Pig» Pjo = Pis GPGTECEN €n P en este orden

particular, entonces las aristas de A, estan involucradas en al menos 4 cruces externos.

Demostracion. Como jo > 10 entonces para algin ¢ € {1, 1,2, 3,4} ocurre que (pi,,pi,,,) €5 no
vacio. Sea ¢ = (£+1) (mod 5). De la Proposicién 21 se tiene que (p;,, pi,,,) contiene un £-vértice,
digamos ¢g,. Ahora, como p;, y ¢; son ambos €-vértices, entonces (p;,,g¢) contiene al menos un
r-vértice, para cada r € {0,1,2,3,4}\ {€}. Por tanto (p;,,pe+1) contiene al menos un r-vértice,
digamos ¢, paracadar € R={0,1,2,3,4}\ {£,¢'}.

Para cada r € R\ {0}, @, denotard al camino contenido en T, que tiene como extremos a p,,
y gr. Sea P el pg — go camino contenido e¢n Tp. Si eg € P entonces Qo = P\ eg, en el otro caso
Qo = P.

No es dificil ver que para cada r € R se satisface que (), se cruza con alguna de ¢, 0 €},. Con
esto se garantizan al menos 3 cruces externos. Luego, basta probar que para algiin a € R se verifica
que @, se intersecta con al menos dos aristas de Eg. Note que si ¢ > 3 entonces (J) se cruza con
ey y e3. Asimismo, si £ < 1 entonces Q4 intersecta a e; y ez. En el caso £ = 2 tenemos dos
situaciones. Si ey € P entonces (Jp se cruza con €3 y e4, en el otro caso, esto es, si g ¢ P entonces

Qo se intesecta con eg y e). De esta manera quedan justificados los 4 cruces requeridos.
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Sea n = i,j. Evidentemente los vértices de V;; pueden aparecer ordenados en P de 24 maneras
distintas. Sin embargo, solo 8 de estos 24 arreglos seran ampliamente analizados en el resto de la
prueba del Caso 2. Los 8 arreglos mencionados son: (1) pay, Pogs Pras Pyt (2) Poyy Pnas Pres Prsi (3)
Pa>Pras Pras Pras (4) Pz Py Pras Poas (5) Py s Pog s Pras Poa (6) Poys Py Prgs Prss (7) Pras Puiss P s Paas
(8) Dns+DPnysPag» Pra- Por cuestiones de brevedad, nos referiremos a cada uno de ellos a través del
numero en el parentesis de la izquierda. Asi por ejemplo, nos referiremos al arreglo p,,, Pny , Pos« Pra

por medio del simbolo (4).

En la Proposicién 22 se muestra que si p;,, Pi,, Pig, Piy aparecen en ese orden en P entonces
las aristas de A; producen al menos - cruces externos. [n argumento andlogo al de la prueba
de la Proposicion 22 puede usarse sobre cada uno de los 23 arreglos restantes para determinar la
cantidad minima de cruces externos que cada uno de dichcs arreglos garantiza sobre las aristas de

Ap,m=1,j. Este, es el contenido de nuestra siguiente Proposicién.

Proposicién 23 Silos elementos de V,, uparecen ordenadss en P como en (2), (3) o (4) entonces
A, tiene al menos 6 cruces externos, pero si los vértices de V,, estdn ordenados como en (5), (),
(7) u (8) entonces A, tiene al menos 8§ cruces externos. Finalmente, cada uno de los 16 arreglos

restantes garantiza al menos 10 c¢ruces externos sobre las aristas de A,.

Sélo prebaremos 1 de los 23 casos referidos, ya que cada uno de los casos restantes pucde
establecerse usando un argumento totalmente andlogo al que a continuacién presentaremos. Nos

ocuparemos del caso en que los vértices de V;, aparecen en P ordenados como en (2).

Demostracion. Asumiremos pues que Py, , Py, , Pnys Pns @parecen en ese orden. Por demostrar que

tal disposicién garantiza al menos 6 cruces externos sobre las aristas de A,.

Sean x4, yo elementos distintos de {po, pj, } tales que 2o = pp si n =iy o = p;, en el otro caso

(n=7)

Como p,, no puede ser el antecesor de pn, en P entonces (py,, Pns) 7 0, luego por la Proposicién 21
tenemos que (py,,Pn,) contiene un 3-vértice, digamos g3. Asimismo, puesto que p,, no es el ante-
cesor de p,, entonces existe un 2-vértice, digamos ¢; contenido en (p,,,pn). Pero, paran = 0,1
es claro que p,, tampoco antecede a ¢qa_n, luego existe un (1 — n)-vértice, digamos ¢,_,, con-
tenido en (py,,g2-n). Por la misma razén, podemos concluir que (p,,,yo) contiene un 4-vérticc g4.
Hasta ahora, tenemos que o, Py, , Di2 43+ Pra» 90, 91, 92, Png - G4, Yo €stan situados en P en ese orden.

Llamaremos @ al conjunto de los 11 vértices recién escritos.
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Sea L un subconjunto de P con al menos 2 elementos de cada uno de Py, Py, I, PPy, Py. Sean

u. v dos €-vértices de L, los cuales aparecen en L en el orden dado. Diremos que w v v son el par

de £-vértices mds lejanos de L, si [u, v] contienc a todos los I-vértices de L. para £ € {0, 1,2, 3,4}

Paran = 1,2,3,4 sea @, el camino contenido en T, cuvos extremos sou ¢l par de n-vértices
mas lejanos contenidos en Q. Dado que Q < [ro, yo] entonces por la Proposicion 20 tenemos que
para cada n, las aristas de (), estan contenidas en 4,,. Ahora, como p,,, ¥ ¢1 son los extremos de
Q1Y Pro- P € (P, -1 ) entones @ se cruza con ep v ey. Usando un argumento similar al anterion
sobre Qs, @3 ¥y Q4 obtenemos que ey sc intersecta con (Q9, Q3 v e3 con Q4. Hasta ¢l momento, se
han justificado 5 cruces externos sobre las aristas de 4,. Sea P el o — x¢ caunino contenido en 7.
Siep € P entonces Qo = P\ eg es un ¢y — yo canmino que intersecta a ey, pero si ¢y € P entonees
Qo = I’ se cruza con ey, ez y e3. En ambos casos se garantiza al menos un cruce externo sobre 9y,

y como E((Qy) C 4, entonces tal cruce en ¢y completa los 6 cruces requeridos. B

Las siguientes cuatro proposiciones dan cuenta de la cantidad de cruces internos que se producen

si los elementos de 13 UV, aparecen ordenados en P de ciertas formas especificas.

Proposicién 24 Sean z,y,w.z enteros distintos por pares tales que 1 < x,y w,z < 4. S

PO, Piys Prys Pivs Proy Pros Piar Py Piuy Py aparecen en ese orden enP enfonces en (i ocurren ol menos

10 c¢ruces internos.

Demostracion. Como eg se cruza con cada una de las 4 aristas de Ey, entonces basta vérificar que
existen al menos 6 cruces internos que no involucran a ey. Sean e¢ , ey, aristas distintas en Ey. Por
hipétesis, los extremnos de e, y e, estan ordenados en P, en alguna de las dos siguientes manceras:
Puey s Prey P, Peys O DI Py Dy Doy s Pje, - En ambos casos es facil ver que g, se intersccta con

er,. Asl pues, cada par de aristas en Ep se intersectan, lo cual garantiza los 6 cruces requeridos. 1

Proposicién 25 Sean p,p’ elementos distintos de {i,j}. St los virtces de V, estdn ordenados
como en (2),(3) o (4) y los elementos de V, estdn ordenados como en (1) entonces G tiene al

menos 9 cruces mnternos.

Demostracidn. Consideremos el caso particular en el que los vértices de V), estan ordenados como
cn (2). Como e se cruza con cada arista de Ep, entonces basta probar que hay al menos 5 cruces
internos que no involucran a eg. Por otra parte, no cs dificil ver que el dnico par de aristas de Iz
EU| =4

Razonamientos similares al anterior prueban la veracidad de cada uno de los 2 casos restantes. 8

que no se intersectan son ez y ey, luego Eq produce (3) — 1 =5 cruces internos, ya que
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Proposicidu 26 Sean w,w' elementos distintos de {i,7}. Si los vértces de V,, estién ordenados
como en (5),(6),(7) v (8) y los elernentos de V. estdn ordenados como en (1) entonces G lienc

al menos 7 cruces internos.

Demostracidn. Consideremos el caso particular en el que los vértices de V,, estdn ordenados como
en (8). Como eg se cruza con cada arista de Ey, entonces basta probar que hay al menos 3 cruces
internos que no involucran a eg. De nucstra suposicion sabemos que los vértices de V,, UV,
aparecen en P en alguno de los dos siguientes 6rdenes: a) Puy, Puy s Pwzs Puwar Puts Puls Puys P, © bicn
b) Pu s Puls Putys Purtyy Pag s Py Pg s Py s €1 amnbos casos es fac ver que la arista eq se intersecta con
cada una de e;,es y e3, lo cual provee los 3 cruces requeridos. Argumentos similares al anterior

confirman la validez de cada uno de los 3 casos restantes.

Proposicién 27 Sean §, ) € {2,3,4} St los vértices de V; estdn ordenados como en (8), y los de

V, como en (A) entonces G tiene al menos 6 cruces internos.

Demostracion. Por la Proposicion 24 sabemos que si § = ) entonces G tiene al menos 10 cruces
internos. Ahora, dado que cada arista de Fy intersecta a eg entonces es suficiente verificar que las
aristas de Ey se cruzan entre si al menos 2 veces. Consideiemos el caso particular 6 = 2, A = 3.
Luego los vértices p;,,pi,,Piy, Pj,» Pj2» Py, aparecen en P er. ese orden, y por lo tanto ey y ey se
intersectan con ey, lo cual proveé los 2 cruces requeridos. El resto de la prueba se puede obtener

aplicando un razonamiento similar al anterior sobre cada uno de los casos restantes. §

Dividiremos el resto del Caso 2 en 2 subcasos.

Subcaso 2.1 Asuinamos que jg = 5t — 5. Tal suposicién y el hecho de que las dnicas aristas quc
se cruzan con eg son los elementos de Ep, nmplican que cada arista en Eg es incidente con una
hoja, mds aun, los vértices pj,, Py, , Vja»Pis, Di, aparecen en P en ese orden. Luego, por i) de la

Proposicién 19, basta verificar que G contiene al menos 14 cruces buenos.

Sea « la cantidad de cruces entre aristas de Eyg. Dado que cada arista en G tiene al menos
4 cruces, entonces las aristas de E| estan involucradas en &l menos 5(4) — (4 + «) cruces. De la
afirmacién anterior es claro que los 14 cruces requeridos quedan garantizados st @ < 2. Ahora, si
a > 3 entonces exiten al menos a +4 > 7 cruces buenos, ya que ep tiene 4 cruces. En el caso
de que los vértices de V; estén ordenados en P de tal manera que las aristas de A; garantizan al
menos 8 cruces externos, entonces existen al menos 7 + 8 cruces buenos. Luego, el 1nico caso por

analizar es cuando las aristas de A; aparccen involucradas en a lo més 7 cruces externos. Por la
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Proposicion 23, basta analizar los casos eu los que los elenentos de V; estdn ordenados como en

(1), (2), 3) o (4).

Si los vértices de V, estdn ordenados como en (1) entonces por la Proposicién 22 sabemos que
A; contiene al menos 4 cruces externos. Por otra parte de la Proposicién 24 se sigue que Ej tiene

al menos 10 cruces internos, y por lo tanto quedan garantizados los 14 cruces requeridos.

Si el orden de los elementos de V; es como en (2), (3) o (4), entonces por la Proposicién 23
tenemos que en cada uno de estos 3 casos se verifica que A, tiene al menos 6 cruces externos. Pcro
por la Proposicién 25 sabemos que cualquiera de estos 3 arreglos genera al menos 9 cruces internos,

lo cual provee los 14 cruces requeridos.

Subcaso 2.2 jo < 5t — 5. Esto implica que [pj,,po] tiene al menos 10 elementos. Por otra partc,
recordemos que de las 24 maneras de ordenar a los elementos de Vj, la inica de ellas que no garantiza
al menos 6 cruces externos sobre 4, es cuando los elementos de V; aparecen ordenados como ¢n
(1). En este caso, podemos usar ¢l argumento de la prueba de la Proposicién 22 (sirnplemente,
en los subindices escribase j en lugar de ) para concluir que si los vértice de Vj estin ordenados
como en (1) entonces A; tiene al menos 4 cruces externos, lo anterior es posible debido a que
[Pjo,Po) contiene al menos 10 vértices. Luego, independientemente del orden de los vértices de V),

se satisface que A, tiene al menos 4 cruces externos, para 7 =1, j.

De acuerdo con ii) de la Proposicién 19, basta verificar que G contiene al menos 18 cruces

buenos.

Sean y, p' elementos distintos de {t, j} y sea 3 la cantidad de cruces internos de G. Obviamente

B > 4. Enseguida dividiremos en 3 partes el Subcaso 2.2.

Subcaso 2.2.1 Al menos uno de V,, o V- estd ordenado como en (1). Sin pérdida de generalidad
supongamos que los vértices de V. estdn ordenados como en (1). Si A, tiene al menos 10 cruces
externos, entonces los 18 cruces requeridos quedan justificados, ya que A, tiene al menos 4 cruces

externos y 3 > 4. Luego por la Proposicién 23 se sigue que los vértices de V,, deben estar ordenados
como en (1),(2),(3),(4),(5),(6),(7) u (8).

a) Si los elementos de V,, estdn ordenados como en (1) entonces por la Proposicién 24 tencmos
que 8 > 10, y puesto que cada uno de 4, y A, tiene al menos 4 cruces externos, entonces quedan

justificados los 18 cruces requeridos.

b) Si los vértices de V), estan ordenados como en (2), (3) o (4) entonces por la Proposicién 23

A, tiene al menos 6 cruces externos que sumados con los 4 de A, acumulan 10. Por otra parte,
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de la Proposicién 25 se sigue que 3 > 9, luego, G contiene al menos 10 + 9 cruces buenos.

c) Silos elementos de V), estdn ordenados comoen (5), (6), (7) u (8) entonces por la Proposicién 23
A, tiene al menos 8 cruces externos, que sumados con los 4 de A,/ acumulan 12. Por otra parte,

por la Proposicién 26 tenemos que 4 > 7, lo cual garantiza al menos 12 + 7 cruces buenos.

Subcaso 2.2.2 Tanto los vértices de V), como los de Vs estin ordenados como en (2), (3) o (4).
Luego por la Proposicién 23 se sigue que cada uno de A, y A, tiene al menos 6 cruces externos.
Por otra parte, de la Proposicién 27 tenemos que 8 > 6, de esta manera quedan garantizados lus

18 cruces requeridos.

Subcaso 2.2.3 Una vez mads, de la Proposicién 23 tenemos que cada uno de los casos no cousi-
derados en Subcaso 2.2.1 y Subcaso 2.2.2 acumula al menos 14 cruces externos sobre las aristas

de A, U Ay, y dado que B > 4 entonces la existencia de los 18 cruces requeridos es inmediata. §
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Capitulo 5

Conclusiones y algunas
observaciones

La contribucién de esta tesis a la teoria de graficas criticas en cruces en el plano fué en tres frentes.

El primero de ellos, consistié en disenar una manera de descomponer una grafica critica en
cruces que no es 3-arista-conexa en varias menores, tales que cada una de dichas menores es critica
en cruces y 3-arista-conexa, ademads de verificarse que la suma de los numeros de cruce de dichas
menores es igual al nimero de cruce de la gréafica critica original. Esto, nos da cierta ventaja
al enfrentar problemas relacionados con el cdlculo del nimero de cruce de graficas que no son 3-
arista-conexas, ya que podemos estudiar su numero de crice por medio del estudio de nimeros de
cruces de gréificas mas pequenias, lo cual, generalmente es mas sencillo. En este sentido creemos que
el préximo problema a resolver es disenar una manera de descomponer graficas que son 3-arista-
Conexas pero no 3-conexas en menores criticas 3-conexas que satisfagan la importante propiedad
de que la suma de sus numeros de cruce sea igual al nlinero de cruce de la grafica original. Ln
otra palabras, hacer un andlogo a lo que nosotros hicimos para 2-cortes de aristas, pero ahora
para 2-cortes de vértices. De lograr resolver este problema, podriamos restringir el estudio de las
graficas criticas en cruces en el plano al estudio de las graficas criticas en cruces en el plano que son

3-conexas, esto, con la garantia de que tal restriccién no produce pérdida de informacién relevantc.

Ahora, el estudio del numero de cruce en el plano de gréficas criticas 3-conexas es mds ficil
que el estudio del niimero de cruce de gréficas que no sor 3-conexas por la siguiente razén: Como
ya explicamos al inicio del capitulo 3, existe un gran pzrecido entre graficas planares y graficas
que son k-criticas en cruces en el plano con un nimero grande de vértices comparado con k, esta
similitud nos (como se puede apreciar en varios resultados del capitulo 3) deja extender resultados

que se satisfacen para graficas planares a graficas k-criticas, pagando un costo casi irrelevante.
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Por otra parte, en la literatura existe un resultado que afirma lo siguiente: Existe esencialmente
una unica manera de dibujar sin cruces en el plano a una grdfica planar 3-coneza, esto implica
que la cantidad de maneras de dibujar éptimamente en el plano a una grafica critica 3-conexa son
relativamente pocas y de ahi, nuestro comentario de que es mds facil el estudio del nimecro de

cruce de las graficas que son 3-conexas.

Las otras dos contribuciones de esta tesis a la teoria de atimero de cruce en el plano consisticron
en mejorar un par de cotas sobre el numero de cruce de ciertas familias de graficas. Estos dos
problemas, fueron parcialmente resueltos en [16] y [12]. La contribucién que hicimos en cstos
campos estd contenida en los Teoremas 4 y 5, respectivamente. La estrategia que seguimos para

obtener estos resultados fue un refinamicnto de las pruebas presentadas en [16] y [12].

Sin embargo, en ambos casos ain resta mucho trabajo por hacer. Concretamente, en lo referente
al Teorema 4 creemos que el reto principal en esta area de trabajo es demostrar la siguicnte

conjetura de B. Richter y C. Thomassen:

Conjetura. FEziste una constante ¢ con lo siguiente propiedad. Toda grdfica k-crilica en cruces

en el plano satisface

er(G) < k + V.

Mientras que en lo referente al Teorema 5, creemos que el principal problema a resolver cn
este campo de estudio es la conjetura (ver [8]) de M. Kano, C. Merino y J. Urrutia, que dice lo

siguiente:

Conjetura. La cota inferior presentada en el Teorema 5 puede mejorarse hasta (%k2 —k)(s-1)-
o ke — R . ~13)2
k—(%—zl stk es par y hasta (3(k~1)® + 54y (s — 1) - ikli en otro caso.
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