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Capítulo 1 

Introducción 

Nuestro objetivo en la presente tesis es analizar la conexidad de gráficas finit as que son k- crí ti cas 

en cruces en el plano y establecer cotas sobre sus número¡: de cruce. 

Iniciaremos presentando una breve discusión de los conceptos básicos que utilizaremos en es te 

trabaj o. 

1.1 Conceptos Básicos 

En este trabajo utilizamos la notación y terminología convencional de teoría de gráficas introdu cida 

por Bondy y Murty (ver [3]) . 

Comenzaremos con la definición formal de una gráfica. 

D efinic i ón. Una gráfica G es una tripleta ordenada (V( G), E( G), 'l/Ja) que consiste de un conjun to 

no vacío V(G) de vé7-tices, un conju to E (G) (ajeno de V(G) ;, de aristas y una función de incidencia 

'l/Ja que asocia a cada arista de G un par (no ordenado) de elementos (no necesariamente dif r ntes) 

de V (G) . 

Usualmente, omitimos la referencia a 'l/Ja, y simplemente decimos que una gráfica G = (V, E ) 

consiste de un conjunto V (G) de vértices y un conjunto E(G) de aristas . 

Si V es el conjunto de vértices de una gráfi ca G entonces ocasionalmente diremos que G es un a 

gráfica sobre V . 
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El número de vértices de una gráfica e es su orden. Una gráfica es finita o infinita según su 

orden. 

Cada arista e une un par de vértices u y v, los extremos de e. Si una arista e une u y v , enton ces 

u y v son adyacentes, y e es incidente con ambos u y v. 

Dos aristas e f:. f son adyacentes si ell as tienen un extremo en común . 

Si VI Y V2 son dos conjuntos de vértices en una gráfica e, entonces toda arista que tenga un 

extremo en Vl y el otro en V2 será una VI - V2 arista. Denotaremos e[Vl, V21 al conjunto d todas 

las V¡ - V2 aristas de e . 

Un sendero de una gráfica e es una secuencia no nula T := VOe¡ Vl e2 ... ekVk, cuyos términos son 

alternadamente vértices y aristas , tal que los extremos de i.a arista ei son Vi - I Y Vi. Los v ' rti 'cs 

Vo y Vk son el p1'incipio y el final , respectivamente, de T, .y el entero k es la longitud de T . Los 

vértices Vl, ... , Vk - l son los vértices internos de T . 

Un sendero es cerrado si Vo = Vk . Un ciclo es un sendero cerrado cuyos vértices son todos 

diferentes entre sí. 

Un sendero T = VOe¡ Vl ... ekvk es un camino si los vértices Vo, Vl, .. . , Vk son todos dif r ntes 

entre sí. Frecuentementc nos referiremos a Vo y Vk como los extremos d 1 cam ino. 

Dados dos conjuntos A, B de vértices, diremos que el camino P = vO e¡ V¡ , . . . , Vk es un A-JJ 

camino si V(P ) n A = {vol y V (P ) n B = {vd . Si A = {a} escribiremos a - B camino en lugar 

de {a} - B camino. 

U n lazo es un sendero cerrado con k = l. 

Si e, f son aristas distintas que unen el mismo par de vértices (diferentes), entonces e y f SO I1 

aristas paralelas . 

Una gráfica es simple si no tiene lazos ni aristas paralela.:¡ . 

Si e es una arista en una gráfica simple, y u y v son vért ices unidos por e, entonces frecuente­

mente denotamos a e por (u,v) O por uv. 

Sea e una gráfica y v uno de sus vértices. El conjunto de vértices en e adyacent s a v será 

denotado por Nc(v). Si hay solo una gráfica bajo consideración, no habrá confusión por abreviar 

a Nc (v ) como N(v) . 
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En esta tesis , denotaremos por lE i la cardinalidad del conjunto E. 

Si G es una gráfica y t es un entero no negativo, entonces Vt(G):= {v E V(G) IN(v)\ {v}1 ~ 

t} . 

El grado d(v) de un vértice v en una gráfica G es el nú.mero de aristas en G incidentes con v 

(cada lazo incidente con un vértice v contribuye en 2 a d(v)). 

El número ó(G) := min{d(v) I v E V(G)} es el grado mínimo de la gráfica G. El número 

.0. (G ) := max{d(v) I v E V(G)} es su grado máximo . 

Si G = (V, E) Y G' = (VI, El ) son dos gráfi cas, entonces G U GI := (V U VI, E U El) Y 

G n GI := (V n VI , E n El) . Diremos que G y GI son disjuntas o ajenas siempr que V n VI = 0 y 

E n El = 0. Si VI e V y El e E , entonces GI es una subgráfica de G (y G es una supergráfica de 

GI), lo denotamos GI e G . Si GI e G y V :j:. VI o E :j:. El , entonces GI es una subgráfica propia d 

G (y G es una supergráfica propia de GI
. ) 

Sean G y G I como en el párrafo anterior. Si GI e G y (JI contiene todas las aristas de E qu 

tienen ambos extremos en V' , entonces GI es una subgráfica 'inducida de G. Diremos que VI induce 

a GI en G. Si U e V(G), entonces G[UJ denotará la subgráfica inducida por U en G. 

Sea e = xy una arista de una gráfi ca G = (V,E) . G/e. denotará a la gráfica que resulte de 

contrae7" en G a la arista e en un nuevo vértice Ve, el cual será adyacente a cada elemento d 

Nc(v) \ {x,y}. Formalmente, G/e es una gráfica (VI,EI) tal que V I := (V \ {x,y}) U {ve } Y 

El : = {vw E E : {v, w} n {x, y} = 0} U { Ve W : xw E E \ {e} o yw E E \ {e} }. 

x 

G/e 

Figura 1. Contracción de la arista. e = xy. 

Cualquier gráfica M obtenida a partir de una gráfica G a través de una serie de eliminaciones 

de vértices y/o aristas y contracciones de aristas es una menor de G (y G es una mayor de M) . 

Diremos que una gráfica G es minimal (maxima0 con reEpecto a una propiedad específica, si 
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e poseé tal propiedad , pero no ninguna de sus subgráficas propias (supergráficas propias.) 

Una gráfica e es conexa si pa ra cualquier par de vértices u y v n e xiste un cam ino I ·ua l 

t iene principio u y final v; de otra manera diremos que G es disconexa. 

Las subgráficas conexas maximales de una gráfica e l;on las componentes de e. 

Si W es un subconjunto de V(e) , entonces denotamos por e - W la gráfica que r su lta d 

eliminar de e todos los vértices de W, así como todas las aristas adyacentes a algún vértic n W. 

Una gráfica e es k-conexa (donde k es un entero tal que O ::::; k ::::; ¡v(e)1) si para cualqui r 

subconjunto W de V(e) con IWI ::::; k - 1, la gráfica e - W es conexa. 

Sea e una gráfica. Si W es un subconjunto de V(e ) con k-elementos y el número d om­

ponentes de e - W es mayor que el número de componentes de e, entonc s W s un k-corte de 

vértices de e. Si W tiene un único elemento, digamos 'UJ, y W es un l-corte de vértices de, 

entonces w es un vér·tice de corte de e. 

Si F es un subconjunto de E (e) , entonces denotamos por e - F la gráfica que resulta d 

eliminar de e todas las aristas de F. 

Una gráfica e es k-arista-conexa (donde k es un entero tal que O ::::; k ::::; IE(e)l) si para cualquier 

subconjunto F de E(e) con \PI ::::; k - 1, la gráfica e - F es conexa. 

Sea e una gráfica. Si F es un subconjunto de E(e) con k-elementos y el número de compon nt s 

de e - F es mayor que el número de componentes de e, entonces F es un k-corte de aristas d 

e. Si F consta de un único elemento , digamos e, y F es un l-corte de aristas de e, ntonces s 

una arista de cor·te de e. 

Finalizamos esta sección mencionando un resultado elemental de teoría de gráficas que usaremos 

frecuentemente en este trabajo: Para toda gráfica e = (V, B), 

¿ d(v) = 2IE(e)l. 
vE V (G) 

1. 2 Gráfi cas planares 

En la sección anterior pudimos ver que una gráfica es un objeto abstracto. Sin embargo, para 

facilitar su estudio realizaremos representaciones de cada gráfica a analizar en el plano. En sLe 

trabajo haremos dichas representaciones de las gráficas a analizar mediante dibujos. 
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1.2.1 Encajes d e gráficas en sup erficies 

En esta sección enfocaremos nuestro in terés a gráficas que pueden dibujarse "naturalm nt " n el 

plano. Tenemos la siguiente defini ción: 

D efinición. Un dibujo de una gráfi ca e es un subconjunto del plano en el cual los vértic s d 

e son repre entados por (diferentes) puntos , y cada arista uv de e es representada como un arco 

abierto (imagen homeomorfa de (0,1 )) A que no conti ne vértices, de tal manera que los ex tr mos 

de A son los puntos que representan 1L y V . 

Una vez que hemos dejado en claro, a través de las definiciones de gráfica y dibujo de una 

gráfica, la diferencia que existe entre estos dos términos, hacemos la siguiente conv nci6n. Si 'O 

es un dibujo de la gráfica e, con frecuencia no distinguiremos entre objetos combinatorios (un 

vértice, una arista un camino, etc.) y el subconjunto del plano que los representa. Esta práctica 

es bastante común , y difícilmente lleva a confusiones, pues es claro a partir del contexto sp ífico 

si nos referimos a un objeto combinatorio o a un subconjunto del plano . 

Entenderemos por un C1"Uce en un dibujo 'O de una grá: ca e como una int rsección d un par 

(o más) de aristas en D . 

Enseguida se establecen algunos elementos característiws de las gráficas que pueden dibujarse 

en una superficie dada sin cruces de aristas. 

D efinición. Un encaJe de una gráfi ca e en una superficie .E es un dibujo de e en E que no ti ne 

cruces. 

D efinición. Una gráfica e, es planar si existe un encaje de e en el plano. 

Sea [; un encaje de una gráfica e en la superficie E. Las componentes conexas de E \ e son 

las caras de [; . 

Sea F una cara asociada en un encaje [; en una superficiE' E. La frontera de cara asociada a F 

es el sendero cerrado obtenido al recorrer (en E) la frontera de F en su orden natural. Dir mos que 

un vértice v es incidente con F (y F es incidente con v) si v está en la frontera de F . Asimismo, 

diremos que una arista e s incidente con F (y F es incidentf con e) si e está en la frontera d F . 

El número de aristas en la frontera d una cara F es la lC1ngitud de la cara (lo denotamos por 

1 (F)). 

En este trabajo nos ocuparemos solo del caso en el que la superficie E es el plano. 
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Sea S e JR2. Denotamos S la clausura de S. 

Diremos que un encaje E: en el plano de una gráfica G es limpio si satisface que para cada arista 

e en (; existe un subconjunto abierto Be del plano, tal que: 

(i) e e B e; 

(ii ) E: n Be = e; 

(iii) (E: \ e) n Be consiste de los dos vértices incidentes con e . 

Informalmente, un encaje es lim pio si las aristas se encuentran sufici ntemente apartadas entr 

sí . El concepto de encajes limpios es sumamente útil para evitar comportamientos patológicos qu 

pueden surgir en encajes generales. Por ejemplo, es fácil dar ejemplos de encajes en los cuales 

existen aristas e, f tales que en f t iene cardinalidad infinita. Este tipo d comportamientos se 

evita fácilmente exigiendo la (bastante razonable) limpieza ,~n nuestros encajes. 

Es un trabajo técnico y complicado probar que todo enca.je de una gráfica G en el plano puede 

ser modificado hasta obtener un encaje limpio de G. Se sigue entonces que para toda gráfica G 

planar , existe un encaje que es limpio. 

En el pres nte t rabajo estamos interesados únicamente en encajes de gráficas en el plano que 

son limpios . Y de la observación del párrafo anterior , no habrá pérdida de generalidad por nu st ra 

suposición (implícita, de ahora en adelante) de que todo encaje bajo consideración será un encaje 

limpio en el plano. 

Una relación que se verifica entre los vértices, aristas y caras de un encaje E: de una gráfica G 

conexa en el plano es la conocida fórmula de Euler: 

W(E)I - IE(E)I + !F(E)I = 2 

Donde V(E), E(E:) denotan al conjunto de vértices y de a.ristas de G respectivamente, dibujados 

en el plano, y F(E) denota al conjunto de las caras de E:. 

1.2.2 Gráficas planas 

En esta subsección introducimos la terminología relacionada con gráficas planas y definimos el 

concepto de gráfica dual. 
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Un polígono es un subconjunto de 1R2 el cual es la unión de una cantidad finita d s gm ll tos 

de recta y es homeomorfo al círculo unitario . 

D efinición. Una gráfica plana es un par (V, E) de conjuntos finitos con las siguientes propiedades 

(los elementos de V son llamados vértices y los de E aristIJ,s): 

(i i) cada arista es un arco entre dos vértices o un polígono conteniendo exactamente un v ·rti ' 

(su extremo); 

(iii) aparte de su (s) propio(s) extremo(s), una arista no c:mtiene vértices ni puntos d cualqui r 

otra arista. 

Note que una gráfica plana (V, E) define a una gráfica (J sobre V de manera natural. 

Observe de las definiciones de gráfica planar y gráfica plana que estos conceptos son dif r ntcs. 

Consideremos la gráfica plana G que se muestra en la Figura 2. Enseguida ponemos un nuevo 

vértice en cada cara de G y unimos con aristas esos nuevos vértices para formar otra nueva gráfica 

plana, como sigue: por cada arista e de G uniremos los dos vértices nuevos contenidos n las caras 

incidentes con e por una arista e' , la cual, se cruza sólo con ej si e es incidente sólo con una cara, 

entonces añadimos un polígono e* al vértice nuevo contenido en esa cara, de tal man ra que e* se 

cruce sólo con e. La gráfica plana G* formada a parir de G con este procedimiento es conocida 

como un dual plano de G. 

G 

G* 
Figura 2. Una gráfica plana y su dual. 

Enseguida definimos formalmente el concepto de gráfica dual. 

D efinición. Sean G = (V, E ) Y (V*, E*) dos gráfica plana3, y F(G) =: F, F((V* , E *)) =: PO . 
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Diremos que C' = (V" , E* ) es un dual plano de C, si eX:,sten biyecciones 

F -t V' E -t E" 

fH V"(J ) e H e" 

que satisfacen lo siguiente: 

(i) v" (J) E f para toda f E F ; 

(ii) le" n CI = le" n el = le n C"I = 1 para toda e E E; 

(iii) v E j*(v) para toda v E V. 

V -t F* 

v H j*(v ) 

A partir de la existencia de t ales biyecciones es fácil deducir que ambas C y C' son conexas. 

Por otra parte, de la construcción de C" a partir de C ES claro que cada gráfica conexa planar 

tiene un dual plano. 

1.2.3 Arboles geométricos 

En esta sub sección presentaremos terminología y conceptos relacionados con gráficas g ométricas 

y árboles. Desde luego, se enunciarán las definiciones de ambos términos. 

Uno de los tres resultados importantes de está tesis consiste en el establecimi nto de una nueva 

cota inferior sobre el número de cruce de ciertas familias de árboles g ométricos. Más adelante, 

abordaremos este problema con absoluta precisión. 

Un bosque es una gráfica que no contiene ciclos. Una componente de un bosque es un árbol. 

Note que un bosque conexo es un árbol. 

Los vértices de grado 1 de un árbol son sus hojas. 

Sea P una colección de puntos en el plano. Diremos que los elementos de P están situados n 

posición general si no existe una línea recta que conten~;a más de dos lementos de P. 

D efinición. Una gráfica geométrica es una gráfica plana tal que los vértices son puntos en posición 

general y sus aristas son segmentos de líneas rectas. 

Consecuentemente, un árbol geométrico T sobre P e~¡ una gráfica que satisface simultáneam ntc 

con ser árbol, gráfica geométrica, y V (T ) = P. 
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1.3 Conjuntos independientes 

En esta subsección introduciremos los conceptos básicos y t rminología relacionados con la ind -

pendencia en gráficas. 

Definición. Sea G una gráfica. Un subconjunto no vacío U de V(G) es independiente si cada lar 

de vértices en U no son adyacentes. 

Un conj unto independiente U e V(G) de una gráfica G es máximo si para cada W e V(G) 

independiente, se satisface que IUI 2 IWI . 

El número de independencia, n(G) de una gráfica G es la cardinalidad máxima d un conjunto 

de vértices independientes de G, es decir, la cardinalidad de un conjunto independient máximo 

de G: 

n(G) = max{IWI : W es un conjunto independiente de vértic s de G} . 

Un conjunto independiente U e V(G) de una gráfica G es maximal si U no es subconjunto 

propio de ningún subconjunto independiente de V(G). Esto es, u~ conjunto indep ndi nte U es 

ma.ximal si para todo vértice v ~ U, se tiene que v es adyacente a algún vértic n U. 

Nótese que cada conjunto de vértices independiente de cardinalidad n(G) s un conjunto max­

imal independiente. Es fácil construir ejem plos que muestran que el recíproco de este nunciado s 

falso . Por ejemplo, el conjunto unitario que contiene al (único) vértice de grado n n la n strella 

5n es un conjunto independiente maximal de cardinalidad 1, mientras que n(Sn) = n (la n- estrella 

5n es la gráfica conexa con un vértice de grado n y n vért ices de grado 1) . 

Desafortunadamente, no se conoce un algoritmo eficiente para determinar l número de inde­

pendencia. De hecho , el problema de la determinación de este parámetro es NP-compl too En 

particular , todos los algoritmos conocidos para determinar el número de ind pendencia duna 

gráfica dada logran su objetivo (en un peor caso) en t;.n número exponencial de pasos ( n el 

número de vértices y/o aristas) . 

En [l1J se demostró que si G es una gráfica planar con grado mínimo al m nos 3 entonc s 
• 

n(G) < (2/3)IV(G)I. En esta tesis deduciremos algunas consecuencias a partir de ste r sultado, 

y las utilizaremos para establecer una cota superior sobre el número de cruce d ci rta familia de 

gráficas críticas en cruces en el plano. 
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1.4 N úmeros de cruce de gráficas en el plano 

El número de cruce cr(G) de una gráfi ca G en el plano es el mínimo núm ro de inters ccion s 

(a pares) de aristas tomado sobre todos los los dibujos de G. Un dibujo de V de G n I plan 

es óptimo si el número cr(V) de intersecciones (a pare:;) de aristas en V satisface la igualdad 

cr( G) = cr(V). 

otemos que al exhibir un dibujo de G en el plano con n cruces, se implica automáticament 

que C1· (G) S n . 

Un dibujo de una gráfica G es bueno si las siguientes condiciones se satisfacen: 

(i) Cada intersección es un cruce (y no tangencial). 

(ii) inguna arista se autointersecta. 

(iii) ingún par de aristas adyacentes se intersecta. 

(iv) Ningún par de aristas tiene más de un punto de intersección. 

(v) ingún conjunto de tres (o más) aristas tiene un punto común de intersección . 

o es difícil probar que todo dibujo en el plano puede ser modificado hasta obten r un bu n 

dibujo de G en el plano sin aumentar el número de cruce~; (ver [17]). Asimismo, todo dibujo bueno 

puede ser modificado hasta obtener otro dibujo bueno <:.ue satisface lo siguiente: la r gión finit a 

acotada por cada par de aristas paralelas no contiene v,: rtices. Se sigue entonc s qu para toda 

gráfica G existe un dibujo óptimo que es bueno y ademá3 cumple que la región finita acotada por 

cada par de aristas paralelas no contiene vértices de G. 

En el presente trabajo estamos interezados únicamente en dibujos óptimos de gráficas n I 

plano. Por la observación del párrafo anterior, no habrá pérdida de generalidad por nuestra 

suposición (implicita, de ahora en adelante) de que todo dibujo bajo consideración s bueno y 

además verifica que la región finita acotada por cada par de aristas paralelas no conti ne v rtice . 

El cálculo exacto del núm ro de cruce de una gráfic2. es, para la enorme mayoría de los casos 

de inter ' s, un proyecto desesperanzador amente complicado. Esta dificultad se fundamenta n 

el hecho de que de que calcular el número de cruce de una gráfica en el plano es un problema 

NP-Completo [6]. 

Dada está dificultad inherente al proceso de calcular números de cruce, cualquier esfuerzo serio 
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para hallar l número de cruce de una gráfi ca particular debe involucrar argumentos que expl t 11 

características especiales de la estructura de la gráfica en cuestión . 

Naturalmente, nos gustaría conocer los números de cruce de familias inter santes de gráfi as. 

Sin embargo, a pesar de un sostenido esfuerzo de la comunidad de teoría topológica de gráfi cas, 

conocemos los números de cruce de solo unas cuantas grállcas. 

Dedicamos la siguiente sección a presentar un breve r sumen de los números d cruce xactos 

que se conocen . 

1.5 N úmeros de cruce en el plano de familias específicas d 
gráficas 

El objetivo de esta sección es presentar algunas familias interesantes de gráficas cuyos números d 

cruce son conocidos con exactitud. Algunas de estas familias son: 

• Kn . Es la gráfica de n-vértices donde cada uno de sus vértices es adyacente a todos los 

vértices restantes . 

• Km ,n. Es la gráfica cuyo conjunto de vértices puede particionarse en conjuntos X, Y, con 

¡XI = m y ¡y¡ = n, de tal modo que los vértices ti,1, son adyacentes si y solo si uno d ti, V 

pertenece a X y el otro pertenece a Y . 

• Cm X Cn . Es la gráfica 4-regular con mn vértices, los cuales son etiquetados Vi ,j, con O :s 
i :s m - 1 y O:S j :s n -1 , de tal manera que los vértices adyacentes a Vi,j son Vi - l ,j , Vi l ,j, 

Vi ,j-l Y Vi ,j+!, con los subíndices siendo leídos módulo m y n resp ctivamente. 

Presentamos las mejores cotas inferiores conocidas para los números de cruce de las familias 

f{n , f(,n,/l' y Cm X Cn . 

1.5.1 Gráficas Completas 

o es difícil encontrar dibujos de K n con exactamente 

~ l~J ln~1J ln~2J l ~1~ 3J 
cruces. 
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Donde Lo J se define como el máximo entero qu es menor o igual que o . 

Erdos y Guy conjeturaron en 1973 que éste es el número de cruce de ](n [5]. 

Esta conjetura ha sido confirmada únicamente para n ~ 10. En particular, note que cr(J(s) = 1. 

El mejor resultado conocido en esta dirección es que cr(](n) ~ 1
3
0 (~). Esto implica que, 

asintóticamente , el número de cruce de J(n es al menos cuatro quintos del valor conjeturado. 

1.5.2 Gráficas Bipartitas Completas 

El problema de calcular números de cruce fue propuesto por el matemático húngaro Thrán en 

1940. Específicamente, Thrán planteó el problema de calcular el número de cruce de Km,n . Thrán 

conjeturó que 

cr(Km,n)= l~j lm; lJ l~J l.n;lJ. 

Esta conjetura ha sido demostrada únicamente para valoren de m y n que satisfac n min{ m , n} ~ 

6. En particular, note que cr(J(3,3) = 1. 

1.5 .3 Productos Cartesia nos de Ciclos 

Harary, Kainen, y Schwenk conjeturaron en 1973 que el número de cruce de Gm x Gn s igual a 

(m - 2)n, si m, n satisfacen n ~ m ~ 3. Esta conjetura ha sido demostrada para n ~ m ~ 7. 

Recientemente , en [7], L. Glebsky y G. Salazar demostraron que para cada m fija, la conj tura 

es falsa para a lo más un número finito de valores de n. 

1.6 Gráficas crít icas en cruces en el plano 

Dado que el cálculo exacto del número de cruce es una tarea fútil para prácticamente cualqui r 

gráfica de interés, es sensato enfocar nuestro interés en el análi:üs de las propiedades estructurales 

de las gráficas que ocasionan (y/o garantizan) números de cruces grandes. 

Es fácil construir gráficas con un número arbitrariamente !~rande de aristas y/o vértices que 

tienen número de cruce arbitrariamente bajo (inclus ive igual a ,:ero, por supuesto). Estás gráficas 
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ti nen la propiedad de que el número de cruce no disminuye si eliminamos de la grá fi a alguna(s) 

arista(s). El hecho de que el número de cruce de una .gráfica G perman ce inalterado ante la 

eliminación de aristas indica que las propiedades es tructurales responsables del número d cruc 

pueden encontrarse en subgráficas propias de G . 

aturalmente, ante tal situación lo más razonable e:¡ eliminar recursivamente aristas d G, 

hasta llegar al punto en que borrar cualquier arista disminuye el número de cruce. Esta id a 

conduce a la defini ción de gráfi cas crí t icas en cruces. 

Definición. Una gráfica G es crítica en C1"Uces en el plano si cr(G - e) < cr(G) para toda ar ista 

e de G . 

Un refinamiento de la definición anter ior es la siguient e: 

Definición. Una gráfica G es k-crítica en cruces en el plano si cr(G) ~ k , y cr(G - e) < k para 

toda arista e de G . 

Como en esta tesis el término k- crítica solo se utiliza para referirnos a gráficas que son k- críticas 

en cruces en el plano, entonces no habrá confusión por abreviar k-crítica en cruces como k-crítica. 

Asimismo, ocasionalmente abreviaremos crítica en cruces como crítica. 

Note que las definiciones anteriores son esencialmente la misma, ya que como podemos v r G 

es una gráfica crítica en cruces en el plano si y solo si ex.iste un entero positivo k para el cual se 

satisface que G es k-crítica en cruces en el plano. Sin embargo, como ya habíamos mencionado la 

segunda definición es más específica. 

Contar con ambas d finiciones nos permitirá explicar con mayor facilidad los procedimi ntos 

que se usaron para es tablecer algunos de los resultados obtenidos en esta tesis . 

Ya hemos mencionado que el objet ivo de es tá tesis es estudiar la conexidad y el número d ruce 

de gráficas que son críticas en cruces en el plano. Más especifícamente, nos dedicaremos a mejorar 

un par de co tas sobre el número de cruce en el plano de gráficas críticas en cruces establ cidas n 

publicaciones recientes y además , analizaremos la 2-arista-conexidad de estas gráficas . 
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1. 7 Contribuciones de esta tesis a la teoría de gráficas crític 
en cruces en el plano 

La aportación de esta tesis a la teoría de gráficas críticas en cruces en el plano fu é en tres fr nt s. 

A continuación se precisa cada uno de ellos . 

1.7.1 Descomposición de gráficas críticas en menores críticas 

La primera contribución importante de esta tesis a la teoría de número de cruce en l plano consistió 

en el diseño de un "algoritmo" que nos permitirá descomponer una gráfica G con xa crítica n 

cruc s en el plano con 2-cortes de a ristas (la entrada del al l~oritmo) en varias gráficas menores d 

G (la salida del algoritmo), digamos G¡,G2, ... , G:ll las cuales satisfacen lo siguiente: a) ada 

par de estas gráficas m nores son disjuntas, b) cada una d,~ ellas es crítica n cruces en el plano 

y 3-arista-conexa, c) l grado mínimo de todas las menores es al menos ó(G), y por último d) 

cr(G ) = I:7=1 cr(G;). 

Esta contribución es importante ya que permitirá atacar con cierta ventaja problemas r la­

cionados con el cálculo del número de cruce en gráficas q e son críticas n cruc s en el plano 

pero no 3-arista-conexas. La ventaja mencionada consiste ( ~sencialmente n que ahora podremos 

estudiar el número de cruce de las gráficas que tienen 2-col'tes de aristas a través del estud io d 

los números de cruce de varias gráficas menores (más pequeñas), las cuales, además de ten r las 

mismas características de su gráfica mayor , son 3-arista-conexas . 

Un comentario sobre notación. Sea H una gráfica. En esta tesis denotaremos por El, a l 

conjunto de aris tas de H tales que e E E~ si y solo si e forma parte de algún 2-corte de arisLas 

minimal de H . Si e E EYj, entonces definimos por Ce( H ) al subconjunto de Eyj tal que a E Ce(I-f) 

si y solo si {e, a} es un 2-corte de aristas minimal de H ó a = e. Note que a E Ce (H) equival a 

e E Ca(H ). 

La herramienta básica que nos permitirá alcanzar esta meta es el siguiente resu ltado: 

Teorema 1 Sea G una gráfica conexa crítica en cruces en el plano con grado m ínimo al m enos 3. 

Supongamos que e es una arista de G tal que e E Eb . S ean G l , G 2 , ... ,Gn las componentes d 

G \ Ce (G) . Para i = 1,2, ... ,n sean Ui Y Vi los extremos en G i del 2-corte de aristas que separa a 

G i de G \ G i garantizado por la Proposición 10. S ea G~ la gráfica que resulta de añadir a G i una 

arista gi con extremos Ui, Vi. Entonces al m enos una de G i o G~ es crítica en cruces en el plano. 
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Una consecuencia importante del Teorema 1 que nm, habla de la structura de las gráficas 

críticas en el plano es el siguiente: 

Corolar io 2 Si G es una gráfica conexa crítica en cruces en el plano con grado m ínimo al m enos 

3 en tonces IEbl ~ 3cr(G ) - 4. 

En el capítulo 2, se exhibirá una familia de gráficas que mostrará, que la cota presentada en 

Corolario 2 está asintóticamente dentro de un factor de 2/3 de la solución óptima . 

Otra consecuencia del Teorema 1 es el contenido de la discución presentada al inicio de esta 

subsección. Redactaremos dicha dicusión de manera precisa en nuestro proximo resultado, el 

Corolario 3, y en el capítulo 2 probaremos que, efectivamente, dicho resultado tambi n pued 

deducirse a partir del Teorema l . 

Corolario 3 Si G es una gráfica conexa crítica en cruces en el plano con grado mínimo al menos 

3 entonces exis te una colección Me de menores de G, digamos Me = {MI, M 2 , ···, M n } tal s 

que para cada i = 1,2 , ... , n se cumple que Mi es 3-arista··conexa crítica en cruces en el plano con 

grado mínimo al meno 3, y cr(G) = 'L, jl=l cr(Mj ). 

óte e que una consecuencia inmediata del corolario anter ior es que n ~ cr(G), donde C y n 

son como en el Corolario 3. 

1.7.2 Sobre el número de cruce d e gráficas k-críticas en el plano 

El principal trabajo de investigación reportado hasta la fecha en el área de gráficas críticas en cruces 

es indudablemente el realizado en [16] por B. Richter y C. Thomassen, cuyo principal resul tado es 

el siguiente: 

Teorema (Richter y Thomassen , 1993). Si G es una gráfica k- crítica n cruces n el plano 

entonces 

cr(G) ~ 2.5k + 16. 

Este resultado fue generalizado en [13] a cualquier su¡:erficie compacta de gén ro positivo con 

el siguiente teorema. 

T eorema. Para cada superficie compacta ¿ existe una constante c(¿) con la sigui nt propiedad. 

Sea G una gráfica k- crí tica en ¿, Entonces 
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crdG) ~ 2.5k + c( I:). 

Aquí , crdG) denota al número de cruce de G en I: . 

Recientemente, M. Lomelí y G. Salazar lograron redu ::ir el coeficiente de k de 2.5 a 2 con el 

siguiente resultado (ver [14]). 

Teorema. Existe una constan ce C con la siguiente propiedad . Si G es una gráfica k- rítica n I 

plano con grado mínimo f¡ ~ 4, entonces 

(
f¡ - 4) 

cr (G)~ 2k-k f¡-2 +C 

La segunda aportación impor tante de esta tesis a la teoría de número de cruce consistió justa­

mente en bajar el coeficiente de k en el Teorema anterior de 2 a 1.5. El siguiente resultado r sume 

el trabajo realizado en esta tesis sobre esta línea. 

Teorema 4 Si G es una gráfica conexa k-critica en cruces en el plano con gmdo máximo m y 

1V3(G)1 ~ (3704k + 21140)k entonces 

cr(G) ~ 1.5k + 18m - 38 

Como puede apreciarse en los resultados antes citados, el costo que hemos pagado por bajar 

el coefici nte de k de 2.5 a 1.5 consiste esencialmente en conferirle participación al grado máximo 

sobre la cota. En otras palabras , hemos tenido que agregar a la cota un término que depende del 

grado m~'Cim o. 

Por otra parte, especialistas en el tema como lo son G. Salazar, B. Richter y C. Thomassen Cl" en 

que no existen gráficas que satisfacen simultaneamente con ser k- críticas y tener grados máximos 

arbitrariamente grandes comparados con k . Concretamente, estos matemáticos han conjeturado 

lo siguiente: 

Conjetura 1. Para cada entero positivo k existe un entero nk tal que si G es una gráfica k- crítica 

en cruces en el plano entonces 6. (G) < nk· 

En este sentido , J. Leaños y G. Salazar conjeturan mru:. todavía, a saber: 

18 



• 

.. 

• 

, 

Conjetura 2. Existe una función f : N -) N tal que si G es !e-crítica en cruces en el plano entonces 

6.(G ) < f (k) Y además O(J(k)) < O(k). 

Aquí, O(J(k)) < O(k) significa que para cada número posistivo l' existe un entero positivo ]J,. 

con la siguiente propiedad: Si k > Pr entonces k - f(k) > 1' . 

Observe que de confirmarse la segunda conjetura, entonc<~s nuestra cota mejoraría íntegramente 

a la cota propuesta por B. Richter y C. Thomassen . 

1.7.3 Arboles geométricos sobre conjuntos de puntos multicoloreados 
con pocas intersecciones. 

En esta seccion presentaremos la última aportación importante de está tesis a la t~oría de número 

de cruce. 

Como puede verse en [1, 2, 4, 9, 10, 15 , 18, 12]' en la última decada el estudio de las gráfi cas 

geométricas ha recibido una considerable atención por parte de la comunidad ma temática. En 

parte, este interés proviene del importante papel que este tipo de gráficas está teniendo actualment 

dentro de la geometría computacional y muchas de sus aplicaciones. 

Los problemas que se investigaron en varios de los art::culos recién citados involucran gráficas 

geométricas cuyos vértices son conjuntos de puntos multicoloreados. Por ejemplo, en [12], C. 

Merino, G. Salazar y J. Urrutia probaron lo siguiente: 

Teorema. Sean k ~ 3, Y s ~ 2 números enteros . Sea P = {PO ,PI, ... ,Pks - t} una colección de 

puntos en posición conv xa, cuyos subíndices están ordenados de acuerdo al orden cíclico en I cual 

ellos aparecen en el polígono convexo cuyo conjunto de vértices es P . Para cada i = 0, 1, ... , k - 1, 

sea Pi : = {Pj EPI j == i (mod k)}. Sea To, TI , ... ,Tk - 1 cualquier colección de árboles geométricos 

sobre Po, PI, . .. ,Pk - I , respectivamente. Entonces el número total de intersecciones sobre las 

aristas de To U TI'" U Tk - I e al menos 2sk(k - 1)/3 - 5k(k - 1)/6 . 

Más aún, ellos mismos probaron que para los casos h = 3 Y k = 4, la cota enunciada no se 

puede mejorar . 

En esta tesis, se continuó con el estudio del teorema anterior con el fin de mejorar la cota para 

k ~ 5. Afortunadamente , alcanzamos nuestro objetivo y pudimos probar el siguiente resultado . 

Teorema 5 Si k ~ 5 en el Teo1'ema anterior, entonces el número total de intersecciones sobre las 
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aristas de To UT1 U· · · uTk - 1 es al menos 7sk (k - 1)/10 - 9k(k - 1)/10 . 

El único caso en el que nuestra cota no mejora a la presentada en [12] es cuando s = 2. En 

este caso, el lector puede verificar fácilmente que ambas cotas coinciden . 

1.8 Organización de esta tesis 

Esta tesis se encuentra organizada de la siguiente manera. 

En el Capítulo 2 demostramos el Teorema 1 y los Coro larios 2 y 3. 

En el Capítulo 3 demostraremos el Teorema 4. 

En el Capítulo 4 demostramos el Teo!" ma 5. 

En el Capítulo 5 presentaremos las conclusiones y algunas observaciones. 
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Capítulo 2 

Estructura de gráfic<l s críticas con 
2- cortes de aristas: 
Demostración del Teorema 1 

Iniciaremos introduciendo la terminología y notación que se uti lizará a lo largo de es te capítulo. 

Sea V un dibujo de una gráfica H en el plano y sean H¡, H 2 subgráficas disjuntas de H y 

w , z E V(H) . 

• V IH! será el dibujo que resulte de eliminar en V a todo arco y todo punto que no represente 

a una arista o un vértice de H¡. 

• Representaremos por V H!li2 al conjunto de cruces en V que tienen un arco en VIJi! y el otro 

en Vlli2 · Asimismo, 'OH! será el conjunto de cruces en V que tienen ambos arcos en VIii! . 

• Sean A , B subconjuntos de v . Definimos la distancia d(A, B ; V) de A a B en V como el 

mínimo número de cruces que se producen al añadir a V un arco con un extremo en A y el 

otro en B . 

2.1 Sobre la adit iv idad del número de cruce en el plano 

Consideremos la siguiente pregun ta: 

Pregunta . Sean G y G' gráficas ajenas y 9 = xy, g' := wv aristas de G y G' respectivam nt . 

Si H es la gráfica que resulta de añadir a (G U G' ) \ {g, g'} dos aristas, una con extremos n x, w 
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y la otra en y, v. ¿Será posible calcular cr(H ) en términos de cr(G) y cr(G' )? 

El resultado principal de esta sección (el Lema 8) constituye nuestro primer paso sign ifica­

tivo hacia la demostración del Teorema 1 y además prueba que la respuesta a esta pregunta es 

afirmativa. 

A continuación enunciamos un resultado elemental de teoría topólogica de gráficas, el cual, será 

utilizado varias veces en el resto de es te cap ítulo. 

Proposición 6 Sea h = vw una arista de corte de una gráfica conexa H. Sean H¡ y H2 las 

dos componentes de H - h. Si D es un dibuJo de H en el plano tal que cr(H ) = c1-(D) entonces 

IDH¡H21 = Q. 

El resultado que sigue, al igual que el anterior, también será frecuentemente utilizado en r sul­

tados posteriores. 

Proposición 7 Sea G una gráfica no planar y D un dibujo óptimo de G en el plano. Si se 

reemplaza cualquier cruce de D por un vértice de grado 4 entonces la gráfica resultante tiene 

cr(G) - 1 cruces. 

Demostración. Sea c uno de los cruces de D. Sea H la gráfica que resul ta de intercambiar en D a 

c por un vértice de grado 4. Observe que cr(G) = cr(D) 2: cr(H) + 1. Por otra parte, sea 1-l un 

dibujo óptimo de H ; claramente 1-l induce un dibujo I-l' para G tal que cr(l-l') = cr(1-l) + 1, es to 

implica que cr(G) ~ cr(H ) + 1 Y por tanto cr(G) = cr(H ) + 1. • 

Finalmente, estamos listos para dar respuesta a la pregunta que nos planteamos al inicio de 

está sección. 

Lema 8 Sea {e, e' } = G[V¡ , V2 ] un 2-corte de aristas minimal de una gráfica conexa G y G i = 
G[V;] para i = 1,2. Sean Xi, Yi los extremos de e, e' e'r¡ Vi respectivamente. Sea Gi la gráfica 

resultante de añadir a G i una arista gi con extremos Xi, Yi . Entonces cr(G) = cr(G~ ) + cr(G2). 

Demostración. Primero probamos que cr(G) ~ cr(G~)+cr(G2)' Es fácil encontrar dibujos disjuntos 

en el plano D~ , D2 de G~ y G2 respectivamente, tales que: (i) cr(GD = cr(DD, donde i = 1,2, Y 

(ii) d(gl , g2 ; D~ UD2) = Q. 
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De (ii) se sigue que podemos unir los arcos g¡ , g2 con un. par a, /3 de arcos disjuntos sin produ Ir 

nuevos cruces. Claramente, V~ U V~ U {a, /3} induce un dibujo V para G tal qu 

cr(V) = cr(V~) + cr(V~), 

esto, implica que 

cr(G) ::; cr(G'¡) + cr(G~). 

Antes de comenzar con la otra parte de la prueba hacemos un parentesis para introduci r la 

siguiente notación: Si V es un dibujo óptimo de G en el plano entonces Av será la unión dios 

conjuntos Vc l , VC2 ' V ec l , V e,c l , V eC2' V e'C2· 

o es difícil ver que necesariamente IV ee' 1 = O. Luego, podemos asumir que cr(G) = IVc l 21 
IAvl simpre que V sea un dibujo óptimo de G . 

Procederemos por inducción sobr cr(G) para proba:~ que cr(G) 2: cr(G~) + cr(G~). Nu stro 

caso base será cr(G) = o. Llegaremos a una contradicción por asumir que para alguna gráfica 

planar G ocurre que cr(G) < cr(G'¡) + cr (G~) . Tal supo:>Íción implica que al menos uno de G~ o 

G~ es no planar . Sin pérdida de generalidad supongamos que cr(G~) > O. De la minimalidad de 

{e, e'} se sigue que G contiene un ciclo C tal que e, e' E C. Una simple observación nos deja ver 

que cr(G I U C) = cr(G~). Pero G l U C es una subgráfica de G, luego cr(G) 2: cr(G I U C) > O . 

Ahora, supongamos que la afirmación es válida para todo entero no negativo menor qu t, 

donde t es algún entero positivo y consideremos el caso cr(G) = t. 

Dividiremos el resto de la prueba en 2 casos. 

Caso 1. Existe al menos un dibujo V de G en el plano tal que cr(G) = cr(V) y IAvl > O. 

Supongamos que e es uno de los cruces de Av y que la.:; aristas a, a' son tales que V aa , = { e}. 

Enseguida reemplácese a e por un vértice v de grado 4 .Y llámese H la gráfica r sultante. De la 

Proposición 7 ten mos que cr(G) = cr(H) + 1. 

Como e E Av entonces al menos una de a o a' está en G l U G2 . Sin pérdida de gen ralidad 

asumamos que a E G l u G2 . Dado que G¡ y G2 son gráfio;as disjuntas, luego a está en sólo una d 

G l o G2 . Sin pérdida de generalidad supongamos que a E G l · Sean Hl = H[V{] y H2 = H[V2] 

donde V{ = VI U {v}. Por otra parte no es difícil ver que H[V{ , V2 ] es un 2-corte de aristas minimal 

para H y que H2 = G2 . Como cr(H) = t - 1 entonces por la hipótesis de inducción tenemos que 

cr(H) = cr(HU + cr(H~), donde Hf y H~ se obtienen a partir de H de manera análoga a como s 

obtuvieron G~ y G~ a partir G . ótese que H~ = G~ debido a que H2 = G2 . 
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n argumento análogo al que se usó n la Proposición 7 para probar que cr(G) ~ cr(H ) + 1 

demuestra que cr (G~ ) ~ cr(H [) + 1. Conjuntando las rel é.ciones anterior s obten mos qu 

cr(G) = cr(H ) + 1 = cr( H; ) + cr (H~) + 1 ~ (c r(G/¡) - · 1) + cr (G~ ) + 1 = cr(G
/
I ) + cr (G~), 

esto es , 

cr(G) ~ cr(G;) + cr (G~) . 

Caso 2. IAvl = O siempre que V sea un dibujo de G en el plano tal que cr(G) = cr(V). Luego 

e' aparece sin cruces en todo dibujo óptimo de G y por té.nto cr(G) = cr(G - e' ). S a H = G - e' . 

Como {e , e'} es un 2-corte de aristas minimal para G entonces H es conexa y e s una arista de 

corte para H. Note que G l y G2 son las dos componentes de H - e. Sea V un dibujo d G n el 

plano tal que cr( G) = cr(V). Como e' no aparece en ning-' n cruce de V entonces cr(V) = cr(VIII ), 

pero V' =: VIH es un dibujo de H , luego V' es un dibujo óptimo de H. De la elección de V' 

es claro que IVC¡G2 1 = IVG¡G21. Por otra parte de la Proposición 6 se sigue que V C¡G2 = 0 y 

consecuentemente IVG¡G21 = O. Luego cr(G) = IAvl + IDG¡G21 = O. Esto, contradice la lección 

de G . En otra plabras , si cr(G) > O entonces es imposible que ocurra el Caso 2 . • 

2.2 So bre los 2-cortes de aristas 

En esta sección probaremos algunos resultados que involucran 2-cortes de aristas . Estos r sultados 

serán citados más tarde en las pruebas del ~ orema 1 y el Corolario 2. 

Recordemos que E1i denota al conjunto de aristas de una gráfica H tales que e E E7.¡ si y 

solo si e forma parte de algún 2-corte de aristas minimal de H , mientras que Ce (H) d nota al 

subconjunto de E'j¡ tal que a E Ce( H ) si y solo si {e,a} es un 2-corte de aristas minimal de H ó 

a = e. En este contexto tenemos los siguientes tres resultados . 

Proposición 9 Si a, b E Ce (H ) entonces a E Cb(H) . 

D emostración. Si a = b entonces la afirmación se sigue trivialmente. Asumamos pues que a =1- b. 

Sean Al y A2 las dos componentes de H \ {a, e}. Para i = 1, 2 supongamos que ai Y ei son los 

extremos de a y e en Ai respectivamente. Pero b E H \ e y a =1- b, luego b E Al Ó b E A2 · Sin 

perdida de generalidad asumamos que b E Al' De la hipótesis de qu {b , e} es un 2-corte de aristas 

de H es fácil deduci r que b es una arista de corte para A·1 · Sean A I ,l Y A I ,2 las dos component s 

de Al \ b. La minimalidad de {b , e} implica que si al E AI,l entonces el E A I ,2 o bi n , si a l E Al ,2 
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entonces el E AI.I . Sin perdida de g neralidad supongamos que al E Al.1 Y el E A 1•2 • Por otra 

parte, es claro que si cada al - a2 camino de H contiene a, alguna de a o b entonces {a, b} s un 

2-corte de aristas de H . Llegaremos a una contradicción por asumir que existe un al - a2 camino, 

digamos P contenido en H \ {a, b} . Como e es una arista de corte para H \ a y además al E Al 

Y a2 E A2, entonces cada al - a2 camino en H \ a contiE:ne a e, en particular E P . E fácil 

ver que si PI y P2 son los subcaminos de P cuyos extremos son al , el Y al, e2 resp ctivam nt , 

entonces P I está contenido en P2 . Esto implica que e ~ P J. Y por tanto PI es un al - l camino 

contenido en Al , pero al E AI .I Y el E AI .2 luego b E PI Y como consecuencia obtenemos b E P 

una contradiccón. Por otra parte, la minima!idad de {a , e} implica que a no es una arista de corte 

de H , asimismo , la minimalidad de {b, e} implica que b no es una arista de corte de H , lu go 

2-corte {a , b} es minimal y por lo tanto a E Cb (H ) . • 

Propo ición 10 Sea G una gráfica 12-arista-conexa con grado mínimo al menos 3. Si e e U1W 

arista de G tal que e E Eb Y G l es una componente de G \ Ce(G) entonces G l es 12-a1-is ta-conexlL 

y exis ten exactamente 2 aristas de Ce (G) incidentes con Gl · 

Demostración. Primero probaremos que existen exactamente 2 aristas de Ce (G) incidentes con G l · 

Sea G2 = G \ G l . De la defini ción de GI es obvio que toda arista de G que tiene un xtr mo n G l 

Y el otro en G 2 es un elemento de Ce(G), llamaremos EG, a tal subconjunto de Ce(G) . Como G 

es 2-arista-conexa entonces IEG,I 2: 2. Obtendremos una contradicción por asumir qu EG, ti n 

al menos 3 elementos. Sean b, d Y J elementos ditintos de BG,. Para x E {b , d, j} supongamos qu 

X l y X2 son los extremos de la arista x, más aún, asumamos que Xl E G l · 

Como b, d E Ce(G) entonces por la Proposición 9 tenemos que b E Cd(G), esto implica qu 

{b , d} es un 2-corte de aristas para G, y por tanto todo b¡ .- b2 camino en G contiene a b o d. Por 

otra parte, es evidente que tanto G 1 como G2 son conexas, más aún, ninguna de ellas conti ne 

ari stas de EG" luego para j = 1, 2 existe un camino Qj contenido en G j con extremos en bj y Jj. 
Pero Q1 U J U Q2 es un b¡ - b2 camino de G que no contiene a ninguna de b o d, esto contradice el 

hecho de que {b, d} es un 2-corte de aristas para G. De esta, manera queda probado que IEG, I = 2. 

Supongamos que EG, = {a, a'} . 

Enseguida verificamos que G 1 es 2-arista-conexa. Corno G es 2-arista-conexa entonces todo 

2-corte de aristas de G es minima! . o es difícil ver que si h es una arista de cor te en G ¡ entonces 

{a, h} es un 2-corte de aristas para G y por tanto h E C., (G), pero por otra parte ya teníamos 

que a E Ce(G) o bien e E Ca(G) , luego de la Proposición 9 se sigue qu h E Ce(G), lo cual 

contradice a! hecho de que Ce(G) n G l = 0. Tal contradicción conlcuye con la prueba de qu G I 

es 2-arista-conexa . • 
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Corolario 11 Si G, e y G 1 son como en la Proposición 117 Y a E Eb n E( G 1) entonces Ca (G) e 
E(G¡). 

2.3 Prueba del Teorema 1 

Finalmente, nos encontramos en condiciones de probar el rewltado más importante de este capítulo. 

D emostración del Teorema 1. Como G es conexa y crítica en cruces entonces G es 2-ari sta­

conexa y por tanto todo 2-corte de aristas en G es minima!. Sea j un entero tal que 1 ~ j ~ n . 

Asumamos que {Ujuj, Vjvj } es el 2-corte de aristas de G que separa a Gj de Hj = G\Gj garantizado 

por la Proposición 10. Asumamos que uj , vj E V (H j ) . Sea Hj la gráfica que se obtiene al añadir 

a Hj una arista con extremos uj , vj. 

Sea a una arista arbitraria de G j. De la Proposición 10 sabemos que G j es 2-arista conexa, luego 

Gj \ a es conexa y por tanto el 2-corte de aristas {Ujuj, Vjv j} conserva su condición de minimalidad 

si se le considera como un 2-corte de G \ a, este hecho gara:ntiza que tanto G como G \ a sat isfacen 

los requerimientos del Lemma 8. Aplicando el Lemma 8 sobre G y G \ a, y considerando que G s 

crítica en cruces obtenemos 

cr(Gj \ a) + cr(Hj) = cr(G \ a) < cr(G) = cr(Gj ) + cr(Hj), 

y en consecuencia 

cr(Gj \ a) < cr(Gj) . (2 .1) 

Ahora, puede ocurrir sólo uno de los siguientes dos casos. En un primer caso tenemos que 

cr(Gj \ 9j ) < cr(Gj ) y por lo tanto cr(Gj \ e) < cr(Gj) para toda e E E(Gj) . En el segundo caso 

tenemos que cr(G: \ 9j) = cr(Gj) . Ahora, como Gj \ 9j = Gj entonces cr(Gj \ 9j ) = cr(Gj ) y 

por lo tanto cr( Gj) = cr( G j). Por otra parte, como G j \ a es una subgráfica de Gj \ a entonces 

cr(Gj \a) ~ cr(Gj \a). Combinando las últimas dos relaciones con (2.1) obtenemos que cr(G j \a) ~ 

cr(Gj \ a) < cr(Gj) = cr(G j ) y por lo tanto cr(G j \ e) < cr(G j ) para toda e E E(G j ) . • 

2.4 Prue ba del Corolario 2 

Nos apoyaremos en el siguiente lema para probar el Corolario 2. 
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Lema 12 Sea G una gráfica conexa C1"ítica en cruces en el plano con grado mínimo al m enos 3. 

Supongamos que e es una aristas de G tal que e E Eb. Sean G I , G 2 , ... , G n las componentes de 

G \ Ce (G) . Para i = 1,2 , ... , n sean Ui Y Vi los extremos er.. G i del 2-corte de aristas que separa a 

G i de G \ G i garantizado por la Proposición 10. Sea Gi la gráfica que res'ulta de añadir a G i una 

arista gi con extremos U i, Vi. Entonces 

(Eb \ Ce(G)) e (Eb. u Eb. u ... u Eb. ). 
1 2 " 

Demostración. Si E b \ Ce(G) = 0 no hay nada que probar . Asumiremos pues que Eb \ Ce(G) no 

es vacío . Sea a una arista arbitraria de Eb \ Ce (G). De la construcción de G~, G~ , ... , G~ es obvio 

que a E E(G~) UE(G~ ) U .. . UE(G~), más aún , las gráficas G~,G~, ... ,G~ son ajenas por pares , 

luego a está contenida en sólo una de ellas . Sin pérdida de gEmeralidad asumamos que a E Gj para 

algún j E {1 , 2, ... ,n}. Como a E Eb entonces G contiene al menos a una arista b distinta d a 

tal que a y b son un 2-corte de aristas para G. Por el Corola,rio 11 sabemos que Ca(G) e G j , luego 

bE Gj ya que bE Ca(G) y G j e Gj. 

Enseguida probaremos que a y b conforman un 2-corte para Gj . Supongamos que no. Luego 

si al Y a2 son los extremos de a entonces Gj \ {a , b} contiene un camino P con extremos al Y a2 . 

Como el par a, b es un 2-corte para G y G j es una subgr¿.fica de G entonces gj E P. Denotemos 

por PI y P2 a las dos componentes de P \ gj . Por la Proposición 10 sabemos que existen 2 aristas 

en G , digamos j , l' que separan a G j de G \ G j . Evidentemente los extremos de j y l' en G j son 

Uj y Vj. Asumamos que uj y vj son los extremos de j y J' en G \ G j . Como G \ G j s conexa 

entonces G \ G j contiene un camino Q con extremos uj y vj. Luego P' = PI U Q U P2 S un 

camino en e \ {a , b} con extremos al Y a2· La existencia ele P' implica que {a , b} no es un 2-corLc 

para e , esta es la contradicción deseada. Por la Proposición 9, G j es 2-arista-conexa, luego ej es 

2-arista-conexa y por lo tanto el par a, b es un 2-corte minimal para ej y así a E Eb .. . • 
} 

El siguiente resultado es uno de los más importantes de esta sección, ya que establece una cota 

superior para el cardinal de E b cuando G es una gráfica de grado mínimo al menos 3 y crítica n 

cruces en el plano. Más adelante xhibiremos una familia de gráficas, la cual, prueba que dicho 

resultado está asintóticamente dentro de un factor de 2/3, de la solución óptima . 

D emostración del Corolario 2. Si Eb = 0 el probl ema se sigue trivialmente. Por otra parte 

no es difícil ver que si cr(G) = 1 entonces e E {Ks, K3 .3 }, en tal caso es evidente que Eb = 0. 

Asumiremos pues que cr(G) ~ 2 y Eb i 0, y procederemos por inducción sobre cr(G) . 

La prueba para el caso base cr(G) = 2 se puede deducir fáci lmente a partir del Teorema 1 y 

el Lema 12. Ahora, supongamos que la afirmación es válida para cada entero positivo s tal que 
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s ::; t - 1, donde t 2 3, Y consideremos el caso cr(G) = t . 

Sea e una arista de G tal que e E Eb y el, e2, ... , en las campan ntes de e \ Ce(G). Evi­

dentemente ICe(e)1 = n. Para i = 1, 2, . . . , n supongamos que Ui Y Vi son los extremos n e, d l 

2-corte de aristas que separa a ei de e \ ei garantizado por la Proposición 10. S a e: la gráfi ' a 

que resulta de añadir a ei una arista con extremos Ui, Vi . Por el Teorema 1 sab mas que al m nos 

una de G i o e; es crítica en cruces. Si G; es crítica en cruces entonces Hi = G:. En l otro 

caso Hi = Gi . Como G es crítica en cruces entonces existe al menos un r E {1,2, . .. ,n} tal qu 

Hr = G~ . Por comodidad asumiremos que r = 1 aunque ello implique reetiquetar las component s 

de G \ Ce (G). La única posibilidad que existe de que Hi contenga vértices de grado 2 se da cuando 

Hi = ei , más aún, en tal caso los únicos vértices que pueden ten r grado 2 son Ui Y Vi . Si ninguno 

de Ui Y Vi t iene grado 2 en Hi entonces HI = Hi. Si por {:I contrario Hi contiene vértices de grado 

2 entonces definimos a HI como sigue: Si x es un vértice de grado 2 n Hi entonces denotar mas 

por w" y z" a sus vértices adyacentes. Como Hi es crítica en cruces entonces w" f= z" y por tanto 

al menos uno de w" o z" está en V(Hi ) \ {ui , vd. Sin pérdida de generalidad asumamos qu w", 

es dicho vértice. H: será la gráfica que resu lte de contraer en Hi a cada arista xw",. 

De la construcción de H: s fácil deducir que IE1I, I :; IE1I; I + 2, más aún, H: es conexa con 

grado mínimo al menos 3 y crítica en cruces en el plano, además de verificar que cr(HI) = cr(H;) . 

Ahora bien, como cr(fID = cr (eD entonces 

n n 

L cr(Hj) = L cr(Gj) . 
j= l j=1 

Aplicando la hipótesis de inducción sobre HI obtenemos que IE;/; I ::; 3cr(HI) - 4 Y n COIlS -

cuencia 
n n 

L IE~j 1::; 3 L cr(Gj ; - 4n. 
j= l j=1 

Como HI , H2, ... , Hn son disjuntos por pares, ICe(e)1 = n, y por el Lema 12 Eb \Ce(G) e 
U 7= 1 E1Ij entonces 

n n 

IEbl - n = IEb \ Ce(G)1 ::; I U E1Ij 1= 2: IE1IJ 
j=l j=l 

Pero IE1I¡1 = IE;/; I ya que HI = H{ y además IE1I~ I :s IE1I:,..1 + 2 para m = 2,3, . . . , n. Lo 

anterior implica qu 
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n 11 n 

¿ IE;¡jl s I E~ ;I + ¿ (IE;¡jl +2) = ¿ IEi-Ijl +2(n - 1) . 
j=l J= 2 j = l 

Luego 

n ( n ) n IEbl- n S {; IE;¡; 1+ 2(n - 1) S 3 {; cr(Gj) - 4n + 2(n - 1) = 3 {; cr(Gj) - 2n - 2. 

Por el Lema 8, cr (G) = L:7=1 cr(Gj ) y por lo tanto IEbl- n S 3cr(G) - 2n - 2, o aquivalente­

mente IEbl S 3cr(G) - n - 2, pero n 2:: 2, lu go IEbl S ~;cr(G) - 4 . • 

A continuación exhibiremos una familia de gráficas que muestra que la cota enunciada en el 

Corolario 2 no puede- mejorarse en un factor mayor que ~: /3. 

Para n entero positivo sea Hn la gráfi ca crítica en cruces en el plano con grado mínimo al 

menos 3 construida a partir de n-copias de J{3 ,3 , como s,~ muestra en la Figura 3. Por el L ma 

sabemos que cr(Hn ) = n y por otra parte , de la Figura 3 es claro que IE;¡" I = 2n - 2. Por lo 

tanto I E~" I = 2cr(Hn ) - 2. La existencia de sta familia de gráficas implica qu nu stra cota está 

asintóticamente dentro de un factor de 2/3 de la solución óptima . 

Figura 3. 

2.5 Prueba del Corolario 3 

Como podemos ver en el Teorema 1 se ha propuesto una manera de par tir a una gráfica que ti ne 

2-cortes de aristas y es conexa con grado mínimo al menos 3 y crítica en cruces en el plano en varias 

subgráfi cas disjuntas por pares , a saber G l , G2 , ... Gn (ver Teorema 1). De hecho , el Teorema 1 

concluye que si G j para algún j E {1 , 2, . .. , n}, no es crítica en cruces en el plano entonces basta 

agregar a G j la arista gj para que Gj = Gj U gj sea crítica en cruces en el plano . El costo de añadir 
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gj a Gj consiste únicamente en que Gj puede pasar a ser una menor de G y no una subgráfica 

como lo era antes de la añadición de gi. ótese que en el caso de que G j no sea crítica n cruc s 

en el plano entonces Gj es una menor de G que posee la.:; mismas características de G, sto s 

Gj es conexa crítica en cruces n el plano con grado mínimo al menos 3. En el caso contrario 

(cuando Gj es crítica n cruces en el plano y Gj no lo es), existe la posibilidad de que Gj no t nga 

grado mínimo al menos 3 y por lo tanto G j no puede tener las mismas propiedad s que G. A 

continuación proponemos un algoritmo basado en el Teorema 1, el cual nos p rmitirá superar esta 

dificultad. La prueba del Corolario 3 está basada en este algoritmo. 

En lo sucesivo, nos referiremos a tal algoritmo como el algoritmo partición . 

El algoritmo partición tendrá como entrada a una gráfica G y una arista de G tales que 

e E Eb Y G es conexa crítica en cruces en 1 plano con grado mínimo al menos 3. La salida 

será una colección de gráficas , digamos (} = {MI, M 2 , .. . , M n } tal que: 1) (} contiene al menos 

2 elementos, 2) cada par de elemelltos de (} son disjuntos entre sí, 3) cada elemento d (} s una 

menor de G, 4) cada gráfica en (} s conexa crítica en cruces en el plano y de grado mínimo al 

menos 3, y por último 5) cr(G) = 2::7=1 cr(Mj ). 

Descripción del algoritmo partición. 

Asumamos pues que G es una gráfica conexa crítica en cruces en el plano con grado mínim 

al menos 3 y que e E Eb. Sean G:'G~ , ... , G~ las componentes de G\Ce(G). Evident m nte 

2 ~ ICe(G)1 = n. Para i = 1, 2, . .. , n sean Ui Y Vi los extremos en Gt del 2-cort de aristas que 

separa a Gt de G \ Gt garantizado por la Proposición 10. Sea G; la gráfica que resulta d añadir 

a G t una arista con extremos Ui, Vi. Por el Teorema 1 sabemos que al m nos una de G} o G; s 

crítica en cruces en el plano. Note que ambas Gt y G; son menores de G. Sea j un ele m nto 

arbitrario del conjunto {1, 2, . .. , n}. 

Paso 1. Si G] es crítica en cruces entonces Gl = Gl- En el otro caso Gl = Gl· 

Paso 2. Si G; tiene grado mínimo al menos 3 entonces GJ = G;. En el otro caso los únicos 

vértices de G; que pueden tener grado menor que 3 son Uj y Vj, más aún, de la construcción d 

G; es fácil ver que tanto Uj como Vj tienen grado al mt:nos 2. GJ será la gráfica que resulte d 

suprimir en G; a cada v'rtice de grado 2. 

No es difícil verificar que G1, G~, ... , G~ es la colección de gráficas requeridas. En lo sucesivo 

diremos que G1, G~ , . . . , G~ son las menores críticas de el inducidas por e. 

Un comentario sobre notación. Si 1-l es una famili a finita de gráficas entonc s denotaremos por 
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cr(tí ) la suma de los números de cruce en el plano de lo~ elementos de tí, en simbolos r(tí) = 
-¿HE'/{ cr(H ). 

D emostración del Corolario 3. Sea 90 = {G} . Para i entero positivo definimos a la 

colección de gráficas 9. como sigue: Si cada una de las grá.ficas contenidas en la colección 9.- 1 es 

3-arista-conexa entonces 9. = 9.-1 ' En el otro caso 9.-1 contiene al menos una gráfica H'_ 1 la cual 

contiene una arista ei- l tal que ei-I E E;I¡_¡' Nótese qU(! en el caso i = 1, Ho = G. Enseguida 

aplíquese el algoritmo partición sobre el par H i - 1 , e'_ I. :,i tí' _1 es la familia de gráficas cuyos 

elementos son las menores crí ticas de H i - I inducidas por e,._ 1 entonces 9i = W' - I \ H i - ¡) U tíi - I . 

Afirmación 1 Si T es un enter'o no negativo entonces cr(!lr) = crWr+¡) . 

Demostración. Si 9,· = 9r+1 no hay nada qué probar . Asumiremos pues que 9r i- 9r+l. lara­

mente, basta probar que crWr+1 \ 9r) = crWr \ 9r+I)' Pero 9r+l \ 9r = tír mientras que 

9r \ 9r+1 = {Hr} . Por otra parte, la última condición que satisface el algoritmo partición s 

justamente que cr(Hr ) = cr(tí r ), ste hecho concluye con la prueba de la Afirmación 1. • 

Una consecuencia inmediata de la Afirmación 1 es que para todo par de enteros no negat ivos 

rl Y 1'2 se satisface que cr(9r¡) = cr(9r2)' Lo anterior es cierto en particular para rl = O Y por lo 

tanto cr(9o ) = crWr2)' pero cr (9o) = cr(G), luego cr(G) = crWr2)' 

A continuación probaremos que para algún ntero no negativo p < cr(G) se v rifica qu 9p = 
9p+l. Supongamos que no. Luego, para q = cr(G) se satisface que 9q-l i- 9q . Por otra part , 

de la construcción de 9i a partir de 9i-1 s fácil ver que 19i1 > 19i- 11 siempre que 9i - 1 i- 9i· 

Luego 9q tiene al menos q + 1 elementos. Como cada uno de los elementos de 9q es crí tica n 

cruces en el plano entonces cada elemento de 9q tiene número de cruce al menos 1, sto implica 

que cr(9q) 2 q + 1 > cr(G) lo cual contradice a la Afirmación 1. 

Sea Po el menor entero no negativo para el cual se satisface que 9po = 9po+l' De la construcción 

de 9po es fácil deducir que 9po es la colección de gráficas requerida, es decir M e = 9po ' • 

El resultado que sigue, es una consecuencia del Corolario 3 

Corolario 13 Si G y MI, M 2 , . .. , Mn son como en el Cardario 3 entonces cr(G) 2 n. 

Demostración. Dado que cada una de MI, M 2 , ... , Mn es una gráfica crítica en cruces entonc s 

cr(Mi ) 2 1 para cada j = 1,2, ... , n. Esto implica que -¿J=I cr(Mi ) 2 n, pero por el Corolario 3 

sabemos que cr (G) = -¿J= I cr(Mi ), luego cr(G) 2 n . • 
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Capítulo 3 

N úmero de cruce de gráficas 
críticas con grado m2lximo 
acotado: 
Demostración del Te()rema 4 

Las gráficas conexas k- crí ticas en el plano que tienen un número grande de vértices (y aristas, 

en consecuencia) comparado con k (como todas las que nOB interesan en ste capítulo) ti n n una 

estructura muy parecida a la de las gráficas planares. Esta similitud se debe a que este tipo de 

gráficas k-críticas contienen un subconjunto S de a lo más k aristas tal que la eliminación de dicho 

conjunto S de la gráfica k-crít ica da como resultado una subgráfica planar. Esta subgráfica planar 

es muy parecida a la gráfica k-crítica que la contiene, ya que por construcción , la dif r ncia entre 

ambas es de sólo unas "pocas" aristas. 

Tuestro primer paso hacia la prueba de Teorema 4 es demostrar que las gráfica críticas en cruces 

en el plano con grado mínimo al menos 3 tienen una cantidad relativamente grande de ciclos d 

longitud pequeña. En esta tesis diremos que un ciclo tiene longitud pequeña si su longitud es a lo 

más 20 . 

Para alcanzar esta meta, dedicaremos la primer sección de este capítulo a probar algunos 

resultados sobre Ciclos de longitud p queña en gráfica plana.res . Más adelante, usaremos la similitud 

que existe ent re las gráficas k-críticas y las gráficas plana.res para extender estos resultados a la 

familia de gráficas que nos interesa. 
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3.1 Ciclos de longitud pequeña en gráficas planares 

El argumento que usaremos para probar nuestro proximo res'lltado fué motivado por un argum nto 

parecido que B. Richter y C. Thomassen usaron para probar uno de sus Teoremas en [16]. 

Teorema 14 Sea G una g1'áfica imple conexa planar con grado mínimo al menos :1 y r ~ O un 

entero . Sea F el conjunto de caras de algún encaje de G m el plano. Si A es el subconjunto d 

caras de F cuyas fronteras tienen longitud a lo más r + 5 entonces IAI ~ rl~l~1 2 . 

Demostración. Para cada cara F de F la suma w(F) = 2::v-F l/d(v), es conocida como el p so 

de F, donde d(v) es el grado del vértice v y v '" F significa, que v es incidente con F. (Un vért ic 

aparece en la suma w(F) tantas veces como la frontera de F' pasa por v.) Como G s simple y tiene 

grado mínimo al menos 3 entonces l(F) ~ 3 Y para cada cara F, w(F) ~ l(F)/3 respectivam nt , 

dond I(F ) es la longitud de la frontera de F. 

Es fácil ver que p = L:F w(F) e el número de vértices de G. (L:F significa que la suma se hac 

sobre todas las caras de T) Asimismo, si q es el número d.e aristas de G entonces 2q = L:F l(F ). 

De las últimas 2 ecuaciones y la fórmula de Euler 2 = p--q+ IFI se sigue que 2 = t L :F {2w(F )­

I(F) + 2}. Como w(F) ~ I(F)/3 entonces 

12 ~ ¿ {-I (F) + 6} = ¿ {-I(F) + 6} + ¿ {- l(F) + 6}. 
:F A :F-A 

Ahora bien, puesto que 3 ~ l(F) entonces -1(F) +6 ~ 3 Y consecuentemente LA {-l(F) +6} ~ 

31AI. Por otra parte si F E F - A entonces l(F) - 6 ~ 1', o bien - l(F) + 6 ~ - r y por lo tanto 

L:F -A { -l (F) + 6} ~ -r(IFI - lA!). Luego 

12 ~ 31AI - r(!FI - lA!), 

El resultado deseado se obtiene a l despejar IAI de la desigualdad anterior. • 

En el Teorema anterior, note que la frontera de cada elemento de A 'nos provee de un ciclo d 

longitud a lo más r + 5. 

El proximo resultado es parecido al anterior . La única variante en este caso, es que no todos 

los vértices de G tienen grado mínimo al menos 3, 
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Corolario 15 Sea G una g1'áfica simple conexa planar. S ea F el conjunto de caras de algú.n encaje 

de G en el plano y A el subconjunto de caras en F cuyas fronteras tienen longitud a lo más 20. Si 
W es un subconjunto de V(G) tal que v E W si y solo si d (v) < 3 entonces IAI ~ (5/6)IFI - 4IWI· 

Demostración. Sea V el encaje de G en el plano cuyo conjunto de caras es F . Como G s conexa 

entonces d(v) ~ 1 para todo v E V(G). Por otra parte, es fácil ver que si u E V(G) es tal qu 

d(11.) < 3 entonces siempre podemos añadir a V un conjun to Eu de 3 - d(11.) aristas tales que cada 

elemento de [u tiene un extremo en u y el otro en V(G) \ {u} . Lo anterior es posible sin produ ir 

nuevos cruces y manteniendo la simplicidad, es decir V l.. [u es un dibujo sin cruces y la gráfi a 

inducida por V U [u es simple. De esta manera podemos construir un dibujo sin cruces, digamos 

V' a partir de V tal que la gráfica G' inducida por V' ,:¡atisface las siguient s propiedades: a) 

V(G) = V(G'), b) G es una subgráfica de G', c) G' es sim:;>le y tiene grado mínimo al menos 3, d) 

IE(G') \ E(G)I ~ 21WI y por último e) ninguna subgráfica propia de G' satisface simul tán am nte 

a), b), c) y d). 

Si F' es la colección de caras de V' y A' es el subconjun.to de caras en F' cuyas fronteras tien n 

longitud a lo más 20 entonces por el Teorema 14 tenemos que IA'I ~ 151~/J+12 > (5/6)1:F'1 · 

Como cada arista de G' está en la frontera de a lo más 2 caras de :F' entonces la eliminación d 

cada arista de E = E(G') \ E (G) disminuye a lo más en 2 a IA'I. Pero IEI ~ 21WI , luego A tien 

al menos IA'I - 2(21WI) = IA'I- 41WI elementos. Esto es , IAI ~ IA'I - 41WI ~ (5/6)1:F'1 - 41WI · 
El resultado deseado s sigue de la desigualdad anterior y el hecho de que I:F'I ~ IFI · • 

3.2 Conjuntos independientes máximos en gráficas planar 

En esta sección deduciremos una consecuencia a partir de uno de los resultados obtenidos en [11] . 

Esta consecuencia será utilizada en la prueba del Teorema 4. 

Iniciaremos esta sección enunciando un resultado elemental de teoría de gráficas . • 

Proposición 16 Si G es una gráfica conexa planar sin lazos y G' es una subgráfica simple maximal 

de G entonces a(G) = a(G') . 

El resultado obtenido en [11] que usaremos en esta tesis es el siguiente (la pru ba que exhibimos 

aquí , es una síntesis de la prueba original): 
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Teorema 17 Sea G una g1'áfica simple conexa planar con grado mínimo al menos 3. Si U es un 

conjunto independiente de vértices en G entonces ¡U¡ :::; ::¡V(~)1- 4 . 

D emostración. Sea U = {u¡ , U2, .. . , Un} Y N(Ui) = { Wi, ¡ , W¡,2 . . . , W¡ ,p,} es el conjunto de v rtic s 

adyacentes a Ui en G, donde i = 1, 2, .. . , n . Sin pérdida ele generalidad asumamos que los vértices 

Wi,l, Wl ,2, .. . , Wi,p¡ aparecen en ese orden cíclico en alg;ún encaje F de G en el plano. o es 

difícil ver que G' = G U el U .. . U en es una gráfica simple conexa planar , donde ei denota 

al ciclo Wi ,l Wi ,2 . . . W i, p¡ Wi ,¡ ' Sea Gil la gráfica que se obtiene de G' al eliminar a U y a toda 

arista incidente con algún vértice de U. Claramente, ¡U¡ :::; ¡F(G")¡ . De la construcción d Gil 

es fácil ver que esta gráfica es simple conexa y planar. De las caract rísticas recién mencionadas 

de Gil se sigue que 3¡F(G")¡ :::; 2¡E(G" )¡. Sustituyendo la desigualdad anterior en la fórmu la d 

Euler \V(G")¡ - ¡E(G" )¡ + ¡F(G")¡ = 2 obtenemos que ¡F(G")¡ :::; 2¡V(G")¡ - 4. Pero \V(G")¡ = 
\V(G)¡ - ¡U¡, luego ¡U¡ :::; 2\V(G)¡ - 2¡U¡ - 4 y por lo tanto ¡U¡ :::; 2¡V(~)1-4 . • 

El corolario que sigue, será utilizado en la prueba del Teorema 4. 

Corolario 18 Si G es una gráfica conexa planar tal que ¡N(v) \ {v }¡ ~ 3 para todo v E V(G) 

entonces a(G) :::; 2¡V (~ )1 -4 . 

Demostración. Sea Huna subgráfica simple maximal de G. 

Dividiremos la prueba en 2 casos. 

Caso 1. Si G no tiene lazos entonces por la Proposición 16 tenemos que a( G) = a(H). Por 

otra parte el Teorema 17 garantiza qu a(H ):::; (2\V (H )¡- 4)/3 . Luego a(G) :::; (2\V(G)¡- 4)/3 

ya que V(H) = V(G). 

Caso 2. G contiene lazos. Como ningún vértice de G que tenga lazos pu de pertenecer a algún 

conjunto independiente de vértices en G entonces a(G) .:::; a(H). Por l Teorema 17 tenemos qu 

a(H) :::; (2\V(H )¡ - 4)/3 y por construcción de H es cierto que V(H) = V(G), luego a(G) :::; 

a(H ) :::; (2\V(G)¡ - 4)/3 . • 

3.3 Prue ba del Teorema 4 

Finalmente nos encontramos en condiciones de probar el Teorema 4. 
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Demostración del Teorema 4. La es trategia que seguiremos para resolver est probl ma s 

la siguiente: 

(i) Primero probaremos que si G contiene una arista e y un par de ciclos Cl , C2 tales que E(C1) n 
E( C2 ) = {e} y además tanto Cl como C2 tienen longitud a lo más 20, entonc s ir sul tad 

deseado se sigue fácilmente. 

(ii) Después, probaremos que efectivamente, G contiene una arista e y ciclos C¡ y C2 que satisfac n 

los requerimientos citados en (i) . 

Demostración de (i) . Como G es k-crítica entonces cr(G - e) ~ k - lo Luego, existe un dibujo 

de G - e en el plano con a lo más k - 1 cruces. Supongamos que u y w son los extremos de e. 

Para i = 1, 2 sea Pi el camino Ci \ e. En principio es posible que algunas aristas de Pi se cruc n 

con otras aristas de Pi. Podemos considerar el dibujo d,~ Pi como una gráfica sin cruces Hi con 

vértices de grado 2 y 4. Sea PI el camino más corto en Hi que une a u y w. 

Dividimos el r sto de la prueba de ('í) en 2 casos . 

Caso 1. P{ Y p~ no se cruzan. En este caso, para cada j E {l ,2} habrá 2 formas de dibuj ar a 

e cerca de Pi , una por cada lado. En total ésos 4 dibujos de e cruzando cada arista que no sLá 

en p ¡ U P2 incidente con los vértices internos de p¡ o P2 ocasionan a lo más 36(m - 2) cruc s ya 

que tar!to p¡ como P2 tienen a lo más 1 vértices internos y todo vértice de p¡ U P2 tiene a lo más 

m - 2 aristas incidentes que no están en p¡ U P2 . 

En principio es posible que los restantes k - 1 cruces do;! G \ e crucen a P{ U P2. Con ésto y dado 

que P{ no se cruza con P2 entonces tenemos que los 4 dibujos de e cerca de PI o P2 ocasionarán 

a lo más 2(k - 1) cruces. Esto arroja un dibujo de G = (G \ e) U e con a lo más 

36(m - 2) + 2(k - 1) + k _ 1 
4 

cruces. Por lo tanto, cr(G) ~ 1.5(k - 1) + 9(m - 2) < 1.5k + 18m - 38. 

Caso 2. PI se intersecta con P2. Podemos considerar el dibujo de P{ U P2 como una gráfica sin 

cruces H con vértices de grado 2 y 4. Luego, habrá exactamente 2 formas de dibujar a e c rca d 

H sin cruzar a H , una por cada lado. En total ésos 2 d ibujos de e cruzando cada arista que no 

está en p¡ U P2 incidente con los vértices internos de p¡ o P2 ocasionar! a lo más 36(m - 2) cru s 

ya que tanto p¡ como P2 tienen a lo más 18 vértices internos y todo vértice de p¡ U P2 tiene a lo 

más m - 2 aristas incidentes que no están en p¡ U P2 . 

Como PI se cruza al menos una vez con P2 y G \ e tiene a lo más k - 1 cruces entonc s los 2 

dibujos de e cerca de H ocasionarán a lo más k - 2 cruces. Esto arroja un dibujo de G = (G \ ) U 
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con a lo más 
36(m - 2) + (k - 2) + k _ 1 

2 . 

cruces. Por lo tanto, cr(e) ~ 1.5k + 1 m - 38. Con ésto, queda probado (i) . 

Dem ostración de (ii). Primero, suprímase cualquier vértice v tal que IN(v) \ {v}1 = 2. Ésto, no 

afecta al número de cruce de e ni a sus propiedades. Por lo tanto, podemos asumir que para todo 

vértice ven e se satiface que IN(v ) \ {v}1 ~ 3. 

Si e tiene un conjunto con al menos 3 aristas paralelas, digamos j , 9 y h con extremos u y w 

entonces la arista 9 y los ciclos Cl = x j w gx y C2 = x hwgx satisfacen las propiedades requeridas 

por (i) . Asumamos pues que todo conjunto de aristas paralelas en e tiene 2 elementos. 

Observe que e tiene un conjunto S con a lo más k aristas tales que e - S es planar. Sea e' 

una subgráfica simple maximal de e . Como IN(v) \ {v}1 ~ 3 para todo v E V(e) entonces e' 

t iene grado mínimo al menos 3, más aún, e' - S es plana:r. Sean H¡ , H2, .. . , Hn las compon nt s 

de e' - S. Sin pérdida de generalidad asumamos que E'¡ es tal que IV(H¡) I ~ IV(Hj) l, donde 

j = 2, 3, .. . , n . ote que H¡ es una gráfica simple conexa planar con a lo más 2k vértices con 

grado menor que 3. Por el Corolario 15 tenemos que H¡ contiene al menos (5/6 )¡F(H¡)1 - 4(2k) 

caras de longitud a lo más 20. En lo sucesivo denotaremos por A a tal conjunto de caras . 

Sea Hi un dual plano de Hl. De las características d,~ H¡ Y la defin ición de dualidad se sigue 

que Hi es una gráfi ca conexa planar con grado mínimo al menos 3. Aplicando el Corolario 18 

sobre Hi tenemos que a(H i) ~ (21V (H i )1 - 4)/3, esto implica que A cont iene un subconjunto 

A' con al menos (5/6)¡F( H¡)1 - k - (21V (Hi)I- 4) /3 e1ementos tales que si j E A' entonces A' 

contiene otro elemento distinto de j , digamos J' tal que las fronteras de f y J' t ienen al menos 

una arista en común . 

Como Hi es un dual plano de H¡ entonces ¡F(H¡) I = IV(Hi)I . Esto implica que IA' I > 

(5/ 6)¡F(H¡) I- 8k - (2¡F(H¡ )1 - 4)/3 Y por lo tanto IA'I ~ (1/6)¡F(H¡) I - (8k + 4/3). 

Por otra parte, por el Teorema 2 sabemos que Eb tiene a lo más 3cr(e ) - 4 elementos. P ro 

cr(e ) ~ 2.5k + 16 (ver [16]) , luego IEb l ~ 3(2.5k + 16) - 4 = 7.5k + 44. Como H¡ es una subgráfica 

de e, entonces H¡ contiene a lo más 7.5k + 44 aristas de Eb . 

Ahora bien, si en H¡ se eliminan las aristas del conjt: nto E(H) n Eb entonces la cardinalidad 

de A' disminuirá en a lo más 40(7.5k + 44) unidades, ya que la eliminación de cualquier arista 

de H puede ocacionar la pérdida de a lo más 40 elementos de A' . De lo anterior se sigue que si 

(1/ 6)¡F(H¡) 1 ~ 308k + 1762> 8k + 4/3 + 40(7.5k + 44) E:ntonces A' contiene un par de lem ntos, 

digamos j y J' cuyas fronte ras vistas como ciclos de e sG.tisfacen con tener en común exactamente 
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una arista. Luego, basta verificar que IF(H¡)I ;::: 6(308k + 1762) = 1848k + 10572. 

o es difícil ver que el número de componentes de G1 
- S es a lo más k . Esto implica qu 

JV(H¡) 1 ;::: JV(G')I/k. Por otro lado, como H¡ es conexa. y contiene a lo más 2k vértices 011 

grados menores que 3, entonces IE(H¡)I ;::: (3/2)JV(H¡)1 .- 4k o equivalentemente -IE(H¡)\ ~ 

- (3/2)JV(H¡ )1 + 4k . Sustituyendo la desigualdad anterior en la fórmula de Euler JV(H¡) 1 -

IE (H¡)I + IF (H¡) I = 2 obtenemos 

-JV(H¡ )1/2 + 4k + IF(H¡ )I ;::: 2, 

o bien 

\F (H 1)\ ;::: JV(H¡)\/2 + 2 - 4k. (3.1) 

Ahora, de la costrucción de G1 tenemos que JV3 (G) 1 = JV (G1
) 1 y por hipótesis JV3 (G) 1 ;::: 

(3704k + 21140)k , luego JV(H¡) 1 ;::: 3704k + 21140, ya qUE: JV(H¡) 1 ;::: JV3 (G)I/k . Sustituyendo la 

desigualdad anterior en 3.1 obtenemos 

IF(H¡) 1 ;::: (3704k + 21140)/2 + 2 - 4k = 1848k + 10512, 

el resultado deseado . • 
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Capítulo 4 

, 
Arboles abarcadores de conjuntos 
de puntos multicoloreados en el 
plano: 
Demostración del T r80rema 5 

Primero probaremos que el Teorema 5 para k > 5 se sigue fácilmente d I caso k = 5. La pru ba 

para el caso k = 5 se da en la siguiente sección . 

4.1 Prueba del Teorema 5 para k > 5 

A continuación probaremos que si el Teorema 5 se verifica para el caso k = 5, entonces también s 

verifica para k > 5. 

D emostración del Teorema 5 para k > 5, asumiendo que es válido para k = 5. 

Sean Pr ¡, Pr2 , ... , Pr 5 cinco ele m ntos distintos de {PI, P2 , . •. , Pk}. Por hipótesis tenemos que I 

Teorema 5 se verifica para k = 5, luego existen al menos (140s)/10 - 180/10 = 14s - 18 cruces con 

ambas a ristas en Tr ¡ U T"2 U ... U Tr5 · 

Como existen (;) maneras de seleccionar a Pr ¡ , Pr 2 , ... Pr 5 , entonces el núm ro total d ru s 

sobre las aristas de To, TI, . .. , Tk- 1 es al menos 

(k) 145 - 18 
5 (k - 2) 
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(dividimos por (k ~2 ) ya que, és ta, es la cantidad de veces que se sobrecuenta un cruce). 

Una manipulación trivial demuestra que la expresión redén escrita es igual a 7sk(k - 1)/10 -

9k(k - 1)/ 10, como queríamos . • 

4.2 Prueba del Teorema 5 para k = 5 

Demostración del Teorema 5 para k = 5. Procederemos por inducción sobre s. La prueba 

para el caso base s = 2 es fácil. 

Por tanto, asumiremos que el enunciado es verdadero para s = t - 1, donde t ~ 3, y consid remos 

el caso s = t . 

Un vértice de Pi es un i-vértice. Una arista de Ti es una i- arista. 

Por brevedad denotaremos por GaTo U T1 . .. U T4 . ot.e que si cada arista de G tiene al m nos 

6 cruces entonces el número total de intersecciones en G es al menos 6(5(s - 1))/2 > 14s - 1 

Por lo tanto, G tiene al menos una arista con a lo más 5 c.ruces. 

Es fácil verificar que las consideraciones de conexidad (de los árboles Ti) implican que cada 

i-arista intersecta al menos a una q- arista, donde q = O, ... , i - 1, i + 1, .. . ,4 . Entonc s, cada 

arista tiene al menos 4 cruces . 

Reetiquetando los puntos de P si es necesario (quizá en el orden inverso al orden cíclico de 

los puntos de P ), podemos asumir que alguna O- arista eo tiene el menor número de cruc s con 

respecto a las otras aristas de G, y, más aún, que los vértices incidentes con eo son Po Y Pio, ·on 

jo ~ 10. Luego, eo tiene 4 o 5 cruces. 

Sea Eo el conjunto de aristas que intersecta a eo y Eó = Eo U {ea} . Un cruce es interno 

ambas aristas involucradas pertenecen a Eó. Un cruce será externo si no es interno pero involucra 

alguna arista de Eó. Un cruce es bueno si es interno o externo. 

Un comentario sobre notación. Sean Prl> Pr 2 vértice3 de P tales que O ~ r ¡ < r2 ~ 5t - l. 

Entonces el segmento abierto (Prl' Pr 2) es el (posiblementf vacío) conjunto {Prl +l, Prl +2, ... , Pr2-d 

mientras que el segmento cerrado [Prl , Pr2] es el conjunto {Prt, Prl +1, . . . , Pr2} · Usaremos [Prl' Po] 

para referirnos a P \ (Po, Pr2)· 

Dividimos el resto de la prueba en 2 casos. 
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Caso 1. eo tiene 5 cruces. Esto implica que toda arista en G tiene é~l menos 5 cruces. No es difícil 

ver que si T m tiene aristas que se cruzan entre sí, para algún m E S = {D , 1, 2, 3, 4} entonces Tm 

puede ser modificado de tal manera que ningún par de aristas de T m se crucen, ésto sin incrementar 

cr(G). Así pues, para m E S podemos asumir que ningún par de m -aristas se cruzan. Como cada 

O-arista se cruza al menos una vez con cada uno d e TI , T2 , T3 Y T~" Y dado que eo tiene 5 cruces , 

entonces existen exactamente dos r-aristas, digamos er , e~ que se intersectan con eo, para algún 

r E {1 , 2, 3, 4}. Supongamos que Pi, ,Pi! Y Pi2' Ph son los extremos de er y e~ respectivamente. Sin 

pérdida de generalidad asumamos que O < i 1, i 2 < jo Y jo < jI, h ~ 5t - 1. 

Como Tr es un árbol entonces para cada par u, v de r-vértices existe un único u - v camino 

contenido en T,.. Sean 1 y J los caminos contenidos en Tr , cuyos extremos son Pi, ,Pi2 Y Pi, ,Ph 

respectivamente. Como T,. no contiene ciclos y puesto que er y €.~ son las únicas aristas de Tr qu 

intersectan a eo entonces el par er , e~ está contenido en 1 ó en J pero no en ambos . 

Sin pérdida de generalidad supongamos que er y e~ están contenidas en J. Sea e una arista 

con extremos Pi"Ph. Como 1 es el único Pi, - Pi2 camino con';enido en Tr , entonces e ~ Tr · Sea 

H = (GUe) \Eo . 

A continuación probaremos que cr(H) 2: 14s - 36. Si contraemos eo (junto con todas sus aristas 

incidentes) en H , colapsando Po Y Pio Y reemplazandolos por un vértice situado en cualquier punto 

de eo, obtenemos dos colecciones no vacías de puntos, de tamaños 5s' y 5s" , con s ' +s" = s, sobre las 

cuales puede aplicarse la hipótesis de inducción. Esto da al menos (14s' - 18)+(14s"-18) = 14s-36 

cruces, como qu ríamos. 

Denotaremos por Si (respectivamente Si) al segmento contenido en [po,Pio] (resp . [Pio'PO]) 

que tiene como extremos a Pi, y Pi2 (resp. Pi! y Ph). Sea E,. el subconjunto de E( G) \ {er , e~, eo} 

cuyas a ristas se intersectan con alguna de er o e~. Denotaremos por A al conjunto de aristas d 

Er que tienen un extremo en Sj y el otro n [pjo' po] \ Si. Asimismo, B será el subconjunto de Er 

cuyas aristas tienen un extremo en Si y l otro en [Po,Pio] '. Si . Obviamente, A n B = 0. 

Como Pi!' Pn E Pj entonces Sj conti ne al menos un vértice de c;ada uno de To,· . . , T r - 1 , 

Tr + 1 , ..• , T4 . Por otra parte, no es difícil ver que [Pio' Po] \ Sj también conti ne a l menos un vértic 

de cada uno de To, .. . , Tr - 1 , Tr + I ,· .. , T4 . 

Sea n E {D , 1,2, 3,4} \ {r}. ótese que para cada par w, z de n-vértices en [Pio' Po] se satisface 

que el conjunto de vértices del camino P~- z e Tn que tiene como extremos a w y z está contenido 

en [pjo'Po], lo cual implica que P~-z e H . De las tres implicaciones anteriores, se sigue que exist 

al menos una n-arista contenida en A. Luego IAI 2: 4. 
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Por otra parte, dado que ninguna arista de H se intersecta con eo, entonces toda ar ista d H 

que se cruza con e es un elemento de B. Sea a el número de aristas de H que se cruzan con . 

Como eo se cruza con cada una de er y e~ , y IBI ~ a entonces existen al menos 6 + a cruces sobr 

er U e~, ya que IAI + IBI + 2 ~ 4 + a + 2. 

Ahora, como cada arista de e tiene al menos 5 cruces, luego las tres aristas d 1 conjunto 

Eo \ {er , e~} garantizan al menos 3(5) - 3 cruces buenos. Y dado que ninguno de los 6 + a cruc s 

contabilizados sobre er U e~ involucra a alguna arista de Eo \ {er,e~}, entonces tenemos que e 
contiene al menos 18 + a cruces buenos . 

De las definiciones de e y H es fácil ver que si f3 es el número de cruces bu nos en e, entone s 

cr(H) = cr(e) - f3 + a , de manera que cr(e) = cr(H) + f3 - a ~ (14s - 36) + (18 + a) - a = 14s-1 

• 

Caso 2. eo tiene 4 cruces. Supongamos que em es la m·-arista que intersecta eo, m = 1,2, 3,4. 

Note que, en este caso Eo = {el, e2,e3,e4 }' Denotaremos por Pim,Pim a los extremos de 171, y sin 

pérdida de generalidad asumiremos que O < i 1, i 2, i3, i4 < :io y jo < j¡, h, h, j4 ~ 5t - 1. 

El siguiente resultado prueba que, es suficiente con verificar que los el mentas d Eb están 

involucrados en un número suficientemente grande de cruce1., para que el paso de inducción proc da . 

Proposición 19 Para establecer el paso de inducción, es suficiente probar que al menos una de 

las siguientes condiciones es verdadera. 

(i) Los elementos de Eo son incidentes con hojas que aparecen consecutivamente en P, y hayal 

menos 14 cruces buenos. 

(ii) Hayal menos 18 cruces buenos. 

(iii) Hayal menos 14 cruces buenos, y cada arista de Eo I~S incidente con una hoja . 

Demostración. Asumamos que (i) es v rdadera. ElimínensE: las aristas de Eo, y las hojas con s c­

utivas de P que son incidentes con estas aristas. Esto, por hipótesis elimina al menos 14 cruc s 

y además da como resultado una colección con 5(s - 1) puntos, sobre los cuales la hipótesis d 

inducción puede aplicarse, para obtener al menos 14(s - 1) .- 18 = 14s - 32 cruces. Esos 14s - 32 

cruces, junto con los 14 cruces previamente eliminados, dan al menos 14s - 18 cruces en e, com­

pletándose así el paso de inducción . 
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Supongamos ahora que (ii ) es verdadera . Asumamos primero que ningún elemento de Ea es 

incidente con una hoja. Elimínense el , e2, e3, Y e4. Esto eliminará al menos 18 cruces por hipótesis. 

Si contraemos ea (junto con todas sus aristas incidentes), colapsando Po Y Pjo Y reemplazándolos 

por un vértice sit uado en cualquier punto de ea, obtenemos dos colecciones disjuntas no vacías d 

puntos , de tamaños 5s1 y 5s" , con Si + S il = s , sobre las cuales , la hipótesis de inducción puede 

ser aplicada. Esto da al menos (14s' - 18) + (14s" - 18) = 14s - 36 cruces, los cuales junto con 

los 18 cruces previamente identificados, dan los 14s - 18 cruces requeridos para completar el paso 

inductivo. 

Ahora asumamos que al menos un elemento de Ea eE incidente con una hoja. Es fácil ver­

ificar que entonces cada uno de el, e2, e3 , Y e4 es incidente con una hoj a, y, más aún, qu 

PjO,PjllPi2,PiJ, Pj, aparecen consecut ivamente en P (más aún , j4 = 5t - 1), luego Pj", es la hoj a 

incidente con em , m = 1, 2, 3,4. Por lo tanto en es te caso el resultado deseado se verifica siempr 

que (iii) sea verdadera. Completaremos la prueba analizando el caso en el cual (i ii ) es verdadera. 

Finalmente supongamos que (iii ) se verifica. Elimínense a el,e2,e3 ye4. Esto, por hipótesis 

elimina a l menos 14 cruces. De la contracción de ea (junto con todas sus aristas incidentes), 

colapsando Pa y Pjo Y reemplazándolos por un vértice situado en cualquier punto de eo, obtenemos 

una colección de puntos, de tamaño 5(s - 1) sobre la cual el paso de inducción puede ser apl icado. 

Esto da al menos 14(s - 1) - 18 = 14s - 32 cruces, los cUé~les junto con los 14 cruces previamente 

eliminados, dan los 14s - 18 cruces requeridos para completar el paso inductivo. Esto compl ta la 

prueba de la Proposición 19 . • 

De la Proposición 19 es claro que para es tablecer el paso de inducción debemos probar que los 

elementos de Eb están involucrados en un número suficientemente grande de cruces . En el resto de 

la prueba nos dedicaremos a probar que, efectivamente G garantiza una cantidad suficientemente 

grande de cruces buenos. Los siguientes 2 resultados serán una herramienta de gran utilidad para 

alcanzar este objetivo. 

Por brevedad denotaremos por Ve al conjunto {pi" Pl2 , Pis, pi,} , donde e = i, j . Representare­

mos por Ai (respectivamente Aj ) a la colección de aristas '~n E( G) \ ea que tienen ambos extremos 

en [Pa,Pjo] (resp. [Pjo,Pa]) . 

Proposición 20 Sea n = 1, 2, 3, 4. Si u, v son dos n-'uértices en [Po ,Pjo ] (respectivamentente 

[pjo' Pa]) entonces exis te un único u - v camino en Tn cuyo conjunto de aristas está contenido en 

Ai (resp. Aj ) . 
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Demostración. Asumarr:os que u,v E (Po,pjol (resp. (pjo'Po]). La existencia y unicidad del u - v 

camino se siguen inmediatamente del h cho de que Tn es una árbol que contiene a cada n-vértic . 

Denotaremos por P al u - v camino mencionado. Pue~to que en es la única arista de Tn qu 

intersecta a eo entonces en r/:. P y por tanto las aristas de P están contenidas en Ai (resp. A j ) . • 

Proposición 21 Sean p"" Py vértices de P tales que O ::; x < y ::; 5t - 1. Sean a, b enteros tales 

que O::; a b::; 4. Si p", es un a-vértice y Py es un b-vértice, entonces (P""Py) = 0, o bien (p""Py) 

contiene un (b - 1) (mod 5)-vértice. 

Demostración. Si (p"" Py) f. 0 entonces de la definición de (P"" Py) se sigue qu Py- l E (p"" Py)· 

Ahora, como y == b (mod 5) entonces (y - 1) == (b - 1) (mod 5) y por lo tanto Py- l es el vértice 

requerido . • 

En los siguientes dos resultados determinaremos una cantidad mínima de cruces externos qu 

Ar¡ garantiza según el orden en el que aparecen los vértiCEs de Vr¡ en P, r¡ = i, j . 

Proposición 22 Si los vértices Po = Pio, Pi, , Pi2' Pi3' Pi" Pjo = Pi5 aparecen en P en este orden 

particular, entonces las aristas de Ai están involucradas en al menos 4 cruces externos. 

Demostración. Como jo:? 10 entonces para algún e E {O, 1,2,3,4} ocurre que (Pi"Pi,+I) es no 

vacío. Sea e' = (e + 1) (mod 5). De la Proposición 21 se tiene que (Pi" Pit +l ) contiene un e-vértice, 

digamos ql. Ahora, como Pi, y qe son ambos e-vértices, entonces (pi" ql) contiene al m nos un 

r-vértice, para cada r E {O, 1,2,3,4} \ {l}. Por tanto (Pit,Pl+¡) contiene al menos un r-vértice, 

digamos qr para cada r E R = {O, 1, 2, 3, 4} \ {e e'}. 

Para cada 1" E R \ {O}, Qr denotará al camino contenido en Tr que tiene como extremos a Pi, 

y qr . Sea P el Po - qo camino contenido n To. Si ea E P entonces Qo = P \ ea, en el otro caso 

Qo = P . 

o es difícil ver que para cada r E IR se satisface que Qr se cruza con alguna de el o el. Con 

esto se garantizan al menos 3 cruces externos. Luego, basta probar que para algún a E IR se verifica 

que Qa se intersecta con al menos dos aristas de Ea. Note que si e :? 3 entonces Ql se cruza con 

e2 Y e3 · Asimismo , si e ::; 1 entonces Q4 intersecta a e2 y e3. En el caso e = 2 tenemos dos 

situaciones. Si ea E P entonces Qo se cruza con e3 Y e4, en el otro caso, esto es, si ea r/:. P entonces 

Qo se intesecta con e2 Y el. De esta manera quedan justificados los 4 cruces requeridos . • 
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Sea r¡ = i, j. Evidentemente los vértices de V1) pueden aparecer ordenados en P de 24 man r 

distintas. Sin embargo, solo 8 de estos 24 arreglos serán ampliamente analizados en el resto de la 

prueba del Caso 2. Los arreglos mencionados son: (1) P1)" P'7l' P1)S' P1)4 ; (2) P1)" P'7l' P1)., P'ls; (3) 

P1) l' P'13' P1)2' P'14; (4) P'12' P1)l ' P1)3 ' P1)4 ; (5) P'11 , P1)3' P1)4' P1)2 ; (6) P'7l' P1)4' P1)2' P1)S; (7) P1)2' P1)S ' P1)l , P'14; 

(8) P1)3 ' P1)" P1)2 ' P1)4' Por cuestiones de brevedad , nos referiremos a cada uno de ellos a t ravés del 

número en el parentesis de la izquierda. Así por ejemplo, nos referiremos al arreglo P'7l' P1)l , P1)S' P1)4 

por medio del símbolo (4). 

En la Proposición 22 se muestra que si Pi 1 , Pi2' Pis, Pi4 aparecen en ese orden en P entone s 

las aristas de Ai producen al menos 4 cruces externos. Un argumento análogo al de la prueba 

de la Proposición 22 puede usarse sobre cada uno de los 23 arreglos restantes para determinar la 

cantidad mínima de cruces externos que cada uno de dichos arreglos garantiza sobre las aristas de 

A1) , r¡ = i, j . Este, es el contenido de nuestra siguiente Proposición. 

Proposición 23 Si los elementos de V7) aparecen ordenados en P como en (2), (3) o (4) entonces 

A1) tiene al menos 6 cruces extemos, pem si los vértices de V1) están ordenados como en (5) , (6) , 

(7) u (8) entonces A1) tiene al menos 8 cruces externos . Pinalmente, cada uno de los 16 arr glos 

restantes garantiza al menos 10 cruces externos sobre las aristas de A7) ' 

Sólo prGbaremos 1 de los 23 casos referidos, ya que cada uno de los casos restantes pued' 

establecerse usando un argumento totalmente análogo al que a continuación presentaremos. os 

ocuparemos del caso en que los vértices de V1) aparecen en P ordenados como en (2) . 

Demostración. Asumiremos pues que P1) 11 P'12,P1)4,P1)S apa.recen en ese orden. Por demostrar que 

tal disposición garant iza al menos 6 cruces externos sobre las aristas de A7)' 

Sean xo, Yo el mentos distintos d {Po, Pio} tales que Xo = Po si r¡ = i y Xo = Pio en el otro caso 

(r¡ = j). 

Como P1)2 no puede ser el antecesor de P1)4 en P entonces (P1)2' P1)4) t= 0, luego por la Proposición 21 

tenemos que (P1)2' P1)4) contiene un 3-vértice, digamos q3· Asimismo, puesto que P1)4 no s 1 ante­

cesor de P1)3 entonces existe un 2-vértice, digamos q2 contenido en (P1)4l P1)s) ' Pero, para n = O, 1 

es claro que P'14 tampoco antecede a q2-n, luego existe un (1 - n)-vértice, digamos q¡ - n con­

tenido en (P1).,Q2-n). Por la misma razón, podemos concluir que (P1)3'YO) contiene un 4-vértice Q4· 

Hasta ahora, tenemos que Xo, P1)l , P1)2' Q3, P1)4' Qo, Q¡, Q2, P1)3' Q4 , Yo están situados en P en se ord n. 

Llamaremos Q al conjunto de los 11 vértices recién escritos. 

45 



• 

• 

• 

• 

• 

Sea L un ubconjunto de P con al menos 2 elementos dE~ cada uno d Po, p¡ , P2, P3, P4 . S an 

u, v do e-v' rt ices de L , los cuales aparecen en L en el ordell dado. Diremos qu tL v s n I par 

de e-vértice más lejano de L , si [u , v] cont iene a todo los ¡l- vérti d L , para e E {O, 1, 2, 3, 4} . 

Para n = 1, 2, 3, 4 sea Q" el camino contenido en T" CU:IOS extr mo on 1 par d n-vértices 

más lejano contenidos en Q. Dado que Q e [.co, Yo] entoncl~s por la Prop sici ' n 20 t nemos que 

para cada n, las ari stas d Q" están contenida n A1J" Ahora , como P'l¡ Y q¡ on los xtremos de 

Q l y P1J2 ,P1)4 E (P1)¡, q¡) entones Q¡ se cruza on 2 y 4· Usando un argull1 nto similar al ant rior 

obre Q2, Q3 y Q4 obten mos que e4 se inter cta con Q2,Q3 y 3 con Q4. Hasta el moment , e 

han ju t ificado 5 cru es externos sobre las ari tas de A1J" Sea P el qo - Xo camino conten ido n To. 

Si eo E P entonces Qo = P \ eo es un qo - Yo camino que intersecta a 3, pero si o ~ P entonces 

Qo = P se cruza con 1, e2 Y e3. En ambos casos se garantiza al menos un cruce xterno s br Qo , 

y como E (Qo) c A.l) entonce tal cruc n Qo completa los Ei cruces r qu ridos . • 

Las sigui nte cuatro proposiciones dan cuenta d la cant idad de cruces int rnos que prod ucen 

si los elemento de Vi U Vj aparecen ordenado n P d ciertas formas esp cífi cas. 

Propos ic ión 24 Sean x, y , w, z enteros distin tos por pares tale que 1 ~ x, y , w z ~ 4. Si 

Po, Piz ,Pi" ' Pi .. , p.¡, ,Pjo, Pjz ,Pjy' Pj .. , Pj, apar'ecen en ese arder¡ en P entonces en G OC7Lr-T'en al menos 

10 cruces interno . 

Demo tración. Como o cruza con cada una d las 4 aristas de Eo, nton es basta vérificar que 

existen al m no 6 cruces internos que no involucran a o. Sea.n el¡, l2 ari t di tin tas en Eo. P r 

hipóte i , lo extremos de e¡ y ee2 e tán ord nados en P en alguna d la igui ntes maneras: 

Pil ¡ , Pit2' Pit¡ ,Pit2, o bien Pit2 , Pit¡ ,PÚ2 PÚ¡' En ambos Cas03 es fácil v r qu t¡ se in tersecta con 

ee2' A í pue , cada par de aristas en Eo se in ter ctan , lo cual garant iza I 6 ruces requerido ' . • 

Proposición 25 Sean p, p' elementos distinto de {i, j} . Si los vér'tces de Vp stán or'denados 

como en (2), (3) o (4) y los elementos de l/pi es tán ordena do como en (1) entonces G tiene al 

meno 9 cr'uce internos . 

Demo tmción. Consideremos el caso par t icular n el que los vértices de Vp tán ordenado omo 

en (2). Como o cruza con cada arista de Eo, enton es basta probar qu hayal menos 5 cruces 

interno que no involucran a eo. Por otra par te, no es difícil ver que I úni '0 par de ar istas de Eo 

que no se inter ectan son e3 Y e4, luego Eo produce (~ ) - 1 = 5 ruces in ternos, ya qu IEol = 4. 

Razonamientos similares al anterior pru ban la veracidad d cada uno d lo 2 casos re tant s . • 
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Propos ición 26 Sean w, w' elementos distintos de {i , j} . Si los vértce de Vw están ordenados 

como en (5), (6), (7) ti ( ) y los elemento de Vw' es tán ordenados como en (1) entonces G tiell ' 

al menos 7 cruces inte1'1ws . 

Demostración. Consideremos el caso particula r en el que lo:; vértices de Vw están ordenados como 

en (8). Como eo se cruza con cada arista de Eo , entonces basta probar que hayal menos 3 cruc s 

internos que no involucran a eo. De nues tra suposición ~abemos que los vértices de Vw U Vw' 

aparecen en P en alguno de los dos siguientes órdenes: a) PW3' PWl , PW2' PW4' Pw; , Pw;, Pw;, Pw~ o bi n 

b) Pw' , Pw' , Pw' , Pw' , PW3' PWl , PW2' Pw" en ambos casos es fác.lI ver que la arista e4 se intersecta COIl 
1 2 3 .. 

cada una de el , e2 Y e3, lo cual provee los 3 cruces requeridos. Argum ntos similares al anterior 

confirman la valid z de cada uno de los 3 casos restantes . • 

Proposición 27 Sean 8, A E {2 , 3, 4} . Si los vértices de Vi están ordenados como en (8), y los d 

Vj como en (A) entonces G tiene al menos 6 cruces internos. 

Demostración. P or la Proposición 24 abemos que si 8 = >. entonces G tiene al menos 10 cruc s 

internos. Ahora, dado que cada arista de Eo intersecta a eo entonces es suficiente v rificar que las 

aristas de Eo se cruzan entre sí al menos 2 veces. Consideremos el caso parti cular 8 = 2, A = 3. 

Luego los vér tices Pi1 , Pi" Pig, Pi! , Ph, Pj, aparecen en P er:o ese orden, y por lo tanto e2 Y e4 s 

int,ersectan con e l , lo cual proveé los 2 cruces requeridos , El resto de la prueba se puede obten r 

aplicando un razonamiento similar a l anterior sobre cada uno de los casos restantes . • 

Dividiremos el resto del Caso 2 en 2 subcasos. 

Subcaso 2,1 Asumamos que jo = 5t - 5. Tal suposición y el hecho de que las únicas aristas qu 

se cruzan con eo son los elementos de Eo , implican que cada arista en Eo es incidente con una 

hoja, más aú n, los vértices Pjo, Pjl ,Ph,Ph,Pj. aparecen en P en ese ord n , Luego, por iii) de la 

Proposición 19, basta verificar que G contiene al menos 14 cruces buenos, 

Sea o la cant idad de cruces entre aristas de Eo. Dado que cada arista en G ti ne al menos 

4 cruces, entonces las aristas de Eb están involucradas en 21 menos 5(4) - (4 + o) cruces . De la 

afirm ación anterior es claro que los 14 cruces requeridos quedan garantizados si o ~ 2. Ahora, si 

o ~ 3 entonces exiten al menos o + A ~ 7 cruces buenos, ya que eo tiene 4 cruces, En el caso 

de que los vértices de Vi estén ordenados en P de tal manera que las aristas de Ai garantizan al 

menos 8 cruces externos, entonces existen al menos 7 + 8 cruces buenos, Luego, el único caso po!' 

analizar es cuando las aristas de Ai aparecen involucradas en a lo más 7 cruces externos, P or la 
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Proposición 23, basta analizar los casos en los que los ele::nentos de Vi e tán ordenados como en 

(1), (2) , (3) o (4) . 

Si los vértices de Vi están ordenados como en (1) entonces por la Proposición 22 sab mas que 

Ai contiene al menos 4 cruces externos. Por otra parte de la Proposición 24 se sigue que Eb tiene 

al menos 10 cruces internos, y por lo tanto quedan garantizados los 14 cruces requeridos. 

Si el orden de los elementos de Vi es como en (2), (3) o (4), entonces por la Proposición 23 

tenemos que en cada uno de estos 3 casos se verifica que A, tiene al menos 6 cruces ext rnos. Pero 

por la Proposición 25 sab mas que cualquiera de estos 3 arreglos genera al menos 9 cruces int rnos, 

lo cual provee los 14 cruces requeridos. 

Subcaso 2.2 jo < 5t - 5. Esto implica que [pjo' Po] tiene al menos 10 el mentas. Por otra parte, 

recordemos que de las 24 maneras de ordenar a los elementos de Vj , la única de ellas que no garantiza 

al menos 6 cruces externos sobre Aj es cuando los elementos de Vj aparecen ordenados como en 

(1). En este caso, podemos usar el argumento de la prueba de la Proposición 22 (simpl m nt , 

en los subíndices escríbase j en lugar d i) para concluir que si los vértice de Vj están ord nadas 

como en (1) entonces Aj tiene al menos 4 cruces externos, lo anterior es posibl debido a que 

[pjo' Po] contiene al menos 10 vértices. Luego, independiememente del orden de los vértic s de Vl) 

se satisface que Al) tiene al menos 4 cruces externos, para 'r¡ = i, j . 

De acuerdo con ii) de la Proposición 19 , basta verificar que G contiene al menos 18 cruc s 

buenos. 

Sean J.L , J.L' elementos distintos de {i , j} Y sea f3 la cantida,d de cruc s internos de G. Obviament 

f3 ~ 4. Enseguida dividiremos en 3 partes el Subcaso 2.2. 

Subcaso 2.2.1 Al menos uno de V¡.t o V¡.t' está ordenado como en (1). Sin pérdida de gen ralidad 

supongamos que los vértices de V¡.t' están ordenados como en (1). Si A¡.t tiene al menos 10 cruces 

externos, entonces los 18 cruces requeridos quedan justificados, ya que AIJ' tiene al menos 4 cruces 

externos y f3 ~ 4. Luego por la Proposición 23 se sigue que los vértices de V¡.t deben estar ordenados 

como en (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7) u ( ). 

a) Si los lementos de V¡.t están ordenados como en (1) Entonces por la Proposición 24 ten mos 

que f3 ~ 10, y puesto que cada uno de A¡.t y A¡.t' tiene al menos 4 cruces externos, entonces quedan 

justificados los 18 cruces requeridos. 

b) Si los vértices de V¡.t están ordenados como en (2), (~;) o (4) entonces por la Proposición 23 

A¡.t tiene al menos 6 Cruces externos que sumados con los 4 de A¡.t' acumulan 10. Por otra parte, 
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de la Proposición 25 se sigue que f3 ~ 9, luego, G contiene al menos 10 + 9 cruc s bu nos. 

c) Si los elementos de Vil están ordenados como en (5) , (6) , (7) u (8) entonces por la Proposición 23 

AIl tiene al menos 8 cruces externos, que sumados con los 4 de AIl' acumulan 12. Por otra parte, 

por la Proposición 26 tenemos qu f3 ~ 7, lo cual garantiza al menos 12 + 7 cruces buenos. 

Sub caso 2.2.2 Tanto los vértice de VI-' como los de Vil' están ordenados como en (2), (3) o (4) . 

Luego por la Proposición 23 se sigu que cada uno de AIl y AIl' tiene al menos 6 cruc s externos. 

Por otra parte, de la Proposición 27 tenemos que f3 ~ 6, de esta manera quedan garantizados los 

18 cruces requeridos . 

Subcaso 2.2.3 Una vez más, de la Proposición 23 tenemos que cada uno de los casos no consi­

derados en Subcaso 2.2.1 y Subcaso 2 .2.2 acumula al menos 14 cruces externos sobre las aristas 

de Al-' U Al-" , Y dado que f3 ~ 4 entonces la existencia de los 18 cruces requeridos es inm diata. I 
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Capítulo 5 

Conclusiones y algurLas 
observaciones 

La contribución de esta tesis a la teoría de gráficas críticaó en cruces en el plano fu é n tres frent s. 

El primero de ellos, consistió en diseñar una manera. de descomponer una gráfica críti a n 

cruces que no es 3-arista-conexa en varias menores, tales que cada una de dichas menores es crítica 

en cruces y 3-arista-conexa, además de verificarse que la suma de los números de cruce de dichas 

menores es igual al número de cruce de la gráfica crítica original. Esto, nos da cierta ventaja 

al enfrentar problemas relacionados con el cálculo del número de cruce de gráficas que no son 3-

arista-conexas, ya que podemos estudiar su número de cruce por medio del estudio de números d 

cruces de gráficas más pequeñas , lo cual , generalmente es más sencillo. En este sentido creemos qu 

el próximo problema a resolver es diseñar 'una manera d(~ descomponer gráficas qu son 3-arista­

conexas pero no 3-conexas en m nores críticas 3-conexas que satisfagan la importante propiedad 

de que la suma de sus números de cruce sea igual al número de cruce de la gráfica original. En 

otra palabras, hacer un análogo a lo que nosotros hicimos para 2-cortes de aristas, pero ahora 

para 2-cortes de vértices. De lograr resolver este problema, podríamos restringir el estudio d las 

gráficas críticas en cruces en el plano al estudio de las gráficas críticas en cruces n el plano qu son 

3-conexas, esto , con la garantía de que tal restricción no produce pérdida de información r I van te. 

Ahora, el estudio del número de cruce en el plano d,~ gráficas críticas 3-conexas es más fácil 

que el estudio del número de cruce de gráficas que no sor.. 3-conexas por la sigui nte razón : Como 

ya explicamos al inicio del capítulo 3, existe un gran pa.recido entre gráficas planares y gráficas 

que son k-críticas en cruces en el plano con un número grande de vértices comparado con k, sta 

similitud nos (como se puede apreciar en varios resultado,) del capítulo 3) deja extender resultados 

que se satisfacen para gráficas planares a gráficas k-críticas, pagando un costo casi irrelevante. 
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Por otra parte , en la literatura existe un resultado que afirma lo siguiente: Existe esencialment 

una única manera de dibujar sin cruces en el plano a una gráfica planar 3-conexa, esto impl ica 

que la cantidad de maneras de dibujar óptimamente en el plano a una gráfica crítica 3-conexa son 

relativamente pocas y de ahí, nuestro comentario de que es más fácil el estudio d 1 número de 

cruce de las gráficas que son 3-conexas. 

Las otras dos contribuciones de sta tesis a la teoría de número de cruce en el plano consistieron 

en mejorar un par de cotas sobre 1 número de cruce de ciertas familias de gráficas. Estos dos 

problemas, fueron parcialmente resueltos en [16] y [12]. La contribución que hicimos n estos 

campos está contenida en los Teoremas 4 y 5, respectivamente. La estrategia que seguimos para 

obtener estos resultados fue un refinamiento de las pruebas presentadas en [16] y [12] . 

Sin embargo, en ambos casos aún resta mucho trabajo por hacer. Concretamente, en lo r [erent 

al Teorema 4 creemos que el reto principal en esta área de trabajo es demostrar la siguiente 

conjetura de B. Richter y C. Thomassen: 

Conjetura. Existe una constante c con la siguiente propiedad. Toda gráfica k - critica en cruces 

en el plano satisface 

C'r(G) ~ k + cvk . 

Mientras que en lo referente al Teorema 5, creemos que el principal problema a resolver n 

este campo de estudio es la conjetura (ver [8]) de M. Kano, C. Merino y J . Urrutia, que dice lo 

siguiente: 

Conjetura. La cota inferior presentada en el Teorema 5 puede mejorarse hasta (1k2 - k)(s -1)­

k(k
4
-2) si k es par y hasta (1(k - 1)2 + k;l)(S - 1) - ~~ en otro caso. 
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