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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo examinamos dos fenémenos estadisticos presentes en la evo-
lucién del modelo de pilas de arena de Bak, Tang y Wiesenfeld. El modelo
fué introducido en [2], en donde también se discute uno de los dos fenémenos
que aqui nos ocupan: La Criticalidad Auto-organizada. El otro fenémeno
que examinaremos es el de la Autosimilaridad de una familia de observables.
Esta es una propiedad de las distribuciones de los observables en cuestién, y
tiene relacién con otro tipo de autosimilaridad mas conocido, la autosimila-
ridad geométrica de los fractales.

Los objetivos de este trabajo son: (1) Explicar la naturaleza de los fenémenos
que arriba fueron mencionados (criticalidad auto—organizada y autosimilari-
dad), (2) mostrar evidencias numéricas de su presencia en el modelo de pilas
de arena de Bak y co-autores, y (3) discutir su interrelacién en estos tipos
de modelos.

El texto se organiza como sigue: En en el préximo capitulo vamos a tratar
de definir de manera abstracta la Criticalidad Auto-organizada, y vamos a
dar ejemplos concretos donde este fendmeno se observa. Lo mismo haremos
en el Capitulo 3, refiriéndonos a la autosimilaridad. En el Capitulo 4 vamos
a presentar el modelo de pila de arena de Bak, Tang y Wiesenfeld, y vamos
a mencionar algunos de los resultados conocidos sobre este modelo. En el
Capitulo 5 vamos a exponer nuestros resultados numeéricos, los que indican
la presencia en el modelo de los dos fendmenos que nos ocupan. El Capitulo
6 estd consagrado a nuestras conclusiones y observaciones generales.



Capitulo 2

Criticalidad Auto-organizada

2.1 Criticalidad wvs.
Criticalidad Auto—organizada

El término ‘“criticalidad auto-organizada” fue introducido por Bak y co-
autores en [2]. En ese trabajo, el concepto es ilustrado mediante un modelo
computacional, el mismo que describiremos mas adelante. El modelo de Bak
y co—autores es un sistema extendido espacialmente, que esta sujeto a un
forzamiento externo. Debido a ese forzamiento externo, el sistema presenta
algunas caracteristicas propias de los sistemas en estado critico. En lo que
sigue vamos a explicar cudles son algunas caracteristicas de un estado critico,
y como estas se presentan en un sistema criticamente auto-organizado.

La mecénica estadistica estudia, desde un punto de vista estadistico, sistemas
extendidos tales como fluidos, suspenciones coloidales, sélidos cristalinos, etc.
A estos sistemas se les asocia una colecciéon de observables {fi, f2, ...}, que
son funciones reales definidas en el espacio de configuraciones del sistema,
espacio al que denotamos 2. Por otro lado, el sistema esta sujeto a cier-
tas restricciones, las que se expresan a través de variables termodindmicas
{X1, X2,...}. Los valores de estas variables determinan las distribuciones
de los observables, es decir, para cada valor de X = (X, X,,...) hay una
distribucién de probabilidad P(X) para los observables {f, f2,...}. Los
promedios de los observables dependen entonces del valor de X. En una
situacién de equilibrio se espera que los promedios

Ex(fe) = Jo fr(w)dPx(w)
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sean funciones suaves de X. Se dice que hay una transicién de fase en X =
Xy, si en tal valor de X los promedios Fx(fx) dejan de ser funciones suaves.
El orden de la transicién es el orden de la derivada de Ex(fx) que deja de
ser continua en X,. Utilizando algunos de estos promedios, se construve un
indicador de la transicién de fase, al que se le llama pardmetro de orden.

Por ejemplo, en el caso de la transicién agua-vapor, la cual es una transicién
de primer orden, las variables termodinamicas usuales son la presion y la
temperatura, X = (P,T). La densidad p, es el observable que sirve para
construir el pardmetro de orden, que en este caso es la diferencia de densidad
entre la fase liquida y la fase gaseosa, Ap := p; — p,.

Los puntos criticos son puntos de transicion de fase de orden superior (mayor
o igual a 2). Suponiendo que los puntos de transicién de fase forman un
conjunto continuo en el espacio de variables termodinamicas, puede haber
puntos en este conjunto donde la transicién cambia de orden (pasando de
primero a segundo por ejemplo), y donde el pardmetro de orden se anula.
Estos son los llamados puntos criticos.

Siguiendo con el ejemplo de la transicién agua—vapor, los puntos de transicion
de primer orden forman una curva monétona creciente T +— P(T) en el
plano P — T. Esto quiere decir que la temperatura de ebullicién crece con la
presién. Esto sucede hasta llegar a un punto al borde de la curva, (P.,T,) =
(374°C, 218 atm), donde el parametro de orden Ap se anula. Esto quiere decir
que en el punto critico (P, T,), la densidad del agua y del vapor coinciden.
Las fases ya no se pueden distiguir.

El acercamiento al punto critico se caracteriza por la divergencia polino-
mial de cantidades que se obtienen a partir de los promedios Ex(fi) y sus
derivadas. De modo que hay funciones xx que dependen de Ex(fi) y sus
derivadas, y asociadas a estas funciones hay exponentes 7y, tales que cerca
del punto critico X,

xk(z) = O (a™),

donde z = |X — X,.|/|X,| representa la distancia al punto critico. Los expo-
nentes y; se conocen como exponentes Criticos.

Otra caracteristica usual del acercamiento al punto critico es el cambio en e}
decaimiento de las correlaciones de observables locales. Un observable local
es una funcion f = f(w,x) que depende de la configuracién y de la posicion



en el espacio fisico. La funcién de correlacién espacial del observable en
cuestion se define como:

Tx(r) == Ex((f(w,x) = f(x))(f(w,x+ 1) = f(r +x))),

donde f(x) es el valor medio del observable en el punto x. La funcién I" mide
la interdependencia del valor observable de dos posiciones a una distancia
dada. Lejos del punto critico, en una fase determinada, la correlacién decae
tipicamente como una exponencial, es decir

Ix(r) = o(exp(—1/Xx)),

donde r = |r|. El pardmetro Ax es la longitud de correlacién, la cual cambia
conforme nos acercamos al punto critico. En el punto critico la correlacion
cambia su decaimiento, pasando a un decaimiento menor que exponencial.
En tal caso decimos que la longitud de correlacién diverge. Esta es otra
caracteristica comuin del comportamiento en el punto critico

Finalmente, cuando el sistema se aproxima al punto critico, en su evolucién
temporal se observa la aparicion de estructuras coherentes del tamano del
sistema. Esto es consistente con el cambio de comportamiento en la funcién
de correlacion.

En resumen, cuando un sistema se aproxima al punto critico, algunas can-
tidades termodindmicas divergen, alguna longitud de correlacién diverge, y
aparecen estructuras coherentes del tamano del sistema. Otra caracteristica
del comportamiento en el punto critico es la autosimilaridad estadistica y la
invariancia de escala, pero de eso hablaremos mas en detalle en el capitulo
siguiente. Una exposicién sencilla de estos conceptos puede encontrar en [1,
pag. 132 ss.|, mientras que una descripcién mas formal se puede consultar
en (11, pag. 392 ss.|.

Para Bak y co—autores, un sistema esta criticamente auto—organizado si de
forma natural, debido a su propia evolucién, alcanza un estado donde la
longitud de correlaciéon de algun observable diverge, surgen estructuras co-
herentes de gran escala, y la estadistica de algunas propiedades asociadas a
estas estructuras es invariante de escala en el sentido estadistico. Una idea
clave en la propuesta de Bak y co-autores es la del estado minimamente
estable. Este es un estado (coleccion de configuraciones en ) que al ser per-
turbado puede generar, en el proceso de volver a la estabilidad, estructuras
del tamano del sistema, y correlaciones de largo alcance.




La invariancia de escala de una cierta magnitud se caracteriza por que esa
magnitud, como funcidn de la escala, sigue una ley de potencia. Cuando esta
invariancia se da en el sentido estadistico, lo que sigue una ley de potencias
es la distribucién de esa magnitud.

Por ejemplo, si E es la energia de una estructura coherente presente en el
sistema (suponiendo que tal cosa se pueda medir), entonces habra invariancia
estadistica de escala para esta magnitud si

P(E € [e,e + d €]) x e "Ede,

en un rango significativo de valores de e. Notese que para valores pequenios
de g este comportamiento no puede ser valido en todo el rango de valores
de e.

A parte de estas caracteristicas muy generales, el concepto de criticalidad
auto—organizada no esta claramente definido ni en [2], ni en trabajos poste-
riores (para una discusién al respecto, consultar [12]), y su relacién con el
concepto de criticalidad en mecanica estadistica no es clara. En todo caso,
nosotros nos restringiremos al escenario siguiente.

Un sistema espacialmente extendido, con espacio de configuraciones €2, observa-
bles { f1, f2, ...}, sigue una evolucién en el tiempo. Esta evolucién es consistente
con su distribucién estadistica, es decir, para todo observable f; se cumple que

E(fi) = Jq fr(w)dP(w) = limreo & fg fe(w!) dt,

donde w' es la configuracién al tiempo t, que se obtiene a partir de una con-
figuracién incial “tipica” w®. La ecuacién precedente es mejor conocida como
“hipétesis ergddica”. En el modelo de Bak y co—autores, la evolucidn tiene lu-
gar en pasos discretos, y es una evolucién estocdstica, en tal caso la ecuacién
precedente se puede escribir como

. T—
P(fx) = limr_o ﬁ Zn:(% fe(wh).
En ambos casos E denota el promedio respecto a la distribucién del sistema.

El sistema es forzado permanentemente, de modo que de manera natural alcanza
un estado minimamente estable €1,, C €1, que al ser perturbado puede generar,
en el proceso de volver a la estabilidad, estructuras del tamano del sistema,
y correlaciones de largo alcance. Entonces, asociado al estado minimamente
estable hay estructuras coherentes que se pueden medir a través de observa-
bles adecuados E). Estos observables son invariantes de escala en el sentido
estadistico, es decir



P(Ex € [e,e + de]) x e "Bxd e.

Al mismo tiempo, algunos observables locales presentan correlaciones espaciales
que decaen polinomialmente en el estado minimamente estable, es decir,

E(f(w,x)f(w,x+ 1)) = O(rP).

Este escenario para describir la criticalidad auto-organizada es nuestro in-
tento por formalizar el concepto. Una tal descripcién no se encuentra en el
trabajo original de Bak y co-autores, o en trabajos posteriores.

A continuacién vamos a describir brevemente algunos sistemas fisicos en los
cuales se observan todas o algunas de estas caracteristicas.

2.2 Ejemplos

Algunos de los sistemas que exhiben un comportamiento criticamente or-
ganizado son: pilas de arena (fendmeno que inspira al modelo de Bak y
co—autores), terremotos, y la propagacién del fuego forestal. Recientemente
se ha argumentado la existencia de este tipo de comportamiento en sistemas
biolégicos. Una descripcion més detallada de este tipo de sistemas se en-
cuentra en [12, Cap. 3.

2.2.1 Sistema de Aspersion

El sistema consiste de una semiesfera de vidrio que es bombardeada por
agua mediante un sistema de aspersion (la perturbacién). En el interior de
la semiesfera, una red de rios formados por el bombardeo de agua fluyen
hacia las orillas.

En este caso el sistema logra un estado minimamente estable a partir del cual,
al continuar la perturbacién, se forman estructuras coherentes (las gotas de
agua que caen). Los observables asociados a las estructuras coherentes son
el periodo de vida y el tamano. La duracién de una pulsacién fue llamada
periodo de vida. Y la cantidad de masa contenida en un pulso es el tamano
de la avalancha (ver Figura 2.1.).
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lineal Rociado de agua
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Figura 2.1: Bombardeo con agua mediante un sistema de aspersién

La distribucién de tamanos y periodos de vida siguen leyes de potencias,

P(Sels,s+ds]) x s
P(Seltt+dt]) o 1,

respectivamente. El exponente asociado a la distribucién de tamanos de-
pende de la viscosidad, de modo que a = 2.66 a baja viscosidad, a =~ 1.93 a
alta viscosidad (para mas detalles ver [15]).

2.2.2 Terremotos.

En los terremotos el sistema consiste de dos placas tectdnicas en friccidn,
dando como resultado una acumulacién de tensién en su interfase. Dicha
tension es liberadad en segundos o minutos, mediante un movimiento brusco
de las placas.

La pertubacion del sistema consiste en el desplazamiento relativo de las placas
tectonicas, que tipicamente es de unos pocos centimetros por ano.

—-
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La estructura coherente es en este caso la onda de choque, que se expande
a lo largo de todo el sistema. A esta se le pueden asociar magnitudes tales
como la cantidad de energia E'. Su distribucién, P(F € [e, e+ de]), sigue una
ley de potencias

P(E € [e,e + de]) x e Bde,

en un rango significativo de valores. El exponente B muestra una depen-
dencia geografica, y se ha encontrado siempre en el intervalo [1.8,2.2]. La
morfologia de las fallas (interfase entre dos placas tecténicas) muestra una
apariencia fractal. Después de el terremoto se siguen un cierto nimero de
réplicas, que se distribuye en el tiempo segun la Ley de Omori: Si n(t) denota
al nimero de réplicas dentro de un intervalo de tiempo de logitud ¢ después
del terremoto, entonces n(t) = O(t™*), con A € [1,1.5].

La estructura y comportamiento temporal de los terremotos puede ser des-
crita mediante fractales y leyes de potencia, sin embargo existen escalas ca-
racteristicas para los terremotos. Una de ellas estd relacionada con el ancho
de la superficie terrestre. Ademads, mientras que los terremotos pequernos
pueden propagarse en las dos dimensiones de la interfase entre las placas, los
terremotos grandes sélo se propagan a lo largo de la falla. En ambos tipos de
terremotos, la distribucién de la energia liberada sigue una ley de potencias,
pero el exponente asociado depende del tipo de terremoto.

En [12, Cap.3] pueden encontrarse descripciones mas detalladas de estos y
otros fendmenos con las caracteristicas de criticalidad auto-organizada. En
particular, una discusién sobre criticalidad auto-organizada en placas tecté-
nicas puede encontrarse en [16].

2.3 Definicion

El término “autosimilaridad” indica que un objeto se puede descomponer
en un cierto numero de partes, las cuales son equivalentes al objeto original
luego de un cambio de escala. Un ejemplo clasico de autosimilaridad es el
fractal conocido como la carpeta de Sierpinski, que se ilustra en la figura 2.3,
y que es el unico subconjunto compacto en [0, 11?2 que es invariante bajo la
transformacién

F F 1 F 1 1
Fes U3+(39 U 5+(G3)
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/

/ Tecténicas

Figura 2.2: Friccién de placas tecténicas adyacentes.

La relaciéon anterior indica que F' se puede descomponer en 3 partes, cada
una de las cuales es equivalente a F' despues de un cambio de escala por un
factor 2.

Asociado a la invariancia bajo cambios de escala estan los comportamientos
de ley de potencias. En el ejemplo que nos ocupa, considere la funcién
¢ — n(?) que a cada escala £ € (0,1) le asocia el nimero de tridngulos de
lado ¢ que contiene F'. Es fécil ver que
k . . 9—k
n(f) = { 3 sil=2

0 en otro caso.

Decimos entonces que n sigue la ley de potencias n(¢) ~ ¢=° con exponente

b= 1n(3)/In(2).

Supongamos ahora que tenemos no un objeto geométrico, sino un fenémeno
fisico, el cual podemos medir a diferentes escalas. Digamos que m(#) indica la
magnitud del fenémeno a la escala . Decimos que el fenémeno es autosimilar
si su magnitud es invariante de escala, es decir, si sigue una ley de potencias
m(¢) ~ £ para alglin exponente v € R. Este tipo de comportamiento se
observa justamente en sistemas extendidos en el punto critico. Ademés es
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Figura 2.3: La carpeta de Sierpinski.
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comun observar, asociado a este tipo de invariancia de escala, estructuras
coherentes, hasta cierto grado de autosimilaridad en el sentido geométrico.

La autosimilaridad estadistica de un fenémeno se refiere a que la distribucién
de su magnitud, que en este caso es una variable aleatoria, es invariante de
escala en el sentido que precisamos a continuacién.

Consideremos un espacio de configuraciones {), y una manera de observar un
cierto fenémeno a diferentes escalas, es decir, una familia de observables {¢, :
¢ € I} (el subindice ¢ indica la escala de observacién e I es el rango de escalas
posibles). Decimos que el sistema es autosimilar con respecto a la familia de
observaciones {¢,: ¢ € I}, si las distribuciones

pe(2) = {2 P (0 < 1)
son invariantes de escala, es decir,
pr(z) = pg (z€°),

para algin exponente o € R. Esto quiere decir que las distribuciones asociadas
a observaciones a diferentes escalas son equivalentes bajo un cambio de escala.
La ecuacién anterior implica en particular que la magnitud promedio sigue una
ley de potencias. Para verificar esto, observemos que

m(0) = [ 6ew)dPw) = [ z pulz) da
= (¢ /RI ) (z@‘“) dz
= 5‘*/Ry pi(y) dy,

de modo que m(¢) o< €°.

Los momentos de orden superior también siguen una ley de potencias,

/ z9 pe(z) dz

R

= {° /R:z:q P (mf”") dx
= & /Ry pi(y) dy.

Como funciones de la escala, estos momentos reciben el nombre de funciones de
estructura. Asi, la g—ésima funcién de estructura,

S,(0) = /Q@(W)de(w)

11



€ Sq(8),

sigue la ley de potencias S,(¢) ~ £7% en el caso en que el sistema sea autosimilar
con respecto a la familia {¢, : £ € I}. En este caso el intervalo I es llamado
rango de autosimilaridad y « es el exponente de autosimilaridad (ver [18] y sus
referencias).

Notese que, bajo condiciones adecuadas, las funciones de estructura determinan
de forma dnica las densidades de probabilidad p,(z). Para verificar esto, notese
que la transfomada de Laplace de p¢(z) depende de forma tnica de los momentos
de la distribucién de la manera siguiente (ver [9, pag 272 ss.]):
La(pe()) 1= [5° e po(z) dz = $g2, 5

Y como a su vez p,(x) esta determinada de forma unica por su transformada de
Laplace, entonces las funciones de estructura son suficientes para definir p,(x)
para cada £ € [I. De este modo, la autosimilaridad puede definirse como el
comportamiento en ley de potencias de todas las funciones de estructura. En lo
que sigue supondremos que se cumplen todas las condiciones necesarias para que
la formula anterior sea valida, de modo que nuestra definicidon de autorsimilaridad
se reduce a: Sg(€) o< €9 paratodoge Ny e [

2.4 Ejemplos

La autosimilaridad estadistica es mas comun en sistemas fisicos que la au-
tosimilaridad geométrica. Bajo ciertas condiciones, por ejemplo cerca de un
punto critico, los sistémas fisicos generan estructuras coherentes con carac-
teristicas fractales (ver [17]). Algunas magnitudes asociadas a estas estruc-
turas satisfacen las condiciones mencionadas arriba. También es comin la
formacion de estructuras fractales en sistemas fuera de equilibrio. Un ejem-
plo notable de ello es el de la agregacion limitada por difusién, DLA por sus
siglas en inglés (ver [14]). En este caso también podemos asociar cantidades
a esas estructuras, de modo que las distribuciones asociadas son invariantes
de escala en el sentido que se indicé en la seccién anterior. En esta seccién va-

mos a exponer dos ejemplos claros de autosimilaridad estadistica en sistemas
fisicos.
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Figura 2.4: Marcha Aleatéria en dimensién 1.

2.4.1 Marcha Aleatoria

El ejemplo maés notable de autosimilaridad es la marcha aleatéria en cualquier
dimensién. En ese ejemplo hay varias magnitudes que podemos utilizar para
observar el fenémeno. Para fijar idéas, vamos a considerar el siguiente mod-
elo.

La red unidimensional Z representa el espacio fisico. Una particula se des-
plaza segin la marcha aleatéria

Plz(t+1)—-2z(t)=1) = 1/2
Plz(t+1)—z(t)=-1) = 1/2,

de modo que el desplazamiento promedio es nulo, es decir, E(z(t)) = z(0).
Supongamos que al tiempo ¢t = 0, una particula parte del origen. Al tiempo
t =T, la posicion de la particula se distribuye como:

T T
Pmn=@:(@+ﬂﬁ)e),
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de modo que

P(z(T) € [s,s + ds]) ~ ﬁe—ﬂ/wd&
En este caso, la familia de observables es el desplazamiento absoluto |z(7T')],

y T € N debe verse como el parametro de escala. Es facil ver que en este
caso

So(T) = [+ |s|9dP(x(T) = 8) =~ 1= [5|s]%"/*Tds,

sigue la ley de escala S,(T") ~ T9/? (para mas detalles sobre marchas aleatéria
ver [8, Cap. III y VII}).

2.4.2 Turbulencia

Las funciénes de estructura, y el término “autosimilaridad estadistica” apare-
cen por primera vez en el estudio estadistico de la turbulencia desarrollada
(ver [19]). En turbulencia desarrollada, las configuraciones del sistema son
campos de velocidad x — v(x), que dan la velocidad del fluido en cada
posicién x del espacio fisico. Para cuantificar el fendmeno se utiliza la fa-
milia de observables

Ar(x) = v(x +1) = v(x).

Bajo las condiciones de turbulencia desarrollada, estos observables tiene es-
tadisticas homogeneas e isotrépicas en el espacio. Esto quiere decir que la
distribucién de A,(x) no depende de x, y depende de r solamente a través
de su norma r := |r|. La teoria clasica debida a Kolmogorov [13] permite
predecir que

So(r) == E(Ag(x)) ~ 793,

Posterior a esta teoria se detectaron desviaciones en los exponentes, lo que
condujo a varias reformulaciones (para mas detalles, consulte [10] y [18]).
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Capitulo 3
El Modelo

En este capitulo vamos a describir el modelo de pilas de arena. Este modelo
aparece por primera vez en [2], y ahi mismo se discuten algunos resultados
numéricos en relacién al fenémeno de criticalidad auto—organizada.

3.1 Definicion

El espacio fisico esta representado por una red bidimensional
A:={1,2,...,L} x {1,2,..., M},

y las configuraciones son todos los arreglos posibles de enteros en esa red, es
decir,

Qp:=NA={w:A—> N}

La dindmica estocdstica que sigue el modelo conduce a un atractor finito Ry C
2z, que consiste de configuraciones recurrentes, es decir, configuraciones w =
W € Q, tales que P(3t : w! = w®) = 1. Aqui el superindice indica el tiempo
en la evolucidn estocdstica del sistema.

En una unidad de tiempo, el sistema (1) incrementa un sitio al azar, y si hay
sitios criticos, (2) genera una avalancha. La avalancha afecta a una regién del
espacio S C A, y tiene una duracién 7 € N, aunque se supone que relativo al
tiempo de evolucidn del sistema, las avalanchas son instantaneas.

Las avanchas son una secuencia derrumbes localizados. Dada una configuracién
w € Q, un sitio r € A se derrumbard si w(r) > 3. En tal caso decimos que r es
un sitio critico. El derrumbe del sitio critico r se define como:
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w—w-— 1T,
donde 7. es tal que

-4 six=r
Te(x) =<1 si[x—r|=1
0 cualquier otro caso.

Una configuracién sufrird de derrumbes localizados hasta que no haya mas sitios
criticos que derrumbar. Asi, en un paso de tiempo la evolucién del sistema estd
definida por el siguiente algoritmo:

Evolucién.

entrada < w';

inicializa w=w'; 7=0; S=0;

elije r € Ay con distribucién uniforme;
actualiza w(r):=w(r) +1;

mientras que max,w(r) > 4, repite
encuentra r tal que w(r) > 4;
actualiza w=w-—-T;; 7:=7+1; S:=5SU{r};

end;
actualiza U(w!) = w

salida > (U(w),T,S5);

A la salida de este algoritmo tenemos la configuracién U (w') que resulta desplies
de un paso de tiempo. Si hubo sitios que derrumbar durante ese proceso, el
algoritmo nos dard la duracién 7 de la avalancha, y la regién S de los sitios
que fueron derrumbados. Notese que la evolucidon es aleatdria: el sitio que se
incrementa se elije al azar. Ademads, el orden en que se van derrumbando los
sitos es arbitrario. Una caracteristica del modelo es que la configuracién U (w!)
que se obtiene al final de la avalancha, no depende del orden en que se elijen los
sitios a derumbar (ver [4]).

Finalmente, la dindmica del modelo se describe en el siguiente algoritmo.
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Dinamica.

entrada < w’;
inicializa 7T =0; §=0;
para t desde 1 hasta oo,

elije r € Ay con distribucién uniforme;
actualiza w!t!' = A(w! + €;);
si w't! £ w! +e., entonces

actualiza 7 :=T U {r};
actualiza S :=SuU{S};

fin;
fin;

salida > ({w'};2,,7,S);

Este algoritmo genera la secuencia de configuraciones {w': t € N}, asi como
los ensembles de duraciones T, y regiones S, de las avalanchas que sufrid el
sistema durante su evolucidén. Después de un transitorio, la dindmica entra en el
atractor R,, formado por configuraciones minimamente estables.

En el capitulo siguiente examinaremos algunas propiedades estadisticas de
los ensembles generados durante la evolucion del modelo. Por lo pronto
mostramos en la Figura 3.1, en una escala de colores, dos configuraciones
consecutivas en el tiempo, asi como la region involucrada en la avalancha.
En este ejemplo particular, la duracién de la avalancha fue 7 = 397.

3.2 Algunos resultados numeéricos

Los primeros resultados numericos referentes a este modelo se encuentran
en los articulos originales de Bak y co—autores [2, 3]. Ellos estudian la dis-
tribucién de tamafios de avalancha P(o € [0,0 + do]). El tamano de avalan-
cha corresponde, en el algoritmo descrito arriba, al nimero de sitios derrum-
bados, 0 = ¢(5) := #S. La distribucién se calcula a partir del ensemble S
que genera la dindmica.
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Figura 3.1: Dos configuraciones consecutivas y la regién de la avalancha.
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Bak y co-autores encuentran que la distribucién de tamarios sigue una ley
de potencias

P(o € 3,5+ ds]) ox 579,

con a =~ 1. Los autores también estudian la distribucién de duraciones de
las avalanchas. Con el fin de relacionar estas duraciones con el espectro de
potencia del ritmo de disipacién (para mas detalles ver [3]), ellos calculan
la distribucion de duraciones de avalanchas 7, ponderada por la respuesta
promedio o /7. Para ser mas precisos, ellos consideran la funcién

D(t) — dP(r€(t,t+dt] E(o T:t!.

dt t

Ellos encuentran que esta cantidad también sigue una ley de potencias,
D(t) o t7°,

donde b =~ 0.43. A partir de esta ley, ellos derivan un comportamiento en

ley de potencias para el espectro de potencias del ritmo de disipacion, y
encuentran S(f) oc f72*0.

3.3 Algunos resultados teoricos

Los primeros resultados tedricos relacionados con este modelo se deben a
D. Dhar [4]. Dhar utiliza el hecho de que los derrumbes individuales con-
mutan, para definir un dlgebra de acciones que conmutan. La dindmica del
sistema es una cadena de Markov, cuyos estados son las configuraciones re-
currentes, y las transiciones entre estados se llevan a cabo por la accién de
uno de los elementos de esta algebra. Dhar encuentra que los estados recu-
rrentes estan equidistribuidos, es decir, que tienen la misma probabilidad de
ocurrencia. También encuentra una féormula exicta para el nimero promedio
de derrumbes individuales que componen una avalancha, que resulta ser del
orden de L x M (el tamano de la red). Aunque interesantes, estos resul-
tados y otros posteriores (ver [5]) no estan directamente vinculados con el
fenémeno de criticalidad auto-organizada.
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Capitulo 4

Resultados Numéricos

En este capitulo vamos a describir los calculos numéricos que llevamos a
cabo, y los resultados que obtuvimos. Hicimos varias pruebas con redes de
diferentes dimensiones, pero aqui solo mostraremos los resultados referentes
a la red de 71 x 75, para la cual calculamos 30000 pasos en el tiempo con
el fin construir ensembles representativos. La simulacién comienza con una
configuracién aleatoéria estable, es decir, todas sus entradas son menores que
4. Luego se echa a correr la dindmica durante 7000 pasos de tiempo para
evitar efectos transitorios, y finalmente se calculan las 30000 iteraciones de
la dindmica, lo que da lugar a una secuencia

{wh e Qp - W =UWh},

y a los ensembles 7 y S que contienen las duraciones y las regiones de las
avalanchas (vea la descripciéon de la dindmica en el capitulo anterior).

4.1 Criticalidad Auto-organizada
en el modelo

Nuestros indicadores de criticalidad auto-organizada son el comportamiento
en ley de potencias de las distribuciones de duraciones y tamanos de avalan-
cha, asi como un decaimiento polinomial en las correlaciones.
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4.1.1 Calculos

Durante la evolucién del modelo se generan los ensembles 7 y S. A par-
tir de esos ensembles calculamos las distribuciones de la duracién 7 de las
avalanchas, el drea o = 0(S) := #5 de las mismas, y su dimensién lineal

_ — Zr Slr_ﬂ - Zr r
A= /\(S) = _‘EW’ conr = —a(%%.

A partir de los ensembles 7 y S que generamos durante la simulacién, cal-
culamos T, = min{r € T} = 1, oy = min{o(S) : S € S} =1,y
Amin 1= {MS) : S € 8§} = 0. Las distribuciones de las cantidades 7, o y A
se definen como sigue:

fT(tk) = PT (tk—l S T S tk), con fy 1= Tmin T AT X k
fa(sk) = PS (sk—l _<_0'§0'k), con Sk = Umin+Aa x k
falre) = Ps(reoy S A< me), conmpi= Apin + Ay X k.

Aqui los parametros A, A, y A, son las precisiones de observacién para cada
una de estas cantidades, y son fijadas al momento de analizar los resultados
de la simulacién. Calculamos las distribuciones f,, f,, y fi, contando la

fraccién de los elementos en T (respectivamente S) que satisfacen la condicién
enunciada.

En otra simulacién, en la red bidimensional de tamano 150 x 200 calculamos
la funcién de correlacion

L(r) == E((w"(@m, ym) — @) (W' (@m + 7, ym) — ©)),

donde (z,,,ym) = (75, 100) es el centro de la red bidimensional, @ es el valor
promedio de la configuracion en un sitio. En este caso hicimos una simulacién
de 50000 pasos de tiempo. Los promedio se calculan respecto al ensemble
{wl Wt ..., w3%%} que generamos en el transcurso de la simulacién.

4.1.2 Resultados
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Figura 4.1: Distribucién de las duraciones de las avalanchas en escala logaritmi-
ca.

En la Figura 4.1 mostramos en escala logaritmica la distribucién de du-
raciones de las avalanchas. La linea recta representa el ajuste en ley de
potencias

fr(te) ~ 7™, con v, = 1.37 + 0.06.

El exponente -, se obtiene por regresion lineal de los datos en el rango
172 < s, < 3452. Para este calculo hicimos A, := 86.3.

En la Figura 4.2 mostramos en escala logaritmica la distribucién de areas de
las avalanchas. La linea recta representa el ajuste en ley de potencias

fo(sk) ~ s, con v, = 1.2 £0.1.
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Figura 4.2: Distribucién de las areas de las avalanchas en escala logaritmica.

El exponente 7, se obtiene por regresién lineal de los datos en el rango
52 < 5 < 290. Para este calculo hicimos A, := 26.42.

También calculamos la distribucién de la dimensién lineal de las avalanchas,
sin embargo no encontramos un comportamiento en ley de potencias para
esta cantidad. Por completez mostramos en la Figura 4.3 el histograma
resultante. En este caso A, = 2.11.

Finalmente, en la Figura 4.4 mostramos la funcién de correlaciéon para el
experimento numeérico en la red bidimensional de tamano 150 x 200. Dadas
las dimensiones limitadas del sistema, es dificil determinar qué tipo de com-
portamiento tiene la funcion de correlacién. El ajuste en ley de potencias

['(r) ~7r7P conp:= 134+ 043,
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Figura 4.3: Histograma de la dimensién lineal de las avalanchas.
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Figura 4.4: Funcion de correlacion en escala lineal y en escala logaritmica. La
linea recta corresponde al ajuste en ley de potencias.

se obtuvo por regresién lineal de los datos en el rango 1 < r < 50.

4.2 Autosimilaridad en el modelo

Nuestro indicador de autosimilaridad es el comportamiento en ley de potencia
de las funciones de estructura asociadas a “la carga del sistema observada a
diferentes escalas”.

Dada la configuracion w € §2,, la carga del sistema a escala r se define como:
Qb,-((.d) = Z|r—c|§r |w(r) - (D(TH’

donde ¢ € A es el centro geométrico de lared A, y
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&(r) = E (Ljeejzrw(r)).

En nuestros calculos consideramos la autosimilaridad estadistica respecto a
la familia {¢,},.

A continuacion describimos los calculos realizados.

4.2.1 Calculos

Durante la evolucion del modelo generamos la matriz
h:{1,2,...,T} x{1,2,...,d} = N, donde h(t,7) := ¥, _¢|<, w'(r).

En nuestra simulacién, T' = 30000 es el tiempo total, y d = 34 es el radio de
la red. Cada renglén de la matriz h define un ensemble de valores, a partir
del cual podriamos determinar la distribucién de uno de los observables ¢,.
En lugar de eso, calculamos directamente las funciones de estructura:

Sq(r) = F iz [h(t,m) = h(r)]% con h(r) := 3 T h(t,7).
Cada funcién de estructura presenta un comportamiento en ley de potencias
Sq(r) ~ rx(9)

Llamamos ley de exponentes a la funcién ¢ — x(¢). En caso de autosimi-

laridad estadisica, esperamos que x(g) = qa, donde a es el exponente de
autosimilaridad.

4.2.2 Resultados

En la Figura 4.5 mostramos en escala logaritmica las funciones de estructura

T = S4(r),
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S,

Figura 4.5: Las primeras funciones de estructura
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Figura 4.6: Ley de exponentes con su barra de error

parag=1,...,17y 1 < r < 34. Parece razonable aproximar las funciones

de estructura por leyes de potencia,

Sq(T‘) ~ X
En la Figura 4.6 mostramos la ley de exponentes ¢ — x(g) con su corres-
pondiente barra de error. Cada exponente se obtiene por regresion lineal de

los datos en el rango 1 < r < 34. Como esperabamos, la ley de exponentes
resulta ser lineal,

x(q) = ag, con a = 0.82 + 0.02.

Aqui cabe hacer notar que en el ensemble de arreglos w : A — {0,1, 2,3},
donde cada entrada w(r) se distribuye de manera indéntica e independiente

28




de las demés, ¢, no es otra cosa que la suma de 2772 variables aleatérias
independientes, ignalmente distribuidas. En este caso, el Teorema del Limite
Central (que se puede consultar en (8] por ejemplo), predice la autosimila-
ridad con respecto a la familia {¢,},, con exponente @ = 1. En nuestros
experimentos encontramos un exponente ligeramente menor.
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Capitulo 5

Observaciones finales y
Conclusiones

Hemos verificado que ciertas caracteristicas de la criticalidad auto—organi-
zada y de la autosimilaridad estan presentes en el modelo de pilas de arena
de Bak, Tang y Wiesenfeld. Una vez evidenciado esto, el siguiente paso es
relacionar ambos fenémenos, primero en el cuadro de este sencillo modelo, y
después en forma mas en general. Es aconsejable realizar estudios numéricos
mas exhaustivos, y sobre todo llevarlos a cabo en redes de dimensiones mayo-
res a las que nosotros consideramos en este trabajo. Pero una vez hecho esto,
es necesario hacer estudios teoricos, siguiendo por ejemplo las técnicas de la
teoria de los fendmenos criticos en mecanica estadistica, para relacionar criti-
calidad auto-organizada y autosimilaridad. Es necesario sin embargo tomar
en cuenta, y superar, la siguiente limitacién en la formulacién actual: Los
indicadores de criticalidad auto—organizada miden propiedades de eventos “ins-
tantaneos”, los que ocurren en el pasaje entre dos configuraciones del sistema.
La autosimilaridad es una propiedad de observables sobre las configuraciones
del sistema, y se puede medir en tiempo “natural’. Para relacionar ambos
fenémenos serd necesario una formulacién en donde coexistan los fenémenos
“instantaneos” y los fendmenos que ocurren en el “tiempo natural”.

Dentro del contexto que nostros nos fijamos en los Capitulos 2 y 3, el modelo
de pilas de arena muestra caracteristicas de criticalidad auto—organizada y de
autosimilaridad. Tomando en cuenta la analogia con los fenémenos criticos
en mecanica estadistica, nosotros conjeturamos que la presencia simultanea
de estos dos fenémenos no es casual, sino que debe existir una relacién en-
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tre los dos. Esperariamos que en una formulacién més completa, estos dos
fenémenos seran consecuencia de una cierta generalizacion de la autosimila-
ridad estadistica. Dejamos abierta esta linea de investigacién.
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Apéndice A

Listados para Matlab

A.1 Listado que genera los datos

%% THIS SCRIPT GENERATES FILES CONTAINING

%%% 1. SEQUENCE OF ENERGIES AT DIFFERENT SCALES
%A% 2. SEQUENCE OF AVALANCHES’ DURATION

%% 3. SEQUENCE OF AVALANCHES’ AREAS

%% 4. SEQUENCE OF AVALANCHES’® LINEAR LENGTHS

%%% INITIALIZATION

D=input (’Dimensions of the lattice: ’);
L=D(1);

M=D(2);

lattice=3*ones(L,M);

cx=floor((L-1)/2);

cy=floor ((M-1)/2);

dim=min(cx,cy);

time=input (’Number of Iterations: ’);

%%% DEFINITION QF DISTANCES
dist=zeros(L,M); for i=1:L,

for j=1:M,
dist (i, j)=sqrt((i~cx) 2+(j-cy)~2);
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end
end

sitio=(1:L);
neighs=zeros(L,dim*M); for r=1:dim,
° level=(r-1)*M;

neighs(:,level+1:level+M)=(dist <= r);
end

%4%h TRANSCIENT
for t=1:7000,

lattice=evolution{(lattice);
end

%h’% GENERATION OF DATA SETS

™
energy=zeros(dim, time) ;
tau=zeros(1,time);
area=zeros(1,time);
lineal=zeros(1,time);
for t=1:time
for r=1:dim
level=(r-1)*M;
mask=neighs(:,level+l:level+M);
. energy(r,t)=sum(sum(lattice.*mask));

end
prelattice=prevolution(lattice);
tau(t)=prelattice(1,2*M+1);
region=prelattice(: ,M+1:2xM);
area(t)=sum(sum(region));

[x yl=find(region==1);
n=length(x);

if n >0
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xm=sum(x)/n;
ym=sum(y) /n;
lineal(t)=ceil (sum(((x-xm) . 2+(x-ym)."2).~(1/2))/n);
else lineal(t)=0;
end
lattice=prelattice(:,1:M);
end

eftiempo=find(tau > 0); eftau=tau(eftiempo);
eflineal=lineal(eftiempo); efarea=area(eftiempo);

save ./cenergy.mat energy
save./ceftau.mat eftau

save ./cefarea.mat efarea
save ./ceflineal.mat eflineal
save ./ceftiempo.mat eftiempo

A.2 Listado que analiza los datos

A% DATA ANALYSIS

load ./cenergy.mat
load ./ceftau.mat
load ./cefarea.mat
load ./ceflineal.mat
load ./ceftiempo.mat

[dim tiempol=size(energy);

gmax=input (’maximum order: ’);
cg=input(’cross graining: ’ );
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struc=zeros(dim,qgmax); for r=1:dim
menergy=sum(energy(r,:))/tiempo;
for gq=1:gmax
struc(r,q)=sum(abs(energy(r, :)-menergy) . q)/tiempo;
end
end

dtau=frecf(eftau,cg); darea=frecf (efarea,cg);
lineal=round(eflineal); dlineal=frecf(lineal,dim);

save ./cdtau.mat dtau

save ./cdarea.mat darea
save ./cdlineal.mat dlineal
save ./cstruc.mat struc
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A.3 Las funciones de evolucion

function[salida]=prevolution(lattice);
[a bl=size(lattice);

salida=zeros(a,2*b+1); ri=round(rand(1)=*a+1/2);
rj=round(rand(1)*b+1/2);

lattice(ri,rj)=lattice(ri,rj)+1;

while length(find(lattice > 3)) > 0,
[x yl=find(lattice > 3);
n=length(x) ;
salida(1,2*b+1)=salida(1,2*b+1)+n;
salida(x,y+b)=1;
for k=1:n,
lattice(x(k),y(k))=lattice(x(k),y(k))-4;
if x(k)+1 <= a, lattice(x(k)+1,y(k))=
lattice(x(k)+1,y(k))+1;, end;
if x(k)-1 >= 1, lattice(x(k)-1,y(k))=
lattice(x(k)-1,y(k))+1; end;
if y(k)+1 <= b, lattice(x(k),y(k)+1)=
lattice(x(k),y(k)+1)+1; end;
if y(k)-1 >= 1, lattice(x(k),y(k)-1)=
lattice(x(k),y(k)-1)+1; end;
end;
end
salida(:,1:b)=lattice;

function{salidal=evolution(lattice);
[a bl=size(lattice);

ri=round(rand(1)*a+1/2);
rj=round(rand (1) *b+1/2);
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lattice(ri,rj)=lattice(ri,rj)+1;

while length(find(lattice > 3)) > O,
[x yl=find(lattice > 3);
n=length(x);
for k=1:n,
lattice(x(k),y(k))=lattice(x(k),y(k))-4;
if x(k)+1 <= a, lattice(x(k)+1,y(k))=
lattice(x(k)+1,y(k))+1; end;
if x(k)-1 >= 1, lattice(x(k)-1,y(k))=
lattice(x(k)-1,y(k))+1; end;
if y(k)+1 <= b, lattice(x(k),y(k)+1)=
lattice(x(k),y(k)+1)+1; end;
if y(k)-1 >= 1, lattice(x(k),y(k)-1)=
lattice(x(k),y(k)-1)+1; end;
end;
end
salida=lattice;
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