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Capítulo 1 

Introducción 

Los autómatas celulares fueron introducidos a finales de los años 40 por J. von 
Neuman9 después de una sugerencia de S. Ulam. Esto fue con el objetivo de crear 
un modelo real del comportamiento de sistemas extensos y complejos. 

Un autómata celular d-dimensional es un sistema discreto que consiste de 
una malla d-dimensional infinita de celdas (el espacio subyacente es Zd). Cada 
celda es capaz de almacenar un elemento de un conjunto finito de estados S. La 
dinámica se da en términos de una función.1ocal f que especifique el estado i
guiente de cada celda en función de estados actuales en alguna vecindad local de 
la celda. 

Los autómatas celulares son reversibles si su mapeo global es invertible, es de
cir, si cada configuración que por definición tiene exactamente un sucesor también 
tiene exactamente un precursor. 

A pesar de su importancia sigue habiendo problemas abiertos referentes al 
autómata celular reversible. Toffoli y Margolus [7] dan una introducción com
pleta al campo de los autómatas celulares reversibles con una amplia bibliografía, 
obteniendo la siguiente conjetura: 

Conjetura 1. Todo autómata celular reversible es de estructura invertible, i.e., se 
puede expresar como composición de permutaciones por bloques. 

Un bloque es un arreglo finito de estados d-dimensional. La malla Zd se puede 
particionar en bloques regulares disjuntos. Una permutación por bloques es una 
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CAPÍTULO l. INTRODUCCIÓN 2 

generalización de una permutación e sobre tal partición de Zd. 

En [4] Kari estudia la estructura de los autómatas celulares, demostrando que 
el autómata celular reversible de dos dimensiones y el unidimensional puede 
ser construido de bloques. Este resultado confirma (para el autómata celular 2-
dimensional) la conjetura de Toffoli y Margolus. Finaliza su artículo con la si
guiente conjetura: 

Conjetura 2. Para cualquier d ~ 1, todo autómata celular d - dimensional re
versible es la composición de permutaciones por bloques y corrimientos parciales. 

Dmand-Lose estudió estas dos conjeturas y demuestra en [2] que un autómata 
celular d - dimensional reversible puede representarse como la composición de 
d + 1 permutaciones por bloques. 

El que un autómata celular sea la composición de d + 1 permutaciones por blo
ques se debe a la geometría de Zd. Al particionar la malla Zd en bloques (disjun
tos) del mismo tamaño, tenemos que el valor futuro de las celdas que pertenecen 
a la frontera de cada bloque no puede ser determinado. Por lo que se genera un 
número necesario y suficiente de particiones por bloques de manera que se pueda 
determinar el valor futuro de todas las celdas. 

Los autómatas celulares fueron primero definidos en la malla Zd y posterior
mente se introdujeron a gráficas. Existen varias definiciones de autómatas celu
lares en gráficas, por ejemplo la más conocida es la dada por Martín [5]. 

El objetivo principal de este trabajo es probar el análogo al teorema de Durand
Lose para el caso de los autómatas celulares definidos en árboles: en concreto, 
probamos que es posible cubrir bien un autómata celular en un árbol m-regular 
con el mínimo número de dos particiones. También se observa que el teorema 
de Durand-Lose se debe más a la geometría que a la reversibilidad del autómata 
celular. 

El trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera: En el capítulo 2 se 
dan las definiciones de autómata celular, autómata a bloques, permutaciones por 
bloques, reversibilidad y gráficas. En el capítulo 3 e ve el teorema de Durand
Lose [2] y cómo se puede simular un autómata celular reversible por la corn-
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posición de d + 1 permutaciones por bloques. La definición de autómata celular 
en un árbol m-regular y el número de particiones requeridas para cubrir bien el 
árbol son dados en el capítulo 4 . 
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Capítulo 2 

Definiciones 

2.1 Autómatas celulares 

Un autómata celular opera como un sistema iterativo d - dimensional sobre arre
glos infinitos de celdas (el espacio subyacente es Zd) . Cada celda toma un valor 
de un conjunto finito de estados S. Una iteración de un autómata celular es el 
reemplazar el estado de las celdas de acuerdo a una función local f : S(2r+ l)d -4 S . 
Una vecindad esta formada por una celda central y r celdas vecinas a cada lado, 
entonces una vecindad tiene (2r+ l)d celdas y el número de vecindades para un r 
dado es igual a S(2r+ l)d, por lo que la función f va a determinar la transformación 
local de cada una de las vecindades a un elemento de S. 

En la fig. 2.1 a consideramos el caso de dos dimensiones. Para obtener en la 
siguiente iteración el valor de la celda (i,j) usamos la vecindad de la fig. 2.1 b. 

al 111111 11111111 

(i-l,j-l) (i-l,j) (i-l,j+ 1) 

b) (i,j-l) (i, j) (i, j+l ) 

(i+l,j-l) (i+ 1, j) (i+l ,j+l) 

Figura 2.1: d = 2 Y r = 1. 

4 



CAPÍTULO 2. DEFINICIONES 5 

Sea C = SZd el conjunto de todas las posibles configuraciones del autómata, 
i.e., todos los mapeos de Zd a S y denotemos al conjunto de elementos {i , i + 1 ,i 
2, . . . j} por [i , j]. 

Para la j - ésima configuración Cj E C, se utilizará la notación Cj[a] y será la 

celda ubicada en la posición a de la configuración C j para a E lLd • 

Definición 1. Un Autómata Celular (AC) A es una pareja (C, (jA) donde (jA : C --+ 

C es una función que depende de los parámetros r y f , la cual mapea configura
ciones en configuraciones de la siguiente forma: 

Vc E C, Vi E lL
d

, (jA(C) [i] = f(c l[iJ+[ - r,r]d). 

Aquí r es el radio de la función local f. 

En base al trabajo de Hedlund [3] definirnos la función d (c j , cd de la siguiente 
manera: 

{

OSI Cj = Ck 
d(Cj,ck) = _ 1 d 

I+ r para el menor r E lL tal que Cj[r] :;:. ck[r] Ó Cj[- r] :;:. Ck [- r]' 

En [3] se demuestra que d (c ji Ck) = (1 + r) - 1 define una métrica sobre el 
conjunto de configuraciones. 

Para cualquier x E lLd
, crx es el corrimiento de x, es decir, Vc E C y Vi E 

Zd, (crx(C)) [i] = C[i+x]' 

Un mapeo y- en el conjunto de configuraciones C conmuta con todos lo shifts 
si y- ocrx = crxo y- Vx E Zd . 

El siguiente teorema se puede encontrar en el artículo [3] . 

Teorema 2.1. El Autómata Celular definido en Zd y con valores en el conjunto 

finito S es exactamente el conjunto de los mapeos continuos de SZd que conmutan 
con todos corrimientos. 
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2.2 Bloques 

Dados d, w E Z + y el conjunto finito S, sea V = [0, w - lDd e Zd . o E V es el 
vector de ubicación. Un bloque es un arreglo finito de estados d-dirnensional. 

Definición 2. Un autómata a bloques (AB) es una pareja (C, e) donde e: SV --4 SV 
es una función definida en el bloque SV . 

Decimos que d es la dimensión, w el ancho del bloque, o es la posición del 
bloque y e la función aplicada al bloque. 

Un AB especifica como un bloque cambia su estado independientemente de 
sus bloques vecinos. Un AB es una Permutación por bloques (PB) si la función e 
es una permutación. 

La PB de origen O, To es el siguiente rnapeo sobre C: para cualquier C E C 
y para cualquier i E Zd, sean a = i div w (división euleriana) y b = i mod w 
(módulo) a E Zd Y b E [0, w - lDd tales que i = a.w +b (multiplicación euleria
na), entonces TO(C) [i] = e(cla.w+V)b' El mapeo de cada bloque es independiente de 
sus bloques vecinos. 

000000 00000 o 
000000 00000 o 
000000 00000 o 
000000 00000 o 1>(0.1) 1>(1 . 1) «0. 1) «J . I) 
000000 00000 o 
000000 00000 o 
o 00000 00000 g¡ o 00000 00000 

.~ 
00000 00000 O w 
~,oooo 00000 g. 0000 00000 

1>(0. O) «O. O) «l . O) 1>( 1.0) 

000000 00000 o 

Figura 2.2: TO [ ,02 PB de anchura w y origen (01,02). 

La PB de origen o, To es (Jo oTo o(J_ o, es la misma pero la partición es recorrida 
por o. En la fig. 2.2 se da un ejemplo de un PB de dimensión dos. Se puede 
observar cómo la configuración se parte en bloques disjuntos. Si la función e 
se aplica al contenido de cada bloque, una configuración C se transforma en una 
nueva configuración. 
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Ejemplo 2.2.1. Considérese un AB 2-dimensional como el de la fig. 2.3, parti
cionado en bloques disjuntos de 3x3, 

I o o o o o o 1 1 1 1 1 

1 I I o o o O O O 1 1 I 

1 o L o o o e O I O 1 I 1 

1 o o 1 o o O 1 1 O 1 1 

L I L 1 1 1 O O O O O O 

1 o 1 1 o 1 O I O O I O 

Figura 2.3: AB 2-dimensional, particionado en bloques de 3x3. 

donde 

00) (01 
1 1 = ° ° ° 1 ° 1 

2.3 Reversibilidad 

Si YA es biyectivo, el autómata celular es llamado reversibLe CACR). 

Teorema 2.2. [3 J Un AC en Zd con valores en un conjunto finito S que es inyec
tivo, es necesariamente sobreyectivo. 

Lema 1. [6J Si un autómata ceLular es invertible, entonces su inversa es un 
autómata celuLar. 

Este es un resultado fundamental. Nos dice que si el proceso global descrito 
por un mapeo local es invertible, entonces también el proceso global inverso tiene 
un mapeo local, i.e., él se puede describir en términos locales. 

Decimos que un autómata celular a bloques reversible (ACBR) e la com
posición de varias PB con el mismo volumen w y permutación e. 
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Por construcción, una PB es reversible, uno simplemente usa la pcnnutación 
inversa en la misma partición para obtener la inversa del bloque en la partición. 

2.4 Gráficas 

A continuación mencionaremos algunas definiciones básicas de gráficas [1] . 

Una gráfica G es una terna ordenada (V(G),E(G) , 'l'G) que consiste de un 
conjunto no vacío V (G) de vértices, de un conjunto E (G) de aristas y de una 
función de incidencia 'l'G que asocia con cada arista un par ordenado (no nece
sariamente distintos) de vértices de G. 'l'G: E(G) -? W(G) donde W(G) es el 
conjunto de pares de vértices W (G) = {{u , v} I u, v E V (G)} de modo que si 
e E E (G), 'l'G( e) = {u , v}, entonces se dice que e une a u y v; los vértices u y 
v son los extremos de e. 

Las dos gráficas G y H son isonwrfas (G ~ H) si existen las dos biyecciones 
S : V(G) --+ V(H) y <1> : E(G) -? E(H) tales que 'l'G(e) = {u, v} si, y sólo si, 
'l'H(<I> (e)) = S(u)S(v) ; tal par de mapeos se llama isomorfismo entre G y H . 

UnagráficaH es unasubgráficade G (H ~ G) si V(H) ~ V(G) , E(H ) ~ E(G) 
Y'l'H es la restricción de 'l'G a E(H ). 

El orden de G es dado por el número de vértices I V(G) l. Sea v E V(G), el 
grado de v denotado deg( v) es igual al número de aristas que son incidentes a 
v. El grado total de.G es la suma de todos los grados de los vértices de G. Una 
gráfica es k - regular si el grado de cada vértice es k (k E N) . 

Una caminata en G es una secuencia alternante finita W = VOe¡ v¡e2·· ·Vn- lenVn 
de vértices y aristas, tales que para 1 ~ i ~ n los extremos de e¡ son V¡ _ I Y Vi· 

Los vértices Vo y Vn son llamados origen y terminación de W respectivamente y 
V¡ ... Vn - ¡ son vértices internos. El entero n denota la longitud de W . 

Si las aristas e¡ , e2, ... , en son distintas y los vértices Vo, V¡ , . .. , Vn también son 
distintos en la caminata W, decirnos que W es un camino. 

Una caminata es cerrada si su origen y terminación son el mismo vértice. 
Una caminata cerrada en la que todas sus aristas y vértices internos son distintos 
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decimos que es un ciclo. 

La gráfica G es conexa si, y sólo si, dados cualesquiera dos vértices v, w E 
V (G) existe una caminata de v a w. 

Una gráfica acfclica es una gráfica que no tiene ciclos. Un árbol es una gráfica 
conexa y acíclica. 

Sea V' un subconjunto no vacío de V. La subgráfica de G cuyo conjunto de 
vértices es V' y cuyo conjunto de aristas es el conjunto de aristas de G que tienen 
ambos extremos en V' es llamada la subgráfica de G inducida por V' y es denotada 
por G[V']; decimos que G[V'] es una subgráfica inducida de G. 
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Capítulo 3 

Particiones en Zd 

3.1 Particiones de ACR y ACNR 

Al estudiar Durand-Lose las conjeturas 1 y 2, demuestra el siguiente teorema: 

Teorema 3.1. [2] En cualquier dimensión d, cualquier ACR de radio r puede 
expresarse como una composición de d + 1 PB de ancho 3(d + 1)r con la misma 
permutación de bloques e, o como un ACBR con d + 1 particiones. 

Durand-Lose prueba este teorema usando lo siguiente: dada una configuración 
inicial c en el ACR, la i-ésima celda tiene por valor la pareja ordenada (c¡, -L), 
donde la primera componente representa el estado previo de la celda y la segunda 
componente representa el siguiente estado de la celda, el estado -1 es el vacío. En 
el siguiente diagrama observamos que se llega a la misma configuración aplicando 
directamente la función YA a c o mediante la composición de PB (ver fig. 3.1), 
donde B¡ representa la partición y el subíndice indica el número de ésta. 

(c • ..L ) - BI - 8
2 

........ ....... • Bd+I-

Figura 3.1: Diagrama para un ACR. 

10 
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Observemos qué sucede si el AC es no reversible (ACNR). Al igual que para 
el ACR, la i-ésima celda tiene el valor (c¡, 1-), generamos d + 1 particiones para 
llegar a (c, YA (c) ) y como no borrarnos a Cien cada uno de los paso , es rever ible. 

(C.L) - BI - B2 ............... • Bd+I- (c. GA(c» 

Figura 3.2: Diagrama para un ACNR. 

Una pregunta inmediata del teorema anterior es: ¿porqué son necesarias d + 1 
particiones? Por ejemplo consideremos el ca o en que d = 1 Y r = 1, entoncc 
tenemos la malla de la fig. 3.3 donde cada celda toma un valor del conjunto finito 
de estados S. Puesto que r = 1, el valor de la celda i depende a lo más del valor 
de las celdas (i - 1), i e (i + 1 ). 

Figura 3.3: Malla Zl. 

Al particionar la malla en bloques disjuntos de cuatro celdas cada uno, obte
nemos la fig. 3.4. 

.. el ][ ][ ][ ][ 1- · • 

Figura 3.4: Bloques de cuatro celdas en la malla Z 1. 

Definición 3. Una celda es frontera1 de un bloque si pertenece al bloque, pero su 
vecindad r para poder determinar su valor no se encuentra contenida en él. 

I En el siguiente capítulo se dará la definición formal de frontera. 
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Consideremos las celdas marcadas con puntos en la fig. 3.5. Los valores de 
estas celdas no se pueden determinar dentro del bloque, ya que por definición de 
autómata celular dependen de los valores de celdas qlle se encuentran fuera del 
bloque. 

.. -1 . ][ . I • ][ . I I • ][ . I 1-• • 

Figura 3.5: Fronteras de bloques. 

Es necesario realizar otra partición de tal forma que las celdas interiores de 
ahora sean las fronteras de la partición anterior (ver fig. 3.6) esto para que no 
exista intersección de fronteras, pues de ser así el valor de esas celdas no se puede 
obtener. En este ejemplo tenemos que con dos particiones de bloques se puede 
cubrir bien (la intersección de celdas frontera entre las particiones es vacío) la 
mallaZ1. 

.. -1 ][ )( ][ )( ][ )( Jí )(---
Figura 3.6: Dos particiones diferentes en la malla Z l . 



• 

• 

• 

• 

CAPÍTULO 3. PARTICIONES EN zP 13 

Ahora bien consideremos la malla Z 2 y r = 1, particionemos la malla en blo
ques iguales no traslapados de 6x6, corno en la fig. 3.7. Obsérvese que el valor de 
las celdas frontera no puede ser determinado. 

Figura 3.7: Una partición en la malla con bloques de 6x6. 

Al generar una segunda partición existe inter ección de fronteras entre las dos 
particiónes (celdas con puntos) corno se puede apreciar en la fig. 3.8. 

- -,- - -- T - --r- --,- -- r-T- --- -,- - - -
-L· .~e e_ -le e~e 

e.e e.e e._ e,e -,e , • , I I 

e e 
_l- •• ~ • • • • I-L-

e e _l- • • 1-. - - - - - -'- - - - -e I • • I e • I • • I • • , • • .1. • 'e .Ie e'. • •• 
• • e • -• • • •• 

I • , I I 

I • , , I .... - -- - - .... _- - - - -- - - .... _- - - - - - --
Figura 3.8: Intersección de fronteras entre dos particiones. 

Para obtener todos los valores de la malla es necesario realizar una tercera 
partición como en la fig. 3.9 de modo que no exista intersección de fronteras 
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-1- roo T - - - T -1-

I 1 

i i 
1 j , , 

ro ' ','- , ',.- , , 
-'- T .L -,-, , 

i i , , 

1 ~ 1 ~ 
.... - - - ... .;. -- - .... - _:- ... 

- -1- T - - roo T - -1-

1 i 
i , i , , 1 • 

,- '-r- , '··-I- '- '!.. ' 1 

- 1 
_1- T , , 

1 
.L - ._j_ ~ , 

,~ I ~ - - ... -. - - . - .'-'" 

-,- T - - -

J 

j 
, j 

' -'-I- '~ ' j" ' 

1 _1- ~ ;. __ _ , 
, 1 

,_ .• I_,_ ,!" , 
, ' 
I ~ 

Figura 3.9: La malla es cubierta por tres particiones. 

14 

entre las tres particiones. Por lo tanto la malla Z2 se puede cubrir bien con tres 
particiones. 

Un ACNR, también se puede expresar como la composición de d + 1 AB. Por 
ejemplo considérese el AC de la fig. 3.3, donde la i-ésirna celda tiene el valor 
(C¡ , l.) . 

Definición 4. Sea P una familia de conjuntos no vacío { PI P2 .,.} deci mos que es 
una partición de Zd (o P cubre a Zd) si y sólo si 

• Zd = PI U P2 U ... 

• PI P2 ... son mutuamente disjuntos. 

donde PI , P2, ... son llamados bloques de P. 

Definamo las celdas interiores de un bloque como intr(Pj) = {x E Pj I Br(x) ~ 
Pj } donde r E N Y B r(x) = { vecindad de tamaño (2r + 1)d, con x como celda cen
tral}, y definamos las celdas frontera de un bloque por ar ( Pj ) = Pj - intr ( Pj ). 

Al realizar la primera partición, el valor futuro de las celdas que pertenecen a 
ar (Pj ) no puede ser determinado, mientras que el valor de las celdas que pertenecen 
al interior del bloque sí (fig. 3.10), b¡ = f (C¡- I, C¡, c¡+¡). 
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Figura 3.10: El valor de las celdas interiores se puede determinar. 

Como quedan celdas cuyo valor no se puede determinar, e hace otra partición 
de tal forma que las celdas que pertenecen a ar(Pj ) ahora sean celdas interiores 
del bloque (ver la fig. 3.11). Podernos observar que sí se pueden determinar los 
valores de todas las celdas del AC, sin necesidad de que éste sea reversible. 

Figura 3.11: El valor de todas las celdas se puede determinar. 

En general tenemos que para cualquier AC d-dimensional no reversible, la 
i-ésima celda con valor (c¡ , 1..) sólo puede obtener los siguientes valores: 

• (Ci , 1..) -+ (Ci , 1..), si (Ci , 1..) E ar(Pj ) . 

• (C¡ , 1..) -+ (c¡,b i ), si (Ci, 1..) E intr(Pj). 

Como no se borra Ci en cada uno de los pasos es reversible. Por lo que obte
nemos el siguiente teorema: 

Teorema 3.2. En cualquier dimensión d, cualquier AC de radio r puede expre
sarse como una composición de un AB con d + 1 particiones. 

3.2 Partición de bloques 

En esta sección veremos como Durand-Lose [2] simula un autómata celular re
versible con la composición de d + 1 PB con un ancho w = 3(d + l)r. 

Los siguientes conjuntos son subarreglos finitos de Zd. Ellos usan estados 
previos y siguientes durante la iteración. Denotemos por r el vector (r, r, ... , r) de 
Zd. Para cada A en [0, d + 1], sean 
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E{ = U [ U (3Jú;+ [r,3(d + l )r- r - 1]d) +3(d + 1)r .x] 
x E z,d A.~<d+ l 

E~ = U [U (3J.ü'+ lr, 3(d + 1)r - r - l]d)+3(d + 1)r · x] . 
x E z,d Os.J1<A. 

Una PB usa el conjunto de estados (S U {1.} )2, almacena la configuración 
previa en la primera componente y la siguiente configuración en la segunda com
ponente. Definamos de la siguiente forma las configuraciones: 

(3.2.1 ) 

Ejemplo 3.2.1. Considérese d = 1, r = 1 Y sea c E e la configuración inicial dada 
en la fig. 3.12 i ,la cual al aplicarle la función b¡ = !(C¡- l,C¡,Ci+ l) obtenernos la 
configuración de la fig. 3.12 ii. 

Figura 3.12: Autómata celular unidimensional. 

Ahora bien, simulemos la configuración de la fig. 3.12 i por la composición 
de 2 particiones de bloques de ancho w = 6. 

Sea r = 1, entonces tenernos que A E [0,2]. Para A = 0, según la eco 3.2.1 
tenemos que 
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Figura 3.13: Eo ( c) = (c, -L). 

La celda i-é ima tiene el valor (Ci, -L). Para A. = 1 

El (C) = (CIEj' YA(c) I E~)' 

donde E~ = Ux E Zd [[1 ,4]1 + 6 · xl es representado por O y 
E[ = Ux E Zd [(3(1) + [1 ,4]1) +6·x] por O en la fig. 3.14 a). 

Figura 3.14: El (c) y E2(C). 

Finalmente para A. = 2, obtenemos 

E2(C) = (CIEf, yA (c) IEf)' 

17 

donde Ef = Zd Y Ef = 0 en la fig. 3.14 b). La i-ésima celda tiene el valor (-L, b¡). 

Obsérvese que se llega a la misma configuración de la fig. 3.12 ii al realizar la 
simulación mediante la composición de particiones de bloques o al aplicar direc
tamente la función (ver fig . 3.12), es decir 
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CAPÍTULO 3. PARTICIONES EN zP 18 

Figura 3.15: Diagrama para d = 1. 

Ejemplo 3.2.2. Sea d = 2, r = 1 Y r = (1,1), entonces A. E [0,3] . Para A. = 0, 
tenemos que 

Eo (c) = (c IEb ' YA(c) IE~), donde E~ = 0 y EC = Zd. 

111111111111111111111111111111111 

Figura 3.16: Eo (c) = (c, l..). 

La celda i-ésima tiene el valor (Ci, l..) en el autómata celular dado en la fig. 
3.16. Ahora bien, para A. = 1 

E¡ (c) = (cIEf , YA(c) IE~) ' 

donde Ef = UX E Zd [[1 , 7]2+9·x] y E[ = Ux E Zd [((3(1,1) + [1 ,7]2) U (6( 1,1) + 
[1 ,7]2)) + 9 ·x]. 

I ~ I ! ~ I ~ I I I ~ I I I 
1 I( 1 1 1-1 

F· -C~. _+. _~I .~_ ~._~.J+· ~-F .. " ~_ .~. ~. I ~" ~"F·+I ~~"-="FJ~·+· ~ .. ~.I~~.~. ~-~ .. ~~ .. I ~ .. ~ .. 
I 1 1 

I 

I 
:-;-::.. ........ '1 
'-- -

1 

I 

r ' - ' - _ . _ . ~ r ' - ' - '-'-' -I r ' -'-'- ' - ' 
- . ~ . 
1 1 1 1 1 

- '---t--t-t--t---'t-I -+--+-t"-j' i i i 1 ----+-f-+--l 
~·-h~~i~~-~-~r~~-~~+4I~~-~r-~-+~- ~i~~-- ~r ~- ~_-H 

t 1:1 1 I :1 1 1 [¡ I 1 I 1:1 1 I I¡ I i 1 1 ¡I I I ¡¡ ±lli 
Figura 3.17: El. 



• 

• 

• 

CAPÍTULO 3. PARTICIONES EN zP 19 

Ef esta representado por el color rojo y Ef por los colores azul y verde. La 
partición bloque es denotado con el color amarillo. Pan,t el valor de A = 2, 

E2 (C) = (c IEi' YA (c) IEf)' 

donde Ef! = Ux E Zd [( ([ 1 , 7]2) U (3 ( 1, 1) + [1 ,7]2) ) + 9 . x] y 
Ef = U XE Zd [(6(1 , 1) + [1 ,7]2) + 9 ·xl. 

1 1 1 !I 1 1 1 ,1 1 1 1 I 

1 

r-= - - _"" .J - -¡.. J -- - J 

1--

1-

- - - 1 r- - - -1 r- - - 1 
1-- 1 11 1 '1 1 

1-

1 1 1 1 1 

1-- 1 1 1 1 1 I 1 11 1 1 
1 

1
1 I 1I 1 

Figura 3.18: E2. 

1 ! 

-- -

r- - -
'1 

1 

1 1 1 
1I 

Aquí a Ef! lo representan los colores rojo y azul, mientras que a Ef el color 
verde. Finalmente para A = 3, obtenemos 

111111111111111111111111111111111 

Figura 3.19: E3 = (l.., b¡) . 

Se complica apreciar la simulación de un AC conforme se incrementa la di 
mensión, ya que no se pueden visualizar las particiones de bloques. 
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Sea e E e una configuración en el AC, tal que al aplicarle la función global 
gA (e) obtenernos otra configuración e' E c. En la fig. 3.20 se muestra cómo a 
partir de e se puede generar la configuración e' mediante particione de bloques 
corno se define en 3.2.1. 

G
A 

e - -------...:..:.-----------iII .. ~ GA(c) 

+ B B B t 
(c,J.)=EJc) -=::.a.- Ele) ~ Eje) .. . .. ......... . - EJe) ~ Ed+l (e)=( ...L , GA(e» 

Figura 3.20: Diagrama. 

Sea B')... un PP de ancho 3(d + 1)r. La partición de bloques e')... es definida 
tal que B')... mapea reversibilidad de E')... (e) sobre E')...+ 1 (e). Esto significa que los 
bloques correspondientes a E')...(e) y E')...+l (e) en la partición de B')... se pueden de
terminar únicamente uno del otro. La partición de bloques fue utilizada para la 
demostración del teorema 3.1. 
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Capítulo 4 

Autómatas celulares en árboles 

Un árbol (infinito) es m-regular si el grado de cada vértice es m. Todos los vértices 
son equivalentes, es decir por simetría se puede tomar como centro del árbol m
regular a cualquier vértice. 

Figura 4.1: Árbol 2- regular. 

Podemos definir un AC en un árbol G(V, E) m-regular. Ahora el conjunto de 
configuraciones es e = SV(G) (mapeos de vértices de G a un conjunto finito S) , 
para cada v E V(G) denotamos el subconjunto N(v) ~ V(G) (vecindad) el cual 
contiene a v y a los vértices adyacentes a éL Seleccionemos una función local 
Fv : SN(v) ---+ S, Fv debe ser simétrica. 

Puesto que en un árbol m-regular todos los vértices son equivalentes y por 
tanto indistin~ibles, y por tanto Fv debe arrojar el mismo resultado para una con
figuración de vecinos que para cualquier reordenación de la misma configuración. 
Es decir Fv debe de ser simétrica en el sentido Fv( VI , ... , vm) = Fv (vo\, .. . , VOm ) para 
(J cualquier permutación de los vértices VI , •.. , Vm que son la vecindad de v. 

Definición 5. Los mapeos locales Fv inducen un mapeo glob~ F del conjunto 
de configuraciones sobre ellas mismas. Sea e una configuración, definamos la 
configuración F ( e) por 

21 
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\Iv E V(G) F(c)( v) := Fv(C¡N{v)) 

donde C¡N{v) es la restricción de c a el conjunto N(v). 

22 

En este capítulo veremos las particiones de árboles y no consideraremos los 
AC. Estas particiones las podemos usar para probar el análogo del teorema de 
Durand-Lose para AC en árboles. 

Teorema 4.1. Un autómata celular en un árbol G m-regular se puede expresar 
como la composición de dos AB. 

4.1 Partición de árbol 

Definición 6. Sea P una familia de conjuntos no vacíos {p¡ P2 ... } decirnos que e 
una partición de V (G) (o P cubre a G) si y sólo si 

• V (G) = p¡ U P2 U . . . 

• p¡ ~ ... son mutuamente disjuntos. 

donde p¡, P2 , ... son llamadas partes de P. 

Sea X ~ V, definimos el interior de X por int X = {x E X, B¡ (x) ~ X}, donde 
B¡(x) = {y E V(G) , 'VG(e) = {y,x}}, la fontera de X es CJX = X - int X y la 
frontera de una partición es CJP = UPEP CJP. 

Sean PI , P2, ... ,PI particiones de V(G) . 

Definición 7. Las PI, P2 , ... , P¡ cubren bien el árbol G si, y sólo si, 

CJPl nCJ11 n . .. n CJp¡ = 0 . 

De aquí en adelante se considerará que todas las partes de una partición son 
finitas . 

En este trabajo obtuvimos que 2 particiones es el mínimo valor de L para cubrir 
bien un árbol G m-regular. No es posible cubrir bien el árbol G si estas partes no 
contienen vértices de grado m - l . 
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, 
4.2 Arbol 2 - regular 

En esta sección consideraremos un árbol 2-regular. 

Proposición 1. Sea G(V, E ) un árbol 2-regular, sean P y Q dos particiones 
de V ( G) con todas sus partes isomorfas entre s( y 1 P I~ 4, entonces con dos 
particiones cubren bien el árbol . 

Demostración. Para 1 P I ~ 4 todas las partes cumplen que 1 ap I~I int PI, ya que 
independientemente del tamaño de la parte siempre tendremos que 1 ap 1= 2, esto 
se debe a la estructura del árbol (ver fig. 4.2) y además 1 int P I ~ 2. Una vez fijadas 
las partes de la primera partición, generamos las partes de la segunda partición de 
tal forma que estén trasladadas dos vértices de como se encuentran las partes de la 
primera partición. Por lo que concluimos que con dos particiones se puede cubrir 
bien el árbol 2-regular, ya que ap n aQ = 0. 

Figura 4.2: Árbol 2-regular. 

o 

Ejemplo 4.2.1. Sea G(V,E) un árbol2-regular como el de la fig. 4.2. 

... ~ ... 

Figura 4.3 : Una partición en el árbol. 

Al generar una partición en el árbol en la que sus partes cumplen: Vi I Pi 1= 4, 
no se pueden obtener los valores de los vértices frontera (fig. 4.3). Es necesario 
hacer una segunda partición traslada dos vértices de las partes de la posición de la 
primera partición (fig. 4.4), para que todos los valores de los vértices puedan ser 
determinados. 
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. . . . .. 

Figura 4.4: Árbol cubierto por dos particiones. 

Con dos particiones en las que sus partes cumplen que I P 1= 4, se cubre bien 
el árbol 2-regular. 

, 
4.3 Arbol m-regular 

4.3.1 Partes con raíz y hojas 

Todas las particiones que consideraremos en esta subsección son de la siguiente 
forma: Sea P = {PI P2 .. . }, cada parte Pi de la partición genera un subárbol in
ducido. Todas las partes tienen raíz y hojas de profundidad n. Cada parte tiene un 
vértice raíz de grado (m - 1) el cual es frontera, las hojas de la parte son vértices 
de grado uno, los cuales también son frontera y los vértices interiores son vértices 
intermedios de grado m. 

En la fig. 4.5 podemos observar una parte de profundidad 3 . 

Figura 4.5: Parte de profundidad 3. 

La parte con profundidad n (fig. 4.6) cumple: 

..... .... ...... o 

.. ..... ..... ... 1 

·· ··········· ·· 2 
·" .... · ...... · 3 
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o ......... ... .. . 

m- I 

1 . ...••••.• . .•.. • 
2 ..... ....... .. . 

• 

• 

1- 1 .. ... . ........ . 

. . 
Figura 4.6: Parte con profundidad n. 

1 ap 1= (m-l)n + 1 Y 1 int P 1= Lj: }(m - 1t- j, 
por lo que 1 P 1=1 ap 1 + 1 int PI . 

25 

Sean P y Q en tal modo que ap na Q = 0. Sea Q¡ E Q una parte cuya raíz 
pertenece a una parte Pj E P. Queremos ver cuáles son las posibles orientaciones 
de Q¡ respecto de Pj . Consideraremos que la raíz de Q¡ se encuentra a profundidad 
r en Pj. Entonces, debe ser 0< r < n - 1 para asegurar aPj n aQ¡ = 0, ver la fig . 
4.7. 

o .............. . 

m-l 

1 •• .•••••••••.•• • • . . 
r .. .. .... .... . .. . 

. .. . 

1- 1 ......... ... .. . 

n ......... . ... .. . 

Figura 4.7: Profundidad r, O < r < n - l . 
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r será la raíz de Q¡ E Q, por lo que existen dos maneras de orientar la pali e 
(fig. 4.8) ya que sólo se incluye o no la arista eo a la parte. 

<a) (b) 

o o 

m- l 

Figura 4.8: Orientación de la parte. 

Proposición 2. Si dP n dQ = 0, entonces la orientación (a) de la fig . 4.8 es 
imposible. 

Demostración. Sea G un árbol m - regular (m > 2), sean P y Q dos particiones 
de V (G) con todas sus partes isomorfas a la fig. 4.6 y consideremos el caso (a) de 
la fig. 4.8. 

Pj E P tiene fronteras en la raíz y las hojas, Le., en las profundidades: O y n en 
el árbol. Los vértices a profundidad n + 1 también son fronteras de otras partes, 
independientemente de cómo se acomoden las partes restantes. 

La parte Q¡ E Q inicia a profundidad r, donde O < r < n - l . Obtenemos 
que Q¡ tiene fronteras en 'r y r + n, esto para las (m - 2) aristas del vértice a 
profundidad r. Las (m - 2) aristas también tienen vértices fontera de otras partes 
a una profundidad r + n + 1, independientemente de como se acomoden las partes 
restantes de la partición. 

Las partes restantes tendrán fronteras en (ver fig. 4.9): 

n - r + 2i y n - r + 2i + 1, para i = O, ... , r, independientemente de cómo se 
acomoden las partes restantes de la partición. 
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i=O .... ..... .. .. o 

m- I 

• 

~ 
...... . .. ..... . r 

• 
• 
• 

.. .... .. ..... .. 0- 1 

... . .......... . n 

Figura 4.9: Generación de fronteras de algunas partes . 

Podemos observar que ap n a Q "* 0 para 

. _ {~ si r es par 
l - r ; l si r es impar 

Por lo que concluimos que, considerando el caso (a) de la fig. 4.8, no se 
puede cubrir bien G con dos particiones en las que sus partes son isomorfas a la 
fig. 4.6. O 

Para el caso (b) de la fig. 4.8 el vértice a profundidad (r - 1) es frontera, el cual 
puede ser hoja o raíz. Si es raíz entra en el caso (a); por lo que consideraremos 
que el vértice a profundidad (r - 1) es hoja de otra parte de la partición. 

Teorema 4.2. Un árbol G m-regular se cubre bien con dos particiones. 

Demostración. Sea G un árbol m-regular, sean P y Q dos particiones de V (G) 
con todas sus partes isomorfas a la fig. 4.6, las partes con una profundidad n ~ 3 
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y no pennitiéndose que en la N( v) donde v es una raíz de cierta parte, exista una 
raíz de otra parte. 

Para expresar más fácil las particiones, primero orientamos G en tal modo que 
de cada vértice salgan (m - 1) aristas y llegue 1 arista. 

m-' 1-, 
~ 

Figura 4.1 O: Vértice con aristas direccionadas. 

, 

A 

o 

o 

Figura 4.11 : Ejemplo de árbol 3-regular direccionado. 
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Es decir las partes isomorfas a la fig . 4.12. 

o ...... .... . 

• 

• 

,- 1 

m- I 

• • 

~ . . . 
Figura 4.12: Parte de profundidad n con aristas direccionadas. 
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Fijemos una parte Pi E P . Se ve fácilmente que no existe intersección de fron
teras. Para cualquier vértice del árbol existe un único camino en sentido contrario 
a la dirección de las aristas. El camino es único ya que de cada vértice salen 
(m - 1) aristas y llega 1. Denotemos a la raíz por r y a la hoja por h, el camino se 
encuentra de la siguiente forma: 

donde el subíndice de r y h indica a qué partición pertenece y los (n - 3) vértices 
son vértices interiores de P y Q. El que el camino sea único y con esa estructura, 
nos garantiza que no existe intersección de fronteras. Esto se debe a la forma en 
que se encuentran direccionadas las partes. o 

Ejemplo 4.3.1. Sea G un árbol 3-regular, sean P y Q dos particiones de V (G), 
tales que todas sus partes son isomorfas a la fig. 4.13 . 

Figura 4.13: Parte de profundidad 3 con aristas direccionadas. 
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En la fig. 4.14 las partes de la partición Pe tán denotada por el color rojo y 
las partes de Q con el color verde. La raíz r es el vértice relleno, mientras que las 
hojas h son vértices sin relleno. 

.. 

.' .' 

~.: 

Figura 4.14: Do particione en un árbol 3-reguJar. 

Ob érvese que al seleccionar cualquier raíz a una profundidad 4, obtenernos 
el siguiente camino: 

rp , hp , r Q, hQ, rp, hp , r Q, hQ, rp , hp , ... 
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Ejemplo 4.3.2. Considére e G un árbol 3-regular, sean P y Q dos particiones de 
V ( G), tales que todas sus partes son isomorfas a la fig. 4.13, pero ahora ésta con 
profundidad 4. 

.i I A ,,/ /~ 

J 
,,/ 

~:~ 

y 

Figura 4.15: Árbol 3-regular cubierto bien con partes de profundidad 4. 

A una profundidad 4, obtenemos el siguiente camino 

hp, rQ,hQ) v, rp,hp,rQ,hQ, v, rp , ... 

donde v es un vértice interior de P y Q, 
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Sea X ~ V, definimos el interior de X como intr X = {x E X, Br(x) ~ X}, 
donde r E N Y Br(x) = {y E V( G), j un camino de long. r de x a y}, la frontera 
deX por drX = X - intr X y dP = U PE P dP. 

Teorema 4.3. Un árbol G m-reguLar se cubre bien con dos particiones. 

Demostraci6n. Sea G un árbol m-regular, sean P y Qdos particiones de V (G) con 
todas sus partes isomorfas a la fig. 4.12, las partes con una profundidad n ~ 4r - 1 
Y no permitiéndose que en la N(v) donde ves una raíz de cierta parte, exista una 
raíz de otra parte. 

Fácilmente podemos apreciar que no existe intersección de fonteras debido a 
que existe un único camino en sentido contrario a la dirección de las aristas . El 
camino se encuentra estructurado de la siguiente forma: 

.. . ,2r · vop,2r · va(V (n - 4r + 1)· v,2r· vap, 2r · vaQ, (n - 4r+ 1) . V, ... 

donde el subíndice de v indica que pertenece a la frontera de P o Q y los (n -
4r + 1) vértices son vértices interiores de P y Q. 

o 

Ejemplo 4.3.3. Considérese G un árbol 3-regular y r = 2, sean P y Q dos parti 
ciones de V(G), tales que todas sus partes son isomorfas a la fig. 4.16. 

Figura 4.16: Parte de profundidad 7 con aristas direccionadas. 

Obtenemos el siguiente camino 
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Figura 4.17: Árbol 3-regular cubierto bien con partes de profundidad 7 y r = 2. 
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4.3.2 Partes que no contienen vértices de grado In - 1 

En esta subsección consideraremos a todas las particiones de la siguiente forma: 
Sea p = {Pi P2 ... }, cada parte p¡ de la partición no contiene vértices de grado 
(m - 1). Los vértices frontera de cada parte son de grado menor o igual a (m - 2) 
Y los vértices interiores son de grado m. 

Al realizar un análisis para ver se cubre bien un árbol m-regular con dos parti
ciones, obtuvimos los siguientes resultados: 

Proposición 3. Sea G{V,E) un árbol m-regular y P = {PI P2 ... } una partición, 
K ~ G es una subgráfica conexa infinita (camino), entonces K n ap =1=- 0. 

Demostración. Supongamos que K ~ G es una subgráfica conexa infinita, existe 
una parte p¡ E P tal que K n p¡ =1=- 0 Y K n p¡ =1:- 0 esto por ser K infinito, entonces 
K n ap¡ =1:- 0 ya que de lo contrario K sería disconexo. Por otro lado sabemos que 
ap = aPI Uap2U ... , por lo queKnaP =1:- 0. O 

Definamos a G¡ == p¡ E P tal que sus vértices sean de grado m y ~ m - 2, donde 
m~3 . 

Proposición 4. Sea G¡ un subárbol de G que no tiene vértices de grado m - 1, 
entonces ap contiene un camino infinito. 

Demostración. El que G¡ no tenga vértices de grado (m - 1) significa que si te
nemos un v E aG; (deg(v) ~ m - 2), entonces existen por lo menos dos vértices 
u, w E N(v) que también son fronteras de otras partes. Por lo que se puede formar 
el camino v, u; a su vez u, w tienen en su vecindad por lo menos dos vértices 
frontera u',u" E N(u), formando el camino v,u,u'. Ya que el árbol es m- regular, 
podemos seguir hasta formar un camino infinito (v, u, u' , .. . ) de vértices frontera, 
los cuales están contenidos en ap. o 

Obtenernos así el siguiente resultado en base a las proposiciones mencionadas 
anteriormente: 

Teorema 4.4. Sea G(V, E) un árbol m-regular, sean P y Q dos particiones, 
donde VP E P, P no contiene vértices de grado m .- 1, entonces apnaQ=I=- 0 . 
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Conclusiones 

Durand-Lose demostro que en Zd, cualquier ACR puede expresarse corno la com
posición de d + 1 PB. Al realizar un análisis del teorema de Durand-Lose se pudo 
observar que a pesar de que el ACNR, de igual manera se puede realizar la com
posición de bloques si no borramos c. El que la composición sea de d + 1 parti
ciones de bloques se debe a la geometna de Zd que a la reversibilidad de AC. 

Se realizó un análisis para los árboles m-regules, para ver si era posible mini
mizar el número de particiones a dos para cubrir bien un árbol m-regular, obser
vando lo siguiente: 

Cuando dos particiones tienen todas sus partes isomorfas a la fig. 4.6, Y con
siderando el caso de que en la vecidad de la raíz de una parte, exista una raíz que 
pertenece a otra parte, concluimos que es imposible cubrir bien el árbol m-regular. 

Si las partes de las dos particiones son isomorfas entre sí a la fig . 4.6 Y no se 
permite que en la vecindad de la raíz de una parte, exista una raíz que pertenece a 
otra parte, sí se puede cubrir bien el árbol m-regular. De esto se sigue el análogo al 
teorema de Durand-Lose para AC en un árbol m-regular, el cual se puede expresar 
como la composición de dos particiones. 

Si las partes de la dos particiones no contienen vértices de grado (m - 1) es 
imposible cubrir bien el árbol con sólo dos particiones. Al cubrir el árbol m

regular con las partes de una partición se generan caminos infinitos de vértices 
frontera, por lo que existe intersección de las fronteras de las dos particiones. 

3S 
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