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Capitulo 1

Introduccion

Los autématas celulares fueron introducidos a finales de los afios 40 por J. von
Neumann después de una sugerencia de S. Ulam. Esto fue con el objetivo de crear
un modelo real del comportamiento de sistemas extensos y complejos.

Un aut6mata celular d—dimensional es un sistema discreto que consiste de
una malla d —dimensional infinita de celdas (el espacio subyacente es Z4). Cada
celda es capaz de almacenar un elemento de un conjunto finito de estados S. La
dindmica se da en términos de una funcién local f que especifique el estado si-
guiente de cada celda en funcién de estados actuales en alguna vecindad local de
la celda.

Los automatas celulares son reversibles si su mapeo global es invertible, es de-
cir, si cada configuracién que por definici6n tiene exactamente un sucesor también
tiene exactamente un precursor.

A pesar de su importancia sigue habiendo problemas abiertos referentes al
autémata celular reversible. Toffoli y Margolus [7] dan una introduccién com-

pleta al campo de los autématas celulares reversibles con una amplia bibliografia,
obteniendo la siguiente conjetura:

Conjetura 1. Todo autémata celular reversible es de estructura invertible, i.e., se
puede expresar como composicién de permutaciones por bloques.

Un bloque es un arreglo finito de estados d-dimensional. La malla Z¢ se puede
particionar en bloques regulares disjuntos. Una permutacién por bloques es una
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CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

generalizacién de una permutacién e sobre tal particién de 74,

En [4] Kari estudia la estructura de los autématas celulares, demostrando que
el autdmata celular reversible de dos dimensiones y el unidimensional puedc
ser construido de bloques. Este resultado confirma (para el autémata celular 2-
dimensional) la conjetura de Toffoli y Margolus. Finaliza su articulo con la si-
guiente conjetura:

Conjetura 2. Para cualquier d > 1, todo autémata celular d—dimensional re-
versible es la composicién de permutaciones por bloques y corrimientos parciales.

Durand-Lose estudi6 estas dos conjeturas y demuestra en [2] que un autémata
celular d—dimensional reversible puede representarse como la composicién de
d + 1 permutaciones por bloques.

El que un autémata celular sea la composicién de d + 1 permutaciones por blo-
ques se debe a la geometria de Z¢. Al particionar la malla Z4 en bloques (disjun-
tos) del mismo tamafio, tenemos que el valor futuro de las celdas que pertenecen
a la frontera de cada bloque no puede ser determinado. Por lo que se genera un
numero necesario y suficiente de particiones por bloques de mancra que se pueda
determinar el valor futuro de todas las celdas.

Los autématas celulares fueron primero definidos en la malla Z¢ y posterior-
mente se introdujeron a graficas. Existen varias definiciones de autématas celu-
lares en gréficas, por ejemplo la més conocida es la dada por Martin [5].

El objetivo principal de este trabajo es probar el andlogo al teorema de Durand-
Lose para el caso de los autématas celulares definidos en 4rboles: en concreto,
probamos que es posible cubrir bien un autémata celular en un drbol m-regular
con el mfnimo ndmero de dos particiones. También se observa que el teorema
de Durand-Lose se debe mds a la geometria que a la reversibilidad del autémata
celular.

El trabajo se encuentra estructurado de la siguiente manera: En ¢l capitulo 2 se
dan las definiciones de autémata celular, autémata a bloques, permutaciones por
bloques, reversibilidad y gréficas. En el capitulo 3 se ve el teorema de Durand-
Lose [2] y como se puede simular un autémata celular reversible por la com-
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posicién de d + 1 permutaciones por bloques. La definicién de autémala celular
en un drbol m-regular y el nimero de particiones requeridas para cubrir bien el
arbol son dados en el capitulo 4.




Capitulo 2

Definiciones

2.1 Automatas celulares

Un autémata celular opera como un sistema iterativo d—dimensional sobre arre-
glos infinitos de celdas (el espacio subyacente es Z4). Cada celda toma un valor
de un conjunto finito de estados S. Una iteracién de un aut6mata celular es el
reemplazar el estado de las celdas de acuerdo a una funcién local f : s+’ 5.
Una vecindad esta formada por una celda central y r celdas vecinas a cada lado,
entonces una vecindad tiene (2r + 1)4 celdas y el nimero de vecindades para un r
dado es igual a S(z’“)d, por lo que la funcién f va a determinar la transformacién
local de cada una de las vecindades a un elemento de S.

En la fig. 2.1 a consideramos el caso de dos dimensiones. Para obtener en la
siguiente iteracién el valor de la celda (i, j) usamos la vecindad de la fig. 2.1 b.

a)

(-1Lj-D) | (=L, | G-1j+1)
b) [ Gj-D @i, j) @, j+1)
(+1,j-D | G+1,)) | G(+1j+1)

Figura2.1l:d =2y r=1.
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Sca C = SZ° el conjunto de todas las posibles configuraciones del automata,
i.e., todos los mapeos de Z¢ a S y denotemos al conjunto de elementos {i,i+1,i+
2,...j} por [i, jl.

Para Ja j—ésima configuracién ¢; € C, se utilizard la notacion ¢, y serd la
celda ubicada en la posicién a de la configuracion c; para a € z4.

Definicién 1. Un Autémata Celular (AC) A es una pareja (C, Ga) donde G4 : C —
C es una funcién que depende de los pardmetros r y f, la cual mapea configura-
ciones en configuraciones de la siguiente forma:

Ve € C, Vi e Zd, gA(C)M = f(c|{i‘,+|1—r,r]]d)'
Aqui r es el radio de la funcién local f.

En base al trabajo de Hedlund [3] definimos la funcién d(c, cx) de la siguiente
manera:

0 sic; = ¢y

d(cjci) = { ILH para el menor r € Z4 tal que Cilr| # Cr] O Cj[r] # Ch| 1|-

En (3] se demuestra que d(cj,cx) = (1+r)~! define una métrica sobre el
conjunto de configuraciones.

Para cualquier x € Z¢, o, es el corrimiento de x, es decir, Ve € C y Vi €
Zd’ (O-X(C))[i] = C[H‘x]'

Un mapeo ¥ en el conjunto de configuraciones C conmuta con todos los shifts
si F o0y =0,0F Vxe€ Z4,

El siguiente teorema se puede encontrar en el articulo [3].
Teorema 2.1. El Autdmata Celular definido en Z¢ y con valores en el conjunio

. . . Zd
finito S es exactamente el conjunto de los mapeos continuos de S“ que conmutan
con todos corrimientos.
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2.2 Bloques

Dados d,w € Z* y el conjunto finito S, seca V = [0,w — 1] C Z4. 0 € V es el
vector de ubicacién. Un bloque es un arreglo finito de estados d-dimensional.

Definicién 2. Un autémata a bloques (AB) es una pareja (C,e) donde e: SV — SV
es una funcién definida en el blogue SY.

Decimos que d es la dimensién, w el ancho del bloque, o es la posicién del
bloque y e la funcién aplicada al bloque.

Un AB especifica como un bloque cambia su estado independientemente de
sus bloques vecinos. Un AB es una Permutacién por bloques (PB) si la funcién e
€s una permutacion.

La PB de origen 0, Ty es el siguiente mapeo sobre C: para cualquier ¢ € C
y para cualquier i € Z4, sean a = i div w (divisién euleriana) y b =i mod w
(médulo) a € Z% y b € [0,w — 1] tales que i = a.w + b (multiplicaci6n euleria-
na), entonces To(c)(;) = €(C|q.w+v)b- El mapeo de cada bloque es independiente de
sus bloques vecinos.

Q000000000

Q000000000
0000000000
O0O0O00I0000O0
OO0O0O00I0000O0
0000000000

00000|00000
00000|000060
00000|006060
0000000000
}50000[006600

(e]elolele] [e]olelole)

-———

0. 1) 1.1 =0, ) LD

®0, 0) 1. 0) (0, 0) «1,0)

-—f—o

[e][e]elelo)e} [o)olo)olel e
-
o
»

s
o) ngoo 000000

Figura 2.2: T, ,, PB de anchura w y origen (01,02).

LaPBdeorigeno, T, es 6,0T,00_,, s la misma pero la particién es recorrida
por o. En la fig. 2.2 se da un ejemplo de un PB de dimensién dos. Se puede
observar cémo la configuracién se parte en bloques disjuntos. Si la funcién e
se aplica al contenido de cada bloque, una configuracién c¢ se transforma en una
nueva configuracién.
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Ejemplo 2.2.1. Considérese un AB 2-dimensional como el de la fig. 2.3, parti-
cionado en bloques disjuntos de 3x3,

[V DR N

—_ - = | |O

o|l—|Qlo|C|C

—_— - oo O | O
¢

o~ jo |~ |C
~|=|lol=~|~10o
olo|o]|o|o|e
—~lol—=f—~lo |~
oo -] ||~
oclo|——-{~i-

Figura 2.3: AB 2-dimensional, particionado en bloques de 3x3.

donde
1 00 011 000 1
ell 1 1] =[0 00| ye{O O O0]={11
1 01 010 000 1 1

2.3 Reversibilidad
Si G4 es biyectivo, el autémata celular es llamado reversible (ACR).

Teorema 2.2. [3] Un AC en Z2 con valores en un conjunto finito S que es inyec-
tivo, es necesariamente sobreyectivo.

Lema 1. [6] Si un autémata celular es invertible, entonces su inversa es un
automata celular.

Este es un resultado fundamental. Nos dice que st el proceso global descrito
por un mapeo local es invertible, entonces también el proceso global inverso tiene
un mapeo local, 1.e., él se puede describir en términos locales.

Decimos que un autémata celular a blogues reversible (ACBR) es la com-
posicién de varias PB con el mismo volumen w y permutacién e.
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Por construccién, una PB es reversible, uno simplemente usa la permutacion
inversa en la misma particién para obtener la inversa del bloque en la particion.

2.4 Graficas

A continuacién mencionaremos algunas definiciones bésicas de graficas [1].

Una grdfica G es una terna ordenada (V(G),E(G),ys) que consiste de un
conjunto no vacio V(G) de vértices, de un conjunto E(G) de aristas y de una
funcién de incidencia g que asocia con cada arista un par ordenado (no necc-
sariamente distintos) de vértices de G. yg : E(G) — W(G) donde W(G) es el
conjunto de pares de vértices W(G) = {{u,v} | u,v € V(G)} de modo que si
e € E(G), yg(e) = {u,v}, entonces se dice que e une a u y v; los vértices u y
v son los extremos de e.

Las dos grédficas G y H son isomorfas (G = H) si existen las dos biyecciones
0:V(G) - V(H)y ¢: E(G) — E(H) tales que Yg(e) = {u,v} si, y sélo si,
Yy (d(e)) = 0(u)0(v); tal par de mapeos se llama isomorfismo entre Gy H.

Una gréfica H es una subgrdficade G (H CG)siV(H) CV(G),E(H) CE(G)
y Wy es la restriccion de yg a E(H).

El orden de G es dado por el nimero de vértices | V(G) |. Sea v € V(G), el
grado de v denotado deg(v) es igual al nimero de aristas que son incidentes a
v. El grado total de G es la suma de todos los grados de los vértices de G. Una
gréfica es k — regular si el grado de cada vértice es k (k € IN).

Una caminata en G es una secuencia alternante finita W = vgevie3...v, 1€,y
de vértices y aristas, tales que para 1 < i < n los extremos de ¢; son v;_| y v;.
Los vértices vp y v, son llamados origen y terminacién de W respectivamente y
V1...v,-1 son vértices internos. El entero n denota la longitud de W.

Si las aristas ey, ez, ...,e, son distintas y los vértices vg, vy, ..., V, también son
distintos en la caminata W, decimos que W es un camino.

Una caminata es cerrada si su origen y terminacién son el mismo vértice.
Una caminata cerrada en la quc todas sus aristas y vértices internos son distintos
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decimos que es un ciclo.

La grifica G es conexa si, y sOlo si, dados cualesquiera dos vértices v,w €
V(G) existe una caminata de v a w.

Una gréfica aciclica es una grifica que no tiene ciclos. Un drbol es una gréfica
conexa y aciclica.

Sea V' un subconjunto no vacio de V. La subgréfica de G cuyo conjunto de
vértices es V' y cuyo conjunto de aristas es el conjunto de aristas de G que tiencn
ambos extremos en V' es 1lamada la subgréfica de G inducida por V' y es denotada
por G[V’]; decimos que G[V'] es una subgrdfica inducida de G.




Capitulo 3

Particiones en Z¢

3.1 Particiones de ACRy ACNR

Al estudiar Durand-Lose las conjeturas 1 y 2, demuestra el siguiente teorema:

Teorema 3.1. [2] En cualquier dimension d, cualquier ACR de radio r puede
expresarse como una composicién de d +1 PB de ancho 3(d + 1)r con la misma
permutacion de bloques e, o como un ACBR con d + 1 particiones.

Durand-Lose prueba este teorema usando lo siguiente: dada una configuracion
inicial ¢ en el ACR, la i-ésima celda tiene por valor la pareja ordenada (c;, L),
donde la primera componente representa el estado previo de la celda y la segunda
componente representa el siguiente estado de la celda, el estado L es el vacio. En
el siguiente diagrama observamos que se llega a la misma configuracién aplicando
directamente la funcién G4 a ¢ o mediante la composicién de PB (ver fig. 3.1),
donde B; representa la particion y el subindice indica el nimero de ésta.

c - G(©

l T

€L) —= B —= B, oo = By, (L.G@)

Figura 3.1: Diagrama para un ACR.

10
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Observemos qué sucede si el AC es no reversible (ACNR). Al 1gual que para
el ACR, la i-ésima celda tiene ¢l valor (¢;, L), generamos d + 1 particioncs para
llegara (c, Ga(c)) y como no borramos a ¢; en cada uno de los pasos, es reversible.

c B Go)
(€l) —= B —= B, -~ = B = (c.Gl)

Figura 3.2: Dragrama para un ACNR.

Una pregunta inmediata del teorema anterior es: ;porqué son neccsarias d + 1
particiones? Por ejemplo consideremos el caso en que d =1y r = 1, enlonces
tenemos la malla de la fig. 3.3 donde cada celda toma un valor del conjunto finito
de estados §S. Puesto que r = 1, el valor de la celda i depende a lo mds del valor
delas celdas (i—1),ie (i+1).

;e CL T T T T T T T T T T T T T Jee-

Figura 3.3: Malla Z!.

Al particionar la malla en bloques disjuntos de cuatro ccldas cada uno, oble-
nemos la fig. 3.4.

.

e T T T 1 T T T 0T T T 1 T e

=t T

Figura 3.4: Bloques dc cuatro celdas cn la malla Z'.

Definicién 3. Una celda es frontera' de un bloque si pertenece al bloque, pero su
vecindad r para poder determinar su valor no se encuentra contenida en él.

'En el siguiente capitulo se dar4 la definicion formal de frontera.
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Consideremos las celdas marcadas con puntos en la fig. 3.5. Los valores de
estas celdas no se pueden determinar dentro del bloque, ya que por definicién de
autémata celular dependen de los valores de celdas que se encuentran fucra del
bloque.

— —_—

cee[®[8 T Je o] [ Jeje[ [ T[ef[e] 1=

A=

Figura 3.5: Fronteras de bloques.

Es necesario realizar otra particiéon de tal forma que las celdas interiores de
ahora sean las fronteras de la particién anterior (ver fig. 3.6) esto para que no
exista interseccion de fronteras, pues de ser asi el valor de esas celdas no se puede
obtener. En este ejemplo tenemos que con dos particiones de bloques se puedc
cubrir bien (la interseccién de celdas frontera entre las particiones es vacio) la
malla Z!.

S G | G A oy (P

[

Figura 3.6: Dos particiones diferentes en la malla Z.".
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Ahora bien consideremos la malla Z* y r = 1, particionemos la malla en blo-
ques iguales no traslapados de 6x6, como en la fig. 3.7. Obsérvese que el valor de
las celdas frontera no puede ser determinado.

Figura 3.7: Una particién en la malla con bloques de 6x6.

Al generar una segunda particion existe interseccion de fronteras entre las dos
particiénes (celdas con puntos) como se puede apreciar en la fig. 3.8.

FY A E TR T e ETASm T~ TS T A -

t + + —4 +

e a e 0 e e e 0 o ®

[_NT ] [ FY ] o ® e 9® [ BT}

t H ] ] I

T T T T I

+ + 4 + —
gl B U . 1. S Y g .2 . O G o A, O O . 4
@ie| 1 ®je | | e | vie ele o0

eole ole gle ®le ele

o e e o'e o'e o'e

1 1 H 1 1

1 1 ] I ]

] ] i § 1
e o e L e . e I o OV U U N U ) iy

Figura 3.8: Interseccién de fronteras entre dos particiones.

Para obtener todos los valores de la malla es necesario realizar una tercera
particién como en la fig. 3.9 de modo que no exista interseccion de fronteras
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A T T L S S Y A I O A
+ t + + t $ § t
1 1. L 1 1 N L i 1 i
I i i 1 t 1 | 1 ! ] _
¥ i ! | ! i I i ! 1 J
(P WA QU [V, AR IR P AP [ S N (P S R ST SET. S PN S S G [ R GUIN S-S A
| I T - i F f i { i ) i =1
T ! + ! 1 | —+ ! Ly '*-!w"-*‘-—
S S A U W A U [ NS G ) R G O
! i i i 1 i ! H LI N I
| - ] . 1 H I H 1 :
| 1 L i A
T I - { - | - 1 -
1 rop ! T — -
1 1 1 1 1
Lad oLl d ol L d daco bl datclcn d o Dl g2
i ' ! i 1 1 1 ! 1 ' 1 ) ) '
' I 1 I ] 1 1 T ] T ’
(SR T S SR N U O i A e U [ N S N (U [y

Figura 3.9: La malla es cubierta por tres particiones.

entre las tres particiones. Por lo tanto la malla ZZ> se puede cubrir bien con tres
particiones.

Un ACNR, también se puede expresar como la composicién de d +1 AB. Por
ejemplo considérese el AC de la fig. 3.3, donde la i-ésima celda tiene el valor
(Cia —L)

Definicion 4. Sea P una familia de conjuntos no vacios {P; P;...} decimos que ¢s
una particion de Z¢ (o P cubre a Z4) si y sélo si

e Z'=P UPU...
e Py P> ... son mutuamente disjuntos.
donde Py, P», ... son llamados bloques de P.
Definamos las celdas interiores de un bloque como int, (P;) = {x € P; | B,(x) C

P;} donde r€ Ny B,(x) = {vecindad de tamafio (2r41)9, con x como celda cen-
tral}, y definamos las celdas frontera de un bloque por d,(P;) = P; — int,(P;).

Al realizar la primera particion, el valor futuro de las celdas que pertenecen a
dr(P;) no puede ser determinado, mientras que el valor de las celdas que pertenecen
al interior del bloque sf (fig. 3.10), b; = f{ci—1,¢i,Cic1)-
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e oY —r ST
e CTL_AH%‘L | Q.?b-jl c—«-b;[cAs’LﬂchICrb)l by | 5 ‘J‘AH‘Cz‘L | C1~b:1l S0y [CS‘LJ!_C(:'T[ cpby |' *e

Figura 3.10: El valor de las celdas interiores se puede determinar.

Como quedan celdas cuyo valor no se puede determinar, se hace otra particion
de tal forma que las celdas que pertenecen a o,(P;) ahora sean celdas interiores
del bloque (ver la fig. 3.11). Podemos observar que si se pueden determinar los
valores de todas las celdas del AC, sin necesidad de que éste sea reversible.

ﬁ‘r N2 e N + i AL a0 AWg
R KR 1IN c_(‘,h,(J Qj.b,;)@-b_d %'hjﬂr—%’t’vl leh-xlx‘co-bo | 31 -"1_2 125 [c,b 11‘54-'34 |°5»b5JLcﬁ\ba | Spby) e

Figura 3.11: El valor de todas las celdas se puede determinar.

En general tenemos que para cualquier AC d-dimensional no reversible, la
i-¢sima celda con valor (¢;, L) s6lo puede obtener los siguientes valores:

o (i, L) = (ci, L), si (e, L) € 9,(Py).

o (ci, L) — (ci,bi), si (i, L) € int,(Py).

Como no se borra ¢; en cada uno de los pasos es reversible. Por lo que obte-
nemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2. En cualquier dimension d, cualquier AC de radio r puede expre-
sarse como una composicion de un AB con d + 1 particiones.

3.2 Particiéon de bloques

En esta seccién veremos como Durand-Lose [2] simula un autdémata celular re-
versible con la composicién de d + 1 PB con un ancho w =3(d +1)r.

Los siguientes conjuntos son subarreglos finitos de Z4. Ellos usan estados
previos y siguientes durante la iteracion. Denolemos por 7 el vector (r,r,...,r) de
Z°. Para cada A en [[0,d + 1], sean
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Ef=1J 1 U Gur+In3d+)r—r—119)+3(d+1)r-x
xe€Z9 A<p<d+l

E;’fz U [ U GuF+1r3(d+ ) r—r—119) +3(d+ 1)r-x.

xe€Zd 0<u<A

Una PB usa el conjunto de estados (SU {.L})?, almacena la configuracién
previa en la primera componente y la siguiente configuracién en la segunda com-
ponente. Definamos de la siguiente forma las configuraciones:

Yee C,VA e [0,d+ 1], Ey(c) = (C|E{7, gA(c)‘Eiv). (3.2.1)

Ejemplo 3.2.1. Considérese d = 1, r = 1 y sea ¢ € C la configuraci6n inicial dada
en la fig. 3.121, la cual al aplicarle la funcién b; = f(ci-1,c¢i,ci+1) oblenemos la
configuracion de la fig. 3.12 ii.

i)o..'c_.,lc_élcd]c_‘|c>3|c>2 |c_||cn |cI —[c’ |c3 |c4 ]cs ]c6 |c7 'oo.

lm

eselb, byl by b, [ by b,] b [ b [ 0] ] b &[] b] by|aae

Figura 3.12: Autémata celular unidimensional.

Ahora bien, simulemos la configuracion de la fig. 3.12 i por la composicién
de 2 particiones de bloques de ancho w = 6.

Sea 7 = 1, entonces tenemos que A € [0,2]. Para A = 0, segiin la ec. 3.2.1
tenemos que

EO(C) = (CIE(;” gA(C)lE(I)V), donde E(I)V =0 y EP = Zd‘
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eee . T T T T T T T T T T T T [ Jees

Figura 3.13: Ep(c) = (¢, L).

La celda i-ésima tiene el valor (¢;, L). Para A = 1

Ei(c) = (c;gr, Galc) gy,

donde EY =, ¢ 2 [[1,4]" +6-x] es represcntado por () y
EV =U, e 24 1(3(1) +11,4]") + 6 - x] por | cn la fig. 3.14 a).

2 ee @ |“c_.,,b7., ) gl Go L (I_G, .l’y—TJ"b']l' l'bl—rrsl\hl\} — (Crbz_:(l'tﬁ , L I—%'bs)cb'l ¢l |oae
£ + = = = —

SR e B I ——

Figura 3.14: E1(c) y E2(c).

Finalmente para A = 2, obtenemos

Ex(c) = (cgp, (]‘A(C)‘Eg'%
donde EY = 7%y El =0enlafig. 3.14b). La i-ésima celda tiene el valor (L, b;).
Obsérvese que se llega a la misma configuracién de la fig. 3.121i al realizar la

simulacién mediante la composicién de particiones de bloques o al aplicar direc-
tamente la funcién (ver fig. 3.12), es decir
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Ga - G,(©)

B B
(¢, D=Fyc) —= Efc) —= Efc)=(_L, G(0) )

Figura 3.15: Diagrama para d = 1.

Ejemplo 3.2.2. Sead =2,r=1y F=(1,1), entonces A € [0,3]. Para XA =0,
tenemos que
Eo(c) = (cig, Galc) gy), donde E} =0yEN =7

]

Figura 3.16: Ep(c) = (c,L).

La celda i-ésima tiene el valor (c¢;, L) en el autémata celular dado en la fig.
3.16. Ahora bien, para A = 1

E\(¢) = (c|gr, gA(C)[E(V),

L

donde EY =J, ¢ z¢ 11,712+ 9-x] y EF = U, e 20 [(((3(1, 1)+ 11, 70%) U (6(1,1) +
[1,70%) +9-x].

A A I R R R IHREEREEEREEE
1 i 1 ! 1 ! 1

- _:._._._i Lo dl b S I N Y .

E-A._',.._ o F M !_._._‘... == = S

S L

Figura 3.17: E;.
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E{V esta representado por el color 10jo y E{’ por los colores azul y verde. La
particién bloque es denotado con el color amarillo. Para el valor de A = 2,

Ex(c) = (¢ gy Galc) gy),

donde EY = U, ¢ z¢ [(IL,78HUB(1, 1) +11,70%) +9-x] y
EV =, c 2 [(6(1,1) +[1,77%) +9-x].

r

T REREEE RBBEEE 11
;----__: R Y Y L _ 4L
- = -1= A [l e el Al | r=T3="r r- e
: ! I T : T

T

e

Figura 3.18: Es.

Aqui a EY lo representan los colores rojo y azul, mientras que a E5 el color
verde. Finalmente para A = 3, obtenemos

E3(c) = (c\gp, Ga(c) gy). donde EY = 7Yy EP =0.

Figura 3.19: E3 = (L, b;).

Se complica apreciar la simulacién de un AC conforme se incrementa la di-
mension, ya que no se pueden visualizar las particiones de bloques.
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Seca ¢ € C una configuracion en ¢l AC, tal que al aplicarle la funcién global
Ga(c) obtenemos otra configuracién ¢’ € C. En la fig. 3.20 se muestra c6mo a
partir de ¢ se puede generar la configuracién ¢ mediante particiones de bloques
como se define en 3.2.1.

G
I A = GA(C)
B B B T
€ D=Efe) —D= Efe) — = Efo) o e Efe) I Eg (= L, G(©)

Figura 3.20: Diagrama.

Sea B; un PP de ancho 3(d + 1)r. La particién de bloques e; es definida
tal que B, mapea reversibilidad de Ej(c) sobre Ej ;(c). Esto significa que los
bloques correspondientes a E (¢) y E;;(c) en la particién de B, se pueden de-
terminar Unicamente uno del otro. La particién de bloques fue utilizada para la
demostracién del teorema 3.1.



Capitulo 4

Automatas celulares en arboles

Un 4rbol (infinito) es m-regular si el grado de cada vértice es m. Todos los vértices
son equivalentes, es decir por simetria se puede tomar como centro del 4rbol m-
regular a cualquier vértice.

O aY O O O
ce O—O0—O0—O0—0—=0 O O O O O Q-

Figura 4.1: Arbol 2—regular.

Podemos definir un AC en un 4rbol G(V, E) m-regular. Ahora el conjunto de
configuraciones es C = $(5) (mapeos de vértices de G a un conjunto finito ),
para cada v € V(G) denotamos el subconjunto N(v) C V(G) (vecindad) el cual
contiene a v y a los vértices adyacentes a él. Seleccionemos una funcién local
F,: S¥) 5 §, F, debe ser simétrica.

Puesto que en un 4rbol m-regular todos los vértices son equivalentes y por
tanto indistinguibles, y por tanto F, debe arrojar el mismo resultado para una con-
figuraci6n de vecinos que para cualquier reordenacién de la misma configuracion.
Es decir F, debe de ser simétrica en el sentido F,(v1, ...,vm) = F.(vg,,---, Vs,,) para
o cualquier permutacion de los vértices vy, ..., v,y Que son la vecindad de v.

Definicién 5. Los mapeos locales F, inducen un mapeo global F del conjunto

de configuraciones sobre ellas mismas. Sea ¢ una configuracién, definamos la
configuracién F(c) por

21
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Yv € V(G) F(C)(v) = Fv(C!N(v))
donde ¢y, €s la restriccion de ¢ a el conjunto N(v).

En este capitulo veremos las particiones de arboles y no consideraremos los
AC. Estas particiones las podemos usar para probar el andlogo del teorema de
Durand-Lose para AC en arboles.

Teorema 4.1. Un autémata celular en un drbol G m-regular se puede expresar
como la composicion de dos AB.

4.1 Particion de arbol
Definicién 6. Sea P una familia de conjuntos no vacios {P; P,...} decimos que es
una particién de V(G) (o P cubre a G) si 'y s6lo si

e V(G)=PUPU...

e P; P ... son mutuamente disjuntos.

donde Py, P,, ... son llamadas parres de P.

Sea X C V, definimos el interior de X por int X = {x € X, B;(x) C X'}, donde
Bi(x) = {y € V(G), wg(e) = {y,x}}, lafonterade X esoX =X —inr X y la
frontera de una particién es 3P = Upcp dP.

Sean P, P, ..., P, particiones de V(G).
Definicién 7. Las Py, P5, ..., B cubren bien el drbol G si, y s6lo si,

OPLNIP-N...NIP = 0.

De aqui en adelante se considerard que lodas las partes de una particién son
finitas.

En este trabajo obtuvimos que 2 particiones es el minimo valor de / para cubrir
bien un 4rbol G m-regular. No es posible cubrir bien el arbol G si estas partes no
contienen vértices de gradom — 1.
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4.2 Arbol 2—regular

En esta seccién consideraremos un 4rbol 2-regular.

Proposicion 1. Sea G(V,E) un drbol 2—regular, sean P y Q dos particiones
de V(G) con todas sus partes isomorfas entre s{ 'y | P |> 4, entonces con dos
particiones cubren bien el Grbol.

Demostracién. Para | P |2 4 todas las partes cumplen que | 9P || int P |, ya que
independientemente del tamafio de la parte siempre tendremos que | dP |= 2, esto
se debe a la estructura del 4rbol (ver fig. 4.2) y ademds | int P |> 2. Una vez fijadas
las partes de la primera particién, generamos las partes de la segunda particién de
tal forma que estén trasladadas dos vértices de como se encuentran las partes de la
primera particién. Por lo que concluimos que con dos particiones se puede cubrir
bien el 4rbol 2-regular, ya que 9P NdQ = 0.

O O O O o o O O O o
e O 0, 194 L 9, aYs \9 \J \ 9 9 \J Qe

Figura 4.2: Arbol 2—regular.

Ejemplo 4.2.1. Sea G(V,E) un 4drbo! 2—regular como el de la fig. 4.2.

Figura 4.3: Una particién en el 4rbol.

Al generar una particién en el arbol en la que sus partes cumplen: Vi | P; |= 4,
no se pueden obtener los valores de los vértices frontera (fig. 4.3). Es necesario
hacer una segunda particidn traslada dos vértices de las partes de la posici6n de la
primera particién (fig. 4.4), para que todos los valores de los vértices puedan ser
determinados.
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Figura 4.4: Arbol cubierto por dos particiones.

Con dos particiones en las que sus partes cumplen que | P |= 4, se cubre bien
el 4rbol 2—regular.

4.3 Arbol m—regular

4.3.1 Partes con raiz y hojas

Todas las particiones que consideraremos en esta subseccion son de la siguiente
forma: Sea P = {P; P> ...}, cada parte P; de la particién genera un subérbol in-
ducido. Todas las partes tienen raiz y hojas de profundidad n. Cada parte tiene un
vértice rafz de grado (m — 1) el cual es frontera, las hojas de la parte son vértices
de grado uno, los cuales también son frontera y los vértices interiores son vértices
intermedios de grado m.

En la fig. 4.5 podemos observar una parte de profundidad 3.

Figura 4.5: Parte de profundidad 3.

La parte con profundidad n (fig. 4.6) cumple:
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Figura 4.6: Parte con profundidad n.

| 0P |=(m—1)"+1y |int P|= L} {(m—1)""/,
porloque | P |=|dP |+ |int P|.

Sean Py Q en tal modo que 3PNJQ = 0. Sea Q; € Q una parte cuya raiz
pertenece a una parte P; € P. Queremos ver cudles son las posibles orientaciones
de Q; respecto de P;. Consideraremos que la rafz de Q; se encuentra a profundidad

ren P;. Entonces, debe ser 0 < r < n — 1 para asegurar dP;NdQ; = 0, ver la fig.
4.7.

Figura 4.7: Profundidad r,0 < r <n-—1.
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r serd la raiz de Q; € Q, por lo que existen dos maneras de orientar la partc
(fig. 4.8) ya que sélo se incluye o no la arista e a la parte.

Figura 4.8: Orientacién de la parte.

Proposicién 2. Si 0PN dQ = O, entonces la orientacion (a) de la fig. 4.8 es
imposible.

Demostracion. Sea G un arbol m — regular (m > 2), sean P y Q dos particiones

de V(G) con todas sus partes isomorfas a la fig. 4.6 y consideremos el caso (a) de
la fig. 4.8.

P; € P tiene fronteras en la raiz y las hojas, i.e., en las profundidades: O y n en
el arbol. Los vértices a profundidad n + 1 también son fronteras de otras partes,
independientemente de c6mo se acomoden las partes restantes.

La parte Q; € Q inicia a profundidad r, donde O < r < n— 1. Obtenemos
que Q; tiene fronteras en r y r + n, esto para las (m —2) aristas del vértice a
profundidad r. Las (m — 2) aristas también tienen vértices fontera de otras partes
a una profundidad r +n+ 1, independientemente de como se acomoden las partes
restantes de la particién.

Las partes restantes tendrén fronteras en (ver fig. 4.9):

n—r+2iyn—-r+2i+1, parai=0,...,r, independientemente de c6mo sc
acomoden las partes restantes de la particion.
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Figura 4.9: Generacién de fronteras de algunas partes.

Podemos observar que 0P NdQ # O para

=

Por lo que concluimos que, considerando el caso (a) de la fig. 4.8, no se
puede cubrir bien G con dos particiones en las que sus partes son isomorfas a la
fig. 4.6. a

1~

sires par
si res impar

~ B

-1

\

Para el caso (b) de la fig. 4.8 el vértice a profundidad (r— 1) es frontera, el cual
puede ser hoja o raiz. Si es raiz entra en el caso (a); por lo que consideraremos
que el vértice a profundidad (r — 1) es hoja de otra parte de la particién.

Teorema 4.2. Un drbol G m-regular se cubre bien con dos particiones.

Demostracién. Sea G un drbol m-regular, sean P y Q dos particiones de V(G)
con todas sus partes isomorfas a la fig. 4.6, las partes con una profundidad n > 3
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y no permitiéndose que en la N(v) donde v es una raiz de cierta partc, cxista una
raiz de otra parte.

Para expresar mds fdcil las particiones, primero orientamos ( en tal modo que
de cada vértice salgan (m — 1) aristas y llegue 1 arista.

Figura 4.10: Vértice con aristas direccionadas.

AL

4

PN

o el

! ™ ‘\“(‘.‘ e
I_l
A\@ o o

Figura 4.11: Ejemplo de &rbol 3-regular direccionado.
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Es decir las partes isomortfas a la fig. 4.12.

Figura 4.12: Parte de profundidad n con aristas direccionadas.

Fijemos una parte P; € P. Se ve facilmente que no existe interseccion de fron-
teras. Para cualquier vértice del 4rbol existe un tnico camino en sentido contrario
a la direcci6n de las aristas. El camino es unico ya que de cada vértice salen
(m—1) aristas y llega 1. Denotemos a la raiz por r y a la hoja por A, el camino se
encuentra de la siguiente forma:

ot hp rg hg, (n—3) - vre he,ro,hg,(n—3) v, ...

donde el subindice de r y A indica a qué partici6n pertenece y los (n — 3) vértices
son vértices interiores de Z y Q. El que el camino sea \inico y con esa estructura,
nos garantiza que no existe interseccién de fronteras. Esto se debe a la forma cn
que se encuentran direccionadas las partes. a

Ejemplo 4.3.1. Sea G un arbol 3-regular, sean 2 y Q dos particiones de V(G),
tales que todas sus partes son isomorfas a la fig. 4.13.

L
y
S

N

T / A
-7 l\ 4
AR 4 % °

Figura 4.13: Parte de profundidad 3 con aristas direccionadas.
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En la fig. 4.14 las partes de la particién P estdn denotadas por ¢l color rojo y
las partes de Q,con el color verde. La raiz r es el vértice relleno, mientras que las
hojas h son vértices sin relleno.

L=

Figura 4.14: Dos parliciones en un drbol 3-regular.

Obsérvese que al seleccionar cualquier raiz a una profundidad 4, obtenemos
cl siguiente camino:

rfP’hfpvrQ)hQ>rT7hfParQ:hQ7rfPJhT1"'
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Ejemplo 4.3.2. Considérese G un drbol 3-regular, sean Py Q dos particiones de
V(G), tales que todas sus partes son isomorfas a la fig. 4.13, pero ahora ésta con
profundidad 4.

Figura 4.15: Arbol 3-regular cubierto bien con partes de profundidad 4.

A una profundidad 4, obtenemos el siguiente camino

hTarQih’Qﬁv:rT7hT7rQ!h’Q7 Vi lp, -

donde v es un vértice interiorde Py Q,
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Sea X C V, definimos el interior de X como int, X = {x € X, B,(x) C X},
donde r € N y B,(x) = {y € V(G), 3 un camino de long. rde x a y}, la [rontera
de X poro,X =X —int, X y 0P = Up p oP.

Teorema 4.3. Un drbol G m-regular se cubre bien con dos particiones.

Demostracion. Sea G un drbol m-regular, sean Py Q dos particiones de V (G) con
todas sus partes isomorfas a la fig. 4.12, las partes con una profundidad n > 4r — 1
y no permitiéndose que en la N(v) donde v es una raiz de cierta parte, exista una
raiz de otra parte.

Fécilmente podemos apreciar que no existe interseccion de fonteras debido a
que existe un dnico camino en sentido contrario a la direccién de las aristas. El
camino se encuentra estructurado de la siguiente forma:

s 28 V3, 2r - vy, (n—4r+1) - v,2r-v3p,2r-vaq,(n—4r+1) -y, ...

donde el subindice de v indica que pertenece a la fronterade P o Q y los (n —
4r+ 1) vértices son vértices interioresde Py Q.

a

Ejemplo 4.3.3. Considérese G un 4rbol 3-regulary r =2, sean Py Q dos parti-
ciones de V(G), tales que todas sus partes son isomorfas a la fig. 4.16.

Figura 4.16: Parte de profundidad 7 con aristas direccionadas.

Obtenemos el siguiente camino
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Figura 4.17: Arbol 3-regular cubierto bien con partes de profundidad 7 y r = 2.

Yo, Yo, Y90, Y9Q,Y3Q > VoQ» Var: Vor, Var, Var: Yo, VaQ YaQ-YaqQ, -
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4.3.2 Partes que no contienen vértices de grado m - |

En esta subseccién consideraremos a todas las particiones de la siguiente forma:
Sea P = {P, P, ...}, cada parte P; de la particién no contiene vértices de grado
(m —1). Los vértices frontera de cada parte son de grado menor o igual a (m —2)
y los vértices interiores son de grado m.

Al realizar un anélisis para ver se cubre bien un 4rbol m-regular con dos parti-
ciones, obtuvimos los siguientes resultados:

Proposicion 3. Sea G(V,E) un drbol m—regulary P = {P; P, ...} una particion,
K C G es una subgrdfica conexa infinita (camino), entonces KNoP # 0.

Demostracién. Supongamos que K C G es una subgrifica conexa infinita, existe
una parte P; € P tal que KNP; # 0 y KN P; # 0 esto por ser K infinito, entonces
KNJP; # 0 ya que de lo contrario K serfa disconexo. Por otro lado sabemos que
0P =dP, UdP, U ..., por lo que KNJIP # 0. a

Definamos a G; = P; € P tal que sus vértices sean de grado m y < m—2, donde
m2 3.

Proposicion 4. Sea G; un subdrbol de G que no tiene vértices de grado m — 1,
entonces 0P contiene un camino infinito.

Demostracién. El que G; no tenga vértices de grado (m — 1) significa que st te-
nemos un v € dG; (deg(v) < m—2), entonces existen por lo menos dos vértices
u,w € N(v) que también son fronteras de otras partes. Por lo que se puede formar
el camino v,u; a su vez u,w tienen en su vecindad por lo menos dos vértices
frontera «',u” € N{(u), formando el camino v, u,u’. Ya que el drbol es m—regular,
podemos seguir hasta formar un camino infinito (v,u,u’,...) de vértices frontera,
los cuales estdn contenidos en . O

Obtenemos asi el siguiente resultado en base a las proposiciones mencionadas
anteriormente:

Teorema 4.4. Sea G(V,E) un drbol m—regular, sean P y Q dos particiones,
donde YP € P, P no contiene vértices de grado m — 1, entonces 0P N3Q # 0.
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Conclusiones

Durand-Lose demostro que en Z¢, cualquier ACR puede expresarse como la com-
posicién de d + 1 PB. Al realizar un andlisis del teorema de Durand-Lose se pudo
observar que a pesar de que el ACNR, de igual manera se puede realizar la com-
posicién de bloques si no borramos c. El que la composicién sea de d + 1 parti-
ciones de bloques se debe a la geometria de Z¢ que a la reversibilidad de AC.

Se realiz6 un andlisis para los 4rboles m-regules, para ver si era posible mini-
mizar el nimero de particiones a dos para cubrir bien un 4rbol m-regular, obser-
vando lo siguiente:

Cuando dos particiones tienen todas sus partes isomorfas a la fig. 4.6, y con-
siderando el caso de que en la vecidad de la raiz de una parte, exista una raiz que
pertenece a otra parte, concluimos que es imposible cubrir bien el 4rbol m-regular.

Si las partes de las dos particiones son isomorfas entre s a la fig. 4.6 y no se
permite que en la vecindad de la raiz de una parte, exista una raiz que pertencce a
otra parte, si se puede cubrir bien el 4rbol m-regular. De esto se sigue el andlogo al
teorema de Durand-Lose para AC en un 4drbol m-regular, el cual se puede expresar
como la composicién de dos particiones.

Si las partes de la dos particiones no contienen vértices de grado (m — 1) es
imposible cubrir bien el drbol con sélo dos particiones. Al cubrir el arbol m-
regular con las partes de una particién se generan caminos infinitos de vértices
frontera, por lo que existe interseccion de las fronteras de las dos particiones.
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