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R ESUMEN 

En este trabajo se realiza la implementación numérica y su respectiva eva luación de un sistema 
de comunicación basado en la modul ación paramétrica y la sincroni zac ión de o ci ladore 
caóticos considerando el oscilador caóti co de Chua. 

Como parte de la evaluación, se detel111i na el conjunto de amplitude y frecuencia de la seña l 
de infoffilac ión que el sistema de comunicación permite para poder recuperar dicha señal con 
el error mínimo posible. A tal conjunto lo denominamos como la región úti l (RU) del istema. 

Además, se rea liza un análi sis de las series temporales generada por el sistema con la 
Transformada Ondeleta (TO), hen'amienta matemática que no proporciona infonnac ión 
adicional de la dinámica del sistema de comunicac ión. 
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1 
Introducción 

Por lo general , el comportamiento de mucho fenómenos o procesos de la na turaleza son dc 
carácter no linea l. De ahí e l gran inte rés mostrado por las comunidade de ingeni ería y c ientífi ca 
para su estudio, implementación y ap licac ión de sistema con ta le caracte rí sti cas. Por ejemplo, 
en e l área de sistemas dinámicos la no linea lidad esta presente, y ha llegado a ser e l corazón 
de osciladores con dinámica caótica. En parti cular, a princ ipio de la década de los sesenta, e l 
meteorólogo Edward Lorenz trato de hacer una predicción de la atmósfera po r má de cuatro 
o c inco días. Para ta l s ituac ión se considero un modelo de tres ecuac ione no linea les con tres 
variables independientes logrando reduci r la gran cantidad de va ri ables que pueden involucrarse 
en este tipo de sistemas. Dicho modelo describió só lo cual itativamente la forma caótica en 
que evolucionó el c lima [ ]. En sí, e l comportami ento de la atmósfera se constituye como 
un proceso no linea l, con retroalimentación, altamente sensibl e a las condiciones ini cia les , de 
ta l modo que se le considera como un istema dinámico caótico. O tro de los pio nero de los 
osciladores con dinámica caótica es Otto Rbss ler. Otto diseño el denomi nado osc il ado r caó ti co 
de Rbss ler en 1976 [ ] con la finalidad de reproduc ir un comportamiento s imil ar a l atractor dc 
Lorenz, pero que fuera más fác il de analizar cualitativamente. Como resultado, Rbss le r propuso 
un s istema de ecuac iones útil para modelar reacciones quími cas. 

Una de las principales características de los sistema con dinámica caót ica, es su gran 
sensibilidad a las condiciones inicia les . Di cho de otra manera, pequeñas va riac iones en las 
cond iciones inic ia les de l proceso conduce a grandes diferenc ia a l fina l de dicho proceso. Ex iste 
una gran variedad de osc iladores caótico implementados fisicamente . Por mencionar a lgunos 
de ellos se encuentran los sistemas de Lorenz, Rbss ler y Cima [ , ]. 

Por otra parte, en la década de los noventa, Pecora y Can'ol es tab lecieron que dos 
sistemas con dinámica caótica idénti cos pueden ser sincroni zados bajo c iertos req uerimientos. 
Lo anterior llamó mucho la atención de muchos investigadores en diferentes di sc iplinas y 
desde entonces se ha estudiado el fenómeno de s incronizac ió n presente en un par acop lado 
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de osc iladores caóticos. El fenómeno de s incronización entre un par de osc iladores caót icos 
asombrosamente parece contradecir la esencia del caos: dinámica compleja, un sistema 
determinista imprevisible, sensibilidad ex trema a las condi ciones ini ciales. Una de las gra ndes 
aplicaciones del fenómeno de sincronización, presente en un par acopl ado de osc il ado res 
caóticos, es en el área de las comunicaciones. En particul ar, e l uso de osc il adores con d in ámica 
caótica en sistemas de comunicación ha permitido obtener buenos resultados en e l tema de 
seguridad durante la transmisión de informac ión [ ]. 

En los s istemas de comunicación que emplean osciladores con dinámica caó ti ca, se tienen 
varios esquemas bás icos: el enmascaramiento caó tico, la dinámica s imbólica, la modul ac ión 
paramétrica, entre otros, donde se consideran los esquemas de acoplami ento unid irecc iona l y 
bidireccional o mutuo [ ]. 

El esquema de enmascaramiento caótico en un sistema de comunicac ión, propuesto por C uomo­
Oppenhei m (1993) [ J, consiste en sumar la señal de información J\ (L) a un estado del 
osc ilador caó tico, por decir x(t), para posterionn ente transmitir la eñal resultante. Se puedc 
observar que J\ (t) en un principio es ajena a la d inámica del osc il ador. En el receptor, se 
tienen dos subsistemas s íncronos en cascada, donde e l primero de estos subsistemas se util iza 
para reconstmir la dinámica de l sistema, mientras que en el segundo sub istema se trata de 
reconstruir el estado que fue transmitido. Una vez que se tenga la recon trucción de l estado, e té 
se resta de la señal transmitida con el fin de obtener una estim ac ión de la seña l de in fo rm ación. 
La fi gura muestra la f0 l111a general de tal esquema. Es importante seña lar que s i la seña l 
de il1fonnac ión J\ (L) es más grande en amplitud y frecuencia que el es tado con iderado pa ra 
ser transmitido junto con J\ (t), entonces la in fo l111ac ión reconstruida puede tener a lguna partes 
caóticas de la fo rma de onda . Además, este sistema es muy usceptible a l ru ido, por tanto ofrece 
un cierto aislamiento y no es todavía capaz de proporcionar un a lto nive l de la seguri dad en la 
comunicación [ ]. 

señal de k,formadM 

Y, 

z , 
Sistoma 

M anoJador 
Sistoma do 
Rospuesto 

Figura 1. 1: Sistema de comunicación dc enmascaramiento caó tico. 

O tro sistema de comunicación que transmite infonnac ión utiliza ndo osc iladores caóticos es 
el que emplea la dinámica simbólica de dichos osc iladores . Ta l sistema fue propuesto por 
Hayes [ J y utili za el acoplamiento unidirecc ional entre osciladores del mi mo ti po [ , ]. 
En principio, e l enfoque de tal sistema consiste en examinar el comportami ento li bre de l 
oscilador y as í "extraer" y as ignar la dinámi ca si mbólica correspondiente a las orbitas presente 
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en el atractor caótico . De hecho, a lguna secuencias si mbó lica nunca son producida por e l 
comportamiento libre de l osc ilador, por 10 que se tendría una especie de secuencias permitida 

y no permitidas. Posteriormente, se trata de determinar un código por e l que cualqui er men aje 
que pueda ser emitido por la fuente de inform ac ión pueda ser codificado usando secuenc ias 

simbólicas que satisfagan res tricc iones apro piadas impuestas por la dinámica en pre encia de 
un método de control. En sí , e l di seño de códi gos es un problema es tándar en e l área de la 
teoría de la infonnación . Cabe menc ionar que e l código seleccionado no debe tomar ecuencia 

muy diferentes de las que se obtuvieron en e l comportam iento libre del o c il ador, debido a 
que se considera un control que no altere demasiado la e tructura topológica de las órbitas de l 

atractor. Una vez que se se lecc ionó e l código, se debe estab lecer un método de control para 
que la órbita de l osc ilador pueda seguir la secuencia imbólica de la eña l de in fo rmac ión a e r 

transmitida . Fina lmente, la señal tran smitida debe ser detectada, para luego se r decodificada. e 

puede observar que este esquema es muy laborioso, además de que requiere de un gran númcro 
de etapas de preprocesado y posprocesado en la seña l de informac ión, por tanto resulta poco 
práctico . La fi gura ilustra de manera genera l el esquema de tal s istema de comunicación. 

Sistema Sistema do 
Manejador Respuosta 

Fi gu ra 1.2: Sistema de din ámi ca s imbólica. 

Por último, e l sis tema de comunicac ión propuesto por Con on y Ha h [ ] emplea la modu lac ión 

paramétrica de osc iladores caóticos para transmitir una seña l de infolmac ión y la adecuac ión 
conjunta de un subs istema s íncrono y un fi ltro no-linea l para la detecc ión y recuperac ión de la 
informac ión transmitida. Tal sistema utiliza el enfoq ue basado en e l fenómeno de sincron izac ión 
de sistemas caóticos. La figura muestra un diagrama a bloques que ilustra ta l esquema. Se 
puede observar que la principal componente en e l transmi sor es un osc il ador caó tico de tres 
estados. En esta parte se modula la señal de informac ión A(t) en la dinám ica en uno de los 
es tados. La modulación de la informac ión consi te en sumar la señal A(L ), multipli cada por 
una función que depende de los estados del sistema, a la dinámica de uno de los estado dc l 
osci lador, por dec ir, a l estado X l . La señal a transmitir es el es tado re u ltante de la operac ión 
anterior. En e l receptor se ti enen dos bl oques, e l subs istema síncrono y un filtro demodu lador. 
El subsistema se COnf01l11a de los estados Y2 y Z2 , los cuales son idénticos a lo es tados de l 
sistema tran smisor, y e l estado modulado transmitido, X I , se usa como seña l manej adora para 
sincroni za r los dos s istemas caóticos de l sistema de comunicación. El fi ltro reali za la e tapa 

demoduladora para recupera r y tener una estimac ión, ~(t ) , de la señal de in formac ión. 
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Transmisor Receptor 

Sistema SlIbsistema 

Figura 1.3: Sistema de Cornun icación de Modulación Paramétri ca. 

A pesar de que en la literatura se consideran diferentes e quemas de sistemas de comunicación 
que emplean osciladores caóticos, de forma general se reporta que e pos ible transmiti r 
una señal de infom1ación [ ], sin considerar que tan buen desempeño o que tan 
mal desempeño tiene el sistema de comunicación. Tratando de responder a esta pregunta, 
en este trabajo se presenta la caractel;zación de un sistema de comunicac ión que uti liza la 
modulación paramétrica con el oscilador de Chua. La caracterización consiste en determinar 
un rango de amplitudes y frecuencias que deben tener la seña l de in fo rmac ión para que se 
transmita y se recupere de manera satisfactori a. Además, e utiliza la transfom1ada ondeleta 
para caracterizar las series temporales caóticas en términos de la distribución de su energía y 

poder dar in fo rmación adicional del sistema de comunicac ión considerado [ ]. 

La es tructura de este trabajo está organizada de la siguiente manera. En el apín.11 0 se 
describen los fundamentos bás icos requeridos en es te trabajo. Se presenta al sistema caótico 
que se utiliza para la construcción del sistema de comunicación, así como la sincroni zación del 
sistema caótico con un subsistema y la fo rma de construcción del sistema de comunicac ión. 
Además, se da un esquema general de la teoría de la transfonnada ondeleta. 

El Capítulo describe la implementac ión numérica del si tema de comuni cac ión, mi en tras que 
el Capin.llo presenta la caracterización de l sistema de comun icac ión, donde se determi na la 
región útil del sistema, la a fectac ión la informac ión a la sincronizac ión de l sistema y el análisis 
con la transfonnada ondeleta de las series temporales caóticas de los estados invo lucrados en el 
sistema de comun icación. 

Finalmente en el Capítulo se presentan las conclusione obtenidas al caracteri zar el istema 
de comunicac ión, además del trabajo fun.lro qu se puede realizar. 
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2 
Fundamentos Teóricos 

En este capítulo se presenta e l marco teórico de un s istema de comunlcaclon basado en 
osciladores caóticos, así como las bases requeridas para la implementac ión y caracteri zac ión 
de ta l sistema . En un principio se describen diferentes osc iladores caó ti cos y diferentes 
tipos de acoplamjento y el fenómeno de sincronizac ión presente entre un par de osc il adores 
caóticos acoplados. Posteriormente, se explica de manera general la estructura de un s istema 
de comunicación basado en osc iladores caóticos . Por último, e presenta la teoría bás ica de 
la transfonllada ondeleta para señales no-estacionarias , la cual erá empleada para ca racteri za r 
parte de l desempeño del sistema de comunicación. 

12.1 1 Osciladores Caóticos 

En esta seCC lon se estudiaran dos sistemas que ti enen e lementos no- linea les y exh iben 
comportamiento caótico en un rango amp li o de los va lore de los parámetros inmiscuidos. 

2.1.1 Sistema Caótico de CllUa 

El sistema caótico de Chua ha sido estudiado ex ten amente desde su propuesta inic ia l y ha 
servido como plata forma de prueba para muchas de las áreas de investigac ión que invo lucran 
procesos de caos . 

A pesar de que la implementac ión del sistema de Chua de manera e lec trónica es re lati va mente 
fác il , ta l c ircuito ha tenido una gran contribuc ión ex itosa en diferentes ámbitos de la c iencia 
e ingeniería. El c ircuito de Chua, a l cual denominamos o ci lador caó ti co de C hua, puede ser 
implementado de circuitos con caracterís ticas lineales y de un di posi ti vo con carac terísti cas no 
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lineales. La Figura muestra un diagrama esquemático del oscilador caótico de Chua. 

., 
i . 

<: .................. - .• _-_.- . "_ •. _-_._--_._ . 

.-

I ?~ R8 

o 

b, 

Figura 2.1: Diagrama esquemático del a)Circui to de Chua y la b) Resi stencia nega tiva no lineal 
N R. Los va lores de las componentes electrónicas que producen la dinámica del doble enroscado 
son: C l = 000l/.lF, C2 = O.01¡IF, L = 1.8 ml-!, R = 5 kn, RI = 750Sl, [(2 = 1(1 -=- 2~On y 
R.,¡ = 1.:2 k~l Los diodos DI y D2 son IN9 14 y el amplificador operac ional A l e. un TL082 . 

Este circuito consiste de un inductor L, una res istencia variable R, dos capacitores, C I y 
C2, y un elemento al que se denomina como res istencia negativa no lineal N R.' El diagrama 
correspondiente de N R es mostrado en la fi gura b) , donde se observa que tal e lemento se 
compone de res istores, amplificadores y diodos. El circuito de Chua es también conocido como 
oscilador de doble enroscado (DSO, por sus sig las en ing lés, "doub le scro ll osc illator")[ , ]. 
El comportamiento del oscilador de CI1Ua puede describirse por el vo ltaje de los capacitores, C I 

y C2 , además de la corriente del inductor L. Por lo que consideramos los estados del sistema a 
los vo ltajes en los capacitores, VC1 y VC2 , respectivamente , y a la corriente en el inducto r, idl ). 
Con esto tenemos que la dinámica del sistema de Chua puede ser modelada por el s iguiente 
sistema de ecuaciones diferenciales , 

G(VC2 - Vc,) - i(Vc ,) , 

G(VC1 - VC2 ) - i L , (2 . \ ) 

donde G = 1/ R Y la característica V - 1 de la re istencia negativa no linea l está definida como: 

6 

si v> VB 

si Ivl :S VB 

si v < VB 
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donde Ca = R 2 C - R 2R,¡ - R l
R

3 Y los val ore exac tos de los puntos de ru ptura 
RIR3' 1 - R IR3R 4 ' 

de los diodos , VE, dependen de la natura leza de los diodos (Ge o Si). La Figura mues tra 
gráficam ente la relación vo ltaje-corriente de l e lemento N R. 

~I_-

\·1 

Figura 2.2: Curva carac terÍ ' lica de la res istenci a negativa no lineal. 

Si se cumple con C l < C < Ca, el sistema tiene un comportamiento caó ti co de l ti po DSO y 
ti ene tres puntos fijos . U n punto fij o es aque l punto de l espaci o fase en e l que las va ri abl es de l 
sistema presentan una va riación nula , es decir, donde la de ri vada es nula. Por tanto, pueden ser 

hallados como soluciones de la ecuac ión i: = O. Por lo que para es te sis tema, e l primer punto 

fij o es N , e l cual está s ituado en e l o ri gen (O, O, O), Y los otros dos están ituados en los punlos 
p + = (-Vi , O, V¡C) y p - = (V¡ , O, - V¡C), donde 

v = V Ca - C l 

¡ E C - C¡ (2.2) 

sa ti sface i(V¡) = - CV¡. Se puede observar que e l sistema ( ) constituye un i lema d inám ico 
autónomo, lo que s ignifi ca que ninguna señal exte rna influye en e l s istema permitiendo que e l 

sistema evolucio ne a través de su dinámica natura l. Cuando los e lemento linea le de l s i tema 
de Chua, R, L, C l Y C2 , son números pos itivos , desde e l punto de vi ta de conservac ión de 

energía, e l elemento N R debe esta r acti vo para que el circuito oscile, pe rmitiendo que llegue a 
ser caótico [ ]. La proyecc ión del atractor del sistema de Chua en e l plano 1:" - Y se mues tra 
en la Figura , donde la informac ión es de tipo experimenta l. 

2.1.2 Sistema caótico tipo Rijss/er 

O tro sistema con comportamiento caóti co es e l denominado sistema de Réiss ler. Ta l istema 
ti ene una estructura similar al de l sistema de Chua, pero considera un produc to de e tados, por 
lo que optamos considerar un sistema que tenga un comportamiento dinámico lo más pa rec ido 
posible. Para ta l s ituac ión, consideramos a l sistema de l diagram a del c ircuito mostrado en la 
Figura , el cua l corresponde a un sistema tipo Réiss ler propuesto por Can'o ll [ ]. 

El s istema de l c ircuito de la fi gura 
ecuacIOnes: 

puede er de crito medi ante e l sigui ente sistema de 
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Figura 2.3: Atractor de Chua proyectado en el plano J ' - y. 

,~. f ~ l 
I'A '.\, .J 'w 

I- \·¡......-.~ • 
l OO/., .v 

R1 

Figura 2.4: Diagrama esqucmático dcl circuito caótico dc Ross lcr. 

dx 
dt 
dy 

dt 
dz 

di 

a( - f x - f3y - oz) 

a(x + y(r - 0.02)) (2.3 ) 

a[g(.T) - z] 

donde a = 104 5 - 1, f = 0.05, 0 = 0.133, f.L = 15, Y la función g(x) es definid a como 
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g(x) = {o 
¡.¿(x - 3) 

' 1 
,J 

si x S 3, 

si x > 3. 

Figura 2.5: Atrac tor caótico de Rósslcr obtenido experimentalmente del ci rcuito mostrado en la 
fi gura 

12.21 Esquemas de acoplamiento 

A pesar de que existen en la literatura di fe rentes investigac iones relac ionadas con los 
esquemas de acoplamiento para lograr la sincronización caótica, generalmente tre fo rmas de 
acoplamiento son las que más se mencionan o consideran. 

Un esquema de acoplamiento puede estar formado por do istemas caótico completo, 
conectados entre si por una res istencia o un capac itor, fi gura . Es te tipo de acop lam iento 
puede ser unidireccional o bidirecc ional, y se conoce como acoplamiento muluo. En el caso 
del acoplamiento unidireccional hay un sistema maestro y un i tema e clavo, en el cua l un 
sistema control a al otro sistema. En el caso del acoplamiento bidireccional, los dos sistemas 
actúan recíprocamente uno con el otro , por 10 tanto, no podemo categori za r quie n es el sistema 
maestro y quien es el sistema esclavo [ ]. 

Sistem a Sistema 

Figura 2.6: Acoplal11iento Mutuo. 
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En la literatura se puede encontrar que un sistema de contro l acopla a dos i tema caóticos 
iguales o diferentes para ll egar a la sincroni zación, fig ura . A l sistema que manda la seña l se 
le llama sistema maestro, este sistema forza al sistema receptor a seguir la dinámica de l i tema 
maes tro por medio del sistema de contro l. Este tipo de acoplami ento cae en la ca tegoría de los 
sistemas acopl ados de manera unidirecciona l. 

X l X 2 

y. Y 2 

2 . 2 2 

Sistemo Sistema 
M,aestro Esclavo 

Figura 2.7: Acoplamiento unidireccional. 

El método de acoplamiento utili zado en este trabajo es del tipo unidirecc ional, deb ido a que 
transmite lill estado del sistema original, que forma parte del transmisor, a l ub-s istema que e 
encuentra en e l recepto r, fi g 

X, 

y. 

2, 

Sistema Subsistem a 

Figura 2.8: Acoplamiento de sistem <l - ub-si tema. 

El sub-sistema se acopla unidireccionalemente con el sistema, por medi o de la seña l recibida 
para generar los es tados no transmitidos. De manera general, con idera remo a l istema caótico 
de la siguiente fonna 

dx 
¡(.c , y, z) -

dt 
dy 

g( x, y, z ) (2.4) -
dt 
dz 

h(x,y, z ) 
dL 

donde x , y y z son los estados del sistema, L es una va riab le independiente. 
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Un sub-sistema caótico a incronizar para ( ) puede ser construido de la igui ente forma 

Yr g(:r, Yr,zr) 
dL .,. 
~r 

h(J.·, Yr, zr ) 
di 

(2. ) 

donde el estado x del sistema caótico ( ), es enviado al ub-s i tema ( ), que e encuentra 
en el bloque receptor, con esto se trata de lograr tener sincronizac ión. Pecora y arroll r 
mostraron que los estados Yr y Zr en ( ), pueden er aprox imados a los e tado ori ginales ,lj y 
z en ( ). Por tanto se puede expre ar lo iguiente: 

6 y 

6 z 

6 w 

Iy - y,. I 
Iz - zrl 
6y 6 z 

(2 .6) 

i 6 w O cuando t -t 
tema transmisor no linea l ( 

, se dice que el sub-sistema receptor ( ) e incroniza con cl si -
) . 

Otra aportac ión importante que no hay que dejar de lado e que si todos lo ex poncntes dc 
Lyapunov del nuevo sistema 6 y son negativos, entonces Iy - y,. I O cuando 1 . Este 
proceso lo llamamos sincroni zación estable [ , ]. 

12.3 1 Sistema de Comunicación 

Debido al fenómeno de sincronización pre ente entre do o ciladore caótico acoplados e 
posible construir o diseñar sistemas de comunicación basado en dichos osciladore , aunado al 
hecho de que en la actualidad existe una gran va riedad de istemas de comunicación. El e qucma 
general del sistema de comunicación que e considera en e te trabajo, e mue tra en el di agrama 
a bloque de la figu ra . Tal sistema está compue to de do parte , un bloque tra mi or y un 
bloque receptor, los cuale a su vez e conforman de va rias etapa. En el bloque tran mi or dc 
la fi gura , una eñal de información es modulada por un parámetro del oscilador caót ico. 
Al modular la señal de información, ésta entra en la dinámica del oscilador caó tico . E te tipo 
de procedimiento es conocido como modulación paramétrica y e exp licará en la igui ente 
sección. 

En el bloque receptor e considera a un sub istema del o ci lador caótico utili zado en el bloque 
transmisor, el cual se busca sincronizar con la seña l del e tado recibido y así poder generar los 
e lado no transm itidos . De hecho, el ubsi tema e idéntico a la parte del osc il ador caóti co del 
transmisor pero sin el estado transmitido. Además, se ti ene un fi ltro demod ul ador no linea l, el 
cual se encarga de recon truir la señal d información tran mitida. La principal funcionalidad 
de las etapas fundamentales en el si tema de comunicación e explican a continuac ión. 
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Tran.ml.or 

Modulador 
Oscilador 
Caótico 

Sub, i.te 
Caótico 
Slncrono 

Rec eptor 

Canal de 
Comunicac ión 

Filtro 
Demodulador 

Fundamcntos Tcóricos 

Figura 2.9: Diagrama de bloques de un sistema de comuni cación caó lico . 

2.3.1 Modulación Paramétrica 

El método de modulación paramétrica propues to por Corron y Hahs [ ] consiste en modul ar un 
parámetro del osc ilador caótico, ubicado en el bloque transmi or, con la señal de información. 
En el bloque receptor se encuentra un subsistema, el cual es manejado con la portadora caó tica 
para reconstru ir los estados no transmitidos y es seguido por un fi ltro no linea l para la recon­

strucción de la señal de información [ ]. 

En el bloque transmisor se considera un osc ilador caótico de tercer orden dado por el siguiente 

conj unto de ecuac iones: 

dx 
dt 
dy 

dt 
dz 

dt 

= fo(x, y. z ) >. (t) ft (x , y , z) 

= g(:r;, y , z) (2 .7 ) 

= h(x. y , z) 

El parámetro >. (t) es una func ión de tiempo que representa la información que e pretende 
comunicar. Los va lores aceptables de >. (L) deben sati sfacer la condición 1>. (i)1 < e, para un 
E > O pequeño. Donde el comportamiento de la información debe ser suave sobre alguna región 
continua de valores permitidos para dicho parámetro. 

El receptor ti ene la forma 

di 

= 9 ( x, y,. , zr) 
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donde se considera que el e tado x del sistema manejador ( ) es transmitida al i tema receptor 
( ), rruentra que lo estado (y,., zr) son independientes de la modulación del parámetr . 

Una aprox imac ión fác il para recuperar la infon11ac ión >.. (l) del sistema ( ), sería el u o dc la 
es timación siguiente 

Sin embargo, la ecuación ( ) conduce a erios problemas cuando f l e igual a cero, ya quc e 
presentan singularidade . Además, otro problema que se pre enta al deriva r J ' con re pecto del 
ti empo, se amplifica el ruido que introduce errores grande cuando e e tima la in form ac ión, 
por lo cual se debe evitar. 

Alternativamente Corron y Hahs [ ] propusieron 
demodulación, comienza utilizando la ecuación ( 
síncrono ( ). 

el di eño de un filtro robusto pa ra la 
), que no está presente en el ub i tcma 

x = fo(l' , y,., zr) + >.. (t )f l (x, y,. , z,.) (2.10) 

Es deseable integrar ( ) para li brar e de x; sumamos un término kx a ambos lado de la 
ecuac ión ( ) y multiplicamos por un factor de integrac ión é t 

:t (x kt) = él[ fo(x , y,.,z,.) + >.. (t )f l(x ,y,.,z,.) kx] (2 .1 1) 

Donde k es una constante arbitra ria que sirve para sintoni zar la a lida de l fi ltro dem dul ad r. 
Ahora integrando en el intervalo de tiempo [t, to] Y dividiendo por el factor de integración 
tenemo 

;

' t 

x - xoek(to- t) = [IO(,7;, y,. , z,.) + kx]ek(r- t) dT 
lo 

(2 .12) 

donde Xo es una condición inicial aplicada al tiempo t = to, pero Xo k(to-t) --+ O cuando I 
El parámetro >.. (t ) puede er con iderado como una con tan te, debido a que va ría uavemcnte 
comparada con la constante k, entonce >.. (l ) puede ser sacada de la integral ( ) y obtcnemo 
una e timación del parámetro modulado como 

donde 

~ = _x_-_'/.V_o 
'/.V I 

13 

(2.13) 

(2 .14) 
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w ¡ = l t 
A(t) f, (x, y,., Zr)ek(r-t) dT 

to 
(2 . 15) 

diferenciando ( ) y ( ) 

Wo fo(x, YTl z,.) + kx - kwo 
'tÚ , h (x, y,., zr) - kw , (2. 1 ó) 

con condiciones iniciales wo(to) = O Y w, (Lo) = O. La señal ~ es además pa ada a través de 
un filtro pasa bajas para remover las singularidades de la ecuac ión ( ) cuando 'W , = D. La 
ecuación del fi ltro es como sigue 

donde el parámetro q¡ es definido como 

qlw,1 
q¡ = 1 + Iw,1 

con q como un parámetro arbitrar io que establece la constante de tiempo del fi ltro [ , ]. 

12.41 Teoría Ondeleta 

(2. 17) 

(2. 18) 

En esta sección se da una breve descripción de la transformada ondeleta (TO), la cual e una 
herramienta matemática alternativa y complementari a de la transformada de Four ier. La TO en 
su versión di screta nos auxiliará, en términos de la di stribución de la energía de los coefic iente, 
para determinar informac ión de las portadoras caóticas transmitidas del bloque transmi or al 
bloque receptor de un sistema de comunicac ión. En particular, la TO es una herram ienta útil 
para analizar señales dinámicas provenientes de sistemas u osc iladores caóticos. 

2.4.1 Transformada Omleleta Continua 

Sea 'Ij;( t ) E L2(1R) una fun ción fij a y definim os la función 'lj;a,b como 

(2. 19) 

donde a E 1R+(a -=1- O) es un parámetro de escala o dil atación, y b E IR e un parámetro de 
tras lación. De ( ) e observa que el parámetro de esca la a contro la las dilatac ione de la 
variable temporal (L - b), Y que a- 1

/
2 controla la dilatación en los va lore que toma 'l/J . La 

función 'Ij;(t ) es conocida en la literatura como onde/e/a madre o simplemente onde/e/a , si su 

transformada de Fourier, J; (w) = J 'Ij;( L)e-iwtdt, cumple la siguiente condición 
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C", = j I'l/J(w W dw < 
-00 Iwl 

(2.20) 

Esta re lac ión se llama condic ión de admis ibilidad, la cua l implica que 't/J debe tener promed io 
cero [ ] 

1 ,t/J (t )d¿ = .J;(O) = O (2.2 1 ) 

por lo tanto debe ser oscilatori a. Según e l concepto intuitivo de onda, t/J debe se r una onda, 
debe tener parte pos itiva y pa rte negativa. Al conj unto de func iones gene radas en ( ) se les 
" ll ama" o nde letas hijas . Con lo anterior podemos definir lo s iguiente. Sea J(t ) una seña l dc 
ene rg ía finita , definim os la Transformada O nde leta Cont inua (TOC), de J como 

(2 .22 ) 

donde ( , ) es e l producto esca la r definid o en L2 (1R) . Debido a que las func iones ondele ta que se 

van a considerar en este trabajo son rea les, tenemos que 'l/J (L) = 7[;(l) . Por tanto, podemos dec ir 
que la TO C ( ) mide la variac ión de J en una vec indad de l punto b, donde e l tamaño de ta l 
vec indad es proporc iona l a la esca la a. 

La func ión J puede ser recupe rada a partir de su TOC medi ante la s iguiente fórm ula de 
reconstrucción [ ] 

J(t) = ~ roo j 
1j; Jo -

da db 
W¡ (a , b) 'l/Ja,b (l)----¡;:2 

De la anterio r ecuación, es c laro por que se req uería la condic ión de ad mi s ibilidad ( 

2.4.2 Transformada Ondeleta Discreta 

(2 .23 ) 

Como sucede con otras transformac iones, la representación de una eña l por medi o de una 
transformac ión continua resulta ser redundante . S in embargo, en a lgunas oca ione re ulta 
deseable tener una representac ión no redu ndante, y esto e logra teniendo una repre entac ión 
di screta de la trans formac ión. El di seño de una versión di scre ta de la TOC, esenc ia lmente 
cons iste en definir una red di sc reta apro pi ada de lo parám etro de esca la y tra lac ió n (a, b), 
respectivamente. Para propós itos de efic ienc ia computac io na l, la di screti zac ión de dicho 
parámetros se rea li zan mediante una red d iádica de la igu iente fo rma: 

a = Tj Y b = k2- j = ka , (2 .24) 
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donde j y k denotan los indices de dilatación y tras lac ión, que pertenecen a lo número enteros. 
Bajo esta elección discreta de parámetros, tendremos entonces la sigu iente expres ión para la 
famili a de ondeletas ( ): 

(2 .25) 

Al sustituir ( ) dentro de TOe ( ), resulta que 

(2.26) 

Para la pos ible reconstrucción de la señal a través de los coefi c ientes j j,b vamos a con iderar el 
caso donde el conjunto '1/;j ,k fonna una base orto normal. Por lo tanto 

00 00 

j (t ) = L L j j,k'1/;j ,k(t) (2 .27) 
j =- k=-

El conjunto de ecuaciones ( ) y ( ) forman la seri e de ondeletas. El hecho de poder 
representar una señal en una base ortonormal fac ilita en gran medida sus cálculos analíti cos y 
computac ionales. 
La contribución de la señal en un nivel particular ondeleta j esta dado por 

(2.28) 
n 

Por otra parte, para el caso de recuperación de la señal donde el conjunto '1/;j ,k no forma una base 
ortonormal, se toma otras consideraciones que no se discutirán en este trabajo. Se recom ienda 
al lector revisar tales casos en [ , ]. 

Análisis Multi-Resolución 

Para la implementac ión numérica de la transfonn ada ondeleta, con iderando que la transición 
de la vers ión continua de la transformada ondeleta a la situac ión di scre ta no es tan s impl e, se 
requi ere del Análisis Multi-Reso lución (A MR), iniciado por Mall at y Meyer [ ]. El AMR 
es un conjunto de herramientas para deriva r bases de ondeletas , además de ser un marco 
de trabajo matemático, el cual relaciona la descomposición de señales en sub-banda con la 
teoría de ondeletas. La fundamentación matemática del AMR se puede revisar, por ejemplo, en 
[ ]. La fi gura ilustra la manera intu itiva de la estructura del AMR en término de 
la descomposición de espacios vectoriales . 

En el AMR la func ión ondeleta esta asoc iada a la h.mción cp( t ), ll amada función de escala, 
que mediante esca lación y traslac ión, generan una base {CPj,k( t ) = 2j/2cp(2jL - k) : k E Z } 
para los espac ios V¡ . Denotando a los espac ios {Wj } como el complemento ortogonal de lo 
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Análisis Multi-Resolución 

o 
O 

O 

V 3 ~V2~Vl~VO 

Figura 2. 10: Espacios vecto ri ales pa ra la función de escala .;(1) y su ondclela '1..'( 1). 

espacios Vj , tenemos que "i+l = \1; (!) Wj . En particular, la función ondeleta ~)( I ) genera una 
base ortononnal { 'l/Jj ,k(i) = 2j /2 'l/J (2 j i - k) : k E Z}, para los espac io WJ . 

Debido a que <P E Vo e Vi y que 'l/J E Wo e VI, la función de e ca la y la ondeleta sa tis facen 

(2 .29a) 
kEZ 

(l ) = v'2 L 9k (2t - k) , (2 .29b) 
kEZ 

En base al AMR, Vj = Vj - 1 EB W j _ l , la descompos ición de una seña l finita I E L2 (1R) es dada 
como 

2J o j - l 2J 

f(t) = L CJO ,k<;!JO,k(t ) + L L I j,k J,k(t ), (2 .30) 
k=1 j=jo k= J 

donde los coefici entes correspondiente de e ca la y de ondeleta e pueden ca lcul ar como 

Cjo,k = ¡ I U)<pjo,k(i)dt y h,k = ¡ I (i) 1/Jk,j (t )dt, re pectivamente. La ecuación ( 

representa la Transformada Ondeleta Di creta. 

La Tran formada Rápida Ondeleta (TRO), pennite detenninar de manera recur 1 a lo 
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S('ñal a tratar 

/ ~ 
~------~ r------, 

EB 
'---------' 

/ ~ 
~------~ r------, 

o 
o 

o 

EB 

Sil l I 

Fundamento. Teóricos 

Figura 2. 11 : Espac ios vec toriales para la función de esca la <p( / ) y su ondelcta ('(1). 

coefic iente de e ca la y de onde leta de ( ) mediante 

ej,k = L hL- 2k eJ+ I.k, J j,k = L 9L - 2k Cj I ,k (2.3 1 a) 
LEZ LEZ 

ej+1,k = L (h2L - k CJ.k 92L-kfJ.d, (2.3 Ib) 
LEZ 

donde ( ) on para el anális is y ( ) para la sínte is. 

Debido a la ortogonalidad de la funciones bas , la energía de la funci ' n J en ( ) e dada en 
térm inos de los coefi c ientes de la función de esca la y onde leta [ ], de la iguiente manera 

2JO ) - 1 2J 

IIJ(t)112 = L IcJO,kI2 + L L lfJ.k I2 , (2.32) 
1.:= 1 j=jo 1.: = 1 

Transformada ondeleta y series de tiempo 

En la actual idad, existe una gran cantidad de señales fís icas que ti enen la prop iedad de 
invariancia con respecto a la escala. Tale funcione on fomla de onda con carac terí ti cas 
fractales . En particular, un importante conjunto de funcione que son invariante a la e ca la de 
manera e tadística on los proce os a leatorios del tipo 1/ J [ ]. Al decir que son aut - imil are 
estadísticamente, se refiere a que la señal J (t) obedece la siguiente relac ión de esca la 

18 U~IVrRSII)\1l AU'((''I()\II\ 111 <.;,~ 1 I I~ 1',)lOSI 

¡¡ e() - DI \1 



• 

• 

• 

Fundamentos Teóricos 

¡ (t) == a- N ¡ (al), (2. 3) 

donde a > O Y el símbolo de equiva lencia == tiene el significado que las do seña les o proce o 
tienen las mismas estadísticas. 

Debido a la naturaleza o estructura tiempo-esca la de la TO, ha resultado ser apropiada para 
estudiar o analizar funciones , distribuciones o proce os que tienen caracterí ticas auto-s imilare . 
De hecho, se puede probar que si una señal f(t) es auto-similar, implica auto- imil ari dad en u 
transfomlada en el dominio tiempo-escala. 

En base a lo anterior, para este tipo de seña les e tiene que la varianza de los coefi ciente de 
ondeleta, lJ,k , siguen la siguiente relac ión 

(2 .34) 

con (3 = 2H + 1 Y H se denomina como el parámetro de auto-similaridad . La relac ión ( ) 
se ha aplicado en los trabajos de [ ] con el fin de caracterizar diferentes tipos de series 
de tiempo. Mediante la relación ( ) se puede determinar si la serie de ti empo ti ene un 
comportamiento de un proceso de ruido, donde se ti ene una energía distribuida en la gran 
mayoría de los niveles, o bien , i tiene una frecuencia portadora, lo que implica una gran 
concentración de energía en "pocos" niveles. Lo anterior se puede observa r mediante la gráfi ca 
resultante del logaritmo de la varianza de los coeficientes con respecto a los ni ve les j. i se ti ene 
práct icamente una línea con pendiente cero, entonces se considera que ti ene un comportamiento 
de ruido . Si se tiene uno o pocos niveles contiguos con un mayor valor que los demás, se 
tiene una gran concentración de energía en tales niveles. En la referencia [ ] se analizaron 
de manera numérica y experimental series de tiempo provenientes de circui to electrónicos 
de dinámica caótica. Este trabajo es nuestro punto de partida para tratar de ca rac teri zar las 
portadoras caóticas de nuestro sistema de comunicac ión. 
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3 
Implementación Numérica del Sistema de Comunicación 

En este capítulo se describe la implementación numenca del sistema de comunIcac ión a 
caracterizar. Dicho sistema de comunicación considera dos osci ladores diferentes que ex hiben 
comportamiento caótico en un rango ampl io de los valores de los parámetros inmi scuidos . Los 
osci ladores caóticos a considerar son los de Chua y Rbssler, los cua les se presentaron en el 
capítulo . 

13.1 1 Bloque Transmisor 

En la descripción del transmisor del sistema de comuni cac ión, ver capítu lo ,se considera n dos 
e lementos, la seña l de información y como parte medular un osc ilador caót ico. La figura 
nos muestra las partes que lo componen. 

3.1.1 Señal de información 

El tipo de seña l a considerar es del tipo senoidal, es decir, ), (t) = Asen(2n}L), donde A es la 
amplitud y f su frecuencia en hertz. Dichos parámetros son importantes para de cribir a la señal 
de información, pero más aún, nos permitirán poder caracterizar al sistema de comun icación en 
función de la señal de información, debido a que pueden destmir la dinámica del osc il ador 
caótico y por ende la recuperación de la señal de información transmitida . La implementac ión 
numérica de tal señal no es dificil, por lo que no se describe. Una señal con parámetros A = 1 
Y f = 1 kHz se muestra en la figura 
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BLOQUE TRANSMISOR 

Señal de Información Oscilador Caótico Estado Transmitido 

Fi gura 3. 1: Diagrama a bloquc dcl transmisor del si tcma dc comuni cac ión. 
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Figura 3.2: Señal de información a considerar, con una al11plihld A 
kH z. 

I Y frecucncia I 

3.1.2 Oscilador caótico 

Por otra parte, para la versión numérica del oscilador caótico e debe con iderar un conjunto de 
ecuaciones di ferenciales que modelen la dinámica de tal osci lador para posteriormente reso lver 
mediante el método numérico de Runge-Kutta de cuarto orden. En principio e con idera el 
sistema de Chua. 

El sistema de ecuaciones ( ), que modela al oscilador de Chua, puede el' reescrito por un 
sistema de ecuaciones diferenciale adimensionales de la iguiente forma: 
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dx 
dT 
dy 

dT 
dz 
dT 

donde la función <j¡ (x) se define 

<j¡ (x) = b:r 

et [y - (1 + í' )x - <j¡ (J:)] 

(x - y z) 

-f3y 

a - b 
-(Ix + 11 - Ix - 11)· 

2 

(3. 1) 

La representac ión del sistema de Chua ( ) e imilar a la considerada en [ ]. En la re oluci ' n 
numérica se implemento el método numérico de Runge-Kutta con un pa o de tiempo de 0.0 l . 
Se puede ob ervar que en ( ), la variable independiente adimen ional e ahora T , la cual 

I 
está relacionada con la variable independiente de tiempo L mediante la ex pres ión T = - e' . 

J?" '2 
Lo anterior e debe al hecho de es tab lecer una relación a toda va ri able en término de lo 
parámetros del circuito electrónico [ ]. Con la misma fil o ofía, lo va lore de los demás 
parámetros para tener una dinámica caótica son O:' = 10, f3 = 14.2 Y í' = 0.133. La fi gura 
muestra el atractor de la versión numérica del si tema de Chua y el e tado del mi smo sistema 
que se va a transmitir. 

Proy eCCIón del A1raclor de Chua 
N I r-~--~--~--~--~--r--'---, 

05 

-O s 

.1 L----:' __ -:-__ -'--__ -'-__ -'-----,~---:----' 
·4 ·3 ·2 ·1 

ESlado ', ' del Osc,l ,dor Caól,co 

I 1I1 , ,\ 
.2 ( 'r I ., " "1 

.1 

'1 
1'- " '. 

figu ra 3.3: (a) Alrac tor del oscilado r ca ' lico de Chua en su versión numéri ca . (b) E tado cid 
sis tema a transmitir. 

Con lo anterior y con iderando la modulación paramétrica ( ), e tiene que el tema ( ) e. 
de la forma 
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dy 

dT 
dz 
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a[y - (1 + "()x - rjJ(x) - "( A] 

(x - y z) (3.2) 

-f3y 

donde se ha considerado al estado x para modular, por lo que será este nuevo e tado el que se 
transmite al receptor. Es claro que se considero el método numérico antes mencionado para la 
resolución de ( ) con los mismos va lores que se consideraron ante de rea li za r la modul ac ión 
con la señal de información A(t ). 

13.21 Bloque Receptor 

Como se describió en e l capítu lo anterior y se observa en la fi gura 
dos etapas, la del sub-sistema caótico y la de l filtro demodulador. 

, e l bloque receptor ti ene 

:stado Transmitido 

BLOQUE RECEPTOR 

[-I-rFS:l~rMMfl 
+ Señal do Información 

C2J 
Sincronizacion 

Caótica 

Figu ra 3.4: Diagram a a bloques del receptor del sistema de comuni cación. 

Para el sub-sistema en el receptor y de acuerdo a que el estado que se tran mite e ..e, se ti ene e l 
siguiente sistema de ecuaciones: 

dy,. 

dT 
dz,. 

dT 

(x - YT + z,.) (3.3 ) 

- f3 y,. 

En base a lo explicado en el capítulo ,se busca establecer la s incronizac ión con el ub- tema 
( ). 
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Reso lviendo numéricamente ( ) y con las condiciones establec ida , se logro la incronización 
del estado del osc il ador caótico del bloque transmisor y con un es tado reconstrui do del ub­
sistema del bloque receptor y,. como se mue tra en la Figura 

::¡ 
o'f 
" 

'-::L 
-o . 

-O_t 8 06 ---;0::-' ----;0::-' -::-----;0::-' ----;0::-' ----;,. 

Figura 3.5: Sincronización del estado y , del sistema del bloque transmi so r, con el es tado 
reconstruido ,l}n del sistema receptor. 

Basándonos en el procedimiento de la secc ión , nos falta con iderar la etapa de 
reconstmcción de la señal de in fo rmación. Para lograr esto, se tiene que el conjun to de 
ecuac iones del filtro demodulador, considerando al si tema de Chua, e de la iguiente forma 

'WO Q[Y,. - (1 + l')x - <p(x)] + kx - k'Wo 
'W¡ (3.4 ) 

donde k = 10 Y q = 0.5 Y al igual que en la resolución de los sistema de ecuac ione anteri ore , 
para ( ) se considero también un paso de integración entre las mue tra de 0.01. Para determi ­
nar el valor de las constantes en el fi Itro demodulador ( ) e debe comenta r que se con ideran 
las relac iones establecidas en [ ], en donde e toma en cuenta lo valores de los elemento elec­
trónicos que com ponen a l fi Itro demodulador. 

Como resultado, la fi gura nos muestra la señal de in fo rmación comparada con la señal 
estimada o reconstmida para el va lor de A = 1 Y J = 1 kHz. 

Implementación del sistema de comunicación en Multisim 

En esta sección se presenta la implementac ión del sistema de comunicac ión mediante el im­
ul ador de circuitos Multisim . Este software tiene la finalidad de reproducir e l comportami ento 
"apegado" al que presentaría el circuito electrónico rea l. Por lo que el principa l obj etivo de eSla 
secc ión es el de es tudiar la funcionalidad del sistema de comunicación en términos de tal im­
plementación. 
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Señal tran smit ida (azul). comparada can la señal recuperada, (roja) 
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Señal transmitida (azul), comparada con la señal recuperada , (roJa) x la· 

Figma 3.6: Comparación de la señal reconstrucción contra la señal o riginal transmitida . 1\) 
Señal de información con frecuenci a de 2000H .: . B) Señal de infonnación con frecuenc ia dc 
4000H z , C) Señal de información con frecuencia de GOOOH : . 

Siguiendo e l procedimi ento anterior, la fi gura mues tra la estructura electróni ca de l 
transmisor del sistema de comunicación con el s istema de Chua. 

Se puede observar que para la señal de in fo rmación se util iza un generador de funciones, e l cua l 
se encuentra en e l lado derecho de la figura , y tal señal es inyec tada al oscil ador de Chua 
por medio de la res istencia de 1 kD. El estado a transmitir se tiene en la parte infe rior de l lado 
derecho de la fi gura 

M ientras que la fi gura muestra la proyecc ión del atracto r de Chua o dobl e enroscado cuando 
se tiene una dinámica caótica . 

Por otra parte, las partes que componen el bl oque receptor, e l sub-s istema y e l fi ltro 
demodulador, se muestran en la fi gura 

La sincronización del estado y del sistema del bloque transmisor con e l estado reconstru ido y,. 
de l s istema receptor, se muestran en la fi gura 

El func ionamiento de l s istema de comunicac ión, se puede observa r en la fi gura . Ta l fi gura 
muestra una ventana gráfi ca de un osciloscopio, la cua l despliega la comparac ión entre la seña l 
de in fo rmación original con la señal recuperada. En el lado derecho se muestra la in fo rmación 
que se proporciono al generador de funciones para producir la seña l de in fo rmación a con iderar. 
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Figura 3.7: Diseño del bloquc transmisor del 
circui tos Multisim . 

tema de comunicación usando el simulador de 
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Figura 3.8: Resultado obtenidos de la 'imulació n del circui to "experimenta!", mos trando la 
dinámica caótica correspondiente al atractor de Chua. 

Por ejemplo, si se presenta saturación en los amplificadore operacionales, que dependen dc la 
alimentación de la fuente, podría afectar el funcionamiento del circuito . 
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Implemcntación 
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figura 3.9: Bloque receptor en Mult is im . 
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Figu ra 3. 10: Ventana gráfic a de un o cilo 'co pio que d pliega la incroni zac ión de los estados 
iJ- Yr· 
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Implementación umérica del Sistema d' Comunicación 

Os"lIos.:ope-XSCl 

Timebast Ch3nnel A Channel 8 Trigg« 
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r 
Common 
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xJ 
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Figura 3.11: Ventana gráfica de un osciloscopio que despliega la comparación de la seíi,,1 de 
información(mayor amplitud) con la sel'i al rec uperada(menor amplitud) . 

29 U'JIVI H ~ IDAI) A II I Ú'J <J \l-\ f)1 " -\'1 1 "" !' <l I I"1 

I ICO IJI \1 



• 



• 

• 

Caracterización 

Hay un gran número de trabajos en la literatura de sistema de comunicac ión basado en caos. 
Sin embargo, la mayoría de los trabajo que utili zan es te enfoque sólo se limitan a menc ionar 
i e l istema logra la transmi sión y recuperac ión de la eñal de informac ión a c iert a amplitud y 

frecuencia , s in presentar el rango útil de frecuencia que e pueden tran mitir. 

En e te Capítulo se tratará de caracterizar el tipo de eñale que re ultan er adecuada para 
el sistema de comunicación caótico considerado en e te trabajo de te is. En parti cular, lo 
anterior consiste en determjnar un conj unto de parámetros que nos permitan di cern ir el tipo 
de señales que el sistema de comunicac ión puede transmitir y recuperar de manera ati facto ri a. 
Tal conjunto de parámetros se determinará en base al rango de frecuencia s y amp litudes de 
la seña l de información para que el sistema de comunicación funcione "sati s fac tori amente". 
A tal rango lo denominaremos como Región Útil (RU por brevedad) . Ademá , se utili za la 
herramienta de la transform ada ondeleta para caracteriza r las serie temporale inmiscuida en 
e l s istema de comunicación, con el fin de obtener información de l s istema. 

14.1 1 Cálculo de la región útil(RV) 

En los capítulos anteriores se describió un sistema de comunicación basado en el e quema de 
modulac ión paramétrica. Se mostró que se puede transmüir información utili za ndo seña les con 
dinámica caótica como portadora de información. Sin embargo, no hay una re ferenci a del til o 
de señal que se puede transmitir y recuperar de manera ex ito a. Para tratar de tener noc iones del 
funcionami ento del sistema, empezamos por estudiar el rango de frecuencia y de amplitude 
que nos pennitan recuperar la señal de información original con el mínimo error p ib le. omo 
se mencionó anteriormente, a la región dada por el rango de frecuencia s y amp litudes, lo 
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denominaremo como región útil (RU). 

Para determinar la RU, la señal de información a ser considerada on del tipo senoida l: 

A(t) = A sen(27r Ji) , (4 . 1 ) 

donde J corresponde a la frecuencia en hertz y A es la amplitud en vo lt . La RU está basada en 
términos del error entre la eñal de información que e desea transmitir y la seña l de información 
recobrada. Para detelminar el error en un intervalo de tiempo [ti, t¡] e con idera la expre ión: 

E1'7'OT = -- IA(l - T) - C~ ( t )l dl , 1 ;'t1 

t ¡ - t i t, 
(4 .2) 

donde A es la información transmitida, /\ es la in fo rmación recuperada, T e un va lor de retardo 
para compen ar el retraso introducido por la demodulación en el bloq ue receptor y e el alor 
de la amplifi cac ión necesaria para obtener el error mínimo, e dec ir que la relac ión ( ) ea 
mínima. 

En muchas ocas iones resulta relevante di stinguir la manera en que cierta cant idade on 
estimada de una muestra finita de datos. Además, existen di ferente e timaciones de una mi sma 
cantidad de la misma información. Ante tal ituación, di stinguiremo a la e timac ión d cierta 
cantidad mediante un sombrero ó con tilde arriba del símbolo que e considera. Por lo que la 
estimación de la ecuación ( ) e tá dada de la iguiente forma: 

(4 ,3) 

donde /\ [tk] es la señal de información a ser transmitida y ~ [ tk ] es la es timación de la 
información recuperada, los parámetro T y C e defi nieron anteriormente . e puede observar 
que para que el error E en ( ) sea mínimo, los principales parámetros a considerar son el 
retardo T y la amplificación C. Cabe señalar que ex i ten ciertos tran itori o , los cua les se 
presentan debido a la etapa de modulación en la eñal de información y po teri onnente en 
la señal recuperada. Por lo que el primer pa o es el de remover tale valores antes de ca lcu lar T 

yC. 

4. 1. 1 Estimación de T 

La e timac ión de T se realiza mediante un barrido de retardos de la iguiente manera. e 
introduce un va lor numérico de retardo inicial T I y e ca lcula el error utiliza ndo ( ). 

Posteriomlente, se aumenta el valor numérico del retardo, T2 = T I 6 T( 1), donde 6 T( k ) 
e un incremento fij o, y se vuelve a ca lcular el error E . Se continua con el barrido, T", 1 = 

Tm + 6 T(m,), donde 6T(k ) es fijo y k = 1" . . , m , Debe mencionarse que lo va lore de 
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los errores obtenidos se van almacenando en un arreglo para de pués determinar cual error es 
menor. A pesar de que la manera de calcular T no e muy depurada, e sufi c iente para nuestros 
propós itos. 

4. 1. 2 Estimación de e 

El sigui ente parámetro que se debe determinar e el de la constante de amplifi cac ión , cuyo 
valor es estimado mediante la comparac ión de la amplitude de las primeras cre ta de las 
señale de la señal tran mitida y de la recuperada. La forma d ca lcul ar la amplificac ión e 
rea liza de f0l111a imilar a lo rea lizado con el retardo. Debe eñalarse que para ca lcular el va lor 
de la amplificación se debe tener en principio el val or del retardo T . 

En un principio se i.ntroduce un va lor de amplificación el, que por lo general iempre e uno, y 
se calcula el error E ( ). Lo que le sigue es el determinar si e debe o no aumentar o di min uir 
el valor de la amplificación. Si el erro r para e, e elevado, entonce e le aumenta un va lor 
l:::,e, > O en decimale y calcular e l nuevo error. Ahora la amplificac ión es C2 = 1 t e , y 
i el elTor empieza a di minuir, entonces se continua de manera suce iva has ta que el error sea 

mínimo. En caso de que uceda lo contrario, entonce se le empieza a dismi nui r la con tan te 
l:::, 1 Y se sigue de manera imilar al procedimiento anterior. 

Lo anterior se resume en observar el tipo de comportami ento del error para que sea mínimo en 
función de la amplificación, donde Ck+1 (s) = 1 + kl:::,e x s, para k = 0, 1, ... , - O. l Y 

= lo s = -1, según sea aumento o disminución, respectiva mente. abe mencionar que el 
incremento l:::,e puede ser diferente, pero para fin e ilu trativo e deta lla para e l ca o en que 
l:::, C = 0.1. 

4.1.3 Región útil 

Como primer instancia e realizaron las primera pruebas a una eñal de in fonnaci ' n para 
validar nuestra propuesta. Para rea lizar lo anterior, e con idera una eña l de informac ión 
/\ (t.) = en(40007fL),e decir, de amplitud A = 1 Y frecuencia J = 2 kHz, ver ( ). La fi gura 

a) muestra la señal transmitida ( eñal de infol111ación después de entrar a la dinám i 'a del 
osc i lador caótico). En la fi gura b) se presenta la señal de información rec uperada del si tema 
de comunicación. Se puede observar que en lo primero dato e visibl e la influencia de lo 
transitorios. En este ca o, se propuso que el número de dato para eliminar lo tran itori os 
fue aproximadamente de 6000, tanto para la eñal transmitida como la recup rada . La gráfi ca 
del error para e te caso, después de haber quitado los tran itorio , e mue tra en la fi gura 

c), donde se puede observar el comportamiento de lo errore obtenid~s. De lo re ultados 
mostrados seleccionamos el valor del retardo T en el primer mínimo de E, así T = 200. Para 
la amplificación fue relativamente encillo, ya que fue de va lor unitari o, esto es - l . Por 
último, la fi gura d) muestra la comparac ión de la eñal tran mitida contra la señal recuperada 
después de aplicar lo parámetros de retardo T y de amplificac ión C. e puede ver que e logra 
una buena estimac ión de la señal de informac ión. 
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Figura 4 .1: a) Seña l de info rm ación a ser transmit ida y b) su respectiva est im ac ión. e) Grú lica 
del barrido de retardos para encontrar e l e rror mínimo mediante ( ). d) upcrposición dc la 
información o riginal y su estimac ión introduciendo el meno r retardo (T) y la a ll1plifi cación (C ). 

El caso anterior fue para un so lo va lor de retardo as í como de amplificac ió n, pero res ul ta de 
mayor inte rés cons iderar un conjunto de di fe rentes frec uenc ia y ampli tudes. La fi gura a) 
mues tra la evo lución de l error para diferentes frec uencias a l aplicar el enfoque propuesto a una 
señal con amplitud A = 1, ver ( ), y un va lor umbral de 0. 5 como error máximo. Se puede 
percibir que confo rme se incrementa la frecuencia de la señal, e l error también lo hace, excepto 
en los casos particulares de f = 27 kHz Y f = 28 kHz, donde e l error se dispara ab ru ptamente. 
Tal situac ión no se ha podido esclarecer del todo, pero se cree que se debe a que esas frecuenc ia 
es tán próximas de las frecuencias del osc il ador, con lo cual destruye la in fo rmac ión orig ina l. 
Para este ejemplo, s i el valor umbral es 0 .5 como error máx imo, se encontró que la frecuencia 
máxima fue fl11á x = 195 kHz, por lo que el sistema de comunicación no transmite in fo rmac ión 
de manera sati sfactoria para frecuencias mayores a fl11 áx' Es claro que bajo las condi cione 
estab lecidas de es te caso, no se deben contemplar las frecuencias 27 kHz y 28 kH z, debido a 
lo explicado anteriormente. De hecho, podemo re ferimos a l rango de frecuencias para una RU 
de señales de infonnación como la unión de dos intervalos de frecuencia, [0, 27) Y (2 , 195] en 
unidades de kilo Hertz, o so lamente a l rango de frecuencias previas a las de cambio abrupto 
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en el error, es decir, O :::; f :::; 26 kHz con un umbral aproximado de 0 .1. En particular, en la 
fi gura b) se muestra la evo lución de l error para lo casos en que la seña l de informac ión 

tiene las amplitudes A = 0.5, 1 Y 2, con un valor umbral de 0 .1 como e rror máximo . Se puede 
observar que los rangos de frecuenc ia se van reduciendo conforme la amplitud se incrementa. 

De hecho para A = 2 se tiene que el erro r ti ene un comportamiento más osci la tori o quc los 
casos anteriores, lo cua l nos indica una mayor d ificultad para recuperar la seña l de información. 

Además, es claro que en a lgunas frecuencias se pasa de l 0.1 como e rror, por lo que se considero 
hasta las frecuencias que al menos una de sus oscilaciones esté dentro de 0 .1. 

Con lo anterior se puede comentar que mucho va a depender de l tipo de ap licac ión que se 

considere para ir estableciendo los parámetros idóneos y que e l sistema de comuni cac ión 
transmita y recupere la señal de infonnación con e l error mínimo posib le. 
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Figura 4 .2: Error entre la se i\a l de info rmació n transmi tida y la reconstrui da en t:1 s istcma (k 
com unicac ión propuesto. a) Am pl i tud de l error pa ra una d ía l de in formac ión de [lmpl i tud 
/ t = 1 Y va lor de umbra l de e rror U.·S . b) Comportamiento de los CITorcs obtcnidos para una 
seña l de info rm ac ión con ampl itud A = O.G, A = 1 Y A = 2 y um bral de e rro r de (U . 

Con e l fin de il ustrar lo anterior, la fi gura mues tra el desempeño de l sistema de com uni cac ión 
para dos señales de informac ión y las señales estimadas. En la columna izquierda se mues tran 
las seña les de información a) A(t ) = sen (20007rt ) y c) /\ (t ) = sen (40007r L), mientras que en 
b) y d) las versiones estimadas, respectivamente. Se observa que e l s istema de com uni cac ión 
funciona de manera apropiada considerando el rango de frecuencias que cons idera la RU . 

Debido a que uno de los intereses en es te trabajo es determinar la RU en su tota lidad , es dec ir, e l 
rango de frecuencias (f ) y amplitudes (A) de las señales que pueden se r transmitidas pa ra que 
se puedan recuperar con el e rror mínimo posible, en principi o se fijó e l rango frecuenc ias pa ra 
que el sistema funcionará sati sfactoriam ente y posteriormente establecer e l rango de amplitude 
de la seña l. Se debe tener en cuenta que para un c ierto rango de valores de frecuencia y 
amplitud pueden destruir el comportamiento caótico, por lo que no sería posible tener una buena 
estimación de la seña l de información. Sigui endo e l enfoq ue para determinar la RU, la fi gura 
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Figura 4.3 : a) Señal de información transmitida con frecuencia de :2 kl-l z, b) seña l de 
información estimada del caso a), c) seña l de información con frecuencia 4 kll z y d) su 
respectiva estimación . 

muestra los resultados obtenidos, donde lo sombreado nos indica el rango de la frecuencia s 
en función de la amplitud considerando un umbral del error de 0.1. 
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Figura 4.4 : Región útil del sistema de comunicación considerando un umbral de error igual a 
0.1. 
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Caracterización 

Aunado a los resul tados, se tiene la infoll113ción del conj unto de valore del retardo T y la 
amp lifi cación e, corre pondiente a cada frecuencia J y amplitud A de la seña l de informac ión 
tran mitida . La figura muestra el retardo 7 y su re pectiva amplificación para cada seña l 
transmitida con diferente frecuencia f. En esta situación se tomo la amp li tud A = 1 en la eña l 
de infonnación a er transmitida y el rango de frecuencia a considerar e hasta 27 kll z. De 
la fi gura se tiene que conforme la frecu encia J aumenta, el retardo 7 di minuye de manera 
exponencial , mientras que la amplificación e se incrementa ca i linealmente. 

o ------~----~----~----~----~-
o 10 15 20 25 

Frecuencia (kHz) 

Figura 4.5: Va lores de los parámetros de retardo 7 y amp li ficación (' r ara una señal ele 
información con amplitud A = 1 considerado en la R . 

De manera simi lar, la figura mue tra los parámetro necesario para encontrar el erro r 
mínimo de la señal transmitida (7 y e). En e te caso, la señal senoidal tiene una amplitud 
de A = 2. De acuerdo al criterio del error igual a 0.1, la frecuencia máx ima en el rango de 
frecuencia s para la RU, ver figura , es de 1 kHz, situación que se con idera para lo va lores 
de 7 y e. De la fi gura resulta que tiene un comportamiento imilar al ca o anteri or, sa lvo que 
el retardo inicial es aproximado a 1000 Y la amplificación máxima e tiene un va lor aproximado 
de 30. 

14.21 Repercusión(Influencia) del acoplamiento 

Para la implementación del sistema de comunicación caótico propuesto es muy importante que 
se realice la sincronización de lo sistemas que e encuentran tanto en el tran mi or como en el 
receptor. En esta sección se discute si causa o no efecto la modulación de la información en el 
acoplamiento del sistema del transmisor con el sub-sistema del receptor. 

Para analizar un posible efecto entre lo si temas, se obtienen los histogramas corre pondi entes 
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figu ra 4.6 : Valores de los parámetro de retardo T y amplifi cación e para una sctlal de 
infomlación con amplitud A = ~ con id rados en la R 

a la diferencia entre los estados del sistema del transmi or con los estados del ub-s i tema del 
receptor. De hecho, solo se consideran los casos para la diferencia de lo e tados, (y - y,.) y 
(z - zr) , ya que el estado x es el que se modula con la información y por ende no se encuentra 
en el sub-sistema del receptor. 

La figura muestra los histogramas de la diferencia entre el estado y y u e tado 
reconstruido Yr . 1 análisis se realiza para los casos en que la eñal de información está o no 
presente en el i tema de comunicación. En ca o de que la señal de información A e té pre ente 
en la dinámica del i tema, se consideran los ca o de A con amplitud A = 1 Y frecuencias 
I = 1, 10, 20 , 30 y 40 kHz. Se puede observar de los resultados obtenido y mostrados 
en la gráfica de la figura , que la modul ac ión en sí no afecta en el funcionamiento de la 
incronización, es dec ir, los estados inmi cuidas pueden incronizarse y recuperar e. 

De manera s imilar, la fi gura muestra los hi tograma para la mi ma información anteri or, 
pero ahora e considera para el caso de (z - zr) . Debido a que los re ultado on muy 
parecidos al ca o del segundo estado, (y - y,.), se puede intuir que el proce o de acoplamiento y 
sincronización entre los sistemas del tran mi sar y receptor del istema de comunicación, tienen 
un buen funcionamiento. Cabe mencionar que resultado imilares se obtienen al con iderar 
otras amplitudes en la señal de información, por lo que e optó por ilustrar un ólo ca o. 

En base a los resultados obtenidos de lo histograma , e piensa que el de empeño de los 
filtros no linea le , de la etapa del receptor, podría mejorar e, situación que e e tá con iderando 
para tratar de implementarlos de tal manera que tengan un mejor funcionami ento, pero por el 
momento no e ha podido llevar a cabo debido a lo exten o que ha sido la caracteri zación del 
sistema de comunicación. 
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Frecuencia 
(a) (b) 

1000,..-.--.----r------.....-----,--, 1000 ,..-.-~.----r------.....-----,--, 

500 

o 
-0.01 -0.005 O 0.005 0.01 -0.005 O 0.005 0.01 

(e) (d) 
1000 1000 

500 500 

O O 
-0.01 -0.005 O 0.005 0.01 -0.01 -0.005 O 0.005 0.01 

(e) (0 
1000 1000 

500 500 

O O 
-0.01 -0.005 O 0.005 0.01 -0.01 -0.005 O 0.005 0.01 

f igura 4 .7: Histogramas correspondientes al caso de (!J - y,.). (a) Si tuació n en que no sc ti enc 

presencia de la seña l de información en la dinám ica de l s istema . Los demás inc isos cons ide ran 
la señal de info rmación presente en la d im1 t11 ica con ampli tud A = l Y frecuenc ias (b) I kil I., 
(c )l O kHz, (d)20 kHz, (e)30 kHz y (f) 40 kHz. 

14.3 1 Análisis de Series de Tiempo Caóticas 

En esta secc ión se ana lizan series temporales con dinámica caótica ( T ), la cua les provienen 
de los estados invo lucrados en e l s istema de comunicación, espec ífica mente de l o c i lador 
caótico de Chua. En e l análisis se hace uso de la trans formada ondeleta, la cua l se apli ca a 
las STC y la interpretac ión de los resultados se basa en la di stribución de la energía de lo 
coeficientes obtenidos en diferentes nive les de reso luc ión. Lo ante rio r es con e l fin de te rminar 
si la di stribuci ón de la energía en los di ferentes niveles proporc iona informac ión adic ional de l 
sistema de comunicac ión. 

En las Referenc ias [ ] se analizaron di ferentes seri es tempora le e tab leciendo prop iedades 
dependiendo de la naturaleza de la in fo mlac ión. En particular, en [ ] se estud iaron seri e 
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Frecuencia 
(a) (b) 

1000 r----.---,----,-----,--,-----, 1000,------.---,--r------.---,------, 

500 

o 
-0,06 -0,04 -0,02 O 0,02 0,04 0,06 -0,04 -0,02 O 0,02 0,04 0,06 

(e) (d) 
1000 1000 

500 500 

O O 
-0,06 -0,04 -0,02 O 0,02 0,04 0,06 -0,06 -0,04 -0,02 O 0,02 0,04 0,06 

(e) (0 
1000 1000 

500 500 

O O 
-0,06 -0,04 -0,02 O 0,02 0.04 0.06 -0.06 -0.04 -0.02 O 0.02 0.04 0,06 

[<igura 4.8: Hi ·togramas correspondi entes al caso de (z - zr) ' (a) Situación en que no se ticne 
presenci a de la seña l de info rmación en la dinámica del istema . Los demás incisos considcran 
la sei1al de información presente en la dinámi ca con amp litud A = 1 Y frecuencias (b) I kll z, 
(c)lO kH z. (d)20 kHz, (e):30 kH z y (f) 40 kHz . 

tempora les con dinámica caótica de di ferentes c ircuitos e lectrónicos, lo cual es una base para 
nuestro estudio. Básicamente, e l aná li sis que se realiza a una STC nos permitirá e tab lecer 
ciertas caracterís ticas o propiedades del tipo de información que se ana lice. Para prec i ar e l 
comportamiento de las STC's y en base a [ ] se consideran las siguiente ob ervac iones: 

1. Si en la gráfica semi-logarítmica de la varianza se encuentra en un nive l un máx im o dc 
manera sobresaliente, implica que se ti ene una gran concentración de energía en ese nive l, 
junto con sus niveles vecinos, lo cual ind ica que la serie tempora l ti ene una frecuenc ia 
portadora . 

2. Si en la gráfica semi-logarítmica de la var ianza se encuentra un comp0l1amiento de línea 
horizontal (gradiente cero), resulta que la concentración de la energía no se encuentra 
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en un nivel o niveles, dando como resultado un comportamiento correspondiente a ruido 
Gausiano [ l 

3. S i en la gráfi ca semi-logarítmica de la va rianza se encuentra un comportam iento de línea 
con pendiente negativa, nos indica un comportami ento fractal en la serie temporal. 

De lo anterior se debe tener en cuenta que el logari tmo de la va rianza con respecto a los 
nive les es a partir de la relac ión ( ), donde se invo lucra a los coefic ientes J) ,k, los nive les 
de resolución j y al exponente de auto-s imil aridad (3, Además, va le la pena destaca r que 
aunado a las observac iones anteriores, en este trabajo se trata de espec ifica r in fo rmac ión 
del comportamiento de las STC's cuando muestran un comportamiento comb inado de la 
situaciones anteriores que se presentaron . 

4.3. 1 A nálisis de STC no moduladas 

x a) 

1, 
'IIII¡V¡ 
~f !¡i'~ ¡ i ¡ 

, ~ ¡ ¡ 11 ¡ : ,.,r llll .,11111 ,11,,111 ,;III! .t1 111 Il dl ' 

'¡'í;q 'tll,t; .1!í'l'l "I'II! ¡¡¡¡!I ~ 1111" "'11j ql~1 

I 1, 
I 

1 l' 
''''¡',I,I I·!·¡I "1;11) I!,f ,,,,Il(' 

I .1' ,.¡,tI' ... '!' 
I;q\( ,";'1111i¡ ""';'11 "IHit; ",1:111 'I¡·jl/I·I '11, , 

1I 

-1 ), 
"i.!. 

-2 "'(,jlll 

_3~ ______ ~ ________ _L ________ ~ ______ ~ ________ -L ________ ~ __ ~ 

O 10 15 20 25 30 

y b) 

_1 L-______ ~ ________ _L ________ ~ ______ ~ ________ _L ________ ~ __ ~ 

O 10 15 20 25 30 

e) 

_5L-______ ~ ________ _L ________ ~ ______ _J ________ _L ________ ~ __ ~ 

O 10 15 20 25 30 
1I 

Figura 4 .9: Series temporales con dinámica caótica de los estados del s istema caót ico del 
transmisor cuando la señal de información es nula, a) estado J" , b) estado !J y c) es tado ::. . 
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El análisis con la TO a las STC's se aplica en principio a la series temporales cuando no e 
aplicó modulación en e l sistema de comunicac ión. Es decir, la señal de informac ión no está 
presente en la dinámica de l oscilador caótico. 

o 

-5 

-10 

- 15 

x 

log 1m x. 1 
¡,k 

0.05 

,. , 
Ij •• 

0.1 
1/ 

,"~ -~. . ' -~. .. --.--........ -- ..... , 

10 
j 

x 

2 ,JI .:! 

" 
¡ 

\ ,,/.; ~ I i 1 I 1 , >".':", .".0
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• t 
'! ~,Il .\,,:,';,1: -2 

111fl " 
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. -'1\ , 

0.05 0.1 0.15 

~~ - x,1 11 

-~~ -: --
: 

0.05 0.1 0.15 
11 

, .. , 

12 

'. 't" 

0.2 

.. 

: 
0.2 

'. , 

." 
, 

a) 

,1 

025 

b) 

.. 
14 16 

e) 

025 

d) 

: ~ 
0.25 

Figu ra 4.10: a) Datos numéricos del estado .1:, b) logaritm o de la varianza dc los coc flcicnlcs 
del estado transformado, c) reco nstrucci ón del estado con 6 nive les de los coe fi cicn tcs. d) e rror 
entre el estado ana lizado con el estado reconstru ido de c) . 

La fi gura muestra las series tempora les con dinámica caótica del istema de Chua en e l 
transmisor para está situac ión. En princ ipio, se ana liza rá la STC del e tado x (ver fi gura a)), 
la cual servirá de base para observar e l comportamiento de la se ri e tempora l producida por e l 
sistema de comunicación. En el análisis se considera una longitud o tamaño de la T numéri ca 
de 32768 datos, longitud relacionada al número de nive les a transformar, es decir, e l número de 
niveles a considerar es m = 10g2(32768) = 15. En la fi gura se mue tran los resultados 
obtenidos para este estado. Parte de la informac ión del estado x se muestra en la fi g ura 
a), mientras que en la fi gura b) se tiene e l logaritmo de la varianza de lo coefic iente de l 
estado transformado en función del nivel j. Para rea lizar la transformada ondeleta e utili zó la 
función ondeleta de Daubechies db4. Se puede ob ervar que hasta e l nive l j = 10 e ti ene 
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un comportamiento imilar al del ruido, e decir, pendiente nula. De pué de e e ni vel, de 
j = 11 a j = 15, se tiene un comportamjento tipo fractal. De lo anterior se puede deci r que 
no hay una concentración de energía en "pocos" nivele en pal1icular. De hecho, se rea lizó una 
recon trucción del estado x al sumar los nivele del j = 6 a j = 11 de lo coefic iente de la TO, 
lo cual se observa en la figura c). Por último, la figura d) mue tra el error exi ten te entre 
el estado original y el estado reconstruido por lo eis nivele . e puede apreciar que e tiene un 
error un poco oscilante con amplitud del 25 %, lo cual implica que la energía es tá di tri buida en 
más niveles y por ende se tienen que con iderar más nivele para di sminuir el error. 

J a) 

-1 
O 0.05 0.1 015 02 025 

log Ivar V I n 
• j.k b) 

O 

.... , 
-5 

, , • •• \ ..... 
-10 . --.... --. --.' ,'. --. -. 

" , 
- 15 , 

" 
-20 '. --. 

10 12 14 16 

Y, e) 

-1 
O 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 

[1'- Y,I 

_:t .. ~- -
d) 

O 0.05 0.10 0.15 0.20 025 
/J 

Figura 4. 11 : a)Datos numéricos del e lauo .l}, b) loga ritmo de la va ri anza de los coeficient e!:> 
del es tado transformado, e) recon trucción del es tado con 2 nivel s de lo coefic iente, el) error 
entre el e tado analizado con el estado reconstruido de c). 

Reali zando el mismo análisis al e tado y, la figura mue tra los re ultados . Parte de la 
informac ión del es tado y se ilustra en la fi gura a) y en la fi gura b) su re pectivo 
logaritmo de la va rianza de lo coefi cientes en función del nivel j. En este ca o e puedc 
apreciar una elevac ión importante en el nivel j = 10, por lo que e trata de ve ri ficar i e te 
nivel es significativo. Debido a que el nive l j = 11 está muy próx imo a la amplitud del ni ve l 
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j = 10, ambos niveles se consideraron en la reconstrucción del estado y. La figura c) 
muestra tal reconstrucción e indica una gran concentración de energía en estos dos niveles, esto 
es, se tiene una frecuencia portadora. El error nos confirma lo anterior y e puede observa r en 
la fi gura d) . 

La última STC por analizar corresponde al estado z. La información generada por e l e lado z 
se muestra en la figura a) . El análisis estadístico con la TO se observa en la figura b) , 
donde no hay un nivel sobresaliente. De hecho, la si tuación es muy similar al caso del estado 
x . En las figuras c)-d) se observa la reconstrucción de eis nive les y e l error de la STC 
del estado Z original y su reconstrucción, de manera respectiva. Como resultado se tienen do 
comportamientos, uno de tipo ruido para los niveles de j = 2 hasta j = 10 Y de tipo fractal para 
j ~ 11 . 

al 

li _5L-________ ~ ________ ~ ________ _L ________ _L ________ ~~ 

O 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 
11 

b) log Iva r Zj,kl 
5 r--.~-----r------r------r------'------.------'------' 

-5 

-1 0 

-15 

-20 

, 
r 

~. - I ~ •• 
.. - -. - - 1-- .... ~ • - - ..... -1' - -, 

10 

0.15 

, 
\ , 

1, , , 
l. 

12 14 16 

el 

0.2 0.25 

I, - z) n d) 

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 

Figura 4. 12: a) Datos numéricos del estado ::: . b) logaritmo de la varianza de los coe fi cientes 
del es tado transformado. c) reconstrucc ión del estado con G nive les de los coefic ientes, d) e rror 
entre el estado anali zado con el estado reconstrui do de e). 

Por último, se comparan los estados y y z generados en el transmisor con los los estados 
reconstruidos en el receptor, Y r y Zr . Al realizar el análisis a los estados reconstruidos en 
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e l receptor, se obtuvieron li geras modificac iones, s in cambiar en genera l e l comportam iento 
establec ido anteriormente. En la figura se muestra la comparac ión y se puede constatar los 
comentarios anteriores. 

-5 

-10 

- 15 

-20 

-5 

-10 

-15 

-20 

log l"ar z. I 
lo' 

10 

10 

a) 

CJ 

12 16 

b) 

CJ 

12 " 16 

Figura 4 .13: Comparac ión entre los estados del transmisor con los de l recep tor a) .IJ co n cl 
es tado reconstruido Yr y b) estado z con e l reconstruido Z, . . 

Como resultado para esta situación, el estado y es el único que presenta una concentrac ión de 
energía en un par de niveles , mientras que para los estado x y Z e pueden observar dos tipos 
de comportamiento, de ruido y fractal. 

4.3.2 Análisis de STC moduladas 

Con e l fin de estudiar e l efecto que causa la modulac ión de la info rm ación en los estados de l 
sistema, se aplica el mismo análisis estadístico con la TO rea lizado en la sección En 
princ ipio se consideran los estados modu lados y los posibles estados reconstruidos para una 
señal de información ,\ = A sen (2n f t) con un va lor de amplitud A = 1 Y dife rentes va lores de 
frecuencia f. Para ver s i la modul ac ión cambi a la dinámi ca de los estados, en la fi gura se 
grafican los estados modulados para ,\ = sen ( 4000nt). Comparando con los estados modul ados 
de la fi gura , se puede observar que la dinám ica se modifico . 

Al considerar una señal de información de amplitud A = 1 Y diferentes frecuenc ias f, 
1\ = sen (2n Jt ), las figuras a) , b) y d) muestran la di stribución de energía en los diferentes 
niveles de TO para los estados modulado x , y y z en el transmi sor, respectivamente, mi entras 
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x a) 

"JI 2 I,! :'u 
,111\ 

11"1 d,l ,,11 
.1 ~ . "1 "11 • \ . • .• ,;,,',," 
\,i¡i i 11, ,,":' l., ...... 

O 

-2 
• ""11,1 I 

"'11 ' "lIlll 11
1
11 

11' 
1, . ", } 

Ij'l 11)11'11' '" '1 
" 

_4L-__ ---'-___ -'--___ --'-___ "--__ ---'-___ -L __ 

O 10 15 20 25 30 

)' b) 

-1 
O 20 15 20 25 30 

e) 

, .¡¡j! 
¡Iti JI"· 

O '¡',"'IIII 
" ¡It 

-5 'Illlt', 

10 15 20 25 30 

Figura 4. 14: Series temporales de los estados del s istema caótico del transmiso r cuando se 
modula con una señal de in formación /\ = sen (,tQOOír!.), es decir, A = 1 Y .f = 2 kH z, a) estado 
j', b) es tado;t) y c) estado .::. 

que las figuras 
manera respectiva. 

c) y e) corresponden a los estados recuperados en el receptor y,. y Zr" de 

La distribución de energía de los tres estados es muy similar para las diferentes frecuencias, 
así como al comportamiento obtenido en la sección anterior. Esto implica que la modul ac ión 
no afecta demas iado en la distribución de la energía. Sin embargo, los resultados muestran que 
el estado y tiene una gran concentración de energía en un par de niveles y por tanto un gran 
contenido de la señal de información. Lo anterior parece contradecir el hecho que el estado 
modulado x debería tener un comportamiento imilar al del estado y. En la Referenc ia [ ] se 
considero una vers ión experimental modificada de l s istema de comuni cac ión propuesto en este 
trabajo, donde se mostró que es posible modular el estado x del sistema y enviar un diferente 
estado, en particular y, y recuperar la señal de info m1ación. r or lo que se cree que los resultados 
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log Ivar xj ,kl a) 

() Sin Inf 

I kHl 

-5 5 kHz 

10 kHz 

- 10 15 kHz 

20 kHz 

-15 25 kHL 

2 4 10 12 14 16 
log Ivar Yj,kl b) log Ivar yr I 

j,k e) 

-5 -5 

., ; , 
-10 ,. -10 

-15 -15 

---
2 4 10 12 14 16 2 4 10 12 14 16 

log Ivar \kl d) log Iva r zrj,kl e) 

~;,. '¿ .. 
;, 

-5 
,. 

-5 
-10 

- 10 

- 15 
-15 

-20 -20 

10 12 14 16 B 10 14 16 

j 
j 

Figura 4 .15: Di stri bución de la energía para los estado modul ados en c l sis tema dc 
comunicación cons iderando la se i1al de informac ión A = sCIl (2r. fL ) para d iferentcs frccucncias. 
Es tados modu lados en e l transm iso r a) T, b) Y Y d),:: , Y estados recuperados en el rcceptor e) //,. 

y e) 'Cr ' 

obtenidos en este trabajo podrían auxiliar para explicar los resultados de [ ]. 

Como se menc iono con anterioridad los parámetros de la eñal modul ada como son frec uencia 
y amplitud, toman un papel muy importancia para la transmi sión de la in fo rmac ión en e l 
sistema de comunicación caóti co, ya que un aumento importante de estos para metros puede 
destmir el comportamiento caótico de este sistema de comunicación. Por tanto la herrami enta 
de anali sis que nos proporciona la transfomlada ondeleta nos ayuda a analiza r la distri buc ión 
de la energ ía, con e l aumento de los dos pa rametros como se o b e rva en las grancas, omo e 
mencio no e l comportamiento de los coefi c ientes de la transform ada onde leta nos proporcionan 
información adicional de la serie de tiempo que se analisa, por tanto e hablo que i la 
pendiente en este comportamiento era cero seria similar a l ruido, si la pendiente de la se ri e 
era negativa seri a del tipo auti simil ar, qu iere dec ir que es fracta l y si la pend iente e ra pos itiva 
tendria un comportamiento de concentración de energia, lUla frecuencia portadora. Po r tanto 
se rea li zaron anali sis aumentando los parametros de la informac ión modul ada para observa r 
como se modifican las pendientes o encontrar un comportamiento que nos indique que ucedera 
cuando se modifiquen los parametros, 
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Aunado a lo anteri or, se considero pertinente comentar que debido a la distribución de la energía 
de los estados caóticos, se presentan dos comportamientos di ferentes, de tipo ruido y tipo fracta l. 
Se piensa que ta les resultados se deberían cuantificar de manera loca 1 y no g loba 1 como lo 
establecido en el inicio de está sección. Para tal caso, se determina el va lor de las pendientes de 
las aproximaciones lineales cuando ocurre el cambio de comportamiento, es decir, en los puntos 
de cruce. En la fi gura se muestra la di stribución de la energía del estado x cuando se modu la 
con la señal A = sen (27T j t) para j = 2, 26 , 60 Y 100 kHz. El nivel de cruce es j = 10, donde 
se puede dec ir que para niveles pequeños , 2 :::; j :::; 10, se tiene un comportamiento de ruido, 
mientras que para 10 < j corresponde al compOltamiento fracta l. Aunque en los pri meros 
nive les se ti enen dos aprox imaciones linea les, se puede considerar que corresponderían a un 
tipo de comportamiento, ya que la pendiente de tales aprox imaciones no cambian abru ptamente. 
De hecho, las pendientes de las aproximaciones son positiva-negativa-nega tiva , donde la tercer 
pendiente corresponde al segundo comportamiento y es más negativa que la pendi ente negativa 
que ocurre en el primer comportamiento. 

log jvn r X j.).: ! a) 
log 1\Oc. I 

j.k b) 

m=-O.3751 m=-O.1437 

- ( " " " 
.'!. ..... f;!:. 

.1 ,> 
,~ 

m=O.6070 ~ 
m=O.3116 

" - 5 , m=-3.1576 -5 m=-3.1569 , 

- '0 -10 

-'5 - '5 

"-

'O '2 ,. '6 '0 '2 ,. '6 

e) d) 

m=-O.1437 m=-O.4729 
~\ 

(, .. " , ~ '-.~., 

rn=O.5316 '" m=-3.244 6 -5 m=O.4423 
rn=-3.2366 

- 5 ... 

-'0 -'0 . 
- '5 -'5 

8 '0 '2 ,. '6 8 '0 '2 ,. '6 
j j 

Figura 4. 16: Estado modulado x donde la frecuenc ia de la seña l de in fo rmación I es a)2 k 1-1 7, 

b)26 kHz, c)60 kHz y d)100 kH z. 

Por otra parte, la fi gura mues tra el mismo análi sis para el estado y modul ado co n la 
misma señal de información que se rea lizó en el caso anterior. Se puede observar que el 
comportamiento es muy parecido en las frecuencias consideradas y que en el nivel j = 10 
se ti ene una gran concentrac ión de energía. Cabe mencionar que para su reconstrucc ión, 
en la frecuencia j = 26 kHz se toma en considerac ión el nivel a la izquierda, ituac ión 
diferente para las otras frecuencias . Además, si consideramos los signo de la pendiente en las 
aproximaciones lineales se ti ene son negativa-positiva-negativa , a di fe rencia de l caso anterior. 
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Figura 4.17 : Estado modulado .IJ donde la frecuencia de la señal de informac ión .r c ' a):2 k l I/.. 
b)2G kHz, c)GO kHz y d)lOO kH z. 
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Figura 4.18 : Estado modulado z donde la frecuencia de la señal de información I es a)¿ kll z, 
b)26 kHz, c)f:iO kHz y d) lOO kHz. 
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Por último, en la fi gura se muestra e l análi is rea lizado para el estado z . Los resultados so n 
muy parecidos a los del estado x, salvo que el va lor de las pendientes de la tercer aprox imaci ón 
lineal decrecen más rápido . 
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Conclusiones 

En este trabajo se realizó la implementación numérica de un s istema de comunicac ión caó tico y 
su respectivo aná lisis con e l fin de establecer un conjunto de parámetros que no permita tener 
una operación robusta de dicho sistema. El sistema de comunicación caótico está basado en el 
enfoque de la modulación paramétrica donde el osci lador caótico de Chua e parte medular dc 
tal implementación y se utiliza uno de sus estados como portador de información. En particul ar, 
se presentó una descripción del sistema de comunicación y de las partes que lo componen, es to 
es , las bases y características generales del sistema caótico de CllUa as í como lo esquemas 
de acoplamiento entre sistemas caóticos para lograr la incronización caótica. De hecho, en la 
estructura genera l del sistema de comunicación se considera la modulac ión paramétrica, la cual 
está basada en el fenómeno de sincronización caótica . 

De acuerdo al enfoque de la modulación anterior, se debe tener especial cu idado en e l tipo de 
información a transmitir, la cual debe "comportada" sin cambios bruscos en su comportami ento, 
donde la amplitud y la frecuenc ia de la información juegan un papel muy importante en la 
conservación de la dinámica caótica del sistema de comunicación, la cual nos permitirá tener 
un buen funcionamiento en el sistema de comunicación. Por tal motivo, una gran parte de este 
trabajo se basó en determinar un conjunto de va lores de la amplitud y frecuencia de la señal le 
infonnación para poder transmitirla y recuperarla. A tal conj unto de va lores lo denominamos 
como región útil (RU) y es donde e l s istema de comun icación puede operar de manera e fi c iente 
sin des truir el comportamiento caótico del s istema . 

Para calcular la RU se empezó describiendo el proceso para lograr una est imac ión de la informa­
ción considerada. En base a dicha descripc ión se es tablecieron las condic ione nece ari as para 
encontrar los parámetros con e l fin de obtener e l error mínimo en la recuperac ión de la eña l 
de información . Al considerar la RU, se pudo observar que al comparar la señal de información 
con la señal recuperada en el sistema de comun icación se lograba tener una buena es timac ión 
de la señal de infom1ación origina l. 
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También se pudo suprimir el posible efecto de la modul ac ión de la informac ión para cuando 
esta toma diferente amplitudes y frecuencias en el acoplamiento del i tema del tran mi sor 
con el sub-s istema del receptor. Para tal caso, se calcularon los hi stograma de la d i ferencia de 
los estados originales con los reconstruidos, para ser más precisos (y - Yr) y (z - z,.) , debido a 
que el estado x no está presente en el sub-sistema del receptor. Como resultado se obtuvo que 
la modulac ión de la información no ti ene un gran efecto en la parte de s incronizaci ón, por lo 
que los estados analizados pueden sincroniza rse teniendo un buen n mcionamiento en la etapa 
de acopl amiento y sincronización entre los sistemas del transmisor y receptor de l istema de 
comunicación. 

Por último, se rea lizó un anális is con la transformada ondele ta di screta (TO O) a la series 
temporale generadas en el sistema de comuni cación. Donde podemos concluir que la TOO 
es una herramienta matemática útil para analizar sei'ía les mediante la di stribución de la energía 
en diferentes niveles de resolución. El análisis de las series temporales con la TO O permitió 
establecer carac terí sticas o propi edades del tipo de información que e considera y e rea li zó 
a las series tempora le provenientes de los es tados con y sin modulac ión. Los re ultados para 
tales series temporales con dinámica caótica son muy parec ido y su re pec tiva interp retac ión 
del comportamiento nos permitió "obtener" una característica del s istema caótico. Se encontró 
que la distribuc ión de la energía en los di fe rentes niveles de resolución para los estados 
no modulados es muy imilar para los estados modulados con una señal de in formación de 
diferentes frecuencias y amplitudes. Aunado a lo anterior, la STC' de lo e tado " :r" y " z" 

ti enen un comportamiento s imilar con respecto a la distribución de la energ ía con respecto a 
los niveles de resoluc ión. De hecho, se presentan dos comportamientos diferentes, de tipo ruido 
Gaussiano y de tipo fractal. E l comportamiento tipo mido se caracteri za por tener un gradiente 
cero en la gráfica sem i-Iogarítmica de l logaritmo de la varianza de los coefic ientes onde leta 
con respecto a los niveles de resolución j, mientras que para e l tipo frac tal e requiere de una 
pendiente nega tiva continua. Para las STC 's de los estados "x" y " z " se ti ene un comportami ento 
de mido en los niveles 2 :s: j :s: 10 y tipo fracta l para 10 < j, es dec ir, j = 10 e el nive l de 
cmce en nuestro anál isis . Continuando con el anál i is, para la STC de l e tado "y" e ob ervó 
que tiene una gran concentrac ión de energía en un nivel de reso lución, que considerando con el 
nivel próximo donde se presenta la segunda mayor amplitud, resulta que la STC tiene presente 
una frecuenc ia portadora. Lo anterior se entiende al observar que en la grá fi ca semi -logarítmi ca 
se presenta uno o pocos niveles con una ampli tud considerabl e, es decir, que ean del ti po de 
"máximos absolutos". El hecho que la STC del e tado "y" tenga una mayor concentrac ión de 
energía en pocos niveles no debería ser sorprendente, ya que ti ene contribuc ión de la d inámica 
de los otro dos estados y de él mismo, como se muestra en la ecuación ( ). Lo que resulta 
ex traño es que intuitivamente la STC del estado "x" debería presentar un comportami ento 
similar al del estado "y" en términos de la TOO, debido a que es el e tado que se modu ló 
con la señal de informac ión. Sin embargo, deb ido a lo cons iderado anteriormente y grac ia 
a l anális is con la TOO, se podría justificar e l hecho de recuperar la seña l de informac ión en 
un sistema de comunicac ión con el mismo enfoq ue pero transmitiendo el e tado no modulado 
"y", ver Referenci a [ ]. Lo anterior resulta interesante ya que nos indi ca que la TO O pudo 
identificar que e l s istema caótico de C hua presenta diferentes tipo de comportami ento para 
diferentes nive les de resolución en algunos estados, mientras que en el otro estado se ti ene una 
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gran concentrac ión de energía lo cual nos permite tener mayor infonnac ión de tal si tema. 

Este trabaj o da el soporte y una fu erte motivac ión para continuar trabaja ndo en esta línea de 
inves ti gac ión en el área experimenta l. Además de es tudiar la concentrac ión de la energía en el 
estado donde no se modulo la in fo rmac ión. O tra etapa de este estudio sería e l considerar que 
tanto a fec ta e l ruido a este sistema en su etapas numérica y experimenta l. omo uno de los 
propósitos de este sistema de comunicación es la seguridad por medi o del enmascaram iento, 
un trabaj o a futuro podría ser la combinac ión de una etapa de encriptamiento de la seña l con el 
enmascaramiento natural de l sistema de comunicación . 
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