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Capitulo 1

Introduccion

La descripcion de particulas con espines altos (s 2 1) es un problema en L fisica
tedrica de particulas efementales que tiene mucho tiempo esperando una formulacion sa-
usfactoria. El estudio de estos sistemas data de los anos sesenta. y desde entonces se hin
propuesto multitud de esquemas para estudiarlos. Sin embargo. ¢s bien conocido el hecho
de que estos esquemas padecen de serias inconsistencias, como la propagacion i velocl
dades mayores que la de la luz ¢ lx incapacidad de propagar. Sistemas con espimes mayores
a | fueron observados por primera vez como resonancias en la dispersion pion-nucledn.
La colaboracion internacional encargada de la comptlacidn y andlisis de los resultados
referentes a las propiedades de las particulas elementales e interacciones fundamentales
(Particle Data Group) | L]. hista mds de treinta resonancias bariénicas no-extranas con os-
pines que van desdc 3/2 hasta 15/2, y mas de veinte del tipo extraios con espines de 3/2
a 9/2. Estas resonancias barténcas han sido extensamente estudiadas co experimentos He
vados a cabo en el pasado por el programa Los Alamos Meson Physics Facility (LAMPT),
y en el presente [2] estdn siendo cstudiados por el Thomas Jefferson National Accelerator
Facility (TINAF). Estas particulas son de gran importancia en la descripcion de procesos
como electro-produccion y foto-produccion de prones. donde estas particulas aparecen co-
mo estados intermedios. v @ los cuales el Mainz Microtron (MAMID) | 3] ha estado dedicado
a estudiar. La busqueda de soluciones con espines altos al Lagrangiano de QCD (Quan-
tum Chromo Dynamics) ha sido recientemente reportada por la colaboracion Lathiee [4]
Resonancias de mesones con espines enteros altos que van desde (O hust 6 pueden ser

de importancia en varios procesos que revelan las caracteristicas fundamentales de QED



(Quantum Electro Dynamics) a altas encrgias como Ja producaidn de pares [S] Una de
las dreas donde son de gran interés ¢ impartancia tos canpos de espin altos. donde suraen
como propuestas para Ja fisica que hay miis alid del modelo estandar, ex supergravedad,
teorra supersunétrica que incluye un campao sin masa con espin 32,0 gravitimo, ¢l com-
pancro supersimétrico del gravitdon de espin 20 Ante [a ruptura espontinca de supersimetia
el gravitino adquiere masid ¥ CONSULUNE UN Campo Masivo con espin 372 (ue requiere uni
desenpaidn consistente. Para el caso que nos concrerne. la fenomenologia de particulas
elementales dentro del modelo estandir. ¢s deseable ener una teoria consistente en el ¢s-
pacto plano de Minkowski. Esta descuperon es necesana, por ejemplo. para ¢l tratamiento
de las resonancias baridnicas. como la A(1232) con expin /2 en dispersidn hadronca a
bajas energias [12]. El formalismo de uso estandar para deserthir parliculas con espines
fraccionarios altos es conocido coma el marco de Rartta-Schwinger [6. 7], en donde un
campo de espin s = ) + 1/2 ex representado mediante un tensor simétrneo de Lorentz con
componentes espinoriales! ¢ ;:ff',,? «,. Sinembargo. como previamente lo mencionanos, el
tratamiento de espines altos dentro de este formalismo es bastante problematico e incon-
ststente con la covarianza de Lorentz [9. 10, 11]. Todos estos problemas estdn intmamente
relactonados con el hecho de gue ta descripcion covariante para un campo con espin aho «
por medio de u’;,‘lf,i,z «, hecesariamente contiene la presencia de componentes de espin niis
bajos. especiticamente con espines (s — 1). (s — 2). elc. En otras palabras. el tensos-esptnor
contiene mds grados de libertad que los que sor necesarios para desenbir particulas con
espin s (1gual 2(2s + 1) para particulas masivas y 2 para particulas no masivasy: de hecho,
las componentes independientes [12] del tensor-espimor son 4{; 1 1)y < 2y 4 4)/06.
Ordinariamente, estas componentes se consideran grados de libertad no ixicos que nece-
sitan ser eliminados de la descripeidn. En el caso de canipo libre, la tcoria no presenta
dificultades, la formulacion estandac esta dada por Lagrangianos que ademds de proveer
con ecuaciones de movimiento tipo Dirac o Proca. adicionalmente proveen ecuuciones de
restriccion cuyo papel es ¢l de reducir el nimero de contponentes independientes hasta el
valor deseado. El verdadero problema surge al querer incluir intericciones ¢on un cam-
po externo. Las componenies extras con espines mds bajos, aungue son ehiminadas ¢n la

formulacion del campoe hibre. en el marco de unc interaccidn (como por cremplo, con un

l(u) cs un indice espinonal que por simphicidad omitremos mils adelante
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campo clectromagnético) algunas de estas contponentes pucden acoplacse de una manera
no ivial y causar problemas a la propagacion del campo. Las restiicciones cambian cuan-
do hay una interaccidn y no son exitosas en chiminar lax componentes no descadas que
representan estados no (Isicos.

EJ propdsito de esta tesis es el de participar en una nueva y robusta propucsta para la
descripeion hbre de anomalias para particulas con espin 372 y contribuir i una solucton
saustactona a todos estos problemas antenormente mencionados La naturideza del pro-
blema con la descripcion de particulas con espines altos nos ha Hevado a plantcar dos
formas de atacarlo que son fundamentalmente disuintas. La primera consiste eninsistir en
desarrollar una ecuacion de movimienio genuina que selecctone ¢l estado mas alto de ey
pin y de masa inica contenido en el cuadri-espinor ¢, v proyecte fuera los estados nys
bajos de espin en su totalidad. de tal forma que al tener un acoplinnento con un campo
electromagndtico externo este estado propague causalmente v sin los prohlemas de fa des-
cripeidn de Rarnta-Schwinger. Este es el mismo objetivo que pretende la descriperan de
Rarita-Schwinger pero sin tener €xito. La razén mds importante por la cual este formal-
ismo conduce a todas estas contraniedades son los principios v fundamentos bdsicos ¢n
los que se guia para su construccidn. Por esta razon, nuestra estrategia en fa buisqueda de
una ecuacidn de movimiento exitosa para particulias con espin 3/2 consiste en revisar los
fundamentos (edricos mds basicos sobre jos que descansa el estudio de las particulas cle-
mentales y explotar las herramientas provistas por este marco 1ecorico para la fabricacion
de dicha ecuacidn. Lstas bases tedricas tueron asentadas por Bugene Wigner alrededor del
aino 1939, en el articulo |13 que ahora es un cldsico, y donde propone que cada patticula
“es™ una representacion irreducible del grupo de todas las simetrias bajo fas cuales Jas
leyes de la naturaleza son invanantes. Sin considerar las simelrias internas de la particu-
la, el grupo de Poincaré, que es el grupo de todas las transformaciones de Lorentz y las
translaciones en espacio y tiempo es la representacion matemsdrica de las simetrias bajo
las cuales las Jeyes de la naturaleza son invariantes. Las representaciones irreducibles del
grupo de Poincaré se caracierizan con dos pardinetros que son. ni mas hi menos, la masa
ey clespin s gue corresponden a los eigenvalores de los dos operadores Castnie con fos
que nos provee ¢l grupo de Poincaré. Estos operadores jucgan un papel central en nuestra
estrategia para la oblencion de una ecuacion de movimiento satislaciona. Explotando -

das las cualidades de estos operadores para la representacidn que ¢s de interes del grupo



de Pomncaré podemos oblener una ccuacton part aslar fas soluciones con masa Gnica y
espin mits alto, dejando fuera todas fas componentes indescables con espines mds bajos
J.a scgunda solucidn propuesta a este problema consiste en no insistir mas en proyectar
fuera estas componentes con espines mas bajos y describir una propagacion del estado con
mis alto espin junto con otro v otros de mds bajo espin. Ln la literawra existente donde
se discute la descripeion de espines altos es frecuente toparse con el comentario que las
componentes con espines bajos representan grados de libertad redundantes y no fixicos
que deben eliminarse de la descripcion para que el estado de interés con el mas grande
espin propague correctaimente. Sin embargo, csta aseveracion es cuestionable. como es
senalado en [14]: si uno considera las observaciones empiricas relativamente recientes de

las resonancias bandnicas N vy A,
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Figura |.[: Excitaciones del Nucleon

Estas observaciones mucstran un agrupamiento (clustering en inglés) de estados de
estas particulas en términos de las representaciones {(J/2.5/2) o 1(1/2) s (0,)/2)] con

J = 1.3y 5. Estos clusters corresponden a estados con la misma masa y con espines que
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Firgura 1.2: Excitaciones de la resonancia 1Iclia

corren de 1/2 hasta () + 1,2, que son todos os posibles estados de espin dentio de estas
representaciones. El rompuniento de la degeneracion de masa para cada uno de los clusters
es de alrededor de 5 % y ha sido sugerido que es una consccucncia del tipo de anahsis de
los datos [15]. En la descripeidn edrica estiandar, por ejemplo. las resonancias A (1-40)
y N{1535) con espin 172 pero pandades opuestas, no estarfan presentes debido a que las
ccuactones auxtliares impuestas sobre estas representaciones las excluyen, infructuosa-
mente, cabe recalcar. Sin embargo. los resultados 2xperimentales son contundentes. estos
estados tienen una estatus estadistico de cuatro estrellas v no es lactl obviar su eaistencia
Los estados A(1620) y A(1750) tamnén estdn ausentes en la descripeion estandar por la
misma razon. Estos estados tienen actualmente estatus de cuatro y una estrella respectiva-
mente [1]. En la parte final de esta tesis, consideramos una descnpeidn de los clusters que
corresponden a j = 1 en Ia que podemos separar un espin bajo de 1/2 de la descripeidn, v
mostrar una propagacion cansal de la solucion de la ecuacion de onda a nivel clisico que

corresponde a la propagacion de un cluster con dos espines 1/2 y 3/2,



Capitulo 2

Descripcion matematica de las simetrias

del espacio-tiempo

2.1. Introduccion

Una figura o estructura se dice que posee una simetria bajo un mapeo espacial siose
transforma cn si misma bajo éste; esto es, la figura cs mvarnante ante ¢l mapco espuctal.
Un mapeo es definido siempre que se establezca una correspondencra que asocia con cadi
punto un punto imagen en el espacio-tiempo. Ejemplos muy claros son rotaciones alrede
dor de un eje. reflexiones respecto a un plano. traslaciones en una crerta direccion, elc.
Tambicn existen mapeos no necesariamente espaciales a los cuales se fes asocia con una
simetria, como por ejemplo la conjugacidon de carga, donde una estructiura posecrid est
simetria si al invertir cargas positivas por negativas y viceversa, la estructura es mvanante
ante (al transformacion.

Veamos ahora cual es el papel que juega el conceplo de simetria en la fisica y la impor-
tancia de considerar su estudio. Notemos primeramente que de una manera simphficada,
¢l mundo que nos rodea puede clasihicarse en tres calegorias principales que reciben aien-
c16n para su estudio: la materia y energia que residen en el universo, ¢l estado actual de
esta maleria y energia (condiciones iniciales) y las leyes de la naturalesa o las que obede
cen. LI hecho de quc cicrtos procesos en la naturaleza exhiban una simetria conuin. nos

lleva a pensar que estas simeltrias son de hecho poseidas por las leyes de la naturaleza ns
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mas. En este caso, tas leyes de la naturaleza, expresadas en la torma de una ecuacion de
Movimiento, son entonces mvariantes ante tal transformacion para la cudl muestra simettia
cl proceso. Simetria ¢ ivarianza son entonces sindnimos en fisica, ¢l primero mayormente
relacionado @ la estructura intrinseca de la naturaleza, el alumo relacionado mayormente
con fa forma matematica de las ecuaciones de movinuento. Desde Tuego. sitodas Lis Teyes
de la naturaleza fuesen conocidas exactamente. un fisico mfintamente intchgente seria
capaz de resolver las ecuaciones de movimiento, encontrando todas las soluciones ¢ -
herentes propiedades, dentro de las cuales se encontrarian también sus simetrias, s por
esta razon que el descubrimicnto de un principio de simetria es particularmente interesante
cuando las leyes de la naturaleza no han sido reveladas atin. De hecho, ¢l conocimiento de
una propiedad de invarianza para un cierto proceso fistco restringe grandemente Ta clase
de posibles leyes que gobiernan ¢stos procesos y, consceucntemente, sirven como una guia
para descubrir las verdaderas leyes que rigen el comportamiento del proceso. Lsta es, n
mds nt menos, la situacion a la que confrontamos en la fisica de purticulas elementales y
cs por eso que las consideractones de sinetria, stendo muy {ructiferas cn proporcionar in
formacién fisica, juegan un papel preponderante en nuestra forma actual de pensar Habrd
que enfatizar, sin embargo, que un principio de simetria no sc vuelve obsoleto una verz gue
la ley de la naturaleza es revelada en su totalidad, como uno pudiera imaginarse. De hecho,
muy bien pudiese ser el caso de que es imposible resolver las ecuaciones de movimien-
10 obtenidas. Las consideraciones de simetrfa vuelven a ser ltiles entonces en encontrar
cantidades conservadas y de esta forma clasilicar las posibles soluciones al problema cx-
cluyendo las posibles ocurrencias de ciertas soluciones (reglas de scleccion). Otras ve-
ces pueden scr utiles solamente en dar relaciones entre las probabilidades de transicion
para diferentes procesos fisicos. Algunas veces pueden ser muy dtiles como herramientas
matematicas para resolver las ecuaciones de movimiento.

La herramienta matemdtica usada para describir y estudiar las simetrias son los grupos.
En este capitulo, utilizarcmos la primera parte para introducir brevemente las nociones
de la teoria de grupos, propiedades, clasilicacion y representaciones de estos, ademis de
los teoremas fundamentales. Este material no esta plancado para ser riguroso, detallado 6
pedagdgico, si no meramente como un breviario ¢ resumen de la teoria de grupos. tentendo
cn mente que el lector de esta tesis posee un conocimiento estandar de csta teoria.

Evidentemente el resumen abarca el contenido estrictamente necesario utilizado en ¢l



desarrollo de esta tesis; ast mismo, contiene implicitamente las convenciones matemativis
usadas por nosolros. Las referencias usadas en oste capitalo son |10, 17, I8 19, cuyo
contenido sobre teoria de grupos es mds amplio Ta seeunda parte del capitulo abarei la
aplicacion de este aparato malemdtico de Teor{a de Grupos a las simetrias que expen-
mentalmente se han venficado que posce ¢l espacio-ticmpo. L frate de la apheacion del
formahsmo matematico para la {isica de particulas clomentales e abundante y forma L

base de nuestro estudio sobre particulas de espin 3/2

2.2. Teoria de Grupos

El aparato matematico usado para estudiar las simetrias es conocudo como Grupo. gue
es una estructura algebraica que posee las prapiedades gue intrinsccamente poscen las

simetrias de cualquier tipo.

Definicion 2.2.1 (Grupo) Un grupo es i conjuniio de distintos elementos, €0~ Lo o

PIovISto con una operacion de composicion (como adicion. multiphcacion, cte. . tal gue

los siguienies axiomas s¢ sutisfocen.

1. La composicion de cualesquiera dos elementos oy b bayo la operacion dada resulia

en un elemento que también pertenece al conjunio G, Esio es.
VYo be G, aol=rc. donde e ¢/

Esia propiedad es conocida como la propiedad de cerradura.

2. Existe el elemento identidad ¢ € G 1al que para cualquier elemento a del conjunio,

GO =N C T

lvu

Para cualquier elemenio a del conjunto existe wn inico elemenio b tal que,
aobh~hoa -«

Esie elemento es conocido como el elemenio inverso de o v o8 wia prdetica comin

denotarlo como a™ ",



4oL operacion de composicion ex asaciativa, es dectr, para cualguier o by del
conjunio,

aothoe) = (b

Estos son los axtomas que todo grupo debe sansfacer 1Los grupos también suelen clas
ficarse segtn el nimero de clementoes vy su naturaleza analinca Los grupos con un nimero
inito de elementos se conocen Como gripos firiras y lo que contienen un ndmero infinito
de elementos son Hamados grupos infinitoy. Lstos dlumos se dividen en dos categorias
importantes: grupos discreros. que son grupos cuvo numero de elementos es miinito pero
numerable v los grupos continuos. que son grupos cuyo nimero de elementos es mhnito
pero no numerable. Muchos de los grupos que t enen importancia fistea suelen ser gru
pos Inlinitos v en nuestro particular caso de estudio. un tipo especial de grupos continuos
lamados grupos de Lie son la base del estudio mateniitico de las simetrfas del espacio
tempo. A partir de tan s6lo estos cuatro axtomas se ha desarrollado toda la teorfande grupos
que es extensit y contiene muchos resultados y tearemas importantes. A continuacion re
sumiremos tos resultados nuds importantes y de mayor interés en la teorta de grupos. Casi
todos los resultados son vélidos para grupos conunuos. incluvendo algunas exceparones
que oportunamente sc hardn notar. Posteriormente, después de exponer estos resultados
generales. nos especializaremos en revisar los resultados de la teoria de grupos continuos
de Lie. que es la parte de la teoria de grupos que usaremos directamente y en extenso en el
estudio de las simetrias del espacio-tiempo. que a su vez, como lo hemos mencionado en
Ja introduccion de este capitulo, nos ayudaran a encontrar las ecuaciones de movimicento

del sistema que estaremos estudiando en esta tesis.

2.3. Teoremas y Definiciones

En csta seccidn incluimos tanto teoremas come definiciones usadas en la teoria de gru-
pos. Algunos de estos resultados no necesttan mayor explicacion. Para otros, sin embargo,
nos tomaremos la libertad de comentarlos un poco. De ahora en adelante Hamaremos
la operacidn de composicion de dos elementos de un grupo simplemente como muluph-

cacion de clementos del grupo.



Definicion 2.3.1 (Grupo Abcliano) Se dice que un grupo (7 es Abelineo sila multipli-

cacion de elementos es comnutativa, es decir o - ba pava todo o 1 que esten en O

Definicion 2.3.1 (Subgrupo) Un subconjunto 11 de un grupo (0 que de acuerdo o los
axiomas forma i grupo bajo lo misa operdacion de composicion que Cse dice que forna

wun subgrupo de ¢

Definicién 2.3.1 (Isomorfismo) Dos grupos (5 v (7 ve diee que son isomorfov sy existe
wuna correspondencia wnio @ uno entre sus clementos, 1al gue preserva la nliiplicacion de
la siguiente mancra: Sta g, @ G le corresponde ol elemento g & 7y gygy = g entonces

. P
necesariamente o) gy, = ¢y voviceversa.

Definicion 2.3.1 (Homomorfismo) Un homoniorfivnio de un grupo € a ot ¢ es
mapco, no necesdariamente uno a uno, gue presevva la muluplicacidn del grupo. Formal-

mente,

/G =G alquesigh € G=[(g)v gy gr = ghah - 4
Los elementos de un grupo se pueden clasificar en cluases conjugadas. ¢ simplemente
clases, y en cosers. Estas dos formas constituyen maneras diferentes de ordenar los ele-
mentos de un grupo quc son muy ttiles en el estudio de la estructura de un grupo y en sus

representaciones.

Definicion 2.3.1 (Elementos Conjugados) Un clemenio h € (7 se dice que es conjugado
de a € (' siexiste otro elemento del grupo p tal que b = pap™ ' Usualmente denotanios

esta relacion de conjugacion como b ~ a.

Definicion 2.3.1 (Clases) L/ conjunio de 1odos los eleinentos de wun grupo que son conju-

gados uno con otro se dice que Jorman una clase.

Cada elemento de un grupo pertenece a una y sélo una clase El elementodentidad forma
una clase por st misimo. Ll producto de dos elementos que pertenceen a la mismi cliase no
necesariamente pertenecerd a esta misma clase.

Si 11 es un subgrupo de (7 y a € G, entonces /1" = {aha ' L€ 11} también forma

un subgrupo de (71’ se dice gue es un subgrupa conjugado de //

14



Delinicién 2.3.1 (Subgrupo Invariante 6 Subgrupo Normal) U subgrupo invarianie 11

de 0 es aquél subgrupo que ex idéntico a todos sus subgrupos conjucados.

Un subgrupo /1 es invariante s1 y solo si contiene elementos de ¢ en clises completas. De
ahi que todos los subgrupos de un grupo Abeliano scan imvariantes, No hay que confundii
el conceplo de subgrupo invarianie con el de subespacio varianie. conceplo que es de
gran importancit en la teorfa de representaciones de los grupos y que en Lis secctones
posteriores lo trataremos.

Todo grupo ;' tiene al menos dos subgrupos invariantes miviales:{e} vy ¢ mismo. Si
el grupo tienc a parte de estos subgiupos invarianices triviales otros subgrupos imvariantes.
el grupo puede ser en cierta forma “simplificado™ o ™" “luctorizado™ en lormas que mix

adelante comentaremos.

Definicion 2.3.1 (Grupos Simples y Semisimiples) Un grupo se dice que ¢s simple i no
contiene subgrupos inmvariantes no triviales. Un grupo es semisimple st no conticne sub-

grupos invariantes Abelianos.

efinicion 2.3.1 (Cosets ¢ Clases Latcrales) Seo = {l . wi suhgrupo de €
Defi 2.3.1 (Cosets 6 Clases Laterales) Sea 11 = {Ii Ir hripo de ¢
y sea pun clemento de GG que no este en H. entonces el conjunta de elementos pll =
{plty.phay. ..} es llamado un coset izquierdo. Similarmente 1 p = {hyp leyp. ) es la-

mado un coset derecho.

Cualquier cosa que se asevera para los cosets 1izquicrdos ticne su contraparte para los
cosels derechos, asi que es habituat el exponer resultados para cosets 1zquierdos solamente.
Los cosets no son subgrupos aunque // sea un subgrupo. yi que ¢l cosct no conticne a la
identidad. Sin embargo, si forman un grupo bajo la composician pley o ples = p(l i),
donde 1, v fi, son dos elementos cualquiera de /. Dos cosets yzquierdos de un subgrupo
H & coinciden complelamente G no tienen ningln elemento cn comun, de ahi que sea una
forma natural inica de particionar el grupo. Cualguicr cosel izguierdo ¢// de un subgrupo

invanante // esdéntico con el correspondicnte coset derecho. es decir /1 - 1.

Teorema 2.3.1 (Grupo Cociente 6 Grupo Factor) S¢ H v subgrupo imvariante de ¢,
el conjunio de cosets {I50F, = geH Y g € G} forma wn grupo bajo la muluplicacion
o Fy = g ogll = (grg) . llamado grupo cociente de (7. El grupo factor se denotu

como G/ H y es de orden e /iy,



L1 concepto de grupo cociente es muy importante cuando s analiza un grupo que puede
ser descrito en base a grupos mas simples, como ¢l caso del producto divecio de dos 2rupos

y ladelimcion de) kernel o nicleo de un hemomortisimo entie dos grupos,

Teorema 2.3.1 Sea [ wn homomorpsmo de (Ca (. Denote con I al conjunto de todos los

| /.

elementos en (5 que son mapcados al elemento identidad de ¢, es decin, v = {o ¢ (7 q
Eronces IV jorma un subgrupo invariante de (v el grupo factor G7IN es isomorfo a ¢

Clconjunto W oes Hamado el niicleo o kernel del homonmorfismo.

Definicion 2.3.1 (Producto Dircecto de Grupos) Sean 11y 1y dos subgripos de (3 con
las siguientes propiedades:(i) cualguier elemento de [ conmura con cualquier oo ele-
mento de Hq: v (i) cualquicr elemento g de (7 puede ser escrito de manera tinica como
g = hiliydonde hy € Hy v 1y € 11y Eneste caso se dice que Ges el producto divecto de

1y Hy simbolicamente, G = 1]} = Hy.

St & = Hy & Hay entonces Hy y Hay son subgrupos mvariantes de (7 Ademds sc
pucde probar que el grupo cociente G/Hy (G/11)) es 1somorfo a 1y (11,). ¢s decir
G/Hy >~ My (G/H) >~ Hy). De aqui el porque se usa la notacidn de “producto™ v “co-

ciente’.

2.4. Representacion de Grupos

En fisica cl&sica, uno esta interesado en el efecto de las transformacionces de simetria
sobre las soluciones a las ecuaciones diferenciales parciales o ecuaciones integatles de la
“matemdtica fisica”. En mecdnica cudntica, esta conexidn es mds directa. ya que los espa-
cios lineales vectoriales s¢ postulan como el marco matematico sobre el que se fundamenta
la teoria. De aqui que exista un interés primordial en estudiar como las transformaciones
de grupo inducen una transformacién en el espacio vectorial fisico de interés. Lsta trans-
formacion es lineal y es representada con operadores lineales que actian sobre ¢l espacio
vectorial, y aunque existen operadores gue no son lineales, no 1os ocupmremos en esta (esis.

ast que usaremos los (€nminos rransformacion liveal y operador intercambiablemente

Definicion 2.4.1 (Representacion de un Grupo) Si exisie un homonior fisime de un grupo

G a un grupo de operadores U} en un espacio vectorial lineal \, decimos que UG
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Jormma una representacion del grupo (0 Una representacion ex ficl (farthful en miglés) s el

h(»/m,)uml_'ﬁ\‘nm o8 un l_ymlmrﬁ.mm Unca representicion degencrada e v GUE 1O ey frel

Paratrascando csla definicien, podemos decir que. tenemos ¢n un espacio vectoral bouna
representactén del erupo (7 sia cada elemento ¢, 3¢ ¢ 1o 260CIEMON Con o (tumorfisnio)
6 mis (homomorhsmo) operadores hineales ! ' {g,) en 'V |l que se preserva el producio del

arupo, es decir,

Sty L. [y

L oy
g, C G AT

Mo =4y

= brg)elgairy = g e = L g e
Para todo vector 1) en V" Conidere el caso de represeniaciones €noun espacio vedlortal

de dimensién Anita v escoja un conjunto de vectores base {|e,). |2 ) L

actuacidn de cualguiera de los operadores de grupo /() sobre cualguiericde los vectores
base se puede llevar a caho haciendo vso de une matnez de o = o, g1, de i siguiente

forma:
U(lery = D{gY e

Donde heinos hecho uso de la notacidn de sumatoria de Einstein. Uno puede demosirar

utilizando esta tltima ecuacién v el hecho de que {|¢,)} forma una base en V| que.
Dy D(g2y = D(grge) = Digy)

Donde Ja muluplicacién significa muluplicacién mainicial y de aqui que (¢ = {D{y), ¢ € ()
saljsfacen la misma dlgebra que U/ () y por anto forman una represemacion matricial de
.

Teorema 2.4.1 (i} St el grupo (! ticne wun subgrupo mveariante no nivial T, enionces
cualquier representacion del grupo factor N = (/1] wonbién es una repoesentas i del
grupo G Esta representacion es degenerada, ex decir o ex wno o ano t00) Contianieg-
mente, sili((5) es una representacidn no fiel de G, entonces ( tiene al menos un subgrupo

imgriaonte 1 1al que U{G) st ex una representacion fiel para ol srupo factor €711

(7



Una consecuencia interesante de esle teorcima ey que 1odas las representaciones {exceplo
[a trivial, donde todos los elementos de (& se mapean al anvco elemento del grupoadenudad
{¢ }) de 1odos fos grupos simples son uno a uno (ficles),

Un hechio muy importante v cierto para la mayoria de Jos grupos de interds es que.
las posibles representaciones que pueden tener estin hmitadas y pueden numeraise. De
aqui que. una vez especificado el grupo de simetrias de un problema, T estructura de fos
posibles espacios vectoriales de interés quedan determinados en gran parie. Es entonces
importante poder distinguir entre las representaciones que son esencialimente dilerentes,
o inequivalentes, de las que son redundantes. o cquivalentes. Una posible redundincia
entre represenlaciones ocurre cuando estdn relacionadas medianie una translormacion de

similaridad,

Definicion 2.4.1 (Representaciones Liquivalentes) Sea () wna reprexscmiacion de un
grupo (Cen un espacio veciorial Vo y sea S un operador invertible en A" Entonces, ¢f
compunto de operadores definidos por U'(C) = SU(CYS Y rambién forman una represen-
tacion del grupo. Este tipo de transformacicon se conoce como transformacion de simila-

ridad v se dice gue la representacion U () es equavalenie a la representacion U1,

Esta redundancia surge del hecho de que dos representaciones cquivalentes forman una
clase de equivalencia, en el sentido matemdtico. Es suficicnte con conocer un solo miem-
bro de la clase. los otros pucden ser generados realizando todas las posibles tranfonna
ciones de similaridad.

Un segundo tipo de redundancia es la concerniente a la suma directa de dos representa
ctones. La suma directa de las representaciones 1) ((5) y J22((7), es una tereera represen-
tacién D(G), denotada como D(G) = D(G) = Do((). Para alguna eleccion de base en
el espacio V), donde actian cstos operadores, los elementos de la suma dirceta estin dados

por,

O Dyg)

(7Y no contiene mas informacién que la informacién ya contenidaen 1,0 y .(¢7)
Existe una basta cantidad de resultados en la teoria de grupos para caracterizar a Jas re-

presentaciones esenciaimente inequivalentes. A continuacion mencionaremos algunos de
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los resullados mas importantes y que son usados implicitamente en un momento u otra

durante la tesis.

Definicion 2.4.1 (Subespacio Invariante) Sea /(G wna represestacion de (0 en el ey-
pacio vectorial \" v Vo un subespacio de \ con (a propicdad de que st i, O\ oentonces
Ulg)le) € Vy para rodo g € (. Se dice entonces que \'y s un subespacio invariante de V-
respecto de U (G Un subespacio invariane se dice gue ex mMinimo 6 Propio st 1o contiene

subespacios invariantes €0 misimo, que sean no (riviales.

Esdecir, st laaccidn de cualquier operador de la representacion del grupo ¢ sobre cualguier
elemento de 19 s¢ mapea sobre otro elemento que sigue estando en V) entonces 1) es un

subespacio invariante de V.

Definicion 2.4.1 (Representaciones Irreducibles) Una representacion {700y en U se dice
que ¢y irreducible st no existen subespacios invariantes no triviales en \" con respecto de

)

Veamos la forma general de las matrices de una representacion reducible en V. Como
la representacién es reducible en V. V7 tiene al menos un subespacio invarante, lldmelo
V). Ahora, siempre podemos escoger un conjunto de vectores base {e;.2 1. .n}en
V' donde los primeros iy vectores estén en V. Ya que 1’ es un subespacio tnvariante. la
accién de cualquier elemento del grupo en una representacion definida en este subespacio

D\ (g) sobre cualquicr cleniento de este subespacio estd dada por,

a a)

. a» a_,
Di(g) = (2.1)

Qy, a,,,



y la accion de cualquier clemento de la representacion reducible definida en 1 sobre

cualquier vector en V| tiene que ser entonces de la forma.

a al a,

W) D'(q)

D) | aw, | = | a, | = 0- , (-, ) . (2.2)
o (
0 0 2 0
0 0 0

Donde 1),{g) y 17:(g) son matrices cuadradas de dimensién ny y {7'() una matriz ree-
tangular de 1y % 1. donde 1y = n — ny. Entonces como lo habiamos visto anteriormente,
todas las propiedades esenciales ya estdan contenidas en {1(g) y {)2(g). de aqui que sca
natural enfocar el estudio de las representaciones de grupos sobre representaciones irredu

cibles dnicamente.

Definicion 2.4.1 (Representaciones Unitarias) Si el espacio vectorial de representacion
de un grupo es un espacio con producto interno, y si los operadores 1/ {g) son unitarioy
para todos los elementos del grupo, entonces se dice que la representacion 1((!) es una

representacion unitaria.

Teorema 2.4.1 Toda representacion D(G) de un grupo finito definida en un espacio con

producto interno es equivalente a una representacion wniiaria.

Este teorema sigue siendo valido aln para grupcs infinitos (6 grupos continuos qgue ne-
cesariamente son infinitos) si son definidos aprepiadamente la integracion y la medida
de integracién sobre elementos del grupo. Grupos que satisfacen esta caracleristica y que
aparecen cominmente en aplicaciones fisicas son el grupo de rotaciones en el espacio Cu-
clidiano n dimensional, llamado ()(#), el grupo unitario // (1) y el grupo especial unitario
Sti(n).

A continuacion exponemos los resultados centrales de la teoria de representaciones.

Teorema 2.4.1 (Primer Lema de Schur) Sea U (G') una representacion irreducible de un

grupo G sobre un espacio vectorial V' 'y A un operador arbitraric en V. Si A commuta con
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1odos (os operadores det grapo, cs decir, Al7(g) = () A para todo o, entonces A debe

serun miiltiplo del operador dentidad, A = A1, donde X es un excaloa:

Teorema 2.4.1 (Segundo Lema de Schur) Sean 17 (GG dos representiiciones irre-
ducibles de i en los espacios vectoriales Vv V7 respectivamente, y sea \ wna ransfor-
macion lineal de V' a V' que satisface AU (gYa'y = U {g) A"y pura todo 1" en V' v todo
9. Se sigue entonces que, (i) A = 0, 6 (i) V' y V7 son isomorfos v (G es equivalenie a
L.

2.5. Grupos Continuos

En esta seccion, como ha sido el estilo de este capitulo. exponemos brevemente s
principales defimciones y resultados sobre la teoria de grapos continuos. Sc puede consul-
tar a profundidad cualquiera de estos temas en la literatura [ 16, 17, 18].

En una clasificacion muy general de los grupos, podemos dividirlos ¢n grupos finitos y
grupos infinitos, scyun el nimero de elementos de Jos ¢ue consta el grupo. Los crupos -
finttos se dividen ademas en numerables y no numerables. Estos dlumos son los Hamados
grupos continuos 6 grapos infinitamente no denumerables. 1La gran parte de los resultados
que existen sobre grupos infinitos denumerables se pueden aplicar a los grupos continuos,
aunque existen importantes excepciones. Priacticamente todos los resuliados aplican cuan-

do tenemos un grupo compacto de Lie.

Definicion 2.5.1 (Grupo Continue) Un grupo continuo (G es aquel grupo que puede ser
caracterizado por un conjunto de paréametros recles {(ay.ay. . .« ) donde al menos ano

de ellos varia continuamente sobre un cierto intervalo.

Practicamente todos los grupos usados en fisica tienen todos sus parametros conlinuos,
entoncees se denomina n = r, donde r es el ndmero total de parimetros continuos. Usual-
mente uno se restringe a grupos cuyos elementos pueden scr mapeados ¢n una correspon-
dencia uno-a-uno con los puntos de subconjunto de un cspacio métrico real r-dumensional
S, dotado con un producto interno d. Este subconjunto se denomina ¢l espacio de pardme-

tros. Este concepto y algunos otros adicionales permiten la introduccion de una topologia
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en el grupo. Sea I”(g) el punto de S, que le corresponde al elemento 4 del grupo continuo

(;. Sc dice que /7(g) es la imagen del elemento g

Definicion 2.5.1 (Conectividad) Scan g, v go dos elementos cualguiova del grupo conti-
nuo G Si es posible conectar IP(g)) v I?(gs) por wuna 6 mais curvas gue residen enteramenic

en el espacio de pardamenyos, se dice que el grupo es conexo.

El hecho de que un grupo sea continuo no significa que ¢s conexo. Un caso tipico oy
el grupo O(3), que es el grupo de matnces 3 = 3 que llevan a cabo rolaciones ¢ inver-
siones espactales. El elemento identidad es Ja matriz identidad que hene determinante 1,
sin embargo la matriz de inversion espacial tiene determinante -1y no hay forma de pasar

continuamente de la identidad a la inversién espacial,

Definicion 2.5.1 (Compacidad) Un grupo continue se dice que es conpacto si ¢l espacio

) : : ,
de pardmetros es un espacio compacio, es decir, que es cerrado’ y acorado”

La dependencia de los elementos gy, 9. etc. que pertenecen a (; con sus  continuos pa-
rametros se puede esceribir explicitamente como, ¢y = g (. .a. ). g = g {h ),
etc. Sean ¢;02 = ga(cr. )y gt = galdy, - .d,). Los pardmetros de gy y ¢ pueden

ser expresados como funciones de los pardimetros de oy y ;. es decir,

G =clar . a0hy b, (2.3)
d, =cflay.. a), (2.4)

paral <o < r.

Definiciéon 2.5.1 (Grupo de Lie) Se dice que un grupo (7 és un grupn de Lie si para
cualquier par de elemenios g, y g2 en G, la funciones ¢, y d, en (2.3) son funciones analiri-

cas.

'Un comunto es cerrado si (0da secuencia de Canchy tienc como limite un elements que periencee al

conjunto.
“Un espacio métnco es acotado si para 10do par de elenmientos o y i ¢n esie espacio, su producto mierma

(. y) €5 Menor que un Q1erto NLINCro 3.
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Si consideramos a Jos elementos del grupo (7 como operadores en un espacto veclorial,
debido a la naturaleza analitica de) grupo. podemos reahizar una cxpansion con respect a

uno dc los parimetros alrededor de ladentidad,

“dy
(0.0, .o, 0. 0} = (0.0, 0y + o, ( : ! . (2.5)
o il

oy
donde se define al operador,

)
Let(2ey .6)
! {‘)”J) i, =0

como el generader del grupo con respecto al pardmetro o,. y donde sucle (omarse la
parametrizacion de) elemento identidad como ¢(0.0,. . 0). Istos operadores (deliniendo
un gencrador por cada pardmetro) definen todas las propredades del grupo a mivel Tocal de
cualquicr elemento muy cercano a la identidad. ya que ¢l elemento g(0. ¢, Na, . ).
donde Aq, es una cantidad muy cercana a cero y por tanto este elemento csti muy cerca

dec 1a identidad /, se puede escribir como,
g(0 0, .Aq;. .0)x ]+ Aayl, 2N

Con una aplicacién sucesiva de la regla del producto del grupo, podemos arrivar a un
elemento a una distancia hnita de Ja identidad. ‘Tomando @, = NAqn,, donde N ¢s un

niimero entero muy grande y Ae, una cantidad muy pequefia, entonces.

(0,0, Lo, .0)=[9(0.C.. . Ay, O)"
([ 4240,

10,0, v
I+ FESRRY 28

Si uno permite que N tienda a inhnito y Aa, a ceso de forma 1al gque su producto perma-

nezca siendo a,, esta tltima expresion sc convierte en,
9(0.0. a0y =m0l (2.9
donde se ha hecho uso de la bien conocida identidad algebraica.

i (14 ’AL)N s (2.10)

N —x !
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Este resultado se pucde generalizar para un grupo continuo con cualquict numero de pa-
rametros. Por cjemplo. para un grapo con dos parametros, ¢l elemento (. 0,) gne sc

cncuentri a una distancia hntla de ladennidad se puede esenbir como,

gloy.as) = {glAa . Aa)]™
= / - 'IA(I|J| | [.A”;».IQIN.

0.5 1()4_,./31;\.

f/ N _

(2.01)

donde Aay y Aa, son cantidades muy pequenas pero gue estan en una razon til que
permitan que o = NAey y oy - NAas. Asique. haciendo que N tienda a infiado con

Aayy Aa, ambos tendiendo a cero pero conservando su proporcion relabva, Hegamos a
Aot
gluy.ug) = el et (2.12)

Estas demostraciones no prelenden ser completamente rigurosas, sin embargo. los resul-
tados asi to son. Para un grupo con 7 pardmetros lenemos la generalizacion siguienle,

-

glay.as. L) - cxp(Zm,.},) (2.13)

J:I
Es un resultado muy importante de Ja teoria de grupos de Lie que el conmutador de
cualquier par de generadores esta dado por una combinacién lineal de los generadores.

es dectr.

3

[ Ll = iy = i = > ClL, (2.14)
;

donde a los ndmeros «}

, se les conoce como constantes de estructura. Note que este re-

sultado es una condicién suficiente para satisfacer la regla del producto de clementos ¢n
el grupo y que lo define completamente, ya que, usando la identidad de Buker-Campbell-

Hausdorff,

1

glar. a0 b)) it‘A.\'l)(Zm‘j./J)oxp(ZM}J./J) = exp (XN)exsp (Y
j=1 il

l'\'—i)'kl‘\' Y+ ll\"\’ Y IIY[\' Y ]'3'|\ INOY )

=oxp{N +Y + <IN, — NN Y = = YOI Y- - YO [ACLY ; .

P 5.4V SN NV - S YA Y ) j

=exp(Y dc, ) =glerea o). (2.15)

=1
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dondec las constantes ¢, quedan totalmente delinidas si conocemos todos los pares de con-
mutadores entre generadores. La expresion (2.14) permute definir un «algebra de Lie con
respecto a los gencradores.

Un concepto de gran importancia en la teorfa de grupos continuos, y en cspecial en esta

tesis, es el de operador Casimir.

Definicion 2.5.1 (Operador Casimir) Un operador CC que conmuta con todos los gene-

radores de un grupo (5 se conoce como operador Casimir del grupo.

Un grupo puede lener uno ¢ mis operadores Castmir. LEstos operadores juegan un papel
muy 1mportante en la caracterizacion de las representaciones irreducibles de un grupo, ya
que, si ¢ conmuta con todos los generadores, entonces conmuta con tados los elementos
del grupo y por el primer lema de Schur, debe ser un multiplo del operador idenuidad. es
decir. (' = A/, donde la constante A caracteriza a la representacion mreducible en cuestion.
Se puede demostrar ¢ue uno de los operadores Casimir para un grupo semisimple siempre

es de la forma,

C = E (/IJ/\,XJ (2.10)

)
donde g,; es el teasor métrico del espacio donde aclian los elementos del grupo como ope-
radores lineales, y X, es un generador del grupo. Como g,, es una matriz real y simétrica.
puede llevarse a la forima diagonal por una transformacién de similandad, es decir, un

cambio de base, y entonces, en una base apropiada tenemos,

C=> gX? (2.17)



Capitulo 3

Descripcion actual del campo de espin
3/2

3.1. Introduccion.

La descripcidn de espines altos data de los aitos 40's en los trabajos 16, 7. 201, y desde
cntonces s¢ conocen las agudas dificultades que aquejan a extos sistemas, las cuales se pre-
sentan en forma de inconsistencias que no han sido resueltas por completo a la fecha. En
este capitulo presentamos la descripcidn estdndar usada actualmente para describir espines
altos (s > 1) y en especitico, la usada para describir particulas con espin 3/2. Asi también,
expondremos el problema de Velo-Zwanziger [ 0] para las ecuaciones de movimicnto del
campo de espin 3/2, una de los varias inconsistencias que aquejan a la teoria al nivel clasi-
co de las ecuaciones de movimiento. En los siguientes capitulos orienlaremos nuestros
esfuerzos por tratar de solucionar este problema mediante un aparato teérico consistente
de estos sistermnas que este basado sobre los principios fundamentales detras de la descrip-
cion de espines altos, los cuales. a nuestro parecer, no son explotados por la descripcion

actual.
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3.2. Descripcion de Rarita-Schwinger para espines [rac-

cionarios altos

La formulacién de Rarta-Schwinger para espines semi enteros altos os una deserip:
cién alternativa a Ja onginalmente propuesta por lierz v Pauli [6], que contenia algunas
desventajas, como por ¢jemplo. la necesidad de campos auxiliares entre otras cosas |.as
ecuaciones para el campo libre de espin k& + 1 acrdan sobre la funcion de onda "
que tienc las propiedades mixtas de ansformacion de un cuadri-espinor de Dirac, que
operan sobre ¢l indice de Dirac by las de un tensor simétrico de rango 1 [ este pun-
o y el resto de la tesis onminremos el uso de ‘os indices espinoriales de [Dirac v usa-
remos la notacién explicada cn cl apéndice A. La funcion de onda v, .., contiene
partes que se transforman ante rotaciones espaciales de acuerdo i Lis representaciones
Dy & Do Dy Dy 0Dy S Dy l)% 2 Dy del grupo espacial de rotaciones s en-
tonces el propdsito de las eéuaciones de campo libre de Rarita-Schwinger. provectar ¢l

estado de mayor espin contenido en ¢ es decir, s = A4 1. con un cuadrimomento

oy pis

sobre la capa de la masa. Las ecuaciones de Rarita-Schwinger son,

(v P, - ) g =0 (3.1
Yo 0 = 0. (3.2)

donde P, = 1d,.

La verificacién de quc tales campos estdn de hecho asociados con particulas de es-
pin (A + ‘3) de acuerdo a |7]. puede proceder, ya sea. demostrando que el ndmero de
soluctones de ondas planas independientes con energia y moniento bien definidos son
2(k + %_) + 1. o por pruebha directa de que el cuadrado del momento angular intrinseco
es (A4 %) ((k 4 3) + 1). En la siguiente seccion particularizamos nuestro estudio para

campo con espin 3/2 y el acoplamiento con un potencial electromagndtico externo.
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3.3. Descripcion para el campo libre de espin 3/2

De acucerdo a la prescripcion de Rarita-Schwanger para espines semy enteros altos, ¢l

campo con espin 3/2 estaria deserito por el cuadrivector-espinor i,

dondc el simbolo ‘~'significa “sc translorma cemo’™. Ls decir, o, es ¢l producto directo
del cuadrivector A, que se transforma de acuerdo a la representacidn veetorial del grupo de
Lorentz, (3.3). y el espinor de Dirac v que se transforma de acuerdo a la representacion
(L 07 e (0. 1,) del grupo de Lorentz.

Consecuentemente, para esta descripeidn, las ecuaciones de movimiento para ¢l campo

dc espin 372 son.

(+" P, —mjyr, = 0. (3.4)

i

ﬁrut.»ﬂ — O (}q)

Estas son fas ecuaciones de Rarita-Schwinger para el campo libre. La primera de ¢llas no
es mds que la declaracion explicila de que ¥, tiene una parte que se transforma de acucrdo
a la representacién (% 0) & (U, é) del grupo de l.orentz, y por tanto, la evolucion de esta
componente esta regida por la ecuacidn de Dirac. La segunda ecuacion se conoce como
ecuacidn auxiliar, subsidiaria 6 de restriccidn. Esta ecuacion pretende provectar fuera las
componentes con espin 1/2 y seleccionar dnicamente la parte mas ulta de espin 3/2. l.a
ecuacion subsidiaria de Ja teoria para espines enteros se stgue como consccuencia de estas

ecuaciones,
A =0 (3.6)

La tesis pretende hacer un ¢studio de los problemas que aque)an a la descripcién del campo
cuando éste se acopla a un potencial electromagnélico externo y entonces, conbibui a
proponer soluciones. Ea la siguiente seccion estudiamos el marco de Rarita-Schwinger

para el campo de ¢spin 3/2 cuando interacciona con un campo clectiomagndético.
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3.4. Acoplamiento al campo electromagnético

La mteraccion de la particula de espin 3/2 con un potencial electromagnéico externo
no pucde ser tomada en cuenta mediante ¢l principio de minimo acoplamiento sobre las

ccnaciones (3.4) v (3.5). el cual consiste en hacer Ja sustitucion’

Po— 1+ gh, =5 (3.7

/"
donde, en esta dltima ecuacién. /1, es ¢l cuadrivector de potencial electromagnético ko
debido a que el procedimiento conduce o inconsistencias alpebraicas que va se conocian
también de hace mucho nempo. Para evitar exta dificultad, Fierzy Pault |6 propusieron un
métado en el que tanto las ecuactones de movimiento como las restriccrones son derivadas
de un Lagrangiano apropiado. cuyas soluciones libres corresponden a particulas Tibres de
unica y bien definida masa y expin. La interaccidon e entonces mtroducida sihora see
diante las sustitucidn minima (3.7). Las inconsistencias algebraicas son evitadas, pero un
nimero de problemas mds sutiles aparecen, como la imposibilicdad de propagar. reporta-
do por Johnson v Sudarshan [9]. asf como el resultado de que Jos frentes de onda de las
soluciones a nivel cldsico se¢ propagan mds rdpido que ta luz, lo que implica un compor-
tamiento acausal, reportado por Velo y Zwanziger |10, 1], sobre el cudl profundizaremos
nds adelante.

Las ecuaciones (3.4) y (3.5) son derivables de cualquier conjunto de Lagrangianos
obtenidos rmediante la familia de densidades dependientes del pardmetro libre A,

LAY =05 (3 1+ m)a, + 4GP + P

-

3 | ) )
- (-2..4? + 4+ 5)%7 PN — (347 344 1)”,«,,_7*)[,-'-\. (3.8)

donde A puede tomar cualquier valor real excepto (-1/2). Las ecuaciones (3.4). {3.5) v
(3.6) son oblenidis mediante la variacién con respecto a 2, en esta densidad Lagrangiana
y operando sobre la ecuacién resultante con y* y ¢*. De manera idéntica se pucden obtener
las ecuaciones adjuntas haciendo la variacidn con respecto de o,

Para ¢l caso donde lenemos una interaccion con ¢l canipo clectromagnético dehemos

buscar un Lagrangiano- que satisfaga los siguientes requerimientos.

"Wease al apendice A para lias convenciones usadas
*Adoplaremos Ta convencion araphamente usada de llamar a la densidad Lagrangiana simplemente La-

grangiano



[. Que sca un invariante relativista ¢ invartante bajo transformaciones de la norma

(gauge invariant).

2. Para campos electromagnéticos nulos éste debe reducirse a (3.38)
3. Las ecuaciones que de éste se derven, deben contener tantas condiciones subsidiariis

como se necesiten para que la funcién de onda tenga ¢l nisimo namero de compo
nentes linealmente independientes como en ¢} caso libre, y que de esta manera, sca

apropiada para describir una particula con ¢l mismo espin y masa.

Como se demuestraen [21]. (odos estos requerimicntos son cunmphidos st consideramos
(3.8) con la sustitucién minima /7, — 7, .

A continuacidn revisaremos el problema de acausalidad encontrado por Velo y Zwanzigey
que aqueja la descripcidn de espin 3/2 mediante las ecuaciones obtenidas de’ Lagrangrano
(3.8). Esta seccidn presenta los resultados contenidos en las referencias 10,11 v siguc el

desarrollo de los articulos muy de cerca.

3.5. El problema de Velo-Zwanziger

Velo y Zwanziger estudian el caso para el que A — — 1, evidenciando con esto que las
propiedades de propagacién del campo presentan serios problemas. El Lagrangiuno usado

por Velo y Zwanziger para .4 = —1 es
L= -l;'l':<(“; -+ r;'z)_gh/\ — (‘/,\,Tr/\ + 7)) + 507 ﬂw"\ - nnlgﬂ) N (3.9)

Para propdsito de esta seccidn utilizaremos las convenciones usadas por Velo y Zwanziger
en la referencia [ 10], para una directa comparacion con cste. Sin embargo, varias de estas
convenciones no serdn usadas en Jos proximos capilulos. donde usaremos las nuestras
propias(apéndice A).

Rescribimos el Lagrangiano « la Velo-Zwanziger,

L=r(r w0 B,;‘) o (2 10)
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1
donde

- \ A \ A .
(] " ',\ - sty " (A/r\“ T }o ] !
A g N

= (3.11)

\ ;

BV = g ?

»H N

Y A

=mig. " =) (3.12)

La segunda expresion que aparcce en (3.1 1), se puede demostrar faciimente. que es equv-
alente a la expresion que aparece en el primer rengléon de dicha formula. mediante el uso de
{A.20), tomando en cuenta la convencién apropiada. La variacion del Lagrangiano con res-
pecto a las 16 componentes independientes de ¢ resulta en las ecuaciones de movimiento

de Rarita-Schwinger.

/. ,
(rm, - B )ik = 0, (3.13)
de la misma manera se obtiene una ecuacién de movinmiento para las componentes adjun-

las ¢ = z\l)f,u)r?n.

Debido a que las componentes independientes de campo que se necesitan para describir
una particula de espin 3/2 son 8 (4 grados de libertad para particula y 4 para antiparticula)
ven (3.13) tenemos un exceso de ¢llas (16 en (otal), algunas de las ecuaciones contenidas
en estas expresiones resultaran ser condiciones auxihares o subsidiarias en ¢l sentido gque
no son ecuaciones de movinuento, y por tanto, no involucran derivadas con respecto al
tiempo, de tal forma que una componente puede ser elininada en t(érminos dc otras. Es-
tas ecuaciones subsidianas deben ser consecuencia de (3.13), y al ser tomadas en cuenta,
deben dejarnos con un numero otal de 8 componentes linealmente independientes de la
funcién de conda. tal como ha sido requerido en el punto 3 anteriormente mencionado.
Podemos ver que cuando ~ = (), la Ec. (3.13) no contiene derivadas con respecilo del tiem-

po, y en lugar de ser una ccuacion de movimiento, resulta ser una ecuacion de restriecion

s convenciones de Velo y Zwanziaer son g, = 40514293 01 = ot = PR
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Primaria, yiu que,

f \
(7 m)y 0 = Wn = 9% w = oy & f s wy L
[l =y Pl . . L BT . ’
=(ypm — % T = in v - 7 7/') = Tl e o)
+ l(‘\l((]‘u'(\ - ,',‘).:\'.”1,-” N xuny
-B My = —m¥ o (315
donde @ =~ (). 7 = (¥), v = (¢') 1 = 1,2.3 Tomando en cucnia cslts ceuiaciones,

yunto con Yy ¥? = 2V = 1y (50, v} = Oparac 1,23, lacomponente - e fa e

(3.1 3y resultaser, después de un poco de algebra,
e (f-f—m)‘l"] I_AIU (3.14)

La Ec.(3.16) ¢s la ecuacién prunana de resiriccién Note que no contiene derivadas con
respecto al bempo. y que de hecho, la componente ¢ nunca aparece en csta ccuacion. de
1) forma que no podemos eliminarla en favor de lis otras componentes medrante ¢l uso de
éstat expresion. Mis anin, considerando las Ecs.(3.11) ¥ (3 12) podemos obscrvar que 5 "
nunca aparece ¢n la Ec.(3.13) v no se puede determinar mediante la Fc.(3.16) ya que exa
no contiene a ¢". Para oblener una ecuacién que contenga " debemos diferenciar de una
forma covanante la Ec.(3.13). Esto s¢ puede llevar a cabo tomando la sugereacia hecha

pot Velo y Zwanzger, que consisie en contraer 1a Ec.(3 13) sucesivamente por 3" y &

Tomando la contraccién con ~*,
“,:N({r : 77),\'\ - /3,\_’\)1,-"/,\ = (ﬂl,’\j S = (47."\ 1+ z,.-vy’\) + 1 ﬁ'}'\ + S \} TN
=2v-my —7) A 3my =0, (317
Para la contraceidn con »* usamos la forma allernativa de expresar (I' /),

ﬁn(([‘. 7), - UA*)U’.\

v_.n

Vo, — m(nt -y :‘T"If\))7.'\

1l
-2
~

x
>

b

It

|l .
= (";'-,’j-’w""""‘j(['r,\_7-",: {JTA.\T:“}] S mist N .'\]\) .
/

i

tul —

= Ay = F ) —devy I =10 (VI8)
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donde en esta uluma ecuacidn hemos hecho uso de las siguientes expresiones.,

I
NaF, T :»;-:.f;:g,m'l,! L dma. 7,0 ). (319
~ [
-\ PYZNIFR
JN _j( O (3 20)

ademds del hecho de que [#, . 7,| es un tensor antisimétrico, {x, .7, } un tensor simétrico
y M un tensor antisimétrico en cualquier par de indices. Cormparando las Ecs (3,171 y
(3.18) uno encuentra la segunda restriccidn covariante, ¢s decir, una condicion subsicharia
independiente de la restriccion primaria que no involucra derivadas con respecto del tem-
po.

'27(’ ~ .
—3 557 I (321
YR8

Y- =

Sustituyendo esta dltima ecuacion en la Ec. (3.18) obtenemos la util relacion.

2 Qe ~
mov==(yrkom) Sy o (1.22)
3 T3dm-

Ahora procedemos a incorporar las ecuaciones (3.21) y (3.22) en (3.13) para obtener un
sistema de ecuaciones que representen una verdadera ecuacidn de movimiento, donde, a
diferencia de (3.13), el término (9/3¢)¢” esic contenido en la misma.

La ecuacidn resultante es,

_ ‘ 2ue 1 . ~ 5
Crom =) 4 s (G + eyyy Foe =0 (3.23)

que puesta en su forma hermitica tenemos.

. Qi(’ l r ) ,
0= (v -%—m, + m( wb Sy )Yy P
210 -~ . 1
IR 2 B T Y
| 37“2]!, Yy (o + Qm'y) P
21 I: 5( 2 2m) 2 [: (2 24)
o ey e 2 — sy U R
Jm2 ! : 3m?

Cs pertinente hacer algunas comentarios del desarrollo matemdtico que nos ha Hevado ala
ccvacion (3.24). La expresion oviginal (3.13) en realidad no es una ccuacion de movinuen-
10, porque parece ser un sistema de ccuaciones diferenciales de primer orden pero el (ér-

mino (&/90)y" nunca aparece. Esto obviamente es consecuencia de que los grados de
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libertad que se necesitan para describir ¢l campo de espin 3/2 (8 componentes para cuatro
provecciones de espin = 1/2,43/2 v dos valores. positivo v negativos. de encrgia) son
menores que ¢l namero de componentes de v, por lo tanto no todas las componcentes de
¥ son independientes. Ha sido necesario dertvar covariantemente esta ecuacton para ob
tener las relactones de restrice1dn, que al sustituirlas de regreso en (3.13) obtenemos una
verdadera ecuacidn de movimicnto, digase (3.24). Entonces decimos gue el sistema (3.13),
que implica ciertas restricciones, v por lo tanto no califica como una verdadera ccuacion
de movimiento, es cquivalente al sistema (3.24). que no implica las restricciones. si no
mads bien. ya las nieneinclmdas. en el sentido de que ambas fienen lus mismas soluciones
y que ademas preserva ta condiciones de restriccion en ¢l tiempo. como 1o muestran en la
Ref. [10]. y como ellos nusmos lo afirman, contiene menos iformacion que la ccuacion
original de RS porque no implica las restricciones. Sin embargo tenenmos i ganuncia de
quc es una verdadera ecuacion de movimien(o.

Hemos sobrevenido un primer inconveniente de la deseripeidn ded campo de espin 3/2
de Rarita-Schwinger. Sin embargo, el marco de RS sufre de un problema adicional grave
guc no podemos remediar de alguna manera parccida a lo que hicimos en parrafos ante-
riores. Para entender este problema adicional de la descnipeion de RS, detengdmonos un
poco y recordemos como son descritos matemdlicamente los campos quc tienen propa-

gacion ondulatoria.

3.5.1. Propagacion Ondulatoria de los Campos

La propagacién ondulatoria esta asociada con sistemas hiperbélicos de ecuaciones di-
ferenciales parciales. Estos sistemas hiperbdlicos son uno de los tres lipos principales
de sislemas de ccuaciones diferenciales parciales y se diferencian de Jos otros dos tipos,
clipticos y parabdlicos, en que las soluciones en un punto dado dependen sdlo de una pe-
queia parle de los datos en tiempos y posiciones anteriores. micntras que en los sistemas
de lipo cliptico las soluctones en cada punto estdn acopladas a todos y cada uno de los
demas puntos dcl espacio, y en los parabdlicos, las soluctones dependen de lo que hava
pasado anterormente ¢n todos los punlos del espacio. Los sistemis hiperbélicos permiten
plantcar un problensa de valor inicial (especihcacion de condiciones de Cauchy) sobre una

clase de superfices “espacialoides”™ y cuyas solucinnes a cste probiema poseen frentes de
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onda que propagan a lo largo de rayos con una velocidad finiti, Los riryos que pasan a
través de cualguier punto lorman un cono de rayos que s enteramente determmado pot
Jos coehicientes de las denvadas mis altas del sistema de ccuaciones (para sistemas de
orden menor o 1gual que dos). Asi que para sistemas hiperbohcos, cuando los acoplamien
tos ocurran s6lo en las derivadas de mis bajo orden. ¢l cono de rayos queda intacto y es
1déntico al del caso libre. La ecuacion de Klein-Gordon y la ecuacion de Dirac <on un
claro ¢jemplo de sislemas hiperbélicos. y que por tanto, cuando se acoplan a un campo
por medio de derivadas de mds bajo orden preservan este cono. Para espines mayores a
[/2, las ccuaciones libres no son hiperbdlicas, st no que constituyen un sistema degene-
rado porque implican restricciones. como en el caso de Rarita-Schwinger para espin 3/2
como lo acabamos de ver anteriormente en este capitulo. Sin emburgo, se demuestra que
estos sistemas son equivalentes a un sistema hiperbélico que describe propagacion ondu-
latoria, suplementado con restricciones adicionales gue son conservadas en ¢l tiempo. tal
y como lo vimos con el caso del formalismo de Rarita-Schwinger. Empero, al introducir
un acoplamiento por medio de las derivadas mds bajas al caso libre, el sistema resultante
cesa de ser un sistema hiperbdlico y el cono de rayos ya no coincide con el cono para
el caso hibre. El criterio especifico utilizado para determinar s un sistema de ccuaciones
diferenciales parciales permanece hiperbélico es presentado en los articulos de [ 10, 1]y
es comun llamarlo criterio de Courant-Hilbert debido a que este es mencionado en ¢l Iibro
de métodos matemdticos de los mismos autores [22]. El criterio involucra el cdlculo del
determinunte caracteristico, que es el determinante obtenido de la matriz de coclicientes
del sistema de ecuaciones difcrenciales parciales con s6lo los términos nids altos en las
derivadas y reemplazando :9, = F, con n,. Este determinante denotado como /)(n) al
igualarlo a cero determina las normales n,, a las superficies caracteristicas del sistema de
ecuaciones diferenciales parciales. de lo cual se puede deducir si el sistema es liperbélico
O si uene incorporadas restricciones.

A modo de cjemplo, aplicamos el criterio de Courant-Hilbert en la ecuacidn de Dirac
acoplada a un campo electromagnético. LLa ecuacién de Dirac acoplada @ un campo clec-
tromagnético, se lleva a cabo mediante la prescripcién minima donde uno sustituye /7, por
7, = %, + ¢4, . donde g es la carga de la particula y /1, es el cuadri-potencial electromag-
nético. IZsta prescripcidn constituye un acoplamiento por medio de la derivada de mds bajo

orden. Lntonces, la ecuacion de Dirac libre, después del acoplamiento /2, — 7, resulta
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cn el sistemit,
(#F =)o = (v =)o = (5, 0" + g, A - e 0, (325

de tal forma que la matriz de coeficientes que incluye $6lo fos términos con las denvadas
de mds alto orden y con la susttucién de 3, por ., la cual Hamarcmos (los indices de

Dirac se han suprumido como es acostumbrado) 7, es simplemente.

T = (3.20)

Por tanto, e) deternmnante caracteristico /() = |+, n"| = O inplica.

D(n) = ((°) = (") = (%Y = () = (w0 (3.2

Ef criterio de Courant-Hilbert dice que el sistema de ecuacrones diferenciales paroiales.
en csle caso (3.25). scrd hiperbolico si las soluciones para 72" al resolver (3.27) son todas
reales para cualquier n = (' 0% n?). Como en este caso fas soluciones an® estdn dadas

por,

770 = :{:V/_(‘;I'll)z 4+ (7?2)2 - (713:)2. |328)

y estas son reales para todo n, y por lo tanto, (3.25) constituye un sistema de ecuaciones
hiperbdlico después de] acoplamiento.

Después de haber presentado este pequenio ejemplo del criterio de Courant-Hilberi
para cl caso de la ecuacién de Dirac. regresamos al caso descrito por el marco de Ranta-
Schwinger y enseguida, en la siguiente subseccion aplicamos el criterio de Courant-Hilbert

al sistema (3.24) para determinar en que casos es hiperbélico.

3.5.2. Acausalidad en la propagacion de las soluciones cu Rarita-Schwinger

Cs claro que la matriz T, * contiene sélo los siguienles Wrnnnos.

2 . ~ Do ~ N
T, = ng 4+ —=n, ¥ Y+ =1 vy
d G RITTE Y RITTE
2w = " e ~
(e i iy T (3.29)
YT



y la condicion caracteristica (f2{s) — 0) caleulada para esta matriz. como Jo muestien
cn (10} y comprobada independicniemente con las rutias en Maple presentadas en ¢l
apéndice C. tene la forma covariante

vy 1 2 ) AN .
Diny = {02yt ( " ) (P ) = (330
RINK )

7

cuyas soluciones para 7” son cuatro raices negativas y cualrd positivas,

TR \/”I}' CERTR R TN (331

y ademais otras ocho ratces de la forme,

G TR TR
Jn? - &A(B w)y(l - 2B )
e _L_\/ { %_)_ ( - - ) (132)
1232 —
donde hemos tomado & = 2-/(3n° Yy ny = n'ony, = 0?0, = &' pma mayor claridad en

fas formula< Claramente todas las ocho rafces en (3.31) son reales para cualguier ne in
el caso de las raices en (3 32). la condicién para que sean reales ex que el radicando sca
positivo. La condicion sobre el radicando puede ser expresada como una condicion com
pacta sobre el campo magnético B si tomamos B - n = 1Binfcos A Con esta expresion

cn cuenta el radcal nene 1a forma,

VInt = 2B -m)2H{1 = 2B = /(n? — (A|B]|njcos V2 (1 — L2137
= /(N1 = k2B eas? N {1 — L2137
Ahora. ya que
0 < cos? A< 1.
= 0 < K B%cos? A < KB
= 02> k" Bleos’ A > - kB,

= 121-k"B?cos’A>1-LB".

cnlonces, s se cumple que.

“~
\
—

PR < (3 33)
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ambos factores en el radicando. (1 — A*B%cos™ \) y (1 — A7137), serdn positivos vy por
tanto fas raices en (3.32) serdn todax reales. Esto determina o hiperbolicidad de la nueva
ecuacion de movimicnto de RS (3.24) para regiones del espacio tiempo donde [a magni
wd del campo s 1o suficientemente débil, en ¢! sentido de (3.33)0 st obviaimente no
es ninguna propiedad deseable de Ja ecuacidn de movimiento. [ste scgundo problema cs
considerado no esencial por Velo y Zwanziger, en el sentido de que es posible suponer gue
siempre existe al menos un marco de referencia donde (3.33) e vilida pava todo punto del
espacio-tiempo; En este situacién, hablamos de que estamos en el caso de “campo débil™.
Cntonces. en el caso de campo débil. el sistema de ecunaciones (3.24) representa un sistema
hiperbdlico y es apropiado para describir la propagacion ondulatora del campo. Adn en
el caso de campo débil, el formalismo de Rarita-Schwinger presenta otro, y mas esencial,
problema grave. El hecho de que el Lagrangiano sea un escalar de LLorentz, que la ecuacion
de movimiento lenga una forma covariante y que sca huperbdlica, no garantiza quce las solu-
ciones satistagan la causalidad, es decir, se propaguen a velocidades menores que la de
ta luz en el vacio. Este es el conocido problemi de causalidud de Velo-Zwanziger que
ellos reportaron junto con las demas sttuaciones problenyiticas que hemos mencionado en
este capitulo. Para ver como surge este problema con las ccuaciones de Ranta-Schwinger,
recordemos que para ecuaciones hiperbélicas, la mdxima velocidad de propagacion de las
senales es 1gual a Ja pendiente de Jas superficies caracteristicas. Las superficies caracteris-
ticas para las ecuaciones de Rarita-Schwinger determinadas mediante la ecuacién (3.24)
no son todas langentes al cono de luz, de manera que existen superficies caracteristicas
“espacialoides’™ que pasan por todos los puntos donde ¢l tensor electromagnético no sc
anula. Consecuentemente algunas sefales son propagadas a velocidades mayores que la
de la luz. De hecho, tomando 7, = (1,0.0,0). que es una normal “temporaloide”, el
segundo factor de (3.30) se convierte en,

1 _Zio.)?]:ﬁ -0, (3.34)
iz
y en cualquier punto donde 7, 5 (. existe un marco de Lorentz ¢n donde esta dltima
expresion se satisface y entonces la superficie cuya normal ¢s (£.0.0.0). es una superli-
cie caracteristica. Elcono que tiene como normal al vector (1.0.0 0 ¢s de hecho un cono

“colapsado’ hasta el plano de las componentes espaciales, y por tanto permite propagacion

de solucsones a velocidades inlinitas. Para que esto no sucediera todas las superlices carac-
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[ngura 3.1: Colapso del cono de luz

teristicas deberian ser a lo mds tangentes al cono de luz. En la figura 3.1 vemos como un
cono que se va colpasando hasta el plano de las componentes espaciales tiene una normal
que tiende a (1,0,0.0). En el siguiente capitulo introducimos el formahsmo original de
esta tesis para el rastreo de estados con espin y masa bien defimdos que nos permutird una
descripcion de particulas con espin 3/2 libre de varios de los problemas que aqucjan al

marco de Rarita-Schwinger.
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Capitulo 4

Rastreo de estados con espin y masa

unicos sobre la capa de la masa

4.1. Introduccion

Habiendo visto la descripcion estandar actual del campo de espin 3/2, llamado marco
de Rarita-Schwinger y todos sus problemas relacionados en el capitulo anterior, tornamos
nuestra atencion a los fundamentos tedricos basicos en la descripcion de estados fisicos
de particulas mediante el estudio del grupo de simetrias del espacio-tiempo, ¢l grupo de
Poincaré, y a partir de estas bases soélidas proponer una forma de rastrear estados con
espin y masa bien defimidos sobre la capa de la masa para ¢l campo libre El estudio
del acoplamiento de esta nueva descripcién del campo con un potencial electromagnélico
externo serd tema del siguiente capitulo.

Como punto de partida inicial, resumamos los varios problemas que surgen en la des-

cripcion del campo de espin 3/2 en el marco de Rarita-Schwinger.

. La primera caracteristica negativa que resalta a la vista es que cl Lagrangiano e
Rarita-Schwinger depende de un pardmetro libre A. Es un punto obvio que fas
propiedades fisicas de una particula fundamental, como ¢l tensor de momento
energia, no debe depender de un parametro libre. v de hecho este es el caso. Incluso.
se puede demostrar que la matriz de dispersion S no depende del pardmetro 1 [25]

A pesar de esto, ¢l parametro A ain deja su huella en la forma de otro parametro
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“olf-shell™, =, que entra en varios vértices {2 — 5 ~ [3) . donde [3 representa un

boson [23, 24, 26, 27]. y que imtroduce un clemento de ambigiicdad en ta teoria. 1.a
libertad que representa el pardmetro A yelicya la invanancia del Lagrangiano bajo

las asf llamadas transformaciones puntuales |23, 24|, que mezclan los dos sectlores

1+

con espin 5y 27 residentes en el campo de Rarita-Schwinger ademds del sector

con espin 3~

Los frentes de onda dc las soluciones clasicas se propagan a velocidad mayor que la

de la luz, problema encontrado por Velo y Zwanziger | 10].

La cuantizacion del campo de espin 3/2 resulta ser inconsistente con la covanancia

de Lorentz. observacion reportada por Johnson y Sudarshan [9].

Debido a esta serie de delectos en el formalismo dc Rartta-Schwinger, nos hemos

convencido que las Ecs.(3.4) y (3.5) obtemdas mediante el Lagrangiano (3.10) no son

apropiadas para describir particulas con espin 3/2. Es por eso que debemos replantear la

estrategia usada para conseguir una descripcién consistente de tales particulas. Como lo

hemos senalado en el capitulo 2. creemos que la mejor guia estd en la teoria de grupos. o

mo ya nos lo ha hecho ver asi Wigner [13]. Los principios de stmetria en la naturaleza son

Jos conceptos mds generales de los que se puede partir para encontrar las leyes que langen.

LLa logica dentro de la teoria de grupos prescribe un camino bastanie obvio en la obtencién

de ecuaciones relativistas de movimiento para un campo libre, como ¢s mencionado cn

[16]:

Obtener un Lagrangiano para el caso libre. el cual tenga como consecuencia una

ecuacidén de movimiento de la forma,
J s}
11 <'m —_(9) W (z) = 0. (4.1)
¢ i

donde II es un operador diferencial lineal {usualmente del primer ¢ segundo orden
9
dri
onda. Esta ecuacién diferencial de onda puede scr transformada en una ccuacién

end, = ) y s una matriz respecto de los indices de Lorentz dc la funcion de

algebraica mediante una transformada de FFourier v obtencr,

N, p)* 507 (p) = 0. (4.2)
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donde tanto ¢' como % se¢ transforman de acuerdo a la misma representacion del

arupo de Lorentz. Esta ecuacion de onda debe satisfacer las sigutentes propiediles
a) Ser relativisticamente covarante, es decir, debe garantizar,
A - ‘ !
Mo A7) b (A Ty = 00 (4.3)

donde A es una transformacién propia del grupo de Lorentz.

b) Cada componente de tas soluciones a esta ecuacidn debe cumplir la condicidn

de la “capa de la masa™,

(1)2 — /),"‘]f])', — 1) 4 4)

¢) S1 ¢ se transforma de acuerdo a la representacion (u. v) del grupo de Lorentz.
entonces ticne un contenido de momento angularigual afu — ¢ oy <7 (w1 i),
y si 1y ¢ son los dos distintox de ccro, la funcion de onda ) tiene con-
temido multiespin como ya lo habiamos sefialado anteriormente. Para que las
soluciones a la ecuacién de movimicnto correspondan a pirticulas con exta-
dos con tnico espin (6 helicidad si la particula no tiene masa). [1(:n. p) debe
actuar como una matriz de proveccion |16] para seleccionar las componentes

deseadas de ¢ (p).

Posteriormente, el acoplamiento con un campo electromagnético externo es llevado
a cabo mediante la sustitucidn minima P — %, como es prescrito en electrod-
indmica cudntica [28], para encontrar la ecuacién de movimiento en interaccion con

el campo del fotén,
N, m)" e ' (p) = 0. (4.5)

En caso de que esta Glima ecuacidn no represente una ecuacion de movimiento ge-
nuina, debe denvarse covariantemente para obtener las condiciones auxtliares nece-

sarias que al ser incorporadas produzcan una verdadera ecuacion de movimiento.

Aparentemente, esta prescripcion es llevada a cabo en el formahsino de Rarita-Schwinger.

va gue cumple con los puntos seialados al construir la ecuacion Jibre, pero despuds del
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acoplamiento no describe una propagacidn causal de la componente con espin 3/20 va
que las componentes con espin 1/2 no son proyectadas fuera totalmente, v en fa presen-
cra del campo clectromagnético tienen un acoplamicento no trivial que nterhere con
buena propagacion de la componente de espin 3/2. La construccion del marco de Rarita-
Schwinger sigue parcialmente los mismos pasos levados a cabo en la descripaion de ex-
pines mds bajos y por esta razon no resulta rgual de exitoso que estos. Lxisten muchas
razones a las que uno le pudiera atribuir los defectos en el marco de Rarita-Scwhinger. 1:p
esta lesis retomamos laidea presentada en [29] que el defecto més importante reside en cl
principio gue guia la obtencion de [1{m . ») como un corrccto proyector sobre ¢l estado de
espin descado segun loindicado en el tercer inciso de la prescripeion ldgica para L obten-
c1dn de una ccnacidn de rnovimiento covariante. Stel campo 1 se transforma de acuerdo

la representacion (. o) de Lorentz, la ecuacion de movinniento (4. 1) debe tener fa forma.
Plmssiy = (406

donde P % es un operador, en general matricial (hemos omitido todos los indices por
simplicidad), que proyecta el estado de espin deseado, sx. que estd contenido en la repre-
sentacion. Generalmente uno estd interesado en ¢l estado con mds alto espin dentro de la
representacion. pero lambién podemos considerar proyectores parit el resto de los estados
gue corresponden a todo el “espectro” de espin |u — v| < s < (u + v) contemdo en Ja re-
presentacion (u, ). Las caracteristicas principales de estos operadores. que son [amados

proyectores covariantes, son:
[P(m‘c)]2 — /}:)(m.q)»
E p(nl:n‘) =1

H Pl =0, (4.7)

donde el | en la segunda propiedad es el operador identidad apropiado ¢n cl ¢spacio de re-
presentacion y ademas, por simplicidad. hemos omitido los indices matriciales gue pucden
Nevar estos operadores. En los casos de las ecuaciones para espin O y espin |, que corres-
ponden a la ecuacion de Klemn-Gordon y a la de Dirac, respectivamente, ¢l contenido de
espin es tnico y no hay nada que proyectar con lo que respecta a este. 2stas ccuaciones se

pueden poner en Ja forma (4.0). Sin embargo, ¢l significado dcl proyector es muy distinto
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en cada una. La ccuacion de Klemn-Gordon part espin (), es una ecuacién de movinuento

qQue proyecla un estado de masa unica,

/_".‘
{ ,}0 Ly, (4 8)
-

y la ccuacidn de Dirac paa fernmones con espin 172, proyecta un estado can pandad umica

{}{)-i r”]“ = 1
w

P —n
- ==y (19)
22!

Para ¢l caso de espin [, descrito por fa ecuacidn de Proca, el espacio de representacion

para particalas y antiparticulas.

de Lorentz es (5. 1) y tiene un contemdo de espin O y 1. por o tanta. ki ecuacton en este

€aso si gebe scervir para provectal ¢l estado con espin |,y como es mostrado en | 30], L

ecuacion de Proca se pucde poner de la forma,
P,.(,:l s=1 -Ap — rp(m)p‘[‘:/:l)Au . /'l“. l‘4 I())

donde P es el proyector sobre la inasa m y PE= el proyecior sobre el cstado con espin
). Encl casode espin 3/2 también tenemas una degeneracidn de espin en la representacion,
sin embaigo, 1a ¢cuacion de movimiento de Rarita-Schwinger no tiene Ja forma (4.6)
Esto lo podenwos ver facilmente si rescribimos Ja ecuacion de Rarita-Schwinger, como o
142 1z . o
hecho en |27], usando los proyeciores PR/2 P4y Py i6¢ asi Hamados operadores

“ 172 1/%
“switch”™, P4 v PL? de 1a forma,

- "

(P2 — 2P (p e ) = VBm(PY Y + P e = (411

: s A ; (172 1/2
El operador PG/ es el proyector de estados con espin 3/2 y el operador P72 — Pl 4 py/&

ex el proyector sobre estados con espin 1/2. En forma cxplicita, todos estos aperadores ¢s-



in dados por|27],

\n ] 1
p::fj_l - O;»‘" = /-‘}lx\l' ._'Z(V)‘/,:/'I i //"._,':,.]’) (! |2)
3 3
o L e | 1 -
DU = 2 s = b CHNY
11 1‘ ‘{ 3 B !
/7 by
A 4 14)
< g 20
1
[y 1 . .
Po = '\/'3,7("&.1«/ — PVl CHIS)
FERRY l N
P’[zlll-//u/ =T I.‘Ih.vﬂp!/ Pl ] 4 1m
(N

St uno insiste en dejar fuera las dos componentes con espin 1/2 presenle en el camypxy
de Rarita-Schwinger de (al manera gue atin en presencia del campo exierno ostas sigin
quedando proyectadas fuera, debemos oblener una ecuactdn de MOVIIICHLO Puris ¢l Ldso
libie que. al ser acoplada. no permita que los estados con espines mas bajos enreit ¢ jueeo
y destruyan la causahdad de |2 propagacion. Requerimos que esta ecuacion de onda teng.
la forma (4.6) y cumpla todas las propredades anteriormcente descnitas. En las sigwientes
secciones oblendremos ¢l proyector covarianie sobre masa dnica y espin 3/2, DI s bty
la ecuacidn de movirmiento correspondienie deseada que aparecen en |30] pero mediante
un desarrolio allernativo. Este desarrol!o tendrd una consecucncia muy importante al con-
siderar ecuaciones de movimiento para cspines mayores gue 3/2, siendo esta consecucncia
un resultado original de la tesis. En el siguiente capitulo acoplaremos el campo de espin
3/2 a un campo electromagnénco exicrno v estudiaremos la propagacion de las soluciones

a nivel clasico.

4.2. Construccién del proyector PV

Aunque el tema de la tesis se centra en el estudio de particulas con espin 3/2 deseri-
tas por ¢l cuadn-espinor ¢+, que se tansforma de acuerdo it la representacion del nrupo
de Lorentz (5. 3) & [(3.0) (0. 1) 1. en este capitulo canmideraremon hiecuentemente Ly
consecuencia de la teoria para espines fraccionarios atn mds altos desartos pin ¢l 1en-
sor de Lorentz tolalmente simétrico de rango A con espinores de Dirac coma compo

nentes, ¥, . ., Y buscaremos la forma general que debe tencer el operador, 777 Y en i
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ecuaction
YA PR (417

para proycctar sobre la capa de la masa el estado con espin mds arande contenido en

] En estu ecuacidn, ¢ representa un entado que se transforma de acverdo a o

50 (03);

J
e e

representacion.

pero cuyo contenido de masa y espin son DNICos, especthcamente v~y Como va la
habiamos visto anteriormente, este Lpo de representaciones del grupo de Lorentz que con-
sisten en productos lensoriales de repiesentaciones ntihizadas pata desciibir espines ns
bajos, contienen al estado con espin mis alto de interés, sy = A < | pero wmhién extados
con espines mds bajos (s — 1) (sa — 2), ete. Es la labor de) proyector P ) de deyar
fuera estas componentes. Pero también es tarea de este operador seleccionar la correcta
masa de) estado, es decir, también es un proyector respecto de la masa. Consklercmos ¢i
caso denterés para espin 3/2 descrio por 4, este cuadri-csprnor se transforma de acuerdo

a la representacién de Lorenlz,

G600 D) ()

El lado derecho de esta expresion nos 1ndica ¢l contenido reducible de representaciones
de Lorentz dentro de o,. Cada repiesentacién dentro de esta suma directa cs irreducible
Recordemos que cvalquics representacion irreducible del grupo de Jooremz, (~. 540, €s
etiquetada poc los asi Namados espin 1zquierdo («;) v espin derccho (sg). que son los
eigenvalores de Jos dos operadores Casimir de) grupo, Sy,” = HI 4+ K)y

Sr’ = }(J = 1K) donde I y K s0n Jos generadores de rolaciones y de (ransformacioncs
puras de Lorentz (boost) que acluan en el espacio que sirve como basc para la representa-
adn (s;,, sy). Bl contenido de espin ea una representacion irceducible de Loreniz (v) sy
va desde s, — sg| hasta s, + sg| De aqui que la representacion con respecto o L cual
se trasforma ¥, conuiene estados con espin 1/2 y 3/2. Considerando Lis pandades de los
estados de Ia representacion de la parte vectorial y espinonal, fos que sparecen especi-

licamente en la representacidn (5 3} & [(5.0) e (0.5)] son 1/27 (1/2) v (3/2) . ya
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que la parte vectorial con puridad natural corresponde a un cuadrivector polar con espines
(U'.1 )y para la parte espmonal tomamos un estado con paridad positiva.

Una vez encontrado el operador P~ a ecuacion (4.17) se convieric en una ccuacion
de movimiento para el estado con espin sa. En el caso de campos con espines bajos (s - ()
y & = 1/2). extus ecuaciones de movimiento han sido obtemdas basindose simplemente
en Ja accion del primer operador Casimir del giupo de Poincaré que es 172, Por cjemplo,
la ecuacion de Klein-Gordon para particulas con espin O no ¢s otra cosa que el problema

de eigenvalores de /72,
P = o, (419

y la ecuacion de Dirac resulta de linearizar la ecuacion de Proca.

2 — — D
Po={(L-&-p)F4d ple=nao
= (- p)y — mo. (4.2
(L4 a-p)d = iy (4.2
endonde v = (J2 + & - p) y cslas ecuaciones ticnen como consccuencia la ecuacion

de Dirac (Fyg — I - plv = mw, como es bien sabido. Sin embargo. /7% no es ¢l Gnico
operador Casimir del grupo de Poinicaré; existe un operador Casimir mds. ¢l operacdor W=
gue se conoce como el cuadrado del operador de Pauli-Lubanski. Se puede decir que
este operador tiene codificada mds informacién acerca del momento angular ntrinseco
de la particula que el operador P* como se argumentard en la sizuiente seccion donde

introducimos a €ste operador W?.

4.2.1. El operador de Pauli-Lubanski y el segundo Casimir del grupo

de Poincaré
La definicidn matemitica del operador de Pauli-Lubanski es,
1 vocy 49
W, = =Cun g M7 (422)

donde el tensor A/ es la forma compacta de escribir Jos gencradores de rotacion y boost

del grupo de Lorentz. que, junto con los generadozes de traslaciones. /” . conforman todos
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los generadores para el grupo de Pomcaré. El estructura especifica de /" en base a los

eencradores de rotaciones, J. v a los generadores de boost, K. es la siguiente

=N, =N, =N

N, 0 S, -/,
M,. = ‘ (4.23)
Ny . i J,

Koody 0

Se puede demostrar que (4.22) satisface las siguientes relaciones de conmutaciin:

(M Wol = =294, W0 = ga V) (4.24)
(W, 70 =0, (4.25)
WL W = —acg e W Y (4.26)

cs decir. ¢) operador de Pauli-Lubanski se transforma como un cuadrivector hajo transfor-

maciones de Lorentz. Mds atin. el cuadrado de este operador, es decir,

e 1l .
W2 = (3(,”,‘.;1\1"“f*"> (;.-,r“,\_..,.f\/"'/"') 4 (4.27)

<

conmuta con todos los generadores del grupo de Poincaré, por lo que es es un operador in-
variante de grupo u operador Casimir. Por tanto, cualquier estado cudntico de una particula
debe ser eigenvector tanto de 2 como de W2, ya que estos operadores conmntan con to-
dos los generadores de las simetrias del espacio-tiempo. Un eslado puro de una particula
debe adicionalmente estar etiquetado con los eigenvalores de un conjunto miximo de ope-
radores mutuamente conmutantes. La eleccton de este conjunto no es Unica, sin cinbargo.
el conjunto mas apropiado para estudiar las representaciones del grupo de Poincaré es
aquél en el que, ademas de ctiquetar a los estados con los cigenvalores de /72 y W, se
utilizan los eigenvalores del operador de cuadrimomento ~* y del operador de helicidad
J - P/p.donde J es el generador de rotaciones. P ¢s la parte espacial del cuadrimomento
6 momento lineal y p la magnitud del eigenvalor de este Gltimo para ¢l estado que se es-
tudia. Estos cuatro operadores son mutuamente conmutantes. yi quc, se puede demostrar

trivialmente a partir del algebra de los operadores de Poincard que,

(J P PR = [P+ gl 4 Sy 177 = 0 (4.28)
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Ademads los dos Casimires conmutan con J - Py con /7. Por lo tanto las etiquetas gque
puede llevar un estado puro en esta base son la miasa 11 que es el cigenvalor de 179, < que
es proporcional al eigenvalor de W2 (como haremos ver mas adelinte). \ que os el cigen
valorde J P/py p” p' . p* 1 que <on los eigenvalores correspondientes a los operadores
PO PPy P3Sin embargo, como cstamos estudiando en este momento particulas li-
bres, estas deben satisfacer el requerimiento relativista que se lee,

[)'3 . (r)n)'z - (})1)2 _ (1,'..')2 o ('I-)J)’Z - ,”’_’ (429)
Asi que de los 5 operadores PV PL122 23y 1725610 4 son independientes Elegimos
aP =< PP Lya P2 como los 4 operadores independientes para cliquetar Jos
estados. En conclusion, un estado puro en la base que hemos seleccionado con ¢l conjunto

médximo de operadores mutuamente conmutantes anteriormente mencronados, se especifi-

ca como,
[0 s;p A (4.30)

Aun falta ver como el espin s de la particula esta asociado con el eigenvalor de W2 como
se acert6 previamente. Para una particula que tiene una helicidad dehnida y gue se encuen-
tra en su marco de reposo. el estado cudntico en e} que s¢ encuentra s¢ especilica como

m s:0 A) = '0 A). por simplicidad. En cste marco de reposo se cumple,
ProN)y =10 M) p", 7= (mn.0) (4.31)

1
Wil0X) = 56 pag M P70 A)

1
= §<,‘.,“nM”°/’°|0 A)

1 . [%s) \
= 5/?1(‘“,00/\‘1 |O ,\}

0. =10
= (4.32)
mJJON). =123
En el marco de reposo el vnico momento angular que puede poscer la particula es el

intrinseco 6 espin. De tal forma y por (4.32),
W0 A = 1?0 \)

= —m2J%0 \)

= —m’s(s 4+ 10 \) (4.33)
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Para tener una mayor familiaricdad con los cigenvalores que cuigquelan a los cstados, se
preficre usar v en lugar de «2, ya que son proporcionales. Sin embargo, este uso, i pre
normalmente a malinterpretaciones. Por ejemplo. esta convencion da la sensacion de que
s sequird siendo ¢l eigenvalor de J? si al estacdo |0 \) se le aplica un boost. ponjendolo en
“vuelo™. No es el caso, ya que J? no conmuta con los generadores Iy, de boost una rans-
formacion general de Lorentz(una rotacién y un boost) tenderd a productr un estado que
es una mezcla con diferentes valores para el momento angular J2. Sin embargo, como W+
conmuta con todos los generadores, cualquicy estado, va sea e reposo 6 en moviniiento,
tendrd el mismao eigenvalor w? . Esto es una gran diferencia, Otra mahinterpretacion resulta
cuando s¢ esta tralando a particulas sin masa. Para estas particulas no ¢xiste wn marco in-
herente de reposo como bien se sabe de la relatividad especial, ¢s por ¢so gue estos estados
no s¢ pueden ctiquetar con una s que sc pueda interpretar como espin & momento angolar
intrinscco. Para estas particulas por supuesto ¢l cigenvalor de YW va no es = m=s(s { 1)
Para las particulas que sc conocen sin masa como por cjemplo el foton 6 ¢l neutrino, se
suele decir coloquialmente que tienen espin 1y espin 1/2, 1o cual es realmente desastrozo,
enrealidad =) y —1/2 son los eigenvalores que el operador heheidad puede tomar para
cada una de estas particulas, es decir, corresponden al valor de A y no de ~ que de hecho

no tiene ningldn sentido en este contexto.

4.2.2. Expresiones particulares de YW’ para el sector vectorial y el
espinorial

En el caso de espin s = 3/2, uno busca ecuaciones de movimiento en ¢l espacio de re-
presentacién formado por el producto directo de los espacios de representacion parg espin
1/2 y para espin 1, como se trabaja en el marco de Rarita-Schwinger. El nucvo formalismo
de rastreo de espines altos se basa en utilizar el segundo Casimir del grupo de Poincaré,
W2 por1anto. es indispensable conocer expresiones explicitas para los operadores W, de
los espacios de representacion vectorial y espinorial.

En el caso del espacio de representacion espinorial [(3.0) (0. )] los generadores det
grupo de Lorentz estan dados por.
1 1 1

‘lluu - 50111/ = éille’)v - f];m, = 3‘[7/1' A.‘l-'J (434)
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Por lo tanto, utihzando (4.22) v despues de un poco de dlgebra. el cuadrado del vector de

Pauli-Lubuanski en ¢} espacio de representacion espimorial es.
. 3 - 1 1=
]/\-)- _ ——11,1\_)/ - (41‘\)

- . .o ]
En cuanto al espacio dc representacion vectonal (. 1,) los generadores del grupo de

LLorentz estdn dados por.

|‘l\/1”*.u ;=7 (go[z.{/-v"‘ - ‘(}lh‘yujf) (410)

7

Nucvamente, usando (4.22) y un poco de dlgebra. llegamos a L forma explicita del cundra-

do del operador de Pault-Lubansky para este espacio de representacion.
WS = =20 P 1 (4.37)

Enlo que resta de esta tesis. eslamos interesados en oblener una ecuacion de onda genunm
para la funcion de onda de particulas con espines altos. Asi que en lugar de trabajar con
estados [re s) fisicos de la particula, trabajaremos con la funcién de onda ! donde
por supuesto, el tratamiento es equivalente. Ademds, harémos uso de la sigmiente notacion

mas econdomica.
Ly s b o
Mt — s} (4.38)

En esta notacién, es importante recalcar la accion de los dos operadores Casimir del arupo

de Poincaré, que tienen el mismo efecto sobre Jas funciones de onda,

J')"){m. ~J = mz{m\ ~). 14.39)

VV?{/H( sh= —mns(s + 1i{m. s} t4.40)

Como ya se ha mevcionado anteriormente, Ja Ec.(4.39) ha sido ampliamente usada en la
fornulacion de Lagrangianos para particulas libres en los casos de espines hajos, no asi la
condicidn de espin (4.40). Nosolros tomaremos en cuenta Jos dos operadores sobre bases
iguales, sin preferir a uno de ellos para la obtencién de un proyector covariante sobre un
estado dehnido de masa y espin. En la siguiente seccidn comenzaimos nuestra hiisqueda

para construir el proyector P
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4.2.3. Losoperadores A4

RIS

Para consttuir el proyecton gue tastrea el estado {0~} medunte L ecuzcndsn
Pt <} = {m <) bhasta con constderar primeramentc operadores inds simples, K

que nenen la propredad no de proyvectn un estado con espin so st no s beea amlarlo,
de (al forma que ¢l provector P71 pueda ser construrdoy como un producto de todos los
operadores [N 7 que anulen los cspines no deseados v conserven el estado von espin s

Llamarcmos a estos opetadores antifadores.

Ladefineson del operador A es
j § G =
N N . IRERAN

donde €7, e una constanie que depende de s" i sy que no es o
Resulta ser que el operadot N7 se puede eseribir como una exprestén sencilla en buse
I
2 1o dos operadores castir Wy 77y es precisamente i tazon por la que se consuder.a,

Propomendo la estructura niis sencilla que puede tener IV en base o los Castnnres,
N S L LA S 00 AL (L)

donde 4. v Be son consiantes que sofamente dependen de =", La condicion de que el
operador anule extados con < = ~ impone una condicidn sobee AL v IS
cls A 2
K'Y sy = LA 5 BOP?| (i s
> >
- ] MmTsls - J).'1\—‘.—Iu'/))‘] {7/1 \}

0.
SN
sls - .
A ’
asi que,
o - -’1\;1)1‘)[\/(\’ 1Y — s{~ < T

Como cl operador /v oes de aucsty entera mmspiracion G 1o es su dehimendn tumbidng,
estamos en derecho de astgnar ¢l vador de €70, 0 Obviamente no o vaimos o hacer de
unit forma (olahmente arditraria, si no. UNa QUE \Irva 1 NUESroN Proposios de rastrei tos

eslados deseados.



a operon mis sencilli que tenemos para termina de detinar 0, oy respetan el hecho de

que AL sélo depende de <. cs hacer A 1gual @ uno. Ast entances tenemos,

N0 = W (443

Coppe = 0 1) = s+ 1) (-144)

o

Harcmos uso de estos operadores anuladores para formar el proyector covarante sobte un

estado deseado de masa y espin en la siguiente secaion.

4.2.4.  Obtencidn del Proyector en funcion de los operadores /'™

Ahora. haremos uso de los operadores A para rastrear estados de espin sohre una re-
presentacion genérica de Lorentz con N sectores mvariantes de Poincard, v espimes que
dificren por una umdad, sy, sy, .. sy Para esto. consideremos la siguente ceuacidn co-
variante en el espacio de representacion,

H I\'("'l {HL .s} = II Csn {m. \/S (4.45)
JF J# .

Esta ecuacidn nene las pecuharidades siguientes:

l. El estado {m,, s,} es solucion de esta ecuacién. donde 1, representa una masa

especifica prefijada.

2. Los estados {1, o) nunca son soluciones si sy < s sy y s /s cndependiente

menlte del valor m.

Rescribimos (4.45) como,

T, K
ll,]?h 3 {]n‘ g} — {IH. .\} (4‘-1(7)

l [J#7 ( '“1 m, s,
y hacemos la identificacion del operador en ¢l lado rizquierdo de esta dltmair eccuacidn con

¢l proyector covariante sobre la masa n, y espin s, cs deoir.

I—IJ#_‘_I\' : \)) o 7')( DIy
n,,:,(:..\) My N, -

(4.47)
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Usando Iy base de crgencestiados de 1V7 es fiacd comprobar que exios cocradores cumplen
todas las propredisdes para provectar los estados especificos de espin e g epresentacion

en cuestdn, Tales propredades son.

AR Y L (4 48)
ﬂ Pl Lo (4 19)
NPz (4.50)

S

Laccuacion (4 46) uene todas las propiedades deseadas antenormente ¢nunis ccuacion
de movimento para un esado con masa ri, v espin s, proyectado de entie Jos deniis
estados que estan en la misma representacidn Sin embasgo, es de nolar que ¢l grado mas
grande con el gue aparecen Wy 2 en (4.46) ¢ de 2(\ - T lo gne vgmilica goe en
el espacto de posiciones. cstt ecuacion iepresenta un sisteat de ecuaciones diferencales
de orden 2{ N — 1} y s6lo en el cavo de que haya dos sectores invaranies de Poincare
(N=2) laecuacion seri de segundo orden. Este resultado obviamente predice cevaciones
diferenciales de 410 orden, 610, ete para los pravectores denuo de una representacion
con 1 sectores invarjantes, 4 seclores. cic. Por maltiples rizones que s mencionarn niis
adelante, eslo es uninconveniente. Sin embargo. lambién imds adelante nex encontrarenos
con una forma alternauva de rastrear estados deseados de ¢spin ¥ mase que peinrancZein

como ecuaciones diferenciales cuadrincas para cualquier nimero de sectores mvariantes

4.2.5. Las rcpresentaciones de Lorentz con dos sectores invariantes

de Poincaré

El caso mas sencillo v particular de una representacion genérici do lorentz que e de
interés para nosolros. es aquella que contiene sélo dos sectores invartintes de Poincard
[neste case Hamamos s — v v s = s — 1.y como o hemos mencionado aateriormente,

extamos interesado en proyvectar e) estado con el espin mis alto, como o es en el caso en

‘]A . y 4 ~ 1 l] N s
gue 1@ representacion es | 5. I 20 Rt

0] ¢ (0 {:I] donde ¢l estado denterds es el que

nene un valor de espin 372,

PAIRLIEN

Haciendo uso de (4.43) y (4.44) podemos encontrar el proyector "par el espin imds



alto

Wit (s - s

IO R TES RN RN TENE IO

- - - , |.\f\~[\:—-1) (Jqu
2o\ o s

Iiste proyector covaniante para rastrear el estado con esp/n mds alto de und sepresentacion
(ue conticne 610 dos sectores imvariantes de Potneasé, fo usaremos pard prosect el es
tado con espin /2 en la representacion (1 4y« ((2.0) (0.3} ] conmderando Ly forma
parucular de W2y 172 para estarepresentacion en el siguiente capitulo

Uno desearia que lainici solucién a (4.45) fuera ¢l estado {s, s ) pero noes asie A
pesar de gue los estados en Jos restanies sectores invananies de Poincire ao ~on solucida,
siexisten olras solucianes de fa forma {mr, ~}. pero con espines « que no estinen Lorepie-
sentacion en La que estamos (rabajando. Es ficil verlo, va que (4 45) se puede conveini en
una ecuacton alpebraien al hacer actuar 1odos los operadores Koy mediante extd vetiwion

caractenstica buscar soluciones a (4 43).

II {:'~‘,v1.\ {J:z <} -

]:—,[(“_:"f-\. {”/. \}_

= [[Ca 1T (452)

R pRET

La expresion(4.52) es una ccuacion algebraica para dos inedgnitas 1e y &,y heaw en ge-
neral un ndmerco infinito de soluciones. Aunque, por lo sefalado anterrormente, ningiin
¢stado {m. s} es solucion cuando s caracleriza a alguno de los sectores invariantes de
Poincaré en la representacion que estamos estudiando, excepto, claro, s -= . una cspera
que esto no sea mpedimento algano, debido 2 que el resto de soluctones que acepta (4,451
simplemente no estdn en la repreesentacion en la gue estamos trabajando y Ios operadores
Ioen (4.45) son operadores que actdan solo sobre la vepreseniacion en cuestion

Ls. en cierta manera, un poco desalentador caber que la ecuacion diterenctal de onda parg

rastrear un ¢stado especiiico en und representacion con mas de dos sectores mvarantes
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serd mayor de segundo orden como sc vio en la seccion anterior En la siguiente seccion
proponemos una forma de rastrear ¢l estado mas alto de la representacién sin usar el esque-
ma de los proyectores covarantes, dicho formalismo permite tener siempre una ecuacion
de sceundo orden independientemente del nimero de scctores mvariantes que haya en la

representacion.

4.2.6. Mas alla de los Proyectores Covariantes

Hemos senalado que en la busqueda de una ecuacion de onda para campos con espin

alto. buscamos ecuaciones de onda que tengan la forma,
Pl = (4.53)

ya que este lipo de ecuaciones ha dado buenos resultados para la descripeion de espines
mas bajos. Sin embargo, el orden de la ecuaci6n que resulta depende del nimero de sec-
tores invariantes y solo para ¢l caso en que tenemos dos sectores invariantes oblenemos
una ecuacion de segundo orden en las derivadas. IEs natural preguntarse s1 podemos oble-
ner una ecuacion de onda para cl estado con espin mds alto, s, de una representacion con
N sectores nvariantes de Poincaré que no se base en un operador de proyeccion. st no que
sea una ecuacidn que lenga como solucion el estado méas alto de espin y que sea siempre
de segundo orden.

A continuacién, nos encontraremos con otra forma de rastrear estados con cierto espin,
que difiere sustancialnmiente de (4.45) cuando tenemos més de dos sectores mvariantes de
Poincaré. Esta forma alterna es utilizable cuando uno busca rastrear e/ estado mds alto de
espin en la representacion de interés.

Considere la ecuacion,
K000 s} = Cyy i sn {100 5 (4.54)

Obviamente {my. sx} salistace esta condicién y es por ¢so que la hemos considerado
pero si ademas de aceptar este estado como solucién, aceptaramos otros cslados presentes
en la representacion no tendria ninglin alractivo para nosotros. De manera sorpresiva, en-
contramos que no es el caso y que (4.54) no admite al resto de los sectores invariantes

de Poincaré como soluciones, es decir, estados {nt, s} con (s < sp) no son solucion de
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(4.54).

Nuevamente hacemos uso de la ecuacion caracteristica algebraica de (4.54) para demostrar
que estados con s < sa no son solucidn. Contranamente al caso de la ceuacion (4.45),
aqui no es evidente que esto sea cierto.

La ecuacidn caraclerisuca algebraica es,

Covvms = Cog g o
Como sy~ = >y — L. estadltima ecuacidn se lee,
2 it . 2
m- !(4\.\: — ])4‘-,.\' - .\(.\' + | o= - D \‘IH_:\

LLa ccuacidn caracteristica es una ecuacion algebraica para dos variables, (1. «). Es con-
veniente hacer un cambio de variables para estuwdiar las soluciones. Utilizamos en lugal
del par (mn.s), el par (k. s), donde & = (l)l_,\f/lll)j. Asi que, rescribiendo la ccuacidn ca-
racteristica algebraica en términos de A. encontramos la condicion que debe satisfacer cl

estado (A, 5) para que sea solucién de (4.54):

o= ST ATON TN (4.5%)
26‘\-‘

Entonces, cualquier estado {m. s} al que le corresponden las variables (4. s). que satisfa-
gan (4.55), serd solucion de (4.54). Por la forma en que se defimé & debemos hacer notar
que & > 0. No puede ser igual a cero debido a que mn # 0.

Retomemos Ja demostracidn que estamos tratando de probar, que ahora en tuncién de
las variables A y m, lo que queremos demostrar es que st s < sp ~ L, noexistc una A tal
que (k. s) satisfaga (4.55).

Esta demostracién es muy simple, ya que sy = 1 (Suponemos al menos dos sectores

invanantes de Poincaré) y s > 0, entonces:

o=
l
—
al

D<s <sy—1 = -9+;.<5N_‘

45— .s“,z\, s <0 o T2 NOTON 0 = L0

(%3

LEste Glimo desarrollo muestra pues que, si los estados con espin » < s han de ser solu-

cion de la ecuacion (4.54), nccesariamente deben tener un valor para A menor ¢ igual a
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cero. o que a su vez significa un cociente de masas nia /i imaginario, lo cudl excluve
a estos estados. desde una perspectiva fisica. de ser soluciones a la ccuacion (4.54). I:in
tonces, (4.45) y (4.54) comparten las mismas soluciones. La gran diferencia ¢s que en
la primera, Wy [2 aparecen con grado 2(N — 1) v en la Gluma aparccen con grado 2.
independientemente de cudnlos sectores invariantes de Poincaré existan en Lt represcntit-
cion usada. Es de notar que para ¢l caso en que tenemos sélo dos sectores mvarnantes de
Pomcaré, (4.45) y (4.54) son la misma ecuacion. La ecuacion (4.54) escrita explicitamente

en términos de los Casimires W2y 7 es,

l'(i‘\ V) ] /l,vlf l)l
. {m. s} = ——— ( +osa(sv = i)—,,—j sy = i o) (4.56)

= I 2 2
(NN 2en \ i Wi

donde hemos tomado v — sy — 1 como es ¢l caso para representaciones del tpo

(’—} /,) R fll 0) 7 (0. %JJ l.a ccuacidn (4.56). obtenida a partir de los anuladores, pode-
mos decir abusando del lenguaje. es una ecuacion wiiversal para describir y proyectar ¢l
mds allo espin con una masa nica en los espactos de representacidn, comao el antertor-
mente mencronado, donde tenemos un nimero finito de estados con espines que difieren
por una unidad. Esta ecuacion, volvemos a recalear. es siempre de segundo orden en las

derivadas. debido a que en el espacio de posiciones, los Casimires esidn dados por

. 1 .
W =W W = flg;,‘\ﬁ,,t“m,-u“‘ A (0,)(184).

P2 =00,)09") (4.57)

El hecho de quc Ja ccuacidn de movimiento sea de segundo orden ticne ventajas tanto

matemadticas como fisicas.

4.2.7. Comparacién de ambos esquemas

En esta seccién hacemos una comparacién de los dos esqucinas para ristrear el estado
miés alto de ta representacion, por un lado con la ecuacion (4.45) y por otra parte con la
ccuacion (4.54). En este ¢jemplo consideramos el caso de una representacion con 4 sec-
tores invariantes de Pomncaré que es el caso de la representacion (5.5 o (L 0) - (0.4}
donde el contenido de espin vit desde 1/2 hasta 7/2. y uno desca describir ¢l estido con el

espin mas alto 7/2. La ecuacion {(4.45) para rastrear el estado con espin 7/2 y masa miy

J
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sera,

a3 . 15 N /. ., 35 , ‘
Wea V\/“} - —-)/)' | W+ )-/"'> ':/w ,\'} — |3(i[1(///1‘ ‘,‘-: [T
Jd 4 \ | ) '

(< S¥)

gue obviamente es una ecuacidn diferencial de sexto orden en el espacto de las posiciones

Sin embargo. la ecuacién (4.56) para este caso ¢s,

.
(M/! + %—)P?> Docs) o= =Tnd o <, (4.59)
que seria una ccuacion diferencial de segundo orden como ya lo hemos mencionado. I:n
esta seccion queremos hacer Ja comparacion explicita de las soluciones fisicas y no fisicas
que ambas ccuaciones tienen, ademds de venlicar que las dos hienen como solicion al
estado {rin, 7/2}. Para ver esto. basta con revisar las condiciones algebraicas a las que
se reducen eslas ecuaciones en el cspacio de representacion. Para la primeri ccuacion

tenemaos,

Ha © m o« —-1 (s —E ¢\ - m—li (s - 10~ j\ ;oS
(\-m) {m s} = 1960 ((-}-]) 4)(,. 1) L])(A(‘ l- 1 ."’){n '

{4.60)

de manera que,

/IU_,\-'\ v ] v \35 J~5 3)
;\‘ = . = - - .'{ < _ - slx = v oo - | 2 . 4( 1
! l\ m ) Jz()[) (S‘R—Fl) 4> (5( 1) 4) (%( ) 4 (\ ) )

P

y entonces, cualguier estado quc tenga espin s v masa /= m /(4" que satisfagan
esta ecuacion algebraica, seri solucidn de la ecuacidn (4.58). Para la ecuacion de sceundo
orden, obtenenios Ja siguiente expresion algebraica.

(ﬂ)’ {m. s} = % (s(s +1) - —%—\?> {m. s}. (4.62)

i

asi quc en este caso.

/II‘-\!\2 1 / . ))r)
Fa < R O R R (4.63)
m 7\ 1,
. e e e . 72 4 >
y los estados con espin s y masa m = i /k7 que scan solueidn de esta ceuacion

algebraica, serdn solucion de la ccuacion (4.58). A continuacidn graficamos estas dos fun-

ciones algebraicas Ay (s) y Aa(s).
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() ntervalode s = Das = (b) Intervalo de « 0O g~

(vi-1

Thoura 4.1 Grélica de la Funcion L (s)

En Jos dos casos, a cualquicr espin s, le corresponde un valor de A, wl que ¢l estado
{n1,, s} es solucidn de la ecuacion caracteristic algebraica (4.58) 6 de (4.59), va sca que
wy o= /(K0S ey = nea /IR, respectivaniente. Sin embargo. todas estas solu-
ciones exceplo una, son soluciones de Ja ecuacidn diferencial respectiva. [sto se debe a
que en ¢l espacio de 1a representacidn que estamos lrabajzndo hay solo unt conjunto nnito
de valores que puede (omar la variable s. ademds, para algunos valores de s que st ¢stan
en la representacion, el valor de & implica una masa infinita & masa imagmaria. Especih-
camente para el espacio de representacidon de este ejemplo. Jos valores posibles de espin
son 7/2, 512, 3/2 y 1/2, y como muestra la figura 4.1, los estados con s = 5/2, ~ = 3/2
y s = 1/2 deben tener un valor Ay (s) = 0 para ser solucién de la ecuacion (4.58), s
embargo, ¢ste valor de &) implica una masa infinita para estos estados, por lo tanto no son
soluciones fisicas de la ecuacién. De la nusma mancra, podemos notar en la figura 4.2
que los cstados con espin s = 1/2y & = 3/2 no son soluciones a la ccuacion diferencial
(4.59) ya que estos estados tienen masas imaginarias puesto que Ay (s) < 0. El estado con
s = 52 tampoco ey una solucion fisica ya que. igual que ¢ el caso de lu ota ccuacion, la
masa del estado es imbnita Bs facil constatar que, para ambas ccuaciones la trnca sohicion

fisicaesel estado {min - = 7/2%

/=
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Fygura 4 2. Grihca de Lo Funcidn Lo (<)
4.3. Conclusion

Los resultados principales de este capitido son Jas dos ecuaciones que hemos obienido
para tastrear el estado con espin mas alto en una representacidon del grupo de Poincaié, la
ccuacion (4.45) que esta bisada en el concepto de proyectores covariantes, vy la conacion
(4.54} que esta basada en el concepto de los operadores A 6 anuladores, Hemos weia
lado que la principal venlaja de és1a Gliima ecuacién es la de ser de segundo orden para
cualguer representacson, sin embargo, como en lo que resta de Jalesis nos entocaremos
explicitamente al rasireo de espin 3/2 en una representacion que cuenta con solo dos sec-
tores invarianles, los dos formalismos producen la misma ccuacion duerencial de <egundo
orden. de 1al forma que no estaremos investigandc las consecuencias de prefern uno u otro
formalismo al acoplar a ecuacién dec movimiento a un campo elecuromzgnélico Como s¢
menciono en e) piarrafo anteoor, el sigmente paso es acoplar la ecuacion de movimiento a
un campo electromagnético y determinar si sus soluciones no sufren del problema de Velo-
Zwanziger, (ue de hecho es ¢l caso baye una higera modihcacién a la ecvacion, haciendola
una mas adecuada descripeidn de campos elementales de cspin 3/2 que el formalismo de
Rartta-Schwinger, este acoplamicnto v su estudio se lHeva a cabo en el siguiente capitlo

de atesis
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Capitulo 5

Acoplamiento con el campo magnético y

evaluacion del criterio de hiperbolicidad

5.1. Introduccion

En ¢ste capitulo consideramos la ecuaciébn de movimicnto para ¢l estido con espin 3/2

dentro de la representacion (4. 5) »* (4.0} i (0.1)] cuando interactia con un campo

electromagnético externo. El procedimiento prescrito por la electrodindimica cuintica para
obtener dicha ccuacién, como ya lo hemos mencionado, es utilizar la ccuacion para el
campo libre y hacer la sustitucion F, — 7, = P, + e, (Véase cl Apcndice ). Como ¢l
espacio de representacion contiene dos sectores invariantes de Poincaré con espin /2 y
372, la ecuacién para el estado con el mds alto espin en la formulacidn libre es,

1

. 3 o )
am? Pv + Lol 2} o= (5.1)
- 4

que simplemente ¢s la ecuacién (4.51) encontrada en el capitulo anterior con s = 3/2. La

funcién de onda para este espacio de representacidn es eb cuadri-vectoy-cspinor formado

del producto directo del cuadrivector A4# que se transforma de acuerdo a la representacidn
1

vectorial (3, 1), con un espinor de Dirac .

CF = A (3.2)

LLogicamente ¢l proyector es un operador en esle espacio de representacion. Para obtener

la forma explicita de esta ccuacion de movimiento en funcidn del momento. es necesarno
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considerar ¢l cuadrivector de Pault-Lubanske con detable en estirepresentacian

5.2.  Acoplamiento minimo explicito

oy

La susutucion 2, - &, hecha sobre una canudad Ta vamos a representar con un

circuntleo sobre la nusnia. de forma.

PV =, rg Y = ) (5 1)

Ast emtonces. acoplando (5.1) teneuon,
M, 3. N R , 3. 17
DY Jaa (o177 + B vt =0 — (W s 14\-1{If' Pt e 0 (S

L 1 .

Vamos a desarrollar expliciiamente W2, Partiendo desde la delinicion del cuadnvector de

Pauhi-Lubanski seguin la expresion (4.22),

r ~n

o e l ]
i N e - ; ' ‘tr . &S
W0, =W ), = \u.,—)ﬂw\,\r' T e M 'n")i

X Z [

== i(“’m \t/_,,\",, [(,\}\‘” /‘_: ],)\,‘ +- 14‘4 : /\I:O )("\}:M (:\" 14\4 i 14\4 < ,-‘I\'\' ||” s T'A =
)

v

RCTI R V R ¥ Al R WAPRR A P Aol Vi

AT G A Lgag o (MY AP et

--——\‘)- /.3 10 ] 3 ° 1 L 1% i)
= 0 gl — {-_7-{,,,,._.,/\-’/3'} (1-)(lur_7,\ At '7> 75
3

l ‘ I T l .
- [;’/uﬂ.\}\/:” ;(")(’f‘l\/; T'l\rrll
=TV, b w2 ]g], e W)+ (W e, (5.5)

donde ¢n esta dltima ccuacion henmos lomado en cuenla que todos 1os elementos de matnz
de los generadores de la parte vectonal connutan con todos los elementos de nuunz de
los generadores de la parte espinorial La Ggluma expresidn aaterior Ja rescsibinos de ta
siguiente manera,

AU gl e e 1 R W e

Py

i

AR wdly T (S0

) s
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Altérmmo T lo denonunaremos como (érmno de mter ferenciar entre Ly pate vectonal
y la parte espmonal en el cuadrivector de Pauli-Lubansky Resulie dul expiesac |77 e

Ia stgucite mancra,

|1 . ;= o+ H'}”\:.
_ [,l“ P " M") ooy | S
Tt 4 7 Leem oy, 7 ,"~2‘ Wi
L } fn It Jin 0
3 1€ o oy » i ,-;/./'r/l(’ | TN
L _ N Al g (N P L 5 7\
5 e T e (57)

Inseriamos el desanollo para W en funcion del érmino de interferencia en la ecuacion
(5 41y st oblener nuestra ecuacién de movimienio pata el campo de espim 3/2 acon ado
al compo mzgnéhico.

b
-t

03 o 3 N .
{““i“,\ﬂ'- )y (T e = 3Ty e, (3.%)

y usando las expresidnes (4 33) y (4 37) para el cudiado de 1os cuadrivectores de Paul

Lubanski tanto de la parte {crnvidnica como la bosonea,

" G0 |a a . g 2 i AN 1 i a /g 2 . D " 1 H
=2 |t = wg ) (m =m0 o (S Ayl
4 <l : g J
{5.9)
Finalmente, simplificando un poco esta Gitima expresion.
] ‘ 2 7 3 ] ‘ A e A ia v ( .
{(—?ﬂ‘ + 3 )g" 4 2w " [T + =y o } v (510

Esta dliima expresion es nuestra ecuacidn de movimiento acoplada al campao magnéiico
Seria una bonita sorpresa que esta dltime ecuacién no feese aquejada por ¢l problema
de Velo-Zwanziger. Sin embargo. s1 uno toma el detcrmmante, cuyas entadas son 1os
(Erminos que contienen las derivadas mds altas tomando la sustcion @, -- n,. laly

como lo hicimos en el capiwulo antenor, cacontramos que,
Piny = I 0l =00V (S511)

Ast que, todas las superficies en el espacio-uempo son superlicies caracteristicas de la

ccuacion, por 1anto, no es un sistema ¢eanino de ecuactones diferenciales voesto comn
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ya lo hemos visto con el caso de Ranta-Schwinger. senala la presencia de eestricciones
en la ecuacion. De tal forma que (5.10), tal cual, no ¢y apropiada pura describir el campao
de espin 3/2. Obviamente, aracias a la expenencia ganada al estuchar el Lagrangrano de
Rarita-Schwinger, tenemos una forma de mtentar remediar este defecto. Procedeiemon a
encontrar las ecuactones auxiliares de forma andloga a lo que hicunos con i ccuacton de

movuniento para Rarita-Schwinger.

5.3. Condiciones Auxiliares

Siguiendo ¢i tratamiento de forma paralela al que se usé para las ccvaciones de Ravita-
Schwinger, procedercmos a encontrar expresiones pard 5 ¢y 7 4 GUE SON CCuieiones
auxiliares que al incorporarlas en (5.10), esperamos oblencer un sistema genuine de ccna-

ciones diferenciales.

5.3.1. Contraccion con v,

Obtenemos en primer término la contraccion ~,, (/] ;. Haciendo uso de (A.22) pode-

MOos escribir,

~

i

P A Y a i I I
/n“f 47 T 5T [(,, 36 W H T, m%] e

Y

ro ]~

~ | RASNYION AU A A, a
) I(r.vn/t[i‘) B Ip + Coapd D "ul [

A
=1 IU,\J":u + o0, _;“.'AJ 7w

‘ A
= [1.9|.\.'|7|/ + |_(,],|y,’?’7A - (’\J.\ﬁf'?‘\m + ’\/l-l',"iﬁl'/\)! rvﬂ- (5 [ 2)

Siutilizamos (A.23) en el 1érmino que contiene la suma de triple productos de matrices

gama en la expresion anterior, podemos expresar Ja contraccion en la fornut compacta,

R R . .
A L) = 2m Ty = 2 /M,,\F\,- (5.13)
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Ahota proccdemos a contraer la ccuacton de movimiento acoplada aF campo magndhicoe

(5 10Y, haciendo uso del Gliumo iesultade obtenmido

(

‘.,‘{ -5+
= {(—-}?r"’ + ) 2 (A o I | P \/"”1 '
= {(—‘3/."? =

R g \ 3
= ¢ 3in G )’nl ;- ’!_";‘rj.\."A\F g UI) (5 14y

Usamos lexpresion (A.21) para reseribir el (éroune gue contiene lu contraccion de dos

matnces gama con el enwor electromagnético como,

Lt 1t r

- ~ Ny e NNy .
—[rﬂ.q:,\/ —?;\/ ST I\, (5 15}
Finalmente, sustituyendo esta expresion en la ecuacion de movimiento cncontianmos la

primera condicion auxiliar,
. ‘ \ o ] =
Tow = 1P = el e (5 165

Lsta aluma expreston es la primera ecuacién auxiliar que usarcmos Pirad Credr un sestcnia
de ecuaciones genuino que describa al campo de espin /2. En la siguienie seccion obie

nemos a segunda ccuacion ausihiar que necesiamos paia ¢slos Proposiios

5.3.2. Contraccion con =,

lLa obtencidn de la segunda restriccidn, 7 -y, es bastante menos tnvial v necesna de
desarrollos algebraicos mds extensos Ex por esa quz una gran parte de los cilenlos losae
leparemos al apéndice B, con el propésito de mantener exta seccron lo mus lirg v concsi
posible.
Primeranente, susttiinmos fa expresion (B8 2y pava |77 en la ecuacion ¢85 10y rearregla

mos lodos jos térmmnos De csta lorma, obtenemas lia siguente expresion equivalenie paa
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la ccuacion de movimiento:

2 2 | Coae PN
{(}T“ — m“)_r/”}, 1 u'/'", b=, o r/”)

1 N 1/ . 0o s . ;
- 5(‘;’7’* i hmy i 3(7?‘3‘ Y- ?“,,,[ ey o

Tomamons la contraccidon de esta dltima ecuacion con 7, para obtener”

2 . O o a4 . ) ‘/\,1 l I e
—mmy + lew, [0 + (f‘ﬂﬁz Foan+ =m0 9 L
: )

1 i . e ‘e
! - IS By 1 ey (e . F»'I .
-r; ([. . ;fJ 5 i /—:”, 1 > T ’If t 0

Necesitamos conservar como tnica contribucion que contenga a ta contracui

momento candnico # con ¢l cuadriespinor ¢+ a él primer térmimo de esta vlt

(517)

(5.18)

n del cuadri-

e ccuacion.

de manera que podamos despejar » 5 y encontrar la segunda restriccidn, Usanda las

expresiones (B3.4) y (B.6) para el cuarto y quinto (érmino de esta wltiima ecuacion, obtence -

mos,
: e .
—mPmg e, ey + ~G—}l‘“,-0 I 4
¢ = w . ). N I
S0 IR ATEN d I e - S SV AR D P SRR
12 | 12{ 2 6 S A

€ ~ w . 1 .
- 6“/5[’)‘”‘;1)\» 7l - o {7 APy} o+ Gl?‘. m

iy

! s .
+§ ([TFQ. r] B 2‘127?“[,“(“/,),”) Y5 !77,’;‘. TT’|} LI“ =

Finalmente, desarrollando algunos de los conmutadores y anticonmutadores

arreglar términos en esta tiltima ecuacién para hallar Ja segunda ecuacion de

a

) 0 N . .
7= ~ C(OF o — 7% Fya) +
G-

Ll

5

H \

!F ’)J’ F‘U;. ] =+

(S0 —

6o —

(5.19)

. podemos re-

restriccion,

A /7}...\]7/.:} i

(5.20)

Usando las dos ecuaciones auxiliares obtenidas en las ilumas dos secciones, podemaos

construir un conjunto de ecuaciones genuinas que describan el campo de €

spin 320 v es

precisamente lo que harémos a continuacion en la siguiente scecton. ideniis de deterninat

st estas ecuaciones son hiperbdlicas ¢ no y si sus saluciones estadn hibees de

Velo-Zwanziger.
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5.4. Calculo del Determinante Caracteristico

Tal y como Jo hicmos en el caso de Rasita-Schwinger. sustiumnns Les cedacrones
de restriccion (3 16) v (5 20) en la ecuacion de movinuiento, con ¢l propostto de gene-
rar un sistema de ecuacrones diierencrales genmno Usinemios L expresion £33 173 para
ecuacion de movimiento v en ella haremos lu sustincion de las condiciones obtenidas par.
w3 v - De estasustitucidn extiaenios [0s anicos (drminos gue contibuycen al deternn
nanle caracleristico. gue son todos aguellos que contienen las denvadas de mas alio orden,
es decir, segundo orden y términos minios de seeundo orden Los térmmaos i mciuir en el

deternnnante caracterisoco, I, xon.

7?21/“ — eyt (5.21)

quie ¢s ¢l imco térmmo gue contribuve de los primeros cuatro rmmos en (3 17) De [

expresion que contiene a - -« en (3. 17) los (dinnmos que contribuyen son,

! ER k - o 1 \ ] i, .
§'\7“7—‘:“W‘)(6?"\|)/'u—”:’r./"\.si) — _k.'/n"l/’ - ”“)([.“)'\V"u ,}'\--j

donde hemos dehmido,

La parte que conttene & ¢ en (5 17) contribuye con la mavorii de 1¢rmmies pasa el

determinante caracteristico, por lo wanto los desglosaremos para su presenticion listos

son,
1 o _‘ 4,)flln' (r/—‘ 0" Q ) ]( T 1 u)!k (1 ul )
-~ — 4= -~ (0wt = wt oy, — - (1 ! (S o
.3(, s g Bl Ja | A # ) B
t Jik /] ] th 1 )
(N _ rcl-_ - '.'\'“ T .l' _, _/“n hy - _‘l[ .,
;OTF ATy (2'7 ’ F"") AR (2 / |
) [V AARY: = ] NENARY ) )
’ .\n _ '|‘ITII R SR . ) A F } _ - A/u _ 4 )(\ _ - - \} .
_.;(.;( )G\?,.;M \.,J/ (v ’]GK? / v
%(‘,’“'f _ 'lﬁ”)% (IJ)iF\' «I,lI I,I\“?.f) — () (r\ 24]
. ) Z

Recordemos que la matriz. I™ ;) contiene solo los térmunos con Jas derivadas de mias allo

orden v donde cada una de estas derivadas ., se sustituye por una canttdad algebraica
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nen respectiva, y estas canndades algebrarcas conforman el cuadrivector {ir, o, 0, 00
que representa a las normales de las saperlicies carclerisbeas del conponto de couaciones
diferenciales de movimiento y que mediante a condicion caracteristica se pucden deter-
mtinar dichas normales. Considerando todos los términos en la mainz I, obtenemos el
determimante de €sta, denominado /2(n). La ccuacién () — O determmurd Tas superhi-
cies caracterfsticas a la ecuacion. y con ello. [a mperbohcidid v causahdad en fa propa-
gacion de sus soluciones, tal y como fuc cl caso en iy ecuaciones de Rarita-Schwiger
Ll determinante {n). es el determinante dc una matriz de 16 > 1[G v cuvas entradas
son exprestones algebraicas complicadas, mas especilicamente multinomios complejos ¢n
las variables ny. ny.n,. 1. v en Jas 6 componentes del campo electromagnduco. ¢l cual
evidentemente es totalmente inprictico de llevar a cabo maaualnicnte. asi que el detern-
nante es calculado con ayuda de una computadora usando las rutinas creadas en Maple gue
estin presentadas en el apéndice C. Como era de esperirce. esta tarca es fornmdablemente
complicada adn para una computadora debido al gran ndmero de términos algebraicos
intermedios que se deben calcular para realizar el determinante. La complepdad para cal-
cular el determinante dc una matriz de n x n sobre un campo abstiacto K cs de O(n)
operaciones en K. Sin embargo. para campos mas concrctos como K[, ¢l clecto sobre
la compleidad del calculo debido al tamano de los datos 6 el orden de los polinomros ¢s
mucho menos conocido. Comparado con QO (1) se considera tipicamente que la comple-
Jidad aumenta por un factor extra nn multiplicado por el orden del polinomio si ¢stamos
hablando de K|r], es decir una complejidad de O(d - n') para calcular el determinante de
una matriz de n x n con entradas polinonnales en la variable . Para matrices con entradas
multinomiales, comMo en nuestro caso. No se teng una guia precisa sobre la compleyidad
gue nos perniita determinar el orden de tiempo que le tomard a la computadora calcular
semejante determinante.

Es por eso que aqui son de utilidad las rutinas en Maple mostradas en ¢l apéndice
C. EJ resultado del cdlculo del determinante caracteristico muestra que la ccuacion de
movimiento (5.17) con las ecuactones de resteiceion incluidas. padece el problema de
Velo-Zwanziger alhgual que las ecuaciones de Rarita-Schwinger. Bastamencionar (ue ur

de las soluciones para na cuande consideramos una normal a lis superiicies caracteristicas
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del tipo 1 = (ng. 1, 000,y enun campo magncuco dingido on la dircecion - es.
N L I R D N F e I IR s R .
Mo — e (525)
HIRSH SR
[0 cadl mucstra que existen noymales con - {0, 1) 2} que producen an solucion com-

pleja 1 para la condicion caracterisiica, y como ya lo habiamos menconado en el ¢aso
de Rarita-Schwinger, esto imphca Ja no hiperbolicidad en algunos marcos de relerenciay
por tanto la no covariancia de las ecuaciones. Ademds s pucde mostrin que 2lgnnas solu-
clones propagan acausalimente. A pesar de este resaltado mesperado. cabe deen gue no es
la whma palabra por decir para el uso de (os Casinnses del grupo de Potacard para ras-
trear particulas con espmes altos. ya que, recientemente, ¢n [30) han lozrado obicner una
ecuacién de movinuenio para ¢l campo de espin 3/2 con acoplamiento ul canpo elecro
magnético gue ¢s perfectamente causal. En la sigwente seccton damos un breve re<imen

de la ecuacion y deduccidn de esta. que haa encontrado en la refercnc iy citadi

5.5. Conclusiones

Hemos enconirado que ef acoplanuento de Ja ecuac:on Jibre (4.51) que proyecta perfec
tamente al estado con espin 3/2 sobre la capa de la masa con un campo clectromagnéuco
externo mediante Ja sustitucion minima. la cudl nos lleva a la ecuacién (5 10). no produce
un sistena de ecuaciones gentno Comao primer punto a mencionar Sigwnendo el nismo
procedimiento que es usado en las ecuaciones de Rara-Schwinger para trat de generar
un sistema de ecuaciones diferenciales genmno, obluvimos Jas condiciones de resinecion
(5.16) y (5.20) quc posteriormenie incorporamos en la ecuacidn de ynoviniento (5.17).
El resuliado no ha s5ido alentador a este nivel, el calculo de) determimante caracteristico
muestira que este sistema de ecuaciones no es hiperbdlico y que algunas de ~us soluciones
pueden propagar acausalmente. Sin embargo, ésta no ¢ la dluma palama por decir en
cuanlo a estas ecuaciones, ya que Ja mvestigacion postenor al trabyyo hecho co esie tesis
ha demosirado gue se puede generar una ecuacion de movimtento [bre de estas patologias
SIomamos en cuenta que exasten alaianos elementos de ambigcdad ca la forma en que

se ha planieado ortginahnente el problema
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5.6. Investigacion Posterior

Ln e) capitulo anterior dedujimos una ecuacidn covariante para proyectar ¢l estado mis
alto de espin en una representacion de Loren(z con viuios sectores invariantes de Poincard
para ¢l campo {ibre. 2n las sccciones pasadas de este capitalo hemos sido testigos de gue el
acoplamiento al campo electromagnético mediante 1a sustitucion mininie. aparcntemente.
no genera una ecuacion de movimicnto satisfactoria para ¢l campo en interaccidon a partir
de la ecuacidon de movimiento del campo libre, ya que sufre de patologias sinilares a Tas de
las ecuaciones de Rarita-Schwinger. como lo es i propagacion acausal de sus soluciones
Entonces, una vez hecho el acoplamiento. la ecuacion que proyectaba ¢l estado deseado
de mas alto espin en el caso libre. no es una ecuucion que proyecte los mismos estados
de espin en la presencia de un campo electromagnético. Una pista sobre lo que parece
que hemos estado obviando viene de observar que un térnuno como 27 7" ¢n la ccuacion
de movimiento (5.10), presenta una ambigliedad al realizar la sustitucion minima. Este
término antes del] acoplamiento simplemente es 2/7,/°", v en es(c caso podemos mani-
pular este término conmutando los momentos y la ccuacion de onda libre permanicceria
malterada ya que |/°,. ] = 0. Sin embargo. aunque 27> 21777 estos dos iérnn-
nos producen resultados distintos al ser acoplados; ¢l primero scrin 27 ;7" y ¢l segundo
2r0my = mam® 4 wel7?,, es decir, difieren por el térmmo /7, St las cevaciones de
movimiento fueran genuinas y no fuese necesario generar ccuaciones auxtliares, los dos
términos llevarian a la misina matriz I'*,; v consecuentemente las condiciones de hiper-
bolicidad serian fas mismas ya que solo se ven involucrados los términos con las dervadas
mds altas. Sin embargo, como en nuesuro caso, si las ccuaciones resultantes no son gen-
uinas, la conmutacién previa de 1érminos antes de} acoplamiente, como 77, pucden
modificar sustancialmente las condiciones auxihares y con cllo 1gudalmente los elementos
de ['*,, modificando las condiciones de hiperbolicidad para el caso acoplado. Aparente-
mente, el marco usado para generar las ecuaciones hbres pucde producir resultados muy
distintos e incluso excluyentes cuando se aplica la sustitucion minima sobre estas ecua-
ciones, es por eso que uno debe aceptar que las ecuaciones de movimiento resuliantes del
uso de los operadores Casimur para el caso libye no pueden darnos toda i infornicion
necesaria para formar las ecuaciones de movimiento en el caso de un acoplaniento con un

campo electromagnético externo. Sin embargo, es una guia mvaluable, ya que, scan cuales
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scan las ccuaciones de moynniento para el caso acophdo. esias ~e dehen reductr o las
ecuacones para ¢l campo hbre aqui obtemdas coando L masnitad del campo maznéhoa
tende a cero. El trabiyo de imvestugacion que prosigmd o los avances hechos enesiy iesis
culminé felzmente conun resultado regocijante: Lna ccuacidn de movimuento lnpeebahca
con soluctones causales para el caso acoplado. Esie resultado cumbre es preseniado ae
la referencia [30]. donde 1os autones han obtenido tna ccuacion pertectamente casal v
libre de las patologias de Velo Zwuanziger, notando que Tos Castmnes solo logian fiar wig
pane de la ecuacion de movimento. Esta pate e fijada por extes operadores de il Torm
que en ausencia de un campo elecromagnélico, recuperemoes und CLuicIdn yue proyedle
perfectamente el estado con espin 3/2 sobre la capa de Ji masa Lat ot parie que nu puede
hjar W2y 122 mediante sa 1inclusién en la ecuacion de movinmeato, s puede lyae medianie
argumentos fisicos. Para presentar la idea fundamental que bin propucesto fos autores ¢n
[30]. es necesano desglosar la ecuacion de movineento en dos partes, ani qae contiene
[a contraceidn de an tensor spmetrico con 7' w1 y olro (Gimino con la contiaccion deun
tensor antisimétrico con =/ 7" Entonces. [z ecuacion de movimiento acoplada al campo

clectromagnético,

3 : ( i : 1 -
'_S(Fl,ﬂ“ _ T‘_.!!}/\I (E— v, l}*ull - -}'](I - ”l.;’)\\ |~ , ) oD (3 ‘)/())

pucdc seT rescrita como,

{I“° Ngv o — /u‘\r/”,‘} ol =0 (5.27)

1" = O

e

L’

oA (5.28)

ST IS

N eq un tensor antstmérco

donde TS es un tensor simétrico en los indices j1y v, y
en el mismo par de indices. De aqui en adelante toda relerencia a simetrfa y antisimetnia
s¢ cnlenderd que es sobre el par de indices p y . Todos lo érminos individuales que
aparccen en la ecuacion de movimicnto y que contribuyen al lensor [, son simétricos

O anOSIMENCOos, exceplo un simple IErmimo. ¢l cudl es dividido en su pare simdaci v en



U pasie anisimeica
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- " L = i n |
'§II y oy j) _)L ,(1 |,‘/.)'Jl by -,17,.,-,,'1‘ .
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. ﬁ“'u%/' = gl ” Tty R (5304
= 2 N——
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T AR P U VO TS <2
:3'./_ g R L VA U il dp e T (5 31

Simeteno
Este ultimo i¢rmino de interterencia puede ser reescrito campletamente usando Lo sdent-

dad (A 21) en 1érminos simples de matrices gama y ¢l tensor métrico.

l Py Id ] 7 J n . "
- :‘[7 .3 (_.","A[_(},jp—lp + G4y e i E;l‘l‘ R VTR o N
L o ] o ! a 1 aL 1)
- .%9 1/93“ - gg ,(ﬂ;iu + —3‘] 49;;1/ - ’_")"‘I’A! vy (\ *’-)

consecuentemente, la parte simétrica v la parte antusimétrica del tensor | estin dadus por,

Al [N ) z 1 & 3
|F _|A.J,-|u = 3.[()( ‘,g.’ju _ O‘ _193‘.’ _ 3(7".”/_,) : [ _]_\)

{

S| . 0o B 4
T = 97000 = (9" g + 07, 000)

3

! J'( 1 + 0 \
T 6 9 7 9 » Yo )Y

! o
=Y (e + G 070)

6

l
- E///;U’}I\ T (ﬁ }“l)

Litthzando cstas expiesiones pard Las partes sSimétricas v antispnetcicas on L catticron de
movimiento (5 27) no aparece el tensor electiomagnético F7 explicitamente. de tal forma

que uno puede recuperar la ecuacton de onda libre haciendo simplemente v - [
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En cste caso el término [T*]7, 177 es cero ya que estamos contrayendo un tensor

antisimétrico con uno simétrico. l.a ecuacion de onda para ¢l campo libre seria.
~Sin 2 N “
{IT8) PP g et =0 {5.35)

Pero, si a parlir de esta Gltima ecuacién queremos obtener la ecuacion de movimiento
acoplada al campo etectromagnético usando la sustituciéon mimmma /2 - 7. no recupe-
raremos la parte antisimétrica que tenfamos originalmentc en la ecuacion acoplada. Este
€s un punto muy importante a considerar en la busqueda de una ecuacion de movimiento
para una particula que proyectc el estado deseado de espin y masa cuundo ¢sta es hibie
y que esta misma ecuacidn proyecte los mismos estados aun cuando hava acoplamiento
con el campo externo. como lo han hecho ver en [30]. Cualquier térnuna que agregue-
mos a la ecuacién de onda libre (5.35), 6 equivalentemente un término apropiado en cl

Lagrangiano, de la forma [Q*]°, ~F"PY, donde cl tensor Q" es un tensor antisimélrico

RN
cualquiera en los indices je y v, no cambia los estados que estd proyectando la ecuacion de
onda libre (ya que es idénticamente cero). Sin embargo. cuando es acoplada la ecuacion hi-
bre al campo electromagnélico externo, estos términos se “encienden’ y son determinantes
para la proyeccion de Jos estados apropiados de masa y espin, ast como para la correcta
propagacién de los mismos. Los autores en [30] han considerado el tensor antisimélri-
co A]°

9,9, c.d.y f ylaecuacidn de movimicnto,

s, Mas general que depende de cinco pardmetros, que ellos han denominado

LTS + (9399 . d PP ) 7" =%, ) v =00 (5.36)

donde la parte simétrica queda fijada por la ecuacién hbre y es simplemente la expresion
(5.34). Para determinar la parte antisimétrica , log autores tmponen diversas condiciones
fisicas, de esta manera logran fijar uno por uno todos estos parametros, de modo que la
ecuacién no presenle ninguna ambigiiedad debido a estos. Algunos de los requerimientos
son Ja hermiticidad de Jos términos en el tensor antisimélrico, la supresidn de transiciones

— % como es requerido por cilculos perturbativos, igualdad de factores giromagnéticos

NI

en la parte vectorial y la parte fermiénmica para tener un acoplamiento bien delinmido de la
particula con espin 3/2 al campo clectromagnético, y el requerimento de que la ecuacion
sea hiperbdlica y sus soluciones propaguen causalmente. Este dltimo requerimiento im-

pone que el factor giromagnético con el cuél se acopla el campo de espin 3/2 al campo
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clectromagnético sea de gy» = 2. Este resultado esta en acuerdo con el tearema de Wein-
berg [31] que establece que und amphtud de dispersion de Compton bien comportacla para
una particula que no iteracciona (uertemente y gue tiene espin mavor gue 1/2 requiere
que su factor giromagnénco sca g, = 2.

El fruto final de lainvesugacion imeiadicen esti tesis y culnnnada posierniormente on
el articulo [30] es plenamente eravficante: Una ecteacion de movimionto de segundo orden
para el campo fundamental de espin 3/2 acoplado o wn campo electromagnético externo
cuvas soluciones propagan de manera cansal incondicionalmente. 'inalmente se tiene una
prescripeion para describir este campo sin los problemas encontrados por Velo-Zwanziger
hace ya mas de 60 aios para ¢l marco de Rarita-Schwinger que es la deseripeion comun-
mente usada y que ningun otro esquema hasta la fecha habia podido ¢viter los problemas
de propagacidn superluminal en el campo de espin 3/2 bajo acoplanuento Sin embargo.
esto es apenas ¢l principio de un largo trayecto de investigacton dertvado a partir de estas
ccuactones, a continuacion serd necesario calcular procesos bien estudiados en el marco
de Rarita-Schwinger y/o experimentalmente para comparar resultados, ademids no se sabe
a priori si eslas ecuaciones constituyen una descripeidn adecuada del campo bajo segqun-
da cuanhizacion, Jo cudl requernira de una invesagacion posterior extensa y cutdadosa. s
importante senalar que no se ha encontrado experimentalmente particelas de espin 3/2 fun-
damentales(sin estructura interma) que son las particulas que descnbiria apropiadamente
estas nuevas ecuacrones de movimiento. y de hecho, las particulas compuestas de espin
3/2 que se han encontrado experimentalmente aparccen acompafiadas de otras con espines
mds bajos que parecen constituir una estructura integral, como una especie de cluster
cuyas componcenles encajan perfectamente en el csquema de estados de una representa-
cién del tipo Rarta-Schwinger ()/2.)/2) &3 [(1/2) 2 (0.1/2)] como el caso de las reso-
pancias barionicas delta donde los estados reportados se agrupan con los valores y = ] 3
y 5. La descripcion de estos estados fuera del marco de reposo no se tiene ¢laro como
debe hacerse; si estos estados no constituyen un cluster de Rarita-Schwinger, entonces.,
simplenmiente se lleva a cabo un boost a cada uno de los estados independientemente de los
otros hasta ¢l marco increial de wnterés: de ser asi. en el caso de j = 1| habhria que hacerlo
dividualmente para los dos estados con espin 1/2 de paridades opuestas ntifizando I
tcoria de Dirac y para el estado con espin 3/2, teniendo que utilizar la descripcion presen-

tada en este capinilo. Sin embargo, el ajuste tan preciso de Jos datos expertmentales a los
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clusters de RS lHevan a pensar que estos se propagan como un todo. v que por tanto no
puede llevarse a cabo ¢l boost de manera individual. En el siguiente capitulo proponemos
ecuaciones de movimiento para el caso cn que consideramos el cluster de RS con ;|
estas ccuaciones de movimiento también tienen la ventaja de no presentar ¢l problema de

Velo-Zwanziger a nivel clasico.
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Capitulo 6

Descripcion de la “Cascada de Espin”

6.1. Introduccion

El término “Cascada de Espin™ hu sido acunado recientemente pero hace referencia a
un fendmeno observado por M. Kirchbach hace ya un par de anos aurds en las referencias
[14,32]. En estos articulos, se demostro que un andhsis de Breit-Wigner para las masas de
las resonancias observadas en ta dispersion Pidn-Nucledn (7). revelan un notable agru-
pamicnto en espin y parndad. Especificamente, ¢« mostrado que los nimeros cudnticos de
las resonancias que pertenecen a un particular agrupamiento, encajan en las representa-

ciones del grupo de Lorentz del tipo Rarita-Schwinger (RS).

FhokN 1\ ] '
k§¢ 5) A l<§0} 145 \05) | ((\l)

Al notar que tanto 1a parte bosdnica como la parte fermidnica de estos campos de RS son
construidos en base a campos con paridades mezcladas, uno puede tomar y considerar,
por concreles, el acoplamiento de un termién de Dirac con paridad posttivia a on bosén
que estid compuesto de estados con paridad natural (1 = 4 ) & pandad no natural (1 - ).
Lostos estados bosdnicos, que se pueden ver como degencrados en masa. llevan todos los
momentos angulares mternos focon /== 0., A como va lo hemos mencionado ante-
riormente en la tesis. Asi que en el acoplaniento de la parte fermiénica que tiene partdad

posttivit con la parte bosdmca. ¢l espin (1) y paridad (P) de las resonancias baridnicas gue



son creadas, tenen 1os valoses.

i gy / | . 05
- - v ' ). 2
SRR ) (6.2)

g -

2
Esta distribucidn de espin y partdad es la misma que uno encuentra en los datos experi-
mentales como se ha senalado en | 14, 32, lo gue nos muestra que Ta Naturaleza favorece
fuericmente la produccion de bariones. no como estados aislados con espines altos. s1no.
como excitaciones agrupadas completamente cn un cluster de RS A estos agrupamicntos
de estados con nusma masa y con los valores de espin y partdad dados por (0.2) ¢s a lo
que le damos el nombre de cascadas de espin. De manera que ¢l conjunto de estados con
los espines mis bajos dentro de una representacian de RS, que ante Ly sugesencii de Wen-
bere | 20] era considerarlos como estados redundantes y no fsicos que habii que proyectar
fuera, toman relevancia fisica immediala al considerar ¢) andhsis de los datos expernmen-
tales de los espectros de resonancias baridnicas camo e) Nucleon (N1y la resonancii Delta
(A). Enel capitulo antenor vimos que la ivestigacion reciente ha perminido la deseripeion
de estados aislados de espin 3/2 dentro de la representacion de Ranta-Schwinger libre de
problemas de acausahidad. y esta deseripadn es apropiadit para purticulas fundamentales
aisladas con este valor de espin. Pero también necesitamos una formia de describir estas
cascadas de espin que son observadas experimentalmente, y es precisamente ¢l proposito
de este capitulo el de contribuir con una ecuacién de movimiento para cascadas de espin.
Los desarrollos de este capitulo siguen estrechamente los pasos senalados en la referencia

[33] que es un articulo quc ha producido la investigacion en esta tesis.

6.2. Ecuacion de onda para la Cascada de Espin

Para hallar una ccuacidn que describa a la cascada de espin de interes. recordemos
que esta cascada es descrita por ¢l tensor-espinor totalmente antisimétrico de rango A que
se transforma de acuerdo a un producto directo de 4 representaciones tensortales y una

cspinorial del grupo de Lorentz,

() ) (0 (U
oo /2 =/ - =7

que consiste en el marco de reposo de & dobletes de paridad con contenido de ¢spin gue

= I s . . . ) -
va desde l hasta (/- — 3)7 mientras que el espin mds allo ~ = & 1 Les singlete de
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pandad,

, I R AT oy .
g qa é . 5 \2 E A — 2 \ v 2 N 3 . (6.4
donde ! = (=1}" para tensores, y 1= (=1 parn pseudo-lensores. ata i

ccuacion nuevamente tustra el significado de una cascada de espin. que s una desenpeion

mediante el tensor-espinor ¢ ,. que tiene un conlenmdo multi-espin con una disiribu-

VI
cidn simctrica de pandades con respecto a los estados mits bajos y una pandad tnica para
el estado con s alto espin, y todos estos cstados poseen fe misma naasa 18 para nosolros
de interés el tensor-espinor de rango mas bajo, el cuadriveclonr espinor ¢, que como yi
hemos visto es usado para In deseripeidn de espin 3/2, en donde uno encuentra L cascada

de espin con ¢l menor niimero de componentes.

’J'ltw: [

- (5.5)

donde en esta dltima expresion hemos usado el cuadrivector espinoy poliar por concretes,
es decir, hemos tomado la parte bésonica con paridad natural. )1 cuadsivector-espinor
se transforma de acuerdo al producto directo de la representacion vectoral (I ,_'_,] y oo
la representacion espimorial [(£.0) < (0.1)7 del grupo de Lorentz, y la descripeion de
esladlos que se transforman bajo cada una de estas representaciones por separado son muy
bien conocidas y han sido exitosas en describir los espines mas bajos, Oy 1. Las ecuaciones
dc ondu respectivas para estas componentes son, para la parte veclonal, la ccuacion de

Proca, junto con su condicién suplementaria,

{(P? - nHgl", = PP} A =0, (6.6)
P, A" = 0. (6.7)

donde la condicidn suplementiria implica que los grados de hibertad de la cuscada de

) han sido reducidos a tres y estin asoctados con espin | ca ¢l

espin' (07 17 ) en (4. ))

I

\ ! 1
:

marco de reposo. como lo han demostrado en [34]. Escribiremaos la 12¢.(0.60) como,

(Pryon)’ A D), 6.2)

'abusindo deb lenguaje hemos Hamado también a A como una caseadi de espin aungue no s¢ trans

forme como un campo de RS.



donde, obviamente. el operador { Py, 0" (15 o )le, - 1

"
La parte espinerial ”{()) . i ')J obedece « la ccuacion de Ditac,

Y - e = 0 16.9)

donde heaos omitdo los indices esprnoriales como ha sido by convencidn en ¢sta tess

Eserntbuemos la ccuacidn de Dirac simplemente como,
(Poiene )t = 0 (610)

Ahora consideiamos una ccuacidon de onda para la cascada de espin " observandao ue

laxs relaciones.,
(‘p;”m(/.-)u/,-"“ — () ( P)'),,,,, \)'1,"' -0 (()I ]y

miphean una ecuacion naiteral paia desenbir a la cascada (1,2 0472 por medio de

eit= A

{':Pp-forn IIV/, x (,p)')w.ﬁ/ )i L,"I'}' 0 (6.12)

7/

ya que. recordundo la accidn de un operador que se formi como ¢l pioducte dirceto de
dos operadores que acttian sobre espacios de Hilben disjuntos sobie ¢l producio duecto
de vectores en estos espacios, enemes que,
[I: ,')f’rnr./x\'.‘//, ‘f-;:' (PD'I7'(11"\.: . L"IJ“ - {(pfju)ru}y;l .\(j (P/)n e )J ()1" /-\: /ll“j
- !(7)/"'0(“}‘/,-1“‘“]' - :[P/)'u/u “-! “] |“\ 0. (6|3)
de forma explicita. esta Uluma ecuacién la escribirnos conio,

[((PI‘) - /ll_))|j}]”“ - /J/(/"/\_.'A“] S T LT TR (6.14)

L comun expresar este 1ipo de ecuaciones en la literatwna de fisica como.

2oyl REAN IR A i
[LP" — Vgl = PP - et =0, (6G15)
ein el entendido de que esta ecuacion enrealidad srgnifica.

{[(P = 0)g) = PP sl = (1 w0y v (6 16)
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I inverso de la ecuacion (6.16) uene L ventaja de proveer un propagador.,

Co Vi
Hymamty) — ! ( Iy A gl 01 (6.17)
o ' 2 proE
que ¢ consistente con os proycctores para laecuacion de Proca y la ccuacion de Dirac
La ccuacion (6.16) es una ccuacidn aproprada para describir Ja cascada de cspin fibre
Nos concierne cnormemente saber si tendremos propigacion causal en el caso en ¢l que
la cascada de espin intcracttin con un campo clectromagnético externo. Avadados de las
mismas herramientas de andlisis gue utilizamos para ¢l formalismo de Rartta-Schwinger
y ¢l formalismo que utthiza los Casimires del grupo de Pomncard, procederemos a mdagar
en exta cuestion.

Acoplamos la Ec.(6.16) al potencial electronagndico externo y oblenemos,

A

- e '|{g?"u ~ ﬁ“?;"- 17 - e =0 (6.18)

Ahora. si uno caleula el delerminante caracteristico de esta ultsma ecuacton |1, [ gue es ¢l
detcrminante de la matriz que tienc como elementos las deryvadas nuis altas del operador
que actda sobre ¥ en la Ec. (6.18) con ), reemplazado por 2, se encuentry que es
idéntico @ cero. Como yi hemos visto. esto significa que fa Bc. (0. 1%) tiene restricctones
incluidas que ocasionan quc ¢l sistema de ecuaciones diferenciales que representan no
sea genuino. Usando la experiencia ganada con los formalismos antertores, procedemos a

contraer la Ec.{6.18) con 7,,, de lo cudl obtenemos el rexultado.

2

['nﬂ(ﬁ") —m7) = (7, 11"]7,,“)7'“] (# — 1)’ =10

2 . , o
[m'ﬂ“ - 1('/',,,,7."] (7 — rdd! {)

”2/7/'\(7" —m)d = /"“l\ﬂ'\(ﬂ TR (6.19)
Para poder incorporar esta condicion suplementaria en la ccuacion de onda, conmutamos
el par de momentos candnicos en la Lc. (0.18),
[(:% - m'))i.(/ "/, - {(7"m, e /';I' )l (# — i -0
{(7.‘?‘ - 'm"'))|_g"'“(7r AN A C A I BT A m}} PR

1

{(772 - I}l")i.l/il}” — -—17.’“/";,‘\_77’\ 3 14'/"';1} (# —mpr 0 (6.20)
m
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va incorporada la ecuzcidn auxihar, notemos que los danicos iérminos que contnibuyen al

detcinminanie caractenisuco son.

: w o Vg \ " Jd . o (1 : \ bl
': 7.‘|<). A == — T = g 40— n g (H 20
D > ) i LA ¢
e e
Ls vactl ver que Ta Glama expresidn se puede reescrilyr como,
—— 3 L L A ST A \ .
I 19| LN ;?F,\,,n wl= 0l - TR “AJI

. T2
i m Y. ,

(6 22)

que no s otra cosa mids que el producto directe de las matrices utihizadas para caleular
la condicion caracteristica de les ecuaciones de onda para espin | (Proca) vy espin 172
tDirac). Debido ad reemplazo ), — n,Jamatriz 1 tene componentes algebraicas. por
tanto podemos hacer uso del eorema en dlgebra lineal sobre el determunanie del producto
directo de dos matrices, gque nos dice, si 4 v 13 son dos matces de dmenvonalicad o vy
respectivamente. entonces, cl determinante del producto directo de estas dos miatrices esta

dado por.
EESFHIERRRNHE (6.23)
podemos obtener facilmente [, Jpocacstnrac Vsando los resuliados para espies Ty 172,
[T s = ey T = (nty (6,24
con ¢estos ilumos resullados encentramos Gnalmente gue,

(e 2424 .
& ;:||‘rr_\('au:--[.)‘m-“ = (n7) (6.25)

J

6.3. Conclusiones

Hemos encontrado que ¢ producto de Kronecker (producto directo) de unaccnacton de
Proce con upa ecuacion de Dirac permite una propagacion causal de los frentes de onda de
las soluciones asociadas con este producto Dichas soluciones, al tener indices separados
de Lorentz v de Drrac, son naturalmente acopladas 2 los sistemas pion-nucledn, 6 fotén-
nucledn y deseriben cascadas de espin. Las correspondientes ecoactones de movimiento
proveen propagadoies que son consisientes con los proyectores sobre los estados y es-
peramos gque ¢sta cracleristica facihite el procedimiento de cuantizacron s cascadas
de cspin como (172, 3/2) y (0, 1, 2) podrian sei de mucho interés en espectroscopiu de

particulas y en gravitacion.



Capitulo 7
Conclusiones

[statesis se ha avocado al estudio e investigacion de dos princtpales temas, el primero.

la construccion de una ecuacion de movimiento para una particula fundamental de espin

3/2 que produzcea soluciones totaimente causales bajo la presencia de un campo clectro-

magnético externo y segundo. la construccion de una ecuacion de movimiento pari la cas-

e cada de cspin quc consla de un sector de Proca y uno de Lorentz. Los principales resultado

productos de esta tesis son presentados a continuacion.

= Las ecuaciones de Rarna-Schwinger utilizadas en la literatura para describir fer-
miodnes con espin 3/2 no representan, en general, un conjunto de ccuaciones diferen-
clales parciales hiperbolicas en el caso cuando se acoplan a un campo clectromag-
nético externo; Solo son hiperbdlicas en algunos marcos de referencia en donde la
magnitud del campo magnético estd en el rango débil segdn lo visto en el capitulo 3.
Al parecer, el precio que pagan estas ecuaciones por ser lineales en el momento es
el acoplamiento no trivial de las componentes con mis bajos espines cuando cstdn

en presencia de un campo electromagnético externo.

= El rastreo covariante de estados con masa y espin bien definidos sobre la capa de
la masa, dentro de una representacion de Lorentz que contiene vanos scctores mva

riantes de Poincaré. se pucde llevar a cabo mediante una ccuacion que mvolucera a
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los proyeclores covariiantes.

I“[[\'"-; {in. s} - ll("\_‘“,'\, TN

I ) s

que cn cl espacio de posiciones es en general un sistema de ceuactones diferencuales
parciales de orden 2( N - 1), donde N ex el mimero de estados independientes con
distinto espin de la representacion en la que se hace el rastreo. Ly posible también

rastrear dicho estado usando la ecuacidn covariante.

AL I _
— == '/ iev{en = 1 —,—> P s} — {m,

EAGN \m-’ ’ ey
que en el espacio de posiciones es un sistema de ecuaciones diferencrales pui-
ciales de segundo orden independientemente del ndmero de seetores mvariantes de
Poincaré que contenga la representacion en cuestion. Esto ¢s vnicontiibucion orig-
inal de la (esis. Cuando tenemos una representacion con un contentdo de espin de

s6lo dos cstados, ambos esquemas son talmente equivalentes

LLa ecuacidon de movimicnlo que se obtiene pare la representacion
(3.3) = [(3,0) & (0.1)] usando el esquema de los proyectores invarantes. cuando

es acoplada al campo electromagnélico mediante la prescripcion minimit. pucde ser

puesta en (a forma:
PRy 2
[F“,Jll 7O o —m ‘f, = U (7 |)

donde [}, ¢s un tensor independiente de los momentos candmcos y que puede ¢s-

cribirce como la suma de una parte simétrica y otra antisimétrica,

In% ju

N 1. _
I, = BIF(S) + TV

Esta ccuacion de mavimiento tiene sus origenes en los operadores Casiomr Wy /77
como lo hemos visto en la tesis. Sin embargo, estox Casimires s¢lo logran fijar con
precision la parte simétrica del tensor I, para que hivi consistencra en Hmite en
¢) que ¢ campo clectromagnético desaparcce. es decir. el caso hibre L este caso,
l"ﬁ,';\,)]”‘]-”’ = 0y no hay nada que pueda ser fijado con respecto a este tensor. Lista

mhabilidad de Wy /°= para fijar la parie antisimétrien os directamente responsithle
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guc esta ceuacion de movinmientio padezca el problema de Velo Zawanziearn al gaa.
que la ccuacion de movronento de Rarttie Schawinger Smicinbargo. oszto no repre-
senta un fricaso para ¢l esquena que mvalucra iasuear estados con espro deseada
mediante los Commres del erupo de Pomearé Recrentemente en fa referencia |20
se prexenta una forma de detenmnar el wnsor antsiménco ards peneral que puede
considerarce y que depende de S paiimetios arbiirurios. A paror de consideraciones
fisicas. se pueden fijar extos parametros y de esta formiu ObICer uni 1eeria Conss-
tente para ¢l acoplamiente del campo de eepin /2 con ¢l campo clectivmaenéuco
Un resuldo muy impactante de este articulo es que, pard que L ccuacton 2 1 enga
soluctones gue propaguen causalmente y s un astema de ceuaciones fuperbahew,
ch lactor giromagnéuco de acopimmento del campo clemiental de espin 32 con ol
campo elecuomagnénco debe sersgual o 2 Edte resultado esta de geucrdo con el
tecoremg de Weinberg (20 que esteblece gue una biren comportada amphiad de una
dispersion de Compton hacta adelante para ana pavticala conespin s o~ |2 que no

interactia fuertemente, teguiere que sy factor grromagnetico see igual a g — 2

El agrupimicnto ¢n multipletes de espin paridad en los espectios bariinicos pucden

ser deseritos mediante representaciones de RS del tipo.

}3 )j .o\) & (U‘ %\) ‘ (7.0)

. / \ /

131 —

y cuyo contenido de espin corresponde uno a uno con todos 1oy estados presentes
cn los especiros mencionados Estos mulupletes se denomiman cascadas de espin
Hemos visto que podemos describir eb acoplamiento de la cascadivde ¢spin mias baja
que corresponde a k = ) y a un contenido de espin paridad reual a (17237 (172

v (3/2) con el campo electromagnénco mediante la ccuacion (6.20) Las solu-
ciones de esta ecuacién de movimiento <on la cascada de espin (1727 3/2 1 gue
propagan causalmente en comunto. Ademds de lu propagacidn causal, Lt cenacion
de movimiento uene 1a venta)a de proveer un propagador consistente con los provec

tores pora by ecoacidn de Durac y la ccuacion de Proca
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Apéndice A
Convenciones

En este apéndice resumimos todas las convenciones que hemos usado en esti tésis
Al final del mismo lambién se resumen un conjunto de férmulas ¢ dentidades de mucha
utihdad para el manejo algebraico de varios desarrollos nsados. Cabe hacer notar gue
vartas de las convenciones no son las usadas en varios de fos articulos a los que hacemos

referencia. asi, prevenido queda el leclor.

A.1. Convenciones en QFT

UL - (A.D)
PR (A2)
9" = dag(l, ~1.-1. -1 (A
1- < ()wxu
02,0 —layo )
0oy T, N
—a, Ogyy



S R ST O (A 0O)

R (A7)

A.2. Indexacion para el producto directo

Considerc (:I praducto directo de dos matrices cuadeadas {0~ i Y v A denotado
como ("\_ln PN ) Es una necesidad ener una forma de mdesar las ct)mpnmnlm de est
mairiz asi coma tenemos una forma de indexar a las matices A7 \ N (:\i A es una
matriz de n* x n”. por lo tanto la forma “normal™ de indexar esta matry seria tal cudl

— —~

indexamos My A,

— s A !'I:'/l = 1ydivay o |l
[/\l s N "ag = MlpINa g Donde (A.8)
A oA --timoed s o
(a div D) es ¢l cociente que resulta de dividir o por I, v (o mod 6 e~ el cesiduo que resulta
de dividir a por b.
En esta tesis manejamos otra forma de indexacion que es comunmente usada y que no

involucra expresiones como las usadas para Ay A, esta indexacion es,
NG Ny - (Mo (A9)

Ahora. note que esta forma de mdexacién no hace referencia a un clemento en particular
de la matriz de (1" x 11*) como la anterior forma de indexar, si no que, estamos haciendo
referencia a un bloque de (n » n) del producto directo. Il interés principal que lenemos en
esta forma de indexar es sitmpleimente el de tener una notacién para ¢l producto directo gue
nos permita manipular expresiones con estas matrices, principalmente multiplicaciones.
Asi, usando esta forma. la muluplicacion de dos matrices que estan en el producto directo
seria,

Am) = i‘\k/ @ N 'u’[/:'y" ‘\” = {I[\”f\‘ Q)(II' . '\‘) ’ |"11|“ l"\ I\' A*\”

(A 1Y)

(A 03 N)(T i &)




Stodos fos elementos de | conmutan eon todos los clementos de N obtenemos Lis clisica
tormula del algebri lincal elemental para la multiphcacion de dos aratnees gue extanen ¢l

nroducto direcio,

(VN LT N e Yy N (AT

A.3. ldentidades y Formulas de Utilidad

L interaccion de una pariicula cargada. gue ex deserntta mediante wi campo cintico
v una ecaacion de maovinuento cutrespondiente. con va campo electiomagndéice se lieva
d cabo mediate Ly sushivcion de las derivadas “normades™ o), por i g v, doade A,
es el cuadnipotencial electromagnéico y ¢ es el valor absoluto de T carga de Yo particuta
Esta preseripeion es el resuliudo Jde yue ¢l campo elecuomagndéico os un campo de nom
(gauge neld) al que se debe acoplar La pariicula pura gue st Lagrangamo de mteraccion
posea la simetria Jacal Vg1 al v como la posce el Lagrangiano lthye L convencion en
estatesi<. an embago. e i misia que [ausada en {10]. donde. en lugar de usar la carga
de la particula ¢ usamos . que no es la carga del electron en cste contexto. cs s bien,
v = —qgode 2zl forma que 1a preserpeidn usada para la mieraccion con el campo magnetco
sea cambiar 1d, por 3, 4+ A, Usando la identilicacion cudntica 1, — /7, ¢l mamento
canonico en ol acoplamiento es definido como =, = /7, 5 ¢ A,
Con esta convencion, algunas ydenndades y formulas de gran uthdad que conneten al
tensor de campo clectromagnénco £ v/o el momento canénico =, son resunudas & con-

(tnuacion.

(1% =) = e F (A 12)
= 7] = e (ALY
w0 T, (A 14)
“ \ It :
s S AT
{','.7}—23‘. (A 1O)



{vwx) — 0 (A7)
ﬁ,,,.f""“" =y (ALIR)

ie

Ogang I = ‘;’,'0,\,,»/“'\" -, 7 (AL19)

IXH i

Lxiste una identidad muy aal para el tensor de Levi-Civita que pernite obtencr varas
formulas que incluyen contracciones de cste lensor con las matrices de Dirac y otras tantas

Esta identidad es:

{.Hiu,f TN AN T fea V0 IR

]4\-‘1

Nt e

B SNTIL
-5 e gy

gt

Lo — 0™ Lyea ~ 0™ g " Taii (A.20)

Las férmulas derivadas de esta identidad de mayor uso pari nosotros son.

- -~ - pr— S - -~ ~ -~ PO B

7T D f}/:!/ A f],.,\ T ,’)U\ i (I e (/\2' )
b o
r)(i'l’[?"" : 6(_,,1,,);; T = Y00 ALY

Finalimente, otras lantas identidades de utilidad que involucran a las matiices de Dirac son:

TNV F WYY = 29+ Geany — 9l (A 23)
TN = N = 2000 1 2907 (A2
"= 270 A Gy (A25)

[voomn, = 200y — 900 (A.26)
(v 7Yy = 20" ga. (A.27)
{v:-7"} = 0. (A 28)

()" = Lawa- (A.29)



Apéndice B
Expresiones para el Calculo de 7 - ¢

[21érmino de interferencia |1, puede ser rescrito totalmente sin la necesidad de vsar
explicitamente los tensores de Levi-Civita, Utilizando la expreston (A 21 un pan de veces

en cl (érnuno:;
4 . " 3 P
Ta e, B L A W Ry (B. 1

de manera de conmutar e indice ;3 hasta el lado derecho de cada expresion, oblenemos,

i 1 e - . y
|/ j“,-; =y"wTyy - _—{74‘- ﬁ")}%- - ;WOW.O Foo 27" 0y —ac "y =2 gn = 77"

P4

(B3.2)

Otras identidades de importancia para el cdlculo de 7- ¢ son las que conciernen i ! -y vl
y a {7y y,m [P}, Sise considera la expresion.
A\ 1 i\ e ~\ _1 ~ir A N e v\
ra. FY) = g, =Int ay] oo =7 = Pat = P 7 (13.3)
] y ]

3

que es el resultado de realizar las distintas conmutaciones requeridas, podenios contracrla

con ~\7v, y obtener.

-\

--l'ﬁ‘\,?/\‘,,/ “"\/—i,\f + ;“':'\F"\‘ _"-A,--'—': (B.4)

.

Uthzando la expresion (A21) en el €rmino 14,0, 7%, v posterniormenie volviendo

a usar esta misma expresion (A.21) para el (@rmino que va como 2,5, 7. pademos
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contracr la expresion con 777y obtener,

PN AU N - - Lo a2 N sy .

A L S YVAV N A UNRIST] Elzw“)/ T e g /n/;l s
EEIR R S (K.

Finalmente, contrayendo csta expresién con 7/t y rearteglando ténmimos, obtenemos la

segunda identidad de gran ntihidad.

1 Y . g o ; )
j{”z’,\‘m/' '\l oY=l ;/'mJ iR, r’T!]'f‘u sl (13 0)
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Apéndice C
Rutinas en Maple

Maple es un popular y poderoso programa de computacion algebraica simbdhice que
se ha convertido entre otros. como Matliematica, en una herramenta de suma utilidad cn
calcutos que normalmente serian muy difictles 0 tediosos de hacer a4 mano. s evidente
que el programa ha comprobado ser una gran herramiente para el desarrollo de esta tesis

® debido a la necesidad de computar cdlculos algebraicos diversos con matrices de hasta
16 > 16, determinantes de estas matrices. algebra de ensores y caleulos de todo tipo en
general.

Se utthzé Maple para dos targas principales en esta tesis:

I. Lanvesugacion que se hace al trabajar con el cuadri-espmor 1, =+, ¢ 1 que esta
enlarepresentacion (1. 4) « [(5.0] < (0.1) del arupo de Lorents inherentemente
implica el manejo de operadores matriciales que son compucstos por un producto
directo & producto tensorial de operadores matriciales que actdan ¢n los espacios
(+.2) y [(5-0) & (0. 1)]. Los indices de los operadores matriciales de la represens
tacidn vectorial son indices de Lorentz, es decir, estos operadores son tensores de
Lorentz y s necesario contar con las rutinas apropiadas para el manejo de estos
tensores como por ejemplo, bajar y subir indices. Estas rutinas las provee Maple
mediante la hibrera rensor Sin embargo. esta libreria no permite que las compo-
nentes de [0S (ENSOres sean matrices U otros tensores, stendo esta ana desventaja
para nuestro caso ya que debido a la forma de indexar ¢l praducto directo, todo ope
rador en el espacio (5. 3) & "(5.0) < (0. 1) ] es wratado como un tensor de Lorent

>
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con componentes malrictales que actian sobre espinores de Dirac Consideremos,
- N . - N . . ~ T . N T BEa
por ejemplo. el operador identidad en este espucio, 77 que aclia sobre ¢
(Jl-l .\'il)/ )
AR '
/| 1 Ny o )
donde Oy v /5.y son una mawz nula 4 > 1y la matnzadentudad 1 > - respectiva
menle. Csle operador. y ningdn olro que tenga conmo componenies matrices, puede
ser manejado mediante Ta hbrena tensor de Maple Asi que fuc necesario progra
mar unas pequenas rutimas para manejar este tipo de objctos v realizar operacrones
algebraicas con ellos. I2n Ja siguiente seccion se da una referencia detallada de cadi

rutina programada y cl histado de la ibrena asi generada.

o

Un cdlculo realizaco en csta tesis que juega un papel central es el caleulo del deter
minante caracteristico. Este deterninante permite establecer si Lt ceuacion

[ (7)o = 0 descnibe una propagacidn causal de las soluciones para ' Iste cdl-
culo consiste en lomar el determinante de la matriz que resulta de ulthzar sélo los
elementos con las mds altas derivadas covariantes en [ (7) v con la sustitucion
7, — 1, Debido a que ['?, es un tensor de Lorentz con componentes matriciales.
también es necesario incluiren el programa un forma de convertir este tensor a una
matriz dc 16 x 16 de la que Map/c pueda calcular ¢l determinante con la imstruccion

del().

C.1. Referencia de las rutinas

Aunque algunas de Jas rutinas de la libreria rensor no son aplicables a nuestras necesi-
dades, el tipo de dato fundamental para representar un tensor si resulta adecuado y por
tanto lo adoptamos también. l.a rutina principal que lleva a cabo la contraccién de un par
de indices entre dos tensores en Maple no es utilizable con tensores que ticnen como coni-
ponentes otros tensores (matrices). Sin embargo. hay un par de rutinas nuiis dentro de L
libreria que son reutilizables. A continuacion describimos brevemente los tpos de datos v

rutinas que utilizamos de la librerna tensor.

93



C.1.1.  Rutinas de la libreria tensor de Maple

lensor ivpe

2} hpo de dato fundamental para repiesentar un tensor en Maple os el tenvenr type. que
es una tabli con dos entradas, La primer entrida se conoce coma e luir vesuna lista
dondic se espeaiica la naturaleza de Jos andices del tensor, ¢o decis, s son covanantes o
contravartantes Un |1 en la hista ssignifica que ¢l indice covrespondiente it [y posicidn ¢n
la bsta es de tpo contraviuianic. Un -1 es unindice covanante. La segunda entracda ¢
conocide como cornupis y es on arreglo apropiado para epresentar Las componenies del
tensor, La creacion de un tensor con componentes escalires puede ser Hevada a ciaho can

yrn

la instiuccidn create de la hibseria rensor, Para crear ¢l tensar metrnico " con ndices

contiaveriantes. por ejemplo. se podria hacer de La siguienie forma,
Pon.Tor gL, T A ayv e, T, a6, PR . L v

Sin embargo. para la ¢reacton de un tensor con componcntes malriciitles, conio por cpem-
plo 7,. cste comando ya no es uthzable y se tendria que hacer de i siganente mancta,

A 2D B4 - T S S U DR [ L S D S P SN 1) I LG, )y,
v L P T I T N L T P |
R T L M P M T P I D N D D L
P R RPN IO e I I PR PR N PR DU LR P P PR R A
PO s oot wim o char=icbg, et arrapiavein l N il ST e T

Levi _Civita (detg. dim, cov_LC, con_LC)

Este comando crea an tensor de Levi-Civita covarianic y olro conlravariante v 1os
almacena en cov_LLC v en con _I.C respectivamente. Loy parametros detg v dom son el
determinante del tensor metrico y la dimension del espacio. Para crear ¢l tensor de Lew-
Civita usado en relatividad especial detg=-1 y dim=4.

> Lavi _Cavitatl J,4,Levalov, Levaceny,

> o Leveen JoLap 10, Y, L,

esto quiere decir que Maple produce ! = —1

prod (A, B, [al,bl], [a2,b2]....)

El comando prod() rexliza el producto inerno entre Tos tensores A v 13 contravendo ¢l
indhee al de A conel indice bl de B. contrayendo e) indice 22 e A con ¢l indice b2 de B,
cic. Este comando no funciona con tensores con componentes matriciales, Li contraceian
gt ocon P27 o= (1 0P, PO que resultaen £, = (13- 10—, =1y se harfaode
I stguieale torma,
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lower (covariant_nmelric_tensor, A, il.i2....)

Ll comando lower *baga’los indices i1,2.ete. del tensor A Se le uene que proporcion:u

e} tensor ménco covanianie como primer paramelro.

raise (covariant_metric_tensor, A, i1,i2,...)

Lt comando leonwer “subclos indices i1.i2.ete. de) tenvor A Sc e trene que praporcion

¢! ensar mEtrico cavarianie como primer pardmetio.

C.1.2. Rutinas Propias

En esta seccion documentamos las estructuras de datos v mutinas gque fuccon progrs
madas especihcamente para llevar a cabo Joy caleulos y mamipufaciones algehrivens ¢n

csta tesis.

o)

Eltensor métrico de relatividad especial con indices contravanianies

gcoy

El tensor mémnco de relatividad expecial con indices covananies,

Gamma

Un tensor con unindtee contravaranle gue tiene como componentes las matnees gama
de Dirac, v La componenle Camma (compt a| | 1) conesponde a '

Caimma[compmoi 2] corresponde a v ele.
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Gamma_cov

Un (ensor con un indice covariante que ticne como componentes Jas malrnees. ~

g5

Un tensor de rango 0, gue ¢s un escalar, pero como componente conbiene la matny.

0

definida como = = 151470

epstlon

- o, o by
En esta tests hacemos uso de la definicidn del tensor de evi-Civita como '#4 = ],

es decir, con el negativo de la definicion que tiene Maple para este tensor. astque el tensor

N

epsilon cstaacorde a nuestra definiccdn con ey Loon | ~rmomto L, 3,40 -1

epsilon_cov

El tensor de Levi-Civita covariante de acuerdo a nuestras convenciones. s decrr,

epsilon_covicomple][1,2,3,4] csigualal.

sigma

Es un tensor de rango 2 que representa al tensor o/ = ~/'~

sigma_cov

Cl tensor covariante correspondiente a sigma.
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&

Uso (¢)& x(A).
Este operador es una rutinit que devuelve la smuluphcacion de un escalar € por un tensor

A. Ll escalar ¢ pucde ser an tensor de raneo O o un biomero iemplo,
£ |

> (S)Y&ax{fGarmal ;

{ | /- 1l " i \ ! e " oo 1 N m n P " "
J n s n n | O “ - o " ] " . | i 1l "
cobla | Vimdrs _canr = 1 camngas = |
n " h n « N ] ' ' ' " 1] " '
(T u I _ 4 ,"I \ A Qa a0 ) \ [ o " noop ! N

L'so: (A)& (B).
Esle aperador realiza el producto mterno de dos tensores de rango T.oes decir. de dos
vectores. St A representa al ensor A" v B representa al tensor /37 entonces el restdtado
de esta operacion es A7 /3, .o dos lensores pueden ser covanantes o contravaytantes. L

rutina se encarga de tomar correctamente ¢l producto interno Eemplo,

> (Camma)é&. (Gamma) ;

ST u\‘\
o[_

04 0

table tder cher =1 compts =
g 0 01 0
060/

& ++

Uso: (A& + r(B).
Este operador realiza la suma componente a componente de dos tensores compatibles
del mismo rango. St A representa al tensor A y B representa al tensor 727 emtonees !

resvhado de [a operacién es un (ensor gue representa @ A" -+ /3 LZjemplo.

3
~

(Camma) &a++ {28 x (™

{ . v t Yol " " v ' " n I '
0 « 4 i 1 — " \ ) n o
[§1-3K s, _scha [PFITN )y
| [T . fl n (SR B 1 ¥ n ! o "
y I (LI » IS " 1" woa o4\ ; " " | "



&-

Uso: (A)Y&-(3).
En todos aspectos este operador es idéntico que &+ + exeepto que en lugar de devolver Ia

surna de los tensores. Heva a cabo la resta A 37

Uso: (A)& ==(B).
Este operador devuelve un valor booleano verdadero si los dos tensores son idénticos y
un valor talso en caso contrario. En el caso negativo, se crea una variable global noeq que
conuence la lista de indices de los elementos que no coinciden entre amhos (ensores liste
comando es il para comparar dos (ensores cuyis componentes son matrices. Para (en
sores que tienen compornentes escalares se debe usar el comando caomparefj de la liberia

wnsor

(Coarma)e= (Gamma) ;

{1

simplificar()

Uso: sunphficar(A).
Esta ruana mapea el comando simplifs() de Maple a todas las componentes del tensor A,
Esta pensada para simplificar las componentes matriciales de un tensor que sca de esle

Lpo.

cte()

Uso: ete(e).
Crea un tensor de rango cero con componente igual a ¢ que puede ser un nimero & un

matri/

> cte{avray ({12,0,0,01,(C,1,0,0),7¢,5,0,01,10,0,0,11)));
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0 {)
table inder _chor = |l.compts =
' O 0 10
o 0 0o,/

get_tens_dim()

Uso: get_tens_dinA).
Devuelve la dimension del tensor A, es decir. el ndmero de componentes ¢ue tiene por cada
indice. En el caso de trabajar con relatvidad especial todos los tensores son de dimensién
4.

contraer()

Uso: contraer{A .B.ind).
Reuahza {a contraccion de dos indices especificados en ind. donde ind ¢s una lista con el

indice de A y el (ndice de B que se van a contraer respectivamentce. [emplo,

> n:—oreate([-1),array([nC, -nx, -ny, 1.2]});

table ([inder_chor = [- 1 compts = [a0). -uae oy e 0

> contraer(n,Gar~a, !1,1));

/ 20 0 - oA IH.!,' l W
. 0 n ne oy . ‘
table index_char = ||, conipts =
| nz nwr = fny =) 0
L na + Iny - 0 —n0
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C.2. Listado de Rutinas

S v afTE alt 4 LIBALAL, =l nliemaalt,

A * i PR o PRI RN W |
: e Ll L nTayt P s A L oL [
ot STt L T Larrayd o L, 000,200, 2,0 DA P ot

< - Corlet e o

Al . [T R T RETI
R L DR IR oo L
R L PLNP R PN .

o r AT carvayp il Poralnis X, =ValPIs Y., - ey

PGt [P RV PR PRI F R L S P

P T PR SR L I

T s LI N Bt PR

L g R T o I S RN I o B [ 1 .
Bt mLam 1 r e g L STl P Yo,
~ IR T B IPYOT Y
- - -- [N . . . . . -
SLes o v ynor D 0%~ ozéraics,
JE oAl (o actayy anz tewallylt arravd, Ctea
R S R I P e R N LI

N O Y S N A NI A )
PO TE Y
RN I ¥ .
]
P e mmm Ame o vmmemaoe aaoos P S s
A T (X, 7 GPTI0RT DDeTd T, LN A
- Loy
T4 trvalaal L MYETEE SRS e AT
P DI
g-ue
Al Tiwaiomaan,
end j(C:

(zADIE | udex_ taren! o afex o han oo THE LY eAVA A el LD ouutu oA DY,

erd vrou,
»
PE— oo e oo il P . P PR
[N [ T R N R YR [
A ey Y,
L IS S AR L, s A
B A TR R S KU T A N T PR SR T B
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