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I. INTRODUCCION

El problema de localizacidn de los auto-estados de
electrones no interactuantes inmersos en potenciales
distribuidos al azar, ha sido estudiado tanto

numéricamente como analiticamente [1). Se sabe bién ahora

L
que en sistemas unidimensionales todos los autcestados
estan localizados, independientemente de la magni tud del
desorden (2). Estas aseveraciones tedricas han sido
confirmadas en experimentos de transporte electrdénice en
Slistemas metidlicos desordenados compuestos por hilos

P
metalicos (3). La forma como se relacionan los resultades

.

tedricos con cantidades de transporte medibles es a
“través de la formula de Landauer:

®

=1
R =T -1, 1>

donde T representa el coeficiente de transmisidn total de
la region de dispersion y R es la resistencia

Cadimensional).




La ecuacidn de Schrédinger en potenciales cuasiperiddicos
también ha sido analizada en detalle por varios autores
(4-6). El interés en estos sistemas es tanto matematico
como fisico. El interéds matematico surge del hecho de que
el teorema de Bloch es inaplicable es estos sistemas y es
necesario implementar técnicas numéricas para la solucidn
del problema. Desde el punto de vista fisico el intereés
radica en que ese tipo de potenciales se presenta en
sistemas inconmensurables (7], en compuestos crecidos de

manera no estequiométrica (8], etc.

Otro factor importante para el estudio de estos
materiales ha sido el descubrimiento de cuasicristales
[10]. Estos son sistemas con un nuevo tipo de
ordenamiento, Qque no es ni cristalino ni amerfo. El
patron de difraccidn de rayos X de estos materiales
CAlO.BGMnO.14) posee simetria i{cosaedral, la cual no
pertenece a las simetrias cristalinas. Uno de los modelos
que reproducen ese patrén de diffracidn es el conocido
come las redes de Penrose (11). En dos dimensiones, este
modelo consiste en el embaldosado de dos tipos de celdas

que llenan el plano de una manera no periddica. Esta




construccidn tiene la propiedad de que sobre los e jes de
simetria cinco, se alternan familias de planos de

acuerdo a la secuencia de Fibonaccti [12).

El propdsito del presente trabajo es estudiar el
coeficiente de transmisiédn de una cadena finita de
barreras de potencial compuesta por dos tipos de barreras
de altura diferente vy dispuestas de acuerdo a la
secuencia de Ffibonacci. En particular se estudia como
depende T del numero de barreras.Con el fin de marcar las
diferencias con sistemas periddicos, se resuelve la
ecuacidon de Schrodinger para el caso en el que todas las
barreras iguales vy aquel en el que una barrera baja y una

alta se alternan regularmente.

En el capitulo Il se revisa someramente las soluciones
para el caso de una sola barrera Yy se extiende a el caso
de dos barreras. En el se dan algunas soluciones
analiticas en casos especiales. En el capitulo III se
presentan los conceptos de la serie de Fibonacct y se da
el formalismo general para la obtencidn del coeficiente

de transmisidn en el caso general para un numero




arbitrario de barreras vy dispuestas de acuerdo a al

sSecuencia dada. La discusidén de nuestros resultados y

conclusiones estan contenidas en el capitulo IV.

una

las




II. SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER PARA UNA Y DOS

BARRERAS DE POTENCIAL.

En este Capitulo se revisa someramente el caso de una
barrera de potencial Y se extiende el formalismo a el
caso de dos barreras. Detalles del primer caso se pueden

encontrar en la ref. [13).

aJ Una Barrera de Potencial.

La barrera de potencial de altura VQ se ublica en el
origen y tiene un ancho a; entonces, la particula es
libre para valores de x < 0O Y X 2> a (Cregiocnes I y III de
~la Fig. 1). La solucidn general de la ecuacion de

Schrodinger para energias del electrdn g < V . se puede

(@

escribir como:

Figura 1




<+
Ale Ble x < O
0 = Aje 4 Bye 0< x< a €1
tkx -tk x
+ b
A3e 83 X a
donde k = g% y ® = (VO - % Las unidades que
adoptaremos en todo el trabajo son tales que A2m = 1.

Aplicando las condiciones de continuidad para la funcidén
de onda y su derivada en x = O Yy en X = a, obtenemos la
relacidn entre los coeficientes de la funcidn de onda

incidente y saliente:

~donde M es la matriz de transmisidn Yy esta dada por:

Ly Kk i -t ko
[coshxa + =5 senhxale e —Eysenhua e Pt
M = ) C3D
(Y tka L = ey
- — Senhxa e (coshxa - — senhxale
2 2
b4
» k » K
B e = : B o b C4>
v K »® e k »

10




La solucidn que nos interesa es aquella en la que no hay
onda reflejada en la regidn III CBQ = 0D, Asi el

coeficiente de transmisidn se define como la razdn de

T 2 .
corriente de la onda transmitida |A3| a la de la onda

incidente ]Allz;
2
A3| 1
T = - €8
1 2 2
IAll |M11|
Tomando Vo = 1, el resultado para el coeficiente de
transmisidn es:
4eC1 - & s2
2 para <1 ; »=C1-g> '
4eCl - &) + senh“wxa
T = . 6D
| 4eCe - 1D . i 12
t - para &>1 ; »=Cg-1)
4eCe - 1) + sen“xa

En la figura 2 se presentan los resultados para el

coeficiente de transmisidn para tres valores del ancho de
la barrera; a = 2.23, 3.186 y 6.32. En esta figura se nota
claramente gque entre mas angosta sea la barrera la

robabilidad de que el electrdén traspase la barrera es
g p

11
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mayor. El coeficiente de transmisidn aumenta
monotonicamente de O a el valor en el que la energia del
electron es igual al de la barrera:

TC1d = {1 + a*s4)7"

m
~
7

La dependencia de T con respecto al acho de la barrera se

muestra en la figura 3 con una linea punteada.

Para valores de la energia £ > Vo' la transmisidn total
T=1 ocurre solo para ciertos valores de la energia
1-2

Case =nnd. En esa regidén, T oscila entre 1 y un valor

minime que disminuye al aumentar la energia.

13
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b) Dos barreras de Potencial.

Consideramos el caso mas general de dos barreras de
potencial, en el cual tanto los anchos como las alturas

son diferentes:

4
e
v/
)
I I.I ‘ III 1V [ Y
|
L
O¢—— a ——|¢ b 4|« c R
Figura 4

La funcidén de onda en las regiones I, III y V son de la

forma:

¢8>

,
n
—
W
(0))

donde k‘=evq. En las regiones II y IV las funciones de

©nda son exponenciales si la energia es menor que el alto
de la barrera;

wx) = Ae v + Be i . =2, 4 [Q=h)

15



1/2
donde x = (V - &) , L =2, 4.
L /2
Aplicando las condiciones de continuidad para la funcion

de onda y a su primera derivada en los puntos x=a+b vy

x=aq+b+c, obtenemos la matriz de transferencia para la

segunda barrera. En el caso en el que e(Vz. toma la forma:
t . LY
C tk ¢ 4 =2tk 1
coshx c+ senh» cle '3 senhx ¢ e 3
< 2 4 2 4
M - |
2 ) LY
P tek L 4 s =ik e
— senhx ¢ e 3 [coshx c—— senhx»x cle 3
2 " < 2 <

10>

donde l=Ca+b)+c. 2 es, el centro de la segunda barrera, y

k« ka x‘ ka
L = — = e » e C 1 D
"« k »® M, k % i
3 4 3 4
Asi, para obtener los coeficientes de la onda que sale

del sistema en términos de los coeficientes de la que

incide, se multiplican las dos matrices de transferencia:




= MM 12D

y el coeficiente de transmisidn esta dado por:

L
I

T = fCM > (MDD + CM D> (MDD 13
1711 27 11 171

2 2 21
El cdlculo de T en el caso general se tiene que hacer
numericamente. Solo se pude obtener una expresidn
analitica en el caso de barreras de igual ancho y con
Separacion b=a=c para un electrdn con e=1 Crecuérdese que

hemos tomado en todos los casos V, =1):

»

2 2

T = (C1 - senza)z + C%— sen 2a - a)zlﬁy 14>

[\;'I Q

La linea continua de la figura 3 muestra la dependencia
de T con respecto a el ancho de las barreras. A
diferencia del comportamiento de una sdéla barrera en la
cual t=1 solo para a=0, en el caso de dos barreras ya hay

Un numero infinito de anchos para los cuales eso sucede.




Esos picos a altas energias estan espaciados en valores

de m.

En la Figura S se muestran los resultados para T en el
caso de dos barreras de igual altura e igual ancho
Ca=c=2) y separadas por una distancia b=1, 2 v 3. Esto
muestra un comportamiento completamente diferente en la
region €<1 al de una barrera; 1 5 @ existe una
transmitancia total para un valor de la energia en ese
rango. Entre mas separadas estén 1las barreras, mas

localizado estd ese valor de la energia.

La forma como depende T del ancho de las barreras
compoarado con la separacidn de las mismas se ilustra en
la figura 6, donde la Separacioén se ha fijado a 2 y las
diferentes curvas corresponden a los valores a=c=2y 4

Agqul notamos también que para valores mayores de a, el
plco de maxima transmitancia, en la regidén e<1, se
localiza mas y permanece en el mismo valor de la energia.
En algunas grificas los picos no llegan a 1. Esto se debe

al tamano del intervalo entre punto y punto con el que se

calcularon los programas.
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La figura 7 muestra el efecto de la diferencia de tamafo

n

de las barreras. aqui se tomd a=b=c=2 y V2= 1, 1,42 ¥
En este caso, la resonancia en e<1 se reduce
considerablemente y una transmitividad apreciable en el
caso de V2=2 solo sucede para valores muy altos de

energfia C(exB).

21
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III. SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHR&DINGER PARA UNA

CADENA DE Fibonacci FINITA.

Aqui discutimos el caso general de un numeroc n de
barreras de potencial de dos alturas diferentes y
dispuestas de acuerdo a una secuencia dada. La figura 8

muestra uno de esos arreglos.

®
v
% o )
! ——
v l
I IT | III IV vV [ VI VII VII1 |
i l
J L )l L
O¢ a +|¢— b 3|¢ a 2| e— b de as|e— b e a |
Figura 8
La soluciodn general de la ecuacidn de Schrodinger en las
regiones donde el potencial es cero ¢I,III,V,VII, etc) es
®

de la forma:

PCx) = A o KX 4+ B o tkX
L

172 .
con k =g Ci=1,3,8,7, etc). En la r
L

()
Q
!
O
J
Q
P
D
v
¥
L

barreras la funcidén de onda tiene la forma:

[§S]
(2]




PCD = A& & + B e TifS C15)
| 3

L "

donde el primer subindice indica la Zona de la barrera

(i=2,4,6, ...)> y j depende de la altura de la barrera (VI

o Vz). Asi y = (CV = 531/2. cuando la energia del
L) )

©lectron es menor que la altura de la barrera y » = (e -

)

VPI/Z cuando la energia excede la altura de la barrera.

Aqui consideraremos solo el caso en el que las barreras
tienen el mismo ancho a« y estan separadas por uns
distancia b. De esta manera, para la n-ésima barrera las
condiciones de continuidad de 1la funcidn de onda y su
derivada en el punto x=Cn-=13Ca+bd, donde empieza la

barrera n, son:

,w
-
0)]
v

PO =¥ X, y ¥
n n

ni=1

CxO=9’ CxD,
i n

N

De mamera analoga para los puntos x=Cn-1)b+na, donde

termina la barrera, las condiciones de continuidad son:

~
bk
N

P COxO=¥ (x), yv ¥'Cx)=y9’ o
n n n

+1 n+ 4

0o

B




La relacidn entre los coeficientes de 1la onda que incide

sobre la barrera n,

los de la onda que sale es:

A A .
Nn-1 +
=M | "], 18D
n
B B
n-41 n+1
donde la matriz de transferencia M tiene la forma:
n
Ly t ;
) nj tka Mo 21kl
{coshy a+ — ’'senhy .ale - = senhy ae n
n) e n) c L)
M = L v
. B 2tk ™ . -lka
- —= 'senhy a e n [(coshy a- — “senhy ale
c r\] hJ a l'll‘
19D
donde | =(n-10b+(n-1.2)a es el centro de la n-ésima
barrera, ;=1, 2 seguUn sea la barrera y:
¥ k ¥ k
n) n) e
Lro= - —, = = o+ — 20>
n) K p Hn) k p
nj nJ

La matriz de transferencia para las n barreras se obtiene

del productc ordenado de las n matrices

individual es:

de transferencia




M=MMM.. M, Leld
1.2 3

obteniendose finalmente el coeficiente de transmisidn

para el conjunto de las n barreras:

Analizaremos ahora tres casos:

1) n barreras idénticas:

En este caso se tomd V1=V2=l y a=b=2. La figura 9 muestra
los resultados para T en el caso de cadenas con 6, 8 y 10
barreras. Aqui se ve claramente una banda dentro de la
region &<1. El! numeroc de picos es 1gual al numero de

.

barreras menos 1. También se observa que para e>1 se
“empieza a formar otra banda, que se hace mas patente al
aumentar el numero de barreras. La figura 10 muestra T en
la regidén de la banda para el caso de n=150. Los bordes
de la banda coinciden ya con los de la cadena infinita

(modelo de Kronig-Penney).




TRANSMISION

TRANSMISION

~ e - 4 I ARV R

Vie\V2mi Am2 Bem2 C=2 HK=8

0.9
0.8 -
0.7 - ﬁ

0.8

0.4 Il

03

0.1 ;

° Lf Ll T 1§
VimV2em! Am2 Bm2 C=2 N=8

0.9 +

0.8

0.7 +

0.8 4 ,

0.5 4 |

0.9
0.8

0.7 4

0.8

0.5

0.4 .A
|

0.3

0.2 \

ENERGA



150

N

2

AISMISION

C

!

TR

r
b
B=2

Ar=2

|
N

E D
N L

N

—
|

(j7
1 ) %
.

re

il
- -

COL

—

— o 0t B
- - PR
-~ P e
- - -
=
e x Ly
. [ LV BN

« 3 Ll T
ST S b
o —_—

=i 3
. >
——r e s
s Kol 5. SN
% Bl PR
o - o e N g
ad At 29 P -
g ot B -
— -
et v K\ e
ws. & - wla
e (e . —
Seae es 2 R o gt
S iyt it g S
- ,
- SR g
e
——— — o - !
bt el 2 -
R — ~
= -t e
— NI L TR,
ASTIDA SRR

NOISINSNYaL

28

0.8

-
.4

0.6

Figura 10

ENERGIA

0.5

0.4



ii) n/2 barreras de tipo 1 alternadas regularmente con
otras de tipo 2.
Este caso es parecido al anterior, con la diferencia de
que la celda unidad es el doble. La figura 11 muestra los
resultados para el caso en el que V2=2, a=b=2 y el numero
total de barreras es 6, 8 y 10. En estas figuras se
observa claramente que se forman grupos con dos bandas.
El numerc de picos en cada banda es ahora n-2-1. La

figura 12 muestra la regién de las dos bandas para el

caso de n=40.
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1iid) n barreras dispuestas en una secuencia de Fibonacct.

En general una cadena cuasi-periddica se puede generar al
proyectar sobre una recta puntos que pertenecen a una red
cuadrada [(14). Esto se ilustra en la Fig. 13 donde se
proyectan los puntos de la red cuadrada que caen dentro
de dos lineas con pendiente r=tanf. Si uno denota por wu_,
la absisa del punto n a lo largo de la linea que pasa por
el origen, la longitud de la distancia que seprara los
puntos n y n+l solo puede tomar los valores s=send Y

c=cosf, y estd dado por:

U U =8 =-(Cs = &) [Int, [C—M] - Int [—rlf—” Lo
r+1 r+1

~donde Int(z) denota el entero mayor gue es menor que z.
Escribiendo la secuencia de los enlaces a la derecha del
origen se obtiene la pal abra infinita w=sccsc. ...
Palabras (o cadenas) de periocdo A=a+/3, se obtienen
cuando las lineas tienen pendientes racionales r=o/g.
Sistemas cuasi -periddicos se obtienen cuando r es
irracional. En particular 1la cadena de Fibonacci ce

obtiene cuando r=C¥B5-1).2.

32







Aquil hemos gener ado cadenas finitas con G
barreras grandes y P barreras pequefias, tales que el
P+G es el numero total de barreras y r=PsG son
aproximantes de Fibonacci (2, 3.2 ,5-3, 85, 138, 21.13,

3421, etc.>D

En las figuras 14 y 15 se presentan los resultados para
cadenas con ;3, 2l, 34, 55, 89 y 144 barreras, dispuestas
en la secuencia de Fibonacci. De estas figuras se nota
claramente que el efecto de la cuasiperiodicidad es
destruir las bandas que existen en el caso de sistemas
ordenados como el tratado en los incisos i) y 1id>. Esto
@s mas evidente en cuanto el numero de barreras se

incrementa.

La diferencia entre los sistemas ordenados de una cadena
con un solo tipo de barreras, con dos tipos de barreras
alternados periddicamente y el caso de Fibonacci se
observa claramente en la Figura 16, donde se muestran los

resultados para cadenas de 144 barreras.
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IV. CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado sistematicamente el
fenomeno de transmigion de funciones de onda electrdénicas
a traves de barreras de potencial. Este estudio ha sido
motivado por las propiedades de conduccidén que pueden
tener sistemas que no estan ni completamente ordenados ni
completamente desordenados. Tal es el caso de los
cuasicristales unidimensionales, de los cuales el que
hemos analizado es el de una cadena de barreras de
potencial con dos alturas diferentes y dispuestas de

acuerdo a una secuencia de Fibonaceci.

Con el fin de comparar con sistemas ordenados resol vi mos
el problema mas sencillo de cadenas de barreras iguales y
el de una secuencia ordenada de barreras altas y bajas.
En el primer caso se obtiene claramente las bandas
caracteristicas del modelo infinito de Kronig-Penney, vy
en el segundo caso debido a la doble periodicidad 1la

banda se desdobla en dos sub-bandas.
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En contraste con lo obtenido en los casos orden
cadena de Ffibonacct las bandas se tienden a destruir,
apareciendo gaps alternados con resonancias muy angostas.
Esto es mas evidente en cuanto se aumenta el numero de
barreras. Un efecto andlogo se observa en sistemas

desordenados (195).

Este es solo un estudio preliminar gquedando varios
aspectos por estudiar, como son: 1) Leomo se van poblando
las regiones donde aparecen los estados al aumentar el
numero de barreras?, tid cestan esas resonancias
localizadas donde existirian bandas de periodicidad mayor
que 27 LEL LD .se presenta el fendmeno de
autosxmllarld;d?, tud Jcual es el efecto de campos

electricos aplicados? Estas preguntas estan siendo

consideradas actual mente.
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