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l . 1 NTRODUCCI ON 

El problema de localización de los aulo-eslados de 

eleclrones no inleracluantes inmers os e po e c lales 

dislribuidos al azar. ha sido estudiado anl o 

numéricamenle como analílicamente [lJ. Se sabe bién ahor 

• 
que e slslemas unldimensionales odos os au o es ados 

es án localizados . independien emen e de la magni u del 

desorden ( 2 J . Estas aseveraciones teóri c as h Sl o 

conf rmadas en experimentos de transporle elec r ón co n 

sis_emas me áli cos desordenados com ues os por os 

melá lCOS (3J. La or ma como se re aci o nan los resullados 

teóricos con cantidades de ranspor e medlbles es a 

·- lravés de 1 a f o rmu a de Landauer: 

• 
( 1) 

donde T r epr ese r a el coe Cl en e de r anSffil si o ola l d 

la región de d spersi ón y R es a resls n Cla 

(adl mensi ona ) . 



La ecuación de Schrod nger en potenciales cuasiper ódicos 

tambi én ha si do ana izada en de a e por v ar i os aulor es 

[4-6). E inLerés en eslos sisLemas es Lan o ma emá ico 

como físico. E in erés malemálico surge del hecho de que 

e leorema de Bloch es inaplicable es esl os sis emas y es 

necesario imp emen ar écnicas numéricas para a solución 

de pro b lema. Des d e el p u n o d e v i s a f í si c o el 1 n e r és 
• 

radica en que ese lipa de polenciales se presenla en 

s s emas inconmensurables [7]. en compuesl os c rec i dos 

manera no es equiomélrica [8]. elc. 

Otro factor importanle para el eslud i o de eslos 

ma eriales a si do el descubrlmie o de cuasicr slales 

( 10] . Es os son s s emas con un nuevo i po de 

ordenamiento. que no es ni cristalino ni amor f o. El 

• paLrón de difracc ón de rayos X de eslos ma eriales 

pos ee s i me ría cosaedra la cual no 

per lenece a 1 as si me í as cr i slal i nas. Uno d e los mod los 

que reproducen ese pa rón de di ffraci ón es e conoc do 

co o as redes de Penr os e (11). En dos d ens ones . e s 

mode o co s s e e el embaldosado de dos llpOS de c el as 

que 11 enan el pI ano de una maner a no per.l. ódi ca. Es a 

6 

�_ __________________________ _ 



• 

• 

---------------------------------------------------

construcción iene la propiedad de que sobr los jes de 

simetría c nco, se alt er nan f ami 1 i as de planos 

acuerdo a la secuencia d e F ibonacci [12]. 

El propósito del presente lrabaJo es estudiar 

coeficien e de lr ansmi si ón de una cadena fini a 

de 

el 

de 

barr eras de potencial c o mpues a por d os pos de arr r as 

de all ur a diferenle y di spuestas de acuerdo a la 

secuencia de Fibonacci. En parlicular se es ud a como 

depende T del número de barreras. Con el fin de marc r l as 

diferencias con si slemas periódicos . s e r esuel ve la 

ecuacIón de Schródinger para el caso en el qu e o as as 

barreras igua es y aquel en e que una barrera baja y una 

alta se allernan regular mente . 

En el capí ulo 11 se r ev! sa somer amen e as s ol UCI ones 

para el caso de una sola barr er a y se exliende a el caso 

de dos barreras. En el se dan a gunas Soluclones 

an al ilicas en casos especiales . En e l capl u o 11 s e 

pres en tan l os conceplos de la serie de Ftbonacc l y s da 

formalIsmo genera e para 1 a oblenc ón del coe c e e 

de lr anSffil si ón el en caso genera ara un ero 
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arb ' lrario de barr e ras y dispueslas d e acuerdo a a guna 

secuencia dada. La discusión de nuestros resul ados y las 

conclusiones eslán conlenidas en e l capilul o IV . 
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11 . SOLUCION DE LA ECUACION DE SCH ODINGE PA A U A Y DOS 

BARRERAS DE POTENCIAL. 

En esle Capilulo se revi sa someramenle el c as o de Wla 

barr era de p o e cial y se e x iende el or ma I s mo a el 

caso de dos barr eras. Detalles del primer caso se p u eden 

• enc o ntrar en la rel. [13 J. 

a ) Un a Barrera de P olencial . 

La b arrera de potenc al de a lt ura Va se ub i c a en e l 

o r ge y l en e un an c h o a · , en onc es, la al- i e 1 a e s 

lIbre para val o res de x < O Y x > a (region s 1 y 11 1 de 

1 a Fi g . La solución general de 1 a e c ua c i o n de 

• Schrodinger p a r a energ í as d e l e e c ró 
l: < V a se pued 

escribir como : 

o a 

F igura 1 
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'l-{ x) = { 
donde k = 

Ale 
t kx 

+ 8 e 
1 

A
2

e 
;tX 

+ 8
2

e 

A lkx e + 
3 8

3
e 

1 / 2 
t: y = 

-i k x 

- )(x 

-ikx 

<v O 

x < 

O < 

x > 

1 / 2 
C) 

O 

x < a (1) 

a 

Las unidades qu 

a dop ar emos e lodo e l lrabaj o son a es que /2m = 1. 

Ap icando las cond iclones de con lnuldad ara la fun c i o 

de onda y su derivada en x = O Y en x = a, oblenemos la 

relación en lr e los coef ic ien es de la funci ón de ond 

inci denle y salienle: 

( 2) 

donde M e s a ma rlz de lransmisl ón y es á dada o r : 

[[ cosh ~a 
lV ika ~¡...Jsenh )( a -lka 

al 
+ 2 senh)(aJe e 

M 
l ka ( 3) L¡...J 

s en h ~a ( cosh 'H a LV -L -2 e - 2 senh ~aJe 

y 

k 
e 4 ) 

1 0 
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La solución que nos inLeresa es aquella en la que no hay 

onda reflejada en a regi ón 111 C 8
3 

= O) . A S l el 

coefic en e de r ansmi s ó n se def i ne como 1 r azon de 

corrienle de la onda lransmiLida 2 
I A3 1 a la d a onda 

nc en e i id L lA /2; 

1 

• T = = (5) 

Tomando 
O 

1 , el resultado p ra e l co el n e de 

Lransmi si ón es: 

4cCl - c) 
1 / 2 para c <l ~=C 1 -c) 

4cC1 - c) -+ senh 2
'Ha 

T = 
(6) 

4cC c - 1) 
~ =Cc-1 ) 1 / 2 para c ) 

4cC e 1) 2 - -+ sen ~a 

.. 
En a f gura 2 se presenlan los resul ados ara el 

coeficienLe de ransmisión para r s va o res de ancho de 

la barrera; a = 2.23 , 3.16 Y 6 . 32 . En s a i gur s no 

c aramenLe que enlre mas angos La s a a barrera a 

probabi dad de que el el ecLl-ón r aspase la barr ra es 
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mayor. El coeficiente de trans mi sión aumenta 

monolónicamenle de O a el val or en el que la ener gía del 

electron es igual al de la barrera : 

TC 1) = [1 2 -1 
+ a / 4] . C 7) 

La dependencia de T con respec o al acho d e la arre a se 

muestra en la figura 3 con una li nea p u n eada . 

Par a v a lor es de a energía G. > v , 
o 

a lr ansmi s ón o al 

T=l Ocurre solo para ci ertos valores de a energia 

Cac
1

/
2

=nrr ). En esa región, T oscila en tre 1 y un valor 

mi ni mo que d ' S ffil. nuye al aumentar 1 a e ne r g ' a . 
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b) Dos barr eras de Polencial. 

Consideramos el caso mas general de dos barreras de 

p aLencia . en el cual lanl o l os anchos como las al uras 

son di erenles : 

v! 

1 Ir 

O~a 

1 l 1 

---+~ 1.- b ... I ...... --
Figura 4 

IV 

e 

V 

-----+· 1 

La unción de onda en las r e giones l. Ir y V son de la 

forma: 

lf' = A e 
L 

dond e k 1 / 2 
=e 

x -ik x 
+ 8 e L \.=1 ,3. 5 • 

En 1 a s regiones Ir y 1 V 1 as funciones 

ond son exponencia e s Si a energia es me or q e 1 a 

de la b a rr era; 

(x) = A e ~ L X + 8 e - ¡.( x L=2,4 

lS 

e 8) 

da 

o 

(9) 
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dond e ~ = (V 
~ i./ 2 

1 / 2 
- e) I l =2 .4. 

Aplicando las condiciones de conlinuidad para la furcion 

d e onda y a su pr i mer a der i v ada en l o s punlos x=a b y 

x=a+b+c . oblenemos la mal ri z de ra sfer e ncia pa a la 

seg u nda barrera . En el c aso en el que c<V , Lom 
2 

M = 
2 

LV 
4 i k e (cosh ~ e+--- senh ~ e J e 9 

• 2 • 

1 orm : 

( 10) 

donde L=(a+b)+c/2 e~ e c entro de la segund a barrer a, y 

k 
= k 

3 

3 

)( 
4 

J.l " = k + 
9 

k 
3 

(11) 

Asi. pa ra ob ener los coe f ici e nLes d e la onda que sal 

del si s ema en lér mi nos de l os coef i el en Les de 1 a que 

incide, s e mulLiplican las d os malrices de lransferencia: 

16 



( 12) 

y el coeficienle de lransmisi ón eslá dado po 

T = I CM ) CM ) + CM ) CM) 1-2 

1 11 2 11 1 12 2 21 ( 13) 

El cál culo de T en el caso gener al s e i ene que hacer 

numéric a menle , Solo s e pude oblener una expresión 

anal í lica e n el caso de barreras de igual ancho y con 

separación b=a=c para un eleclrón con ~=1 Crecué dese que 

hemos lomado e n odos l o s casos V
1 
=1 )~ 

T = (C 1 
( 14) 

La línea co ínu a de la f igur a 3 mues ra a dep n enCla 

de T con espec o a el an cho de la s bar e as, A 

d ' ferencla del compor amienlo de una sóla ba rera en a 

cual l=l solo para a=O. e n el caso de dos barr eras ya hay 

un numer o in in ' lo de a chos para os cuales eso sucede, 

17 



Esos p ' cos a a Las ener gí as esLán espaci ados en valor es 

de 17. 

En 1 a Pi gura 5 se mues ran los resul Lados para T en el 

caso de dos barreras de igual alLura e igual ancho 

e a=c =2) y separ adas por una di stanci a b=l. 2 Y 3. Es o 

muestra un campar amienlo comple amen e di ere e en la 

región c <l al de una barrera; i . e . eXls e una 

LransmiLancla lolal para un valor de la energía en ese 

r a ngo. Entre mas separadas eslén 1 as barreras. más 

ocalizado es á ese valor de la energía . 

La forma como depende T del ancho de las barr er s 

compoarado con a separación de las mismas se i ~s ra en 

la fig ra 6. donde la separación se ha fijad o a 2 y las 

diferentes curvas corresponden a los valores a=c=2y 4 . 

Aquí no amos l ambi én que par a va or es ma yor es de a . el 

pico de máxima transmilancia. en a regi ón 1: < 1. se 

loca iza más y permanece en el mismo va or de la ene gia . 

En algunas gráficas los picos no llegan a 1. Es o se deb 

a amaño del lnlervalo entre punto y pun o con el que se 

c al cu aran os programas. 

18 
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La figura 7 muestra el efecto de la diferencia de ño 

de 1 a s bar r er as. aquí 

En es e c as o , la 

se lomó a=b=c=2 y V = 1, 
2 

resonancia en 

1.42 Y 2. 

se reduce 

consi der abl emen e y una t r ansmi ti 'vi dad apr eci bl e en el 

caso de V =2 solo sucede par a valor es muy al tos de 
2 

energi a (e~) . 
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1 I I . SOLUCI O J DE LA ECUACION DE SCHRbDI NGER P A A UN A 

CADE A DE Flbonaccl FINITA. 

Aqui disculimos el caso general' de un númer o n de 

barreras de polencial de dos alluras diferen es y 

dl spue slas de acuerdo a una s e cuenci a dada. La igu a 8 

¡ 11:
2

1 

I 

V 

1 VI Ir I 

1 
I 11 IV V VI VII 

O+- a -+ I +- -+ I +- a -+ I+- b -+ I +- a -+ / b -+ I +- a -+ / 

Figura 8 

.,La solución general d e la e cua ción d e Schrbdinger en las 

regiones donde el polencial es c er o ( I,III.V . VII . c) es 

de 1 a forma: 

lit (x) = A ik x 
e ~ + 8 - ik x 

e ~ 

con 1 / 2 
=e ( \. =1 • 3. 5 . 7 , elc ). En a 

barreras la fun c ión de onda liene la f orma: 

23 

(1 4) 

eg ón d as 



• 

• 

• 

'1'. C x) = A e y ~ j x + 8 
\. 

dOtlde el pr i mer subíndi c e 

Cl=2,4.6, ... ) y J depe nd e 

-Y . . x e \.J, 

i ndi ca 

d e la al 

C 1 5) 

la z o na de la arrera 

ura de la ba re a C V f 

V 2)' As í (V ) 1 / 2 cuatldo l a energía d e l 
o 'Y . = e , 

I. J J 

e eclrón es me nor que la a ur a de l a b a rrera y 'Y = Ce -
L J 

V) 1 / 2 cuando a energía excede la a lura d e l a barrer j 

Aq uí consider aremos solo el caso en el q u e las barreras 

II enetl el ismo an c h o a y es án sep a radas por una 

dislancia b. De esla manera, para la n-ési ma barrera las 

COtldl ci ones de c onli nui dad de 1 a funci ón de onda y su 

derivada en e l p~n o x=( n -l)(a+b) , d Otlde empl za 1 

barrera n, s o n : 

'lJ ( x.)='lJ Cx), y 'lJ' Cx)=\lJ'Cx). 
n-1 n n - í n C 16) 

De mamera aná oga para l o s punlos x=( n -l)b na , d o nd 

lernuna la barrer a, as condiciones de c on i nu idad son: 

lJt (x) ='lJ ( x), y '1" (x) ='1" (x) . 
n n + 1 n + 1 ( 7 ) 

2 
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La re a c ión en re los coeficienles de la onda que inclde 

sobre la barrera n, los de la onda que sale es: 

donde la maLrlz de lransferenc ' a M Liene la orma: 
r'1 

lV ' k 
n J L a tJ-l 

2 
n J -2L 

senhy ae 
l J 

( 18) 

[

CCOSh Y Ja+ 2 senhynjaJe 

M = lJ-l LV 
n nJ 2tk¿ r'1J -L 

- 2 senhY r'1Ja e r'1 (CoshYr'1ja- 2 senhYr'1Ja J e 

( 19) 

donde = ( -l)b (r'1-1/2)a es el cen ro d e la - és ma 

barrera , J= , 2 según sea la barrera y: 

y 
V = nJ 

nj k 
k y , 

= J + 
k 

k 

y , 
nJ 

y 
nJ 

(20) 

La ma riz de lransf e r enci a para las n barr ras s ob lene 

del produc o ordenado de las n matrices de trans erencia 

individu es: 

25 
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11 = MMM .. M, 
1 2 3 n (21 ) 

obleniéndose f inalmenle el coefi cienle de lransmisión 

para el conjunlo de las n barreras: 

e 22) 

• Analizar emo s ahora lres c as os: 

t) n b a rr e r as idénl icas: 

En esle caso s e omó V1 =V
2

=1 ya=b=2. La f igura 9 mues ra 

os resullados para T en el caso de cadenas con 6 , 8 Y 10 

barreras. Aqu í se v e c laramenle una banda den ro de la 

r eg ión e < 1. E numero de pi cos es 1 gual al numero de 

bar r er as menos 1. Tambi én se obser va que par a e> 1 s 

. e mpieza a fo rmar olra banda. qu e se hace más pa en e al 

aume n a el número de barreras. La flgura 10 mues ra T en • 
la región de la banda par a e c as o de n=150. Los ordes 

de 1 a banda ca nCl den y a con l os de 1 a cade na 1 n in la 

(model o de Kr onig-Penney). 

• 26 
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i i) n/2 bar r er as de ti po 1 al ter nadas r egul ar menle con 

olras de lipa 2. 

Esle caso es parecido al anterior, con la d i fe rencia de 

que la celda unidad es el doble . La figura 11 mueslr l os 

re~ullados para el caso en el que V
2

=2, a=b=2 y e l n úmer o 

lolal de barreras es 6 , 8 Y 10. En eslas f guras se 

observa claramenle que se forman grupo s con dos b a nd a s . 

• 
El número de pi cos en cada banda es aho ra n / 2-1 . La 

f i gur a 12 mueslr a 1 a región de 1 as dos bandas par a e l 

caso de n=40 . 

• 

-. 

• 29 
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i11) n barreras dispueslas en una secuencia de Fibonacci. 

En general una cadena cuasi-periódica se puede generar al 

proyeclar sobre una recla punlos que perlenecen a una red 

cuadrada (14). Eslo se iluslra en la Fig. 13 donde se 

proyeclan los punlos de la red cuadrada que caen denlro 

de dos líneas con pendienle r=lan8. Si uno denola por u t 

n 

la absisa del punto n a lo largo de la línea que pasa por 

el origen, la longilud de la dislancia qua seprara los 

punlos n y n+1 solo puede lomar los valores s=sen8 y 

c=cos8. y eslá dado por: 

'U -u ~ = s - e s - e) [r n l 
n+1 .. [

c n+1) r) - r n 
r +1 ( ~:1)]' (23) 

--donde 1 nlC z) d e nola el enler o mayor que es menor que z. 

Escribiendo la secuencia de los enlaces a la derecha del 

origen se obliene la palabra infinila w=sccsc . ... 

Palabras Co cadenas) de periodo A=~+~. se oblienen 

cuando las lineas lienen pendienles racionales r=~/p. 

Si s l emas cuasi-peri ódicos se oblienen cuando r es 

irraciona En parlicular la cadena de Fibonacci se 

obliene cuando r=CY5-1)/2 . 
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Aquí hemos generado cadenas finit.as con G 

barreras grandes y P barreras pequeñas, lal es que el 

P+G es el número lolal de barreras y r=P/G son 

aproXlmanles de Fibonacci (2 , 3/2 , 5/3 , 8/5, 13/9, 21 /13 , 

34 / 21, elc.) 

En las figuras ·14 y 15 se pr e s e n a n los resultados para 

cadenas con 13, 21, 34, 55, 89 Y 144 barreras, dispuest.as 

en a s ecuenc i a de Fibonacci. De est.as figuras se not.a 

claramente que e l efec t o de a cuasiperlodicidad es 

destrui r 1 as· bandas que exi sten en el caso de si stemas 

or denados c omo el tr a t ado en los i nci sos i) Y i i) . Es o 

es más evidenle en cuanto el número de barreras se 

incrementa. 

La diferencia ent r e los s ist. e mas ordenados de una cade na 

con un sol o t.lpO de barreras. con dos lipos de barreras 

alternados periódicamente y el caso de Fibonacci se 

obs erva clar amenle en la Figur a 16. donde se mue s t.ra n los 

resullados para cadena s de 144 barreras. 
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IV. CONCLUSIONES 

En este trabajo se h a estudiado sistemáti camen el 

fenómeno de transmiSión de funciones de onda elecLrón cas 

a lravés de barreras de polenci al. Esle esludio ha sido 

moli vado por 1 as pr opi edades de conducci ón que pueden 

tener s ' stemas que no están ni completamente ordenados ni 

complelamenle desordenados. Tal es el c as o de los 

cuasicristales unidimensionales. de los c uales el que 

hemos analizado es el de una cadena de barreras de 

potencial con dos alluras diferentes y dispuestas d 

acuerdo a una secuencia da Fibonacci. 

Con el fin de comparar con sistemas ordenados resolvimos 

e p rob ema mas senc ' lo de cadenas de barreras igua e s y 

el de una secuencia ordenada de barreras al l as y bajas . 

En el primer caso s e obliene claramente l a s b a ndas 

carac er ' slicas de modelo i nf i ni o de Kr on g-Penney. y 

en el segundo caso debi do a 1 a dobl e per i odi c dad 1 a 

banda se desdobla en dos sub-bandas. 
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En co lrasle c on lo oblenido en los casos orde ados en la 

cadena de Fibonacc L 1 as bandas se ' ende a des lr uir , 

apareciendo gaps allernado con resonanci a s muy angoslas , 

Eslo es más e vi danle e n cuanlo s e aume a a l númer o de 

barreras, Un efeclo anál o go se obs e va en s s amas 

des o rde nados (15J . 

• EsLe es solo un esludi o pre i mi nar quedando varios 

as e c los por esludi ar. como son : L) Gcomo se van pobl ando 

as r eg ones donde apar ec e n los es ado s a l au men ar el 

número de barreras?, Geslán esas esonancias 
.. 

localizadas donde exis irían bandas de er ' od cldad mayor 

que 2 ? , , LiL) ¿s e p res e nla el fenómeno de 

aulosimilaridad? ¿cual e s a l efec o de c ampos 

e éc ricos aplicados ? Eslas pregun as es án siendo 

" • CO sideradas aclualmente . 

'" 
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