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Resumen 

Presentamos los alltÓIl1(\tas ce\1 I1(\I'('s (AC) me>dianLe> g rafo s dirig idos, conoí id os 

como trad1\ctores, se> log ra (1) ía rarLel' i zil r al AC por Sll tradllcLor dde> rmini st a 

mínimo (td m ), (:2) IISilr 101110 pilréíllwtro dI' clasifiíil í i(')f l la rélmifi íéll ió n pro !1w di o 

de los v(~rticf's dl'l tdlll , Cl) ('ilklll;1 r lél ('nI roplél 1.opoll'¡.e; i í ét dI' lél primera image ll 

de l espacio de configllrilciolll's, ( 1) IISilr 1111 1l1l;1.odo P;ll' éI (' llcon 1. rar los sllhíonj lln 

tos in vil ri il n1.( 's dI' cunliglll'él( ' iolll'S "iéljerils .Y Si l (' 111 roplél t o po ll'¡g ica. Se pr('S(' Il 

tan r e>s lll tados de ( 1 )-«1) pill'iI lit (, Iits(' ml11pl(,té\. d(' los AC 1'II'Ilwntales (/\CC ). 

Se extah lece lél entropíél topoll'¡.e;ií<t (Itol conjlln1.o límit e> de :2,1) /\(';8 , adi í io nal

ll lf'ntf' a los :10 ACE soh re.)' l'd i,'os. Se> prt'senta ('1 g l'lIpO IOmpl f' t o el e t nlnsfor

maíiones in1.Nnas l11éís lit rt,nl' Xil')1l péll"éI lit s rt'p;lils Ci"(' cI('filH'n él los /\C . SI' rt, nnél. 

l a clasifiC<llióll dI' l it r;lI11ilic ;ICil '¡ 1l prollH'clio COIl ('1 orclen dl'l g l'llpO de simd rías 

df'1 a ll tÓl11itt.éI. Y rillitlllWll' SI ' ('x l i(,lldl'll biS si!1H'1 rí;l s de re.e; lil s él simet r ías el !" 

a lltómélLé\.s m eclian1.l ' 1111 Lritt!ll clor dllal cll ' l illlt.(í!1la1.él. 

" 
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Capítulo 1 

Introd ucción 

ReSUI11en 

Sr 1lbirn d p/'oblrllla dr f'!(/si.fim/' n"lnlll olo.'; 1'f/" lo/'r.'; . Sr rl r s(Tibr ("//01 f8 d 

rn,ninn (JIt e sc,r¡uiluns (' 11 r ..... / ,. ¡r(flJajn jJn/'n dar 1111(/ rnr(1('/ tl' i=nrinn r! (' In,..; 1\ (' 

'llll id i 111 (' 11 s i 011 (J ¡"s . 

Los éllltómata ct'lldéH('S (¡\(:) IllIidimen sio lla k s rOllsisten de llml r('d hi - innllita 

de n " ld as qlle Ilamalll os cOllfig llraciolles. ('ada Illl a e1(' l as r(' lel as Loma va lo r (' n 

un rOlljlln!.o A de /.. símholos <¡l le Ilaméll1lOs ('1 a Jra lH'1.o y qllC' si n p( ~ nlid a dI' 

gf'n f'ra lidad lo tOllléln'mos como ¿le. SI ('SpéICio e1(' co nfigll r élcio ll(>s d(' Iln /\C ('S 

~ = Zf y léI t'voJ¡I( ' i( )n ('S 11 ('\, ildél iI Célho por l éI il. (' r élc i('¡ n el e Iln lllap{'o .r : ¿f ~ 

zf. La evolll r i()n lTSI¡J Ulnl.e ('S di "c lTl.il ('n ('1 I.i('mpo. 

loral JI . I 01' r f'g l a loca l (' Il 1.endel1los ll nil fllllci (>Il (1' 1(' d('lwn d( ' dC' Illl él v('ri nd ad 
I 

.JI i l' 
fillitil " forlllada por 

act ll idi zar[ I] . La r(,g l a d( '1 éllll( l m él!. él JI l>'l<'d( ' S('J' v is l él como 11I1él l a1>I,,: 1111'1 li sUI 

de 1.odos los hl o( l'l<'s de Léll ll i ll'lO I Ill élp(, él dos él \ 'édores ( ' 11 ¿le. 

: II~ - f.' 1 I . I I I '1 ¡ iI I I I l ' "1 1 l ' ' t \ I ('Sélr ( (' é1 S(' llCl (' 2 « ' llH )( (' O, él ( 1I1é1111W él n'SII t an !. (' ('s ('11 p;( 'II('rél rom!> 1-

• l' I 



complejos. ¡\"t(ímilla ("('I,deH('S sirvl'n COlllO modl'los simpl('s y han sido ampli 

all1f'l1t.e il\v('sl ip;ilclos (." FísicCl [2][:\], Qllí\\li('a , lliolop;íil y (·ompll1.él("i('JlI [rl ]. Los 

AC prpse ll tan Ilnél gran \'ari('dad de esLl"llct liras f' n Sil CVOIIICi(íl1. 1l01l011 de 

ondas so l ilarias o soliCollC's ('S 11( ·\ '"dél ('n fOl'lllél l1a 1.lII'a 1 a ¡\C por Park d. al [!í] 

COIllO sigllP: El l~rmino onda solitaria o p"rt.íllda ('11 Iln élllt.Ómatél sigllincéI Ci,l(' 

un palrón ppriódi("o dI ' ('('Idéls o sitios COI1 vi110rcs di st illtos de ccro sc propélga 

con vplocidad nllit él fiji\. I lIa (,olisi('>I1 PII1,]'(' pélrlÍclllas SI' dicc CiIlC cs Ilna ("olisiólI 

so litónica si las part ín¡]Cls ITI i('n('11 Sil id('l1 t idad d esp'l<'s dI ' la colisión. l-;:s1, ( 101ll

porlélllli('l1lo ('S similar a l"s soltlciol1('s d(' ondas so liUlria s CI1 cClIéI("ioncs de' ol1da 

no lil1("ét!es. I{l'cielll ('IlH'lIt (' Tokill i ro I't .ét!.[(i] Illost réll'Ol1 como 1,1 \ 'c r si(íl1 di scrp tél 

en t.i('lllpll ,Y ('spacio dI' IIl1a ('clla( ' i(')1I dI' oli(la 110 lill('ClI como lo ('S la Il alllarl'l 

pCllaci<Ín d(' I\ort I'\\'('g- d(' \fries, (' ~; lll'vada el IllIiI fOl'lllél e!,w ]'('sll1t el (' n IIl1a 1'I'g la 

pi\l'a la I'VOlllcil)1I dI ' ("( )lIfi p; llrClcioI I('S IllIidilll( ·II Siol1it!( ·S CIII<' prc'S('II1,ill1 solitollc's ill 

leradllillldo COI1lO ('11 1;, ('( ' lIii( ' i( ') 1I ('l)l1t illlli!. ,\l gII IIOS 1 ipos dI' ,\( 'los Cllit!('S POS('(' II 

pslrll('lllrélS d(' soliloll('s y 11111cllOS ll<'clws dI' ('s1,os sis1,('IlHIS hall si(lo clélrificados 

PI1 lils rdl'rc' I1( ' iéls [7] [~] [q], 

l Jn prohll'ma flllldClI1\('I\ t ClI y ilcll1i11 ('11 1('oríCl dI' all1.C)lllil1.as ("('IIII"I'('s, ('S Sil 

Clélsificaci(')I\ y Cilril( 'lni zClC il ')1I pill 'a dl'\('r1llillilr l iI ('sl rll("ll1rCl dl'l ('spClcio dI' ('S

tos Illéll)('os, IJna clilsifi( 'iI('i()1I l'ilSildil ('11 CiII'iI( ' I('ríst i( 'ilS ill1.ríllsicas dI' los ,\ (:s cs 

ge7lol/picn, IJna clilsifi( 'it( ' ic'>I1 ],asilda ('11 liI dilliími( '" 1ll0s1.rilcla por ('1 a llt (íl1la1.a 

cpllllilr ('S .rel/o/tllico, n IIllll)() a 1I 11 i1 ("];,sifi( ·il(·ic')1I l1oso1 ros ('sll1diilrCIllOS los SlIh

conjllnlos illvilriillltc's, los Clllljlllll l1s lílllilc's ,\' las sil1l<'l ríils. 

LI cl¡-Isificacic'>ll Illiís con()('ida, proplll'sl iI por S,\Volfr<l1l1 [10], ('s fC'I1<>1 ípica 

y esLá hasitda ('11 1" OhS<'l'ViI('icíll direcl i l dc' I'xlwrinwlllos dc' ("Olllpl ll ;'1 don, dl'l 

cOlllpor1.illllic'II!.O d( · los pillrcJll<'s c's pil( ' io- ll 'lllporil lc-s, I ,os pil1.rnlll'S SI' olllic ' I1t'11 ;,1 

aplicélr c'l lllalH'O I a cOllrigllrilcicJll<'s illici ;tlc's dI ' 1.alllalio fillilo COII ("ol1diciollcs 

elp fronl('1'a lH'ric')di( ' ils, \\'()Ifral\l di sl ill g ll(' (' Ilit! ro C];IS('S: 

: ~ 
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1"1 llllSIllO valor (!1()!llOp;('llcas), inel('pcndielll,ellH'nt.f' (kl f'st.ado illicial d('1 

Clase II La cvolllci(ín lI('va il pat.rolles ('Stilhks sill1pks (') periúelicos. P.I conjllllto 

lílllit f' f'S IInéi col('cci(ín de ('Irhitas periúdicas at rartivas. 

Clase III La f'volllción 1I(,"il él pat.roncs Cilót icos 

Clase IV Léi evolllción lIevél él pél tro ll(,S locédi zados ele comportall1i('nl,o complejo, 

éilgllnas v('c('s de larp;a viela. 

Esta c!;lsifi('iICi( íll ('S (' llillitilti"il .,. éll,i('rtil a Il1IIClt éls interplTtaciolH's y ohj('-

1"1 nÚIl1f'rO e1f' c('ldélS y apar('ce el prol,l('ma d(' e1 et,ermillél r si persist.e (,1 compCH

t a 111 i f' Il t (> de 1111 a 11 t (í 111él t a (' Il (' 1 I í!ll i 1, e d ( , t ill11 itIlO i I ti i Il i t. o y / o c o 11 (' I C él m h i o el (' 

condiciones d(' 1'1"0 I 11. ('1" il. 

connp;lIrélCinll('S (¡lIiLIS r('sp('ct() a 1111 vidor (f, COIllO é\cl' J( ,llils ('n lilS fl lI (' toelas bIS 

en las mismélS clases de cOlllport,¡lIllif'llto Cllé\lit.al ivo d('finiclas por \Vnlrram, 1)('1'0 

ap li ca.das éiestas cOllfip;lII"aci()lI(,s e:;pf',iédcs. ( :Idik y '1'11 [12]1l111f'strall qlwd proh-

df' Cldik y '1'11 CUillCid('1I COII biS l. r<'S prillH'nlS d(' \ Volfrillll para los alltómal.as 

cf'lllla.rf's toutlísticos dI' rall p;o d(,'s . . , 

·1 
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cla s('s de \ Volrra!ll , CO II lél \, (' II!.é\.iél d(' q\\(' \;\ Iw r( en('nciél a 1111 ,\ c lase s(' (ledll c(' dI' 

P¡Héí ll H't. ros ollkllidlls dI ' li\ rep;léI q ll (' ddill(' éll i\1lt ('lll1¡d il, Sin (' ll1llarp;(), 110 tom él 

f' \1 CIW\1t a. léI ('o ITel élr ic'lll es p¡\r i,,1 ('l1t re ('e ld éls dlll'éI\11.(' 1" evolllcic)1l e1el olltC)mat.a, 

O t ro f'S qll( 'l1lél e1(' cli\s ificélci(',ll ('S prop"('slo por W , Li ('\1 lél l1 ('f.[ I.Ij, Ahi , lél 

e tructma e1el espa rio d c' reg lél s es élllitli zél da l1H'dia\11c dos porfÍmdros, f-:n (,1 raso 

de" los a ll tó lll éltas el(,l11<'n( ales , 11110 de ellos se ddill c' ('o mo la, razóll d c' l \11111)('1'0 

df' hl o q1\ f's m a pf'o dos a I r('s lwrt o ¡ti t Otétl de Ill oq lws ('\1 ('1 e1ominio de la toll la 

de den ni r ió n de-' 1" rep; !;1, [ 1 ot \'() pilr¡í ll H't ro I'S léI e1i st él ll ci" e1c' I1 éllnmill p; cle~lIidét 

pa ro las regléis , SI' ollSI'rv" qlle rep, l"s re lTélllél S gelle rélll o ll1. ()l1laLas rOIl rO l1lp c)\' 

!.ami(,lltos Si llli \;\l'l 's, I'\ ('('pt o 1'11 l'l 'p,iO\\l's e1el espil('io cle l'l 'p; I¡ls qllI' Li 11¡1I\1;\ dI' 

hiflll'rélCiúll , 1 Jsa11do los jléll' ií met ros c\crillid os, Li di vidl ' 1,1 ('spélrio dI' "1 11.c)l1l a t ¡IS 

(' 11 ri11ro rl"s('s, l,éls¡"lo 1' 11 el cOlllpor(¡lIni( '11to clIftlit ;divo a partir de ro nfi g1\l'a 

r io lles ~lli!.élS " ( ípicéls" C'OII ('(l lldi riolles de rroll1!'r" Iwril'Hlicél s, Las r in ro r\;\s('s 

dI' Li so n: 

(E) nep; lél s p; loh il ll lll'11 I (' ('éI (') 1 iC 'élS , 

La n-·lél Ci() ll ('111. 1'1' ('sI élS cinco c' lél sl's y Iél s ellélt 1'0 (,Iélses ddillidél s por \ Volrral1l 

es CO l1l 0 SIP; lI l': LéI Clél SI' I (1<- l'l 'glil ~ dI' \ \'oll'rillll ('S ip;I1é1 1 " léI c'l as(' ( ,\ ); L¡I r las(' 

11 de reg las dI ' pllllto fi ,io ," lH'ri( ')( li"' éls dI ' Woll'réll1l S011 \;1 IlIlil )1l de la s clas('s ( 11 ) 

y (C); 1" e\;l s(' III de l'l'p; lélS g loll¡t1I11I'nk e¡U'Jlie éls p¡II 'éI Wo lrr¡\In, ('s 1<1 ciéiS!' (f-:) y 

la r lase IV de \ Voll'réllll r< 'qllie\'(' cle- l1lélyor ('S IH '(' ificaci()n p;HrI poderl" in('llIir el1 

a lg llllél d I' lél S r lél sl's dI ' \\" Li , 

1:.. 1 o h,idi vo de 1111( 'S1. 1'll t rélh;\,i o es: 



1, cél r élckri zél r (' 11 "'IS(' él lél dill ~ llli ca g l() I I¡.1! dl' l ('spacio de' conflglll"i'lcionf's los 

(l 1I1(') ll1 i1 l.il S C"l' ht1 ;\I"( 's (dilS if ici ll ' i (') 11 re ll ()1 íp icil) 

:1, f' Il Cont r élr I1H;lodos p ¡'lr i! id t' l l t iri célr sllhco ll j llllt os illV(l r iéllll.c's qll(' scan relt' 

vall te s dill ~ l11i nll llt' l\ lc 

4, d f'fi llir y encolllnlr los g nlJ )()s d f' si metríéls d(' los alltóm¡.!t,as Cf'IIlI;1!"f'S 

!), c lél sifl ca r l os éll lt (')l11éll (lS por SIlS si lllel r íél s (c]¡lsificélCi¡') 1l gf'not ípinl) , 

G, n ' l élcio l\ élr ('1 ("( )\ l1 l)() r L l l l1iel\t() dill ;í ll l i co \' los p i l r ;í ll lt'tros illl.ríl\si("()s dt' los 

a llt('>1ll a t as n'l l l l an's, 

ott'S t· <l11t' , llll i! \, ('Z i dt 'll l.ili c ild t, ('1 COl\jl ll\ t() lílllilc o los sl l hconjl l lltos iIlVi!ri él ll 

tes, el comp o r l.il l l1 i (' l ll.o d ('l i lll1t'>1lI ;lIa t1<-ll l.ro dt , t',sl.os conjlllltos es 1111 prohlclllél 

ad ic io ll a l. As í qll (' lo <jl lt' ha n ' 111 0S ('S d istillto i! defil\ir tipos d(' comportal11iellto 

y c l éls ifi cétr los AC's t' n Il as t' iI ('sto :; C"olll p() r til l lli(,lllos , PC'ro t.al11poco nos lilllitél 

lllOS él cO ll sid('ra r IllI iI c l ils ili( 'il t' i( í ll t1<- ilt"l1t'rd() ¡I! cOlllport.élllli(,lllo íl l illil¡lIi\'o d(' 

l éls orl)itils d(' édp/III t ip () t 's p('c i¡1! dI' c()l\li p; ll r¡ ,c i () l\t ,s i l lici¡l! es elep;idéls de SI¡\W()I\ 

j ll lllns p¡lrt i (' ld él n 's d (' l es pil (' i() dt ' ('o llr ig llril('i() IWS, como podría ser el C(lSO pélra 

cO ll fig l l r (lc iu lI( 's illi ciil l t'S ('0 11 n 'C¡ll is i los espilci;tles COIlHl el <Ic' ilzarosida<l, o COII 

h Ollloge lw id ad (';.;:n'plo ('11 IIlI a n 'gi('nl, <'le ,[II], 

Gil ('1 t rilhéljo S(' IIS;1 il l ll pli il ll 1<'llt c' l il pn'S('IJI ;II 'i(íll de allt()IlIi\til s ('C' llIl i ln 's il 

t r élv ( ~s d(' t radll cLol'<'S <11 1<' d (' fi ll( ' 1\ ];1 il(Ti(')1\ d (' 1 ¡ll lt ('Hll,da y 1)1'('S('I\1;11l ¡.\ dos ('011 -

jlln tos, el d omill io y l iI ill1 i1 g('11 o c'o l lj llllt () dI' s,didil [\ ,¡j, Los I.r"dllct Of'('S SO Il 1111 ;1 

rOrlll (1 se lH' ill il d I ' n 'pn's(' IJI ,Ir l 'U".jl ll !los y !'11I1< ' iOIl('S, Ls posihl( ' C"ilklllilr COII t·II(lS 

célr (1ctt'rísti c él S g lo \), tl es C'OIlIO lo ('S 1¡'1 (' lit ropíil 1.opolúg ic¡'1 cspilci¡.tl <1( ·1 cO lljllllto 

df' s¡dida, L os vc~ rt i ces.\' n( 'e ]¡ ¡'l s C' II nll c's l ros t ra dll dores repr('s(' lIt illl \lloqllC'S d (' 

c(·ld as de l.a lll al1OS 1 - I ,\ ' 1, l'< 's l)('c ' l.i v<l IlH' II I<-, Una n('('J¡<I (' con('ctél id vc;r1.ic(' ti 

con el \ '(: r l. in ' P, si l lily 1111 t r él s]¡lj H' cu m plet o dI' 11 eOIl Iils prilllC'ri!s 1- \ ('eld"s d (' 

(i 



e, y elf' P COIl I riS l¡Jt i11lé1S 1 - 1 c(·ld as de' ('. L a (' t iql1!'t il <¡IIC' s(' p01H' ('11 la n('clla 

e ('s /,(('). ('011 ('s to ge ll('r;lIl1OS IIll rl pn's(' li1;\( 'i(íll de' la ill1rl g('ll e1(' IIIl allt()lllata 

J sohrf' ('1 C'spacio el e cotlfigl1rac io ll ('S ~ , f(~) .Y <¡lIe SO Il las cOllfi g llrnriotl('s qlle 

oh t etlelllos leY(' lldo biS etiqlleta s (Je.1 I.radll c t o r , ('S (kcir (·1 CO tljll111. 0 d(' sa lid a d(·1 

tradllct.ol". Si pOllell10S akIlCi(')1l solo Cll e l CO lljlll110 d(' sa lid a , C'I tradllrtor Pllede 

Sf' r f'll gC' ll f' r a l redlllld alll<', (' Il e l se llt ido de ( I' lf' t r adllrt or('s COll I1n 111'1111('1"0 meno r 

d e v~rticf's, pllC'd ell r C' prc's( nlan al mismo rOlljllll1.0. ror ('so, los t.rael ll r t o r C's SO Il 

¡¡('vados a 111l<1 rC'pl"l'Sellt ac i(í ll mlllima 1'11 el 1l1'l1lWrO de V(~ rt i c('s y Sill am l,ig ii(,clad 

ell las etiqllct.as de' Iils fkcllas qll( ' sa le 11 de cada \'(:rt in'. 

HCplTSellt.alldo a I()s ('()lIjlllll()S illlil ,l!;(' 1I IIl<'dialll.( · 11 11 t nldllctor 1l111l1l110 dd( ' r 

milli st a l'ltlico . d( ·l illill1()S 1111 l'iI r ;í 11 \('1 ro (1 111 11.'" f;íci l d I' (' ;Ikldilr .Y qll(' ('SUI 1"I·liI 

cionado CO ll (I'\(> trll l t rivi;¡Jes o 110 , SOll l os (' o l ljllntos imél p;('ll lTpn'sent.i,dos por (,1 

t.nl< llI(·tor. r: 1 pitr;í11wt r() (l ('S liI ritlllili( 'i\( ' i( '1l1 p1"0111edio d(' los "ht.in·s d('1 p;rrtfo . Se 

d efi lw como liI r az('," d( ·IIII'111H'l"() dI ' n('cllél s ;tl l ll 'I111<'1"O dI' v(: rt ices d('1 t rildllct or <¡II(' 

presenta a l cO lljllllt (). Ddillido ilsí , Cllmpk COIl los l"I'qllisitos qllC' cl(·SC'¿.I11IOS, i .C'., 

1l 0S gell('r i l ('1 v;tlor de ' 1 pill"él I()s ;1I11('llll ;lI i1s t ri " i;tI(·s y el de ¡,. péll"a los ;lI l t<Ímala s 

so h1"< ' .\ ·('ct i vos. r:sto dili( ' IT dI ' liI c il lIl id il d <¡II (' ddill(' \Volrr ;lI)) [1 (i], porqll(' ('·1 se' 

li mita al 111 '111H'rO dI ' \ '(: rl i("('s .\ ' se da ('1 ('ilSO de qll<' illlt()mill as cllyos COlljlllllos 

ima gell sOI1 pl"C'S(' llt ados por t radll( ·tol"l's CO tl ('1 mismo 1l1'111I C'1"O dI ' v(:rt ices so n 

tolé\llIl<'tll.e di stillt os , at"111 para caslls lé111 simple como lo SOIl los rllll(í l1léILI s 1'11' 

nWlltaks d ditlidos por l as 1"< ·.!.!;I;IS I()('al('s / ,(() = O .\' / ,(() = {"o + ( ' 1 1l/or!~, e1 0 1l(!c

(' = e,¡c l eO ('S 1111 I'¡ oq ll( ' cI(· 1 res ("(·Idas. J>ilr il l iI prillH' ril rq!, liI , cO ll oci d il COIllO la 

r ('g lil O, ('1 cOlljlltllo imil g('11 ('S sl, lo IIllil cotlfigllrilcil)11 .\ ' paril 1;1 sig lliC'1I11' , r0 11 0c iel il 

como 1;1 rq!;1;1 qO , ('S todo el (·sp ;lCio. Sill ('Illhargo, los cOIl.illlltos de sa lid ;1 para 

am l)(,s ¡\(\ ('s tall PITS(' IIIi1dos por 1111 t r ;IIIIl<'lor Ill l'tlilllO d( ·t('l"lllilli st ;\ de ' 1111 so lo 

v(~rtic(', 

lISrl mos com o tlll péll'éíllH't ro dI ' clilsifi( 'ilci('," dI' l os ¡\('\, el pilr:t11H't ro (l e1 el 

trad ll<'t o r m ítlimo d( ·t(·rlllitlist ;1 [17] ql1<' PITs('lI t a lél primerél imélppll e1( ,1 ;I1II.(í IWIt.il. 

Ssto 1I0S e1a l !í r lil s('s COII liI miSII1i1 r ilmilic;wi( 'J1 1 promcelio (l d( · los g ra fos mí11im os 
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d pLf' rminisl rl S f'11 «I dit clas(' . 

l sando lit d('snipci (') 1I ('11 Iritdl w lor('s , ('édclllitmos 1<1 ('111 ropíé1 l o po l('¡p;iril ('S

p arial d(' 1<1 pril1H'rél im él p;c lI d e los éllll/ lIlléllél S pélra lod élS l él s rrp; las ckllwl1l éd( 's 

qll<' l os dcGIH'Il . \Volrr él 1ll h éln' 1111 Céík lll o él lI éí lop;o, p (' ro so lo para l as :\2 r('p; I<ls 

elp llH'l1t.alf's qllC' (',1 Il a l11 él I( 'p;éd('s. I~ xtcndido <1 lod rlS las r('g l <ls, oh l( '1H'l1l 0S 1111 

total d(' 21 cléls('s , céld;1 1111 ;1 co n IIn valor d(' cnt.roptél lo pol úgica di r('J"( ' lltC' . L os 

va lo r rs o hLf'nidos SO Il co l as sllpniolcs pélra 1<1 f'llt r opta to polf¡g ica dc'los rOlljlllllos 

1 ími I,es. 

Adicionallll!'nl(' a l as C() l élS SlIp(,r!orcs , CO l éIS i"fnior('s panl la f'"tropía d(' los 

rOl1j llllt os Itllli(('s S(' p 'l('d( ,,, 0 1,1('11( ' 1' d( ' slI hn'll.j 1 11 JI os invari éllJt es, qll c (Jc.sd(' Illc'p;n 

f'sléíll illclllidos ('11 (,1 cOllj lllll () Itlllik. N()s prOpO II('1l1l>S f' IH 'O lllrilr sl d ,roll jll lll os 

illv<lri ;lllles (1')(' IlOS ;lnT<¡11('1I (lc-sd( ' ;J(lc-1I1 ro ;d cOllj 11 111 o lílllik . 

('¡ )IISi(Jc.réllllOs I()s s l ll,n¡njlllllos illv;lri él lll('s f()rIl léll los por l éls IOllfi p; llrrlci o llC'S 

par<l I;I S Illéllc-S ('1 ;1 111(')111;11;1 I S(' CO lllp ()r1;I CO lllO 1111 ;1 polelll ' i a d('1 ..-hifl [ I ~l· 

D a1llos presell(;I Ci()I]('S d(' I()s SlIhC()lljlllllos illvélrialll('s él t r;Iv(:s df' -1 r ad'l cl,o r f's . 

Calr ld ;II11oS 1;1 (' 111 roPI';1 IO P(l!t'l p; icél (It- los sllIW()njlllllos ill v;l ri ;IIII( 's (Jc.srr itos, !l él r a 

Lo d os l os allll'llll;1I ;IS ('1(' 111('111 al('s (1'11' I()s prc 's('1I1 ;111. 

1· 1 ('stlldio d(' !l ;1I r(lII('S lillil()s o domilli os v ia j('ros , (1')(' son hloC¡II( 'S Glli l os qll(, 

ap<l l'l' l (' ll <'11 I;IS cOllri p, Ilr;Ic' ioll('S vi;I j ('r;Is , II()S Il él \WC\IO v('r qll( ' prtrél édp;IIIIOS C¡ISOS 

l a dilléímirél d (' los ;lI llúllléllas pI)('d( , s('r c;lr;\I 'lni zad;1 ro mo IIIla illlc'r¡Irr i(í ll ('lIlrp 

f'stos d o millios. La illlpor1élll c iél dl ' l rol qll( ' jll( 'P;<l 1I los d Olll illios (' 11 la dill ¡.ímil(\, 

dI' v¡Irios ¡11It.Óllléll éIS </"1' p rc 'SI ' lIl éllll()S, ('Sléí ('11 <¡III'1é1 (' IIt.ropía d (' l lolljllll l o l ílllilc 

f'S i p; lI;d él l él 11<' Sil cO lljlllllo de c()ldi p; lIréWill ll( 'S "iéljlTéIS. 1) (' 1;1 coi ll r id('II( ' iil d( ' lit s 

101 élS illfniorc's y slI¡>I ' ri()ITS SI' ()I,I i (' III' ('1 "¡¡l()r (Jc. 1;, ('IJI rop!<I l o poJ¡'¡p,icél p élr<l l()s 

ronjllll t()S l!lllilc's d (' :-) :í dI ' l()s l :íli éllll('l lll <llits ('l('I1]('III ;"('s. 

( 'O IIlO ()Irél Víél hitci él 1;1 (·l¡¡ sili, "éJ( ·i( ')J1. c()llsid('r ;II110s lél s sillll'l r!as d I' l as rc'

g la s loca Jc.s </"(' S() II (' él r éll ' krísl iCéi S i lltríIl Si( 'éIS d( '1 ;1111/,lll;d él , ('S d('cir Sil .r¡ r ll nliIJn· 

Dellllimos t.r;IIISf()rlll ;ICi (¡ IlI 'S illl( ' rll as pitrél lit s r <,!.!, I ;ls .\' d('I('r!l1ill éIIllOS (,1 P; l"1l1 lO 

lampldo (Ic- l as t r ;II1 s!"()rIll;ICilllll 'S d(' sill ll'l r!'it de I;IS rc 'g léls (,1( ' 11](,111 ;"( 'S. (:01111 ' 11 -
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tamos Sil f'xtensi()11 a ra1l gos y a ll'édw tns ma yo rf's . Con las o rhit.a.s gC'lwradas por 

la acción dI' I'stl' P; 1"1I1 )O sohn' ('1 ,'spaci o de ' rq~la s oht.('nf'lllos 22 ro njl1nt os, ql1e' 

e1f' la asinwt ría dI' las regla s (1'1(' per t l' neC('n a I'sa r);·IS(' . 

ExtC'nd(,1l10s Ié-IS sinwtríéls de 1I'glas a si llwt rías d(' a ll1ómatas. Sst.ahl('('C'mos 

una. conf'xión f'ntre las si nwtríél s, (1"1 ' so n propi C' r! é-Ic!(,s i1ll.rín siras, ron la din ámira 

del a1\ tómata [19]. 

La, !Hf'sf' ntación dI' C'stf' trahajo Sf' o rganIza romo Slg" ('. En C'I Capít.l1lo 2 

damos las defini ciones y los (' !ellwnl.os nl'rC'sa ri os. Sn ('1 Capít1\lo :1 prf'sC' nt. amos 

por la élrción de esll' g rl1 po sob rl' 1'1 I'spario de n'glas. II acf'1l1os 1\n a refin ari()n dI' 

n1\ ('s t ra s rlasl's ron (,1 pélrií ll wl ro di' ramifi ra ción y !)1"C'sC'nI.é-11l10S l¡j' f'xlc'nsión (le' 

las sin)!'t ríéls él los illlt.( )mill (lS , 



í. 

Capítulo 2 

Elementos Básicos 

R eS Ulnen 

EII c . .:;la /lnr/C /)/,(sc lllnllln,.:; I n,..; (·(I/ ·nc!c/'/, Iicn., drl CS /lnI'l O dr cOII.fi.r¡71/'(/riollrs, 

drfillimos C/II ! SOIl nlllnlllo l os ('('llI ln /'rs , Imdlll'ln/'('s, m/llijir nriríll prom r dio , (' 11 -

t.rop/n. I O/JO ln,r,icn , ( 11'. 1)/,(' .';(' III (l/ lloS l os //I/Iollos /In/'fl (' lI to lllm/' Ins Imlll/do/'rs, 

In. 1'rt.llllJ/cncin/l /)/'O/lI crlio, lo (' // l m /JI'a lo/)()I().f/irn. , los SI/IJ C(J1/j ll 11 los "; /lvn/'inlll(' . dr 

rO/lfi.r¡uraciollrs uinjc /'{/f; .'} In,.:; f;i//l( /'/ns di ' Ins /'r.r¡lo s IO('nlrs .IJ lo. nlllómnlns. 

2.1 Autóluata Celular 

D efini c ion 1 1 /In c011./if/I/)'{/(·inll (',.; 11/1(/ .';« (' lI r ll(' io dnIJ I('/))r ll/ r illfilliln dr -,,/mIJolos. 

La, fo rm<l como ve m()s (,1 espacio de cO llfi g llrél cio lH's nos IkvéI a, délrlc lIn<l C'S-

trtlct ll ra topo lógica .\' IlH:t.riciI ('specr'flca . f)ildo ('1 conj llnin finit.o Zk c1 ot.<H lo con 

la, topo logía. d isr rct.a, ('S d( 'c ir (' n d () ndC' el ronjllllt.o dI' ilhiC'rt.os C'S ('1 ro njllnt o po-

00 

II (7d; = {( .I' ;):' 1·1'; E Zd· (1. 1 ) 
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Definimos la dis l<l llcia (' ld,l'l' dos ('o llli p; llra cion('s ,1' , !J E ~ como . 

1·l'i -!Ji I 
d( .I' ,y) = d( ..... I' - I,/'II,/·I ... , ... ,'J - l!JII!lI .... ) =. L ".Ii l+ l . (2.2) 

r= - ) 

Así 1"1 f'spacio dI' conng1l1'aciollf's ~ ('S \ln f'spacio 111(~t ri co compact.o y los conj \lnt os 

ahif'rLos (cililldros) SOI1 ind\l í idos por la t.opología dI' ~k , f'st.os SO I1 

(2.:1 ) 

Adf'má.s, ~ f'S complf'to. 

posici ón ;-('sima dI' ,/, E ~ ('111 01 11 '('s (fT ,/' )¡ = '/'i+l ' ,\d opt.arf'111os la pa l¡-I!n-a ,c;hift 

Dolando con ll11é1 llwdidél dI ' p ro],¡,hilidéld ¡I id ('onj\l1110 ~¡,., oht('1W1110S el 

C'onj\ I11t.oS {i) COI1 i E Z¡,.,." lél llH'did <l ¡1 q\ll'da ddinida asignando a fl ( {i} ) el va lor 

]J i d01Hk ~i]Ji = l. EsL" llwdiclél SI' I'Xti('ll1k a los cililHlros d('l esp i1cio prodllrl.o. 

Los cilil1dros son los g('II('1'éldoJ'('s d( ' l célmpo dI ' norel dl'l I'spilíio proclll í to y lil 

111f'didél. prod\lc1.o Vi('lH' d"dél por ¡I ("[al,, .... .. (Id,) = n',=h 71,,). 

Con la medida "dopli,dél pél rél 1'1 I'spi\cio prodllclo , 1'1 ,-;!,i{/ fT f'S \lnél Lral1 sfor -

mación llH'dihlt' Y q\l(' pl'l's('rva llH'dicla (i( ') fl (fT - l n) = ¡I ( rn con n \In CO lljl1111 0 

d", nOI'l '1 (' 11 1'1 (' spacio prod\l!'1 (l. 

D e fini c io n 2 (1/1 alllrl/l/a/a ('(II/Io /' f,c; ILII /l/ali f O f : ~ 

la lopolo.r¡¡'a II/'orll/ c /o y 11/1 1' 0111/11/10 rO/l fT . 

~, r¡l/ f' r..:.; cn lllillll () (' 11 

Sil la. nd.[~ 1] SI' cl('lll\\('sl ril Cj\l(' \111 11Iill)('() .1( , ('Sic t.ipo ('S S\('lllpl'l' I'l 'él li za do 

(f( ,,.)) ; = I,(, I' i-,., .. . ..r , . .. ..r ;+,.). 
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Para, lIn '1l It()mat.<1 ('('lllIar / las illlag<'IH'S sllc<'sivas (IC' Sll domillio I'sl,ín anicladas 

En efecto, si ./' E p+I(~) entonces I'xiste IIn /(1 E ~ t.al qllf' :1' = p +I(I/I) = 

Jt[(w)) y como I(I/I) E ~ I'nto l\ (,('s .1' E ,rt(-,). UI\ hecho a, L<'I\(,\, 1'\1 cll<'nLa. <,s 

el de (jI\(' para Celda valor d(' /,. = ('(t1'(Zd y de 1 ('1 t cl ll1i1ilO dI' la vl'cincla<l) (,1 

\11'IIllf'rO d(' regla s /1 viene déldo por /,,1.: / . 

Al conjlll1to p(~) k Ila\1\éI\1ws 1'1 conjl\\1lo de sél lid a éll ti('ll1po I <11'1 <\IlLÓlmd,ét 

S <'él, ni ('1 rOl1jl\l1to dI' hloc!1H's dI' t élméli\l) 1 y (' = ('1_ 1 ... (' 1('0 111\ I'lc'\11<'Il\'o dI' 

8 1, la formé\ Ilsllal l!<- idl'l1t ilil'élr léI rl'glél ('S ('011 el 1\1'11\\('1'0 délclo por 

1 /1 1 = L /1 ( ( ) 1. ,Ir l. (~Ji ) 

'EH/ 

dO\1dl' 1 (' 1= ::'i('i!.-'. COIllO ('j(,ll\plo, pélrél ('1 raso I'IC'I11<'l\tét! /,. = ~ y 1 = :1 1'11 léI 

Tahla :tO se illlsLra COIllO caklllélr ('1 1l1'II1WrO d(' la regla 

f:¡(000) = Il I¡(OIO) = O II(IOO) = O .f¡(110) = I 

I l( OOI) = I .r1(011) = I .r¡( 1(1) = I Il(lll) = O 

T,t!¡]a :1.0, I~j(,lllpl() r(,gla IO(i , / ¡( () ('S el I ( I -(' si lllo dígi to 

dI' 1/11 l'IlIJéISl''' , (11l(i)l=OIIOIOIO 

El cOl1jlllt!n límik dI' 1111 alltl'Jlllélt¡.1, ('('llIlar ('S ddillido como 

1\ U) = n .t ( ::, ) , 
i=11 

UI\ Sllhcolljllllt.O ) .. ~ ~ ('S f'-il\\ 'élliilllt.(· si /() ') = L El ('onjlll,to lílllit.(· I'S ('1 

máximo sllhcolljl11lto f -ill\'ilriillll1' II('~ , L()s éllll('1Il1iltéls t.il·1l1'1I Irl propil'délcl d(' 
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(P iE' los rOlljll llt.ns Il1la g('11 <¡II( ' gelwrclll , C0ll10 y a dijilllOS, SOIl illvari ¡-III!<'S (1111(' el 

81lbs¡'iJ/ {t:!!:!j. La Sf'rll('IICia (k illlélgt'IWs I'(~) ('S Ill1 é\ S('í II('llcia d(' SI/h ,-Jllfis, 

2.2 Traductores prE~sentando autómatas 

El COlljll11I,o dI' todas la s S('C II( ' IH'i éIS , o hl()qll('s, de t.élm élllO fillit.o qll<' apal'('r('11 (' 11 

las cO llfi g lll'a rioll(,s d( ' 11I1 sl/li"/lIf/ (' ~ ~ ('S dell ot.ado por [ (r) y SI' dCllomilla ('1 

1f'l1g I1aj(' asoriado ¡-1 (' , l lla f()rll1a ('11 !él <¡llI' podemos ('s llHli<lr 1111 s ltl¡ s/liJ/ d (' ~ 

h a si d o prohado 1'11 la rd,[:tl], 

El TI'O)'('ll1él:~ IIOS pnll1il(' élpli( 'é lr idl'éls (k l él I!'oríél d( ' kl1gllélj('S forl11ales Iwra 

f'sllldiar I()s AC's, f.1 T( 'O)'{'lll él :1 1I0S P; éIl'éllll i %él qll(' lll1a P)'( 'SI' 11 I ilc¡~í i'1 d(' [ (( ' ), 

romo lo p,wdl' sl'r 1111 Iréldll( 'lor , SI' Iré"III( '(' (' 11 IllIél pr(,SI'I1 I éH'i(í ll p a ra (', Si ll 

I'mhélrgo , lo <¡1I1' SI' di gé l dI' [ (( ') 110 ('S l\(' r ('sélri i ll1H'111 1' t.odo l o qll(' pod<lll1oS d('rir 

dI" C', 

NIlf'sl ro ohjdivo ('S d él r l'I'P)'{'S('I¡\ é\r iol1('s dI' l os rO lljllllt.OS Imag('11 dc' forl11a 

simple, Para est.o COllH'I1( '(' ll\!lS ('011 t! l'fillicioll('S hiísicas 

Definicioll 4 Seo C¿ 1111 ('olljllll/O , 1/11 ,r¡,.II'/n di,.i,r¡id() ( ,' (Q) es 11110 ,.rlru'iríll /1 

s obrc q , A lo" rlc l/l e ll/o s d( C2 lo" 1101/1(11110 ,0; 1,(rtil'('" .'J (/ los e/flne1l/0S dr It 

./7ccho", 

Definicion SIl/a /l'Oyrl'lo,.io ...., r'" 11110. ,,1/( ' ( ,,10 1/ r!o/¡I f'll/r'lI/r i l/.fil/ i /a dr .fl('dlOs 

(/ /rnp{s dc '111/ ,ftmfo d i,.irtido , 1:1 (,Olljll/l/O dr /rn tju'/o,.ias lo rl e l/%J'{'lI/os 7Jor .\(; 

1:1 
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Definicion 6 Dnr/o /1// .r!1'rt/o t/i/'i.fJido (,'(0) mrdirl/l/ r In /'rln,iól/ R. lfl/ //'(Idlldo/' 

cs cl ¡¡n/' ((,' ((J), r;) t/o//(!t- I~ ( ' S 11/ JIII/I'iríl/ r; : 11 -t Zk' '1"(' diqllrln lo s 1[(I'I/(/s 

del gnlJo ,01/ l1nlo/'c,.:; dr Zk 

Asi un lradllcto r ('s 1111 g rélfo ,U ll diqll('las f' ll las n(',llas y pOdC'lllOS definir c!C' 

mane ra hillllivora. 11llél fl1nri('lll f, : Q X Zk -t Q dC' léI s ig l1iC'ntC' lllan e ra f,(1I, (/) = r¡ 

s i y so lo s i E(( p,q)) = (L, ('S d('cir él rada T rorresponde 111la f, y visC'vC'rsa. La 

flln r ió n f, plled e C'xl<'l1d('rs(' pilra ('o l1 s ideréll' ,omo s<'.C?;lln do <1rgllll1C'nto p<1lahras 

e n e l ronjllnto .c (Z¡.). To<!,Is I,Is secI l<'ll cias d I' C'Liqllet.as qllC' ohtC'l1<'mOS <t I 1C'('('las 

de l<1 s nc,h<1 s d f' Iravl'cloriéls cI( '1 ;rélfo sIlhYil'l'nlC' <11 Irélclllllor, nos gC'n('J'()11 1111 

,onjll11t.o i l1vilr iilll1.( ' illll(' el sllif1. 11 , 'lil e le I\;Imél1'<'mos (,{II/jlll//O (fr. ,c;n lit/n del 

lra<! lwlo r. 

LI espario de ,oll !i gl lr il (' iolI<'S pll<'cI(' s('r il hora P1'<'S(,l1télclo por l1n I.radll1t.or el1 

f'1 qlle los hloq'lf's dI ' síI111)ol()s SOI1 Iil s S('C l1CIlCi élS dc' (,t iqll<'t ilS kidil s C'11 'éllllill0S 

finit.os de l t réldl1ct.o r . , 
Allt<'llllélt;IS finitos son tréldlwt()1'< 'S ('11 los 'lile SI' tielle> id( 'l1t,iri,ado lln v(~rlin' 

ini c iéll y v(:rlices fill;tlt'S . EII('l1g11;Ijl' ;trept;I do por 1111 éI111( '1ll1élla fillito, son todil s 

bIS Péllahr;Is CI'I<' ohl('I1<'I1HlS por ker I;Is ('li'lll( 'lilS ('11 c'l t.r;Idll( ·tor , s iglli(,lldo los 

camin os qllf' nos Ileva ll e1( '1 \'(;rt ic( ' ini c iél l llétria a lglí n v(:rtin' flllal. 8stC' tipo c]e 

kllg11ajes SI ' CO nO C('l1 C()11H> 1(·11 P; 11i1 .Í t'S 1'<'g l1 LIl'<·s. ( :ol1fip;l1rilci01ws pllC'dC'11 r('prc'

Sf' nt.arsl' Ilwdi a nt<- lél S('C llC'l1 Ciil ck l'I. iql1(·t ilS dI ' \;I S f.ril yc'ctorias C'n C'I I.r"dllcl.or, 

y los hl()(ll1C'S Cjll<' PC'l'tc ' I1<'('( ' l1 iI c·sf.as cOllri gl lr ,lC' iollC 'S SO II Iél s p" lilhréls (1'1(' ohtC'

nf'lllOS ,ons id pr"ndo ;tI trildlwtor CO lll() lln él1 ltclméda fi llito ('11 dondc' todos los 

vrrt icl's SO l1 illi c iilks .v fillétlC'S [11]. Las c'xpITsi()ll<'s 1'< 'g ld"n's prov('en dc' 1111" 110-

tar io n convenien te pélril los kll P; ll éljt'S r<'gl l\;IrI'S , por ej('mplo la C'xprrSi('ll1 reg,d " r 

(0*( 1 0 )* )* dellof iI Iils cOllligllr;lC'ioll('s 'I" C' P()d('lllOS form a r siglliendo los caminos 

df'1 Lr"d ll c1.o r de la fi g.1. 1. 

Vélll10S il cOl1s frllir (· 1 f.ril dll ctor '111(' P1'<'S('111,;1 él 1111 éllll(')I11é1til CC·llllélr COlllO sig ile' 

[ 1 :í]. 
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Definicion 7 (Traductor) ( 111 '/'uull/dor TI ¡Jnm 1/11 / \ r f rlefillirlo !,or la 

1m/lió", a blof/I/ fs // : Z[ ~ Zk S ( ' (,ol/s l rl/yf ('0/1/0 sir/I/f , r;¡ fOl/jl/ll l o df 11hliffS 

es Z[-I y rl fOlljUlllo df ./lo'ha.'; f,>; Zl" I ,a .fl f('ha (' = (('/- 1, ." In) lifllf lonlO 

vértif f df snlida a( blof/I/f 11 = (( '/- 1 , ... , ( ' 1) !J fO/1/0 n/diff rlf /lfgarla al /¡toque 

v = (el-l, ... , fa) , r;¡ s//1/bo lo f/I/ f rlif/1frla (! la fZfrha (' fS fl(c), 

81 LrélCllIdo r para. 1111 /\C ('kllH'I1Lal, rOIl l.. = 2 Y l' = 1, ddillido por la rlll1riól1 

a hloq llf's J/ , se mllestra. ('11 ]¡l Gglll'a 2. 1. 

La s cOIlGgllrarioll(,s qll(' furm¡-II1lOS rOl1sidC'r<ll1do 1¡-1 sC'rllC'l1r las de nc'r lla s qllc' 

pocl f' m os sf'g llir r f'l)t'C'S('I1Léll1 id rOlljl l l110 dominio del ¡-ll lt Óll1a!.a, la s nc'rllas !'('prc'

Sf'ntal1 a los hl o<! II('S (Ic- Llmélll() I ," l élS C'l.iq 1 t('1as d( · c¡-Hla necha 1I0S d('!(' rt11il1¡'111 

l a r ('g l a. l ocal, de est.a furmél lél S('Clt(' I1 Ciél dI' ('1 iqll!'1.élS qll(, ohl ('n('mos por sC'p; llir 

las t ra yf'rtoria s en ('1 t. !'éulllClor no!; dan ('1 cO ll j lll1 !.O illli-l g('n o ronjlll1t.o d(' sa lid a 

c1f'1 él 11 lómél1 a. 

81 Lradllctor TI ('S lll1 él rc'pn 's(' 111 éIC ' i(ín clc- léI fllll c iún /1, d('1 COl1jlll1! o domillio 

y del cO l1jllnlo illlélg(, 11. ('éldél ,,( ~ \'I i('(· dc ' TI I i( 'lIc' k f1(' cllél s qll(' sa I(,,~ y k ner llé1 s 

qllf' Ik,e;a n él esp ,'( ~ r !.ic(·. 

os Vélmos a rO I\( '(' 1I 1 !'él l' ('11 ('1 ('o ll j lll1 1.o d (· séllid él d(·1 t ré1dllr1.o\' y vamos él pC'dir 

qll f' pa r a rada. trayectoria d(·1 Lradll r!.o r rO!Tespol1da IIIHI. scC!w l1 cia de' símholos 

dI" m al1f' ra hillni voca, es!.o qllien' d ecir qlIC' no d('he d(' Itaher amhip;lic'dr,d ('11 1(1. 

Aecha d I' sédidél clc- ra d a vc~rt. i c(·. 

D efi nicion 8 ( 111 Il'Orll/l'lor ( ' s dd ('/'minisla SI ¡)(1m ('oda 111dirf JI , y fl/alf/I/i('/' 

rt E Zk , In rn/'rli llalirlad d r ¿¡(JI. 11) ('.>; /l/ fl/n/' o i.!'Jl/ol o /, 

( :ll a l1do éll 1lH'llos dos dc ' Iils f1 ('ClléIS fllIC' Sél lc' l1 dI' 1111 mi smo vc~ rl ic(' ti('IIC'11 

f't iqlldas i p; lI éd c>s, SC' dic' t> qlt(' ('1 1.radllcLo\' ('S l/O rlr l rrm; l/isla . Valllos a ¡¡plirar 1111 

pro('('dimicI11 0, qllC ' sC' pllc'dc' (,\l gC' IH'l'ét! ¡-Iplinlr a CII¡-t!fllli('\' !'r¡¡dlldor [ 17], para 

(1) rO\lvc'rl irln (' 11 1111 1.rad ll l'1.l) r d(' t.(·I'I11i 11 isl él," o! ro proredimi('ll! () para (2) \'('c11Icir 

1111 1.réIC]¡lr!.nr d ekrlll i lli slél a 1111 Irél,]llc 'l or c'flllivéd( 'I1\c' COI1 ('1 Illlllimo 1It'lllwro dc' 

vp rLicc·s. 

l !í 
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Fip;l1l'a ~. I : (;I'élfo (,ol'n 's p(JlI<li('lldo él rOllfi .e; l1l'élriolWS (' 11 bi s Qll C' 11 11 11 rél or lllTC (' 1 

hloC¡l1(, 11 . e l (,Olljllllt.O <1(, (, llldi .e; l1l'ilCioIWS QI1<'dil d('snit o p o r l él f'x pl'cs io ll I'eg lll éll' 

(0*( 10) * )*. 
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Fig lll'a ~.1 : Tnl<ll l r tol' p éll'él 1111 ;\lit ()1l1<tt él ('('1111 <11' ('1(, 1l1CIlL él l , p <t l' éI k = :2 y 1' = 1 
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Para ohtener el tradllctor d(,termini sta dE'ft11 illlOS 11 11 1l1WVO 'Olljl lllt O dC' vrrti.f's, 

como el COl1jlll1to pot!'l1ciil dI' (J, :!.Q Y ('¡¡da 1'1( ' IlH'l1l.o de <,sl.C' .0njlll1t.o l'<'I)I'(,s<'l1ta 

de. esta fo rm il 1)'(8,a) = 1, para .~, 1 E:!.Q .v 1i'(Ji,a) = Ii(Ji,a) para]) E Q y a E Zk· 

Tamhi~1l [,'(13 a) = ( !I'EH[,(]i,(J) 1011 13 e Q. 

Para transformar C'I t.radlllt.or d('\,prminista 1'11 C'I 1l111llmO tradllctor ddC'rmi -

Definicion 9 Dos I'(',.¡i('('.'i ]) Y 11 .'ion (r¡lIil'olrlllr.'Ó ]) r¡ sii 1)(//'0 rorlo a E 

[, ( Z ¡,), 1) ( Ji, a) i- O .~ i i b ( 11, IL) i- () 

['(Z¡,) t.al qll(' [,(]!,.r) i- O Y 1)(11, .r) := O. 1 ~ 11111('vO t.r¡¡dllCt.or "Isi formi'ld() presel1ta 

al mismo (,O ll jllllt.O de sillidil q ll!' I'llradllcl or inicial 1'1'1'.[ 17]. Los l)I'o.C'dil1lielltos 

CIIlI'IIlH'rO dI' hl(J(I'I( 'S disl.illlos dI' l,illllill'IO 11, 1(11), qll(' ilpi'lrl'(,1'1l ('11 I"I S ('011 -

ngllra.iolH's dI' 11I1 sllh('olljll lll o dI' ~ prl'sellt.ado por IIn t.radllclor, plll'de sl'r 

('akll lado COJl lél Illal riz dI' "d.Vitl'l'IH ·i"l Al (kl I.ri'ldllct.or rd.[ 1 !í]. 

Los f'k 1lW111.0S (J1t" de la 1l1i1lri z dI' i'ldyaCl'nciil. Al vilkn 1 si hily 1111<-1 n('('lla d(,1 

v~rli('(' 11 ill v(~rl.i('(' (l y C('J'() dI' olril r()l'I1la . La SIIIlIiI dI ' t.odos los I'ICIlH'lll.os dC' 

17 



acepta e l lradllítor, 

1.-- 1 1.--1 

1(11) = L L (/o./ 1I-1) 1IOU,,_I· (2.R) 
1JO, . .... "n-1 =0 110,11,, - 1 =0 

Dp.finiendo la norm a. para las matricf's d(' 1.: x !.:, lenc'mos. 

1.--1 

1 (71 ) L (A!1I-1 )110 11 "-1 =11 A!1I-1 11 . (L.!)) 
HO,H,,_I == 0 

Nosotros estamos inte\"( sados pn c'xlra('r propi('dad(~s de los ronjllnlos qlle 

prp.Sf'lltamos a t ra \'(~s de traclllrt.orf's. Como <',¡emplo si t,enf'mos q1le <k cada 

vérticf' del lrildllct()r S,"(' solo 1I11i1 IIl'chil, ('llInl1r('s ('slf' lri1dllrtor !)J'('s('nlit a IIn 

salgél n de (,ilda v(~rt , i('(' ('" ('1 t radllcl.or dl'l.('J'lllini sUI, m,ís posihks rOI1f1gllrariol1es 

ohtenemos. 1)(, aqllí J'( 'S ltlt a ('()II\'('"i('"I.(' !)(),,('\' ;t!,('IH'i()1I ('11 lél rantidi1d de lIerha.s 

promedio del tradllctor dil lI"iI Illl'dida dI' liI "cantidad' dI' rOI1f1gllraciol1f's ('11 ('1 

conjllnto PI'I'sl'llI,ildo por 1,1 t radll( 'l,or. 

Definicion 10 La /'a.lllijica.cir(1I p/'ollledio (1 rl(' 11/1 .rJ/'{/Jo (,'(Q) rlejinimo nledia.llle 

la. 1'c.lacinn a Cf; 

e{f)'(1 ( a) 
(1= 

('(t J'( I ( C¿ ) 

7,.('./ la. l'a.::nll d,,1 I/Iílllt' ro dc jltc!lfl .... al I/tÍllle/'O rl r' '/lt ~ "¡i('('8. 

dllelor no I'S l1i 1ll111illlO l1i dl'1,('rlllillisl.a , (1 podría" 110 l('I1C'l' COm !Hlra riol1 COI1 lit 

célntidad dI rO llfi g llraciol1( 's dl'l ('O"jIlIlI.O 1'I ' !>ITSI'l1tilt!O por ('S(, t\'ildllrtor, porqll<' 

ya. no hahría n( 'ceSa riallH'll1.t' 1111,1 rl'lilci(')1l !,i ,\'('c1 iva ('nt,\'(' las ronflgllrariol1l's y las 

trélyf'ctorias d(·1 !2:raro ,'lll1.\'ilCl'nk al tr'It!II('tor . Así, l1osolros 110S referiremos él la. 

ra.mincélció l1 (1 s() lo para I()s t r"dll('\.ol'l's míllilllOS (J¡.t(·rlllini stils, 

I~ 
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2.3 Entropía topólogica 

En el ('spac io com pleto ~ a])éll'( '('('11 Lodos los 1,I()qll('s pos ihl ('s d (' c lI éd q lli c r f,amaiio 

e n las cOIl~ g llrac i () ll (,s . Sill (,Ill hélrgo, ( ' 11 ('1 ("Olljl ll1to (IC' sédidél V = J(~) e ~, 

para cad a tam allo 11 solo alp;¡'ll l Ill'lll WW ele hl oqllC's 1(11 ), (IC' los posi h l('s ".,\ 

estál1 IHes('ll1 es . LI h('c ho e1 (' q llC' ya 11 0 pOel éllllos 1. (' lle r t oda s las seíl t('o cias 

pos ihl es des p ll ('s de a plica r la ('VOll ICi()1l d( '1 1\(' al ('s pacio ~ di c(' (1'1 (' e l p roceso dc' 

evolu ció l1 es irreve rsih l('. 1 l il a ro rma de llH'dir los cOlljll01.os d(' sa liel a (,Il rel ac ió ll a l 

es p a cio ~ es a t ra v(:s de Illla dill H' I1 Sió ll de l cOll j ll l1 to, d I' lll a lw ra sim ila r a COlllO se 

mide léI. dinH'I1 Si() 1l rracta l pélra conjl lll t.oS com o los d(' Cal1t.or (' 11 pi int.e rva lo [0, 1]. 

1/ ,,·11 Y C0l1 Léllll 0S ('1 nl 'lll ll' r() V(/I) (Ic- s lll ,il!1n védos cO l1t( ' ll i(' oel o ('kll lC'O tos de l 

conj lll1 to . P a ril n g riloel(" N (II) crec( ' como /,- rl1I, y id C' XpOIH'otc d s(' le cO ll oce 

com o la di llH'O Si('ll I d(' I\ol n logo lov. ('omo ('j (' lllplo , SI pa ra tod a 1/, (' o todos los 

s llhill t f'r va los ha y e!c-nH'll los d('1 cO ll j llnt o, (' I!1 ollces rI = 1, Co m o o tro ejempl o, 

", cOl1 t i( ' oC' 1l so lo I()s e1ig itos O y 1,. , P él r é1 este' (, ()\Ijllllto , de' los /,- " s lll,i l!1,n va los solo 

1 
d = lim - Iogl,- V(1I) 

7/- 1', 11 

[0,1] CO I1 la pa r1.ic i( 'l l1 de ~ e' ll /,-" ci lin dros é1 .j( '1I0S, 1::1 illl iíl ogo él 1\ (11) ( 'S ('O 01 1('s1. ro 

ill clll ye ll e kllw ll f,os d( '1 cOlljlll lto )". 1::1 élll éílo,!!;o a la e1 illH'Il Si() 1l de I\ o lm ogorov ('s 



la. e l1tro plo !'opolúg ica. espacial [:W], [n], [:n], 

\ 
~ - lill1 -Iog¡,. 1(11). 

1i-'X' 11 
(2.\ O) 

Tamhif'11 pode mos ve rla CO!1l0 IllIa medid a d(' la. il1cnl id 11 !1lhrf' e'11 I1lwslro COI1-

por 1111 lradllcl,or qlw ('S 1111 (' iclo si lllple (cadil v(' rl ice' t i('l1(, solo 11I1a OecJ¡,1 de 

sa. lid a), f'S!,e' l radll clo r pr('sP I1!,a r<>al 111('11 t(' ,1 Iln 111'1111<'1'0 finito dI' co nG g llraciol1e's, 

(>s c!(>cir no !'f'ne'1ll0S in ce rl,lldllllll He' al elegir lln e'1e'1l)e'nl,o dC' {'sl,(' co nj1\nto . 8l1tre' 

posihilidad d(' CO!1lpilrilr SI¡\'('(l llj IIIJl()S co n cilrdina lid il<l('s illfillita s. Además paro 

dos s ub .,llIfis (' e (" St' lit ' llt ' elll (' .,((') S .,(( ") . 

cJe' la Ilwdida , ('11 1,1 "lid SI' il Sig ll il IllIil Ilwdidil il I()s ci lilldros. Lit 1'111 ropía Illt;l.ricil 

[27] f'stá. ebula por 

" = lilll (:u \) 

(>s la medid a d('1 cilindro ,P. 1,;1 (' IJI roplél ('1\ l<'oría d(' léI !1ledida , como podc'!1loS 

f'VO III Ci(íl1 il la s c()lIf ip; llr iwiollt 'S . t'S disl.illlo ('(lIlsid('rilr si ("s1.i-Is l)('rle' I1('\('1I i-I 1111 

pabdll·i1. .\' t'l1 t'l otro CélSO C'I'IlHl 1111 (,spilcitl d(' Illl'didi1. (;()()dW.\·II, Dillidlllrp, .v 

:W 
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df' prohahilidad qll C' SOIl (' rp;<')( linls ro:>s l)(' rlo al ,.;llIfl . Es lo C'S porqllf' los conjlllltos 

qUf' tra.t.élmos son ill varialltcs a 11 te ('1 .,hi.ft [1 7]. lIa y éll1 t.orC'S qll C' ddinC'n la C'nt.ropía. 

topo lógica. 8 como ('1 slll)J"('mo d(' la I' Ilt.ropí;I m(~t.rica h [lK]. 

Para. oht('ner el 111'1I111'ro (k hl()qlll's de l.amúlO 11, 1(11), qllC' estií n IHf'sC'l1tes 

e n las C'o nflg llracionC's qllf' l)('rl.(' IW( ·1'11 a l col1jl ln to V, IIsamos la. (,cllación 2.0 y la. 

fórmu la para. ('1 radio C'sl)!'clr;t! dI ' /11 [?]. En (,1 IÍmit.e s(' t.i('Il<' qllC' 

(1. 1 :2) 

para t.o délll nll l'stro conj llllto t.i( 'Il(, t.od()s los posih les I'¡oqll(' ka, PIlt.onrC's.<; = l. 

Adcm;í s dI' las (' nlropl;Is 1lH'l lC i()I1;Idas , !tel.\' olra r"llt.idad qllC' C'S 1" C'nt.ropÍ" 

re flnami('nt.o d(' I"s p;Itt i(' ioll('s 110 se' 11e\';I;I cabo por (,1 .,hi.ft (1, sillo por ('1 mis mo 

[:W]. 

2.4 Subconjuntos invariantes de configuraciones 

. . 
VIajeraS 

r arar!.ni zéldo por 1111 ;1. v(,locidad /1 E N, y ('S ddillid() rOlllo ('1 sllhro lljlllll o S(/I,n 

m ás ~ ralld(' dI' ~ CO II 1" propi( 'd"d dI ' '111( ' 1;1 r('s! rin ' iólI (1<- .r sohn' ,c,,'( I/, f) SI' 

comport.a romo 1" POt.('IH·i;1 /1 d('1 ."hi/t , 

/. I (.1') = (11/ .1'. . . .... ( I/ .n (1.1:3 ) 

:21 
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Los plllltoS.1' E '''''(tI .n SOII ('ollfigllritci()\l('s (1'1(' Sr' mIII'V('1l ron vr'lorid<ld tI, pl'l se r 

vando S\I forma. El COlljlllll0 ,c,'( tI .n es invitrianLC' , f(S( II,n) = S(//,!) e 1\ . L a 

velocid<ld límite es 1', ('1 r<ln¡:?;o del alllómal.a. Estall\os illll'rpsados pn los rOllj\lntos 

dp cOllng\lrariolll's viajer¡'Is ron ('Id,ropía lopol(')¡:?;ira di sl.inta dI' rNO. 

1If'll1OS pnrontrado q\l(' 1 ;I mhi(; n ron C'I lISO dI' tradllrlorC's podemos dar \lil a 

prpsf'11I.ari()n para los conjlllllos dI' rOl1rigllracionl's Vi;lj(,I'<IS. El trad\lrlor Ti 

l)I'ovpe \lila PJ'('S('1l1 ;IC i()1I ckl slIhsllil'1. I(~) e ~ y q'I('J'('1110S ver rll;-ÍlC's so n los 

vértirps y léls nerhas (PI(' illt('I'\' i(' IWn paré! prespntar (,1 rOllj\lllt.o S(tI,J)' La parlC' 

del tra.cl\lctor (1'If' presenll' a S( /; ,j) d ehe dI' 111mplir rOIl lo sig lliC'nt e p ar a. S Il S 

Aprh ,Is 

i) JI((') = (T " ( = ( "_,, COII 1// I ~ 1', 1 = '!./' + 1 

ii) ( ('S p;lrll' dI' 1111 c;tlnillo ('('rr;Ido 1'11 (,1 t.r ;\(llIctor 

LéI 1)1'11111'1';1 COllllil ' i(')1I ('S ql\(' (,1 1,J()q'l(' ( SI' IlI"P( '(' " tillO dI' SIIS propios sí ll!l )o los, 

P\lpde sl'r ¡.d Síllll)olo ('('111 nd, ;II .~ 1I110 dI' !él i zqllind ;I , o d(' lit d ('1'1 '(' 11<1 , Sl'g l'lll sea 

fJ\lf' // = O, // > O o // < O ITslwl"l ivallwII1I', !,fI rOlldici('>I1 (i) plI('d(' csrril,irs(' ('11 

aritllH;tica Il\Ódl!lO k COIl\O: 

[;:_!,] " [I¡;'II ] "',," ¡ ('!.. 1 !í ) 

con 1 e 1 y 1 f 1 Sl'g tlll SI' ddillil'roll ('11 1;1 ('c' ,1 .(; , .\' los P¡'II 'c:lll.esis í tl i'lr!nld os 

dC'llOUI!l la par l.(' 1'111.('1';1. LI S(',u.;1I 111 Iél cOlldic'i(')1I 1'11 la 1'1'.1. 1,1 ('S p¡'Ira elil11illar la s 

neíhéls qll(' PJ'( 's(' IILIII J,lo(I'I('S CI"(' 110 ;lp;Ir( 'C C'11 ('11 biS c'ollfigllrflciol\c's vi"j l'1' ;-Is, I i'lS 

í\lales SOI\ dohl(>llwl\l.(' il\filliuIs . 

Así, pitr;I Illlit rl'g l ;I ditda , 1" ('C ' II;ICi('1I1 1, 1!í ('S IIs"drt péll'él primc 'ro ('Iilllillrt\' bi S 

nf'íhas fllI(' IlO "'ll11pll'l1 C'OIl l it I'olldici('lll (i) dI ' 1;1 ('( ' .1. 1,1. El co njl1111 o d(' flechéi s 

CJll(' sélt isf;\(' ('1l 1;1 ('c,1. 1!í ('S 1,II 'gl' lilllpiado, ('lilllill il\\Clo lilS fll' chél s qll(' !l O Cl lll1pl( ' 1l 

íOIl léI cOlldil'i(')11 (i i ) dI' 1.1 1. L ;I pil\'k d('1 l,rild'lctor (PI(' prcsl' lll él éll sllJ,shift. S(tI,n 



-
í. 

es 1111 Sllhl l' iulll cl.ol' dI' Ti. DillllOS él S'(I/,1) ('1 VitlO l' 

(:¿.I G) 

con cOPf!ciI' Il L('s Ce déldos ,O lll O c, = I s i la nl'ch a r ('si a ('11 pi SlIhl radllllor 

prt>sP lll a lldo S'(I/,1) y Ir = O dI' ol.l"él forlllél. 

El kll g llaj e rl'g lllar asociéldo itl S/lb,,/¡ ifl S'(I/,j) 1(, 11é-11l1<1111 0S ('1 kllgllaje d(' los 

tropOI1f'S [( ," '(11,1)), ('s d ec ir 1111 tropo ll ('S cl lalqll ier palah ra qllf' pNI(,Il(,'(' a ('s1.<' 

le n g ll aje. VéllllOS a Ilal 11éll' dOl11illi (IS a los I roPOI\('S qll(, apal'('('('1I ('11 l11la COl\flgl l-

ra,i ó lI dI' 1111 A( : locéll izéld()s ('111 1"l' pél lélhl'as qll< ' 110 SOIl tl'OpOlll'S. As! qll(, 110 todo 

t ropOIl (' S 1111 dOlllillio. 1,:1 kllgllélj(' dI' los dOl11illios '[>(."'(1/,1)) ('S 111\ SltlWOll jl lll 1.0 

pi conjl 1111.o ."'(1/.1) (!<- cOllfig lll' él<'i()I l<'S \·iél .j('réIS 1'1 filtro ('S 1111 l11él\)('O ("(,111];11' 'P : ~ 

-' y qlW es ddillid o por lél fllll<'i( ')11 él hloqll('S lPl : ZL ---+ Z~. I itl qll<' 'P I( cJ = e, id /( f ). 

La fllllCi ó lI id l de nll(, (,1 1l1él1)('O id( ' ld id éld id (.,.) = ./", y ('1 c()('fi( ·iell1c rr I'Sl ií dado 

por 

. = I + [1 ,1..,'( " .1) 1] 
I r - 11 2' 

Asi, 1 ."'( 11, 1) 1 PI"OV('(' de ];1 h( ' IT illlli('1I1é1 (k Litl fOl'lllél qlle' 'P1(r) = O para 

la cO llfi g lll' éW ioll 11 1 ti él ... .. nooo .... y solo , '(' IIlOS (' 11 1'1 diél gl'él lllél espélcio 1('I))!>or<.! 

aqllello ( Pi(' 1\0 SO Il 1.1'OpOIl('S. 

{l ila p;e IWl' él li zaci( '1 1l dI' lo <¡1I 1' SO Il cOllfigl ll' iWioll<'S VIéI.l(Té-IS, SOIl lns ,ollfl g llnt -

/
. r () " . .,. = rr .1'. (2.1 ~) 

Al cO lljlllllo dI ' ,o ldiglll'élCiolll'S <¡II(' (' lllllpl( ' 11 COII 1;1 (',lIé-I('IOII L 1 ~ k lléll11é-111IOS 

:tl 



, 

r 

ar¡wglo y lo d('llol itlllOS COII ¡i( T, 11 ) . 

(J ( T , 11) f i(.!,) I := 0, 1, .. . , T - 1; .1"( .1') = (J" v. I'}. (2 .1 ~)) 

En f'sta. sf'cc ión hemos dertnido Iln t i po de sllhconjl ll1t os invariall l.es (1' 1f' l)('rl.(' IH'(,(, 11 

al cOl1jllnl.o límill' y ('ollslit ll .Y('lI Illlil aproXilllaci()1I éll cO lljlllltO lílllit(' d( 's el (' a<l('n 

t ro. 

2.5 Simetrías de autómatas 

Sahe\l1os CI'II' 1111<1 !lI'C'sc'III.<ICi()1I eI( ' 1111 1\(' I C'S a t.r<lvc :s de 1111<1 fllllCi él ll a hloqll(,s 

II: Z1. ~ Zk, la. n\id SI' !lllc'dc' !l1'('~( ' lltilr C' II forlllil t é¡J)III é1r. Para hllSífll' sill lC't rías, 

la I.ritllsI'Ol'lllitC·i('lll lI ill.llrill il ('()lIsid('rilr ('S l il dI' ('ilml,i ;lr c'l cOIlt.c-lI id o dc' la s ('(,lelas 

t allto C'1l c,l domillio d( ' liI 1'1I11( ' il')ll iI hl()(I"C 'S como (' 11 I ils celelils illlil P;( '11. Tl'illlS

forll1é1cioll( 's q lle (' ;Imlliélll (,1 \ 'éllor eI(' Iil s CI,lclél S y IlO ('illllhiall c'l sititl dc' I<l S CI'ld<ls 

I a.s Il illl1élll)OS i/l/ f /'/ln .'i. D(, l élS t.rélIlI'O\'llléll'ioll('S dl'filliclil S sohre II , 1I'1l('I11()S qlle 

distillg llir léls CI'I<' PII('c!('1I s(' r ('xl( ' llclid éIS éd éllltC)médil , ('S (k('ir iI la fIIIICil'l\1 p; lohal 

I. No cllél lqlli er t.r il ll sI'O \'lll él( ·i(')1I dI ' f, p"( 'd(' c'xll'lldns(' a f. ('lI él llel o l él ha y, la 

f'X!.('IlSi{ll1 él I reqlli c'\'(' c int.o rllidéldo. 

l lIit. t r élllsl'orlll il( 'il ')ll illllTllél (, illlll,i él 1,1 vi¡JIlr (k Iil s ('('lclil S, ('S d('('ir ('S IllIiI 

1)(, 1'Il)11 (.¡.Il ' i<íll de los sí lllllolos d(' Xk ." 1"s l il pll<'dl' IlO ser lél llli Sl lIa para ('(Ida c('I(lél. 

El (,Ollj lll ll.o dI' I.r i III Sfol'lllil( ·iolll'S sol/I'C ' IllI iI ('(,I d il ('S .c....~. , el P; 1'111 1() sill\(:1 ri ('o ('11 ¡,. 

símholos. P él\'il hloqlll'S d( ' 1.;1Il)¡¡f\() t, IlIl i1 Irilll s l'o rlll il(' i(íll 11- E .c...'L élctl'l a sohI'C' (,1 

hl oqll!' e E Z1. para prodl\('ir (' II)l o,!I I( ' Il r E Z[., t ill q l l(' ( 11 (')i = Il i r /. P a r " la r('gl" 

locéd II (kfillilll os lél t.rélllsI'Ol'lllil( ·il)11 illl( 'mil .'II, = (11, n )I I COIl .r¡ = (11, n) E ".,'1. x .'-o'k 

d(' 1" si p; lIi(,llk m il ll( ' l'il -'lll( r) = [n - I(fl o 11 )](r) = n - ll'(II(·). LéI cO lllp()si ci(í ll eI I' 

las I.r ¡'lll sl'o rl llal ·iolll 'S ('S d( ' lillid il ('() lllO ,(/'2.'11 = (¡/llll, nln:l) qll(' es c() lI sisl('IlI(' COII 

11111'St rél (k fillil ,i(íll cI(' Sil il('( ' il ) 1I SIJI",(, /1 , L i l ('l rh it.i l ele lll1it J'( 'J.!: lil /" ('s el cO lljlllll o 

1? J, = (Si X Sk) , / , ' 



" 

Decimos (111<' 9 es IllIil Silll<'1.rlel d(' /1 si ,ff/I = /1, Lo Cllrll sigllifica qll<' ll(/le) = 

cyll(F) para todfl ( E Zt. Esto ('S qll<' si /1 I i('lI(, Irl silll<'t rla .rJ = (/1, ()) ('1 cOlljlllltO 

df' hloqlles .//1 (a) P¡UfI (t E II(Zi,) SI' I.rflnsrorma. hfljo 11 tal y como ('1 sllllholo (l 

Sf' transforJl1f1 hfljo () , relrrl cOlIsid('rflcion('s de sil1H'1 rlels cs conv('lIi('lll.(' ver qll r le 

SIICf'df' al dominio y fI lrl illwgcll cllando son t rall sforlllados, roclrla p('llsars(' QIlf' 

tf'nf'lllOS ('1 prohkma de (111<' qlli zeís algllllos ('lel1wlIl.ns del ran go no ('sl,flrlfl11 ('n 

la imagell dI' ll, lH'ro sill Iwrdidel d(' g(, llcrrllida<! podcl1los con sid('r<lr fllllcion('s ii 

hloqllf's (111f' seall sohl'<,yt>cl.ivrIS, Lo I'<'levan!(' qlle pOdell1l0S decir de II , lo d('ci l1l OS 

ta mhirll df' Sil rest.ricci('lll ill c011jllllt.O d(' hlo(I1I<'S COIl sll1lho los qll<' p('rmfllH'CCIl 

, ' 
f'11 1111i1 ge llf'S SIl('('SI\'ilS, 

Asi, ('S c()nV('lIi('IlI(' hil('('r Id pilrtici('lll II I = Ut l
( ({) I (L E Z~, ) e1el cOlljlllllo 

d(' hlo(I11<'S Z[. r ol' le\ sohl'<,.\'(,(· t.i,: ielad dI' JI, .It l (o) =f (1 pelra t.oda a E Zk.Y 

tellga la, si l1H't rla (1, SI' ClI lllpl(, ('1 siglli('Il!(' di¡lp;nlmel COIll1l1 1l,a1.ivo , 

11 I 

JIl 

JI 
---) II I 

1 JI 

, 

(1:2 0) 

El reqllisito de qll<' JI tellp;C1 lel sim<'l rla .ff es eqllivakllte a qll(, SI' cllmpla ('1 

diagralml (:2.:W). 

No ('S dificil v('rificelr <jll(' si ,1/1 " (11 SOIl sillH't rlas Ik JI ('Il1.ollces .'/1.'/'2 y !/'1
1 

SO Il 

Sillw1.rlelS dI' JI, I ~ s decir (,1 nJlljllllto de sillwt rí¡ls ele 1111;1 I'<'g l;, rOrIll;111 1111 g r11po , 

('1 Cllal lo d('llo1.¡lmos Lj, . 

SsLal1los iIlL( ' I'<' s¡ldos ('11 <'11¡íl ('S I¡I eIC<'\(JII de g l'1'1)() S[ X S'k sohr(' el esprlC!O 

de n"gl as, pOnl"(' ('si o 1I0S lH'rIllit (' ¡1P;l'1lpd l' r<'glels COII propi('{let(ks (k simdrlil 

sim il a res, (:ollsider<' 1110S parel 1111;1 I'<'g lel /1 el grllpo c()ci('llt<, ('j, = (Si. X S'dl l.' j, 

f'sLf' gl'1'1)() t.i('II(' la parl iClIlilrilj¡ld dI' qll<' para cad¡1 cl¡lsc', los elemC'lItos (' 11 (' lI a 



al o1'lkll dI' ('J,' Slllllillldo sol,,'1' los I'kl1H' 11 I os ('11 11110 Ol·hit.a 1('IH'mos Qll(' 

L 1 1.l J¡ 1=1 .'<. x S'k 1 
J/E') J, 

Si te llf' 1l10S el1 toLal 1\1 orhit.i1s ('IIt.OIl(('S 

" 1 S~ >< Sk 1 = L 1 L J, 1 (2.2 1 ) 
J, 

Esto 1I 0S lH' l'Illi t.(, s¡t!H'r 1'1 111'1111('1'0 dI' orhil élS (1'1<' se grlH'rall hé\jo la oíí ic)ll d('1 

gr llpo S'i. x S'J.., .\' por lo 1;11110 (,1111'1111<'1'0 de' reg la s ill(lc-prlldiellfrs qll<' podriall1os 

íO ll s idl'r a r . 

Otro prnpied ;,,1 iI t.ell<'r (' 11 1'111'111 él , ('S (1'1( ' si 9' ('OI1IllIIt.r\ COll II1la s illH'1 ría .'J de 

hIOCI'l<'S FI : n -t ('. 1 ~ 1l d()lld( ' s i .f/ = (/"n) E I' J, ('llIoII Ces 11 p<'l'I(' IH'(,(' éd 

dom illio n < Si. dI' /0", y n él la il11 dg('1l (' 

prohi\Clo (' 11 la. rd.[:L~l 

TeOrenlé\ 11 F:/ ,r¡/'IIIJn r!t ,.:.;i l/ll'l /'/o .... r!t JI, LJ, dl}i,,(' '''' /IO/II()/I/O/,/' .Ci//lO FI : /3 

c: I (/ / r¡ ¡U' I~ (/' ) = n 1)(/ /'(/ tI = ( /' , ()) E L J, . 

Es t a r 111 \( ' i (') I1 (' () 11 t. i ( ' 1\ l' t. () d ;¡ s I;¡ s s i 111 ('\. r í;¡ s i 111 l' r 11 él S d C' JI , J I ( 1 J( ) = I~ ( 11 ) /1 ( (' ) . 1 ~ 11 

s i, pI gl'1 lpO d(' sil11<'t.ríéls LJ, ('S \a g r¡írira de "", SOIIlT /J X ('. \)( ' ('sta rorllla ha,\' 

1l1la ('ql li vél\l' llcia ('111 IT (,1 g r1lpo LI , .v lit rIlIlCi('lll FI. I ~ I iI \gor il 1110 qll e desni llil1los 

pan\ f'll('oll l n lr 1'1 gr llpn d (' Sill1<' l. ríélS ('sl;í hélsado (' 11 ('\ diél g rall1 a CO llll1lll ¡¡\.ivo 

pr.:2 .:'w. La el11 rélda pilra ('\ ;d.e;ori l l11o ('S \;1 Pilrt.ic·i('lIl "J .Y 1'\ ¡dgo rit.lllo reg rcséI (' \ 

rO l1j 1111 t.o 1, ¡, . 



Al gori t m o (1) 

1. Para Il E ,c,'[, si IlI,-I(II) ('s1." ('11 I l f P;I)'(I c;ld;1 síllll)(llo (f E Z¡. , C'nlollces 

inclll yil. los ('kl1wlllos < Il > ('11 !J . ){(' l llplilC<' Si. por Si. - < Il > Y repiUI 

CO Il f'sto ohlC'IWl1lOS el conjllllto n. 

2 . P ar a e ad a 11 E {], en c 11 en t re 11 11 a pe l' IllII 1. a c i o 11 n E S' ¡. t. a I q 11 C' 11 I,- 1 ( (f) = 

I,- I (na) para cada sím!lolp (f E Z¡.. Para verificar est.a condiciúlI solo r<' 

(!1 w ril11 os 1111 el('l1wllto ('11 (';ld;1 ('1;ls(' de la parti('i('l ll nf ' Si encont.ramos qllC' 

sll('('d e esto , inclllil1lOS ('11 /' fl todos );IS P;Ir<'jilS (/''',n'') con 11 = O hasta (,1 

ord(' 1l (k '-1. \{ t'lllpl;I Z;IIlIOS 15 por /i- < l' > hilSt.<1 ap;otilr (,1 dominio d(' /'/ 

qll(' es {j. 

trad l lct,ores y lo 11"1ll;1)'('lllOS (,1 tr;I<III<'Lor (kl P;\'III)() de' sinwt rlil TR . Trildllctores 

g rtl pO h"lI sido illlrodll< ' idos ( ' 11 1;1 rd.[:n]. ¡\<¡lli dillllOS Illlil (kGllicit'lll apropi¡.\da 

iI Il ll('s!. r il dis(·llsit')\1. 1p;lla l <¡II(' nllll() p;lra '/i tOlllilr<'1l10S (' (lIllO v(:rtin's, Illofjlws 

dí' tra ll SfOrll l;lciollcs d(' t illllilflO / - 1, ('S d('c·ir ('lel1wlltos de' S¡.- I y como flechas 

h loq lles (k Lr illlsfor mil('ioncs d(' !;IIllÚ10 l. 1p; lIal qll< ' COIllO pari-l Tf Ilil y Illl a necha 

1I dí'1 v(~rt ice 1/ al v(:rt ic(' " si '/i = Ili ." /}i = l'i+1 pilril i = O, ... 1- 2. 

t r a(hwtor paril los AC' ('S qll(' (,1 ¡)()Illillio de' Fi 110 SOIl todos los hlo(l'ws de tillllalío 

1, sill o so lo aq ll (, ll os q ll (' fOrl llil l1 pil r t,(' d(' IllI i l sillwt ríil d(' J,. rk ('sta rOrlllil solo 

LOlllamos los v(:rt.ic('s <¡II(' f()rlllilll hloqll('S qll<' l)('rt( ' II<'('('1I " 11. FillalllH'lItc iI ('"d" 

11lf'Ilt,e cOlllpkt.ill1H'lIt(' C(lllt'ctilc!O'y illp;IIIIOS de ' SIIS v(:rlic('s pll('d(' 11 110 l)('rt('I)('('( ' r 

a célminos C('ITilllos d('lltro d('1 t.rildll( ·t.or. Sil1 ('mhilrp;o LélllllH)('O ('S V¡lcio ('1 t.r<L-

dllctor , p() r (l'l<' id 1lH'II()S kll('lllllS él la i(klll idil(\. l ~s import ;lIlk n ' lllill'!'ilr fjll(' ('1 

·r -, 



conj lln to df' necltéls B, c'l conjttnto de vc~rtices .Y pI conjunto de diqlleLa FI ( B ) 

so n todos g mpos, v c' r rd.[ : l:~l .Y si ('()I)siderélll1os ttll tradllcto r para todas l a posi

b ilidac!cs d(~ Si X S'k, 1'1 tipo dI' sl1 ht réldlldol'<'s de c'ste tradttctor qttC' pllC'tkl1 se r 

t r ad uctores del g l'lll)() dc' sillwtrí¡-Is de JI tklH'11 cllmplir COI1 C'sta condición. 

Transrormaciolles ill tf' rn as parél con flg1ll'itcionf's Sl'dUl sf'CttE'nCiélS hi - il1nlliLas 

de perlll lll.ac iol1es / = "./- 1/ \1 / 1,, ' E Sf qlw aeLt'lan sohrf' ll11a conflg; ll l'(tcic)11 

x E L: df' la ro rma / :1' tal qlW h.I')¡ = /¡:I'¡. Ahora. la Lransrormación g. = h, O) E 

Sf x Sf actúa sobrf' la rllnción g lobal o él1ltómata J para transrorm arl o f' n ('1 

autóm ata g.J tal ql l f' para lllHL conflg ttración .1: E L: se ti('n~ 9.J(·r) = O- I/h·r). 

De l a misma rorlllil qll!' ¡¡élra Iéls fllll Ciolws él hloqlles 1 !t-ci lllOS qll('la tréll1SrOrmélliúl1 

[l. = h, O) E " ... ;f x ...... 'f C'S Illlél sillll'f ría illt('rllél d(' J si .r¡./ = /, ("sto ('S si 

/h.!:) = OJ( .I') péll'a CéJ(];1 cOldig1ll'éll·io ll./' E ~. 81 sigllic'lt1c' Ic'mé\, dé\, lln ¡-\, cO l1di ciú n 

l1("cesa ri" para !I. s('a lllli1 si llH'1 I'léI clc ' J, n ' L[ : ~~ l· 

Lema 12 S(a !I. = (" O) Il/la simc //'/a ill/(/,lIa del al//ólI/a/a I ( /1/011(' (8 h¡-r '" 

,,' i". ") ¡ +T1 O ¡) (S 1111 a si 111 d /'/n rI ( J I, })(1 rn fa rI a i E Z. 

Para ent.cllc1('r com() 9- PIl('I!t- S('l' SillH'1 ría cle J C'S importilnt(' Ll'ner ('11 ('1l(' llt él 

qll e el domillio /1 dc' / '/ IH) SO ll I.oclos los hloqllc'S d(' pl'rnlllLacionc's de tamaño 1, 

y Qll f' adpméís, Iéls sim!'lrléls de JI pll1'clc'll corr(,spolldc' r a ner ita s ('11 ('1 tradllctor 

del g l'llpO dc ' siml'trías TH c'1\ lél S (p I!' no podemos cOllcatenitr lln a nf'cha a l a ol l'él , 

es decir 1111 ¡,]oqlw eOIl olro. 

rk es!." fllrl11 i1 pal'éI pod( ' r 1.1'11('1' S('( 'II('IlC ' lé-IS ¡li - inriniLa s dI' ('!em( Iltos ('n S'/.: 

.Y qtte S(' él ll 1111 él SillH'l. ría dI' ./' n 'qll('rilllOS q l l!' cada hloqlH> dI' Lallléllio 1 s('a 1111 

elemento (' 11 (,1 domillio cI(' FI , l él fllllCi()11 clc ' sil1H'l.ría clllal a ./'1 . 8sto lo qlle qllic'rf' 

decir ('S qll!' solo "él l ll()S a p()dl'r 1'II1'Illilr S('( ·ll1'nc·iél s ¡li - illfiniLl s ('11 ('1 traductor dc' l 

g r1lpo de sillwlrtéls dc> /1, qlliléln do todéls Is rkchéls Cjll!' SO Il nf'chas C'x lrf'mas ('S 

derir, n('cltéls qll(' II ('gilll él 1111 v(~rl.icc' d(,1 Cjll(' yél IW S¡t!C ' lI m éís n('ch as o nc'rlt as qllt> 

"ie1wl1 dc' 1111 \'( ~ 1'1 jn' él 1 1(11(' 110 11(',l!;é1 lIill g llllél r!t-cltél. 1-:: S 1.(' pnH'('SO S ( ' n'pit!' Ilél si ¡l 

limpi i\ r 1'1 tradlldor y qll!' qll!'dC 'I' so lo rlc'cltél s Qll!' form all Sc'cll('nriéls hi - illrilliLél S 



r 
O 

de transformacionf's illtf'rtlas. El tradllctor aSI limpiado T~ f'S IIna rf'st ri cc ión 

Fpde la fllnci ón df' Sill1f't rla dllal de fl. 

El conjunto de secllf'ncias hi-infillitas qllf' son aCf' ptad as por f'1 tradll cto r T~ lo 

denotarf'mos como O( 8°) e sr El siglli f' nte teorf'ma f'S prohado n la ref(' r('ncia 

[32] 

Teorema 13 La fmnsfonnaóóll g. = (T, O) es u1la 8imcfl"{a del aut ómata f que 

es presentado por la función a bloques fl , si y solo S 7: , E 0(8°) y F (T) = O, 

donde F es la función global ]J TC senlada por la funrió'// a bloques F?' Además 

F : O(BO) -+ SI ('s 7111 !Jol/)omm:(i.<;mo. 

El prohlema. d~ f'neo ntrilr lil s si nlf'trléls internas df' Iln a lltó mata f , se rNlu ce 

así a l prohlf'ma dI' f'nco nt rar F? y T~ qll(' f'S ('1 trar1l1ct.or (1'1 f' prf'sf' llla a la F df'1 

tf'orf'ma a nt( rior. Para. f' ncont rar T~ sf'gllilllos los siglli('ntf's pasos. 

Algoritmo (2) 

1. calculamos FI, la fllnción de simetrlil dllal a .fl, con f'llI SO del algori t mo (1). 

El domi nio n d(3 FI (S 1"1 I~ oll.illnt() dI' flecha s dI" TR . 

2. Eliminamos las fl el.!Jas f'xtr('mas pn Ta . Estf' proceso df' limpiad o Sf' rf' pite 

si aún qllediln flechas ext)'t-'mas. Despllés df' lln n,'l111('ro fini to c1 f' itf'rac ionf's 

nos qll f' c1 é1 mos I.on (1 conjllnto c1f' fl f' chas Ql1f' form a n pa rt e. de seC ll (' ncias 

hi -innni téls dI" t ran sforma ciones. 

Con (1 Algori t mo :2 lin o plI('d(' Céllclllrlr para cllillqlli('r él u tó mata la flln ción a 

bloqlle.s Fp, qu<' presenta. a Sil :,illH't rla. <111;,) F. 

Para el caso dI' al lt<'1Il1¡ÜaS ('('I,lIares ('ICllwlltall's lin<,,,des (-'1 tradll cto r del grnpo 

de simet rlas intf' rll élS f'S isomorfo a l trad 'l ctor ele la reg la .. 

Una Si111 f'trla. 1l11f'Va qlle. vamos a considerar f'S dI' cara ctf' r di st in to a las hasta 

aquí considf'radas y es la. n'flexi()1l dI> sitios ('n 1111 hl oqllC' res!)f'cto a l sit io ce ll t ra l 



Si inclllimos psta 1l11C'Va lrélll s formacioll para los hloqll<'s 1111Pst ro p;rllpo (1<' 

transformaciOllPs rf's ll1 lé\ ahora s't < l ' >. Para, las fllllci o ll('s a hloql1PS s('g l1imos 

dehni f' ndo llna lransfo rm élci(ín como 9II((') = (/1, rY)II(c) = rY- III (/le) con (/1, rY) E 

S[ < l' > xS'J,;. 

La exlensió n df' la rdl f'x ió n pa ra. tin a. conftp;1l1'ación ;¡: .. .. T - I :l·orl ... E -J ('s 

df'hnida como 

y la l ra nsfol'll1 é1ci() 1l qlH' ('S ('1 prot!lIclo dI' () E S'f COIl 1'. ('S ent.onces 

Para IIn a tl t.ólllilla f t!erini1l1OS 1<1 lr<ln Sr01'1lHtc' ión .r¡. = (c.p, y) con c.p, \' E S[ < 

l ' > x,"'L < l' > como .r¡ . /(./') = \ - If( c.p ./' ). fk ('st.a forma 1111 ¡\1!1,()mélfa t.i('n p lél 

SilllPl 1'l'a. 9. si 9-f = / ('st.o (pli('\'( ' d( '(' ir '1"(' yf( ,/, ) = f( c.p. /') panl t.odo .1' E ¿. f::n 

/ 1 1I (2.22) 

Lelna 14 S'¡ In Iu11 i';ríll (t "'o(/u rs /1 rs ,-;;111 / /,.;('(1 l){lio (1'11 1,,) ('011 17 1 = 1? ... 1')¡? E 

SL c lIlo//(' rs el (tu/(í /llfllfl / ('s S;/II(' /,.; i'O Imjo (.,..1?, 1'.,.), ( ·O//l? = .. . 1?'?1? ... E Sr 
__ ~z y,. -- ... ", ... E ' J.: • 
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Prueha. Sf'a :r = .... I'_ I.I'U.l'I ... E ~ I'lltOIlCf'S 

J ( l' * 17 *:1') = ... .f, ( 17 .¡: ; + 117 .¡:; 17 .1' ; __ 1 ) . . . .f, ( 17 .1' 117.1' o 17 :r. - 1 ) . .. .f, ( 17 .r. - j + 117 .r - j 17 .1' - ; - 1 ) 

(1'*,* tI J( :I') = ... ,- I.f,(.I' ;- 1'1' ;.1';+ 1 ) ... ,- 1 .f,( :I'1 :1'0:1' -1) ... ,- 1 .f,( :r._i+ l:r -j./' -i- I) 

(2.24 ) 

:~ I 



1, 
I 

'-

r-

I 

Capítulo 3 

Resultados 

ReSllllle n 

Cln8i.ficnl1lns ('nll rl /Jn/'lílll/ / J'(I (1 !J cnll lo (,II/rnp/n /npnlrí.fJi('n Ins /mr/llrlnl'r ,' 

m,{nimns drlrl'milli,'i/as qllr /,, 'r,.;(' II/oll la imo,fJrll r/"¡ rspocio L ')(/jn lns JI n. F;II-

C011,/mmns los 8'/1b(,01ljlt /l/n s i/ll'ol'inll/('s r/(' ('()/lFqurnr'i n'//(' s '"iojr1'Os y '/I/In ('o/a 

i1lff1"in/' /mm la r/l/rnl'/a /n/JOI(í,r¡i/'o del ('n/ljll///n I¡'//li/ r. n r nqll/"rrT1lrlllimns nwl 

f8 clva/o/' df la f/l//'Op/a /npnlrí,r¡i('(l JJn/'(/ 10,<; (,01/ju/I/ns l//IIi/rs dr .:..5 mt/óma/ns 

a]Ja1'lr dr los :iD ,<;nbrf!jfrlil'ns. ( ~'(,1I(,1 'n1/ln,c; ,.¡ .fJ1'upn ('nmpltln dr 8imr /,./n s y In s 

ó/'bi/n8 qur sr ,r¡f/lrrn/l ('I/olldn rl ,r¡/'I/pn ('8 nplirfuln al ('S7)(/('10 df 1"f.fJlo,<;, F'i/lol-

11/rll/r IIn('r1ll08 u/la rrjl//o('inll r/f la tlOS('S dr ml/li.f/rnf'iríll r01I In ,<; s/lIIrlrio, y 

f :r/f/ldfl/lns In s simrl r/ns o Ins n II/(í/I/O/os. 

3.1 Clasificación T'opológica 

_ _ _ ______ -----1 
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figlll'acionf's del CO!ljlll1to (.' e ~: Qll(' pr('s('l1ta f'1 trad ll c1.or, y los ra mill os d(' 

nechas f'n f'1 tl'é-ulllctor, v(' r S( 'C oL~ o r or consist.f' nci it l.ri1IHljill11os con los lra dll r -

tores df'termillistas (p\f' prf's('nta n a 1l1l f'st ro conjllnto ro n ('1 mf'no r nÚI1lf'ro d(' 

vérticf'so Así los tradll cto r('s 1llín ¡mas d(,t ('r1llinis1.as l)I'ov('('n d(' 1 111 a. d('srri pción 

de e y df'l If'ngllilj f' asociado, L.:(C') [17]0 

Dado 1"1 tradllct.or Ti (deflnicit)n 7) qlle pr('s('nta it IIn alltómala .r , a. Sil 

dominio y a Sil ima gen .r(~) , nos Iwmos ilvora do a. la ta rf'a df' f'nrontrar par-

tiendo dI" f's1.f' trildllrtor, (1) IIn tradllrtor d('1.('rmini sta ( PI(' l)I'f's(' nl a a l mismo 

conjunto de sa.lida. J('f.) y (2) ('1 tradllrtor ddf'rminisLa con e l l11('n or nl'1I11 f' rO d(' 

vfrticeso Los df'la II('s d('1 procedi miento s(' 1)I'f's (' nta 11 ('n f'1 J\ pf'ndi c(' J\ o Esto lo 

Iwmos Iwcho pill' i l lodos los ;1111.t'1I1l;11,i-1S 1'1('llw!lU¡]eso Los t.radllr1.or('s r('s l1l t.rl l11.('S 

df' f'stf' I)I'OCf'SO, no los pl'l'Sl'llt i-lmOS aqllí por ra zonl's ohvias de ('spario, (' n camh io 

Como yao Ilf'mos sel1é1lilllo ('n léI mismi1 serli('>1l 20~ la l'élmiflrarión promedio 

(l c1f'1 tradllctor , dl'flnici('>1l 4, nos 0 1'1'I'(,f' lI!la primera ap rox im acl<'in a l "t.amaiío" 

df'1 conjllnto qllf' l)I'esf' l1t.a el trad ll c1.or , adem ;ís qllf' es I1lll chis imo m;¡s sellcilli-t de 

calcula l' qlle la f'ntropíilo topol(')p;icaoo 

Para f'1 ca so ele l1lf'nt;d , I'IlCon1. rélmos qlH' las I'( 'glas pr(-'s(' nta nd o 1111 valor de la 

raminración (l = :2 son 1.0tlélS i1fl'wllas en ];IS qlle para lélda v(~ rt o in' l.f'n('mos dos 

nechaso Ya (!'i(" estamos Ili¡]llalldo dI' 1.ri1dlldores dder1llini sl<ls en los qll f' f'1 alfa.-

bf'to rOllsist,C' df' dos símholos, esto signiflci1 ql\f' los all1.ÓI11i11.i1S so n sohr<''yf'ctivos 

f'n 1"1 ('s pario dI" configllracioll('so Sil (,1 extremo Opll(,s1.o 1rn('l11os aqll('lIos f'n las 

qUf' para cadao vhlicf' tI' Ilf'l11os so lo lIna n('rha (l = I es to signifi cao qll(' todo ('1 

espario es colapsado, a la prillH'ril imagel1 o[(~ )' i1 1111 ro njlln1.o finito de confip; l1 -

raciónf'so Pa.rao é1(!'I(,llas J'('glas COIl 1.radlldoJ'(>s míl1imos Cll yO v;¡]or df' (l es rNCilno 

a 2, f'1 il1ItÓI11i1ta defillido por ('Sil regla. 11( 'va ('1 espacio de confl p; llrar iol1(,s 11<lIi a. 

conj1lntos amplios , ('n el ];Ido 0I)1l(-'st,o, io eo. reg!;l s parél lélS ( 1'1<' (l --+ 1 se' t.i('n('n los 

autómatas q1l(, gl' lH'ran cOlljllntoos 1'11 los <¡11<' ha y excllli dos I11ll1h os hloqll(,s para. 

cllalqllif'r tamaiio dI" hloqw's q1l(' illt( 'rvi('IH'n ('n la s S('lIwnrias dI> s ímholoso 

:U 
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Ell la 11<'f.[1 O] Wolfral11 d" tina dl'nlliri('lll dI' cOl11plf'jidad para f'11f'ngtlajl' aso

ciado a. los ronjtlnt.os ima ge n [,(.f ( ~)), rO lllO f'1 nl'II11 NO df' vrrt.irf's e1!'1 t radllCt.or. 

Esta. df'nnirión no f'S rl'pn'sl'llt.a t.iva dI' ,t! g tlI HI. complejidad, si no s<' considf'ran 

las fl f'c ha s qUf' f' 1l lf' rj f'll df' rada v(~ r ticf', por f'jemplo ya 11<'l11os sf' iíalad o, para f'1 

ca.so tan sil11plf' como lo SO ll los alltómatas f' 11' I11<,nt.alf's df'nnidos por las reglas 

local<,s /I(f') = O Y / I(C) = (U + ( '1 mor! 2, dond f' (' = 1"1"11"0 f'S IIn Illoqtl f' df' 

tres cf'ldas. Para la. primera regla, la rl'g la n, el COl1jl ll1to imagf'n f'S solo 1I11a. 

configuración y para la sigl liellt( ', la rf'gla. !)O, f'S t.odo <,1 f'spacio. Sin emhargo, 

la. ima.gf' 11 de amhos A(:s esta pn' s('n tada por 1111 tradllílor míllimo (kt.<,rminisla 

df' lIn solo v I~ rli r l '. La ramili ritc i("11 prol11edio (1 nos dit m;ís inrormari()n sohrf' la 

topología d( ' l tradllrt.ol'. 

Si glli end o el prorf'dimil'nt.o '1 11( ' illdi ritmos en el Alwlldire A, ohtllvimos los 

tra.cltlctoJ'('s mínil110s dekl'lllitlisli1s pitr ;1 lodos los AC's ('1('IlH'Il1.itl('s y rOIl ellos 

ohlllvimos la ramin(·itcil') 1l ]>1'01lH'd io (l. Agn lpamos las J'('glas (plC' d(,nn('1l los 

alllómat.as y cllya Ima ge ll ('st;í PJ'('S('llt ada por t.radlldorf's ron "ln mIsma ram

in rarió n promedio , ('slo nos g('Il( '1'i1 Ill1a prillH'ra rlasifirari(')n clf'1 rOlljllnto de 

é\.lIt.ómatas, y los n'sl¡] bl dos S(' pr('S('IJI,all ('n ];1 t.ahla :tl. La s rf'g la s QllC' SOIl so

lm~yf'd ivé\.s lif' lwn 1111 valor dI' (1 ig ll it l a.:¿. Est.a. rlasificarión nos da. 111la. visión 

df' la ma g lli t tlcl ,1<>1 ronjl lllt.o ima gell y 110 f'S t.odavía 1I11a desrriprióll romplf'ta. 

df'1 comport.amiellto ,j¡. las COllfi¡.:!,'lritriones ;Int(' lit ('voltwi(íll d('1 él1J1,()mitt.a . Por 

f'jf' mplo aqtli élpélrecell ('n lit miS llla C\;IS(' ];IS n 'g las II(rlClrO) = Cl + ro 1II()rl2 

y .f:¡( 1"1f' If'n) = rl CiIW liel\('1l Il líll\('I'OS de regla !)O y :¿0·1,'y sill ('mllitrgo la 00 ('s 

rOllsi(l<'rada romo Cé\('lt. ica, y lit :¿O 1 ('S la idl'nt. idéld, toda rOllfigllrari()1l qtlf'da fija 

[4J. 

Otra. propif'déld de f(~) ql\( ' podemos Cét! ' Idar rOI1 los I.nldllctorf'S mínimos 

df'tf'rmillis1.as qlW ohtell"1110S dl,ll rélllll c1.nr 7j es la ent.ropía 1 opoll'lgira .~ f'r.(2. 1 O). 

Calíldamos la <'ll1.ropíit lopol( 'lginl s péll"it la primera illWgl'1l .f(~) d<, t.odos 

los élllt/ lI1) ¡'I1.él s (' I"Il)(,lll ;t!I 's y los él g l"llpéll11()S ('11 rOlljl ll 11()s rOIl (,1 mi smo vrt!or d" s. 

Ellcontra.mos 21 sIlhrolljtln1.os del ('spél cio d(' reglas Qllf' S(' prf'Sf'ntall f'll la té1hla 
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p REGLAS # 

2 15,3 0,45,51,60,75,85,86,89,90,101.,102,1 05, 106,120, 135, 30 
149, 150,153, 154, 165,169,170,180, 195,204,210,225 , 

240 

1.933 22,37,73,91,94,\04,109,\22,133,146, \5\, 16 \, \ 64, \82, \ 6 
2\8,233 

1. 928 41,97,107,121,134,148,158,214 8 

1.923 26,74,82,88, \67, 173 , 181,229 8 

\ .833 6 \, 67, \88,194 4 

1.800 18,23,25,33,44,52,57,62,69,72,77,93,99, 103, 11 0,118, 123, 124 36 
,131,132,137,145,152,156,162, 178,183 , 186, 193 , 198,203,2 11 , 
222,230,232,237 

1.778 20,27,39,40,65,78,114,125,130,141,177,1 90,215 ,21 6,228,235 16 

1.750 7,21 ,29,3 1,35 ,43,49,54,58,59,7 1,87,92,1 08, 113 , 115, 140, 142, 32 
147,1 63, \68, 184, 196, 197,20 1 ,206,212,220,224,226,23 4,248 

1.714 53,83, 172,202 4 

1.700 6,96,159,249 4 

1.667 3,5,9, 11 , 14,17, 19,28,3 6,38,42,47,50,55 ,56,63,70,76, 81 ,84,95 56 
,98, 100, 111,112,117,119, 126, 129, 136,138,143, 144,155,157, 
160, 171 , 174, 179,185, 192, 199,200,205,208,213,217,21 9,227, 
236,241,238,244,246,250,252 

1.6 \3 , 79,176, 242 4 

1.5 1,4, \ 0, 12,24,32,34,46,48,66,68,80, 1 16,127,1 28, 13 9,175 , 187, 28 
189,207,209,22 1,223,23 1,243,245 ,2 51 ,254 

\ .333 2,8, 16,64, 19 1,239,247,253 8 

\ 0,255 2 

Tabla 3.1 . Clasificación de los AC elementales mediante la ramificación promedio p 
de los vértices en los grafos mínimos deterministas que presentan su primera imagen 
f(J:) . 
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3.2. Por la propif'dad de illCIIISil'lll t]¡. las imag('IlPs sllc('sivas cí.(:LI)), lél (,Iltropía. 

dI" I( ..... ) f'S Illla COI.¡1 sll!l('rior p¡lr" I¡I 1'1l1 ro pía topoll'¡g iírl dI' los íonjll1l1os límit.('s 

I\J . Los COlljlllllos límill's I\J er.(2.7) nllllía sn n vaíios por ('1 h(,ího d(' qll(, ..... ('s 

compacto y íompll'1,o y los alll,l)maUIS í('llllan's SOIl fllllcioll(' s íOIl1.illllas. 

De las lahlas : ~ . I y :3.2 podl'mos v(' r qllf', para la prinH'ra. y la: lr('s I'¡\timas 

filas de ía.da Illla d(' las lélhlas, los íOlljllllt.OS de reglas íoillíiden r(,spf'ít.ivanwlltf' , 

así p y oS nos dan Illl a. ílélsifinl í i('1I1 Sillli lélr para. estos íOlljllntos. 

Proí('(!emos ahora a dl'1.el'll1ill¡lr Illla. íota illf('rior prlra la, e lll.ropía. dI' los íon

juntos límit.es I\J. Lrl ohkncmos hllsíando íonjlllltos illvariélllt('S antf' la. ('Volllíión. 

Usamos l'IIlH:todo Ijllt' (,(l11S1 rllill1llS 1'11 I¡I SI'I'C'il'lll :¿.'I panl ellcolll.rar los íO lljlllltOS 

illvariantl's dI' cOllfigllr¡\('iolll'S \' i¡\jl'r¡\S, l'c.(:¿.1 :q. 

Para los AC pIl'ml'll1i\ks solo i<'1l1'mOS 1 res posihilidr\d('s para la veloíidad df' 

las íonfig llracion('s viaj('r¡\s 1I = :1: 1, n. (:Oll pI ml:todo desrrito (,Il la. scciú ll 2.~ 

hemos encolll,rado 1'1 sllhtradllc1.or dl'l tr¡lllllcl.o r TJ qll(, pl'l'scnl.a ll a los íOllj llll1.os 

de cOllngllrariOlll'S viéljl'réls ,<.,'(v.f), p¡\rr\ los ¡lIl1('lIlwtas l'kml ' llt a l< ;~.- DI' la misma 

mallf'ra (1'11' íomo IlicilllOS p¡\r¡\ \;, priml'r¡\ illli\p;<' n dI' los éllI1.t'1Il1¡das, í¡¡]ílllalllos 

la elltropía. topoll'lgica . 

Para. algllllos alltóllléd,élS klll 'mos íOlljlln1os de confi g llraíioll f's VlrIJ('n\S de' 

veloíidacll's distillt éls , rOIl l' lll,ropíélS dist.illtas d(' í('ro, íomo lo ('S la regla. 17'2 

CO ll valorps para. 1I = 1, n y l'IlLropí¡, topol{'giía 8 = n.!)!) I G2 ('11 alllllos íasos . 

Pllet!l' vcrsl' qlle I'sl.() no sigllificil qll(' los íonj1111 I.os íOll di fl' r(' 11 l,('s Vl'loíidar!('s Sl'a ll 

disjllllt.OS. El 1l11:I.()do lIlll' IlS¡II110S 1l0S 1H'l'lllit( , id<'Ilt.ifiíar l,alllllic'll los íOlljlllltos 

de plllltos fijos (]¡.I rIl 11('lll1¡\1.;1 I , I'~; d('cir é\qllt·llas íOllfigllracioll(,s panl li1s (1'1<' SI' 

CIIlllplf' la f'íllaíi()ll (:¿ .I :q COIl 1I = n. 

EIl la. tahla. :L~ SI" pn's('III,¡1I1 los ¡lIltl'llllat.a <¡III' 1 il' ll('n íO lljllnl.os de íOllfig ll 

ra.íion f's vii1jeri1s COIl f' lltropía dist i1l1 a dI' íNO p¡\ra ('1 íaso 1'1('111('111.<". lI ay (' 11 

la hihliografía[IG] rl'slllt é\ dos dI' cof.¡\S illferio\'C's para la (,Ill.ropla topológiía de 

algllllos ¡1I1l,I)m¡d ilS, (PI(' Ililll sido ('¡¡]('I¡\¡\d¡\s id"Ilf.ifi(·¡\lldo cOllj 1111 I.os dl' cllllflgllra

íiollf'S Iwri,'Hlicrls. I:,sf.os co njllllf.os ('sl,élll illclllidos ('11 los arlwgios qllf' definimos 
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ENTROPIA REGLAS # 

1 15,30,45,51,60,75,85,86,89,90,10 1, 102, 105, 106, 120, 30 
135,149,150,153,154,165,166,169,170,180, 195,204, 
210,225,240 

0.923856 62,110,118,124,131,137,145,"193 8 

0.919606 25,61,67,103,152,188,194,230 8 

0.918681 57,99,156,198 4 

0.907162 41,107,148,214 4 

0.902106 26,88,167,229 4 

0.900537 7,2 1,3 1,35,49,54,58,59,78,87,92, 108, 114,115,140, 141 , 28 
147,163, 168,177, 196, 197,201,206,220,224,234,248 

0.896085 37,9 1, 164,218 4 

0.887294 97,121,134,158 4 

0.882193 22,104,151,233 4 

0.879146 14,27,28,29,38,39,42,43,44,50,52,53,56,70,71,76,83, 44 
84,98,100,112,113,142, 143,1 55,157, 171,172,179, 184, 
185, 199,202,203,205,2 11 ,212,213,216,217,226,227, 
228,241, 

0.873363 73,109,146,182 
, 

4 

0 .870449 74,82,173,181 4 

0.857205 94, 122,133,161 4 

0.8356 13,23 ,33,69, 77,79,93,123,132, 162,176,178,186,222, 16 
232,242, 

0 .825647 6,20,40,96,159, 2 15,235,249 8 

0.818958 65, 125,130,190 4 

0.81137 3,5,9,11,17,18,19,36,47,55,63,72,81,95,111,117, 11 9, 36 
126,129,136,138, 144, 160, 174, 183,192,200,208,219, 
236,237,238,244,246,250,252, 

0 .694242 1,4, 10, 12,24,32,34,46,48,66,68,80,116,127,128,139, 28 
175,187,189,207,209,221 ,223,231,243,245,251,254 

0.551463 2,8,16,64,191,239,247,253 8 
O 0,255 2 

Tabla 3.2.Clasificación de los AC elementales mediante el valor de la entropía 
topológica obtenida de la matriz de adyascencia del grafo mínimo determini sta que 
presenta a su imagenf(L) . La columna a la derecha es el número total de reglas con 
la entropía dada. 
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ENTRO PIA REGLAS # 

1 170,204,240 3 

0 .879149 42,76,1 12,17 1,205,241 6 

0 .81 1372 138,208,236 3 

0 .694238 4,10,12,34,43,48,56* ,68, 77,80, 98* , 106, 108, 11 3,120, 46 
132,140,142, 162,168,169,175,176,184*,185*,186, 
187,196,20 1,206,207,212,220,221,222,223,224,225, 
226* ,227* ,232,234,242,243,245,248 

0 .554163 2,23,24,36,44,46,49,66,72,74,88,100,116,130,139,14 42 
4,152,164,172* , 173,174, 188, 189, 190, 19 1,1 94,200, 
202*,203,209,216*,217,218,219,228*,229,230,23 1, 
237,244,246,247 

0.464961 14,84,104 
~ 

3 

0.405687 5,13,35,40,41,57* ,58,59,69, 78, 79, 92, 93, 94, 95, 96,97, 29 
99*, 107, 114,115,121,133 , 141,163 , 177,197,235,249 

0 .287756 11,47,73,81,109,117 6 

Tabla 3.3 . AC's elementales con conjuntos invariantes de configuraciones 
viajeras con entropía topológica positiva . Las reglas marcadas con * tienen 
patrones viajeros de distintas velocidades, con entropía distinta de cero 
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en las ecs.(2 .17) y (2.1 K), pa ra. lln va 101' de 1/ == O. 

3.2 Entropía de conjuntos límites 

Los conjuntos invariantf's d(' cOllrigllrélciones via.jf'rns, los Cllaks pllf'c!('n hi('n t f' nf'r 

una 1)\"f'Sf'ncia compleja dplll.ro del cOlljlllll.O límitf' AJ, 1l0S d<ln IIn a nproximación 

desde adf'ntro a l conjllnto límitf'. La. primf'ra imagen J(~) nos da lln a aproxi

mación df'sdf' af\lf'ra a AJ. Podcmos dar la (, Il tropía topológica de los conjllntos 

límites AJ d(' los alllóméd,éls para los cllal('s coillciden las colas sllfwriorf's e inff'

rlon3 s . Los n 's1l1téldos SI' pn'sl'llt;11l l'll 1;1 t;lhl;1 :L·1. 

En la Ulhltl :~. · I Itl prillll'rél ('()11111l11;1 I'S 1'1 v;¡]()r dI' Irl enl.ropírt t o pol('¡gic" IHl ra 

el conjlln to lími te del éllll.l')I11;I1,;1 dl ·lillido p()r lo~ regl" s dI' lél, segllllda COllll1llln . La 

colllmlla rilli¡] I'S f'1 toU¡] de reg];ls c()n el mislllo vr¡]or p"ra. 1" ('n1.ropí" topol{lgic(\, 

de. Sil conjllnto límitf'. 

3.3 Silnetrías de re glas 

Como primera, ptapél en 1;1 c;lr;\I·1.I'I'izélCil'Jll dI' n'g lél s a tra.v(:s de SIIS sillwtríns, 

clalllos la. la.hl", de mllltiplici-\l' i(ín del grtlP() dI' 1.oc1"s l" s posihlf's transrormn cionf's 

intf'rnas, p"ra la s n~gl".s ckml'nt.;¡]('s k = 2, 1 == :~. El g rllpo dI" p('rlllll1.aciOIWs ('n 

dos símholos S'2 f'S isol1lorfo " Z2 , los 1'11'1111'n1.os dI' S'l = { /, "'} son lo iden1.idad 

" /" Y el il1l.crcéllllhio dI' símholos "",". I ~ I d'"11illio d(' la fllllri{ln 10r,,1 pélra ('1 

caso f'lf'llwnto I son hl()qlll's dI' t n's ('(,Idas. LIS 1.ra nsf()l'Il)(trioll('s (fll!' pod e'mos 

ap licar (\. hloqllf's dI' I'S1. I' I.ip() PI'I1.I'I1I '('(' 11 ;1 S'.] .Y son ocho. Las df' noUlr('mos por 

nl'lIl1f'ros taclt"dos, siglli(' llIl() (,1 espíril.lI dI' la hasl' I'n hini-Irio. Por ('jelllplo, la 

t ra nsfo rm a,('ilí n ("', / ,,,,), la. dl'lI ot arelllos como Ji . 
El o rd f'n dl'l grtlpo d(-' transform"ciones in1.erna s S'.] x .C,·1 d(' bI S r('glas ('s I G. 

Si, adicionillllwntl', ronsidl'rél1ll0S ];1 1.nlllsl'orlll.1cil)n dI' rdkxic')Jl 7' en los hl o(l'l('s, 
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Entropia de A REGLAS # 

\ 15,30,45,5\ ,60,75,85,86,89,90,10 \,102,105,10 30 
6, 120,135, \49, 150, 153, 154,165,166,169,170,1 

80,195,204,2\ 0,225,240 

0.879146 42, 76, 1 12, 171, 205, 241 6 

0 .8\137 138,208,236 3 

0 .694242 4,10, 12,34,48,68,80, 175,187,207,221 11 

0.551463 2,191,247 3 

O 0,255 2 

0 .551463-0 .694242 24,46,66,1 16, 139, 189,209,23 1 8 

Tabla 3.4. Entropía topológica para el conjunto limite A f de los AC 

elementales en la columna central. La columna fin al es el número total de reglas 
que llevan a la entropía dada. En el último rengló de la tabla se da el rango de 
valores en que se puede encontrar la entropía topológica del conjunto límite para 
las regas de su derecha. 

'lO 
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1.e., 

e = (fl_I, ... ,er+ h C,.,Cr- I , .. . ,fo) --+ 1" (' = (CO, ... fr- l ,fr,fr+ I , . .. ,('I-I) 

El grupo SP. a.mplia a. :12 trallsformilrion('s para el raso ekmental. Como hemos 

sE'ñalado la rE'O E'x ión l' es de 1111 rélrárter 1Il1l y dist.int.o a l"s transforlllarion('s 

internas , 1" camhia los sitios d" las n'ldas y las transformaciones int('rna s ramhiéll1 

los valores dE' las celdas sin rall1hi"r sit ios. La r('Oexión so lo tienE' sentido para 

hloq1le dp. dos o mas r('ldas, de aqllí qllC' SIl arrión s(' limita a los hlo(1'1C' y no 

a las r('ldas, ('sto es ot.ra gran difer('nria rOIl las trallsformnrion('s inf('rnas . La 

tabla de m1l1tipliración para el gn lpo rompl t.o « l' > Sn X S"l s(' 1ll11('sf ro. ('n la 

tabla :3.5, así romo todos SllS sldlgnlpos. En la. lahla :1.!) h('mos omitido lil s('g llnda 

componE'nte dI' los e]¡'llwlllos d( 'l grllpo, PS derir, pilrl\ lit t.ransformitrión.rJ = (/l, 0') 

solo 110 q1ledilmos rOIl /l , ya. (1')(' ell ('1 raso ('kllH'lll ,t11a lahla de 1ll1llt,iplir<tción 

de 8'}. E'S mll y simplf'. UIla. fithlil complda SI' rompolldría d" rllatro rep('l.iri o l1(,s 

de la tahla :1.!) formando 1I1la t.ahla. Clladr;Ida.. La segllnda rompon('l1f(> d(' las 

transformaciól1 el1 cada. 1II1a de ('st.as l¡, hlils sería 

Tahlél :Lr'j 

TiI hl,I :\.!) '" 

Ta h 1 iI :1.!) '" 

T" h la. :1.!) 

El grllpo dI' transform¡\cion('s in1.( ·I'11<1s es rOllmlll<11.ivo, mils al agr('gar la re

nf'xión 1', el grllpo r('s1l1 1.;1 11 1,(' y il 110 ('S COlll111l1 itl ivo, ,\11IHI'IC' pns('(' varios sllhgnlpos 

ronmlltativos. La mayorí¡I dI' los ('l('llwntos (kl gl'1lpo son id('mpot('ntes. Solo (.('11 -

E'mos dos sllhgnlpos ríclicos dI' orden ,1 qlle ('stál1 rt' I)I'(>sel1tados por los nomh res 

XII y XIII dE' la. t<,hla. :1 .!). Gil los t!('lll ás Sllh p; nlpo dI' o rd el1 tl Sll S el(,Il1f'I1t.os so n 

idell1potel1tes. DI' los Sllhgl'1lpOS de ord(,1l K (·1 fllI(, tiel1<' mel10s g('nt" ra dores ('s 

con dos gt"IH'radon's. 

Aplicamos t'l g l'1lpO (,' dI' :12 ('kmel1f,os a c¡Ida, regla P¡,!'it o ht.('nf'r Sll orhita. 

Las órhitas SOIl cOlljllntos di sjllll 1.os d( '1 ('Spi'C;O de rt>gléls. DE' est.a. forma 10 qllE' 

4 1 



~ 

I 

r--

¡ 

TABLA DE MULTIPLlCACION DEL GRUPO G 
o 1 2 3 4 5 6 7 R RI R2 R3 R4 R5 R6 

O ° l 2 3 4 5 6 7 R RI R2 R3 R4 R5 R6 
1 l ° 3 2 5 4 7 6 R4 RS R6 R7 R RI R2 
2 2 3 ° I 6 7 4 5 R2 R3 R RI R6 R7 R4 
3 3 2 1 ° 7 6 5 4 R6 R7 R4 RS R2 R3 R 
4 4 5 6 7 ° I 2 3 RI R R3 R2 R5 R4 R7 
5 5 4 7 6 I ° 3 2 RS R4 R7 R6 RI R R3 
6 6 7 4 5 2 3 ° I R3 R2 RI R R7 R6 R5 
7 7 6 5 4 3 2 I ° R7 R6 RS R4 R3 R2 RI 
R R R I R2 R3 R4 RS R6 R7 ° I 2 3 4 5 6 
RI RI R R3 R2 R5 R4 R7 R6 4 5 6 7 ° I 2 

R2 R2 R3 R RI R6 R7 R4 R5 2 3 ° I 6 7 4 
R3 R3 R2 RI R R7 R6 R5 R4 6 7 4 S 2 3 ° R4 R4 RS R6 R7 R RI R2 R3 I ° 3 2 5 4 7 
R5 R5 R4 R7 R6 RI R R3 R2 S 4 7 6 I ° 3 
R6 R6 R7 R4 R5 R2 R3 R RI 3 2 I ° 7 6 S 
R7 R7 R6 R5 R4 R3 R2 RI R 7 6 5 4 3 2 I 

, 

SUBGRUPOS DE ORDEN 8 

T={ 0,1,2,3,4,5,6,7} 
A={ 0, 1 ,4,5,R2,R3 ,R6, R 7} 
D={ 0,2,5, 7,R,R2,R5,R 7 } 

B={ 0, l ,4,5,R,R I ,R4 ,R5} 
E={ 0,3 ,S,6,R,R3, R5,R61 

C={ 0,2, 5, 7,R I ,R3,R4 ,R6} 
F= l O,3,5,6,R I ,R2 ,R4,R 7} 

SUBGRUPOS DE ORDEN 4 

I={0,1,2,3} 
V={ 0,2,4,6 } 
IX={ 0,2,R5 ,R 7} 
XITI={0,5,R3 ,R6 } 

II={ 0, 1,4,5} 
VI={ 0,3,4,7} 
X={ 0,5, R,R5} 
XIV={0,7,R, R7 } 

SUBGRUPOS DE ORDEN 2 

III={0,1,6,7} 
VII ={ 0,3,5,6} 
XI={ 0,5 ,R2,R 7} 
XV={0,7,R2,R5 } 

rv={ 0,2,5,7} 
VITI={ 0, 2,R,R2 } 
XTl={0, 5,RI ,R4 } 

{O,I} {0,2} {0,3} {0,4} {0,5} {0,6} 10,7} {O,R} {0, R2} {0, R5} {0, R7 } 

Tabla 3.5. El grupo completo de transformaciones, su tabla de mu ltiplicación y todos 
sus subgrupos. Los números corresponden a las transformaciones de los bloques 
de tamaño 3. 

R7 
R7 
R3 
R5 
RI 
R6 
R2 
R4 
R 
7 
3 
S 
I 
6 
2 
4 

° 
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tf'lH'mOS SOIl clé'l.sf's de ('qllival(,ll ria 1'11 dOlldf' dos rf'gléls, .r; y .r;' SOI1 f'Cj1livé'lkl1tf's 

SI h (\,y 1111 ('If'mf'll1.o .fI E (,' 1.,11 (111<' .1/ ./'; = I;'· 
Par(\, la regla .rl, el ordpl1 d(' la. órhit.a I (,' . .rl I 110S da 1111 indicé'ldor (k la 

asimet ría dC' la rC'g la r('spC'c1.o al g1'11pO (,'. S I I1líl11<'rO <lC' órhité'ls f'S 1"1 111'ln1<'rO 

de reglas il1d f'pendif'l1tes qlw pockmos consid('rar. Para los AC's elC'l11<'ntales 

las simetrías considf'r,Hlas f'1l la litC'rélt.111'a son, la rC'nC'xióll la. conj1lgé'lción y la 

composic ión df' renf'xión COI1 conjl1gación, est.o f'S C'Cj l1i va lf' lllf' a cOl1sidf'rar el 

grupo fo rmado por la s t ranSfOrlllélCiolWS {()l,=), (/1,"-'), (1',=), (1' /I,"-')} y 1"1 

cual nos gf'llf'nl 8~ órhitas. 

Al aplicar el g1'1 1pO ( ,' iI los ilIJt.('lmaUls ('I('ll1<'ltt illes I 1<'111 os (' l1rol1t.rac!o:21 úrhitas 

distintas tahla :3.G, es derir:U clil'ws de eqlliv,t!('I1Cia , C0l110 ( ' 1'<t de f'spC'l'<lrsc por la 

ec.2.21, el ordell de l1na clas(' ('sLí ('11 rel;tri(íll ill Vf'rSél COll C'I 111'1111<'1'0 de sil11C'lrías 

Cjlle pOSf'f'11 las regléis (k ('Sil clilse'. LilS clils('s se prc'sf' I1Llll C'11 1;1 t.a hla :3.G. De 

esta t(\,h la encontramos )'('glils ron 11l1IChilS sillwtríéls rOl11o la 0, !í 1,00, I O!í Y cllyas 

órh it.as SOI1 de tamallo 1 y r('g lils sill sill1<'t rías 110 triviaks C0111 ' l.iI I Y 2!í (jl1f' 

gf'l1f'ran órhitas de trll11i11io :31. Las clases id('l1tificé'l(\;ls por caela lI11a dC' las órhit.(\,s 

nos proporciolla 1111 ,1 clasificaci('II1, ('11 la (jll<' el tamalio d(' 1;1 orhita lo t0I11é'l1110S 

C0 l11 0 medida dI" asil1wt.rl,1 d(' las reglils (111!' P('1 t.pl1<'C('11 a C'sa orhitrl. Prf'SC'l1trI1110S 

Con dos paral11dros illlrl11siros 1'01110 la 1',1 l11i nnlci('ln y las sin1C'tría s gC'l1C'ramos 

Al f'xtellder !;IS síllH'l riils iI los il1I1.eílll;l1.ilS como lo 1l10SL rrllllOS ('11 1" '-dLilllrl 

sf'cción d!'1 Cilpítldo allterio r , el illgorillllo (2) 1l0S permite ellrolllrar ('1 t.r(\dllc-

to r Cjlle prf'senta <11 conjlln1.o de' .· illwtrí<l s e·x1.elldidas (\, sC'cllC'llcias ¡,i -infillit.as. 

Al h(\,cer f'sto f'nCOllll'i11110S (111(' (,1 COlljllll1.0 d(' illll('llllatas con slIhgrafos 110 Lriv-

df'hlliclos por f1lnciollC's a hloq1ll's fl1I(' SI' pIl<'d"11 repr(,SI'I11.<H II S<l lHlo élritl1lC:ticé'l 

1ll0dl¡]O /,. como ./'1((') = ~~:)II j i j + 1/. Pilril ('1 (';ISO el('lllcIIL,II ('st.o ha ce 1111 1.01. ,11 d f' 

16 é'l.1 I LÓllla1.<ls . 



... 

tama ño 2 tamaño 4 tamaño 8 

{O, 255} , {15.8S.170.2·Hl}. (S. 10.80.95. 160. 175, 2.t5, 2S0}. 

{51, 204}, {6n, 102, IS1. 195}, { 18, D. 72, ID, 112, 181, 222. 237}, 

{90, 165 }, {D, .t l. 77.1 U, 142, 178. 212 . D2}, 

{105, 150}, {H, 16, 66, 126, 129. 189,219.23 1}, 

{29, 46, 71,116,119, 18.t , 209, 226}, 

{5.t. S7. 99. 108, 147,156,198,201}, 

tamaño 16 

{1.2,4,8, 1 6.12.6.t.127. 1 28.191.2D.D9 . 2.t7.251.25 ~ ,2S.t} . 

{3, 12, 17.1.t , .t8.61.68. 119. 1l6. 187. 192.207. 221.D8. H l.252}. 

{6, 9,20.40,65, 96, 111 , 12S, UO. IH. IS9.190.2IS.D5.2.t6.2.t9}. 

{ 19, 35, 49. SO, 5S, 59, 76. liS , I.tO . 179. 196. 200. 20S. 206, 220, D6}, 
, 

{22, 41, 73 , 97. 10.t . 107. 109. 121. Il.t . 1.t6. 1.t 8. 151. IS8 . 182, 21.t. Dl}. 

{26, 37, 7.t. 82. 88. 91. 9.t. 122. ID. 161. 16·L 167. 171 . 181. 218. 229}. 

{27, 39, S3. S8. 78. 81. 92. 11.t . l.tl. 161. 172. 177. 197.202. 21ó. 228}. 

{30, 45, 75, 86, 89.101,106 , 120. IlS. 1.t9. IS.t . 16ó. 169. IRO, 210. 22S} , 

tamaño 32 

{7, 11.13, 1.t.2I ,JI, .t 2 . .t7.69. 7'). 81. 8.t. 87. 9J. 112. 117.1l8. I.t J. 162 , 168. 171 , 17.t. 176, 
186, 208. 213. 22.t . D.t, H 1, 2.t2. 2.t.t. 2.t8 l . 

{25,28,38,4.t,52.56, 61.62.ó7. 70. 98. IOO.IOJ.IIO. IIR. 12.t . 1l1 . IJ7 . I.tS . IS2, ISS.157 , 
185, 188,193, 19.t. 199.203.2 11. 217.227. DOl· 

Tabla 3.6. Orbitas generadas por la accion del grupo sobre las reglas de automatas 

11 
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{O, 255} + + + + + + + + + + + + + + 

+ + + + + + + + + + + + + + {SI , 204} 

+ + + + + + + + + + + + + {90.165} 

+ + + + + + + + + + + + + + {105, 150} 

+ + + + + + + + + ++ + + + {l5.85, 170, 240} 

+ + + + + + + + + + + + + + {60, 102, 153 , 195} 

+ .. {10.80, 175, 245} + {5.95,160. 250} + + + + + + + + + + 

+ - .. + + + + + + {18.33. n . 123. 132.183. 222, 237} + + + + 

- + + + + {·D. 113. 142. 212} + {23. 77.178. 232} + + + + + 

+ - {24.66. 189. 231) + {J6.126. 129. 219} - + + + + + + + - + 

+ - {46. 11 6. 139. 209} + + + - {29.71. 184. 226 ) - + + + 

- + .,. + .,. {54. 108. 147. 20 1} .,. {)7. 99. 156. 198) + + + - + 

+ {2. 8. 16.64. 19 1. 239. 247. 2)3) {1. 4. 32. 12 7. 128. 223 . 251. 2)4) + + + .. + + + + .... + -

.,. .. {1 2. 34. 4R. 68. IR7. 207. 221. 243} - {J. 17.63. 119. 136. 192. 238. 2)2} + ........ - - - - -

+ ... - + {9 . 111. 144. 246) {6 . 96. 159. 2 49~ - ... {20. 40. 65. 125. 130. 21S . 235} + • + 

- {19. 50. 55. 76. 179. 200. 205. 236} - - \3S . 49. 59. 115. 140. 196.206. 220} -

+ + ... - + ... {-tI. 97. 107. 121. 134. 14R. 158. 214} {22 . 73. 104. 109. 146. 151. I R2. 233) ... 

{26 . 74. 82. 8 . 167.173. 18 1. 229} " {37. 91. 94. 122. 133. 16 1. 164. 218 } -

{53.83 . 172 20 l {58.92. !63. !97} {27.3?78. 114.1 41.1 77. 2i 6.22Rj .,. - - - .... 

_ .. _ .. - _ - .,. - - (JO. 45 . 75. 86. 89. 10 1. 106. 120. 135. 149. 1)4. 166. 169. 180.210.2 25) 

mayor 
simetría 

{13.79.176. 242} {11.1 4. 42 . 47. 81. 84. 112. 117. IJ8. 143. 171. 174.208. 213 . 241.244 } + - p.21.31.87.168. 224.234. 24) - {69.93. 162. 186) .. + .,. - .,. 

_ (l8. 38. 56. 70. 98. l OO. 15S. 157. 18). 199.21 7. 227} + + .,. + {25 . 44. 52. 62. 103. 11 0.11 8.124. 131. 137. 145, 152. 193.203.2 11. 230) {6 1. 67. 188. 194 ) - + + .,. 

'mayor ramificación 
I . 

Tabla 3.7. La tabla muestra el refinamiento que se obtiene al intersectar las clases obtenidas para la ramificación promedio y para las 
simetrias. Entre más arriba e ubique un conjunto de reglas el orden de su grupo de simetrías es mayor y entre más a la derecha esté el 
conjunto la ramificación promedio aumenta. 



Capítulo 4 

Discusión y conclusiones 

linf'éls horizolltal('s qll( ' 1l1lI!'st.r;1 1;1 fi.e;llr ;l , (pI!' 11(1)' pllll t. OS pélra los ( PI(' t(' ll i('lIdo 1111 
" 

mism o véllor dI' l éI ('ntropíél t.opo I ('>.e;i C;I ti('lwl1 dist.into vél lor pélri'l r¡.¡ rallliG célc iól1 

ill1é1 grl1 d I-' los (\ C' s.v l¡¡j( ' rcll"f¡lIía de ('stos cOlI.jlllilos ('s ig lléll si consid eramos (J o 

si tomamos 8. Para lln va lor de (J:::::; l .!!'y d('.'i f' ntre O.~!) - O . !lO sr t.irl1r 1111 g nlpo 

:U y :1.:2 . 
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Ramificación promedio # reglas 

Figma. 4.(: SI" gnl(jca. lél ramifinl('iól1 promedio \011t.r a. la. C' l1 t ro pta t. o po lógica. dI" 
la. prinwra. imagel1 paré\. todos los Ac's f' knwl1t.alc's . C a{\¡t símholo rC' prpsc l1 la. a. 
1111 COl1jlll1to dc~ é\1I!/lIl1éd,as. La gl'él(jnt 1" 11 la parte s ll ()('r io r , ml lf'st ra 1" 1111'1111<'1'0 c! C' 
rpglas CO II la l'éllllilicaci('lll dad" y la g ra(j( '¡-I d(' la d('I'(·('ll a es c·1 11I'II1lf' rO d e> f'(' p; las 

COI1 la. f' lIt ropta lOpll!c'l p; iccl. dad a. 
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Entropía topológica de la 1 ra . imagen 

Figu ra 4 .2: Se graf!ra la ent ropía topológica contra la f' ntropÍa mptrira calculada 
por Grass berger [26] pa ra todos los Ar's f' lenwnta.les 
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entropía, topológico, por ello lodos los plllltOS SC' llhi("(\n po!' df'hajo df' la diago na,l 

de I a gráfica,. 11 a,y !'C'gl (lS con 111'1 nH'l'OS <k l'<'gl a romo I il 10, 12, 20, 11R Cll yos va 10rC's 

difieren poco (IP los <Iodos por (;rassl)(>rgC'r. ~sLo illdira, qll(' se C'sLá ¡m)ximo al 

va,lor límite para, 1(\ C'nt.ropÍa t.opolúgic<l, \Volrrilm rd,[IG] ohLiC'llf' valores para, la, 

entropía, topológiril solo ek I;IS l"C'gléls eknwlI t.alC's qlle llama " If'ga lf's" y q1lC' SO Il 

32. 

Las t>stimacionC's a,nteriorC's pé\l'a, los CO lljlllltOS límil.f's so n Iwrhas c!C'sdC' afllf'ra, 

es decir pa,rtimos del <'spario compl('to de C(l nGg11l'il cionC's y las callLidadC's so n 

calc1lladas 1l11a vez qlle aplir<lll1os los allt<ímal.as a C'sLC' f'spacio, Los S1lhrolljllllLos 

invaria,nl.c's romo lo SO ll las ("oldigllnlciollc's viajera s IlOS d ¡'11I 11ll(\, ¡'lproximilr ió ll 

dio rontra. la t> nt ropla topo!c'lgictI ck bis rOllfigl lra r iollc 's VlélJ f' ril S rO ll v('loridod 

O. Podt>ll1oS \'t>r qll<' CO llrOrtll<' 11 1 1 C'sl. ro pilrftnH'tro dI' psl.nlct lira como lo C'S la, 

ramificación , vo, ¡-Illl1Wnl.alldo lo ilparirióll de' conjllllt.os dc' alll.C)mal.as COll Sllh cOll -

f'11 la misma escala, los plllltoS sohre' la diagollal l'<' I)J"c'Sf'nt.all a il1ll.ómat.as r ll ya 

el1tropÍa topológica p¡'Ira C'I (,()lljllllto límitc' , ~II a(plC'llos alltC)l1lal.as qllC' se ll hicall 

cerca de la diagollal , los cOlljllllt.OS de' cOllfigllnlciolle'S viajnél s so n lllla, part.C' mlly 

impor tante d!'1 conjllllto límite, Talllhie'1I prc'se'nt.a11l0s la figllnl '1.<1 cO ll si dc 'ran do 

ahora las ve'locidade's 1 y -1 panl lél s rOllfi g llrariollC's viéljeras, 

La relf'vallcia dI" los cOlljllnt.os de rOllfigllrariollC's viajenls o dC' hl oqll C's ( PI(' 

5:3 por CiC'lltO de Lodos t.ie'llC' cOl1j llllt.OS de' cOl1figllnlci ollf'S viaje'ras rOll C'lltropia 

topológica di st. ill t.a dc' 1'('1'0, 

Podemos filLI 'iI!' de la (1'l llé'llll'I(','1 ,'1 Ic)s (1< 111 'III'I<)S VI" I<'I '()S (V"I' S""(" 11') A) Y , ) ' '', ' " " lO ~ ," 
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Ramificación promedio 

Figura 4 .11: LéI ramifi célCi("1I prollH'dio P¡H¡'\ los /\(, ' s ('I('IlH'lIt.alrs p;ranc(\c!a cOl1tra. 

la f' 11t.ro píil t,oPOk,p;if"é\ dI' los coo ll ,j\ lllt ,os dI' cOllnp;l1rilciol1rs viél ,jeras COI1 1/ = 1, - l . 
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qut"do.r11oS CO Il la part.t' de la dill~lllica qllt" 11 son dominios Vlo.JC' ros. 8s to nos da 

yo. lino. simpl iG(,(Icic)n para ('111.('lId('r 1,1 comportamil'nt(' dI ' los <t ll ló m<t t. as . 

S1lbconj1llltos illvarianl.('s son mllrhas vI'res f' llrontr<t dos <t t ravr s <1t" ('1 C' x<tl1 H' n 

minusioso de los dio.g ramas ('spario- tC'mpora!Ps para los 0.1 l1,ó m <t t as, en los qll (, los 

patron t"s prt"s ll!l1ihl t"I1H'lltt" illvariant.f's, son pllt"stos lllf'~o o. pl'llf'ha pa ra most rar 

su in avo.rian z<t tf'lllpo ral [:Hl]. ( :011 t"1 Illl~todo qllf' prf'sf' lllamos sf'rr icí n 2.4 los 

suhconj llntos inv<triélIJtf'S son ('nrollt rcu los de man('ra. I' f('rt.i va y f's to ('s r('k va ntt". 

Como t"jC'mplo de liSO dl'l pro('('dimil' 1I10 de la serr i¡'ll1 :¿. '1, pcHa C' nro l1t.r <t r Sllh-

conj1llltos inV<Irialll.('s 1'11 <tllt.t'JIll<tI,as dI" ral1 gos ma yolTs y pa.ra ront.rast.ar nll ('s t.ro 

Ill~todo ron el t.r<thajo de Cnll<'1t fi l'ld [:lG], IIsamos la rC'p; la d(' alltl'1Il1at. as dl~ r<t ll go 

:2 (l = .í), con nl'lIl1l'rO d(' n'g]¡1 ~(iI /170007,1. Oht.I~lwmos los r Ol1jllnl os dI' rO Il 

fig1ll'<triol1t"s viajeras qll(' t.il' lIl' l'lll.ropla dist.illt<t de (, f' ro . Es tos rO lljllllt os t. if ll f' n 

vt"locidadf's 1/ = -2 Y 1/ = O Y l' llt.ropla topoll'lgica dl~ 8 = 0 .4 0!íG ~.í y s = O , I ~:n42 

J'f~ s p('rt ivam t" l11. e. Los kllglléljl'S ils(wiél(los correspollden a. bI S (' xpJ'('s iolws J'( 'g ll -

lo.res ( 1I(OOI- t(IIO*t .Y (10100(( + 0))- . Crlll.('IIGeld id ('llt.iG r a domillios, dirl'r-

usa nd o lin o. técnir<t de r('colIst rllccil'1I1 dI' l11 <1 qllilla. 8 s t.a, t(~rllira o.r tlí <t rO l11 o IIn 

S1l st it ll tO compllt.élrizado de la, idelltifiraci(íll visllal dt" los do minios. Los sllh ro ll -

j1lntos in vario.lltf's qll f' rf'port.a. Cnlt.r1tfil'ld , son otros di fprC' n t.e'S o. los r onjllll t.os de' 

configlll'o.ciones vi'lj eras qll(-, ('nrollt.ramos nosot.ros. 

EIl lo qll(, Sf' r('fien' a. las SillH'l.rlas de I()s ,i\C 's h('mos vis t. o como a l gl'nN<t r 

IIn g rllpo completo dI" t ran srOrlll ilC'io lH'S pélrél las rep; ]¡ls localC's, ('s t. o nos da IIll a 

simpli fico.c ión p<tl'a l'stll!liélr el I' spacio (Ic> r('gl as . P,I o r(]I' 1l d f' la orhit.<t qll (, Sf' 

gf'llero. <tI a.plirar (-'1 gnlpo ('()mpkl.o dI' sin1l'1 rlél s a 111la reglas, lo illt.NprC'I.;IIllOS 

como la as in1Plría dI" la. rf'g la, ya. filie , r('glas rOIl lll11rhas Sill1C't ,rla s gf' IlNa ll OI·hi t.o.s 

pt"qllf'IHIS. 

po.ráml'1.ros int.rlllsiros qll(' Il('IlloS ('Il! 'OIlI rildo ( ' 01110 la I'(ll11ifica r il'1I1 pro m('di o y e l 

grllpo de sinH t.rlils dI' IIl1il. regla.. Al Ililn'!' ('st.o gl'lwramos 1111 mapa. r OIl cla ses de 



conjlltltos dI" r('glas li g.4 .!). 

J\ I hacf'r una compél racilíll C()lI n'gléls lI'\(' SI-' cOllsi(kran COll comportami(,lItos 

específicos como rf'g las 1I1l1éls , Jwril')diols, c,\(')ticas y compkja.s rf'L[:1X], ('n nl1('sl. ro 

mapa podf'mos Vf'r ftg.4.G CJIW las n'glas silllpks se uhican f'Jl zonas de> alta si mdrla 

y haja ramificación y r('glas cOlllpl('jas ('stan (, Jl zOl1as de> baja sil1wlría y all.a 

rami fi cac iól1. 

Al p.xtf'nder la s sin1('(.rlas (k las reglas a los al lt r'lmat.a .· como ya lo h('lllos 

sei'ía.lado f'n la. t'dtima secc i(í ll d('1 ca pltldo aJl tnior oh(.('I1('mos que> pa. ro la s r('glas 

linealf's teJlemos un traductor flII(' pws(,Jlta. al p; rupo dI' simetrías de la r('gl a. 8stf' 

traductor t'S isomorfo ('n el ('ilSO (·kl1wl1tal al pn'scl1t.ado para los autómat.as ('st.os 

rf'sult.ados se pn-'S('l1til.lI ('11 Ii\. figuré! '1.7 

, 

__ _ ________ __ -1 
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Figura 4.5: Clasificaciflll dI' los 1\(: elpmllt.alC's. 811 el plano hasf' rf'prf'sentamos 

los conjlllltos d f' rf'g la.s f' n o rd f' n crecif'llte de SIl ra mificac ión promedio y f'n orden 
crf' r. if' n tf' df' la ca.rdin al idad dI" Sll g l"llpO de sinwtrlas . La a ltllra f'1l f'sta fi g llra es 

el nún w ro de reglas qll C' se lIhiciln e n ('1 plint.o dado 
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rigm<L LI.O: Mapa , 1'11 (,1 <"lléll ('11 (·1 (' jI' hori zoIlL·¡\ sr je ra r(!1li za las I !) r l<lsPs 

ohtf'nidas P¡Hi-1 la r¡'llllilic¡lCi()1l l)l"o llH'dio e1( . los ¡\C:I~, r n o rd(,1l \l"rrir ll !. (' y (' n r l 
f'jf' vf'rtirall<ls clas('s ohl,('llidélS dc' é\ \1wrdo al ord f' n e1 e l g l"llpO (k s im p!.rí¡'ls d(' los 
AC. E l 11l'lIlWrO en raela. 1l1adro ('s lél. rardi,,¡.¡\id a d d('1 r o njllnt o . ¡\llt Ólll nt,<lS ron 

compor l i-lll1i('ntos cOllociel()s apaJ'('(' ('" ('11 I()s rOlljllllt os i"di Ci-ld()s. 
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(O, J) e 11 (5, 1) (2, 1)/0 (7,1) 

~ /(3, -) 

1-

(a) 

Reglas Gru po de simetrías intem3s elementales 
0,250 (0,1) (1,1) (2,1) (3,1 ) (4, 1) (5, 1) (6, 1). (7, 1) 
51,204 (0,1) ( 1,1) (2 ,-) (3 ,- ) (4.,1) (5, 1) (6,-) (7,- ) 
90,165 (O, I) (1,-) (2,1) (3 ,-) (4.,-) (5, 1) (6,-) (7,1) 
105,150 (0,1) ( 1,-) (2,- ) (3,1 ) (4,-) (5, 1) (6, 1) (7,-) 
15,204 (0, 1) (1, 1) (2,1) (3 ,1 ) (4 ,-) (5,-) (6,-) (7,- ) 
60,195 (0,1) (1,1) (2,- ) (3,- ) (4,-) (5,-) (6, 1) (7, 1) 
85 ,170 (0,1) ( 1,-) (2,1) (3,-) (4, 1) (5,- ) (6, 1) (7,- ) 
102,153 (0, 1) (1,-) (2,- ) (3 ,1 ) (4, 1) (5,-) (6,-) (7,1) 

(b) 

I 

Fig m a 4.7: (a.) El tradllcto r prf'sf'nt<Indo al p; rnpo de sill1e'lrías de' la rf'p;la 00 . (h) 
AC elemf' lltales qne ti(' IH' n P; l"IlI )QS dI" sim cl. ríil di orden infinito. 

!)() 



Apéndice A 

Trad uctores 
, . 

mlnlmOS 

deterministas 

R esulne n 

PI'C8fn/amo.'; rI /JI'o('('dilllifll/O /){(1'fI I'ull/(· i,. /I'(UII/f'l Ol'f8 fl 81l fO/"ll/o m/lli/llfl 

, 
rlrlf'/'lllillis/a y ql/e /11'0;('11/011 al luis /llo ('011.11111 O. 

A.l Reducción de traduct ores . 

Para 1111 ronjlll1t.o dI' salid" I'Spl'('I'ftfO (>xist('1l mllíhos t.r¡:¡dll('t.orps ('011 los qll(, 

poc!(>mos rl'pr('s(,llt ilr I'sk ('()njllllto. Por (·j(·mp lo , 1'1 (,Olljllllt.O dI' t.od¡.¡s IrI S S('-

s¡.¡lpll y ('Iltnlll id mislllo \ ' (~rt i( '(', Illlil Ikcllil ('1 iqlll'1.illla (' 011 C('ro y lil ot.rrl ('011 11110 . 

(¡lIf' salen si('lllpJ'(' dos 1I('('llils d(' cilda 11110, IlIlil (·t.iqll('!.;ldil COI1 ('('1'0 y la ot.ril ('011 

11110 Y en los qlle si('mpJ'(' ll('gil id 1 111'11 os IIl1a n(·cha. r:St.¡'¡IllOS illtl'r('s¡:¡dos ('11 I.ra -

c!llrl,or('s ('011 1'1 1111'llOr 11I'IllH'rOS dI' \'(~rl i('( ·s . Tillllhil'll pod(,lllos 1('1)('1' t.l'"dll (,1.ol'(,s 

(>11 los (PI(' 11110 () Vil rios v("rl i('('s t.l'lIgilll 11('( ' ll i ls d(' sillidil ('011 la misllla l'1.iqll('l, i l 



, 

~. 

f>sta ambigliedad rll!,n> las Ikrhn .· y S1lS di(l'lf' t as p1lrd(' rorrrgirsf> ronvirt irllc!o r1 

trad 1l ctor, a. lln t.radll<"tor ('11 (,1 Ci1l(' pélra 1as !l('rhas q1lC' sakn de' 1111 v(~r!'irr, ro

ITf>sponda.n dicl'wtas di fer(' 11 tes. os propClIlf'mos C'llrolltrar !,radllc!,orrs míllimos 

(con 1"1 I1wnor nl'll11<'rO de v(~rtic('s) y si n la amhip;ii('dad sC'llalar!él. 

Un traelllrtor pllede PIl genrra1 ser no detf'rminisbl pero podpmos constr1lir 

tillO detprmillista, plltr(' ot.ros proposit.os porq ll e rn estos, SP pllec!e hacN ll1Ht 

redllciól1 hacia lIll tradllct.or IlllllilllO determilli sta [1 (i] qllC' prC'sPI1!,r a1 mismo 

conjllllto e1p salida. Ssto ponC' lIn él limitant(' a 1111C'stro t.ra.dl lrtor una1 C'1 clIa1 SN{¡. 

determini sta 

P <Ira. () hl,(-'I1<'r (·1 t ra d 11 ("t 01' (lt-t <'1"111 i 11 i st " ddi II i 111 os lIn 11 1 I<'VO ronj lln 1.0 d(' v(~rt. irC's, 

COJllO (,1 ronjllnt.o pot('llCia d(· ej, :!.(¿ Y ('élda ('1(,111<'nt.o (k este rOlljlll1t.o J"('prc'SC' lIt ,L 

lIn vprtir('. El I1II<' VO tradllctor (1'l<'dél ,,11Orél dd('rlllill<ldo por 

el 1" es t él. fo r III <1 h' ( -", (L) = t, par él -", / E "2 Q Y h' ( ]1, (t) = h ( ]1 , (t) par a JI E Q .V (f ~!.: . 

Tamhipll h'(R,a) = (/{,E Hh(h,fI) COI) n e ej. 

Pongélmos p1 caso de IIn t r"dllct.or ron ('lIéd ro v(:rt.icC's .Y dos va10rrs posi hks 

para 1élS ctiqll( 't.as , (lt-rillido por];1 t.ilh];l: 

l'h· / i( ,c fI {¡ 

71 h(]l,fI) h(]I, h) 

q h{q,fI) h(q,h) 

1" h(1",fI) h(1",h) 

.~ h(.'i, fI) h (.'i, h) 



.. 

I 
1. 

phi ;('C (/ h 

¡I 1i(¡I,o) 1i( ¡I , /1) 

q Ii(q,a) Ii ( q, /1 ) 

l' 1i(1',o) Ii ( 1', /1 ) 

S 1i(8,O) Ii( s, h) 

{¡I , q} U J'=I'. ,¡1i (.1', o) U J'=I'. f¡1i ( .1' , h) 

{]I ,1'} U.r=I'.,./i (.1' , O) UJ'=I'.,./i(.r, h) 

{]I , S} U.r=¡>,s Ii (.1' , a) UJ'=I', .• /i( :I', h) 

{q,r} U.,.=ff.!./i (.r, o) U .r= ,f.1' Ii (.1' , h) 

{ '/ , .~ } U.,.=f¡ .. ,Ii( .r, (/) U.r= f¡ .. ,1i (.r, /1 ) 

{ /', .~ } U.r=l' ... Ii (.r, o) u.r=r,s~(.r, h) 

{¡I , I/,)'} U.I ' = ¡>. f ¡ .r~(. r, a ) U'r=I'.,¡,,.Ii(.r, /1) 

{ JI , r¡ , .~ } U.r=I> .,¡,sli (.r, (/) UJ '=I'.f¡."Ii(./', h) 

{]I,1',s} U'r =I'.,·.s li (.r, o) U.r=I> ,,. ..• Ii(.r, h) , 

{ q, 1', .~ } U.r= .¡.,. .sli(.r, (/) U.r=r¡,,. ... Ii(.I', h) 

{ ¡ 1, r¡, /' , .~ } U.r= ¡>.,¡.,..sli( .r, (/) u.,.=¡>,,¡.,. ,.,1i (.r, h) 

P élra clilllillélr \'(;rl.i(·(·s (11 1(' 11 0 ¡>ilrl icipill1 ('11 la forlllil,i{11I de s<',lIpl1ciflS dohl<'

l11Pntl" in fi lli téls, hélrell)OS lo SiP;l li( 'I11.f' [I!)] 

Definicion 15 / 11/ SII/II 'Ol/jlll/ / O (Jo dc '1'1r/;(·I· . ..; de' 111/ /I'ndlll'io/' (,' cs /a fllcrtc-

11ICII/C cOl/cr /ado si .ti S% s; /)(//'o I'/w!r-.w/lli('/'(/ dos ,,/r/iI'Cs IL , P ( ' 1/ (Ju r. /'is/ r IlIla 

/ m'!jcc!o/'in dc Il {( 1'. fll/ ('Olll /IOI/ CI//(' COI/(c!(u/o fll('I'/nllcl//(' (('('P) ( 'S 11/1 S lIiJ

('OlljIW/O /I/(l ./'illw/ d( (J(J fll I'!'I ( I/¡I 1/1(' (· ol/(( ·Ior/o . 

( :011 l rl. télhla A.I CSLfl I1l0S ( ' 11 ('oIH li( ' iolH's d(' (' IICOlllré1r los ('CF y d('splI('S d(' 

<,s10 podclllos forlll ar 1111 1I1 1( '\'O g rill'o dirijido n, '1"( ' 1( , llé1Illi1ll)oS ('1 rol"pso dc' (,'. 

D co n t iell(, 1111 v(: rl in' pflril (,fld" ('( ' r' de ' (,', Ilil ,Y 11 11 él (lec ll" <'11 n de (' i1 (" sii 11 <1'y 



,.. 

ll11i1 tr¡I'y('("I,ol'iil ('n (,' c!l' ¡II ,e/11I v(~rl in' ('11 (' iI ¡llp;¡'ln v(~I'1.i("l' ('11 (". 0(, ('sI iI forma n 
(>s oeírlic() .Y POd('lllOS ('IIIIIl1<'rill' los v(~I'1.icl's ('11 n con {('I , ("1, .... ('d de l ,tI fo rma 

q11<' si h¡'IY 1111¡' n('ehil (('j,C¡) ('11 f) (' IIIOl1cl's i < j. Esto 1I0S sin'(' P¡II'¡l elimill¡lr los 

v~ l't.i ,(>s qlle 11 0 par1.ieip"11 ('11 ('( :F. Así IIIt v(~1'1 iel' 110 ('S 1.r¡'l\lsit . orio ·s i ~ p(l1'1 i,ip¡'1 C'n 

1111 ccr o f'11 I¡\ tril)'erLoria (!<- 1111 ccr (1 011'0. Esto sigl1ifi,(I qlw si 1.C'IH'mos qllC' 

~1(8, a) = (,\ para lodo ([ E Z~. , ('s1.e v(~I'1.ic(' 110 IHlrli,iprt ('11 Illl('s l I'é'lS sC'('l)('n,ias, 

iglla]nwl1l,e si exist(, l E Q I ¡ti <¡I)(' P¡H¡I lodo \( ~ r1.ir(' 'y ,tlp;¡'11I (f E Z~. , ~1(8,(t) = I 

110 es ci(·r1.o , (·111.01I('l'S ('sl(' \ ' (~rlin' 1.¡IIIlPO('O pal'1.icip" , ('s1.o S(' repit(, ha sla qllC' S(' 

l.C'rmilw ('Olt los \'(~I't icl's qll(' 110 p¡lrl icip¡11l ('11 I¡I S s('('l)('nci¡ls dohkllH'IlI(' illfil1i1.(ls. 

COIllO ('j('mplo IOIlWlllOS (.] I.r¡ldllc1.ol' d(' ] ¡'I ¡i g' II' ¡1 1\.1 ('slC' 1.r;,dllClor rol'l'(, 

spo11c1(· al ll'ac!lIr1.ol' para (·1 ,,"I(ílml1.a rOI1 111'IIll<'I'O dI ' n'glcl. .10) ,011 Q = {DO, 01 , 

10 , ll} C(>IH'l'aIllOS ('1 lradllclol' ddnminisla r OI1 ]¡I aVII<!a d(·I" l.a!']" 1\.1 

( :011 la 1.¡.",la 1\.1 formalllos 11 11 Iradllclor ('11 ("1 rll¡t! idl'l1lifiré'lmos los ccr 
y ]impi¡II110S ('s1.(· 11'¡ldl)('l()r qlliléllld() lodos los v(~l'licl's <¡1I(' no ill1<'rviclH'11 C'II 

cOl1figllrélcioll('S dol,J('Il1<'1I1<' illlillil¡ls. Gslo IliI('(' qlll' so lo IIOS ql1l'<!('1l10S ,011 los 

v~rlicl's llliHcéldos COI1 "' . I ~ I I r"<!lw1.or (!<-lnmillisLéI Sl' 1ll1l('sl r ;I ('11 la ri p; lIr é'l 1\.'2. 
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Vértice O I 

{OO}* {OO } {O 1} 
{O I } * { 10,11} 0 
{ lO } 0 {OO,O I } 

{t I } { 10, I I } 0 
{OO,O I } * {OO, I O, II } {O l} 
{OO,IO} {OO} { 00,01} 

{OO, II} { 00, I O, t i } {O 1 } 
{OI,IO} { 10,11} { 00,01 } 
{01,11} { 10,11} 0 

{IO,II}* { 10,1 J} { 00,0l} 
{ 00,0 1,10 } { 00,10,11 } { 00,01} 
{ 00,0 1, I 1 } { 00, I 0,11 } {O 1} 

{OO,I O, 11 } * { 00, 1 0,11 } { 00,01} 

{ ° 1,10,11} pO,II. } {00,0 1 } 
00,01, I O, 11 } { 00, I O, II } { 00,0 I } 

Tabla A.2. la función 8' en forma tabular, los venices con * son los que forman el 
traductor determinista . ., 

o 

O 
{10,11} 

y~~ 
o G} ---'---··(Ol}· 1 (oo.Ol~o.8 O 

o 

F'igllra. A.'2: T ra.d'l dor ddt-'rl1lini sta. pres(, llf.ando la illli1ppn del f'sp(l,io ,omplC'to 

elf' lOllfip; lIra,iOllt'S parét la ¡-('g la .')0 

G! 



A .2 Traductor n1Ínin1o determinista 

Nosot r os vamos a trat.ar ('011 los Il'ildllClol'C's CI'1(' r('pr('se llt.an a las r('p;las ('1(' -

ll1f'ntales. L a fo rma de llevar él caho IIll a r(' (!llCció lI para los t r adllcl.orc s, COll -

siste en estah lecer , si ('Slil 1l10S Il sall do v(:rlic('s dI' má s para rf'pres(,lll.ar al COIl-

jllnto, el!" 1,11 fo rma (jI\(' IIS('1l10S el mÍnill10 nl'lnwros d(' (' ll os. 1::1 proc('dimi('nl.o ('s 

como sig lle: pril1lero I.rillls!"ormillllOs Illl('sl ro l.nHlllctor , a 1111 0 c1d.erll1inist.a con el 

vér t i ces p a ra (I'Wt! ilI"IlOS COll el m enor nl'lllwro qll (, nos descri ha ('1 mismo con-

jl\nto. Est.a eq lli vakncia la cI('rillilllos a con t inll (\c i(íll ~' (1'1(' ('s IInil a<lilpl acióll <1('1 

Dellnicion 16 Do:; I 1,.li("('s 71 .1/ (1 son (qll illo /f n/ fs 71 q S il 7Jora (·orla. a E 

L.: (Zd 1i( ¡¡ , o ):I 0 , ,~ii 1i( 11.(/ ):I () 

DI' la llllsmél forl1l<1 d( ,(·illllls (I'l!' 71 ('S disl in,r¡ lI i/¡/ , d(' q si ('xisk, lIll ,r E L.:(2¡,,) 

tal (jll e li( ll"r):I '" y Ii(q" r) = n, 

inic ial rd,[ 17], El pron·clill1i('llto podell1os l1('va rlo iI ('¡.,JlO 1,,1 Y íomo SI' illlstra 

Tomemos los v(:r li C'C's ('011 ilslni sC'C) e1( ' liI l éll'¡ ;1 1\, 1 por P;II'<',las'y los 1'('110111 -

hramos ('01110 sig'l!' (' = {OO} , f = {al }, ,(/ = {00 , 01 }, 1, = {lO , ll} .Y 

11) = {OO , 10 , ll }, (,OIlH' I\(' ('lllOS C'OIl l éls piI]¡ll ,réls e1(' l.éllll<1110 11110 .Y los V(~rtiíf'S 

(e.,.f), íOI1 1111 o este p;lr \';1 ;1 ((', 1,) (,0 11 1 SOI1 c1i st.i ll g l1ih!cs, (,1 par (e"r¡) ('011 O va 

a (e, 7lI) ,v ("011 1 V; I ;1 (f, f ), e1( ' ( 's l ;1 !'Ol'lll il ('1 Jlil l' (( ' ,,r¡) lo ("oloíéllllos ('11 1;1 li s!.iI dI' 

r 
I ('1 pélr (1''' ,'1), v('mos q l l(' ( 1 , 111) C'()II 1111 O V;III;I ((',1/1) y íon 1111 1 a (,(, ,'1) , asi ('1 
I 
.... 
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• {f} .... -41---- {g} 
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Figura. A.:1: Trad"clor lllínimo df'tC'rminista C!11f' prpsC'nt.a. a la imap;C'n dc'l C'spacio 

de conngllrélcionf's héljo la rC'p;bl .ríO 

par (e, 111) 10 colocéllllos ('11 1;1 list.a dI" ( I, .'1), ahora I y 9 SO Il distil1p;llihlf's a. 

trav~s (IC' I Y por 10 t.;IIlt.O UIlllhi( 'l l son dist.il1p; llihll's r .Y 111 asi como r. y 9. Todos 

los v(~rt.ic(·s son di st illgllihl(·s COI1 .r porC¡lI(' todos t.i('lH'11 salida COIl ('1 I .Y filo. 

Cont.inllill1do COIl bIS d1'111;IS p;1r(·jflS 

(e, ") ~ (1',11) ( r, " ) 
1 

---t (/, [/) .... 

o Cr¡,1I1) ---t (111,1)/) Cr¡ 111) ~ (/,9) 

o 
Cf/,") ---t (111,") Cr¡, ") ~ (/,q) 

(1 
( J¡ , 1)/) ---t (//, 1)/ ) 1 

(",1)/) ---t (q, .r¡) 

dI" f'slo concl'lilllos qlW so lo" y 1/1 son ('C¡lIivakl1t( ·s y el t.rarl"ctor 1ll1111111O CiIlC' 

rf'slllta se prC's(,llt.a ('11 la IIp;lIril 1\. :1 

Para olros casos, como 1'1 dI' la rigllra A..¡ , IIna VI'Z C¡1I(~ LI'IlC'mos C'l lra.dllc-

tor mínimo det(' rminisla , (Idmit , (~ IIna rf'dll Cciól1 adicioll;d, la qllC' ,f!;¡' IlC'ra C'l mismo 

cOllj ,", lo d(' sa lida y qll(' rI'slIlt.iI SI'r '"' t.radllc1or no dl'1.C'rlllinis1i1. No hil.Y 'In pro-

f' 1lt.re las 1 rayl'doriils ('11 (·1 1 rildlle1 nr y Iéls cOllfip;lIraciolll's dI' s11ll1lO10s. 
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Pigllra 1\.-1: nedllrci()ll d(' v(~r1.i("('s t!<,llra.dlldor sin cons<,rVélr 11 11 a. r('la r i( ~lIl hiy<,r

ti v(\. ell (, r< ' rO l1figllrilci()('s y l.rily<,c1.o rias 



Apéndice A 

Compendio de reglas y sus 

simetrías 

spp('t.ivas simdríils, En 1;\ 1;\ I1lé\ é\!! ;IIT!'C' mé\tTé\do c'on 11t1é1 X ('\I<\nclo las f'('p;lfis q\IC' 

, 
fiPfif'('('(' ('ti la prillH'ré\ ('()11Itlltlé\ l,i('tI('n lé\S si lllC'l.ríé\S itldi (, é\dé1 s ('n lit ; 'ét!WZ;1 d e 1,\ 

tahla o primerél filé\. Ilc-tll!lso tlli lido 1;\s Iré\tl s l'ol'tll é\C'io tlc 's (fl,=) y (fl,,,-,), ,VéI q\lC' 

ohvia tllC'nl(' la pritlWré\ ('S s itl1<'1 ríé\ d(' l.odé\S I;\s J'( 'p; lé\s .v 1;\ sc'p; lItlll rt d(' t1itl p;lttlrt, 



1 2 3 -' S 6 7 n n n n n n n R 1 2 3 4 S 6 7 R n n n R n n n 
= = = = = = = = 1 2 3 4 S 6 7 - - - - - - - - 1 2 3 4 S 6 7 

= = = = = = = - - - - - - -
O X X X X X X X X X X X X X X X 
1 X 
2 X 
3 X 

-' X 
S X X X 
6 X 
7 
8 X 
9 X 

10 X X X 
11 
12 X 
13 
14 
15 X X X X X X X 
16 X 
17 X 
18 X X X 
19 X 

20 X 
21 
22 X 
23 X X X 
2-t X X X 
25 
26 X 
27 X 
28 -
29 X X X 
30 X 
31 
32 X 
33 X X X 
3-' X 
35 X 
36 X X X 
37 X 
38 
39 X 
40 X 
41 X 
42 
43 X X X 

4-' 
-'S X 
46 X X X 

-'7 
-'8 X 

-'9 X 
SO X 
SI X X X X X X X X X X X X X X X 
52 
53 X 
54 X X X 
SS X 
56 
57 X X X 
58 X 
59 X 
60 X X X X X X X 
61 
62 



1 2 3 ~ 5 6 7 \{ \{ R \{ \{ \{ \{ n 1 2 3 ~ 5 6 7 \{ n. n. n n n \{ n 
= = = = = = = = 1 2 3 ~ 5 6 7 - - - - - - - - 1 2 3 4 5 6 7 

= = = = = = = - - - - - - -
63 :x 
6~ :x 
65 :x 
66 :x :x :x 
67 
6R :x 
69 
70 
71 :'\ :x :'\ 
72 :'\ :x :x 
73 :'\ 
7~ :x 
75 :x 
76 :x 
77 X :x :x 
7R :x 
79 
RO :x :'\ :'\ 
RI 
!i2 :'\ 
!i3 :x 
8~ 

85 :x :x :'\ :'\ :'\ :x 
li6 :'\ 
!i7 
8R :x 
R9 :'\ 
90 :'\ :x :x :'\ :'\ :x :x :x \: \: \: X \: X X 
91 \: 

92 :'\ 
93 
9~ X 
95 \: \: \: 
96 X 
97 :'\ 
9!i 
99 :'\ :'\ X 

100 
101 \: 
102 X X X :'\ X :'\ \: 
103 
HI~ X 
\fI5 X :'\ :'\ X X :x X X \: X X X X X X 
106 X 
107 X 
lOS X X X 
109 X 
110 
111 X 
112 
1\3 X X X 
II~ X 
115 X 
116 X X X 
117 
IIR 
119 X 
120 X 
121 :'\ 
122 X 
123 X \: \: 

r 

I 



r 
I 

12-t 
125 
126 
127 
128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 
149 
150 
151 
152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 
163 
164 
165 
166 
167 
168 
169 
170 
171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
1!i0 
181 
182 
183 
184 

1 2 
= = 

X 

X 

X 

X 

3 4 5 6 
= = = = 

X 

X 

X 

X 

X 

X X X 

X X 

X 

X 

X X 

X 

7 R R R R R R R 
= = 1 2 3 4 5 6 

= = = = = = 

X X 
X 
X 

X X 

X X 
X 

X 

X 

X 

X 
X 

X 

X X X X 
X 

X 

X 

X 

X X 
X 

X 
X X X X 

X 

X 

X 

X 
X 

X 
X 
X X 

X 

R 1 2 3 4 5 6 7 R R R R R R R R 
7 - - - - - - - - 1 2 3 4 5 6 7 
= - - - - - - -

X 

X 

X 

X X 

X 
X X 

X X 

X 
X X X X X X X X 

-

X X X 
X 

X X 

X 

X X X X X X X X X 
X 

X 
X X X X 

X 

X 

X 
X X 

X 

X X 



\ 

• 

I 
¡ 

í. 

185 
186 
187 
188 
189 
190 
191 
192 
193 
19~ 

195 
196 
197 
198 
199 
200 
201 
202 
203 
20~ 

205 
206 
207 
20!! 
209 
210 
211 
212 
213 
214 
215 
216 
217 
218 
219 
220 
221 
222 
223 
224 
225 
226 

227 
22H 
229 
230 
231 
232 
233 
234 
235 
236 
237 
238 
239 
240 
2-11 
242 
243 
2-14 
245 

1 2 
= = 

X 

X 

X 

X 

X X 

X 

3 4 S 6 
= = = = 

X 

X 

X 

X X 

X 

X 
X 

X 

X 
X 

X 

7 n n n n n n 
= = 1 2 3 4 S 

= = = = = 

X X X 

X 

X 
X 

X 

X 

X 

X X X X 
X 

X 

X 

X 

X 
X X 

X 

X X 
X 

X 

X 

X X X 
X 
X 

X 
X X 

X 

X 

n n 1 2 3 4 S 6 7 n n n n n n n n 
6 7 - - - - - - - - 1 2 3 4 S 6 7 
= = - - - - - - -

X X X X 

X 
X X 

X X 
X 

X X X X X X X X 

X X X 
X 

X X 

X 

X 

X 

X 

X 

X X X X 

X 



\ 2 3 4 5 6 7 R R R R n R n n \ 2 3 4 5 6 7 R n n n n n n H 
= = = = = = = = \ 2 3 4 5 6 7 - - - - - - - - I 2 3 4 5 6 7 

= = = = = = = - - - - - - -
246 X 
247 X 
248 

249 X 
250 X X X 
25 \ X 
252 X 
253 X 
254 X 
255 X X X X X X X X X X X X X X X 
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