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Se construyen las zonas de Brillou:n (5iZ2) adecnada
'ra las superficies (100), v (111) de todas las estructu-
ras clbicas: CS, bee vy foo; vy se deternntnan sus ejes de -

simetria.

Para describir los eostados electrfdnicaos sc adopta
ma base mixta de cstados Bloch-Wannier on la gue el Hoamil

o para un s6lido semi-infinito resulca scr una suma

radenas atémicas unidimensionales" NESACOPLADAL.

c o5 consideradas existen dos tipos de "coadonas lineales”:
(1) Para la (110) de fcc y la (1l1) de beo las "cad
nas lineales” incluyen interaccidn entre prime:
vosegundos VOC1nos.
(11) Para las otras supertficies y cestiructuras las

"cadenas lineales" Iincluyen intoraceciétn s6lo on

En modelos del tipo amarre-fuerte v para las superfi

tre primeros vecinos y el Hamiltoniano nuede ser

diagonalizado por medios analliticos.

Se consideran en detalle modelos con una banda bipeo

- ara los casos (11) . Se discuten las condicionces para |

xistencia de estados de superficie dentro de las 5B72 vy

westran sus leyes de dispcrﬁiﬁn.om(qu) ,

T oy . T R g - k| = e e = 1 Tes b= T " 1
Oyt Lad wroyeccion de 1os estados Jde bulto, a lo lar e

15 direcciones de mayor simetria en las SBZ. Lo
nes Jde Green para el sélido semi-infinito se expresan an

thrminos de las del s6lido infinito. Se calculan
wios locales de estados electidnicos en la canerficice vy
proximos dos planos interiores, para La ostructura -

L.o.o.; cara (1D0).




e

CrnlTmTiInLo TIIT

CAPLTULO

Iv

Lo

—

3]

=

%)

[\

C O N T o N I D 0
InNtroduccIibn. .o v i v e e e e e 1

Tecoria de FPunciones Jde Grecn para
Superficics o

Elementos de Matriz de H® en la
representacibtn de Bloch-wWannier..........
Funciones de Green para H°. .. ... .0 .. 11
Funciones de Green para Superfi

cies: el notencial de clivaijie... ... .. .... 12
[uncilones de Creen para Supert

cles: solucidn para el caso de

U diagonal. .. ... i e i it 13
Superficies de S§6lidos con Estruc

burd CHLICHL . vz em s AP YR 2 ¢ ¥ 5t e v e e e 17
Zonas Superficiales de Brilloudin......... 1 7
Relaciones de Dispersidn para

Bulto 3 La superElicle .. cx ccccioe . cnena . 19
Estructura Llectrbnica de Super-

-0 = ’
Densidad Local de LEstados: la

contribucidn del hulto.. ... o 00 0.,
Densidad Local dc Lstados: lLa

contribucidédn de la superficic............ 29
Conclusiones vy problemas a sevpivr. . ... .. 15
ConClUSIONES. vt ittt e e e e e e e e 35
Problemas a sequir. . ... ... .. e




INTRODUCCION

¢Por qué la importancia del estudic

electrénica de superficies?

la

Ll interés principal estd enfocado a pr

-y ~ =~ - 5

~atdlisis heterogénea, corrosidn y clac

Para un cristal perfecto c

r1ddica, las funciores doe anda

Introduclrr una superficic, se
'

1

wdes fueron reconocidas por T

(4)

ichockley .

iciones de onda, llevandonos esto

niedades electrénicas de interfaces semi

chi con densidades de carga periddicas

“ficic diferentes a las del bulto del ori
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Si no se guierec una alta resolucién loucal, la ccua--
it (2) puede ser substituida por la integral do (B, r)

- Lo

obre la celda de Wigner-Seitz de un dtomo on

Hablamos de la Densidad de Estados de Superficie - -
(NZ8) cuanda RQ corresponde precisamente 1 un dtomo de la

{
sunerficie.

Cuande introducimos condiciones o frontera periddil-
cas, podemos aplicar el Teorema de Weyl' f, guz establece -
ue para slstemas grandes las condicioncs de frontera no
atectan apreciablemente el espectro de energifa y por lo tan
to, tampoco afectan la Rensidad Total de bstador,  Sin
barmo, la Densidad Local de Estados es afectada fuertemente

v la existencia de la superficie. Las soluciones de - -
iloch del problema periddico son cambiadas de tal manera -
que2, en un estado dade, la probabilidad de encontrar al - -

olectrdn en un &tome de la superficie puode

=
o
5
o
o
o
L

-

O mAs peguena cgue en el bulto del cristal. Este cambio de
sdicicnes de frontera periddicasa superficiales, pueden -
ntroducir un tipc de soluciédn en la cual los electrones -
stdn ligados o la superficie, y puede cxistir entonces una
nsidad electrb6nica grande cerca de los dbonos superfici
les. Tal densidad electré6nica decae exponcencialmente a ce-
10 1acia el bulto del cristal, como se ve on la figura
Lstos estados se llaman precisamente estados de sunerficie.
te también la posibilidad de que un estuwdo tenga una

litud grande er

el dtomo de la superficie, vy guue decrec:

rertemente hacia el bulto, pero no muere del todo. Tal -




c:tado se denomina resonancia superficial (Flgura 2).

cCudntos tipos de Iistados de Superficic

Se pueden distinguir dos tipos de tales estados. L
vstadoes de Tamm gue se producen por desviaciones fuertes de
los valores de los par@metros en el bulto. (Como por ejem--
mlo cambios en las distancias de enlace, en ¢! rotencial,
etc., generados por la presencia de la superficie. Tales -
desviaciones de los paramctros nos pueden conduclr a una

calicacién de los electrones. Lsta localizaci6tn es fdc
nte doemostrada en un Lratamiento de uparve !lucerbe™ [aclr
L.a cadena lineal semi-infinita' . En este trabajo de t

$15 tratarehmos precisamente con tales cstados.

Otro tipo de estado de superficie fufd discutido por
fave, Goodwin y Schockley, el cual e¢s debido s€lo a la ter-
ninacidn del cristal y no necesariamente a una desviacidn

los parametros, respecto a los del bulto, para su exis--

Delbido a que camblos de pardmetros adicionales coerca
el Gtomo superficial, por ejemplo la interaccidn entre ve-
nos mads proximos y siguientes en una dirccoitn paralel
erficie, & normal a ella, y cambios de la interaccidn
entre estados diferentes en el mismo atomo, etc., pueden in-
troducir cualquier nGmero de estados de superficie en cua
gquiecr posicién deseada, la discusidn para estos estad
concretarse a considerar cambios que sou razonablemente
Ffsicos. TDista ha producide un recelo con respecto a los -
lelog de "amarre fuerte" y hao favorecido cilculos,
Ta superllcie cs definida tLerminando ¢l potoncial cristall
) en un potencial escaldn. Con esto y usando propiedades
tel bulto cristalino, pueden ser determinadas las solucio--
nes dentro del cristal y s6lo restaria gue tales funcion

lieran condiciones de frontera en la surarfici o B =



iieran a funciones de onda que deben ser c
X neales de exponenciales gque decaen para el
3
cQué hay acerca de los métodos de c¢i
clectrédnicos de superficie?
Debido a la existencia de patrones o
calculos de estados electrdnicos de o
facil juzgar el valor de usar cic
I respecto a cllculas de estados de s X
el caso, y se pueden apreciar los result,
i ronoccen muy bien los detalles del método de
S
2
® Un problema importantc ¢n tales c¢ilc
autoconsistencia. Debildo a que ¢l potoncia
narse solamente conociendo la distribucidr
custades ocupados, esto lleva al
sistencia. De hecho se supone un poloe
superficie. Lucgo se calcula la distribu
sultante en este potencial. Esta distr
turno, determina el potencial, ctc.
Cdlculos autoconsistentes con pseud
S 14 Gtiles para explicar propicdades de Lu
el metales simples y semiconductores. Lst
°® Limitadd en la prélctica debido a que el tar
culos se incrementa prohibitivamente,
'
Appelbaum vy Hamann(7) han desarrolla
(Integracidén Normal en la Supcrficie) para
lectrones cuasi-libres, en donde las |
nlt expandidas en ondas planas. 1
le Blocn al plano paralelo a la superficie,
M :1: fijo se expande en una serie
a Kl’ vy los coeficientes de la expansidn d
. coordenada normal a la supcrficie, ha

11

ombinaciones

exterior.
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d¢ Schrédinger se convierta en un conjunto de ecuaciones di
° ferconciales acopladas en una dimensidn.
Otro método muy utilizado es el debido a Cyrob v -
l‘,:-ilil':ulll'l()y , donde se calculan logs momeontos de La densidad
cstados, sin calcular eigenfunciones & eigenvalores, y -
a=1 obtener la densidad de estados a partir de sus momontos.
También se han hecho calcnlos de estructura electrd-
ica de superficies limpias, utilizando peguenos conglomer,
15 & cflimulos do dtomos.  Sin embargo, ost Ctodo es Gtail
sGlo ¢n la situacién de una fuerte localizacifn.
;
[} ; . . :
El formalismo de la Tuncicnal de Densidad de John,
hoenberg, Sham vy Lang 2 se utiliza para tratar la densi
dart de carga cerca de la superficie para metales con el

trunes cuasi-libres. Con esto, el potencial, el apantalla-
nto cerca de la superficie y la funciédn de trabajo pue-

e s0r estudiadas.

Finalmente, en el modelo de "amarre-fuerte" 6 LCAO
(combinaciébn lineal de orbitales at&micos), las funciones

nida se expanden en:

. . (r) =YY ay, (R.) &, (r-R.) (4)
—] e i =11,Db

i o : - - < 3 1 o
:n donde b lleva informacidn de un nfimero cLuidntico y de un

indiee de banda. La matriz hamiltoniana

e
.= r -R.)VI(r r~R 11 )
i (r -R)V(x) b (£-R.) dr (5)
|

N v, m ~ . - . . —_— ”
los Hi 5 son términos intratdOmicos (i=7) ¢ interftom

1
(i#¥j), elementos de matriz 6 integrales dec Coulomb (i=7)




c¢grales de translape (i#7).

a b

Las aproximaciones importantes en este modelo son:

i) Ina peqguena base de costados en cada

n rdpideo corte ¢n la interaccién entre orbitales loca-

lizados (poniendgy a ccro las interacciones de vecinos -
nmds alld de los mds cercanos).
La superficie se introduce, considerando un plano de

clivajn paralelo a un plano cristalografico dado.

sstosy cdlculos son menos complicados, mds rédpidos, -

i
os y dan directamente la densidad local de estados:

ot

1
mas bara

(B, R =) |a (R.) | "8 (E-E, ). (6)
¢ .

Cl capitulo I de eoste trabajo de teias desarrolla --
nmLoramente el modelo de "amarre-fucrte" con funciones do -
Graen, Con este modelo se evita el calculo directo de los

nvalores de la energia y se obtienc la densidad de esta

cdos determinando la funcién de Green y usando:

0(B) == & In Tr G(E) (7)

A
G =¢ obtiene usando la ecuacidn de Dyson

G = G° + G° VG ()

donde G° es la funcidn de Green de la ved perfecta y \
senta la "perturbacién superficial" {(ver mis adelante

la representacidn de "amarre-fuerte!

"]l modelo es aplicado a las siguientes superficies -




nes entre primeros vecinos, el modelo no sc

nwetdlicas perfectas: (100), (110) y (111) de la red cGbica

npele; (100) y (110) de la L.c.oc.o; (100) v (111) de la - -
f.c.c.. Con la aproximaci6dn de considerar sé6lo interaccic-
> aplica a las -

aras (111) vy (110) de las redes b.c.c. y f.c.c. respectiva

Aprovechando la periodicidad traslacional a lo largo

de Ia superficie y las aproximacioncs de considerar sflo --

Interacciones a primeros vecinos vy oun orbital s para cada
JLomo, el problema se reduce al de una cadena linecal semi--

mfinita.

En el capitulo II se calculan las Zonas de Brillouin
Suwperficiales (SB2Z) para las superficies a las que se apli-
ca el m-o.elo, obteniéndose también las relaciones de dispor

"n superficiales, gue son comparadas con las relaciones -

1o dispersibn del bulto, proyectadas a tales superficies.

Con las aproximaciones utilizadas, cste madelo condu
ce 1 expresiones analfiticas para la densidad de estados de

! -

1uerticie, las cuales se discuten en el capitulo TIT.

Minalmente, el capitulo 1V presenta las conclusiones
e los resultados obtenidos; delineande tambiién, los proble

1S a segulr.



capPITULDO I

Teorila de Funciones de Green pac.

] . _”Bcpresentacién de Bloch-Wannier.

Consideremos un cristal perfecto e
miltoniano H? Si c¢livamos tal cristal a

pluno cristalografico, ver fig. 1.1, para

1

1 supcerficies.

infinito con - =
lo largo de un -

Formar dos crista

semi-infinitos, introducimos asi dos supcrficies. Para

» cristal clivado el Hamiltoniano es =il
presenta el clivaje y sus efectos (ver nés
1tinito a lo largo de un plano cristal
in=40), todos los plancs crisgtalograficos
o clivaije tendrdn un arreglo periédico bi

lo tanto la simetrla traslacional de 1

1.~

a
arurdficos. Asi pues, para cualquier dtomo

Yoo fig. 1.2, su posicidn cstd dada ror

R = nd + R(n) + T
-0 - —11 -n

(onde n es el indice del plano; d es un

mo cristalogr&fico, cuya magnitud es la
(n)

so; y 1 es9 un vector de traslacibn para

clivaje.

Debido a las propiedades remarcadas

bBloch (en dos dimensiones) es valido a lo
nos cristalograficos paralelos al plan
crla sitio del cristal perfecto le asoclam
Lizado de Wannier, tipo-s, podemos definis
loto de funciones para ol s6lido semi-inf

0s representacidn de Bloch-Wannier, dad

weboqos observar, gue al clivar el or

largeo de direcciones paralelas a tales:

+V; donde V re-
adelante) .

1

5Lad f

perfecto

- &

sgjraf 1Co lado - -

‘\r;\.“].(-lf‘: al ]=L:,X71‘_'

limensional, y -
1 red so conserva

. 1
~

; A T
L Laoalddl

vector normal al

distancia entre

lanos; Rll es un vector paralelo al plano cristalogr&fi-

lelo al plano de

, el Teorema de -

largo de los pla-

clLivane ol X =
15 un estado loca
un conjunto com-

inito, que 1llama-

a por:



. (n) .
. +71
, 1 ARy (R ) §
K.,,0> = — X 'Bn) e (1.12)
o }Nll R(n) J
=11
en Jdonde Ell es el vector de onda paralelo al planc n, -
R~ <@s un estado de Wannicr vy Njp s el nGmero de dto--
o5 en el plano n.
1 . Elomentos de matriz de 9, on la representacion deo -

Bloch-Wannicr.

Debido a la existencia de la simetria traslacional -

Z 1a rod ent los planos paralelos al plano de clivaje, los

clonontos de matriz de 11° en la representacion (1.12) son

Ay PIHTI R gy = e (kg ) S0k - k) (1.21)
Jdond: P Yy g son indices de planos vy
-ik; (1 -1 ) ~ik,,.R
Gk = e TE TR Ty T Ry (2.22)
' Rig

gue representa la energia de interaccién centre los planos p

y ¢, para clectrones con vector de onda kl"
—Al L

Derinimos la energia propia al plano p (g=p) como

ik,..R
i _ =11°=11 | ,
Wik, ) Coptkyg) = ) e SESERRAY .
Bll
cambién definimos la cenergia de interaccidn entre nlanos -

lmeros vecinos  (g=pt+l) como




f

o 10 (k) ik ,
_(511 = e X

B SRR

| o~
= o

i

Lxpandiendo H® en la repruesentaciin

las ecuaciones (1.21), (1.2 3) y (1.24) resull

L.:O

ek ) = L Wik ) [k eprs Ky gepl
P

is (k)
‘\‘ n 1- L }Ik1 -1 ‘L e A (&)
+L r(_-_1Ll) = \"‘.—LII "'.J\l {
RS be
ti Coq B11) IKpp PP <kyq00
< (p,(: -

el primer término de la ecuacibén (1.29)

agondade

ntribucién a la cnergia de

1

1a 1‘ 3 i N OL X

~ 5l
a1

ta la eneryia de interaccifin a primeros

or término la contribuciétn para todos

81 consideramos ahora el modelo de
(e

[ aplicamos a las estructuras cGhbicas

.0.C.) resulta aue

para <<p,qg>>

Il
o

{1.12

Vveol




excopto para las caras (111) vy (110) de las raodes b.c.c y
C.c. respectivamente,
Lo cue hemos hecho, una vez [ijo k.], ¢s roeducir -—-
iestro problema al de una cadena lineal infinita, donde -
Livad ¥

ylanos cristalograficos paralelos al pl

pueden sustituir por "&tomos" con energias \M(k,l) Y
interaccibén a primeros vecinos T(ki_), ver fig. 2.1.
T L

una

L.3 Funciones de Green para H°.

Sea G° la funcidn de Green asociada a H°, (¢° enton-

-z satisface la ecuacidn

i~

(E - in - H°)G° =1

De nueva cuenta, vya

donde n es un infinitesimal positivo.
nle la simetria traslacional de la red so conserva nara

cristalogréficos paralelos al de clivaje,
umplir que

<kypeplGe [k eay = 80k -k ENTALEERE

la representacidn de Bloch-Wannicr a

- 4 S | }
mente onte

Arlicando

e
cecuacidn (1.31) y usando la ecuacitun (1.32) facilu
nomoe s .
| bbq(&ll) = i [Pr(&ll) GY!;E11) \PQ : (1.32)

de donde podemos calcular todos los

Ge.




P ‘unciones de Green para superficics: ol potencial de

clivaje.
En la representacitdn de Bloch-Wannicr, la perturba--

ci8n V.  provocada por el clivaje, tiene la forma siquiente:
v F L~ o - - 8 T . AN
\E‘l;\llll) a Iz \pﬂ + l_p|\'|”-i FR ¥ ,A> -

=11

1k

ki1 (R + T - ) (1.41)

o -1 —q D

La i1dentificacidn do todos los elemontos de matraiz,

= obtiene considerando dos cosas:

a)  Pov dvfinicidn de lo vue es ol clivajoe:

Ry [l R > =0 (1.42)

A

si [R_ >y ]§q> son funciones localizadas en sitios cue

estdn en lados ovuestos con respecto al plano de cliva-
Esto quiere decir, gue la interaccifn entre planos
separados por el plano de clivaje es nula. La ecuacidn

(1.42) implica necesariamente que

<R_JVIR » == <R_|H* R_> (1.43)
P = —p =

L) Debido a la relajacibébn superficial, sca U la diferencia
Jde los potenciales del cristal perfecto y ¢l cristal
con la merturbacién v, entoncoes

<R_[VIR > = U__ (1.44)
—p' " =a pa

iempre y cuando 'RP> y [R, > scan estados del mismo -
lado, won respecto al plano de cliva

Ya que U se produce, entre otras cosas, por un cambio -
vn la distribucidn de carga electrdénica cerca de las --
mncrficies, los U deben ser calculados autnconsis--

P
tantemante.




Funciones de Green para superf

el caso de U diagonal.

S1

son los lmportantes, son los diagonales

!

asumnimos aue los  olemoentos e macriz

uesto que

Pd

u
P4

¢

Definiendo

la ocuacidén de Dyson puede escribi

g

= T(&ll)xp

[0 si
1U s1

una funcidtn g

T (k

Kig) G

pAg

p=q-

adimensional

rse como

ST

- (401’ 914 i

= 95y 9140 oo

950 91 9522
=911 "912%2
991 1 1 =g

(8]

G

podemos definir

(L.

(L.

(1.

W =

21)

23)

. 56)




- 14 =

La solucidtn a nuestro probleéma es encontrar G en -

términos de G°. Para esto hay gue invertir la matriz §$.

simplificando la situacidn a .

xi = 0 s1 10 (1.58)
v resolviendo la ecuacidn

det ; = 0 , (1.59)

obtencmos la condicidn para la existencia de los estados de

superficie, que es
'

T ( )y < U (1.510)

1,
1

Utilizando entonces las ecuaclones (1,43}, (1.52) v =

I ey

(L.o8) v aplicédndolas a (L.54) obtenemos

T /\(Ll) (~1 . . _-T.r"J
G .. (k ):._:J{ (k )"GO.(}( ) == Er o e (1 511)
pit=11 p1 =11 o1'=11 T (k, )+G® ool

‘_ll (,,”-[ O 00

l.La densidad local de estados puade ser calculada -

usando la fO6rmula

C(E) ==

- X Im G, (k) (1.512)
TT‘ * - '

| A=

i = ihélce Ae PiAwo

flay dos contribucicones para tal densidad de estados

“!
Ta debida a los estados de bulto.
11) La debida a los estados de superficie, determinados por
T (k + ° - U 50 = y ;
(ki) GS -1 e G0 0 (1.513)




Scenarando estas dos contribuciones en la densidad de esta--
dos resulta

\ . ] (— . . =1 (w=-20_) 7
T D R N N R -
e, ) iy, |
2 2 o
X u(dT (k)" = ) (1.514)
.
(k )\?] i
T + T =les o) 7
L o —-11 —1
= = ¥ 1/ -T(k,.))| ' } ————— X
m . o) =11 U Py
%& K, i L o ) U J
S(E-W(R ) = U = Tk ) /) (1.515)

iwva la contribucibdn de los estados de suoverficie. Donde -
e usado
R 5| Inl
/ )
. l+i (AT (k, )2~ ) /2]
bt SV ;:_i ) = e 7 e, _— ‘l_ — — - e
pn =L (4T (K, ) 2wy 272 | 2T (k. )
211 N 11 .
]
_— N (1 2! oy
in 9 (k) 516)
e
e son los elementos diagonales de G7 en la representacion
(1.12) y donde
w = E **N(&ll) (..517)
®
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la funcidn de Heaviside.

~ S .
Notese que [, es difcrente de

en que la ccuacién (1.513) tenga

Lo energia. Esto ocurrce siempre

1N

on la ecuacidn (L. o1d).

-1

YTy
ero,
soluci

1@ S

(1.518)
.I(“J_ —

‘A,(_\.S =

la eon



caAPITULO Ix

Superficies de B6lidos en Estructur:

Chibica.

2]

e Zonas Superficiales de Brilloun.

De acuerdo a las ccuuaciones (1.514) v (1.515), del -
capitule anterior, para calculer la densidad local de esta-
los de bulto como de supcriicie, las sumatorias deben de in
clulr todos los valores de 511. Sin enmbargo, ya que en es-
tos planos, paralelos al de clivaje, sc¢ furma un arreglo pe

risdico pbidijmensional, todos los valores de k,, estdn den--

tro de la primera zona supcrficial de Brillouin.

De lo anterior se desprende la necesidad de conocer
perfectamente la primera zona superficial de Brillouin, na-
las redes cUbicas a tratar y sus propicdad

Sean a; vy a los vectores primitivos de un plano

2
cristalografico, que es paralelo al planca de clivaje. Los  »f
‘tores de la red reciproca superficial sc definen de la -

sigulente manera:

para 1,3 = 1,2. Debamos notar que los vectores a. son tam

Lifn vectores de traslacién del cristal, mientras gue los g

no son necesariamente vectores de la red reciproca tridimen
ionval .

Los vectores a. satisfacen la ecuacifn

la, x a, d = vol (2,.12]
wnue a4 ces la distancia ontre planos paralelos al de cliva- |
Vol es el volumen de la celda unitaria. Intonces, -
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51 kK es el vector de la red reciproca del cristal traidi--

<)

mensional que es perpendicular a la superficie; g, y g, sa

3
lg, x gyl = (20) "/volyk | (2.13)
8 e , . . e :
v por lo tanto, el volumen (2r)7/Vol confiene el mismo nG-
ro de vectores de onda permitidos, aque ¢on la primera zona

i Brillouiln convencional.

La primera zona superficial de Brillouin para las -

aras (100}, (110) y {111l) de las redes clbhicas (C.S5., - -
- ; . ‘

.c. y f.c.c.), se muestran cn la figura 2.1. Los ejes -

simetria mostrados en la figura 2.1, nc son ejes de sime

tria de las figuras geométricas; sinoe cijos do simebria de -

i relaciones de dispersién de los estados do bulto, nro--

vecladas a tales zonas.

La primera zona supcrficial de trillovin para 1a —a-
ra (lyyd) de las redes (C.S. y b.c.c. es un caadrado, con
dren de 4ﬂ2/a2, donde a c¢s el parametro de la rcd tridimen
sional, tenilendo cuatro ejes de simetria. Para la cara - -
(100) de la red f.c.c., la primera zona superficial de

Jouin es un rombo regular, cl area do csta zona aument
un factor de dos, con respecto a las anteriores; tambifn
Licne cuatro ejes de simetria. DLsta diferencia de tamano
on la zona superficial de Brillouin, provoca un aument
(en 1a cara (100) de la red f.c.c.) en gl namero do o5~
tardos electrdnicos. Para la cara (110) de lag redes
f.c.c., la primera zona supcrfiicial de Brillouln es un -
““adnqulo, tenilendo solamente dos eic¢s

Adroa de la primera zona superficial de Brillouin doe la cara
) de la red £.c.c. ¢s mis grande por un factor de dos
la de la cara (110) de la red C€C.S5.. (Con respecto a la

de la cara (110) de la red b.c.c., esta forma un - -~
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2,2 . . _ :
ibo con drea vZn /fa , teniendo dos ejes de sime

tri

(‘.Ol

ras

SR

L%

1

D 1

nte.  Finalmente, para la cara (111) de las r

.o,y f.c.c. todas las wrimeras zonas super |

4

llouin son hex&qgonos, teniendo las dos prime

v la dltima mas grande por un factor de cua

a2 las primeras. Todas ellas tienen tres cjes

4.

Lntonces, con respeckto a las relaciones do

Imlto, las zinas supecrficialces mis simdébric

respondientes a la cara (100) de las tres

wltando las menos simétricas las correspoundic

(110) e tales redes.

Relacién de dispersién para el bulto v 1lc

Para el cristal perfecto e infinito, todos
le onda se repreosentan por la exproesidn
k =k +oK
& AN =
le £Lf es perpendicular al plano de clivaje

relacidn

]}il_ < 71/d

Utilizando la ecuacién (2.21), cualquicr

oo ose pucede poner doe 1a Forvnia
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donde N es el nmero de plancos parale.
l- i y

La expresiédn de la enerqgia para el

obtiene, utilizando los ecuaciones (2.

{

© = s(k.d

E° (k) Vwkll) + 2T(£ll) Cos | 1¢
Avlicando la ecuacifn (2.24) a 1la
v (111) de las redegs C.5.; b.coa. y f.c.
relaciones de dispersidn para los estados
nrosiones resultantes se prescntan on

{
3‘5.5::\\‘i4_~:.€,

Los estados de hulto pmoycotad
yrman, en general, una banda, como se ob
ras 2.2-8. Las bandas son las regiones
figuras. Cada figura va acompaihada de
primera zona suwerficial de Brillounin,

ejes de simetria de la ecuacitn (2.24
na vez determinados tales ejes de simet:
< las mGltiples regiones eauilvalente on

na superficial de Brillouin e fragm
de simetria. Las curvas de dispersifén 3

1o de su perimetro. La banda de ost
tiene encontrando, respecto a BL’ las enwve

mulia de curvas, dada por la ccuaci@r 2 i

En la figurn 2.2 so prescenta
bulto de la red C.S., proyectada a la
ancho de banda esi2y; donde y es el valo
entre planos vecinos. Las curvas envoly:
jrstamente a curvas de dispersiaon para
e van paralelos a la cara (1o, 5
vas de dispersidn (curvas llenas gue ca

# 0.

prcada) para |k

oy I

Aaproximaciédn de "amarrce funerte", obbtonicnd




Iin la figura 2.3 s presenta la banda de estados de
1lto para la misma red (C.S5.), pero ahora pavra la cara - -
)} . Lo interesante de la figura es cuc, en la direccién
L - H la relacitn de dispersidn no depende de koo En rea
Lidad le que pasa a lo largo dc esta dircceccifdn os que - ~
Ti(k,,)=0, v lo que se esti graficando es directamentc =
WiK,,). Esto no significa, de ninguna manerda, que en la -~
diyé::ién L - H existan estados de superficie intrinsecos
de tal cara, es decir, que tales estados oxiscan sin prove

a1 ninquna perturbaciédn con cl potencinl peritdico del cra

1

tal oL fecto. Lo ague s1 es ¢claro, ©s one aQn con valor
peqguenos de la perturbacién en el potencial peviddico,
la direcdidn L - H, provoca la creacitn de estados de
urerficie. A los estados de bulto en la dircceibn L -~ H
lea 1lamaremos pseudoestados de super{icic. [l ancho de
inda para los estados de bulto de la cara (110) de la C.s.
también de \2y. Se graficaron también dos curvas ce dis-
persién (curvas llenas que caen en la reqi@n sombreada) pa-
~& iL # 0. Para este caso las curva envolventes, tam--
‘n corresponden a curvas de dispersién para |k = 0.

I'm la figura .4, cara (111) de la rod .S, lg = =
velevante estd&, en el zomportamiento de la relacidn de dis-
persion en el punto U. Del.ido que agqut, la derivada de
respecta a ’Elli e anula, esto provocari la aparicibn de
singularidades de van Hove, para la denusidad local de esta--
aosoon tal punto. Agui las onvolventes vy no corresponde

a curvas de dispersidn.

En la figura 2.5, cara (100) de la red h.c.c. S -
presenta el mismo fendmeno que en la cara (110) de 1
C.8.; la aparicidn de pseudoestados de superficie a lo lar-
de la direcciébn X - M. las envolventes, en este caso,
vuclven a coincidir con curvas de dispersifn para

ancho de banda o¢s de liY.




La figura 2.6, cara (110) de la recd b

también, en el punto B, un comportamiento

dispersidn, que provoca la existencia de singul

Van Hove, en la densidad de estados en tal cner

puntos  XeY de la figura 2.6 co-existon ol
cualquier valor de |k,|. ©&n la fiqura 2.7,
=L
la red f.c.c., lo relevante consiste, tambi

superficie a lo larc

cifn X - M. £l ancho de la banda es de 16y

oen la figura 2.8, cara (l111) de la red f.c.

ece, en el punto U, la anulacibn de la derivad:

spmecto a Elll'

De la ecuacidn (1.5105) del capitulo an

laci18n de dispersidn para los ostados de sup

2
£ (k = k + T(k ‘U + U
glhyy) = Wikyy) (ky1) U + Uy
En las expresiones de las relacioncs
para los cstados de superficic resultantes d
e IS S

bicas (C.s., b.c.c. y f.c.c.) se presentan

it
A2 Tdel apendice.

le: Curvas de Mk, =cte.
SlC Curvas de Iflllx;_h_~_

I el capitulo anterior, se obtuvo la

exilistencia de estados de superficie, dada

s |

En todos los cases tratados, T ¢s una

., excepto en ¢l caso de la cara (loo) de

—1 4

cual T o5 una constantbe o igual a Y-

¥

(2.£3) para las caras (106), (110) v (111) de

Condicibén para la Existencia de Gatad

1

.Cs, presenta
la relacidn de
iridades ¢
11a. En L«
trongs con -
ira (100) de -
n, en la apari
la irec-
inalmente,
, también f
1 de w., con
;
terior, la re-
cie 05
(Z.25)
1& ]inf")l"f 5 LN -
la eccuacidn -
las red cl-
S 1".
le Superfi--
~ondicién para
(2.31)
funcicn de
a cd . = T
las urd



o
|

2=, en las regiones mas simétricas de la vrinera zona

giyperficial de Brillouin, se grafican las curvas de ~

Til, ) = cte para cada caso.

1

En la fig. 2.2, eara (100) de la red c¢.s., se graf
can ¢dos curvas de dispersidn superficial (curvas punteadas
para el valor de la perturbacién de 2y (curva supe-
1 ) vy la otra para el valor de -2y (curva inferior),
condicibén (2.31) se cumple en toda la reqiér mis simétricq
valores de U,  muy pequenos, las curvas de disversién su
reriicial se confunden con las envolventes de la banda de
jtados de bylto. Para valores mds grandes de (U | , las

urvas empliezan a alejarse de la banda de estados de bul t

En la fig. 2.3, cara (110) de la red c.s., se grafi
<san Jdos curvas de T(Ell
na superficial de Brillouin. La curva de dispersidn superf

)=0, ¥y y 2y en toda la orimera

c1al superior (curva punteada), se obtuvo con U,=2y , en
-onsecuencia sobre la direccién X- T lhabra estados
sunerficie, apareciendo éstos, confundiéndose con la envo
ente de la banda de estados de bulto en el punto U v deg
Jﬁ:l.SY (curva punteada inferior). La tondencia de las
curvas, muestra gue a vesar de que TO tenga un valor cerc
S a cero, o¢n la direceidn E—ﬁ, habré estados de superfi
cic, mientras gue «n las restantes direcciones no los ha

LYAa.

n la fig. 2.4, cara (111) de la red c.os., se graf
caron las curvas de T(Ell)rn, N, 2N v 3y . La curva de
dispersién con U,=2Y (curva punteada supurior) empieza
el punto k y solco llega a la mitad de la direccién k-T,
reaparcciendo en la direccién. T-U. A medida que U, tiend
a celo, notamos la existencia de estados de superliicie

11 la vecindad de punto W

de la primera zona superficial de Brillouin, por esto, pare

wreziendo en el punto X. También se graficd la curva para-
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En la figura 2.5, cara (100) de la red b.c.c. s56 ——
qraficaron las curvas T(k,,)=0, -y, -2Y, -3y vy -4dv. La ten
dencia de las curvas de la relacibn de dispersifn superfi--

1] muestran que, aln con valores de |1 mily peguenos, en
la direceién X-M xisten estados de supoerficic ne: =

existiendo en las demds direcciones.

En la grafica 2.6, cara (110) de la red b.c.c., se -
praficaron las curvas de Tk,  y=0, -~ v I ' 15 rele--

-1 J
Lo consaste on obsevrvar gue cuando | ’ 6 Lamen L 1ay

cstados de superficie en la vecindad de los puntos

En la figura 2.7, cara (100) de la red f.c.c se -
vuclve a presentar ¢l fenbmeno de la existencia de pseudo--
ostados de superficie a lo largo de la direceifn X-M. Fi-
nalmuente, en la figura 2.8, cara (111) de la red f.c.c
mucstran las relaciones de dispersi®n superficial para - -
VW:—BY (curva punteada supecrior) vy Vlf—EY (curva punteada

inferior).
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Densidad Local de Estados: la contribucit

i acuerdo a las ecuaciones (1.514) - (1.515) del -

cavftulo I, hay dos tipos Jdifeventes deo cstados olectrfni--
cos o oque contribuyen a la bensidad Local de tstado La con
i0i6n de los estados doe bulto esta dada por
b (i [ o+ 25 ;
S(E) = A Im o e L.
| o 2T (k. . )
e —11
(SR37)
| p=1i{w=-2U )
o) | = 2 oy y
' () [u (4T (k) "~w7)dk,, (3.11)

donde
macidén
intear

qrales

Brillo

i (w=-2U ) |
§
A es una constantce, aue resulta de hace:
de la doble sumatoria, ecuacicn (1.514),
al en la ecuacidn (3.11), y es iqual a L/
se calculan sobrc la primera zona supor

uin. La condicidn para la cexlstoncia d

dos Jde bulta es

ue se desprende claramente de la ccuacién (2. 24

4T(&ll)2 > (L|2

tulo IT.
'

Las expresiones resultantes de la contribucid fobi-
Jda a los estados de bulto, una vez aplicada a 1 lacitn -
(3.12) a las caras (100), (110} vy (111) de redes ==
cas, su presentan en la seccidn A.j(li) del #gpendice.

A mancra de ejemplo, y para mostrar la no trivialidad
v la cvaluacidn de la ecuacibn (3.11), ki =
condicidn vara la existencia de estados de bult 2 BT = =
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(velacién 3.12) en los siguientes casos: cara (110) de la -

red C.$. y cara (100) de la red b.c..o.

]
Con respecto a la cara (110) de la red C.5. la condid
citn dada por la relacién (3.12) es
k
2 Tu 2 ) .
4 Cos”™ — > (mb—Cos kz) (3.L13)
V2
aonue kK = k. U+ k_ Z 3.14
e =11 w z ( )
con Uy 2 vectores unitarios y orteqonales; es la
. variable de la energia para el bhulto (ecuacién 1.517). En
figura 3.1 (a) se muestra la primcera zona superficial de
rillouin de esta cara; la reqidtn sombreada s una de las -
miltiples regiones obtenidas al trazar los vies de simotria
de la relaci6n de dispersidn del bulto en tal zona. 51 ha-
cemas el siguiente cambio de variables
k Ll
W= Cos —- . v = Cos k_ (3.15)
V2 .
Ta desigualdad (3.13) se convierte nn
2 2
a 4\ (wb—v) (1.16)
I2 f1igura 3.1 (b) muestra la reqgidn cauivalente (por la -
transfornacidédn (3.15)) a la reqgién sombroada e 1a figura -
S0 fa).

Para que la ecuacién (3.11) sca Jdifcrente de coro,
vara este caso particular, la variable o la cne:x 7 :
debe de cstar en el intervalo [-3,37.

be acuerdo a la desigualdad (3.1lH), las curvas limi-

® te que delimitan la reqidn de contribucién para la ccuacidn




{3.11) son

v = 2u + Wy (3.17)

v =-=2u + Wy (3.18)

Fara el caso en ¢l cual mbf:}3,—ﬂf la curva dada por
la eccuacidbn (3.17) delimita la regibn de integracifin para -
la ecuacidn (3.11) junto con la regién de la figura 3.1 (b).
La curva dada por la ecuacibén (3.18) no contrihuye (no corta
a la regién de la figura 3.1 i)). El caso limite en el cue
4,=-1, se grafica en la figura 3.1 (c¢). La regifn sombroa-

da es la reqi6n de contribucidn para la ecuacidn (3.11)

Para el caso en el cual .b-‘],"
tribuve estd8 dada por la ecuacién (3.18) vy similarmentce al
caso anterior, la regidn de integracifdn esta delimitada por
csta curva y la regién de la figura 3.1 (b). La curva - -
(3.17) no —ontribuye. El caso limite w, =1
la figura 3.1 (d), donde la reqgibébn de integracifn es la - -

breada. A medida que w, toma valores mis grandes, la -
\

la recta (3.18) se desnlaza hacia arriba con la misma pen--
diente.,

"inalmente, para cuando uh~(—l,l) la regibn de la --
contrihucidn e std delimitada por ambas rectas (ecuaciones -
(3.17) vy (3.lﬁ). El caso para “b:l/Z se ilustra en la figu

ra 3.1 (e).

En conclusidn, la evaluacion de la ccuacidn (3.115

I
para la cara (110) de la red C.S., se debe de descomponer -
en btres pasos; y que al incluirse el hceccho de gue se trata de
una integral doble, hace que el cbdmputo de la ecnacifin - --

(i.171)Y no pucde haccrse aplicando divectamente algln método

do integracid4n numérica.




Otro ejemplio sencillo,

re¢ b.c.c.. Para este caso

de estadss de bulto es:

+ Cos —5 Cos -

>
N

Y v Z vectores unitarios

En la figura 3.2 (a)

es una de lag miltivles (cua

A LA LL A Y

lar 2 la dada por (3.15), 1la desigualdad
t 8T
UV D> wy
La figura 3.2 (b) muestra la regif
sreada en la figura 3.2 (a).
Para este caso, para gue |
ront e de cero Lub debe estav en (-1,11.
Las curvas limite para obtener |
ibn a la Densidad de Estados de Bulto
w
Vo= 4 ___b_ H
- w
para cuando W e (0,1] (w, e [-1,0)),
= regifn de contribucidén esta dada p
{3.112), rara el signo negativo (para

junto con la regién mostrada
laca por la ecuacidn (3.112)

b ivo) no contribuye. 1

v llustra en la figura 3.2

78

la condicidn

Yy orvtogonal

acs

el de

se muestra

tra)

en la figur

O
Caso

(c)

m

rilcial de Brillouln para esta cara;
Yaoion

1l menos simétricas. Utilizanco una

1 ecuacidn

t{'i TN
interm
figura

n:
I8 Bk
la
o1
o]
2 .
it
u1
(<1)

de contriln

t gue de =
cuacit -——
it | =
() . 1 |
(cor no
(W, _=-%)
) ; do e




2 car

reqiétn de contribucidén es la sombreada.

Si . =0
L

la mostrada en la

Tinalmente, , la regidtn de c

amente figura 3.2 [

A medida gue uno considera otras c.

Crlou

A nes vara las caras faltantes, se presentan en le
.04 Lk .
s( del apendice ancxado a la tesis) de las
145, la condicibén para la existencia de cwnlados
o complica (pero manteniéndosce los delincamientos
¢ em )5 vistos); provocando csto, que la eva
~uacidn (3.11) resulte un problema dificil do recs
]
® N \ - - P
5. NDensidad Local de Fstados: la contribucidn
perficie.
La contribucidn, a la Densidad de bPstados L
bida a los estados deo superficie, esta dada, de ac
L5 suaciébn (1.515) del capitule I, por
Tk
S(E) A u(|U_|-T(k,,)) (~l£i)2]
e —-11 U
O
(SBZ)
T(k,,)"” o)
. X (le———ti ) §(B-W(k, ) -U_~T (k. ,)°/U )dk,
Ul —11 o —1] O L1
o
L4
A=1/4. Las integrales, también deoben de ova
t la primera zona superficial de Brillouin. n
tul I, se vié quce la condicitn para la exist: a
ics de superficie estd dada por
T(k < |t .
~ll) | U
Si cuecremos obtencr la densidad total do est vl
. por dtomo superficial; lo gue tenemos qu 14

cidén es

de la
ocal,
lerdo

e



las contribuciones de cada plano

S

o {E} = fifm

ustbltuyendo la ecuacitn (3.21) en la ¢cuacibn (3.23)

mente obtenemos

Debemos de aclarar que el nGmero total de est

s
voy Gtomo, tanto la contrilbucién del bull como de la supel
‘1e, debe de ser la unidad. Per lo Lantp debe de cumplir
la sigulente condicidn de normalizacién
o b
| -
| (,O + .:,l\_l = 1 J)
J 3|
S
cual es valida para cualguier j.
Las expresiones analiticas de las donsidades locales

stados de superficie, aplicadas a las caras (100), (110)

v 11il) de las redes clbicas, se presentan on la seccidn -
(11

AL A RS apendwce,
v - - 1 1
Desarrollaremos aquil dos ejemplos, cara (100) de lLa
redt C.8. y cara (10Q) de la red b.c.c., yara ilustrar cés
L3 & licidn (3.22) y la condiciédn impucst bre la delta,
iparece en (3:21), para que la integral sea diferente
do cero, afectan a la densidad local de estados de superfi-
con respecto a la cara (100) de la rod , la con-
iic16n para la existencia de estados de superficie os



va que esta condicidén no depende de k., ., la funcidn de - -
\ : 1
lloaviside puede sacarse de las integrales. CGuedando por deo

tarminar la condicidon sobnre la delta, para que la integral

no seoanule.

En la figura 3.3 (a) se ilustra la primera zona su--

e fictal de Brillouin.  Ta reqgiom sombroeada coo una de o lag

T ¢ simétricas. Utilizando una transformacidSn similal a

t (7.15), la reqgidn para la integracidn de (3.21) se 1lus-

tra en la fiqura 3.3 (b). Entonces la condicifn para la no
i

mulacién de la delta es

vV = —-WU + X (3 7)
U
con X I -t £5% (3.28)
o = 2 20 :
W

nde w_ es la variable de cnergia suporficial, Para que
recta (3.27) corte a la regidn ilustrada n la figura -

3.3 (b), se debe de cumplir que Xe[-2,2]. En las figuras
3 (c) yv 3.3 (d) se ilustran los casos para %=1 y X=-1 -

respectivamente.

Con todo esto, la ccuacibn (3.21) so
4 ; : g < . (10)
una integral simple, de tipo eliptico. La evaluacidn ‘

de esta integral no se preosenta agui. L Mmoo pesta not

L

es gue de

‘*"‘\.‘X.C)n (3.’)3)1

&

tenard una forma

b
i

cuerdo

a las fiquras

la densidad

simétrica,

Para la cara (100) de

para la existencia de estado

Local

de

con respect

5 de s

St auos




o
e
-~

- 4y Cos

Cos — =« |U | (3-29)

No
[
O

oue al realizar un cambio Jde variables similar al (3.15) -

rosulta

donde ¢ = - ‘Un;/4y. En la figura 3.4(b) sc¢ prescnta la -
e 72450 cquivaléntc (regi6n sombreada), olbee la que se efec
tunir& la integracidn.

Con €1 cambio de variables mencionado, la curva que
corta la regidn mostrada en la figura 3.4 (L) vy gque hace -

que la delta que aparece an la ccuacifn (3.21) no sc anule

ped
il
| +
s

/J u_

)

donaoe \ = _O == . . =y . ’}) . 2)
1O GC X = / 2—\; ( é,) ; (_[ /

la condicién de que X 1 ]=1,1]

En la figura 3.4 (c) se ilustran las curvas (3
tando que para cuando Xeg[-1.d) la curva gue contribuye -
¢ u==-X/v v gue nara cuand Xe (0,11, la curva cue con
¢ @3 w=X/v. Regresando a la yelacidn (3.210) vy suponien
d we  y>0; la condicién para la existencia de estados de
iperficie no existe, ver figura 3.4 (d). Para cuando
ndicidn para la existencia de estados de superficie -
anora si afecta, la cevaluacién de la ccuacitdn (1.21), ver -

RN ral 34 (e) .

Cuando y>0, la densidad de estados de superfic i -




para la cara (100) de la red b.c.c. e¢sta dada por

N Sig X

la intengral en cuestibn ¢s una integral problemdtica (desde

unto de wista numérico), va cue diverge cn los dos 1imi

S . Lsto se evita hacicendo una transtotmacian de Jacobi

pava camhiar la integral a una integral oliptica Jdo scegundo

La contribucién de los cgstados de superficic a la --
sidad T.ocal de Lstados para una suporf
wa b.c.c. y par UO?—4y, se ilustra en la figura 3.5, para
nlanos j=0 (superficie) y los dos primeros planos si-
juientes, j=1,2 (vibase la figqura 3.5 (a)). Dado cue de la
cuacidn (3.11) se vé claramente cue la funcidn f: SX uril
funcidn simétrica respecto a w_=1/2, se grafict Gnicamente
5
la Densidad Local de LEstados de Superficies para w,_z 1/2.
La Densidad Local de Ostados de Superficie muestra una sin-
laridad en w_=1/2. Esta singularidad se aprecia claramen
s
Le para j=0j y para j=1,2 no se alcanza a aprecliar estog,
va aue la densidad de estados se confunde con el cjo vertid
£

cal (véage figura 3.5 (a)). La Densidad Local de Estados -

oo Snnerficie, en csbe caso, so encuentra normalizada o
d17. Bl ancho de la banda es de 4¥y. En la figura 3.5 (b)
s presenta la densidad local de estados de superlicic para
el plano =0 (curva llena) y la densidad total de estados
oo superficie (curva punteada); ésta dltima hasta una con-

° tribucidn de los tres primeros plancos intecrieres. NbOtese -




coOHmo la mayor contribucibn vienc de la superficice. Final--
° mente, en la figura 3.6 se ha graficado ¢l nidmero de esta-
dos de suverficile por fAtomo para la superficic y los tros -

primeros planos interiorces, 1i.c.

donde M =) N_. (3.214)

Es claro el 'dacaimiento exponencial, aue tiene la densidad
de estados de superficie, hacia ol anlerier «del Lulto cris

talina.




CAP T TUILO TV
Conclusiones y Problemas a sequil

4.1 Conclusiones.

£l modelo de amarre fuerte (1.e., en la aproximacifn

do considerar s6lo interaccidn (y) a primeros vecinos) en
una representacidn de Bloch-Wannier (¢n vista de la sime- -
trfa traslacional a lo larago de las dircccilones paralelas a
superficie) se simplificé al problema de una cadena li--

waL o semi-infinita.

El problema do la cadena lineal semi-inlinita ataca-
do con el Formalismo de funciones de Croen, cvita ol calou-
lo de autofunciones de onda y produce directa y analitica--
mente las relaciones para la Densidad Local de Hstados de -

i 1
Va1

lto v superficie.

Los resultados obtenidos no son aplicables a las ca-
ras (110) y (111) de las redes b.c.c. v f.c.c. respectiva--
mente, pues 6stas requieren un tratamiento aue incluye la

mmteraccién entre primcros y scqundos vooinos

La existencia de "pseudo-cstados doe superficie" - -

oatados reales de bulto: donde ] ancho doe banda os ccero),
a Lo largo de cilertas direcciones sobre o) perfmetro de una

Jde las reglones méas simétricas de la primera zona superfacial
de Brillouin (caras (100) de la red b.c.c.; (100) de la red

f.c.c. v (110) de la red C.S.), permiten la existencia do -

stados de superficie a lo largo de estas direcciones, an
para perturbaciones en el potencial de la sunerficie arbii-
trariamente peaquenas (U | » 0). C[Csto no pasa en otras - -

direcciones, en las que ¢s necesario un valor de la pertun
hacidn superficial grande, pa:a producir c¢stados de supert
cic. Los "pseudo-estados de supcrficies” no necesar lamento
S¢ encuentran en todo lo larqgo de una doetorminada direcoidon,

iino gue pueden existir en puntos discrotos de tales direcc-
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ciones (cara (110) de la red b.c.c. y (111) de ed C.S.)
lo cue implica aue para valores nequencs de ] X rbacidn
superficial, los estados de superficie nacerdn ecisamente
alrededor de tales puntos.

'l andlisis detallad de la Densidad cal de Lsta-
dos doe Superficie nos conduce a afirmai TSI tados de
supcrficie, se desvanecen muy réapidamente hacia el ‘terior

s6lido. La contribucidn de planos int e eal-—-
cnte minima; observandose un decaimiento apar mente - -
cxropnencial en ol nGmero total de estad ciale:s
hacia el interior del sélido cristalino.
3

A pesar de que el modelo de "Amarrce FPucrte" nos con

duce a relaciones analiticas para la Dens 1d [ 1l di a

., la evaluacidn de las dobles suma n rimora -

ma o superficial de Brillouin, resbtringid as condir--

ciones impuestas por las funciones de Heavisich n la ccua-

-i6n (3.11) v la de Dirac cn la ecuacién 21) , e con-

vierte en una tarea dificil desde el punto de vista numéri-
= -

Aunaue los c&lculos con cl modelo de "Amarre-Fucrte!
con elementos de matriz ajustados a las estructuras de ban-
Ja del bulto son confiables, especialmente si toma. en -
cuenta alguna transferencia de carga en la sun le -
una manera paramétrica, ©s necesario o [ tal S !
ros de Investigaciddn se tomen con cuenta 1o ve HRCHRa ALY -
vLreceon otros métodos para calcular estructur. cbrénica
de superficies, como por ojemplo los auc on 11 £
la introduccidn.

d:2 Problemas a seguir.

Uno de los problemas a continuat i L La de -

este trabajo de tesis, es el diseno de 'in mé 1G]
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sistendtico para calcular Donsidades Locales de Es

(de bulto y superficie).

Otra continuacidn importantisima serfa, |

1, la

cirvs de los metales de transicidn, La

extension

ria ¢n incluir los estados electrdnicos tipo d.

dol wmodelo para llegar a describir las intercesant:

cextension

'S superfi

consisti-
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I'ig. 1 Un estado de superficie.

Vacio

Fig. 2 Una rescnancila superficial.




Plano de chuaje.

Fig. 1.1 Descripcidn esquemdtica del
proceso de clivaje.




Fig. 1.2
superiicie

Vectores de la
{n=0)

red cristalina,

adaptados a una
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Fig. 1.3 Cadena lineal infinita, con energia W(k]l) 2n cada

dtomo vy energfa de interaccibén a primcros vecinos T(K1])'
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Fig. 2.1 Primeras zonas superficiales de Brillouin para as
c.c f.c.c.). Los eijes de simetrfa son de las relaciones de dispersifn

’
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Fig. 2.3 Banda de estados de bulto (regi6n sombrceada) vrovec
tada a la cara (110) de la red c.s..Se grafican las relacio -
nes dc dispersidn superficial para U,=2 y leurva punteada sune
riov) v ou.alLh y flcurva punteada antarionr) .
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ig. 2.4 DPanda de estados de bulto
tad . a la cara (111)
nes ao dig

(regidn sombreada)
de la red c.s.. Se gra‘ican las relacio-
1oersifdn superficial para Ug=zy (curva ount

Intgadsa supe
_ . l T
rior) y tc; Y (curva punteada inferior).

Drovec
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Fig. 2.5 _
tada a la cara (100) de la red b.c.c.. Las relaciones de dis-
persidn suverficial (curva punteada), corresponden a valores-
de UO:—Z'Y fsuperior) y UO=—'Y {inferior).

zanda de estados de bulto (regidn sombreada) provec
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Fig. 2.5 DBanda de estades de bulto (regidn sonbreoad

1) proyec
tada a la cara (110) de la red h.c.c.. Las curvas de di

spexr -
s16n sunerficial (punteadas) corresnmonrden a valores de la per

turbacidn de  -27y (superior) v -=7Y (inferior)
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I'tg. 2.8 Banda de estados de bulto (regibn sombreada) provec
tada a la cara (111) de la red f.c.c.. Las curvas dec disper -
516 suporiicial mostradas (curvas punteadas) corresponden a

UO;—B*Y (curva superior) vy UO:—2'Y (curva inferior)



'ig. 3.1 cCondiciones para la existencia de la Densidad Local
de sstados de Bulto, para la red c.s. ; cara (110).,

Caso 'mjtﬁrme dio
W =4,

Whe € L1
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.g. 3.2 Condiciones para la existencia de la Densidad Tocal
dos de Bulto, para la red b.c.c. ; cara {(100).

U = Y

(@ | (d)

W€ (O, 1) WLE (-1,0)




Fig. 3.3 Condiciones para la existencia de estados de super-

ficlie para la red c.s. ; cara (100).
v
_ _ X é:&‘ﬂ)@i&b‘: 2 )
i K U
5 4
.
(o)
v
I U
°
' V=-U+i
(&) 5 (d) | V=-U-L
Lo X =t |
X =-1
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'itg. 3.5 Ulensidad de Estados de Superficie nara la cara (100)
de la reéd L.c.c.. En (a) se muestra la contribucién para la -
. superficie (°=0) y los dos primeros planos inferiores. Ln (b)-
se muestra 'a densidad total de estados de superfici {curva -

vas son simétricas resnecto a Los=% v se muestra solo la

w_ 2 k.
S/‘

vunteada), con una contribucidn de 3=0,1,2 v 3. Todas las cur-

Darte




Area

0.5 1

0.25 T

O L 2 3 4

Plano |

Fig. 3.6 DNDensidad Local de Ustados inteqgrada (ver couacidn
(3.212)) vara Loy primeros cuatro planoyg crigstalogrdl lcos.




53¢ presenta una rclaci6n de lags leyes deo dispersion
vy de las Densidades Locales de Estados, del modelo de - -
“oarre-fuerte" para superficies de s6lidos con estructura
cObica: c.c., b.c.c. y f.c.c.. La sistematizacidn del -
cdleals numérico de las densidades de estados hizo necesa-

1

v1a la crcacidn de este apéndice.




hd

al

A

AL

3]

CONTENTITDDO

Pag
Relaciones de dispersidn para los cstadlos
de bulto. . . . + . o o o o 00 0.0 1
Relaciones de dispersi6n para los estadcs
de superficie. . . . . . . . o . o L. 3
Densidad Local de Estados: contribucidn -
de los estados de bulto. . . . . . . . . 5
{
Densidad Local de Estados: contribucién
de los estados de superficie. . . . . . . 11



A.1 Relaciones de dispersidn para los estados de¢ bulto, en -
funcidn de 511 Y &l

Superficies (100).

Cara (100) de la red c.s.

E(h) = 2 (Coshva +Coskya +Caskal a.1m)

Para las graficas respectivas a esta red, hoemos definido
la variable de energia como

Wp = 2GR (A.12)

2X

Cara (100) de la red b.c.c.

QE(R\"-@X Cos \‘\xCL C_os C\_osh (A.13)
T2 ;L A

Para las grdficas respectivas a esta red, hcemos definido
la variable de cenergfa como

wbE—QE‘8<—-(tS\ (A.14)

Cara (100) de la red f.c.c.

E( (R =— A Co%kgg. Cosm %
CA) COS Eo X (A.15
okaa RX_CL —~ %hjEL Co%&%) )

Para las grdficas respectivas a esta red, hemos definido
la variable de energfa c¢como

sz——%—i{(ﬁl (A.16)

Para estos casos k, = k .
1 X



P o

Superficies (110).

Utillizando la transformacidn

R = L (A.17)
\ 2 (kh- \9‘1‘5

— 1 A.18

kﬁiﬁ VT }D\L‘% \f{u ( )

las relaciones de dispersidn para la cara (110) de las redes-
cibli-as (excepto la f.c.c.) son:

Cara (110) de' la red c.s.

mbtg\ — QLQOSB_L_CL Qo«am,}_ Ca-t_:, \R;_Q_ {(A.19)
v Z VX

Cara (110) de la red b.c.c.

Jb k) = Coshaa [ Cod b Cos hud — (| (A-110)
Wk xﬂ( N?EL + LQ, )

Superficies (111).

Finalmaente, con la transformaciédn:

X: _\[;:_(V—— h__[_'—‘v%-“hz - }lu) (A.111)
1
= _LNTw, . (A.112)
o= (B ks & Re
- 1
Rz \‘P}ha + —\[%h (A.112)
obtencmos la relaci6n de dispersidn del bulto para la cara -

{111) do las rcedes clbicas (excepto la b.c.c).

Cara (111) de la red c.s.

Ub(@ lCoﬁb%L\E}’\l‘\{;\ C_oak}% + (D1 id)

QOS € (\Ef \7:1 + }le
V3

b
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Cara {(111) de la red f.c.c.

Wb ) =1 Cos g (20, + 58.) Cos g B R~ )

Ny \3
; ES 7109 3 .
x Coshug 4 Coda (2 — 1 2
S T e R @ﬁz +Cos%k}§_\ (A.115)
N2,
4.2 [Relaciones de dispersibn para los estados de superficie.
*1lizando la ecuacitdn para la cnergfa de los estados de

OE \\311\ :W Lku\ +RT&H\ CC)& U(LC\ -+ 9 (Rll\\ (A.21)

v haciende la comparacidn para cada caso, dado ¢n la seccibn-
antericr de este formulario, obtenemos facilwente las expre -
ilones para W(k,,) y T(k,,). Luego haciendo uso de la ecua- -

cidn vara la enérgfa de }os estados de superficie

.

Ll =W+ o+ T (0T 2o (822
las velaciones de dispersidn superficial resultantes son:

Jara (100) de la red c¢c.s.

el \n 3j<_‘Cos&j0_+%los&ad)'F2Za %;X///LAQ (A.23)
con \\/\/U’:uj:ply [Cas kga_ + C o h?‘(L\ (A.24)
Y _T-K\EH\:K | (A.29)

Para la estructura c¢.s., hemos definido la variable de -

energia
bjg = Ejiggal (A.26)

A

Cara {(100) de la red b.c.c.

Talk )= 7[0+_Lzﬂ C_osm 0o kad (A.27)
;L
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Y

<ONn

con
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\V\“RH\:O

TUR H\: — ‘/’\\( Cos }{_:\C_L COS
L

Variable de energia para b.c.c.

wsz — .J‘:*(Eﬂ
S X

Cara (100) de la red f.c.c.

Rall

e

rgusu\: ”—4Y QOSkﬁlﬁL Q-otaf\;:’ﬁ_ 4+ Lo -

]
Uo

fIKf((los,ng_ —+ CLDS
2

\\'m"(k,.,-‘,: — 4Y Cos \RLQCL Cos \L%Q
L 7
|
R

Variable de energia para f.c.c.

D. = — Elka)
1Y

Cara (110) de la red c.s.

&k“@\::QESkiﬁ'HMQ~%lX CO;R%Q
X o i)

W ig //l.f =2 (.0s kz&

T(ﬁ_//) — Q\Y CQSM

V2!
Cara (110) de la red b.c.c.

LOS ign\iii<los éﬁ@
L

2
Cosf&ﬂr——
YL

;K_ Cloélk20<
2Uo 2

L)

)

1/\;: — Al KQGS&%TCL + Qog k:;%j

__ o
£Y

.210)

.214)

.215)

.216)

.217)

.218)



con Wiknl= —8Y Cos k

p

v Tlki)= =2 Cos \z (n.

Cara (111) de la red c.s.

QS(RH\}—:L 4+ XX ( COS:&M _ (Cos @l_vx
0 Lo ; Va

C_o%3%+ _‘{\ (A

_L\ (A

con \/\/H@U =0 (A.222)

222)
[
v Tl = 1Y<Q05LM Coskua Cosdka Jr__hy‘i (A.223)
V7! \A A
Cara (111) de la red f.c.c.
wgu{ﬂ C oo 5%}\@0_ Qosk_ag —+ COS%}L& *lﬁ .
1_( +Q05&21LG_C053‘1%Q (oo Eua) (A.224)
2Nz NG 12 g
con Wik )= —4Y (CoSBkﬁLl Cos‘mﬂ 0cs kun — L) 8. 225)
2L pa
v k= Loy Qoskgd aoe,B‘E_?,__ .+_Cu5 {i;{.@,) (A.226)
T Q‘Y( 5 28 202
A3 Densjﬂad Local de bstados: contribucidédn de lous estados -
de bulto.
AN s S trs— 297 AV
~Pb __\ }f Ll 3} \% 3(# Llw 11—-ol \iI
}E\ 4:[“’\ ‘f" _Ilh -/.{,+L-(<u—2/LLo\ /J
{(SB2) -
(4T _//\*“’ )A R
(A.31)

Para las caras (100),(110) y (111) de las redes clbicas

una vez aplicada la condicifn

4TH§H)L>~ W’ (A.32)




SON:
Cara (100) de la red c.s.

b I[I |
f- whess o ;iﬂfd?é_ o -
7] (oon) e g Lmb—(scmﬂﬁ (-2 -wt) -

/\'wb ~(24+’1f3+m)13x

2
% (} —(ub—(u#-m%(w ~lw+v)-Lo 1 AL(‘]T 47 (wb‘(‘if-*‘v)\)z> (A.33)

.\‘_(wb-m-m» Hwb —(z ) - %)

la condicidn es:

1> 2 lwb = )] (A.34)
*
La »ntegral (A.33) es diferente de cero aolo en el rango
($h)g[—3,3]. En est: rango hay tres regicnes difercntes:
S “)b £ |-3,-1) la ecuacisin (A.33) es:
5 W+ /7% +Hlwb +1)
P ] A d _
L= U v (A.35)
3T J j ’
__/ -
si W, - (1,3] la ecuacién (A.33) cs:
L SN
<7 = hl?’J dquv (A.6)
J " Jwe-2 J—w F(wb-)
fina'nente, si W) b s [-1,1]
wb ! \ U A (o + 1)
S ) .
~ju :lﬁfa gcb¥gdhf + . o (A.37)
J 0 U+ Wb wb  Jo
Cax (100) de la red b.c.c.
) 71 B
+ _ht -k—‘;l‘[\\ - ’gY-!J (L/Z_li_ A’\‘[ IJ _+_
3 Z /:L 2 |
OJ (v 2= )+ (= /1 L
12 2l 2, 2 ]
Ly -we Y = wb \? —w ¥
| ) _% lwb + % /47 ) X

ﬂw1w&+mo+%w4ﬂ J

| e = g4t ]




la condicibn es:

e
U > W (A.39)
I'n este caso W, ¢ (-1,1] para acucec (A.38) no sca cero .
De nuevo, hay tres regiones diferentes:
r S1i IVER ¢ (0,11, (A.38) es:
! |
b A
T') - | dw | dv 4 (7.310)
\ Wh Wb
U
si W £ [=1,0)
b . \ f
. f = 4w | dv (A.311)
) | SX| _wh 9
_wbdb 2
¥ oshouwT0 \ !
TL—— A A
\ - \SX 5 . (A.312)
Cara (100) de la red f.c.c.
‘ | I
. —""—/_ l D P
I IZD(\ -y -2 ((2(. +7f) (Zﬂf LLJM )&(H Ul)( ,ZZ
i L\ .
| +<’ZU—<JM(( 47&—(7% %L) UNY) — (YT - b)) — (74__— A/A \ ><
» i i (2% + ) b - bV (T~ whb- Zfa)’u
- 2 2 1
e (1Y ey = 16X - wbt Y 4
la condicidn es:
LU+ Y>> UV - W (A.314)
En este caso W ¢ [-1,3] para que (A.31!) no sca cero.
Hay dos regiones diferentes
Cuando W ¢ (0,3], (A.313) es:
O\) I /
. s = 4 du dv (A.315)
3 147X Jok
'—(\u\o Y

U/



y cuando (»H, ¢ [~1,0]

L AR -wb / ‘ T
/f. = 24%(\ ( A’LL (A’U‘ -+ EAu JA"J + JAU a’U ‘
J\ - —1 w ,'——‘ — 3
yod e Sy e TR wﬂ\lful (A.316)

Cara (110) de la red c.s.

‘f.\D(wh\,.—_ L J’[‘ iuc\fu
P, ), e we-ny?

) | )'/2((\~u2><\—v’~))“~

‘I (;\m “YHML‘(% V) )/L >J<_J_zzf (Wh 7}‘ (wh- -8 ) )| %
)

21U 49,5 (Wb —v) +Qub - "f(o

2
_/LA_(H)’YQ’ZLZ_4,\( Lw\z-—’l)"\lj. (A.317)

la condicidn es:

Tlu—= Ws -7 (A.318)

En este caso u)b ¢ [{-3,3] para que (A.317) no sea cero.

Existcen cuatro regiones diferentes:

Cuando u)b £ [=3,-1)

b F / L2+ Wh

T. = Y1 géu g 4 (A.319)
) 11—(] ”;{'(\Ub'\'\\ —

Cuando (3, ¢ (1,3]

b o \

T.):V; Jgu [AT (A.320)

2 ﬁ(wb‘ﬂ —2u Wb
1,0)

b r-lm$+\ }Q+wb ”&“’Wb\ Qy+wh 0 ‘—W
/TS:\%] ( du Jc}’u‘ du i(\”u‘ + du 8&1'1

Jo L g0+ wh f@ub+ﬂ
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Finalmente, cuando u)b ¢ [0,1]

- b %41*Wb¥ A Wb fliGiay | | 1
S I
TJ —\1—:% (A’M &A”\f +& U ((}U + [C\u_ KA’U
o)

A 11(.—}\05 l(\wa) _lfz(_;,\,)b :;:(\Ub"’” - \_j (A. 322)

Cara (110) de la red b.c.c.
\ {
- i
SO A (R - i
by Ll
-

u /4 (- wb+1r - %Z)\) (- w1y 2

T : -~(_b\LY’L( k\L ld'b‘rLL( A——m\ .
| / - Fwbtr(u L)j (~whb 4+ -k ”")
| 3 /

W2 o —

M(m”w’”—64711—w\3+mu2—//m ). (A.323)

s>

1la condicién es:

U > 2(Wws — T (ut = ) (A.324)
Para este caso \*)b & [0,1). Hay tres reqioncs diferen -
tes:
Cuando W s;‘(o, Qo%l%]
"—\*’—b-': o . % 5!
‘f.{) _4a e =w %}5_ +%en% Sen(Cow 2)
\ 1 & Cue:@
f‘ * | |
v E%MCO“ W‘[Au f“ \ e
g tos T v Ben 11 VOB VSR /e
Cuando wp & (0se TL"
£h_ 4 ( J .
Finalmente, cuando W, =0
b ! |
‘f = 4_\@_ (3% dar (A.327)
SRS Cos K JCos N 7 + Qen &€ en (Cps ')

V2 7 N2
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Cara (111) de la red c.s.

’ 1 L
—(}E(Nb\ B J' J du dv
) 12Y] Gy -1“"wblﬁuhqu?fy/l((\-vi)(\-y})\'/l

{ ? (2 Vlfl'j _ L L _ 7 Z
[ Wb v U-wb + 425 +42017) J-wb + 92" +42v —(wh-%/Y X

A \+"\ (V4 4t + g )it o b A AT & (wo - U 1YY
(A0 8t 4 B - AT W) P oo | (BL328)
© 42 3u
la condicibn es:
a
Vo 4+ ) = Wl (A.329)
X
En este caso h)b € [-3,3) para que (A.328) no sea cero.
Hay cinco regiones diferentes:
Cuando &)b £ (1,3) yv b [-3,-1)
T4 Wb ) o \ [ \
TE B by 1, +ldv g
v W) . , j (A.330)
) ”451“ - 5/4 —?ﬂzﬁ(\-wtdl -‘i(ii(wt-n\/’“ v

Cuando () =O, se integra sobre toda la zona.

Cuando (0,1] v (-1,0) /
Dy € W € (10 o e
2

( wb)/l' ! b) 2
f r*{[av /37(. ;+ dv du

Jf#%v{m-wﬁﬁl /A VU:QQ{Bu\“WW

o \ | !
- fc\v du T ldv (dul (A.331)
= (1-wg) = 42231 () o -

En (A.331) vw es solucxén de las ecuaciones acopladas -

W AU oY ’lLo——W - Z(UE--wb\r . Ademds () es la solu
cidén a la ecuacidn = 4723 — 3.
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Cara (111) de la red f.c.c.

T,L(aom - 4\ J‘ fi_ du dv

) \';’!"\/1} % M\\J‘? +UY + 2t (7¢'U+ul—wt,"zyl§/:.t;‘/\\_ —\5-13(\:[413\’/1
—

)X I\ ]
|| + (c + X ~wb—J£__+,_(_'/f1sz_ ~(wry wt ok L’,--_}l / \ J
|
|

(U4 + v + ey - A
| 8 14
. IfLifQ7§;+Zﬁi21321f%“ﬂ}~kub—”/1\“(1{U‘+741_i — g —ts | 2Y) ;
\‘14 FUT AU (T A wh =YL lur Ut —wb - e /27 E
7 1 )
< e U e 4 N 6 (e 4 21— o — 2y
Ty A - (A.332)
,.§_ | J v s le w o
Jo  J4uaa o
la condicidbdn es: b
1 _
(4 + wwﬁbkm U Wo - Y2) (n.323)

Para este caso (*)b € [(-1,3]. Agquf no se discute la con-
dicidn (A.333).

A.4 Densidad Local de Estados: contribucidn do

los estados -
de superficie,

14 2
AR H DRI L (N
‘ CY-YA
S R = 2o Tl foe ) d (a.a1)

Cara (100) de la red c.s.

La condicibn para la existencia de estados de superficie

0]
49

ﬂ<<1/L{o‘ (A.42)

Se define

2 2, (A.43)



Resulta que X & [-2,2] para que (A.41) seca diferente de
cero. Hay dos regiones diferentes:

®
si X g (0,2]
\
1 .
(A.44)
st X (-2,0)
—f . X+
| i 2
\§Q¥\:[Ei; /?(juplfY)k%; T}é%ﬁj Pfqﬁ?ﬁ?f72~fF3”i” (A.45)
'’ Cara (100) de la red b.c.c.
La condicién de existencia es:
——4Y U << Uol (A.46)
Sc define
!
7K.55(f§% (= Cos ‘é%%ﬁ\/l (A.47)
Resulta que X € [-1,1] para quef?s#o. Para este caso:
)

= _ A 4Y':x<5 4! 6% _ 2
Tilon= gy 3 X M) (1= )X

}
s (A.48)
% Sy (%) W= 2) (vt x2)ie

donde Sig(X) es la funcidn signo de X.

Para los sigulentes casos, no sc¢ hace la discusidn sobre
la condiciHdHn de existencia.
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Cara (100) de la red f.c.c.
La condicién de existencia es:

—TQTY(YL'¥WIN <i:\zLo\ (N.49)

= 4 Ao L
“fj\ W) = T Jf (1ol + 20 (u mm)( 20_} (z¢+m> Y

) -

o,
U :
LLLZ%‘”ﬁUELQCk+ 1v£ufﬁg/1.:ug(zv-7“ﬂﬁl~ﬁ(“ bk hlaqu)Xj(#k
12 B (- g e ) )
‘ (A.410)

Cara (110) de la red c.s.

La condicién de existencia es:

+ 2 <<Uo|. (A.411)
I

\
s V1 - 20 4t
_fj“‘) )= IR (A/a (1) QYV)( : J) 1= ’Z{o— X

_&(mS_thzo/zY - 2Y /7, U da A
— ) (1 gL

(A.412)
Cara (110) de la red b.c.c.
La condicién de existencia es:
_-X:YYL‘<;\QO)
\ | ) (A.413)
S -~ ' A\‘l B T i
Clws) - M g (Vo 220 07 w20 10700 S )
(LUEB A . /
] 18| S E ),

- \}/ 1
X U= (= Uwg +2o/ay) [ + Y% /22, + 2] L) de du
\“M”“(“Wﬂwll“lw(iﬁws+ ©VJ 2 + %Y fae + 2, |72
(A 414)
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Cara (111) de la red c.s.

La condicién de existenclia es:

Y v ur + v \”l< |\ Uo

(A.415)
] w ! 27
59 l/ { z V47 1) /?_ ._S
Ty = 2 g (Mmo\—-z\((ufuu»wq-jl(“@ T+ )
3 \1\ | CD% E— — \ -_K"/;':O /l

y . (9, { \
X (1~ Wl al) Sty - L0 )} Ly gy

& (Ve 2% (= 202N o,

e B U
+ J 2 [
o 422 -3 (A.416)
Cara (111) de la red f.c.c.
La condicidén de existencia ¢s:
| 3 \sz/ - ) )
=200+ + ) T Vo] (A A17)
<, ;f I U ‘ J/\ﬁz
_1) q@ | Iy A (4, oo 7.) l,kl :
SAWs) = 1V | 232 QX0 +uV+UT )
" WU 20 g+ 2wy +28) 7 X ( 2 - |
A \AY\ ‘[hJJ[ (\ol ZY ) Uo /

-1

( 2 2 , , S T TR
= AUV TN g+ tuy 32 1) Mo/ 4Y = 3 [ v 2y 4 20 ) lQu
: uUs =22yl (=22

\ Vl U \1
A J ‘l e (7.418)
O

AN LN
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