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----------------------------------RESUMEN e l 

RESUMEN 

Hasta hace pocos años, los métodos experimentales para el 
crecimiento de cristales eran técnicas empíricas para las que no se 
disponía de apoyo por parte de la teoría. Una teoría, tendría como 
propósi to, proporcionar al físico experimental curvas de perfiles de 
temperatura, de velocidad de transferencia de la interfas , de calor s 
latentes , etc. que le permitan, en lo posible, la alternativa de pod r 
predecir el experimento o establecer las condicione experimentales 
óptimas para realizar un buen crecimiento y aumentar la probabili­
dad de obtener cristales de buena calidad. 

El propósito de esta tesis, es el estudio teórico del método d 
Bridgman- Stockbarger para crecimiento de cristales , en una apro­
ximación unidimensional, con el objetivo de proponer un modelo 
matemático que describa la posición de la interfase sólido - líquido 
en función de los diferentes parámetros experimentales que e tán 
directamente relacionados con la velocidad de crecimiento cristalino, 
el acoplamiento térmico entre la carga y el horno , etc. 

En el modelo se supone que la temperatura en un cilindro sólo 
es función de la coordenada axial. 

La solución de la ecuación de la distribución de la temperatura , 
en un cilindro infinito, permitirá obtener curvas de perfil de tem­
peratura, en función de la posición de la interfase sólido líquido , y 
curvas con diversos parámetros del sistema que serán de utilidad 
para tratar de predecir un buen experimento. 
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CAPITULO 1 
INTRODUCCION 

La gran aplicación tecnológica de materiales semiconductores 

(Ge, Si, CdTe, GaAs , etc.) demanda que dichos materiales sean de 

la más alta calidad para que cumplan adecuadam nte sus funciones 

al aplicarse en la fabricación de dispositivos electrónicos. e han 

desarrollado varios métodos de crecimiento para formar cristales que 

pueden satisfacer estas condiciones [7]. 

Dentro de los diversos métodos que existen para el crecimiento 

de cristales están los que se crecen a partir de un sólido, d un líquido 

o de un gas. Los métodos que parten de la fase líquida son favora­

bles para obtener cristales grandes y de muy buenas características 

pues el crecimiento se lleva a cabo mediante el enfriamiento contro­

lado de la muestra. Dentro de estos método de crecimiento e tán 

las técnicas de solidificación direccional o de Bridgman- tock barger 

(BS) y la de Tiramiento o de Czochralski [1,2,3]. 

El crecimiento de cristales por el método de Czochralski se lleva 

a cabo a partir de una semilla que se sumerge en un fundido y se 

saca girándola y jalándola hacia arriba, trayéndose con igo el fundido 

--------- --------------- - ------' 
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----------------CAPITULO 1 • 2 

que se va cristalizando. Una de las principale desventajas de esta 

técnica es que el fundido se contamina con facilidad. El uso de 

esta técnica, para la producción de cristales simples, está basada 

en su simplicidad y su aplicación a un amplio rango de material s 

como son metales puros, aleaciones metálicas, compuestos orgánicos 

e inorgánicos y principalmente materiales semiconductores. 

El método BS es el proceso más favorable para el crecimiento 

de cristales , ya que se puede aj ustar el gradiente de temperatura 

independientemente de la posición de la interfase. De aquí, que ea 

este método, el más adecuado para el crecimiento de cristal s de 

CdTe, en comparación con el método de Czochralski [1,4,5]. 

La técnica BS consiste en colocar el material que e desea 

cristalizar en un ámpula dentro de un horno [2,6] (fig.1). Este horno 

proporciona el control del gradiente de temperatura, cuya variación 

va de 'Il¡ (superior al punto de fusión de la muestra) a 'Fe (menor 

que el punto de fusión de la muestra) . El ámpula, que contiene la 

muestra en forma policristalina, es transportada entre las regiones de 

calentamiento y enfriamiento, para lo cual debe existir acoplamiento 

entre la velocidad de transporte del ámpula y el transporte de la in­

terfase sólido- líquido. Debe tenerse control sobre la velocidad de 

descenso de la muestra para evitar la formación de granos que d n 
al cristal crecido una mala calidad. 

En esencia, esta técnica produce la nucleación en una interfase 

sólido-líquido por medio de una cristalización en un gradi nt de 
temperatura. 

- -------------------------"" 
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En el método BS , el perfil de la interfase sólido- líquido y la 

posición de ésta se determinan por la transferencia de calor y, espe­

cialmente, por la dirección del flujo de calor cercano a la interfas 

[7]. En cualquier arreglo experimental el gradiente térmico radial 

inducido experimentalmente, es producido por los siguientes efecto 

en el crecimiento cristalino [8]: 

a) Por el flujo de calor hacia dentro de la zona de calentamiento; sto 

es, hacia el interior del fluido sobre la parte superior de la muestra , 

produciendo una curvatura convexa en la int rfase. 

b) Por el flujo de calor entre la muestra y el crisol, al nivel d la 

interfase, debido a la diferencia entre las concavidades térmicas de 
las fases sólido- líquido. 

El gradiente de temperatura, en la vecindad de la interfase s 

un factor importante en el análisis experimental y es determinado 

por los efectos anteriores, donde la posición y forma de la interfas 

pueden ser ajustadas mediante cambios de temperatura que debe 

tener una distribución simétrica a lo largo del horno [8,9 ,10]; además, 

se tiene que el perfil de la isoterma es cóncavo cuando la evacuación 

del calor radial se produce al nivel de la interfase [11], determinando 

así la sensibilidad de la posición de la interfase en istemas dond 

el número de Biot es pequeño. Este número es una medida directa 
entre el acoplamiento de la carga y el horno. 

La optimización del gradiente de la temperatura juega un pa­

pel determinante en la perfección cristalina, produciendo una baja 

densidad de dislocación y de defectos estructural s en el cristal. 

Para materiales semiconductores, como es el caso del CdTe, se 

tiene que la conductividad térmica del fundido (kl = 2.0 cmU:
K

) S 
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mayor que la del sólido (ks = 1.0 c:K) ' produciendo un desplaza­

miento de la interfase hacia la zona de enfriamiento, g nerando un 

perfil cóncavo, y convexo, cuando el desplazamiento es hacia la zona 
de calentamiento [1]. 

Experimentalmente se presentan factores que influyen en la 

cristalinidad y que determinan la calidad de los cristales de CdTe 
[1,9]' estos son: 

- Gradientes térmicos bajos « 10° K / cm) para obtener mu s­

tras con regiones monocristalinas grandes. 

- Las regiones de calentamiento y de enfriamiento están carac­

terizadas por un incremento en el número de granos con fron teras de 

fase concavas y/ o convexas debidas a efectos de frontera del cristal. 

Generalmente se prefiere un perfil de la interfase plano. Si e to 

no es posible experimentalmente , se considera que un perfi l convexo 

es preferible a uno cóncavo, pues éste está asociado con una a lta 

incidencia de policristalinidad [3]. 

Los perfiles de la interfase, observados experimentalmente, re­

velan un alto grado de convexitividad o concavidad, dependiendo 

de su posición axial [1]. Las condiciones de crecimiento del CdTe 

son mejores en las regiones intermedias; es decir , regiones cercanas 

a la frontera entre la región del calentador y del enfriador. En esta 

región el perfil de la interfase se caracteriza por tener una curvatura 
muy pequena. 

Para el crecimiento cristalino del CdTe, mediante el método de 

BS, se propone que el ámpula que contiene al cristal ea lo más largo 

• posible para reducir efectos de terminación del cristal [1]. 
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P ara hacer el análisis teórico y determinar la influencia que 

ejercen los diferentes parámetros térmicos del sistema de crecimiento 

B S, sobre el crecimiento del CdTe, se tiene lo siguiente: 

- Influencia de la variación del número de Weber, Wb. 

El número de Weber es la razón entre el calor latente de fusi ón 

y el calor requerido para aumentar la temperatura de Te a TJ!: 
Wb = c)~7~T;.) ' En un arreglo experimental ra rament se cambia 

este número pues Te y Th están fijos de antemano . 

- Influencia de la variación del número de P éclet, P e. 

El número Pe expre a la razón de transferencia de calor aXI­

al en la carga debida a la velocidad de descenso del ámpula. Un 

incremento de Pe (velocidad de crecimiento cristalino), trae como 

consecuencia un descenso del gradiente de temperatura , i . la inter­

fase se mueve a través de la región de enfriamiento: P e = viCp . 

A este número se le ha asignado un valor discreto, asociado con las 

características del CdTe, a fin de determinar , en forma cuali tativa, 

• la posición que ha de tomar la interfase. El valor de la velocidad s 

pequeño a fin de generar una mayor estabilidad en la posición de la 
interfase. 

- Influencia en la variación del número de Biot , B i. 

El número de Biot es una medida directa del acoplamiento 

• térmico entre la carga y el horno: B i = \R. El intercambio de 
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calor entre la carga y el horno , para las diferentes zonas del sistema, 

es descrito por el número de Biot a trav' s de los coeficientes de 

transferencia de calor, h. 

- Influencia de la variación de la razón de conductividadcs térmicas 

para el líquido y sólido, K. 

La ra:¿ón K expresa la razón de conductividades térmicas del 

líquido y del sólido: K = ~. K es mayor que la unidad para 

materiales semiconductores, mientras que para metales es m nor 

que uno. Para el CdTe, la razón de las conductividades térmica es 

2 [1]. Las diferencias en la razón de conductividades tienen una gran 

influencia en la curvatura de la interfase. 

El control de los parámetros involucrados en el crecimiento de 

cristales, en este caso CdTe, contribuye a revelar la po ición de la in­

terfase y por lo tanto su perfil en el proceso de crecimiento cristalino 

mediante el método BS [1, 5]. 

Recientemente se han hecho varios esfuerzos para modelar el sis­

tema de crecimiento cristalino BS. Entre los trabajos notables está 

la serie publicada por Wilcox et al, en los que se analizan los efectos 

de varios parámetros adimensionales sobre la distribución radial y 

axial de la temperatura en la carga [9 13]. En el modelo se d -

precia la convexión en el fundido y se supone que sus propi dades 

físicas son las mismas que las del cristal. El modelo empleado es 

bidimensional y no produce resultados analíticos simples. La con­

tribución más importante de esta serie es la sugerencia de introducir 

una región de control de gradiente (o región del aislante) que pro­

porcione el control del flujo del calor, cerca de la interfase, requerido 

para el establecimiento de gradientes de temperatura. 
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Anteriormente , Tien [14] había desarrollado un programa de 

computadora que calculaba la forma y posición de la interfase de 

naftaleno usando mediciones de la temperatura en las par 'el s de la 

carga. La desventaj a de este método es que es difícil de gen ralizar 

y de obtener penet ración física del experimento. 

En 1981 C. L. J ones ct a l [15] usó un método el sarrollado en 

el Centro de Tecnología Philips. En este método se usaron análogos 

eléctricos para modelar el comportamiento térmico de un sistema de 

crecimiento BS . Los análogos eléctricos eran la corr iente eléctrica, 

que simulaba el flujo de calor, y el voltaje, qu simulaba la tem­

peratura. La conducción de calor era descrita por una red de re­

sistencias, la radiación por un voltaje controlado por resistencias y 

la capacidad calorífica por capacitores . Con este modelo se obtuvo 

una distribución de temperaturas en un, horno vacío , similar a las 

calculadas o medidas . Se obtuvieron resultados el la dist ribución de 

temperaturas en el horno para difer ntes condiciones ele crecimiento 

cristalino. En 19 4, el mismo autor [16], usando 1 mismo mod . 
lo, calculó perfile de isotermas dentro de un horno d e crecimiento 

cristalino B S. 

Fu y Wilcox [17], en 1980 , realizaron un aná lisis bidimensional 

de transferencia de calor en el método BS . Este análisis se hizo para 

determinar la influencia del esp sor del a isla nte n la estabilidad d 

la forma y posición de la interfase y del gradient ' d ' temperatura. 

En 1984, C. E. Huang ct al, usando el método de amilisis finito 

[3], calculó la distribución de tensiones en un cristal inducidas por 

la distribución de temperaturas y por los cambios 'n ,1 gradient 

de temperatura. Se asoció una interfase cóncava al h 'cho de Lener 

tensiones muy a ltas en una región d gradiente d(' t<'lll jWra t 11 r;¡ lIní 

forme. 
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El objetivo de este trabajo es ,1 de desarrollar un modelo 

matemático de un sistema de crecimi nto cristalino n una apr Xl­

mación unidimensional, con el objeto de proporcionar curvas de la 

posición de la interfase, con respecto a los diferenLes parám Lros 

térmicos d el sistema de crecimiento BS a fin d' obt ner infor­

mación que será de utilidad para predecir un experim 'nto que p '1'­

mita obtener un buen crecimiento del crista l. omo se mencionó , 

éste será mejor si la interfase se encuentra cercana a la front era enLre 

la región del enfriador y del calentador [1]. 

En el capítulo Ir se describe el análisis maLemático de la Lécnica 

BS para el crecimiento de cristales, usando un modelo unidim 'n­

sional. Este modelo es capaz de predecir las variaciones axial 's d ' 

temperatura, debidas al movimiento de la carga, la cual s' dcLer­

mina por la posición de la interfase, como función de los dif 'r 'nL 's 

parámetros que intervienen en el crecimiento d 1 cristal. 

En el modelo se emplea' la ecuación de Lransferencia de calor 

para un cílindro recto e infinito con propiedades isotrópicas cons­

tan tes. Se resuelven los casos de un sistema simple, i.e. sin aislanLe 

y el sistema a l que s le ha incorporado un aislante . 

En el sistema sin a islante se considera el aso más simple, ,1 

cual sólo consiste de el fundido y el cristal. -< sLe sisLema es ,1 más 

sencillo de ana liza r matemát icamente. 

En el caso en 1 cual se considera el sistema con un aislan Le, s(' 

tiene un modelo que se acerca más al real; aunque se siguen con­

siderando las mismas aproximaciones que para el caso sin ai:lanL(' . 

En el capítulo III. presentamos las gr;Ulcéls oht (·llid ;l .... d(· I()~ 
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cálculos realizados , así como de los resultados y su análisis. 

y finalmente , en el capítulo IV , se dan las conclusiones corres­

pondientes a los sistemas sin aislante y con aislanL ' . 
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CAPITULO 11 
ANALISIS 

MATEMATICO 

En este capítulo describiremos el análisis mateméÍtico requerido 

para el crecimiento de cristales mediante el método BS. Se resuelve 

el caso de un sistema simple y el de un sistema al cual se le incorpora 

un ais~ante, con lo que se estará en condiciones de d cic.lir cuál de 

los dos genera las mejores condiciones de crecimiento , dependiendo 

de la posición en la que se encuentra la interfase. 

E l estudio cuantitativo del crecimiento vertical se consigue usan­

do la ecuación de transferencia de calor para un cilindro recto e 

infinito con propiedades isotrópicas constantes y calor laLente d e 

fusión despreciable. La ecuación diferencial para la dis tribución d e 

temperatura , en estado estacionario, en coordenadas cilíndricas es 

[9] 

() ( I ) 
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donde: 

k es la conductividad térmica 

p es la densidad 

Cp es la capacidad calorífica 

r es la posición radial 

z es la posición axial 

y V corresponde a la velocidad de crecimiento. 

En el caso más sencillo , consideramos una región del cilindro 

mantenida a temperatura constant n y otra a temperatura Te·, que 

llamalllos a la' temperatura del calentador y del enfriador respec­

tivamente. Ubicamos el origen, z = O, en la interfase calentador 

enfriador. 

Las condiciones a la frontera para este sistema son: 

Si z 00 la temperatura del cilindro tiende a la temperatura 

de enfriamiento: T 'Te 

Si z-----+ - la temperatura del cilindro tiende a la temperatura 

de calentamiento: T -----+ 1]1 



- - ----------------------------------------------~ 

-. 

• 

• 

• 

APITULO II • 13 

8'f' 
Además , en r= O existe sim tría axial; esto 'S, ¡-JI' = 0 

Para z > O en r = R se toma en cuenta la transferencia radial 

de calor, por unidad de área, a la superficie del cilindro; HtO es, 

- l.; ~;. = hc ( T - Te) 

Para z < O en r = R tenemos - Á; ~;. = h/¡( T - T;J 

Los hj son los coeficientes de transferencia de calor , que se con­

sideran constantes dentro de cada una de las zonas del sisL ma. 

En la interfase líquido sólido, la temperatura. y la deriva.da son 
'. rr _ rr (8T) _ (8T ) contInuas , o sea, L - .1 _ Y 8z + - 8z _ 

La diferencia de temperatura ntre la carga y el criHol ocasiona 

que el perfil de la curvatura de la interfase no sea plano. Pa.ra 

materiales semiconductores cuya conductividad térmica del fundido 

es mayor que la del sólido, la carga es enfriada por el crisol y por 

con iguiente la curvatura del perfil de la interfase es cóncava. Este 

fenómeno es observado al resolver la ecuación (1 ) cuya, solución son 

las funciones de Bessc1 [a ] . 

Para simplificar nuestro modelo es nec sario hacer una aprox i­

mación unidimensional d la ecuación (1 ) , da,do que sLa aprox i­

mación describe de manera adecuada las varia iones exp ' rimenLales 

de la temperatura axial [12]. El modelo unidimensiona.l considera 

sólo transf ren ia de calor axial de la carga; 'sto significa qu ' la. 

temperatura, dentro el e la carga, no es una función del radio del 

cilindro. 

Considerando los efectos que prod ucen los di kn'n l('s pil rit m e ! rus 

térmicos al crecer un cri stal mediant e el U S () dI ' lil I ('C'lliC'; l US . ;-,\ ' 
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presentan las aproximaciones del modelo, en el cual sólo se considera 

la distribución axial de la temperatura. 

E tos efectos son: 

a) La t ransferencia entre la carga y el horno es descrita por 

medio de los coeficientes de transferencia de calor h )) que son con­

siderados constantes dentro de cada una de las region s n las qu e 

se divide el sistema. La región del a islante se consid 'ra adiabática; 

esto es, he = O. 

b) Las conductividades térmicas en el sólido y ' 11 el líquido se 

suponen diferentes y constantes . 

c) La longitud de la carga 

considerada térmicamente infini tao 
suficientemente grande para ser 

La aproximación unidimen ional de la e uación (1), n forma, . 
general , en la que se desprecian las variaciones radiales de t 'mpera-

tura de la carga, es 

_rf2_T _ _ v,_pC_p dT _ ~(T -
dz 2 k dz Rk 

7;L1II ) = o (2) 

--------



• 

• 

• 

APITULO Jf • 15 

qu e puede escri bin; en forma adimensiona l como: 

donde 4) es la temperatura genera li zada y ( = -n' En la ecuCLción (2) 
Yam es la temperatura ambiente y es igual a Te. para, la n .. ')!; ión fría , 

Ya para la región del a isla nte y a n para la región cali nt '; P c 's 

el número de P éclet (P e = \fPZpR); P c, corresponde al nÚmero de' 

P éclet para el caso ' n que la. muestra se encuentra en esLad u líqllido 

y P es cuando la mu stra está en estado sólido; Bi es el nlt mero d(' 

Biot: Bi/¡ si el ámpula se ncuent ra en la región d ,1 calentador y n i l" 

si está en la región del enfriador [l ,G]. Se onsideró qu' la difusión 

t érmica ( p~p ) es la. m isma. en el crisol pa.ra el sólido y el fundido. 

El primer t érmino de la ecua ión (3) r 'p l"CS 'nta la cond ucción 

axia l de calor dentro de la carga, el segundo término es la convexión 

axia l d e calor debida al movimiento de la carga con una veloc idad 

V y el tercer términ o explica el in tercambio de calor 'nt r(' el horno 

y la carga [6]. 

L a soluci ón general d e esta ecuación está dada por: 

(4 ) 

con 

donde C, y C2 son constan Les. 
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Tomando un sistema sin aislante y considerando que el ámpula 

viaja a través del horno, se distinguen dos casos que dependen de 

la localización de la interfase. Esta puede estar o en la región d 

calentamiento, o bien , en la zona de enfriamiento. 

E xisten tres soluciones diferentes de la ecuación (3 ) pétra cada 

uno de los casos mencionados. Consideramos el caso en que hay una 

discontinuidad en la frontera formada por la región fría y la región 

caliente. Esta frontera (z = O) será el punto de referencia para tomar 

la posición de la interfase; tal como se muestra en la figura 2a. 

Para el caso en el cual se incorpora un aislante al sistema entre 

la región fría y la región caliente (anchura 2b) , la interfase pued 

localizarse en la región caliente, en la del aislante o en la región fría. 

Cada una de estas regiones se describe por la forma apropiada de la 

ecuación (3), con los número de Biot , Peclct , etc. adecuados él cada 
. , 

reglOn. 

Para este caso hay doce soluciones a la ecuación (3), que cor­

responden a las tres localizaciones de la interfase y él las cuaLro 

soluciones por cada localización. El punto de referenci a (z- O) para 

tomar la posición de la interfase (~) es la frontera entre la región 

caliente y la del aislante, figura 2b. 

El ámpula tiene un radio R y la posición de la inLerfase se 

considera positiva hacia abajo y negativa hacia arriba del punto de 

referencia. 
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Figura 2. Diagrama de las posiciones d e la int erfase' ('IJ <,1 ~ i S t.( ' ltl ;\. 

a) región fría, b) región calionr(' . 
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11.1 SIS EMA SIN J\ ISI ANTJ'~ 

El consid erar un sisLema sin aisbnLe ('S d ebid o a la. C()Il\ '('ll i c' ll cia 

de LraLar el problema de la m an ra 1TI (Í,s sencill a ;1 ¡in de ' p()d(' J' ('stll 

dial' el comporLamienLo de la posición de' la in Lerfas(' COIl J'( 's l)('cLo a 

los d i fere ntes p ar rim cl ros del sisLem a. 

P;ua el caso de Ull sisLem a sin aislanLe. ('J1 el cllal la illt (Tfas(' ('s(,; i 

en l a r egi ()]1 d (' ca lenLamienLo, hacem os las ¡..; ig ll i(' lll('S <!( '/i lliciol1 (,s : 

a) La regiól1 1 esL;·Í, locali zada n t r c la in(' r fa¡..;(' ::. 

h) La región 11 enLre la inLerfas z ."; 
7? .v /; (). 

e, La región 111 se ('llcucnLr a n!'e' ,/, () Y /; 

I So1 ido 
'l' ¡ 1 ~;/j Iz () 1 ] 

I 
- -- -1 

Te I 
1 1 J 

V 

Fig ura 3. Pos ición d e la interfase e n la Z 0 11 il d e' ca]<'ll!; tl !! 



• 

• 

C¡\YITULO II • I~) 

1 ara el ~egundo caso, 'u ando ('1 ,l.lllpu la ha sido Lrallsj)orCada;\ 1 r;\\'(',S 

del horno, la interfase se locali za ell la zona de (' lIl"riallliell( : (' Il LO Il C('S 

a) La región 1 se encllenLra sobre z () 

b) La región 11 enLre z O y la illL('rfas(' :: 

e) La reg ión 111 debajo d(' la inl erfasc, 

r 
\ 
\ 

, " I ) 

\ 

¡ 

1.' , ' 
" 

,c; 
/( 

Figura 4 , Po. ic ió u d e la inte rfase en la ZOlla dC' ('11 f'ri allli (' llf o, 
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Por simplicidad se hac n las siguientes suposiciones: 

Las temperaturafi d calentamiento (n ) y de 'nfriamienLo (7;.) son 

constantes; el s istema está en estado cuasi estacionario; el inLercam­

bio de calor entre el horno y el ámpula estA descri to por el número 

de Biot (B i = lit): Bi" para la región cali ente y n ie para la región 

fría. Las conductividades térmicas son constantes pero diferenLes en 

cada región. El número de Peclct es igual a P c/ para la parte líquida 

de la carga y a P ('s para la parte sólida. 

Consideremofi entonces el primer caso, en el ual la. inLerfasc se 

localiza en la región caliente . 

Con las SUpO:;;lClOnes antes mencionada,s, la.s condicion 's a la 

frontera para la ecua ión (3) on: 

i) La temp ratura efi continua entre todas la:;; r 'giones , j.e. , 

Trr(O) = T/I/ (O) 

ii) El gradiente de temperatura es conLinuo enLre las diferentes 

regione:;; el 1 istema; esto es, 

(
dT¡¡) _ (:!J1..u) 
d- --'-- ~ - -'- - -'-_ !'" - -r- H IL_ - r- R 
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iii ) El balance de calor en la inL rfase está dado por [7]: 

(dT¡r) (dT¡) - ks -- = - kl - + VpL1lf¡ R 
dz s dz s 

-7/ -7/ 

(6) 

donde ¿jH¡ es 1 calor latente de fusión por unidad de masa. 

Usando las condiciones a la frontera se resuelve la ecuación (3), 
para cada una de las regiones , y obtenemos. 

// m' z TrI! = ~ e /..< + Te 

donde: 

<z< 

_!i<z< O 
Il 

o < z 

La solución de la ecuación (3) , para la región cal ¡<' Il I (' (;: < 

está dada por la cuación (7a) . 

(7a) 

(7b) 

(7c) 

l.; 
\ 

1.' J. 
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Con esta expresión de la temperatura podemos calcu lar el valor 
. ~ de la temperatura de la mterfase 'T¡; sto es , T¡ (- H) - Ji. 

Usando las condiciones él la front era se obti ne el siguiente sis­

tema de ecuaciones 

( ) 

/ + / /1 I - O el m is C1 m2s - (--2 T~s -

D efinimos la temperatura de man ra adim 'nsional , como: 

T - 7;. 
cJ) = ---

'Ih - 7;. 
(9a) 

E l número d Weber [3] define a l calor latente 

(8lJ) 

R esolvemos el sistema decuaclOnes ( ) y obtenemos , para (' , 

la expresión: 

111 "2_ ) 1 ! 1) 
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sando las definiciones (9a) y (9b) se obtiene la expr('sión para 

la posición de la interfase - ~ en función de los parám tros del sis­

tema. 

( j 1) 

Para el otro caso, en el cual la interfase se encu ntra. en la. región 

fría , las condiciones a la frontera para las soluciones de la. 'cuación 

(3) son: 
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a). - 1/ (O) = T[[(O) 

c) . - El balance de calor en la in Lerfase está dado por 

_k
s
(d1/rr) = _k/(d1/¡) 

dz s dz. 
H H 

Vp¿j.J-fJ n ( 12) 

La solución de la ecuación (3) para cada región , cuando la in­

terfase se encuentra en la región fría , está dada por 

rr miz rr 
.L{ = Cl e 11 +.Lh <z< o 

s O<z<-n 

f¡ <z< 

(13a) 

(l3b) 

( 13c) 

Usando las condiciones a la frontera correspondientes a st, 

caso , se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

( 14) 
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Resolvemos el sistema para el dl , ~ y~. Usando ~ y las 

definiciones (9a) y (9b) Y haciendo TrIl(s/R ) = Ti se obti ne 

(15) 

Las ecuaciones (11) y (15) se resuelv n usando 1 método 

de Newton- Raphson para encontrar la posición de la interfas en 

función de los diferentes parámetros del sistema . 
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11.2 SISTEI\1A CON AISLANT 

En es Le caso se ha introducido un aislanLe enLre las reglollc's 

caliente y fría. E l espesor del aislante es 2b. El propósito de esLa 

región es controlar el flujo d ' calor cerca de la interfase y esLable 

cer los grad ientes térmicos deseados [6]. La estructura (k l s isLe ma 

queda determinada por una reg ión cal i 'nte con LemperaLura '///) 11Ilil 

región con aislante a Lemperat ura '1('[ y una región fría COl1 tc 'm pe­

réltura Te . La descripción del sistema se hace p or mc'dio del modelo 

unidimensional, en donde la frontera entre la f( 'gión calic'IlLc.v ,1 

aislante (z = O) será el punLo de referencia para lJ1ee! i]" ];\ p osición 

de la interfase (~)) figura (5) . o existe in tercambio de CilIo]" <'I1Lr ' 

el horno y la carga en la región del aislante; es to es . JJ i (; O. 

E l análisis se hace para las tres regiones en las que se' puede' encon­

trar la interfase. Estas son la región caliente ) la. cid aislanLe V la 

fría. El sistema es dividido en cUélLro regiones, en donck ex iste ulla 

solución para cada una de ellas, provenientes de la solución general 

1 ! .'1 !. I ¡ 

delaecurcióp;\.3) . 1 r--_ 02l-; -- -J. f- '~ 
i I l' 

I : I 
I 1 í,: \ ;- 1,0 ( 1 ~II , o _ _ • '1 1 

T!~~\-t<[I~~::¡, ni -1 
r\ \ s 1. ¡r, T .' h ! _. I 

Jl \ ~ 
i : .d ) 1 j el. ) 

I 
~ /)" /,/ 
. ~/ G ' '-V d 1 FIgura 5. e ome tna y coorde nadas u sa as ell (' 

T e 

I 

! 
1 
l. í 

1 

I 

i i : : 

'l ; l,;'1 LO¡)' 
~'---""-"\.......~"\./ "", .' , ; 

", - -o( I • ( o ( 

I 
1 

t 

modelo mate mático , d e un s istem a con a Ís lalltC' . 
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i) Interfase n la región cali ntc . 

En esLe caso la inLerfase líquido sólido se ' l1 cucll Lra dClltro dc 
la región caliente. 

I a región 1 se loca liza sobr' la inLerfase z - it- la 11 (' I1Lre la 

posición de la inLerfase z=- ~ y z= O, la 111 dentro de la í',O ll iL del 

aislante O < z < ~t y la IV en la región fría 'f, = ~~), figura (cj) . 

(1 1 1 

]JI 

Te 

IV 

Figura 6. Posición de la interfase n la zon a de cal n tamient.o 

para un s istema con aisla n te _ 
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Las condiciones a la frontera , para este caso, se pueden expresar 

como sIgue: 

TII(O) = 'IjII (O) 

'IjII( ~ ) = 'Ijv(~) 

( 1I1L ) - (dT¡u) 
dz Z= ~ - dz z=~ 

(c) El balance de calor en la interfase está dado nuevamente por la 

ecuación (6) . 

La solución a la ecuación (3), para cada una de las regiones es 

s 
- 00 < z < - -R 

'T' ¿' 7TLG Z + ,.Il ze7TLG Z + 'T'a J.. [II = I ~ J.. r 

donde: 

- ~ < z < O R 

O < z < 2b 
R 

2b < z < 
R 

1 I 2 . 1 
mI. = "2 [P S T (P oS + 8B~h )l 2 

(16a) 

(16b) 

(16c) 

(16d) 
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me = P es 

Usamos las condiciones a la frontera que corr spondcn a este 

sistema, se obtiene el siguient sistema de ecuacion s 

(17) 

Vpi1Hf R 

~ m 'l s + 0.rrv;,s - ¿{me - di = O 

Resolvemos el sistema de ecuaCIOnes (17) para n onLrar las 

constantes . Tomamos el valor de Ya como 
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(1 ) 

Puesto que la interfase se encuentra en la región calienLe, 

tomamos la expresión para la temperatura que orrespond él la 

región I y hacemos Tr ( - ~) = Ji. 

(19) 

Sustituyendo el valor calculado de CI llegamos a la expresión 

(20) 

(
2bm

e - "'2,) [( ') ( ) ( I ) 2b] ) / - 2 e R P es Wb mIs - rr11.s + mIs - m e m,e - ~s R 

- mI ~ (1 ) - mI ~ ( I ) ( ) 2b 1 - e .' R rr11.s - ffi2 s - C .' H me - ~s m e - 1f /f2s R 
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m s [( ) 2b ( ) ) ) m 2b 'TTIJ2s e- 2·'R me me - 'mI2s R + mI s - m2s e H 

La manera en que se resuelven las ecuacion s (14) y (20) es n 

forma iterativa usando el método de Newton- Raphson. S ncu n­

tra la posición de la interfase cambiando uno de los parámetros del 

sistema a la vez manteniendo los demás constanLes. 
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i) Int rfas en la región d 1 aislant . 

En este caso, la interfase está localizada dentro de la región del 

aislante (O < ~ < ~) . El ancho d la. región es 2b .Y la posición de 

la interfase está r ferida a la front ra entre la región el ,1 aislante .Y 

a l región caliente (z = O) . 

Las regiones del sistema se definen de la siguiente ma nera: La 

región 1 n la zona de calentamiento; la 11 entre z= O y la posición 
S s de la interfas z = ~R ', la lIT se encuentra. entr la i nLc'rfase z y 

z= ~ y la IV en la región fría z = ~r . 

Th 

-,- z 
I 
\ 

I\Jsl.~J)t 

J
)' 
'- r 

. _____ ~ -L 

¡ 2R 
I 

~I 
1 

! 
I 
I 

~--! 

I 

I Ll :uidn 
~ 
i 

-o 1 i o' , 

1 1 

111 

IV 

Figura 7. Posición de la interfase (' Il la ZOlla <1< ' 1 ;li!-·;lil ld .( ' . 

71· 
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Se resuelve nuevamente la ecuación (3) para ada una d las 

regiones del sistema y el sistema de ecuaciones resultant es 

'T' rI" ni z + 'T' .L1 V = ~ e 2s .Le 

donde: 

T11I2c = P s 

I 1 [ (2 rn~ = - P e - P e .. ~¿,. 2 s s 

<z<O 

s O<z<-n 

§... < z < 2b 
R n 

2b < z < 
H 

Las condiciones a la frontera para este sistema son 

(a) 1I(O) = 1I[(O) 

T/J[(~) = Trvnn 

( dT) = (1:1lY.) 26 T Z=~ dz Z=7{ 

(21a) 

(21 b) 

(21c) 

(21d) 
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(c) El balance de calor en la interfase está dado por 

- ks (d T¡[J ) = - kl (d T¡¡ ) 
dz s dz s 

R Ji 

VpLJI-I¡ R (22) 

Usando las soluciones (21) y las condiciones a la frontera se obti ne 

el siguiente sistema de ecuaciones 

el - d¡ = Tu - 'T¡¡ (23) 

Después de evaluar las constantes , encontramos la Lemp ratura 

de la interfase usando la expresión (21 b), evaluada en z = ~. Lle­

gamos entonc s a la expresión 

( 

(m IC S+2b,"Zc) 2b S 2b 
(1 - 2ifJ) = - e R K m '1l ['rrL2s ( f¡ - 11) - ?ll 2C'f¡ - J 1 (24 ) 
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Obtenemos una relación entre la posición de la interfase y los 

demás parámetros del sistema. El valor de ~ no pued despejars 

directamente , por lo que es necesario utilizar el método de ewton 

Raphson . 
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i) Interfase n la región [ría . 

La interfase se encuentra ahora en la región fría. Definimos las 

siguientes regiones: La región 1 se encuentra localizada en la región 

caliente, es decir en - z < ü; la región 11 n la zona del ais lanLc 

() < z < ~~, la región 111 en ~~ < z !ft y la r 'gión IV jusLo d bajo 
ele la inLerfase !i. < z < 

/? 

2R 

1 

Th 

11 

l\islante 2b 

1 
Líquido 

JII 

Te 
IV 

Figura 8. Posición d e la interfa e en la zona de nfriamiento 

para un sistema con aislante. 

-- ---------------------------------_.----
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Al igual que para los casos anteriores, se deben de cumplir las 

siguientes condiciones a la frontera: 

(a) T¡(O) = 'I]¡(O) 

T¡¡( ~) = T¡II( ~) 

(dT¡¡ ) _ (dT¡ll ) 
dZ z= ~ - ---¡¡z z= ~ 

(c) El balance de calor en la interfase está dado por la ecuación 

. 
_ ks(dT¡V) = _ kl(dT¡fI) + VpLlI-IJR (25) 

dz s dz s 
R R 

Con las condiciones a la frontera , para este caso, la solución él 

la ecuación (3), está dada para la región fría por 

T¡ = el e
mllz + 'Ill - 00 < z < O (26a) 

T[[ = dl e mlGz + ~zemlGZ + Tu 2b 
O <Z</I (26b) 

T¡fI = d{ e mlsz + di eTnr¿··z + Te 2b < z < Ji R ~ !{ (26c) 

Ti 0.' ni Z + 'E r v = e 2.. e 
s ¡¡ < z< (20(\ ) 
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Donde: 

me = P Cl 

1 2 8B';c)] ~ 'mI2t = 2" [P Cl - (P Cs b 

, 1 [ (2 )]1 m~ = - P e - P c 8Bic 2" .. - ¿ ,o 2 s s 

Dadas las condiciones a la frontera establecidas en esLa región , 

se calcula el siguiente sistéma de ecuaciones para alcular 1 valor de 

las constantes: 

(27) 

clrn'll - dime - 0. = O 

(I'k m m 2t R - e/II I . 11/' r Tl /2' Tí -'2 I 2l -"2 "'8 '28 () 
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Resolviendo 1 sistema de ecuaciones encontramos la expresión para 

di l
. Con esta constante podemos calcular el valor d la temp rartura 

de la interfase Trv(S/R) = T¡. 

LLegamos a la expresión que nos relaciona la posición d la 

interfase ~ y los parámetros termodinámicos del sisLema, sta x-
. / 

preSlOn es 

(2 ) 

- ( ~¡ - mc)(m,¡ - mG)(~)I) 

Para calcular la posición de la interfase en funcióll de 10:-: 

parámetros del sistema es necesario resolver las ('("uaciones (:27 ) 
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y (28) usando un método múmerico. En este caso empleamos el 

método de Newton Raphson . 

En el siguiente capítulo se hará una discusión de los resultados 

obtenidos en cada una de las regiónes descritas. 
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CAPITULO 111 

RESULTADOS 

El análi is matemático desarrollado en el capítulo ant flor y 

los parámetros termodinámicos corresp ndientes al CdTe gen ran 

una serie de gráficas, en las qu se analiza el comportamiento el 

la posición de la interfas con rBspecto a la variación de dichos 

p§Lrámetros . 

En principio, se quisiera estudiar la influencia de cada uno d ' 

los parámetros sobre la posición d la interfase. En este trabajo am­

biamos únicamente un parámetro a la vez, manteniendo los ciemás 

constantes. Este tratamiento no es exhaustivo, p 'ro indica la in­

fluencia de cada parámetro sobre la posición de la interfase. 

Escogemos un conjunto de valores que son característicos d e 

una gran variedad de sistemas, Estos son: 0 .0 < B 'ih < 2.0 , 0.0 

Bic < 2.0 , O < V\i < 2.0 Y O < P el,s < 0.2. e tomó la relación 

kl/ks = 2.0 de tal forma que la conductividad térmica. para el só lid o 

es ks = 1.0 W/ emo [{ y conductividad t 'rmica. pa ra. el líq1lido " , 

2.0 W/emo K .) que es característica del ciTe [l.7.] 2]. 
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La temperatura adimensional <Pi toma valores entre 0.65 y 0.81. 

De acuerdo al modelo descrito en el capitulo ant rior , s grafica 

la posición d la int rfase para los casos en los que el sistema está sin 

aislante y para el sistema al cual se le ha incorporado un aislant , 

que separa las regiones fría y caliente, cuyo espesor está dado p r 

2b/ R = 1.5 [7]. 

Se presentan todos los resultados en función de las cantidad s 

adimensionales mencionadas anteriormente: B i, P e, !(, etc; por lo 

tanto, se hará solamente una interpretación cualitativa d llos. La 

relación entre las variables físicas , dadas en forma dimensional, s 

mucho más compleja que la relación entre los parámetros adim n­

sionales; por lo tanto, sólo se discutirá el efecto de cada uno d · estos 

parámetros sobre la posición de la interfase. 
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111.1 Sistema sin Aislant 

Para el caso sin aislante, se grafica la posición de la interfa 

cuando ésta se encuentra o en la región caliente o en la región fría. 

muestra la influencia, sobre la posición d la int rfase, de la V"driación 

de cada uno de los parámetros manteni ndo los demás fijos. Estos 

parámetros son los que proporcionan mayor información para deter­

minar la posición de la interfase, haciendo que sea la más adecuada 

para un crecimiento cristalino , cuando ésta se encuentra cerca de la 

frontera entre la región fría y la caliente. 

a).- Interfase n la Región Caliente. 

En la figura 9 se grafica la dependencia de la posición de la 

interfase en función del número de Péclet correspondiente a la región 

solida Pes' Los valores de los parámetros empleados en esta gráfica 

son : {[J = 0.70, P el = 0.01, B ic = 1.2 !{ = 2.0. ada grupo d 

gráficas corresponde a los difer ntes valores del número de Weber , 

Wb = 2.0, 0.4 y 0.0 y de Bih = 2.0, 1.8 y 1.65. 

La posición de la interfase es desplazada hacia la r gión caliente 

a medida que Pes aumenta. Este efecto se obs rva t'lmbién al au­

mentar el número d Weber. El número de iot para la región 

del calentador influye decisivamente en 1 desplazamiento del punto 

del cual parten las curvas de po ición de la interfase (P ('.~ = 0.0); 

para valores grandes de Bih, las curvas comienzan más ad nt ro d e 

la región caliente. 

El desplazamiento de la posición d la interfa:-:e se ve rneno:-: 

afectado, al variar Bih , si el número d \ \Veber es grande ( W7, 
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2. 0) pues las curvas casi se superponen . Se observa que la influencia 

de Weber es mayor para valores pequeños de B ih ; sin mbargo, el 

desplazamiento hacia la región caliente no es tan pronunciado. 

En la figura 10 se grafica la posición de la int rfase - S / R con­

tra el número de P éclet correspondiente a la región líquida P('¡. Los 

valores de los parámetros utilizados en este caso son: ¿p = 0.70, PCs 

= 0.1 , B ic = l.2 , K = 2.0. Se hace variar el número de Web r 

Wb y el número de Biot para la región caliente B ih . El rango el 

valores del acoplamiento térmico en la región caliente va desde 1.65 

a 2.0. Los valores de los otros parámetros permanecen constant s. 

Para Wb = 2.0 el desplazamiento de la interfase es muy p queño 

para los dif rentes valores de Bih . Esto significa que el acoplamiento 

térmico entre el horno y el ámpula, para la región caliente no tiene 

casi influ ncia en la posición de la interfase si consid ramos números 

de Weber grandes ( Wb = 2.0). La influencia de Bi/¡ es mayor 

si tenemos Wb = 0.0, pues en este caso las curvas se separan n 

mayor grado que en el caso en que consideramos Wb = 0.4 y 2.0. 

1 número de P éclet para la fase líquida P C¡ influye muy po o en ,1 

desplazamiento de la interfase cuando Wb = 0.0. El efecto de P JI Y 

de B ih , sobre la p osición de la interfase, es mayor para números el ' 
Weber más pequeños . 

En la gráfica de la posición de la interfase - SI R contra ,] 

número relacionado con el calor latente Wb, figura 11 , dond ' 

también se hacen variar P CI Y B ih, se observa el despla:¿amienLo 

hacia la región caliente para números de Weber grandes. Los va­

lores de los pa rámetros que permanecen constantes son: ¿p = 0.70 , 

P Cs = 0.1 , B ic = l.2 !( = 2.0. Se varía B ih y P r./. 
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A medida que Bih disminuye se observa un desplazami nLo ha­

CIa la región fria del sistema. Para valores grandes de Weber el 

desplazamiento de las curvas para diferentes valores de P Cl Y B i
h

, 

es prácticamente el mismo. Si queremos manten r la int rfase r­

cana a la frontera calentador- enfriador debemos escoj r valores de 

Wb pequeños y números de Biot Bih y de Peclet P el p queños. 

Se puede concluir que si se tienen valores pequeños del núm 'ro 

de Biot y del número de Weber el crecimiento del cris tal es bueno, 

pues la posición de la interfase se mantiene muy c rcana a la frontera 

entre la región fría y la caliente, tal como se observa n las figuras 9 
y 10. 

b ) .- Interfase en la Región Fría 

La dependencia de la posición de la interfase S / R vs . P ('8 es 

mostrada en la figura 13, los parámetros que también se hac n varia r 

son Bih y Wb. Todos los demás parámetros p rmane ieron con­

stantes con los valores cP = 0-.81, !{ = 2.0 , Bic = 1.2 y P c¡ = 

0.1. El comportamiento de las curvas de la posición de 

la interfase para los diferentes valores de B i h es muy similar. La 

diferencia radica en los diferentes puntos de partida de las curvas. 

Para Bih pequeños (Bih = 0.4) las curvas empiezan más adentro el 

la región fría que para valores grandes (Bih = 2.0) . Al aumenta r el 

valor de P es las curvas son desviadas hacia la región cali nt . EsLa 

desviación es mayor a medida que el número de W ber aumenLa , 

para el mismo valor de Bih . Para números d Biot grandes la. inter­

fase se desplaza hacia la región caliente. La mayor desviación d ' las 

curvas, con números Bih iguales , se btiene para esLe caso, con Wb 
2.0. 

Cuando se grafica S / R contra Wb, figura J 4 . se apn'\lrt 

que el comportamiento de la posición de la in Ler f"as(' ('S Sillli -

--- ---- ------------ - - - -- - -
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lar a l de la figura anterior. Los parámetros que se mplearon 

en esta gráfica fueron: cjj O. 1, !{ = 2.0, P el 0.1 , 

B ic = 0.4. Aquí se hacen variar los párametros B i/¡ y Pr.
9

• 

P a ra el conjunto de curvas con números de Bif¡ diferentes , 

p ero iguales P es, las curvas presentan el mismo comporLamienLo. 

El desplazamiento de la curva de la inLerfase hacia la región ali 'nt 

aumenta con el número de B ih . Las curvas no comien:.~an en un solo 

punto ( Wb = O). Este efecto es debido a la variación del núm ro 

P es y cada curva es d esplazada hacia la región caliente a medida 

que P es aumenta. P ara P C8 = 0.05 Y 0.1 este el splazami nLo no s 

tan grande como cuando P 8 = 0.2. 

En la figura 15, donde se grafi ca la posición de la in Lerfas ' en 

funci ón del número de Biot B ih , se hace variar también Wb y P s. 

Los valores usados pa ra esta gráfica fueron los mismos que para las 

gráficas anteriores. e observa que la interfas se desplaza ha ia la 

región caliente a medida que aumenta B ih . Este desplazami nLo s 

más notorio a medida que aumenta el número, d Weber. Las urvas 

convergen a un solo punto a medida que B i/¡ tiende a cero. Ex isL' 

una superposición de curva pa ra los valores ele Wb = 0.0 y 0.4 con 

P es = 0.1 Y 0.2. 

n la figura 16 se grafica SI R en función el' P elo Los parám tros 

que se hacen variar en este caso son P es y Wb . El despla¿;ami nLo 

que sufre la curva hacia la región caliente es más notorio para valores 

de Weber y de P éclet grandes ( Wb = 2, P es - 0.2). Para todos los 

demás casos el desplazamiento es mínimo e in l uso algunas curvas 

se superponen. 

En general, para que la interfase s' encuc'nLrc más ("(' rGl.na C1. 

la frontera entre la r gión fríél y cal ienL ' se neces ita, quc' a ·IJ. fJ ( , y 

PCl sean p equeños , para el GtSO en el cual la ill ( 'r fa~c' ~(' ( ' 11('1\( '111 ril 
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localizada en la región caliente. 

Cuando la interfase esta en la región fría es necesarIO Lener 

valores de Bih ,Wb, P el Y P s grandes para que la inL rfase esLé 

más cercana a la frontera entre la región fría y la región cali nLe. 
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111.2 Sistema con Aislant 

En esta sección se estudia el sistema a l qu se le ha inLroducido 

un a islante entre la región fría y la caliente. Se analizan los Lres 

casos por separado: uando la interfase se ncuenLra en la región 

calien te, en la región fría y en la región del a islanLe. 

a).- Interfase en la Región Caliente . 

En la gráfica de la figura 17, en la que se grafica la posición 

de la interfase - SIR contra el número de p ' clet P el, se observa 

que la influencia de la variación de P el sobre la posición de la inL r­

fase es mínima, para valores grandes de B ih . Cuando Bih es más 

pequeño (B ih = 0.4) la interfase se desplaza hacia la región cali nLe 

y el número de Weber influye más fuertement sobre es t desplaza­

miento. Para B ih grandes , la interfase se encuentra más cercana 

a. la región del aislante y las curvas, para los diferenLes valores del 

número de Weber ( Wb = 2.0, 0.4 Y 0.0), casi t ienen el mismo valor 

en todo el rango de valores de Pe¡ (O < P el < 0.20 ) . Es Lo indica 

que la influencia de P e, sobre la posición de la interfase, para B ih 

grandes , es mínima cuando la interfase se encuentra localizada en la 

región caliente. 

La posición de la interfase - S IR contra P ('8 se muesLra en 

la figura 18. Los parám tras que s hacen var iar son Bi/¡ y 

Wb. Cada conjunto de gráficas tien B i/¡ consLanLe. A me­

dida que aumenta el valor de Bih , la posición de la inLerfase 

es desplazada haci a la r gión del a is lante; mienLras q ll(, ,ti a 11 · 

mentar P es, é ta se desplaza más adenLro de la r('gión calient (' . 

La influencia del número de Weber es pequeña cllil,nc!o ~(' c()!lsid('l"illl 
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valores de B ih grandes (B ih = 2.0 Y 1.2); mientras qu para Bih = 

0.4, un aumento en el valor de Wb provoca que las curvaH estén más 

desplazadas hacia la región caliente. 

En la gráfica de la figura 19 , en la que se grafi.ca la posición 

de la interfase - SIR cont ra el número de Weber Wb, s observa. 

también la influencia, sobre la posición de la interfase, de B1·" y Pc/. 

La variación que experimenta la posición de la interfase, a l variar 

el número de Weber , es mínima para valores de Bi/¡ = 2.0 Y 1.2. 

Estos dos grupos de curvas se encuentran más cercanos a la región 

del aislante que el grupo con Bih = 0. 4. Las curvas d 'ste grupo 

están más separadas, pero ésto es debido a los diferentes valor H del 

número de Péclet P elo Al aumentar el número de Web r , las curvas 

se desplazan hacia la región caliente, pero sólo para B 'i" pequeño. 

En la figura 20 se gráfica - SIR contra B ic. En este caso xisten 

también tres grupos de curvas, cada una con un valor de P es y difer­

entes valores de Wb. 

A medida que el valor de P es disminuye, las curvas son deHplaza­

das hacia la región del a islante. E l crecimiento de las curvas para 

B ic pequeños es muy rápido, pero se estabiliza a medida que B ic 

crece. El número de Weber tiene mayor influencia sobr la curva d 

la posición de la interfase si P es es grande; esto es , el conjunLo de 

curvas con P es = 0.20 presenta mayor separación que 10H conjunLos 

con P es = 0.5 y 0.10. En todos los casos, para Wb = 2.0 , la curva 

está más desplazada hacia la región caliente. 

b ) .- Inte r fase e n la R egión d 1 Aislante. 

En las figuras de la 21 a la 24 se gráfica la pos ición de la inL 'rfasc 

en función de los diferentes parám tras . cuando (~sta se ( ' llC l l<' IIL ra ('11 

la región del ais lante. 
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Se gráfica ahora la posición de la interfase en función del número 

de Weber , figura 21. Los párametros que se hicieron variar son B ie 

y P el o Como puede observarse, la variación de cualesquiera de los 

parámetros, Wb, Bic o P el, provoca desplazamientos muy grandes 

de la posición de la interfase. 

Un cambio muy pequeño en el número de Weber, para el caso en 

que B ic = 0.4, provoca un desplazamiento de la interfas' desde el 

límite cercano a la región fría hasta el de la región caliente, pero 

sin alcanzarlo. Números pequeños de B ic desplaz.an las curvas hacia 

números pequeños de Weber. 

En la figura 22 se gráfica S / R contra P el . Los páramctros que 

también se hacen variar son B ih Y Wb. 

El comportamiento de las curvas es simila r a l de la figu ra anterior. 

Como puede verse en la figura, el rango de valores de B i/¡ es muy 

pequeño: B ih = 0.15 , 0.17 y 0.19; sin embargo, estas variación s son 

suficientes para producir desplazamientos grandes en la posición de 

la interfase . Las curvas comienzan en la fr.ont era entre la región fría 

y la del aislante, pero no alcanza la fron tera de la región cali ente. La 

curva con B ih = 0.19 Y Wb = 2.0 comienza en un punto cercano a 

la región media del a islante y termina dentro de esta misma región . 

La figura 23 es simila r a la figura anterior. Se hace variar Bih en 

forma continua y Wb Y P el en forma discreta. La d iferencia radica 

esencialmente en el valor de P es : 0.01 para la gráfica de la figura 21 

y 0.2 en la gráfica de la figura 22. Números grandes de P ('s (=0.2) 

desplazan a las curvas hacia valores pequeños de n ih y de Wb. Para 

valores pequeños de B ih , las curvas alcanzan sólo valores de Wb = 
0.8; a diferencia de las curvas de la figura 21, en las que el valor del 

número de Weber llega a 2.0. 
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En la figura 24 se grafica S IR contra B ic. En este caso los va­

lores d P es están muy restringidos, pues el modelo no acepLa otros 

valores fuera del rango entre P es = 0.01 Y PCs = 0.05. Ad más, los 

valores para B ih sólo son aceptados si son mayores de 0.3 , para WlJ 
y P es pequeños. 

Existe un desplazamiento suave de la curva, hacia la región fría 

a medida que aumenta el número de Bi oL B ic. Este desplazamienLo 

es mayor si el número de Weber es pequ ño. 

c).- Interfase n la Región Fría. 

En la figura 25 graficamos la posición de la interfase SI R ontra 

el número de Péclet P es . Se usaron los siguientes parámeLros: P ('/ 

= 0.1 , B ic = 0.4 }( = 2.0, 1> = 0.65 y 2bl R = 1.5. obs rva qu 

las curvas de la posición de la interfase para B ih = 0.4 están más 

cercanas a la región del a islante. 

Lo. puntos desde los cuales parten las curvas de la posición d la 

interfase son iguales para cada valor de B ih . Se observa Lambién que 

un aumento en el valor de P es para números de W ber pequeños , 

casi no influye en el desplazamiento de la interfase hacia la región el ,] 

aislante; en cambio, para números de Weber grandes, este desplaza­

miento es mayor e inclusive hay traslapamiento entre las curvas con 

los valores de Wb = O. O Y 0.4. 

En la figura 26 se grafica la posición de la interfase SIR contra 

el número de Web er, mientras los demás parámetros permanecen 

constantes. Es de notarse que para valor s de B ih pequeños la curva 

de SIR e de plaza hacia la región d el aislante' en cambio, para va­

lores grandes de B ih, ésta se encuentra más ad 'ntro ele la regiún fríil . 

-< 1 comportamiento ci. las curvas de la po. ición de la i nL(' I'fa:-,(' P;lI';1 

los diferentes valores de Bih es exacLam 'n Le el mi:-1l1l o. ('xC('p! () por (,1 
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desplazamiento del punto de partida ( Wb = O), que no es el mismo 

para los diferentes valores de Bih . En este caso existe tambi ' n 1 

traslape entre las curvas con B ih = 2 Y P es grandes y para Bih = 
1.2 Y P es pequeños. 

En la figura 27 se grafica la posición de la interfas con­

tra B ih . Un aumento de B ih tiene el mismo cf do que un 

aumento de Th. Para números de Bih grandes la posición de 

la interfase es desplazada hacia la región fría . ' st desplaza­

miento ocurre también cuando se tienen números de P('s pequ ños. 

Puede observarse que las variaciones de B ih provocan un desplaza­

miento muy grande sobre las curvas de posición de la interfase . 

En la figura 28 se graficaron las .curvas S / R contra P el para 

diferentes valores de Wb y P es. Los demás parámetros se mantu­

vieron constantes. Todas las curvas sufren un desplazamiento hacia 

la región fría a medida que aumenta P 1 Y presentan el mismo com­

portamiento. Las curvas parten de puntos muy cercanos a la frontera 

entre la región fría y la región del aislante. En este caso la variación 

del número de P ' clet influye de man ra notoria. 
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Figura 19. Gráfica d e - SIR vs vvu. 
para valores d e P es = 0.1, Bic = 2.0 , 

!{ = 2. O , <J? = 0.7 Y 2 b / R = ].;,. 



• 

y 

(0 , 

• 

• 

------------------------------__ CAPITULOIII o Gf> 

0 . 6J 

0 . ()::, I 

~ 
06/ ~1 

, 

0 . 69 

, 
1 

, 
,/ 

,/ 

, 
,'/ 

,/ 
~,'; 
'V 

0 .. 71 

/ /' , 

" / 

SI STEMA CON J\ I S LJ\f\ TE 
I NTEH FASE EN LA HEC I ON C/\Ll E:\TI< 

1'$ 0 . 0S 

'/ 
" /' 

"/' 

P s 0 . 10 ' 

l.Jo ;..>. v' 
L.-b \1. <1 
lb ~,) . (1 

0 . 75 -f-,--,-----r--7'-l 1 r; ·1 11 1 1 1 I 1 1 1 1 I 1 1 1 1 I r 11 r 1 1 ' I 1 I 1 ¡ 1 

0 . 01 e . 0] 0 . 06 0 . 0 8 0 . 1 1 0 . 1 J (1. 1 () (" . 1 f1 

BIOT ([Nr-RIADORl 

Figura 20 . Gráfica d e - SI R vs B i( .. 

para valores de P Cl = 0.1, B ih = 1.2 , 

!{ = 2. O , (jj = 0.7 Y 2 b / R = 1. 5. 



• 

• 

• 

• 

----------------CAPITULO III • 66 

1 . ?~) , 

1 . 0 

0 . 25 

\ 

, , 

\ 

\ 

(1.0 " -- 1 

0 . 00 

\ 

1 IT EHFi\SE E\f LA HEC lO;\, DEL AIS L.,\ \fTE 

\ 

\ ". .,. 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 
\ 

, , 

, , 

¡ '\ 

r) , (/J . (:" 1 
f' I (-) . e:) 
f l I (-). - ~ 

íTl I I I 1 r 1 r , l r I 1 1 

0 . S3 1 . 00 

Wb 

\ 

\ 

Figura 21. Gráfica d e S / R vs vVh. 

p a r a valores d e P es = 0.05 , n ih = 0.2 , 

! ( = 2.0 , cP = 0.81 Y 2b / R = 1.{). 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

, , 

, , , 

T 1-¡--¡-1 

?00 



• 

• 

(Y 

(/) 

• 

• 

------------------------------CAPJTUJ OIll e U7 

1 . r,0 

\ 

\ 

1 . ?,?; 

l' -', 

~L S0 

0 . 00 I 

0 . 00 

I J\TEHF'1\SE Ei\ L1\ HECrO l\ DEL 1\ r S r ,A:\ ' rE 

\ 

\ 

I I 

, , 
\ , \ \ , 

\ , \ \ , , , 
, \ \ , , , \ \ 

\ 
\ \ 

\ \ 
\ , , 

, , 
\ \ 

\ , 
\ , \ 

\ , 
\ , \ 

\ 
, , , \ \ , 

\ \ \ 

\ , \ , , 
\ \ , 

\ , , , 
\ 

, , 
\ \ , 

\ , \ , 
\ \ 

\ , \ 
I , 

\ I 

I 

" 
¿ . <l 

I \ , 
I 

I 

I 

I 

I 

I I I ,....". T I I r,¡ T r r T ¡ , 

~ . 05 0. '10 ~. 

Pi Cl - ¡ ( L J OLJ 1 f)() 

Fig ura 22. Grá fica d e SI fl v s P ('/ . 

para valores d e P es = 0.01 , n i,. - 0 .2 . 

K = 2.0 , (j) = 0.81 Y 2b / n . = 1 :1 . 

r )f\ (.1 . ll) 
l" ,'. i / 
1>, V;. 1 () 

~J! (-l. ~J 

\ 

\ 

I r 
• J' • ~ ~ ~ 



• 

• 

• 

• 

-------------------------------CAPITULOIII . 68 

INTEHFASE EN LA HEG IO N DEL 1\ 1 S L!\ ]\ TE 

, . e,j , 

v 1 ~ (. 7., ' 
" , . .J J 

I 
(' . S~) 

21.25 

\ 

, , 
, , 

, , 

\ 

, , 

\ 

\ 

, 
\ " 

, , 

\ 

, , 

\ 

\ 

\ 

\ 

, , 
, , , 

\ 

\ 

\ 

, 
\ 

\ 

, 
\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

, , 

\ 

\ 

, , 

\ 

, , 
, , 

\ 

, , 

\ 

\ 
\ WD , . 

Wb= . 8 
\ Wb 21. -1 \ 

0 . 2121 -j--.----rl---¡-I --'I---¡-I ---'-1 ~'-I -'-1-----'--1 -'-1 -----'---'---1"--'-1 -'1-'--1 -'1-'--1 --'I--'--¡- r r l 1 

21 . 2121 0 . 215 0 . 10 
OIOT ( CALL TADOR) 

Figur a 23. Gráfica d e SIR vs Bih . 

p ara valores d e P es = 0.2 , Bie = 2.0 , 

!{ = 2.0 , cP = 0.81 Y 2b / R = 1.5 . 

\ 

1 (J . 0~) 
I 1 /.10 

1 ,'.?e 

\ 

\ 
\ 



• 

• 

Q/ 

• 

• 

1 . 50 

1 . J8 

' . /5 

' .' 3 

. r~r. I 
• :(.:J 

1 

. 88 

APJTULO I1 I • GU 

I NTEHI'ASE EN L;\ ¡ ~E(; IO i\' DEL AISLA .Y!' ¡': 

/ 
/ // 

/ 

// 
/ / 

j / / 1;, 
/,./ 

~ .. r.) ('. % 

,' . 75 I ¡---r- r ~ ¡-- I ,- r T T ¡ ¡...,.-
0 . 30 2 . 47 ¿.~~ 0 . 81 0. l 1 .· ~ 1 . J? 1 .~9 ¡ . ~0 .. 01 ?0~ 

[3 I () r (r Nt- 1, II\OO';:) 

Figura 2 4 . Gráfica d e SI R v s Dic. 

p a r a valo r es d e P es = 0.01 , fl'l'/¡ = 0.2 , 

! ( = 2.0 , cf? = 0.81 Y 2b j n. = 1.5. 



• 

• 

• 

• 

----------------CAPlTULO IU • 70 

1 . ')0 

--::: -

1 . l3S ~ 

[J 1 . ? 
1 . m~ < ' 

S I STEM!\ CO N Al S LA \"'1'1 '; 
INTEHFi\SE El ti\ HE CrO !\ ¡·'UL\ 

I 1 

t..; . ~ . ) 

Fig ura 25. Gráfica d e SIR v s P c
8

• 

para valores d e P e¡ = 0.1 , B ie = 0. 4 . 

!{ = 2.0 , ([J = 0.65 Y 2b/ n. = J .rl . 

- - ----- ---- ---



• 

1 . 90 -

1 . 8S 

1 . 80 

1 . 1S 

• , .70 

1 . 65 

• 

• 

APrT LO JII • 7 1 

SI STEMA CON AISLANTE 
1 NTEP FA SE EN LA PEC 1 () N FHIA 

!Jh -1 . ;; , , --..... " 

-~ 

Ps 9 . 0:) 
- P s 0 . 10 

- - - - Ps -0 . 20 

, --

I I I 1- r' l' I I r I T I 

1 . 00 1 . S~) 
Wb 

Figura 26. Gráfica de s/n vs Wb. 

para valores de P el = 0.1 , !Ji(. = 0.4 , 

J( = 2.0 , ¿p = 0. 65 Y 2b / n = l.r, . 

I I 

. ~) .. 



• 

• 

• 

• 

-------------- - CAPITULO 1] 1 • 72 

1 . t<:> 

.. /:> 

. . /0 

1 . /,r~ 

, . !:J9 -

SI STE MA CON AISLA ¡TE 
l \'TE r~ FA S E El LA HEG I ON FPI A 

¿. 

¿. 

..9 /' 
..9 , '/ 

/' 
/' 

/' 

/ 

/ 

/' 
'/' 

f J" (, ' • • ~') 

r J. , ro . < ,~ 

f, l · . ?~ 

~I ,'- TI 1 T r-r- , , , , , I II-'-¡T , 1 r , I ' 1 

"' - 6C 1 . 1 i . (.I!~ 
rOT ( CALF TA DOR) 

Fig ura 27. Gráfica d e SIR v s B i/¡ . 

p a r a valores de P e¡ = 0 .1 , B i(. = 0 .4, 

J{ = 2.0 , cP = 0 .6 5 Y 2b / R = 1.f>. 



, 

• 

• 

• 

--------------__ CAPITULO JJ I • 73 

i . 95 

í . 8S 

¡y 

r 

j 
I 

1 
1 . /S _J1 

o I 
I 

1 .6S 

./ 

1.4 t, 
0 . 02 

SISTE .\1!\ CO ¡\ !\ 1 ~ L¡\ :\TI': 
INTEHF!\SE EN Li\ PECJO \f FI'1.\ 

./ 

1',_ (.~. 0', 
rJ,; \~ . 10 
fJe, ,/'. ??; 

-/ 
,Y 

,-/ 
-/ 

/' 

./ 

./ 

./ 

- , 

/' 

./ 

./ 

./ 

./ 

I - ~I 111 T 1 IT r r T., ., T TI 1 r'l"1 í j i I 
,; .• t) 0 . 0S ~. 10 

r'lC f I (L r U w()) 

Figura 28. Gráfica d e S / R v s P ('¡ . 

p a r a valores d e Bih = 1.2, Bit" = 0.4 . 

K = 2.0 , g5 = 0.65 Y 2b / R. = l.:; . 

/' 

/' 

1 lIT 

~~ . ~. ' 



• 

• 

• 

• 

--------------_CAPIT LO IV • 74 

CAPITULO IV 
CONCLUSIONES 

Se ha desarrollado un modelo matemático unidimensional para 
el crecimiento de cristales por el m étodo de Bridgman- tockbarg r. 
Se hizo un estudio de la influencia d e los diferentes parámetros expe­
rimentales sobre la posición de la interfase líquido- sólido del cristal. 
Del modelo se obtienen relaciones analíticas muy simples que per­
miten d terminar cómo se deben aju tar los diferentes parám tr s 
pa ra obtener la posición deseada de la interfase. Se hizo el estudio 
u!3ando la relación de conductividades térmicas , K = 2.0, corr s­
pondiente al CdTe. Este material se intentará crecer en un futuro 
p~óximo en 1 IF- UASLP. 

El estudio completo de la influ ncia de cada parámetro sobre la 
posición de la interfase sería bastante a rduo, pues es posible hac r 
la variación de cada parámetro mant niendo los demás constant s; 
sin embargo, los resultados mostrados permiten determinar como se 
deben a justar estos parámetros para obtener la localización d la 
interfase deseada. 

Los resul tados muestran que el mejor sistema de crecimiento s 
cuando se ha colocado un a islante alrededor del horno donde se ha 
de crecer el cristal, entre las zonas de calentamiento y enfriamienLo. 
De acuerdo a l modelo, se logra crecer un buen cristal cuando s 
toman números de Weber y de P eclet pequ ños, cuando la inL r­
fase se encuentra localizada en la regón caliente, para 1 si:Lema sin 
a isla nte. Cuando la interfase se encuentra en la región fría , deben 
escoger e valores grandes del número de Web r y de PeclcL. así como 
de B ih . 
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Para el caso del sistema al que se le ha agregado un aislante, y la 
posición de la interfase se encuentra en la región caliente, la int rfase 
se encuentra muy alejada de la frontera entre la región cali nte y la 
del aislante, lo que no produciría un buen crecimiento cristalino. 

Si la posición de la interfase se encuentra en la región fría , s 
pueden obtener posiciones de la interfase muy cercanas a la fron­
tera entr la región fría y la del aislante. Para números de Weber 
grandes , los cambios de posición de la interfase son muy suaves lo 
que indica que variaciones pequeñas de los otros parámetros no la 
afectan sensiblemente . 

Cuando la interfase se encuentra en la reglOn del ais lanL , 
se obtiene que las variaciones de los parámetros af ctan muy 
drásticamente la posición de la interfase. Esto es consecuencia el 1 
modelo , que sólo permite calcular la posición de la interfase d ntro 
de un rango muy pequeño de valores de los parámetros . 

Posteriormente se hará el estudio del sistema en el cual se 
analizarán perfiles de la interfase y gradientes de temperatura . 
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B i 

.~ B ic 

P e 

P l 

P s 

Wb 

L1Hf 

APENDICE 
NOMENCLATURA 

Número de Biot. B i = h;:-

Número de Biot en la región del calentador. 

Número de Biot en la región del enfriador. 

Número de Péclet. P e = v~cp 

Núm ro d Péclet para la fase líquida. 

Número de Péclet para la fase sólida . 

N , d W b Wb iJ. il¡ umero e er. = Cp(T¡, - T~) 

Calor latente de solidificación . 

" /' r Temperatura él.CllrnenslOna l. <:}) = -;--¡. 'Ir, 
/¡ r 
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p Densidad. 

K Conductividad térmica. 

kl Conductividad térmica del liquído. 

ks Conductividad térmica del sólido. 

Cp Capacidad calorífica. 

r Posición radial. 

2b Espesor del aislante. 

z Posición axial de la interfas sólido líquido. 

V Velocidad del ámpula. 

R Radio del ámpula. 

h Coeficiente d transferencia del calor. 

T T mperatura. 

X. Temperatura de la interfase. 

Tc Temperatura de enfriamiento. 

Th Temperatura de calentamiento. 

Tam Temperatura ambiente. 
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Ya Temperatura del aislante. 

' . m± Raíces características de la ee. (2) . 
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